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DESCRIPCION

Este trabajo consiste principalmente en estudiar y presentar cuatro extensiones
de la dualidad de Stone, para ello una idea esencial sera considerar las categorias
ABR y STR, luego se extenderan los funtores clésicos de Stone a estas categorias

y se dard una adjuncion (estos conceptos por supuesto se precisan en el trabajo).

En el primer capitulo (preliminares) se hace un breve repaso de la teoria de anillos
de Boole con 1, la teoria de los espacios de Stone y también de los conceptos de
la teoria de categorias que se va a usar. En el segundo capitulo se hace un estudio

de la dualidad de Stone, que se da entre las categorias AB; y ST.

En el dltimo capitulo se van enriqueciendo las categorias ABR y STR al dotar a
los anillos de Boole con una “cierta” relacién, lo que significara, enriquecer tam-
bién al espacio de Stone correspondiente con una “cierta” relacion de tal manera
que la adjuncién establecida en el segundo capitulo restringida a estas nuevas

categorias resulte ser una dualidad, obteniendo asi cuatro extensiones de la dua-

lidad de Stone.

Finalmente y como aplicacién de la dualidad entre ABRL (anillos de Boole con
una relacién de “ligazén”) y RCHS (Espacios de Stone con una relacién cerrada
y de equivalencia), se da una visién algebraica de la conexidad en la categoria
ABRL y se muestra que la conexidad topoldgica en los cocientes Hausdorft de
espacios de Stone coincide con la propiedad algebraica de la conexidad ya definida
y en particular se demuestra que todo continuo se puede representar algebréica-
mente mediante un objeto conexo de la categoria ACRL (anillo de Cantor con

una relacién de “ligazén”).

Trabajo de grado
2Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Directora: Sonia Marleni Sabogal

Pedraza (Doctora en Matematicas).
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DESCRIPTION

This work mainly studies and presents four extensions of Stone duality. For this
purpose an essential idea will be to consider the categories ABR and STR, then
the classic functors of Stone will be exended to these categories giving an adjun-

ction (Of course these concepts are precised later into the work).

The first chapter (preliminaries) is a brief review of the theory of Boolean rings
with unity and the Stone spaces theory, also some concepts of categoriy theory
which will be used. In the second chapter we give a study of the Stone duality
that occurs between the categories AB; and ST.

In the last chapter the categories ABR and STR are enriched by endowing Boo-
leans rings with a “certain” relation, this means also to enrich the corresponding
Stone space with a “certain” relation such that the adjunction established in the
second chapter, restricted to these new categories results to be a duality, obtai-

ning in this manner four extensions of the Stone duality.

Finally, as an application of the duality between the categories ABRL (Boolean
rings with unit and a “link” relation) and RCHS (Stone space with a closed and
equivalence relation), we present an algebraic view of the connectedness in ABRL
and this show that the topological connectedness in the Hausdorff quotients of
Stone space can be traslated to the algebraic property of the connectedness al-
ready defined about a certain object of the category ABRL, and in particular
this shows that any continuum can be represented algebraically as a connected

object of the ACRL category (Cantor ring with a “link” relationship).

3degree work
4Faculty of Sciences. School of Mathematics. Advisor: Sonia Marleni Sabogal Pe-

draza (PhD in mathematics).
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INTRODUCCION

El teorema de representaciéon de Stone fue establecido por Marsall Har-
vey Stone en los afios treinta, en el articulo [6] y quizd es cronolégicamente
es el primer teorema que conecta dos campos de la matematica: el dlgebra y la
topologia. En dicho articulo, entre otros resultados, M.H. Stone demuestra que
la teoria de los anillos de Boole es matematicamente equivalente a la teoria de
los espacios topoldgicos localmente compactos, Hausdorff y totalmente discone-
xos, también llamados por Stone, espacios Booleanos. Esto significa, traducido al
lenguaje actual de la teoria de categorias (aunque es de resaltar que ésta atn no
existia en esa época), que las categorias AB: anillos de Boole - homomorfismos
propios, es decir, homomorfismos de anillos tales que la imagen inversa de todo
ideal maximal es ideal maximal, y ST, : espacios Booleanos - funciones propias,
es decir, funciones continuas entre espacios Booleanos tales que la imagen inversa
de todo compacto es compacto, son equivalentes como categorias (mas adelante

en el desarrollo del presente trabajo, se precisaréan estos conceptos).

Una version un poco mas particular del teorema de representacién de Stone es la
que se presenta en el capitulo 2 del presente trabajo y establece que las categorias
ABy;: anillos de Boole con uno - homomorfismos de anillos que respetan el uno 'y
ST: Espacios topoldgicos Hausdorff, compactos y totalmente disconezxos (espacios

de Stone) - funciones continuas, son equivalentes como categorias.

La idea principal de esta monografia es estudiar y presentar cuatro extensiones

11
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del teorema de representacién de Stone para anillos de Boole con uno (vea [1]
capitulo 2). Para este fin, una idea esencial serd considerar dos nuevas categorias:
Anillos de Boole con uno y con una relacion - homomorfismos de anillos de Boo-
le que respetan el uno y la relacion “hacia atras” y Fspacios de Stone con una
relacion - funciones continuas que respetan la relacion “hacia adelante”. Aunque
estas categorias son adjuntas, no resultan equivalentes, asi que gradualmente se
estableceran condiciones sobre tales relaciones para que la adjuncién establecida
resulte ser una equivalencia dual de tal manera que las categorias clasicas de los
anillos de Boole con uno y los espacios de Stone puedan ser vistas como subca-
tegorias de las nuevas categorias definidas y los funtores asociados al teorema de
representacion de Stone puedan extenderse a estas nuevas categorias, de modo

que la equivalencia se siga manteniendo en cada extension.

En virtud de la dualidad establecida y a manera de una aplicacion de ella, dare-
mos una propiedad “algebraica” que caracterice exactamente a todos los cocientes
Hausdorff de espacios de Stone, presentaremos la conexidad topoldgica desde un
punto de vista algebraico (vea [1], definicién 2.7.3) y se establecerd una condicién
necesaria y suficiente, “en términos algebraicos” para que un cociente Hausdorff
del espacio de Cantor resulte ser conexo capturando asi a todos los continuos, es

decir los espacios métricos, compactos y conexos.

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera:

En el primer capitulo (Preliminares) se definen e ilustran algunos conceptos
basicos de la teoria de anillos de Boole con uno, la teoria de espacios de Stone y
la teoria de categorias.

En el segundo capitulo se estudia la dualidad de Stone. Este capitulo es de
gran importancia para el resto del trabajo pues en él, entre otros resultados, se
muestra una forma de extender el mecanismo de dicha dualidad a unas categorias
mas generales que resultaran ser duales.

En el ultimo capitulo se presentan cuatro extensiones de la dualidad de Stone
y como aplicacién, se muestra una propiedad en términos algebraicos que carac-
teriza la conexidad en los cocientes Hausdorff de espacios de Stone y en particular

una propiedad algebraica que caracteriza los continuos.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Esta seccion estd hecha con el fin de proporcionarle al lector algunos conceptos
y resultados basicos de la teoria de anillos de Boole, la teoria de espacios de Stone
y la teoria de categorias. Estos conceptos y resultados son necesarios pues seran

utiles en el siguiente capitulo.

1.1. ANILLOS DE BOOLE

Definiciéon 1.1.1. Un anillo A es un Anillo de Boole si para todo x € A,

Tr~ =x.

Ejemplo 1.1.1. (i) Es claro que el anillo (Zs, +, -) con la suma y la multiplicacién
usual es un anillo de Boole.
(ii) Sea X un conjunto no vacio, no es dificil ver que (PX,A,;N) es un anillo;

dado S € PX: SNS =S, entonces (PX,/A,N) es un anillo de Boole.

Teorema 1.1.1. Todo anillo de Boole es conmutativo y de caracteristica 2 siem-
pre que A # {0}.

Demostracién. Sea A un anillo de Booley a,b € A, a+b= (a+b)?=a*+ab+
ba + b* = a + ab + ba + b, entonces ab = —ba:

13



1.1. Anillos de Boole 14

Si a = b entonces aa = —aa luego 2a = 0, y asi Char(A) = 2.

Como ab = —ba entonces ab = (—ba)* = (ba)? = ba y asi A es conmutativo. [

Si A es un anillo de Boole, de manera natural podemos definir una relacién

en A con lo cual (A, <) resultard ser un reticulo.

Definicién 1.1.2. Sea A un anillo de Boole, se define una relaciéon de orden

b

parcial “ < 7 en A de la siguiente manera: Dados a,b € A, a < b si y solo si

ab = a.

Veamos la transitividad de “ <”: Dados z,y,2 € A con z <y y y < z, entonces

LY =T yyz=yy

rz = (xy)z
= 2(yz)
= ay
=
asi t < zy “<7 es transitiva en A. O

Dados z,y € A, tenemos que z Ay = inf{x,y} y « Vy = sup{x, y}, siendo

TNy=z2y y aVy=x+y+2zy

Veamos que zVy =2+ y+2y: Noteque x <z Vyyy<zVy, entonces zVy
es una cota superior de {z,y} y si existiera z € A tal que x < z, y < z, entonces

rz =1y yz =1y, es decir

(xVy)z = (xty+xy)z
= xz+yz+x(yz)
= X+y+xy
= xVy
Asi se concluye que x V y = sup{z,y} O

Note que en el anillo (PX,A;N), A< B AC B, AVB=AUBy AAB =
ANB,VA, B e PX.
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Definicién 1.1.3. Sea A un anillo de Boole, un elemento a € A se dice un atomo

de A si a es un minimal de A — {0}.
En el Capitulo 3 se dard un ejemplo de un anillo de Boole sin dtomos.

Definicién 1.1.4. Sea A un anillo de Boole, F C A no vacio. Diremos que F es

un filtro de A si satisface las siguientes condiciones:

i) Ve,y e F:x ANy € F,

i) Vee F,Vye A:xVyeF.
Diremos que un filtro F de A es propio si F # A.
Observacioén. F es filtro propio si y solo si F es filtro y 0 ¢ F.

Proposicién 1.1.1. Sea A un anillo de Boole, F C A, F # (). Entonces F es

un filtro de A si y solo si satisface:
(i) Ve,ye F,x Ny € F;
(i) Vee F,VYye A, x <y=yeF.

Demostracion. =|(i") Es inmediato;

(77') Sean z € F,y € Ay tal que x <y, como F es filtro, x Vy € F y ademas
rxy=x,entoncescVy=ac+y+zry=zy+y+axy=y. Luegoy € F

<](i) Es inmediato;

(17) Sean x € Fy y € A, como xVy = sup{z,y}, entonces z < (zVy) y por (ii’)
xrVyeF. O

Ejemplo 1.1.2. Sea T' € PX con PX el anillo del Ejemplo [1.1.7] (i), Fr :=
{S € PX :T C S} es un filtro de PX. En efecto, Fr # () pues T € Fr;

i) Dados R,S € Fr: T C Ry T C S, entonces T C RNS = RASy
RAS € Fr.

ii) Dado R € Fry S € PX con R C S, se tiene que T C R C S, entonces
T C S yporlo tanto S € Fr.
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Asi por la Proposicién F es filtro. O

Definicién 1.1.5. Sea A un anillo de Boole, se dice que Y C A, Y # () tiene la
propiedad de intersecciones finitas (P.I.F.) si dado Y’ C Y finito, inf Y’ # 0.

Definicién 1.1.6. Sea A un anillo de Boole y S C A, diremos que S es una base
de filtrosi S # (), 0 € S y para todo z,y € S existe z € S tal que z < zy. Si
definimos

Fs:={r € A:s <z paraalgin s € S}

Fs es un filtro de A, ademas si z € S, por la reflexividad de “ <7, z < z. Asi se

tiene que S C Fg.

Ejemplo 1.1.3. Sea A un anillo de Boole y Y C A con la P.ILF. Defina

S:={fY':Y' CY yY finito}

S es base de filtro, en efecto:
» S#QpuesY C S (x €Y,z =inf{z}), entonces Y # ()

= 0 & S pues si suponemos que 0 € S, entonces existe Y/ C Y finito tal que

inf Y’ =0 y esto contradice que Y tenga la P.I.F;

» Dados z,y € S, entonces existen Y/, Y” C Y finitos y tal que x = inf Y’ y
y =infY”. Sea z = inf (Y UY"), z € S pues Y/ UY” es un subconjunto

finito de Y ademaés (zy)z = 2. Asi z <zyyazy € S.
Asi se concluye que S es una base de filtro de A. O

Definicién 1.1.7. Sea A un anillo de Boole y F un filtro propio de A, F es un

ultrafiltro o filtro maximal si no existe otro filtro G de A tal que F C G C A.

Lema 1.1.1. Sea A un anillo de Boole, si Y C A tiene la P.I.F, entonces existe

un ultrafiltro F de A que contiene a Y .
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Demostracion. Por el ejemplo [1.1.3] existe Fy filtro con Y C Fy. Sea
F.={F: Fesfiltroy Fy C F}

y sea {G;}ics una cadena en F_, veamos que C = | J G; es un filtro.
a iel

(i) C # () pues Fy C G; Vi € I entonces Fy CCy Fy # 0;
(ii) 0 € C pues 0 € G;, Vi € I;

(iii) Sean z,y € C, entonces existen ¢, j € I tales que z € G; y y € G, sin pérdida
de generalidad sea G; C G;, tenemos que z,y € G;, luegox Ay € G; CCy

asi x Ay € C.

(iv) Dado z € Cy y € A, existe i € I tal que z € G;, entonces xVy € G; y
asi x Vy e C.

Asi C es filtro. Ademés Fy C C, entonces {G; }ic; estd acotado superiormente en

F

C

y por el Lema de Zorn, F_ tiene un elemento maximal ¢/. Veamos que U es
ultrafiltro: Si existe G filtro con U C G, entonces Fy C G = G € F_ y como U es

maximal en F_, U = G con lo que completamos la prueba. O

Teorema 1.1.2. Sea A un anillo de Boole con 1 y F un filtro de A, son equiva-

lentes:
i) F es un ultrafiltro;
i) Va € A)(a ¢ F = 3f € F tal que af =0);
iii) (Va,be A)(aVbe F=acF 6beF);
w) Va,be A)(a+beF=>a€cFobeF);
v)VaeA,ae Fol+aeF.

Demostracion. i)=-ii) Sea a € A— F no nulo y supongamos que Vf € F,af # 0.

Entonces el conjunto

S:={af:feF}
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tiene la P.ILF. ya que 0 ¢ F y si afy,...,af, € S = 15{{&]@} =afi\..Naf, =
a(fi...fn) # 0 (pues fi...f, € F) y aplicando el lema existe un ultrafiltro
Fg tal que S C Fgs.

Veamos que F C Fg C A.
Si feF, (af)f =af entonces af < fy como af € Fs, f € Fgy por lo tanto
F C Fg. Por otro lado note que dado f € F, se tiene que af € Fsyaf < a,

entonces a € Fg y a & F, asi F C Fg pero esto contradice que F sea ultrafiltro.

ii)=-iii) Supongamos que a Vb € F y a,b ¢ F. Por (ii) existen fi,f, € F
tal que afy =0y bfy =0. Como a Vb € F, entonces (f;f2)(aV b) € F pero

(fif2)laVd) = (fif2)(a+ b+ ab)
= (fifo)a+ (fif2)b+ (fif2)ab
= (fia)fa + fi(fod) + (fra)(f2d)
= 0

lo que es una contradiccion.

ili)=iv) Si a + b € F, note que a + b = a(a + ab) V b(b + ab), entonces por
(iii) a(a+ab) € F o b(b+ab) € F y como a(a+ab) < ay b(b+ ab) < b, entonces
acFobeF.

iv)=- i) Supongamos que F no es ultrafiltro, entonces existe G filtro propio tal
que F C G. Sea g € G— F, tenemos g+ (1 +¢g) =1 € F, como g € F, usando
(iv), 1+ g € F, entonces 1 + g € G y como G es filtro g(1 + g) =0 € G lo que es

una contradiccion.

iv)=v) Dado a € A, como 1 € Fy 1 = a+ (1+ a), entonces por hipdtesis
ac Fol+ackF.

v)=1iv) Sean a,b € A, si a+ b € F y suponemos que a ¢ F (el otro caso es
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anélogo), entonces por hipdtesis 1 + a € F, entonces (a + b)(1 + a) € F y como
(a+b)(1+a)=b+ab=0b(1+a),b(l+a) € Fyorlotanto b € F. O

Observacion. Aunque en iv)=-1) se usé el hecho de que A tiene 1, en general, si
el anillo de Boole no tiene 1 las propiedades de i) a iv) son equivalentes. (Para

iv)=1) véase [I], Proposicién 2.16.).

Dado un anillo de Boole A, dotaremos a la familia de ultrafiltros de A, de una

topologia que sera completamente determinada por A.

Definicién 1.1.8. Dado un anillo de Boole A con 1, defina

Spec(A) == {U : U es ultrafiltro de A}

Es posible dotar a Spec(A) de una topologia llamada la topologia de Zariski

de la siguiente manera: Se define Va € A,

D(a) :={U € Spec(A) : a € U}

Entonces {D(a)}q.ca es una base de topologia en Spec(A), en efecto,

» J D(a) = Spec(A) pues sid € Spec(A)yacld =U € D(a) C |J D(a);

acA acA
» Dados a,b € A: D(a) N D(b) = D(ab), pues U € D(a) N D(b) < U € D(a)
yUeDb) acUybeld S abeld < U € D(ab)

Nota. Hay otras maneras equivalentes de definir el espectro de un anillo de Boole
con 1 A, por ejemplo tomando (dualmente) los ideales maximales del anillo A, es
decir:

Specp(A) = {Z : T es ideal maximal de A}

y como abiertos basicos los conjuntos D(a) := {Z : Z es ideal maximal y a ¢ Z}.

Por otra parte, se puede probar que en un anillo de Boole con 1, los ideales
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maximales son exactamente los mismos ideales primos, en efecto, dado Z un ideal
de A, si 7 es maximal, como A es un anillo conmutativo con 1, por la teoria de
anillos, se sabe que Z es ideal primo, ahora si Z es un ideal primo y suponemos
que existe J ideal de Z tal que Z C J C A, entonces existe j € J —Z, como
0=7501+4),j(1+j)eZyyaqueZesideal primo,j €Z61+j€Z. j ¢TI
por hipétesis, entonces 1 + 7 € Z entonces 1 +j € J, luego 0 =57+ (1+j) e T
v J = A lo que es una contradiccion. Asi Z es ideal maximal. Ademas existe un

homeomorfismo ¢

©: Spec(A) — Specp(A)
F — Ir={l+z:z€ A}

De este modo, el conjunto Spec(A) que estamos definiendo aqui coincide con lo
que se conoce como el espectro primo del anillo A.

En la Seccién 1.3 se mostraran las propiedades topolégicas mas importantes del
espectro Spec(A). También mds adelante se mostrard un ejemplo del Spec(A)
para el anillo de Boole, (PN, A N) y se verd que este espectro no es otra cosa

que el compactado de Stone-Cech de N con la topologfa discreta.

En la siguiente proposicién se establece una lista de propiedades de los abiertos

basicos D(a), que se usardn mas adelante.
Proposicion 1.1.2. Sean A un anillo de Boole con 1 y a,b € A, entonces
1. D(a)N D(b) = D(ab);
2. UWD(a) = D(supW) con W C A finito y no vacio;
ae
3. D(a) =0 < a=0;
4. D(1+a) = Spec(A) — D(a);

5. D(a+b) = D(a) A D(b);

6. a <b< D(a) C D(b).
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Demostracion.
1. Ya fue probado.

2. Basta hacer la prueba para dos elementos y luego aplicar induccion: Dados
a,b € A: U € D(a) U D(b) y esto equivale a que a € Y o b € U y por la
Proposicién se sigue que a Vb € U o bien U € D(a V b).

3. <] Esta implicacién es inmediata ya que 0 no pertenece a ningun filtro
propio.
=] Suponga que D(a) = () con a # 0. Como {a} C A tiene la P.IF. existe

F ultrafiltro de A con a € F, entonces F € D(a), contradiccion.

4. Note que D(a(l +a)) =0 y por 1, D(a) N D(1 4+ a) = 0. Ademés por 2,
D(a)UD(1+a) = D(aV(1+a)) = D(1) = Spec(A), luego D(1 + a) =
Spec(A) — D(a).

5. Usando 1,2,3 y 4 tenemos: D(a) A D(b) = (D(a) N (D(b))°) U (D(b) N
(D(a))?) = (D(a)ND(1+b))U(DDb)ND(1+a)) = D(a(l+b)Vb(l+a)) =
D(a+0).

6. =] Seald € D(a) = a €U ycomoa<b bel,esdecir U € D(a).

<] Supongamos que a # 0 (pues si a = 0, 0 < b, Vb € A) y supongamos
ademds que a £ b, o bien ab # a, entonces a+ ab # 0y el conjunto {a+ ab}
tiene la P.I.F, por el lema existe F ultrafiltro con a + ab € F. Ahora,
note que a(a+ab) = a+ab = a+ab < a 'y como F es filtro a € F, entonces
por hipétesis b € F y 0 =b(a+ ab) € F lo que es absurdo. Asi se concluye
que a < b.

O

Observacion. Note que en el item 2 de la proposicion anterior, si W es infinito

y sup W existe, puede ocurrir que |J D(a) # D(sup W).
acW
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Ejemplo 1.1.4. Tome el anillo producto A := Z}, A es un anillo de Boole con

1a = (1)nen- Dados (x;)ien, (¥:)ien € A, note que
(25)ien < (Wi)ien © x; <y, Vi €N
Dado k € N, sea (z;)F. € A tal que

1 sii <k
xT; =
0 sii>k

y sea W = {(x;)Fy}ren, entonces D(sup W) = D((1);en) = A pero si tomamos
(yi)ien € A tal que

1 siiespar
Yi =
0 si?esimpar
y definimos el ultrafiltro principal F = {(2;)ien € A : (Yi)ien < (¥i)ien}, entonces
F ¢ U D((z:)ky) pues si existiera ky € N tal que F € D((;)i%) o bien

keN

(,)52 € F entonces (y;)ien < (7)1 lo que es una contradiccién.

1.2. ESPACIOS DE STONE

En esta seccion se precisa el concepto de espacio de Stone, asi como otros
conceptos y resultados conocidos de la topologia general, que se aplicaran poste-
riormente. Las demostraciones que se omiten de esta seccion, se pueden encontrar

por ejemplo en [7] o en [1].

Definicién 1.2.1. Un espacio topolégico X es Hausdorff, si dados =,y € X,
x # 1y existen U,V C X abiertos talesque z €e U, y € VyUNV = .

Definicién 1.2.2. Un espacio topolégico X es compacto, si toda cubierta abier-

ta de X admite una subcubierta finita.

Note que si X es compacto y Y C X es cerrado, entonces Y es compacto.

Ademas si X es Hausdorff y Y C X es compacto, entonces Y es cerrado
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Definicién 1.2.3. Un espacio topolégico X se dice disconexo, si existen U y V
abiertos disjuntos no vacios tal que U UV = X. En caso contrario, se dice que X

€S conexo.

Definicién 1.2.4. Un espacio topoldgico X se dice totalmente disconexo, si

X admite una base de abierto-cerrados.

Las propiedades de compacidad, conexidad, disconexidad, disconexidad to-
tal y Hausdorff, son todas propiedades topoldgicas, es decir, se preservan por

homeomorfismos.

Definicién 1.2.5. Un espacio topoldgico X se dice espacio de Stone si es

Hausdorff, compacto y totalmente disconexo.

Antes de dar un ejemplo de un espacio de Stone, recordemos cémo se define

la topologia producto para una familia arbitraria de espacios topoldgicos.

Sea {X;}ie; una familia de espacios topoldgicos, definamos:
Bp = {mﬂjl(Ui) :U; es abiertode X; y JC I, J ﬁnito}

donde cada m; : [[ X; — X, es la i-ésima proyeccién Vi € I. En estas con-
diciones Bp es ufleal base de topologia sobre H X, v la topologia generada por
Bp se conoce como topologia producto o tz(e)i)ologl'a de Tychonoff. De esta
manera el conjunto [ X; dotado con la topologia producto, se llama el espacio
producto de los {)é,eie I

Los siguientes resultados son ampliamente conocidos:

Teorema 1.2.1. El espacio producto de espacios Hausdorff, es también Haus-

dorff.

Teorema 1.2.2. (Teorema de Tychonoff) El espacio producto de espacios com-

pactos, es también compacto.
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Ejemplo 1.2.1. (El espacio de Cantor) Sea {0,1} con la topologia discreta;
definimos € := {0, 1}" con la topologia producto, es decir, U es un abierto bésico

de €, si y solo si U es de la forma:

U= (U:)

icJ

con U; abierto de {0,1}, J C N finito y m; : € — {0, 1} la proyeccion i. Obsérvese

que para cada U; tenemos cuatro casos:
Si Ui = {0} = 7' (U;) = {(zn)nen € €2 2 = 0};
SiU; = {1} = 7,1 (U;) = {(zn)nen € € : 2y = 1};
SiU;=0= ' (Us) = 0;
SiU; ={0,1} = 7, (U;) = €.
Como {0,1} es Hausdorff y compacto, en virtud de los Teoremas y 122

{0, 1} es Hausdorff y compacto. Ademds si U es abierto bésico de €, entonces

C—U=¢—(m ' (U)=Jm (0,1} - )

ieJ ieJ

que es un abierto de € de modo que los abiertos basicos U de €, son también

cerrados y por tanto € es totalmente disconexo, luego es un espacio de Stone.

Definicién 1.2.6. Sean X y Y espacios topoldgicos y f : X — Y una funcién

continua. Diremos que:
i) f es abierta si f(U) es abierto en Y, para cada abierto U de X
ii) f es cerrada si f(A) es cerrado en Y, para cada cerrado A de X.

Proposiciéon 1.2.1. Sea f : X — Y wuna funcion continua y biyectiva. Son

equivalentes:

i) f es un homeomorfismo;
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it) f es abierta;
iii) f es cerrada.

Proposicién 1.2.2. Si X es compacto, Y es Hausdorffy f: X — Y es una

funcion continua, entonces f es cerrada.

Demostracion. Sea A C X cerrado, como X es compacto, A es compacto, enton-

ces f(A) es compacto y ya que Y es Hausdorff, f(A) es cerrado. O

Definicién 1.2.7. Sea X un espacio topoldgico, Y un conjuntoy f: X — Y
una funcién sobreyectiva. Podemos definir una topologia 7, sobre Y de la siguiente

manera:

Tr={VC_CY: f71(V) es abierto de X}

7; es llamada la topologia cociente y es la topologia mas fina sobre Y que hace

a f continua. En estas condiciones Y se dice un espacio cociente de X.

Ejemplo 1.2.2. Sea X un espacio topolégico y ~ una relacién de equivalencia
en X, p: X — X/ ~ la proyeccién natural. Entonces la topologia cociente 7,

sobre X/ ~ estd dada por:

U es abierto de X/ ~, siy solo si p~!}(U) es abierto de X, es decir, si y solo si

ptU) = U A es un abierto de X
Aeu

En las condiciones anteriores tenemos el siguiente lema, el cual se presenta en

[8] como ejercicio:

Lema 1.2.1. Sea X un espacio compacto Hausdorff y sea f : X — Y una

funcion cociente, son equivalentes:
1) Y es Hausdorff;
2) f es cerrada;

3) E:={(x,y) € X x X : f(z) = f(y)} es un cerrado de X x X.
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1.3. ANILLOS DE BOOLE vs ESPACIOS DE

STONE

En esta seccion se presentan resultados basicos de la teoria de Stone, los cuales
en los anos treinta establecieron por primera vez en la historia de la matematica,

un “puente” importante entre el algebra y la topologia.
Teorema 1.3.1. Sea A un anillo de Boole, entonces D(a) es compacto Ya € A.

Demostracion. Sea W C Ay D(a) C |J D(a)ND(b) = U D(ab) (Proposicién
beW ew

1.1.2). Supongamos que para todo W' C W, W’ finito, D( ) # U D(ab), o bien
bew’

D(a) # D(asup W'). Entonces D(a+asup W') # () (pues si D(a+asup W’') =)
se tiene que a+asup W’ = 0 o bien a = asup W', entonces D(a) = D(asup W') =

U D(ab) y esto contradice la hipétesis). Entonces a+asup W’ # 0y inf{a+ab :
ll))eéV/W’} = (a+aby)...(a+ab,) =a+a(by VbV ...Vb,) =a+asup W’ # 0 con

W' = {by,...,b,}. Luego el conjunto
Y:={a+ab:be W}

tiene la P.ILF. y por el Lema [I.1.1] existe un filtro maximal F que contiene a Y.
Tenemos que a+ ab € F para todo b € W, entonces b ¢ F para ningun b € W, o
bien F & D(b). Por otro lado, como a+ab < a, F € D(a) C |J D(ab), es decir,
existe by € W tal que aby € F y como aby < by, entonces by ebe}li‘,/ esto es absurdo

pues b € F para ningun b € W. Asi existe W' C W finito tal que

a) € | J D(a) N D(b)

bew’

y D(a) es compacto. O

Teorema 1.3.2. Si A es un anillo de Boole con 1, entonces Spec(A) es un espacio

de Stone.

Demostracion. Note que Spec(A) = D(1) y por el Teorema |1.3.1, D(1) es com-

pacto, entonces Spec(A) es compacto.
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Sean Z,J € Spec(A) con T # J; como Z y J son ultrafiltros, entonces Z Z J
v J Z I, es decir, existen a« € ZT—7 y b € J —Z. Entonces como b € A,
por la proposicién v) se debe tener que 1 +b € Z y ya que a € Z,
a+ab€e€Z=T7¢c D(a+ ab). Por otro lado b € J, entonces J € D(b), ademas

D(a+ ab) N D(b) = D((a+ ab)b) = D(0) =)

entonces Spec(A) es Hausdorff.

Como D(a) es compacto en un espacio de Hausdorff se sigue que D(a) es cerrado,

entonces Spec(A) es totalmente disconexo y por tanto es un espacio de Stone.

Nota. Otra forma de probar que D(a) es cerrado, es sencillamente observando

que su complemento Spec(A) — D(a) = D(1 + a) es abierto. O

De esta manera, todo anillo de Boole con 1 determina un espacio topolégico
(que resulta ser de Stone). En el sentido opuesto se puede probar que todo espacio
topologico determina un anillo de Boole con 1 como lo mostraremos en la siguiente

proposicion:

Proposicion 1.3.1. Sea X un espacio topolégico y sea
A(X):={AC X : A es abierto-cerrado de X'}

Entonces (A(X),A,N) es un anillo de Boole con 1.

Demostracion. Note que A(X) C PX, asi basta ver que A(X) es subanillo de
PX:

(i) A(X) # 0 pues 0, X € A(X);

(ii) Note que 1ax) = X; sean A, B € A(X), entonces A°, B° € A(X), luego
AANAB=(ANB)U(A°NB) e A(X) y (A(X),A) es un grupo abeliano;

(iii) Claramente AN B € A(X), entonces A(X) es cerrado bajo N.

Ast A(X) es subanillo con uno, de PX. O
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Definicién 1.3.1. Sea X un conjunto, se dice que F C PX es un filtro de X, si

verifica las siguientes propiedades:
1. F # 0
2. 0¢ F;
3. Si A, B € F, entonces AN B € F;

4. Si Ae Fy AC B, entonces B € F.

Observe que es la misma nocién de filtro de la Definicién [1.1.4] tomando como
anillo de Boole A = PX.

F se dice ultrafiltro de X si no existe un filtro G de X tal que F C G C PX,
o equivalentemente si dado A € PX, entonces A € F 6 X — A € F.

Definicién 1.3.2. Sea X un espacio topoldgico, una compactificacion de X
es un par (Y, ¢) donde Y es compacto, Hausdorff, ¢ : X — Y es una funcién

continua, inyectiva y tal que ¢(X) es denso en Y.

Definicién 1.3.3. Sea X un espacio topolégico y sea (Y, p) una compactacion
de X, diremos que (Y, ) es la compactacién de Stone-Cech de X si dado Z

compacto, Hausdorff y f : X — Z continua, existe ¢ : Y — Z continua y tal
que o = f.

Ejemplo 1.3.1. Por lo visto anteriormente (PN, A, N) es un anillo de Boole con
1py = N.

Si N tiene la topologia discreta, entonces A(N) = PN. Definimos:
BN := {P : P es ultrafiltro de N}
Es posible dotar a SN de una topologia de la siguiente manera: Se define VA C N,
A:={PepN:AecP}

Entonces {E} Acn es una base de topologia de SN, en efecto
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s 0={PepN:0eP=0
= Como N C N, entoncesN:ﬁN;

= Dados A,B C N : ANB = An E, en efecto, P € AN B esto equivale a
queAﬂBEP,AEPyBGP,aSiPEA\ﬂB\.

Se puede demostrar que el espacio AN es la compactificacién de Stone-Cech de N

(vea [2], capitulo 3) y en estas condiciones Spec(PN) = SN.

BNy Spec(PN) tienen la misma topologia pues para cada A C N :

~

A ={PepN:AcP}
= {P € Spec(PN) : A € P}
= D(A).

Se presentard la demostracién de los siguientes dos teoremas, adaptados de

una demostracién hecha por Stone en [6].

Teorema 1.3.3. St A es un anillo de Boole con 1, entonces

D: A — A(Spec(A))

c +—> D(c)
es un isomorfismo de anillos.

Demostracion. En primer lugar obsérvese que la funcién I estd bien definida
pues ya se probd en la demostracion del Teorema que si A es un anillo de
Boole con 1y ¢ € A, D(c) es un abierto-cerrado de Spec(A).

Sean ¢, d € A, usando la proposicion [1.1.2] numerales 1 y 4 tenemos:
» D(c+d) = D(c+d)=D(c) A D(d) =D(c) A D(d);
» D(ed) = D(ed) = D(c) N D(d) = D(c) N D(d).

Asi D es un homomorfismo de anillos.

D es inyectiva pues si ¢ € Ker(D), entonces D(¢) = D(c) = 0 y asi ¢ = 0
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(Proposicién [1.1.2).

Veamos que D es sobre, es decir, los tnicos abiertos-cerrados de Spec(A) son los
D(a) para todo a € A:

Sea U un abierto-cerrado del Spec(A), U = |J D(a), como Spec(A) es compacto

aeW;
y U es cerrado, U es compacto, entonces existe W/ C W, W’ finito tal que

U= [ D(a) = D(supW’)

acW’
Se sigue que D es un isomorfismo de anillos. O

El teorema anterior permite afirmar que todo anillo de Boole con 1, es isomorfo
al anillo de los abierto-cerrados de un cierto espacio de Stone. Reciprocamente, el
siguiente teorema nos permitira afirmar que todo espacio de Stone es homeomorfo
al espectro de un cierto anillo de Boole con 1, para ello necesitaremos antes una

definicién y un lema.

Definicién 1.3.4. Sea X un espacio topoldgico y F un filtro de X. Diremos que
F converge a x € X lo cual se nota F — x, si 8, C F con B, la familia de las

vecindades de z.
La demostracion del siguiente Lema se puede encontrar en [§]

Lema 1.3.1. X es compacto, si y solo si, para todo U ultrafiltro de X, U converge
en X.

Teorema 1.3.4. Sea X un espacio de Stone, entonces

u: X — Spec(A(X))
r — U, ={CeAX):zeC}

es un homeomorfismo.

Demostracion. U esta bien definida, es decir, si x € X, U, es ultrafiltro de A(X).
En efecto, en primer lugar note que U, # () pues X € U,,, ademds de la definicién

de U, 0 & U,.
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» SiC,D € Uy, entonces C, D € A(X), z € Cyx € D,esdecir,CND € A(X)
vyreCND,asi CNDeU,,;

» Dados C €U, y D € A(X) tal que C < D, es decir, C N D = C, entonces
C CDycomox e (C setiene que x € D, luego D € U, y U, es un filtro.

Falta ver que U, es un ultrafiltro:
Dado C' € A(X) y suponga que X — C ¢ U, Si C ¢ U,, entonces x ¢ C' o bien
reX —-—Cy X —CeU,. Luego por el Teorema [1.1.2, U, es un ultrafiltro.

U es continua:
Sea C' € A(X) y D(C) un abierto basico de Spec(A(X)):
UNDC) ={reX: U, e D)}
={reX: :Cel,}
={re X:2eC}=C,con C abierto de X.
U es inyectiva:
Sean z,y € X con = # y, como X es Hausdorff y totalmente disconexo, existen
B,, B, abierto-cerrados bésicos de X tal que z € B,y € B,y B,N B, =0 =
B, €U,y B, €U, (pues y € B,), asi U, # U,,.

U es sobre:

Sea F € Spec(A(X)), entonces F es un ultrafiltro del anillo A(X).

Defina
G:={BC X:AC B paraalgin A € F}

Es claro que G es un filtro del espacio X, luego por el Lema de Zorn existe H
ultrafiltro de X con G C H. Ahora, como X es compacto por el Lema|l.3.1] existe
xr € X tal que H — x. Veamos que § — x:

Dada U una vecindad de z en X, como X es totalmente disconexo, existe B
vecindad abierto-cerrada bésica de x con B C U, como F es ultrafiltro en A(X),

BeF6X —Be Fperosi X — B e F,entonces X — B € HyyaqueH— x,
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BeH,asi ) = BN (X — B) € H, lo que es absurdo pues H es filtro, as{ B € F,
luego BeGyyaque BCU,UeGyG— .

SiU € U,, entonces U € A(X) y x € U, es decir U es una vecindad de z en X y
yva que G — x, U € G, entonces existe A € F tal que A C U y como F es filtro
U e F,asi F CU, y como F es ultrafiltro, se concluye que U, = F.

U es abierta:
Como X es totalmente disconexo, sea B un abierto-cerrado basico, veamos que

U(B) = D(B):

C] Si F € U(B), entonces existe € B tal que U, = F y como B € A(X),
B € U,, luego F =U, € D(B) y asi U(B) C D(B).

D] Si§ € D(B), entonces B € §y § € Spec(A(X)), como U es sobre
existe z € X tal que U, = §. Veamos que = € B, en efecto, si suponemos
lo contrario, es decir, z ¢ B, como B € A(X), entonces B € U, = §
(Absurdo). Luego § =U, € U(B) y D(B) CU(B).

Asi U es abierta, continua y biyectiva, por lo tanto &/ es un homeomorfismo. [J

1.4. CATEGORIAS, FUNTORES Y DUALIDAD

El enfoque principal de la teoria de categorias es describir propiedades de
estructuras en términos de morfismos entre objetos. Para esta perspectiva, la
estructura de cada objeto es especificada por todos los morfismos entre este y otros
objetos. Por otra parte, las pruebas en la teoria de categorias se dan mostrando
la conmutatividad de diagramas y usualmente envuelven conceptos estructurales

tales como funtores, transformaciones naturales, limites y adjunciones (vea [4] y
[6])-

Definicién 1.4.1. Una categoria C consta de:

(1) Una coleccién no vacia cuyos elementos son llamados objetos. Esta colec-

cién es denotada por Ob(C);
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(2) Una coleccién de conjuntos eventualmente vacia {More(X,Y)}x veon(c)-
Los elementos del conjunto Mor¢(X,Y) son llamados morfismos del ob-

jeto X en el objeto Y y se representan por f: X — Y

(3) Una operacién entre morfismos llamada composicién notada o y tal que

si X,Y,Z € 0b(C),

Mor¢(X,Y) x Mor¢(Y,Z) — More(X, Z)

(f.9) — gof

La operacién cumple las siguientes condiciones:
(i) o es asociativa;
(ii) Para cada objeto X en C existe un morfismo identidad ix € Mor¢(X, X)

tal que

ixof=fygoix=yg
para todo f € Mor¢(Y, X), todo g € Mor¢(X,Y) y todo Y objeto de C.

Definiciéon 1.4.2. Sea C una categoria, D se dice una subcategoria de C si
Ob(D) COb(C) y dados X,Y €0b(D), Morp(X,Y) C Morg(X,Y), si se da la
igualdad se dice que D es una subcategoria plena de C. Por otro lado D se dice

una subcategoria propia de C si D es una subcategoria de Cy Ob(D) COb(C).

Se definiran las categorias AB; y ST las cuales seran ttiles en el siguiente
capitulo en donde se mostrard una versién un poco mas particular del teorema

de representacién de Stone el cual establece una dualidad entre AB; y ST (vea
2]).
Definicién 1.4.3. La categoria AB; consta de:

» La coleccién Ob(AB,) formada por los anillos de Boole con uno;

» Dados A, B € Ob(AB;), Morag, (A, B) es la familia de homomorfismos de

anillos de Boole que respetan el uno.

Definicién 1.4.4. La categoria ST consta de:
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» La coleccién Ob(ST) formada por los espacios de Stone;

» Dados X,Y € Ob(ST), Morsr(X,Y) es la familia de funciones continuas
de X enY.

Definicién 1.4.5. Sean C y D dos categorias. Un funtor covariante F' : C — D
asigna a cada X € Ob(C) un FX € Ob(D) y a cada f € More(X,Y), F(f) €
Morp(FX,FY) tal que si x /.y _9_ 7son morfismos en C, F(go f) =
F(g)o F(f)y Fl(ix) =irx, VX € Ob(C).

Definicién 1.4.6. Sean C y D dos categorias. Un funtor contravariante F' :
C — D asigna a cada X € Ob(C) un FX €0b(D) y a cada f € More(X,Y),
F(f) € Morp(FY,FX) tal quesi x .y _9% 7 son morfismos en C, F(go f) =
F(f)o F(g)y Flix) =irx VX €0b(C).

Ejemplo 1.4.1. Sea C una categoria, definimos I : C — C el funtor identidad
de C como sigue:

Si X € 0b(C), IcX = X;

Si f: X — Y es un morfismo de C, I¢(f) = f. Claramente I¢ es un funtor

covariante.

Nota. Los funtores que nos interesan en el presente trabajo, son todos contrava-

riantes.

Definicién 1.4.7. Sean F,G : C — D dos funtores del mismo tipo. Una
transformacién natural (TN) 7 entre F' y G denotada 7 : ' — G, con-
siste de una familia de morfismos 7 := {7x : X — GX}xcop() tales que si

f € More(X,Y), ysi F'y G son covariantes, el siguiente diagrama

X FX-X.GX

lf LF(f) lG(f)

Y FY 2-GY

conmuta

Es decir, G(f) omx = 1y o F(f).
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O bien si F''y GG son contravariantes, el siguiente diagrama

X FY -22-QGY

lf LF(f) lG(f)

Y FX-ZX.GX

conmuta

Es decir, G(f) o1y = 7x o F(f).

Ejemplo 1.4.2. (El determinante visto como una TN)

Sea Ani; la categoria cuyos objetos son los anillos conmutativos con 1 y sus
morfismos son los homomorfismos de anillos que respetan el 1 y sea Grup la
categoria cuyos objetos son los grupos y sus morfismos son los homomorfismos

de grupos, defina:

Ani, £ Grup Ani, Gln Grup

(R, +,) ——=(U(R),") (R,+,) ——=(GL,(R),®)
lf lF(f):fu(R) lf lgﬁn(f)

(S,+, %) U(S), x) (S,+.x) (GL.(S), ®)

Donde U(R) son las unidades de R, GL,(R) son las matrices de n x n invertibles
con entradas en R y ®, ® las multiplicaciones usuales entre matrices en GL,(R)
y GL,(S) respectivamente. Ademas para (a;;) € GL,(R), GL,(f)(ai;) = (f(ai;))-
Definamos det,, : GL,, — F dada por:

detg : GL.(R) — U(R)

4 — det(4) REOb(Ani,)

det,, =

Entonces det,, es una transformacién natural entre F'y GL,, (vea [6], pdgina 16).

Definicién 1.4.8. Sea C una categoria y f : X — Y un morfismo en C, f se
dice retraccién (corretraccién) si existe g : Y — X morfismo en C tal que
fog =iy (obien go f = iy) respectivamente. Un isomorfismo (o iso) es un

morfismo que es retraccién y corretraccion.
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Ejemplo 1.4.3. Consideremos la categoria Set cuyos objetos son los conjuntos
y sus morfismos son las funciones entre estos. Se puede demostrar que en ésta
categoria las retracciones son las funciones inyectivas y las corretracciones son las

funciones sobreyectivas.

Definicién 1.4.9. Sean F,G : C — D dos funtores del mismo tipo y 7 := {7x :

FX — GX}xeone) una TIN. Se dice que 7 es un iso natural si los 7x son isos

VX € 0b(C).

Definicién 1.4.10. Sean C y D categorias; decimos que C y D son isomorfas si
existen funtores F': C — Dy G : D — C del mismo tipo, tales que Ip = FG'y
I = GF. Por otro lado, decimos que C y D son equivalentes si existen funtores
F:C—DyG:D— C del mismo tipo, tales que Ip = FG y I = GF donde
“ =7 significa la existencia de un iso natural.

Si ademaés los funtores F'y GG son contravariantes, entonces se dice que C y D son

dualmente equivalentes y que (F,G) es una Dualidad.

1.5. ADJUNCION

Definicién 1.5.1. Sean C y D categorias, la categoria Producto C x D consta

de:

» La coleccién Ob(C x D) esta formada por las parejas (A, B) con A € Ob(C)
y B € Ob(D);

Dados (A, B),(C,D) € Ob(C x D), un morfismo de (A, B) en (C, D) es
una pareja (f, g) donde f € More(A,C)y g € Morp(B, D);

Si (A, B),(C,D),(E,F) € Ob(C x D), podemos definir de manera natural
una operacion entre morfismos de la siguiente manera:

o: Morexp((A,B),(C,D)) x Morexp((C,D),(E,F)) — Morcxp((A,B),(E,F))
((f,9), (h,7)) — (hofiiog)
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Sean C, D, £ categorias y sea F' : C X D — £ un funtor. Un tal funtor desde

una categoria producto se denomina Bifuntor.

Sean C y D categorias, I' : C — D y G : D — C contravariantes. Existen

dos bifuntores asociados a F' y GG definidos de la siguiente manera:

CxD—" - Set CxD—"~Set

(A, B)—— Morc¢(A,GB) (A, B)——— Morp(B, FA)
(f,g)] lG(g)OOf (fvg)T LF(f)OOQ
(A',B")  Morc(A',GB') (A',B))  Morp(B,FA)

Definicién 1.5.2. Sean F': C — Dy GG : D — C dos funtores contravariantes,
se dice que F' es adjunto a derecha de G o que G es adjunto a izquierda
de F' o que (F,G) es una adjuncion si existe un iso natural entre los bifuntores

H y H’, lo notaremos F' 4 G.

Nota. Existe una definicién dual para F'y G covariantes (vea [4]).

Se definirdn las categorias ABR y STR las cuales seran ttiles en la siguiente
seccién en donde se mostrara que estas categorias son adjuntas. Un aspecto in-
teresante de las adjunciones es que aunque no sean isomorfismos o equivalencias

son candidatos a alcanzar ese estado.
Definicién 1.5.3. La categoria ABR. consta de:

» La coleccion Ob(ABR) son parejas (A, a) donde A € Ob(AB,) y « es

una relacién sobre A.

» Dados (A4, a), (B,) € Ob(ABR); Moragr({A,«),(B,)) es la familia
de homomorfismos de anillos de Boole de A en B que respetan el 1 y la

relacion “hacia atras” i.e. Si f(x)Bf(y), entonces xay.

Definicién 1.5.4. La categoria STR consta de:
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» La coleccién Ob(STR) son parejas (X, v) donde X € Ob(ST) y «y es una

relacion sobre X.

» Dados (X,7),(Y,0) € Ob(STR); Morstr({X,7),(Y,0)) es la familia de
funciones continuas de X en Y que respetan la relacion “hacia adelante”

i.e. Si x7yy, entonces f(x)of(y).

Observacion. Los isos en las categorias definidas anteriormente son los morfis-
mos biyectivos que respetan la relacién “en los dos sentidos”.

En la siguiente definicion se establecen dos maneras de “extender” una relacion
a dada en un conjunto X, al hiperconjunto PX (PX es la familia de todos los
subconjuntos de X) o a cualquier subfamilia de PX. Las relaciones R, y R* que
se definen, se usaran para extender los funtores clasicos de la teoria de Stone, a

la categoria ABR y STR.

Definicién 1.5.5. Dado X un conjunto y « una relacién en X, se definen en PX

o en una subfamilia de PX las relaciones R, y R* como sigue: Dados C, D € PX
i) CR,D < 3z € C, Jy € D tal que zay;
it) CR*D < Vx € C, Yy € D, zay.

Ejemplo 1.5.1. Sea X = {a,b,c} conjunto y o = {(a,b), (a,c), (b,b)} una rela-

cién sobre A, en PX:

L R* = {({a}, {b}), ({a}, {c}), ({a}; {b, c}), ({0}, {0}), ({a, b}, {c})}

2. Ry = R*U{({a},{a,b}), ({a},{a,c}), ({a}, X), ({0}, {a,0}), ({b},{b, c}),
({a, b}, {a, c}), ({a, b}, {b}), ({a,0}{a,b}), ({a, b}, {b, c}), ({a, b}, X),
({a,c}, {0}), ({a, ¢} {c}), ({a, ¢}, {a, b}), ({a, ¢}, {a, c}),

({a, ¢}, {b,¢}), ({a, ¢}, {b, c}), ({a, ¢}, X), (X, {0}),
(X, {c}), (X {a,b}), (X, {a,c}),
(X, {b, c}), (X, X)}



CAPITULO 2

UNA VERSION MODERNA DE LA
DUALIDAD DE STONE

El teorema de representacién de Stone fue presentado por M.H. Stone en
los anos treinta a través del articulo [6] y quizé cronolégicamente es el primer
teorema que conecta profundamente dos campos de la matematica: El algebra
y la topologia. En dicha época ain no existia la teoria de categorias, de modo
que la version que se presenta en este capitulo corresponde a la teoria de Stone,
pero traducida al lenguaje de la teoria de categorias. Ademas en éste capitulo se
presenta una version un poco mas particular del teorema que establece M. Stone
en [0], la cual, a grandes rasgos muestra que la teorfa de anillos de Boole con
1 es matematicamente equivalente a la teoria de los espacios de Stone, esto es,
dada una propiedad p que se quiera verificar en un anillo de Boole A, esta se
puede traducir en una propiedad g en Spec(A) de tal manera que si g es cierta en
Spec(A), entonces p es cierta en A. Del mismo modo dado un espacio de Stone
X y una propiedad v que se quiera verificar en X, esta se puede traducir en una
propiedad ¢ en A(X) de tal manera que si ¢ es cierta en A(X), entonces 7 es

cierta en X.

39



2.1. Dualidad de Stone 40

2.1. DUALIDAD DE STONE

Recordando las definiciones y se tiene el siguiente teorema:
Teorema 2.1.1. Las categorias AB; y ST son dualmente equivalentes.

Demostracion. Definamos

AB, ST ST —*~ AB,
Ar——— Spec(A) X—A(X)
lf S(f)=f!T lf A(f)=f’T
B Spec(B) Y A(Y)

donde fY(T) = f~Y(T). Veamos que S y A son funtores contravariantes, para

ello basta ver que S y A estan bien definidos puesto que (fog)' = (fog)™! =

g—l Of—l — g! o f!-

S esta bien definido en objetos:

Sea A € Ob(AB,); por el Teorema [1.3.2] Spec(A) es un espacio de Stone.

S esté bien definido en morfismos:

Sea f: A — B un morfismo en ABy;

S(f) = f': Spec(B) — Spec(A)
T — [T

estd bien definido, en efecto, sea T' € Spec(B), veamos que f~!(T') es un ultrafiltro
de A:

» fUT)#£0 (pues1, €T yl, € f1(1,), entonces 1, € f~YT));

» Dados z,y € fH(T), f(x), f(y) € T, entonces f(z)Af(y) €Ty f(xAy) =
f@)Nfly) €T yasizny € fHT);

» Dadoz € fY(T)yyeA, f(z) €Ty f(y) € B, entonces f(z)V f(y) €T
y [(@) v fy) = f(@) + fy) + [(@)f(y) = f(z +y+2y) = f(zVy) luego
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xVye f[1(T);

» Supongamos que a € Ay a & f~H(T), entonces f(a) ¢ T, es decir, 1, +
fla) €T ycomo f(1,)+ fla)=f(1,+a) €T y1l,+ae f(T), por el
Teorema se tiene que f~1(T) es un ultrafiltro de A.

S(f) es continua:

Sea D(a) un abierto basico de Spec(A) con a € Ay sea F € (f))~1(D(a)), esto
es f'(F) € D(a), o bien a € f'(F) = f"YF) & f(a) € Fy F € D(f(a)), en
consecuencia (f')"1(D(a)) = D(f(a)) y (f')"1(D(a)) es abierto en Spec(B).

A esté bien definida en objetos:

Sea X € Ob(ST): Por el ejemplo|1.3.1}, A(X) es un anillo de Boole con 14(x) = X.

A estd bien definida en morfismos:

Sea f: X — Y un morfismo en ST,

A(f)=f+ AY) — AX)
T — fUT)

f' estd bien definida, en efecto, si A € A(Y), f'(A) = f1(A) que es abierto-
cerrado de X pues f es continua, asf f'(A) € A(X).

| .
f* es un homomorfismo de anillos de Boole con uno.

Sea A, B € A(Y):

» fLAAAB)=f Y A-B)Uf(B-A)=(f1(4) - fB)U(fHB) -
f7H(A) = f(A) A F(B);

» f{ANB)=f"HANB) = f"HA) N f(A4) = f(4) n f(B);
s fAawy) = f7(Y) =X = 1ax).

Veamos que (S, A) es una dualidad:
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Definimos 7 : Isg — SA y n: Iag, —> AS de la siguiente manera:
Ti={Ux : X — SpeC(A(X))}XGOb(ST)

con Uy como en el teorema|l.3.4] esto es: Ux (x) :={C € A(X) : 2z € C}, con X €
Ob(ST) y = € X.

n:={Da: A — A(Spec(A))}acob(aB,)

con Dy como en el teorema [1.3.3 esto es: Dy(c) := {U € Spec(A) : ¢ €
U}, con A€ Ob(AB,;) y c € A.

Asi basta ver que el diagrama de la definicién [1.4.7] conmuta para 7y 7.

Ahora sea f: X — Y un morfismo en ST:

X X X, Spec(A(X))
Lf f lS(A(f))=(f’)’
Y y . Spec(A(Y))

Veamos que Uy o f = (') olUy:
Seax € X, C € (f')(Ux(x)) = (') Ux(2)) & [(C) €Ux(z) & x € f(C) =
THCO) e f(z) e C e C ely(f(x)) =Uy o f(x).

Sea f: A — B un morfismo en AB;:

A A%A(Spec(A))
lf ! lA(S(f))(f’)’
B B%A(Spec(B))

Veamos que (f')' oDy =Dgo f:
Sea € A, T € () (Pa)(x) = (f) "' (Da(x) & F/(T) € Da(e) & x € f1(T) =
fTYT) & f(x) e T & T eDp(f(x)) =Dgo f(x). Luego 7 y i son isos naturales
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v AB, = ST. 0

2.2. LA ADJUNCION (S, A)

Proposicion 2.2.1. Podemos extender los funtores S y A del Teorema|2.1.1] co-

mo Sique:
ABR—" ~STR STR—"—~ ABR
(4, ) ——(Spec(A), R?) (X, 7) ——(A(X), R,)
Lf S(f)=f!T Lf A(f)=f[T
(A, a) (Spec(A'), R*') (X'7) (AX7), Ry)

Entonces S y A son funtores.

Demostracion. Sy A estan bien definidos en objetos pues dados (4, o) € Ob(ABR)
y (X,7) € Ob(STR), entonces R* y R, son relaciones en PA y PX respecti-
vamente y ya que Spec(A) C PAy A(X) C PX, se sigue que R* y R, son

relaciones en Spec(A) y A(X) respectivamente.
Veamos que S y A estdn bien definidos en morfismos:

» Sea f € Moragr({4,a), (A", )); de la demostracién del Teorema ya
tenemos que f' : Spec(A’) — Spec(A) esta bien definida y es continua.
Veamos ahora que f' respeta la relacién “hacia adelante”: Sean F,G €
Spec(A’) tal que FRYG y sean x € f'(F)yy € f'(G), entonces f(z) € Fy
f(y) € G luego f(x)d/f(y) y como f respeta la relacién “hacia atrés”, ray,
ast f(F)R*f1(G).

» Sea f € Morstr((X,7),(X’,7)). Nuevamente por la demostracién del
Teorema tenemos que f': A(X') — A(X) estd bien definida y es
homomorfismo de anillos de Boole con 1. Veamos que f* respeta la relacién
R, “hacia atrds”: Sea A, B € A(X’) tal que f'(A)R,f'(B), entonces existe
v € f(A)yexistey € f(B) tal que zyy y como f respeta la relacién
“hacia adelante”, f(z)y f(y) con f(x) € Ay f(y) € B, ast AR,/ B.
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Nota: Observe que estamos abusando de la notacion al usar las mismas letras S
y A de la demostracion del Teorema|2.1.1] Lo hacemos solamente para simplificar

y no introducir més notaciéon nueva.
Teorema 2.2.1. Los funtores S y A son adjuntos.

Demostracion. Dados (A,a) € Ob(ABR) y (X,~) € Ob(STR), defina

Ox.a: Morstr((X,7), (Spec(4), R*)) — Morapr((4, @), (A(X), Ry))
s Ox.A(f) =0(f): (Aa) — (AX),R,)
a = fH(D(a))
Ox 4 estd bien definida, en efecto, f~!(D(a)) es abierto-cerrado de X, dado que
D(a) es abierto-cerrado de Spec(A) y f es continua.
Ahora, dados a,b € A con f~Y(D(a))R,f~*(D(b)), es decir, existe z € f~1(D(a))
y existe w € f~1(D(b)) tal que zyw. Como f es morfismo en STR, f(2)R*f(w)
con f(z) € D(a)y f(w) € D(b), en particular a € f(z) y b € f(w), entonces aab,

asi 0(f) respeta la relacién R, “hacia atras”.

0(f) es un homomorfismo de anillos:

Sean a,b € A, veamos que f~1(D(a)) A f~HD()) = f~H(D(a+10)):

r € f~YD(a+ b)) equivale a que f(x) € D(a+0b) = D(a) A D(b), o bien,
r € f71(D(a) A D)) = f~YD(a)) A f~HD(b)). Por lo tanto 6(f) respeta la
suma.

z € f~1(D(ab)), equivale a que f(x) € D(ab) = D(a) N D(b) luego f(x) € D(a)
y f(z) € D(b) y por consiguiente x € f~*(D(a)) N f~1(D(b)). Por lo tanto 6(f)

respeta el producto.

6(f) respeta el uno, en efecto, O(f)(14) = f~1(D(14)) = f~!(Spec(A)) = X =

Ox 4 es 1-1:
Sean f,g € Morstr({(X,7), (Spec(A), R*)) tal que 0(f) = 0(g) y seax € X, vea-
mos que f(x) = g(x): 2 € f(z), equivale a que f(x) € D(z), 0 bien, z € f~1(D(z))
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=0(f)(z) =0(g9)(z) = g Y(D(2)) asf g(x) € D(z) y por consiguiente z € g(x).

Ox a es sobre:

Sea g € Moragr((4, a), (A(X), R,)), defina

f: (X,vy — (Spec(A), R*)
T — g (U,)

Con U, = {C € A(X) : z € C}. Veamos que f estd bien definida:

Dado z € X, g~ (U,) es un ultrafiltro de A:

» g1 (U,) # 0, en efecto, como g : (A,a) — (A(X), R,) respeta el 1, del
anillo A, entonces g(14) = X € U, = 14 € g7 (U,) y asi g7 (U,) # 0.

» Dados a,b € g7 (U,): g(a), g(b) € Uy, entonces = € g(a) N g(b) = g(a A D)
en consecuencia g(a A b) = g(ab) € U, y ab € g~ (Uy,).

» Dadoa € g7 (U,) ybe A: g(a) €U, y g(b) € A(X), entonces g(a) Ug(b) €
Us y g(a) Ug(b) = gla) & g(b) A (g(a) Ng(b)) = gla+b+ab) = g(aVb) =
glavb) ey yaVvbe g (U);

» Supongamos que existe a € A tal que a, 1+a & g~ '(U,), entonces g(a), g(1+
a) U, vy g(1+a) =g(1) A gla) = X A g(a). Por otro lado como U, es un
ultrafiltro g(a) € U, 6 X A g(a) € U,, contradiccion.

f respeta la relacién hacia adelante:
Siz,y € X son tal que zyy, sean z € g~ (U,) y w € g~ (U,), entonces = € g(z) y
y € g(w) luego g(z)R,g(w) y como g es morfismo en ABR, zaw. Asi f(x)R*f(y).

f es continua:
Sea D(a) abierto basico de Spec(A) con a € A, veamos que f~'(D(a)) es abierto
en X:
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f7HD(a)) ={xeX: f(z) € D(a)}
={zeX:g7'(U,) € D(a)}
={reX:aeg ()}
={re X :g(a) eU,}
={reX: gl c AX)yzecgla)
= g(a) € A(X)

Asi f € MorgTr((X,7)(Spec(A), R*)).

Ahora veamos que 0x 4(f) = g: Dadoa € A

o)) = (D(a))
={z e X: f(x) € D(a)}
={r e X :g7'(U:) € D(a)}
={zeX:acyg ()}
={r € X :g(a) €eUs}
={reX:zxega)}
= 9(a)
Luego 0x 4 es sobre y asi 0x 4 es un iso de Set, o bien fx 4 es una funcién biyec-

tiva V(X,7) € Ob(STR) y ¥(4,a) € Ob(ABR).

Ahora definamos los bifuntores H y H’ como sigue:

STR x ABR il Set
(X, 7), (A, a)) —— MorsTr((X,7), (Spec(A), R*))

(fag)T jg!oof

({(X',7), (A", ) Morstr((X',7'), (Spec(A'), R*'))

STR x ABR i Set
(X, 7), (A, @) ———= Morasr ({4, ), (A(X), R,))

(f:g)T jf!oog

(X" 7), (A, o)) Morapr((A'; o), (A(X), By))
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Solo falta ver que

0 = {QX,A}(X,A)eOb(STRXABR)

es una TN entre los bifuntores H y H'. Dado

(f,9) : ((X',7), (A, ) — ((X,7), (4, a))

un morfismo en STR x ABR debemos ver que el siguiente diagrama conmuta:

0x,4

Morstr((X,7), (Spec(A), R¥)) Morasr({A, a), (A(X), R,))
lH(f,g) jH/(f,g)
Morsta((X',7'), (Spec(A), R*)) 22 Morapr((A', o), (A(X"), Ry))

Sea t € Morstr({X,7), (Spec(A), R*)):
Oxrar 0 H(f,9)(t) = Oxr,0(g ot o f) : (A a') — (A(X'), Ry)

Ahora si z € A, entonces (¢') " (D(2)) = D(g(z)), en efecto, U € (¢")"}(D(2))
equivale a que ¢'(U) € D(z), es decir, z € ¢'(U) = g7 (U), y esto es g(z) € U.
AsilU € D(g(z)). De lo anterior se tiene que Ox: a:(g'oto f)(2) = (¢'oto f)"H(D(2))
= () D)) = fH(EH(D(9(2)))) (%)

Por otra parte:
H'(f,g)00xa(t) = f obxa(t)og: (A, o) — (AX'),R,)
y para z se tiene que (f' 0 Ox a(t) 0 g)(2) = f~(t7'(D(g(2)))) (x*)

De (%) y (%*) se concluye que el diagrama conmuta y (S, A) es una adjuncién. [

Observacion: Como veremos en la préoxima seccién, existen objetos en ABR
tal que (A,a) = AS(A,a) pero en general la adjuncién establecida no es una

equivalencia. Veamos un ejemplo:
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Ejemplo 2.2.1. (Tomado de [5], Ejemplo 2.1.8.)
Tome el anillo (PN, A, N) y definimos la relaciéon en PN

a:={(C,D):CND#0U{({2n}nen, {2n + 1}aen), ({20 + 1} en, {2n}nen)}

Por el ejemplo Spec(PN) = N, veamos que (PN,a) y (A(SN), Rga) no
son objetos isomorfos en ABR, en efecto,

R es la relacién de igualdad en B(N) pues si F,G € B(N) con F =G, si A€ F
y B € G, entonces A,B € F y como F es ultrafiltro AN B # 0 = AaBy
FR*G. Por otro lado, si FR*G y suponemos que F # G, entonces existen C' € F
y D € G tal que CND =0, entonces (C = {2n},eny D = {2n+ 1},en) 0 (C' =

{2n+ 1}nen v D = {2n}nen). En el primer caso tendriamos:

C={2+4n}enU{dn}t,en € F = {2+ 4n}peny € F 0 {4n}pen € F;

Pero si por ejemplo {2+4n},eny € F y {1+4n},en € G, entonces {2+4n},en o {1+
Antnen (pues FRYG), contradiccion.

Los demés casos sén andlogos, asi F =Gy R* = {(U,U) : U € B(N)}.

Si existiera f : (PN, o) — (A(B(N)), Rgo) isomorfismo de ABR, como {2n},en
a {2n + 1},en, entonces f({2n}pen)Rre f({2n 4+ 1},en) (pues en isomorfismos
la relacién se preserva en los dos sentidos), entonces existen F € f({2n}nen) v
G € f({2n+1},en) tal que FRG, ie. F = G, entonces F € f({2n}nen) N f({2n+
1} nen) = f({2n}nen N {20 + 1}nen) = 0 (Absurdo). O



CAPITULO 3

CUATRO EXTENSIONES DE LA
DUALIDAD DE STONE

En el capitulo anterior se establecié una adjuncién entre las categorias ABR
y STR, y resulta natural preguntarse si existen subcategorias de ABR y STR
duales. Esta cuestion es resuelta en [1] al dotar a los anillos de Boole con una
relacion que cumpla ciertas condiciones, lo que significard, enriquecer también
al espacio de Stone correspondiente con una relacién que cumpla con ciertas
condiciones.
En esta seccién se presentaran algunas dualidades entre ciertas subcategorias de
ABR y STR respectivamente. Ademas se mostrard que en efecto estas dualidades
son extensiones de la dualidad de Stone mostrando que las categorias clasicas de
los anillos de Boole con 1 y los espacios de Stone se pueden ver como subcategorias
de las nuevas categorias definidas, y los funtores que establecen las dualidades
obtenidas, coinciden con los funtores definidos por Stone, al restringirlos a las

categorias AB; y ST.

49
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3.1. ABRZL vs STRC

Iniciaremos estableciendo dos propiedades sobre la relacion «, propiedades
que de alguna manera expresan una compatibilidad entre la relacién y el orden

del anillo A.

Definicién 3.1.1. La categoria ABRL (Anillos de Boole con una relacion

de tipo £) consta de:

» Lacolecciéon Ob(ABRCL) formada por las parejas (A, a) donde A € Ob(AB,)

y « es una relacién en A — {0} que satisface:

(L1) (Va,b,c,d € A)(cad, ¢ < a, d < b= aab);

(£2) (VYa,b,c,d e A)((cVd) a(aVb)= caa o cabo daa o dab).
En este caso se dice que a es una L—relacion sobre A.

» Dados (A, a), (B, ) € Ob(ABRL), Moragrc((4, a), (B, 3)) es la familia
de homomorfismos de anillos entre A y B, que respetan el uno y la relacién

“hacia atras” i.e. f(x)Bf(y) = zay.

Definicién 3.1.2. La categoria STRC (Espacios de Stone con una relacién

cerrada) consta de:

» La colecciéon Ob(STRC) son parejas (X,v) donde X € Ob(ST) y v es
una relacion en X cerrada, es decir v es un cerrado en el espacio producto

X x X.

» Dados (X,7),(Y,0) € Ob(STRC); Morsrrc({X,7), (Y,0)) es la familia

de funciones continuas de X en Y que respetan la relacién “hacia adelante”

i.e. zyy = f(x)of(y).

Teorema 3.1.1. Al restringir los funtores S y A de la Proposicion |2.2.1, a las
subcategorias ABRL y STRC respectivamente, se obtienen funtores entre tales

subcategorias.
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Demostracion. Dados (A, a) € Ob(ABRL) y (X,~) € Ob(STRC), en virtud de
la demostracién de la proposicién 2.2.1] basta ver que R® es un cerrado en el
espacio producto & = Spec(A) x Spec(A) y que R, verifica L1 y L2.

R“ es un cerrado:

Sea (F,G) € R* y sean a € F, b € G. Entonces F € D(a) y G € D(b), es
decir, (F,G) € D(a) x D(b) y D(a) x D(b) es un abierto basico de &, entonces
existe (F',G') € (D(a) x D(b)) " R*, a € F, b e G y (F,G) € R* luego
aab y asi (F,G) € R°.

Obsérvese que por la forma como se define R, (recuerde la definicién [1.5.5) es
inmediato que es una relaciéon en A(X) — {0} y que satisface (L1) y (£2). O

Los siguentes lemas nos permitirdan concluir que los funtores S y A de la
dualidad de Stone se pueden extender a las categorias ABRL y STRC, de tal

manera que el par (S, A) resultard ser una dualidad.

Lema 3.1.1. Sea (A,a) € Ob(ABRL) y sean F y G filtros de A tal que FR*G,

entonces Vr € A se cumple alguna de las siguientes cuatro afirmaciones:
1. VYye F,Vz€§, xy a xz;
2.Vye F,Vze€G, zy ar'z;
3. Yye F,Vz€q, 2y a xz;
4. Yy e F,Vze€ G, 2’y ax'z.

Definicién 3.1.3. Dado X un conjunto y < una relacion de orden en X. Diremos

que (X, <) es un buen orden si dado Y C X no vacio, min Y existe.

Note que si A es un anillo de Boole con 1, por el Teorema de Zermelo A — {0}

admite un buen orden. Ademads existe un tnico ordinal €2 tal que

A—{0} = {z\: A€Q}
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(vea [] capitulo VIII). En estas condiciones tenemos el siguiente lema:

Lema 3.1.2. Sea A un anillo de Boole con 1 y o una L-relacion en A. Sic,d € A

y cad, entonces para todo \ € §) existen filtros Fy y Gy tales que:
(1) Fs C Fx y Gz C Gy para todo B < X;
(1) FAR“Gy;
(111) ¢ € Fy y (xx € F\ 6 2\ € Fy) conxy € A—{0};
(iv) d€ Gy yxy€Gy o\ €Gy) conxy e A—{0}.

Demostracion. Procedamos por induccion transfinita sobre el ordinal 2. Dado
a€ Aysea (a) :={r € A:a <z} Como lca ld & (xyV z))c a (xyV z))d,

entonces por L2, se tiene alguna de las cuatro posibilidades:
a) zoc a wod, sea Fo = (zoc) v Go = (wod)
b) zoc a x)d, sea Fo = (zoc) y Go = (x)d)
c) zhe a zod, sea Fo = (xhe) v Go = (wod)
d) xpe o xpd, sea Fo = (xpc) y Go = (xpd)

Por ejemplo si se da a), es facil ver que (i), (iii) y (iv) se verifican, veamos (ii):
Dados © € Fy v y € Gy, entonces xgc < 'y xod < y v ya qe xoc & xod por L2,
x ay, ast FoRGy.

Supongamos ahora que la afirmacién es cierta para todo f < A y veamos que

también vale para A. Sean

F=UZ% v ¢6=UGs

B<A B<A

Por hipétesis de induccién, para todo f < A se verifica (i), entonces F y G son
filtros, ademas F R*G, entonces por el lema[3.1.1], para z, € A se tiene alguna de

las cuatro posibilidades:

1. Vy e F,Vz € G, )y a x,z;
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2. Vye F,Vz e G, x\y a x\z;
3. Vye F,Vz € G, 2\y a x)2;
4. Vye F,Vze G, 2\y a z\z.
Y basta tomar en cada caso:
U Fa={nay:ye FlyG={rrz:2€G};
2. Fx={x\y:ye F}yGy={a\z:2€G};
3. Fa={r\y:ye F} yGr={xrz:2 € G};
4. Fa=A{2\y:ye F}yG={r\z:2€ G}

Por ejemplo si se da 1, los conjuntos F) y G, definidos en 1’ son filtros, veamos
que las afirmaciones (i),(ii),(iii) y (iv) son ciertas:

Dado g < A

(i) Claramente Fg C F y ademds F C F) pues dado y € F, 2,y < y, entonces

y € Fy, asi Fg C F). Del mismo modo se prueba que Gg C G,.
(77) Como estamos suponiendo 1, por la propiedad L1, es claro que F\R*G,.

(¢43) y (iv) Note que por hipétesis de induccién ¢ € Fgy d € Gg, entonces ¢ € Fy,
y d € G,, ademds por como se definieron F) y G, es claro que en este caso

JI)\G.F)\}’CL’)\EQ)\.

Lema 3.1.3. Si (A,a) € Ob(ABRL), entonces

D: (A,a) — (A(Spec(A)), Rgo)

c D(c)

es un 1so de ABRL.
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Demostracidn. Por el Teorema [1.3.3] se sabe que D : A — A(Spec(A)) es un
isomorfismo de anillos de Boole con 1, ademés como S y A estan bien definidos
Rpo es una L—relaciéon en A(Spec(A)). Asi basta ver que D respeta la relacion
en los dos sentidos. Sean ¢,d € Ay A— {0} = {z, : A € Q} para algin ordinal
95

i) Si cad, entonces sean

U=UF v U= U G\
AEQ AEQ

Donde F\ y G, son los filtros cuya existencia la garantiza el lema [3.1.2]

veamos que U, y Uy son ultrafiltros:

e U.#Ppueslye AV A€EQ=10€ U F\=U..
AEQ

e Sean z,y € U,, entonces existen F), Fj filtros de A tales que z € F)\ y

y € Fj. Por el lema (), Fx, F3 C Fraxirgy = 2, Y € Fraxpr gy =
2y € Fhaxpr g S Uy ast zy € U,.

e Seax €U.yy € Atales que x < y, entonces existe F) filtro de A tal

quexr e F\=ye F\CU. =yl yU, es filtro.

e Sea ), € A— {0}, por el Lema (iii) x\ € F\ 6 1 4+ x) € F),
asi ) € U. 6 1 +x\ € U. y U, es ultrafiltro.

Anélogamente se prueba que U, es ultrafiltro. Ahora, como ¢ € U, y d € Uy,
es decir, U, € D(c), Uy € D(d), tenemos que U, R*U,, en efecto, si a € U.
y b € Uy entonces a € Fy y b € G para algunos A, 3 € (2, sin pérdida de
generalidad tome A < 3, entonces por (7) del lema , F, C Fj, entonces
a € Fgy por (i), FsR*Gs. Asi aab 'y D(c)Rg-D(d). Luego D respeta la

relacion “hacia adelante”.

ii) Si D(c)RpeD(d), entonces existen U € D(c) y G € D(d) tales que UR*G,

asi cad y D respeta la relacién “hacia atras”.

Asi se concluye que D es un isomorfismo de ABRL. O]
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Lema 3.1.4. Si (X,v) € Ob(STRC), entonces

U: (X,7) — (Spec(A(X)), R™)

z — U,

es un i1so de STRC.

Demostracion. Del teorema [1.3.4] se sabe que U es un homeomorfismo de X en
Spec(A(X)), ademés como S y A estén bien definidos (Teorema [2.2.1]), R® es
un cerrado en Spec(A(X)) x Spec(A(X)). Asi basta ver que U respeta la relacion
en los dos sentidos:

Si zyy y tomamos C € U, y D € U,, entonces CR, D y asi U, R®U,. Reciproca-
mente, si U, RU,, veamos que (z,y) € 7:

Como X es totalmente disconexo, X admite una base de abierto-cerrados, sean
B, y B, vecindades abierto-cerradas de = y y respectivamente. Entonces B, € U,
y B, € U, = B,R,B,, es decir, existen a € B,, b € B, y tal que (a,b) € 7,
asi (B x By) N~ # 0y por lo tanto (z,y) € 7, ademds como =y es un cerrado,

VY. O
Teorema 3.1.2. Las categorias ABRL y STRC son dualmente equivalentes.

Demostracion. Usando el teorema [3.1.1, los funtores contravariantes S y A se
pueden restringir a las subcategorias ABR.L y STRC respectivamente y por los
lemas y las transformaciones naturales definidas en la dualidad de

Stone son isos naturales, asi bastara ver lo siguiente:

Sea f: (X,7) — (Y, ) un morfismo en STRC, veamos que
()" : (Spec(A(X)), R) — (Spec(A(Y)), R)

respeta la relacion “hacia adelante”:

Sean F,G € Spec(A(X)) tal que FRFG y sean U € (fY)'(F), V € (fH)9),
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entonces f'(U) € Fy f'(V) € G, luego f'(U)R,f'(V), es decir, existe z € f'(U)
y existe y € f'(V) tal que 2yy, como f es un morfismo de STRC, f(z)¢f(y),
ademés f(z) €Uy f(y) € V, entonces UR,V. Asi (') (F)RE(f1)(G).

Sea g : (A, a) — (B, ) un morfismo en ABRL, veamos que
(9)" : (A(Spec(A)), Rpa) —> (A(Spec(B)), Rps)

Respeta la relacion “hacia atras”:

Sean C,D € A(Spec(A)) tal que (¢')'(C)Rps(g')' (D), entonces existen F €
(6)(C) ¥ G € (¢)(D) tal que FRAG. (+)

Por otro lado ¢'(F) € C'y ¢'(G) € D y note que ¢'(F)R*¢'(G) pues si z € g'(F)
vy € ¢'(G), entonces g(x) € F, g(y) € G y por (%), g(z)Bg(y), ademas como g es
un morfismo en ABRL, xay. Asi concluimos que CRgaD. O]

Note que la categoria ABRL es una subcategoria propia de ABR pues por el
ejemplo [2.2.1], « es una relacién en PN que no verifica £2, en efecto, si tomamos
A={2n}uen y B ={2n+ 1}nen, AaB, ademds A = {4n},en U {4n + 2},en ¥
B = {4n + 1},eny U {4n + 3},en pero

{4n}nen —a {4dn + 1}nen
{4n}nen —o {4n + 3}nen
{4n+2},en —a {4n+ 1}pen
{4n+2},en —a {4n+ 3}nen

3.2. ABR/L,; vs SRCS y ABR/L; vs RPHS

En esta seccion se van exigiendo mas condiciones, tanto a la relaciéon « sobre
el anillo A, como a la relacién ~y sobre el espacio X, de modo que se mantenga la

equivalencia dual de cada par de las nuevas subcategorias obtenidas.

Definicién 3.2.1. Se define la categoria ABRL; (anillos de Boole con un
relacién de tipo £;) como la subcategoria plena de ABRL tal que dado (A, a) €
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Ob(ABRL,) se cumple:

(L£3) « es simétrica.
Note que las propiedades £2 y £3 son equivalentes a £2' y £3 siendo:
(L2") (Va,b,c € A)(calaV b) = caa o cab).

En efecto, si ca(aVb), entonces (cVe)a(aVb) y por L2, caa o cab. Reciprocamente
si (aVb)a(cVd), por (£2') (aVb)ac o (aVb)ad y de nuevo usando (L£2') y (L3)

se sigue que caa o daa o cab o dab = aac o bac o aad o bad. O

Definicién 3.2.2. Se define la categoria ABRL, (anillos de Boole con una
relacién de tipo £;) como la subcategoria plena de ABRL; tal que dado
(A, a) € Ob(ABRL,) se cumple:

(L£4) « es reflexiva.

Los siguientes dos ejemplos muestran que la categoria ABR.Ls es una subca-
tegoria propia de ABRL; y que la categoria ABR/L; es una subcategoria propia
de ABRL.

Ejemplo 3.2.1. (Tomado de [1], ejemplo 2.3.7)
Sea 2 = PN el anillo del ejemplo y defina

a={(C,D)eAxA:CN{2n}en #Dy DN{2n+ 1},en # 0}

(A, a) €Ob(ABRL) pero a no verifica (£3) pues si tomamos A = {2} y B =
{1} A,B € 2, AaB pero B-aA pues BN {2n},en = 0, asi ABRL; es una
subcategoria propia de ABRL.

Ejemplo 3.2.2. (Tomado de [1], ejemplo 2.3.6)
Sea 2 = PN en anillo del ejemplo y defina

a={(C,D)eAxA:(1leCy2eD)o(leDy2ecC)}

No es dificil ver que (A, a) € Ob(ABRL;) pero a no verifica (£4) pues si tomamos
A={1} €A, A-aAy asi ABRL, es una subcategoria propia de ABRL;.
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Definicién 3.2.3. Se define la categoria SRCS (espacios de Stone con una
relacién cerrada y simétrica) como la subcategoria plena de STRC tal que

dado (X,v) € Ob(SRCS), 7 es simétrica.

Definicién 3.2.4. Se define la categoria RPHS (representaciones de “pre-
cocientes” Hausdorff de espacios de Stone) como la subcategoria plena de

SRCS tal que dado (X,v) € Ob(RPHS), ~ es reflexiva.

Teorema 3.2.1. Los funtores S y A restringidos a las categorias ABRL, y
SRCS son dualmente equivalentes y restringidos a las categorias ABRLy y

RPHS son dualmente equivalentes.

Demostracién. En virtud de la dualidad del Teorema [3.1.2] bastard ver que los
funtores S y A se pueden restringir a las subcategorias dadas.

No es dificil ver que si A es un anillo de Boole y « es una relacion simétrica y
reflexiva en A — {0}, R* es simétrica y reflexiva en Spec(A). Del mismo modo
si X es un espacio de Stone y 7 es una relacién simétrica y reflexiva en X, R,
es simétrica y reflexiva en A(X) — {0}. Asi se concluye que ABRL; = SRCS y
ABRZ., =~ RPHS. O

3.3. ABRL vs RCHS

Se han mostrado hasta ahora, tres dualidades al estilo de la dualidad de Stone.
En esta seccién se presenta una nueva dualidad, que queremos destacar, en cuanto
ella “captura”, en la parte topologica, todos los cocientes Hausdorff de los espacios
de Stone, los cuales constituyen una amplia e importante familia de espacios
topoldgicos, por ejemplo pertenecen a esta familia todos los espacios métricos
compactos, los cuales a su vez incluyen por ejemplo todos los continuos (un

continuo es un espacio métrico, compacto y conexo).

Definicién 3.3.1. Se define la categoria ABRL (anillos de Boole con una
relaciéon de ligazén) como la subcategoria plena de ABRL, tal que dado

(A, ) €Ob(ABRL), R“ es transitiva en Spec(A).
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Definicién 3.3.2. Se define la categoria RCHS (Representaciones de cocien-
tes Hausdorff de espacios de Stone) como la subcategoria plena de RPHS

tal que dado (X, ~) € Ob(RCHS), ~ es transitiva.

Proposicion 3.3.1. Sea A un anillo de Boole con uno; definamos una relacion

ay sobre A — {0} de la siguiente manera:

ag:={(c,d) € AxA:cNd+#0}

Entonces as es la menor relacion de ligazon que existe sobre A, es decir, s es

de ligazon y si a es otra relacion de ligazon sobre A, entonces a4 C a.
Demostracion. Sean a,b,c,d € A —{0}:

(L1) Si caad, ¢ < ay d < b Entonces ¢ Ad # 0, es decir, {¢,d} tiene la
P.I.F. y por el Lema [1.1.1] existe ¢ ultrafiltro de A con ¢,d € U, entonces
a,b € U y por lo tanto a A b # 0. Nota. Otra forma de probar (£1) (sin

usar ultrafiltros) es como sigue: Tenemos c Ad # 0,ac = cy bd = d =

(ab)(cd) = (ac)(bd) =cd = cd <abasi 0 #cANd<aAb=aNb#0.

(£2) Si caa(a Vb) y suponemos que (cmaga) y (cmayb), entonces cAa =0y

cANb=0,es decir, 0 = ca+ cb+ cab = c(aVb) = cA(aVb), contradiccion.

Es claro que a4 es reflexiva y simétrica; veamos que R*4 es la relacion de igualdad
en Spec(A) (Asi la relacion R4 serd transitiva en Spec(A)).

C] Sean U, V ultrafiltros de A con UR*4V y sea S = {uv:u € U y v € V}; note
que S tiene la P.I.F. entonces existe § ultrafiltro de A con S C §. Ademas ya
queu=1lue SSVueldUyv=1lwe S, YveV=>UYV CFycomoly)V son
ultrafiltros, se sigue que Y = § = V.

D] Dado U € Spec(A) y dados z,y € U, como U es filtro x Ay # 0, entonces
ray y URYAU.

a4 es la menor relacion de ligazén sobre A pues si a es una relaciéon de ligazén
sobre Ay xa,y, entonces xy # 0, por la reflexividad de «, zyaxy, ademés zy < x

y zy <y, asi de (L1) se concluye que zay y aq C av. ]
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Teorema 3.3.1. Las categorias ABRL y RCHS son dualmente equivalentes.

Demostracion. En virtud del Teorema [3.2.1], bastard ver que los funtores S y A
restringidos a las categorias ABRL y RCHS respectivamente estan bien defini-
dos:

Si (A, ) €Ob(ABRL), por definicion R* es transitiva en el espectro de A. Por
otro lado, si (X, ~) € Ob(RCHS), como D respeta la relacién en los dos sentidos

se sigue que R~ es transitiva. O

Note que por el Lema|l.2.1] la categoria RCHS captura a todos los cocientes
Hausdorff de espacios de Stone, en consecuencia tenemos el siguiente corolario en
donde se presenta una condicion necesaria y suficiente, en términos algebraicos,

para que el cociente de un espacio de Stone sea Hausdorft:

Corolario 3.3.1. Sea (X,~) € Ob(RCHS). Entonces X/ ~ es Hausdorff si y

solo si R es una relacion de ligazon en A(X).

3.4. EXTENDIENDO LA DUALIDAD

Se mostrard ahora que las equivalencias establecidas anteriormente constitu-
yen efectivamente extensiones de la dualidad de Stone. Para ello bastara ver que
la categoria ABRL contiene una subcategoria isomorfa a AB; y que la categoria
RCHS contiene una subcategoria isomorfa a ST de tal manera que al restringir
los funtores S y A a tales subcategorias se obtenga una dualidad. Es decir se

demostrara el siguiente teorema:

Teorema 3.4.1. La categoria ABRL contiene una subcategoria isomorfa a A B,
y la categoria RCHS contiene una subcategoria isomorfa a ST de tal manera que
al restringir los fintores S y A a tales subcategorias, estas resultan ser dualmente

equivalentes.

Demostracion. Definamos
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AB; —~ ABRL ABRL —2- AB,
Ar—— (A, ay) (A, a) — A

lf ll(f)=f lf LO(f)=f
B (B, ag) (B, B) B

Por la Proposicién [3.3.1], I estd bien definido en objetos. Veamos que I esté bien
definido en morfismos: En efecto, sea f : A — B un homomorfismo de anillos
de Boole con uno y dados a,b € A tal que f(a)apf(b), entonces f(a) A f(b) #
0= f(anb)#0=aAb#0y asi aasb.

Es claro que 1O = idjaB,) y OI = idag,, asi AB; e I(AB;) son isomorfas como

categorias.

Ahora definamos:

ST -~ RCHS RCHS -2~ ST
X——(X,=) (X, ~) —= X

f LF(f)f lf LO/(f)=f
Y (Y, =) (Y, ~) Y

F esté bien definido en objetos pues la relacion de igualdad en X, es de equiva-
lencia y cerrada en X x X. Es claro que O'F = idst y FO' = idpsT), asi ST e

I(ST) son isomorfas como categorias.

Tenemos entonces que 1(AB;) es una subcategoria de ABRL, isomorfa a ABy,
mientras que F'(ST) es una subcategoria de RCHS, isomorfa a ST.

Veamos que al restringir los funtores S y A a las categorias [(AB;) y F'(ST) estas
resultan ser equivalentes, para ello bastara ver que S y A estan bien definidos:
Por la proposicién S esta bien definido. Ahora si (X, =) € Ob(RCHS), la
relacién R_ es precisamente la relacion ay(x), en efecto, CR_D < dov € C, dy €

Dtalquez =y < CND#0 < Cayx)D. O
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3.5. APLICACIONES DE LA DUALIDAD

Un espacio de Stone muy importante es el espacio de Cantor ya que entre otras
de sus vastas propiedades se tiene la de que sus cocientes Hausdorff resultan
ser exactamente (por homeomorfismos) todos los espacios métricos compactos
(vea [7]). Ademds bajo la dualidad de Stone el anillo de Boole correspondiente
al espacio de Cantor es el tnico (salvo isomorfismos) anillo de Boole con uno,
numerable y sin dtomos (vea [3]) al cual llamaremos el anillo de Cantor y lo

notaremos K.

El objetivo de esta seccién es presentar, a manera de una aplicacién de la dualidad
obtenida en la seccién 3.3, una propiedad algebraica que caracterice la conexidad
en los cocientes Hausdorff de espacios de Stone y en particular, una propiedad
algebraica que caracterice los continuos, es decir, los espacios métricos, compactos

Yy conexos.

Definicién 3.5.1. Se define la categoria ACRL (Anillo de Cantor con una
relacién de ligazén) como la subcategoria plena de ABRL, cuyos objetos son

los pares (K, a).

Definicién 3.5.2. Se define la categoria RCHC (representaciones de cocien-
tes Hausdorff del espacio de Cantor) como la subcategoria plena de RCHS,

cuyos objetos son los pares (€,7) con € el espacio de Cantor.

El siguiente resultado se sigue inmediatamente del teorema y de que al
restringir los funtores S y A a las categorias RCHC y ACRL, se mantiene la

equivalencia.
Corolario 3.5.1. Las categorias RCHC y ACRL son dualmente equivalentes.

En virtud de la dualidad anterior los objetos de ACRL representan todos los

espacios métricos compactos, o dicho de manera formal tenemos:

Corolario 3.5.2. Sea (€,~) €cOb(RCHC). Entonces €/ ~ es metrizable si y

solo si R es una relacion de ligazon en el anillo K.
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Abordaremos ahora el estudio de la conexidad de los cocientes Hausdorff de

espacios de Stone. En este sentido se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3.5.1. Sea X un espacio de Stone y X/ ~ un cociente Hausdorff de
X. Entonces X/ ~ es disconezxo si y solo si existen C' y D abierto-cerrados de

X, disjuntos, no vacios con CUD =X y C—-R._D.

Demostracion. =] Supongamos que X/ ~ es disconexo, entonces existen A y B
abierto-cerrados de X/ ~ disjuntos, no vacios y tales que AU B = X/ ~. Sea
j: X — X/ ~ la funcién cociente y sean C' = j71(A), D = j7'(B). Como f
es continua, tenemos que C' y D son abierto-cerrados no vacios de X y tales que

C N D =0, entonces (C, D) & ay(x), luego (C, D) &€ R. o bien C-R.D.

<] Supongamos que existen C'y D abierto-cerrados no vacios, disjuntos de X
tales que CUD = X y C-R.D. Como X es compacto Hausdorff, X/ ~ es
Hausdorff y la funcién j es cociente, por la Proposicién [1.2.2] se sigue que j es
cerrada, asi j(C') y j(D) son cerrados no vacios de X/ ~, con j(C)Uj(D) = X/ ~
(ya que CUD = X y j es sobre) y note que j(C) N j(D) = pues
C-R.D & —-(3zelC,IyeD:x~y)

= VeeC,YyeD x#y

= VoeC,VyeD:j)#jy)

& J(C)Nnj(D)=10
De esta forma {j(C), (D)} forman una disconexién de X/ ~ . O

Se propone entonces una definiciéon de la nociéon de conexidad, desde un punto
de vista algebraico, en el contexto de los anillos de Boole con uno y con relacién

de ligazon, como sigue:

Definicién 3.5.3. (A,a) € Ob(ABRL) se dice conexo si za(l +x) Vo € A —

{0,1}. En caso contrario se dice que (A4, @) es no conexo o disconexo.

Lema 3.5.1. Sea f : (A,a) — (B, 3) un isomorfismo de ABRL. Si (A,«) es

conexo, entonces (B, ) es conezo.
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Demostracion. Sea y € B, como f es sobre, existe x € A tal que f(z) = y.
Ahora, como A es conexo za(l4+x) y ya que f respeta la relacién hacia adelante,

entonces f(z)B8f(1a+x) =1+ f(z) = yB(lg +y) vy (B, ) es conexo. O

Del Teorema |3.5.1 se tiene entonces el siguiente resultado:
Corolario 3.5.3. Sean (A,a) €eOb(ABRL) y (X,~) € Ob(RCHS). Entonces
(1) X/ ~ es conexo siy solo si (A(X), R.) es conezo,
(11) (A,a) es conexo siy solo si Spec(A)/R™ es conezo.

Demostracion. (i) Si X/ ~ es disconexo, por el teorema , existen U,V €
A(X), disjuntos no vacios tales que UUV = X y U-R._V entonces V = X —U =
XAU y asiexiste U € A(X)—{0, X} que no estd relacionado con su complemento,
luego (A(X),R.) no es conexo. Reciprocamente si (A(X), R.) no es conexo,
existe C' € A(X) — {0, X} tal que C-R_(X A C). Sea D = X A C, note que
CuD=X,CNnD =0y C-R.D, entonces por el Teorema X/ ~ es

disconexo.

(i1) Si (A, a) es conexo, en virtud de la dualidad (A(Spec(A)), Rra) es conexo y
por (i) Spec(A)/R* es conexo. Reciprocamente si Spec(A)/R es conexo, por (i)
tenemos que (A(Spec(A)), Rge) es conexo y ya que (A, a) = (A(Spec(A)), Rra),

(A, ) es conexo. O

Puesto que los continuos son precisamente todos los cocientes Hausdorff y
conexos del espacio de Cantor, el siguiente resultado establece una condicién, en

términos algebraicos, que caracteriza los continuos (vea [5] Corolario 2.7.5):

Corolario 3.5.4. Todo continuo se puede representar (algebrdicamente) median-
te un objeto conexo de la categoria ACRL. Reciprocamente, todo objeto conexo

de ACRL representa un continuo.



1]
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