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de demostrar que el teorema de los productos conexos, es equivalente al teorema de
Tychonoff y por tanto al axioma de eleccién. Sin embargo al estudiar dicho articulo
encontramos un error en la demostracion del teorema principal. En este ultimo capitulo

presentamos un resumen de lo ocurrido en torno a esta situacion.

Esperamos que este trabajo de tesis sea de interés y utilidad para estudiantes de ma-
tematicas, de licenciatura en matematicas y en general para cualquier lector interesado

en el tema.

IProyecto de grado
2FACULTAD DE CIENCIAS, ESCUELA DE MATEMATICAS.
DIRECTORA: Ph. D. SONIA MARLENI SABOGAL PEDRAZA



TITLE: A SYSTEMATIC STUDY OF THE TYCHONOFF THEOREM *
AUTHOR: BRAYAN GERSAIN QUINTANILLA GONZALEZ *

KEYWORDS: Tychonoff’s Theorem; Tychonoff’s theorem equivalent to the axiom

of choice; Theorem of connected products; Compact; Connected.

ABSTRACT

The central objective of this work is to perform a systematic study of Tychonoff’s
theorem, analyzing different proofs of the theorem, which emerged over time, and also

showing its equivalence to the axiom of choice.

We present different demonstrations of the theorem object of study of our work. These
demonstrations make use of different “ tools 7. We also analyze the publication of J. L.
Kelley [5], in which it “demonstrates” the equivalence of Tychonoff’s theorem and the
axiom of choice. Kelley makes a small mistake in his test, which is mentioned in [7],

but until the year 2003, Sangho Kum [6] corrects and publishes.

On the other hand, we find the article [10] of J. A. Pérez, in which the author intends
to show that the theorem of connected products is equivalent to Tychonoff’s theorem
and hence to the axiom of choice. However when studying this article we find an error
in the proof of the main theorem. In this last chapter we present a summary of what

happened around this situation.

We hope that this thesis will be of interest and useful to students of mathematics,

bachelors in mathematics and in general for any reader interested in the subject.

3Degree project
4SCIENCE FACULTY, MATHEMATICS SCHOOL.
ADVISOR: Ph. D. Sonia Marleni Sabogal Pedraza



INTRODUCCION

El teorema de Tychonoff, establece que el producto de espacios topolégicos compactos,
es compacto. Este teorema es considerado por muchos matematicos, el teorema mas
importante de la topologia general, afirmacién que indudablemente se debe, en gran
parte, a su equivalencia con el axioma de eleccion establecida por J. L. Kelley en 1950
[5], axioma que su vez se presenta en diversas formas equivalentes (lema de Zorn, teo-
rema de Zermelo, principio maximal de Hausdorff, principio de buena ordenacién de
Zermelo, entre otros), y es fundamental en la demostracién de grandes teoremas de la
matematica como el teorema de Hahn-Banach, en la demostracion de que todo espacio
vectorial tiene una base, el teorema de categorias de Baire sobre espacios métricos com-
pletos, en la demostracién de que todo espacio de Tychonoff tiene una compactificacion

de Stone-Cech, por citar solo algunos ejemplos.

La idea de realizar este trabajo surgié al finalizar un curso de topologia, pues no
teniamos aun las herramientas necesarias para poder comprender la demostracién del
Teorema de Tychonoff, ya que la prueba que podriamos haber realizado no era nada
facil ni intuitiva, pero estudiando nuevos conceptos de la topologia (propiedad de la
interseccién finita, filtros, ultrafiltros, redes, ultraredes, entre otros), nos pudimos dar
cuenta de que existen demostraciones de este teorema sumamente sencillas y elegantes,
usando herramientas que no se alcanzan a estudiar en un primer curso de topologia.
Todo esto, sumado a la importancia de dicho teorema, nos llevo a plantear la realizacion

de este trabajo

La primera demostracién del teorema de Tychonoff, dada por Andrei Nikolayevich Ty-
chonoff en 1930 [12] se hizo para potencias del intervalo cerrado unitario [0, 1], y fue
hasta 1937 que Eduar Cech generalizé este teorema [3].

En el libro de texto de James R. Munkres [8], se da una prueba utilizando la propiedad
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de la interseccion finita, y esta prueba es una reelaboracién de la prueba de Cartan-
Bourbaki [2] que no usa el lenguaje de filtros.
En 1992, Paul Chernoff realiza una demostracién usando el concepto de redes, pero no

redes universales [4].

El objetivo central de este trabajo es realizar un estudio sistematico del teorema de
Tychonoff, analizando distintas demostraciones del teorema, que surgieron al pasar el
tiempo, y mostrando ademas su equivalencia con el axioma de elecciéon. Hemos dividido
nuestro trabajo en cuatro capitulos: en el primero, titulado: “Preliminares” se hace una
recopilacion de los conceptos y resultados conocidos, que se necesitaran para el desa-

rrollo de los capitulos posteriores.

En el segundo capitulo que titulamos “Cuatro demostraciones del teorema de Tycho-
noff” y que constituye el capitulo central del trabajo, presentamos distintas demostra-
ciones del teorema objeto de estudio de nuestro trabajo. Dichas demostraciones hacen
uso de distintas “herramientas” y depende del lector escoger su favorita. Presentamos
una demostracién via ultrafiltros y otra via ultraredes, que resultan sumamente sen-
cillas. Ademéds una que nos llamé la atencion, realizada por Paul R. Chernoff [4], que

utiliza el concepto de red pero no ultrared.

En el tercer capitulo que titulamos “El Teorema de Tychonoff es equivalente al Axioma
de Eleccién” hacemos un andlisis a la famosa publicacién de John L. Kelley [5], en la
que “demuestra” la equivalencia del axioma de eleccién y el teorema de Tychonoff.

J. L. Kelley comete un pequenio error en su prueba, el cudl es mencionado en [7], pero
solo hasta el afio 2003, Sangho Kum [6] lo corrige y publica, quedando plenamente

establecida dicha equivalencia.

Finalmente el capitulo cuatro titulado “Teorema de los productos conexos vs. Teore-
ma de Tychonoff” ha sido incluido, porque en algiin momento de nuestra busqueda,
encontramos el articulo [10] de J. A. Pérez, en el cual el autor pretende demostrar
que el teorema de los productos conexos, (esto es: el producto de espacios conexos, es
conexo), es equivalente al teorema de Tychonoff y por tanto al axioma de eleccién. Sin
embargo al estudiar dicho articulo encontramos un error en la demostracién del teorema
principal. En este ultimo capitulo presentamos un resumen de lo ocurrido en torno a

esta situacion, finalizando con la pregunta de si el resultado de J. A. Pérez es o no valido.
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Esperamos que este trabajo de tesis sea de interés y utilidad para estudiantes de ma-
tematicas, de licenciatura en matematicas y en general para cualquier lector interesado

en el tema.
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CAPITULO 1

PRELIMINARES

En este capitulo se establecen algunos conceptos y resultados conocidos, que se nece-
sitaran para el desarrollo de los capitulos posteriores. Dichos conceptos y resultados
han sido tomados de [1], [8], [9], [13] ¥ [14], de modo que las demostraciones que no

incluimos se pueden encontrar en dichas referencias.

1.1. AXIOMA DE ELECCION

El siguiente axioma es asumido por la gran mayoria de los matematicos cuando lo

necesitan, para gran disgusto de unos pocos. Presentamos dos formas equivalentes:

Axioma de eleccion. 1. Si{Ax}xea esuna familia indexada de conjuntos no vacios,
existe una funcion f: A — |J Ay tal que f(\) € Ay, para cada X € A.

2. Si {Ax}rea es una familia de conjuntos no vacios, existe un conjunto B C |J Ay

tal que B () Ay tiene exactamente un elemento para cada \ € A.

En otras palabras: dada cualquier coleccion de conjuntos, sin importar lo grande que
sea, podemos escoger un elemento de cada conjunto de la coleccién. Lo que molesta a
algunas personas es que afirma la existencia de un conjunto (B en 2) sin dar suficiente
informacién para determinar dicho conjunto de forma tinica (mediante la aplicacién de
un numero finito de reglas), y es el inico axioma formal de la teoria de conjuntos que
hace esto. Por esta razon se acostumbra a mencionar el axioma de eleccion cada vez
que se usa. No es necesario utilizarlo si el nimero de conjuntos es finito. En particular,
si A es un conjunto no vacio, la afirmacion “elegir a € A” no necesita el uso del axioma

de eleccion.
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También se sabe que el axioma de eleccion es independiente de los otros axiomas de la
teoria de conjuntos (es decir que el axioma y su negacién pueden ser asumidos consis-
tentemente). Ademads goza de la condicién de ser aceptado en las mentes de la mayoria
de los matematicos modernos, es decir, la intuiciéon de casi todos los matematicos es

que el axioma de eleccion debe ser asumido sin duda, donde sea necesario.

Definicién 1.1.1. Decimos que una familia F de conjuntos es de cdracter finito si,
y solo si, cada subconjunto finito de un elemento de F es también un elemento de JF,
y ademas, cada conjunto S pertenece a F, si cada uno de los subconjuntos finitos de S

pertenecen a F.
Definicién 1.1.2. Dada una relacion R en un conjunto X, decimos que:
1. R es reflexiva, si para todo x € X, v'Rx.
2. R es simétrica, si para todo x,y € X tales que xRy, implica que yRux.
3. R es antisimétrica, st para todo x,y € X tales que xRy y yRx, implica que x = y.
4. R es transitiva, si para todo x,y,z € X tales que TRy y yRz, implica que r'Rz.

Una relacion R en X se denomina un orden parcial (o simplemente relacion de
orden), si R es reflexia, antisimétrica y transitiva.
St un congjunto X estd dotado de una relacion de orden R, decimos que X es un conjunto

parcialmente ordenado y se denota (X, R).

Definicién 1.1.3. Un conjunto totalmente ordenado (o simplemente conjunto li-
nealmente ordenado) es un conjunto parcialmente ordenado (X,R) tal que para
cualesquiera x,y € X, se tiene que xRy o yRx. Es decir, en un conjunto totalmente
ordenado todos sus elementos son comparables bajo la relacion de orden R.

Si (X, R) es totalmente ordenado, la relacion R se denomina de orden total.
Definicién 1.1.4. Sean (X, <) un conjunto parcialmente ordenado y A C X.

1. Diremos que xq es el elemento minimo (primer elemento o menor elemen-
to) de X, si para cada © € X se verifica que xo < x. Andlogamente, o es el
elemento mdzimo (udltimo elemento o mayor elemento) de X, si para cada

r € X se tiene que x < xy.
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2. Un elemento ¢ € X es una cota inferior de A si ¢ < a para todo a € A. Si
existe una cota inferior para A, se dice que A es acotado inferiormente. La
mdzxima cola inferior (si existe) es denominada infimo de A. Por otra parte, un
elemento ¢ € X es una cota superior de A si a < ¢ para todo a € A. Si existe
una cota superior para A, se dice que A es acotado superiormente. La minima

cota superior (si existe) se denomina supremo de A.

3. Diremos que A es una cadena en X, si A es totalmente ordenado con la relacion
de orden heredada de X.

Definicién 1.1.5. Una relacion de orden total R en un conjunto X se dice buen

orden si cada subconjunto no vacio A de X tiene un elemento minimo.
Mostraremos ahora algunas formas alternativas del axioma de eleccién.
Teorema 1.1.1. Los siguientes afirmaciones son todas equivalentes:

1. (Azioma de eleccion) Si {Ax}aea €s una familia de conjuntos no vacios disjuntos
dos a dos, existe un conjunto B C |J Ay tal que B() A\ tiene exactamente un

elemento para cada X € A.

2. (Lema de Zorn) Si cada cadena (conjunto linealmente ordenado) en un conjunto
A no vacio ordenado pacialmente tiene una cota superior, entonces A tieme un

elemento mazximal.

3. (El principio del maximal de Hausdorff) Toda cadena en un conjunto parcialmente

ordenado estd contenida en alguna cadena mazximal de dicho conjunto.

4. Si{Xa}aen €s una familia indezada no vacia de conjuntos no vacios, entonces el

producto cartesiano | | X, es distinto de vacio.
a€A

5. (Teorema de Zermelo) Todo conjunto no vacio puede ser bien ordenado.

6. (Lema de Tukey) Cada familia no vacia de conjuntos de cdracter finito tiene un

elemento mazximal.

Al igual que con el axioma de eleccion, es costumbre mencionar alguno de ellos donde
quiera que se utilice. No se dara aqui la prueba de las equivalencias anteriores; se pueden

encontrar en cualquier texto estandar de teoria de conjuntos.

15



Hagamos un ultimo comentario sobre el axioma de eleccién aunque ya antes se men-
ciono algo al respecto. Existen dos versiones de este axioma. Una podria denominarse
axioma de eleccion finito el cual asegura que dada una coleccion finita A de conjun-
tos disjuntos no vacios, existe un conjunto C formado exactamente por un elemento, de
cada elemento de A. Se necesita esta forma débil del axioma de eleccién todo el tiempo.
Ningin matemaético tiene problema con el axioma de eleccién finito, dicho de otra for-
ma, nadie tiene escripulos sobre una demostracién que necesita sélo finitas elecciones
arbitrarias.

La version mas fuerte del axioma de eleccion, la que se aplica a una familia arbitraria
A de conjuntos no vacios, es la que se denomina propiamente “el axioma de eleccion”.
Cuando un matematico escribe “esta demostracion depende del axioma de eleccion”,

se refiere invariablemente a esta forma mas fuerte del axioma.

Definicién 1.1.6. Una familia C de subconjuntos de X tiene la propiedad de la
interseccion finita (PIF) siy solo si, la interseccion de cualquier subcoleccion finita

de C es no vacia.

Lema 1.1.1. Sea X un conjunto y A una coleccion de subconjuntos de X verificando la
propiedad de la interseccion finita. Entonces existe una coleccion D de subconjuntos de
X con la propiedad de la interseccion finita tal que D contiene a A. Ademds, ninguna

coleccion de subconjuntos de X werificando dicha propiedad contiene a D propiamente.

Diremos que una coleccion D que satisface la conclusion del lema anterior es maximal

con respecto a la propiedad de la interseccion finita.

Lema 1.1.2. Sea X wun conjunto y D una coleccion de subconjuntos de X que es

maximal con respecto a la propiedad de la interseccion finita. Entonces:
1. Cualquier interseccion finita de elementos de D es un elemento de D.

2. Si A es un subconjunto de X que interseca a cada elemento de D, entonces A es

un elemento de D.

1.2. TOPOLOGIA PRODUCTO

Las nociones y resultados preliminares de esta seccién han sido tomadas de [8] y las

demostraciones que omitimos también se pueden encontrar en dicha referencia.
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Definicién 1.2.1. Sea { X, }aen una familia indexada de conjuntos. El producto car-

testano de esta familia indexada es el conjunto:

HXO‘ ={z: A — U Xo | z(a) € X4, para cada « € A}.

a€A aEA

Si a es un elemento de A, lo denotamos por z, en lugar de x(«); lo llamaremos la

a — ésima coordenada, y a menudo la denotaremos mediante el simbolo (Z,)aen-

Si X, # 0 para todo a € A, entonces se garantiza que H X, # 0 por el axioma de

a€el
eleccién (Teorema 1,1,1); por otro lado, si X, es igual a X para todo a € A, entonces

H X, serd denotado simplemente por X* que por definicién representa la familia de

aEA
funciones de A en X.

Mostraremos ahora la definicion de las funciones proyecciones, las cuales son sumamente

importantes para definir la topologia producto.

Definicién 1.2.2. Para cada B € A, la funcion mg: H Xo = X definida por mz(z) =
aeA
xg, es llamada la funcién proyeccion de H Xo sobre Xg.
acN
Ahora queremos definir una topologia sobre el producto cartesiano. Para ello conside-

remos en primer lugar los productos cartesianos
Xix---xX, y XixXygx---

donde cada X; es un espacio topolégico. Existen dos métodos posibles para proceder.
Uno es tomar como base todos los conjuntos de la forma U; x - - - x U,, en el primer caso,
y de la forma U; x Uy X - - - en el segundo caso, donde U; es un conjunto abierto de X;
para cada i. Este procedimiento efectivamente define una topologia sobre el producto
cartesiano que llamaremos topologia caja.

Otra forma de hacerlo es tomar como subbase todos los conjuntos de la forma ;! (Uj),
donde 7 es cualquier indice y U; es un conjunto abierto de X, esta topologia se denomina
topologia producto.

JEn qué se diferencian estas topologias? Considere el tipico elemento basico de B para

la segunda topologfa. Es una interseccién finita de elementos de la subbase 7; ! (Uj),

17



digamos para i = iy, -+, ;. Entonces, un punto x pertenece a B si, y sélo si, m;(x)
pertenece a U; para i = iy, - ,ix; No existe restriccién alguna sobre m;(z) para los
otros valores de 1.

Se sigue que estas dos topologias coinciden para el producto cartesiano finito y difieren
para el producto infinito, caso en el cual la topologia producto es menos fina que la
topologia caja.

Algunas veces utilizaremos la “notacién upla” para los elementos de X, y otras veces

usaremos notacion funcional, dependiendo de la que consideremos méas conveniente.

A continuacién se generaliza la definicién de topologia caja y topologia producto dada

en la pagina anterior.

Definicién 1.2.3. Sea {X,}aca una familia indexada de espacios topologicos. Tome-

mos como base para una topologia sobre el espacio producto HXa la coleccion de
acA
todos los conjuntos de la forma H U, donde U, es abierto en X, para cada o € A.

aEA
La topologia generada por esta base se denomina topologia caja.

Definicién 1.2.4. Denotemos por Sz a la coleccion
Sp = {WE1<U5) : Ug es abierto en Xg},

y denotemos por S a la union de esas colecciones,

S=1{]JSs

BeA
La topologia generada por la subbase S se denomina topologia producto.

Teorema 1.2.1. (Comparacion de las topologias por cajas y producto).

La topologia cajas sobre H X, tiene como base a todos los conjuntos de la forma H Uy,
acA acl
donde U, es abierto en X, para cada o. La topologia producto sobre H X, tiene como
a€A
base a todos los conjuntos de la forma H U,, donde U, es abierto en X, para cada o

a€el
y U, es igual a X, excepto para un niumero finito de valores .

Recalcamos que dos cosas estdan inmediatamente claras. En primer lugar, para produc-

tos finitos, las dos topologias son, la misma. En segundo lugar, la topologia caja es,

18



en general, estrictamente mas fina que la topologia producto. En adelante cuando se

mencione el espacio producto H X, se entendera que se estd tomando la topologia

acA
producto.

1.3. FILTROS

Una de las demostraciones del Teorema de Tychonoff que presentaremos en el proximo
capitulo, hace uso del concepto de ultrafiltro. En esta seccién establecemos las defini-
ciones y resultados relativos a filtros y ultrafiltros, que se necesitaran para una cabal
comprension de dicha demostracién. Estas nociones preliminares han sido tomadas de
[9], [13], [14] y las demostraciones que omitimos también se pueden encontrar en esas

referencias.

Definicién 1.3.1. Sea X un conjunto. Un subconjunto F de P(X) se dice un filtro

sobre X, si cumple las siguientes propiedades:
1. F#0y0 ¢ F.
2. St FeF yF CG, entonces G € F.
3. Si F,G € F entonces F[\G € F.

Ejemplo 1.3.1. Sea X un espacio topologico. El conjunto V, de todas las vecindades

de un punto x € X, es un filtro sobre X.

Ejemplo 1.3.2. Si X es un conjunto infinito, Foop = {F C X : X \ F' es finito} es el

filtro de complementos finitos sobre X.

Definicién 1.3.2. Dados dos filtros F y G sobre el mismo conjunto X, se dice que F
es mds fino que G (o que G es menos fino que F) si G C F. Si F es mds fino que
Gy F #G se dice que F es estrictamente mds fino que G.

Tal como sucede con una topologia sobre un conjunto X, es posible generar un filtro

sobre X si se conoce una base de filtro, concepto que definimos a continuacion.

Definicién 1.3.3. Sean X un conjunto no vacio y B una familia de subconjuntos de

X. Decimos que B es base de filtro sobre X si:
1. B£0Dy0¢B.
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2. Si By, By € B entonces existe By € B tal que By C By () Ba.

Ejemplo 1.3.3. Sea X un conjunto, entonces todo filtro sobre X es una base de filtro
sobre X.

Ejemplo 1.3.4. Si V), es el filtro de vecindades de un punto x en un espacio topologico

X, todo sistema fundamental de vecindades de x constituye una base de V,.

Dada una base de filtro B sobre X, no es dificil demostrar que la familia
<B>={F CX:BCF para algin B € B}

es un filtro sobre X y lo llamaremos el filtro generado por la base B.

Ahora definiremos la nocién de convergencia y punto de acumulacién de un filtro.

Definicién 1.3.4. 1. Un filtro F sobre un espacio topolégico X se dice que comn-
verge a x € X y se escribe F — x, si V, C F, esto es, si F es mds fino que el

filtro de vecindades de x.

2. Decimos que F tiene a x como punto de acumulacion, si cada F € F se

interseca con cada V € V,.

3. Una base de filtro B converge a x, si cada V € V, contiene algin B € B

(es decir si el filtro generado por B converge a x).

4. Una base de filtro B tiene a x como punto de acumulacion, si cada V €V, se
interseca con B € B (es decir si el filtro generado por B tiene a x como punto de

acumulacion).

Ejemplo 1.3.5. 1. Sean X wun espacio topologico y x € X. Entonces el filtro V,

converge a x.

2. Sea (X, 1) el espacio topoldgico indiscreto. Entonces todo filtro sobre X converge
a cualquier punto del espacio, pues la unica vecindad de cualquier punto de X es

el propio espacio X y X estd en todo filtro.

3. Sean X un conjunto infinito dotado de la topologia de complementos finitos, enton-

ces Feop el filtro de complementos finitos converge a cualquier punto del espacio.
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La coleccion de todos los filtros definidos sobre un conjunto no vacio X es un conjunto
parcialmente ordenado por la relacién de inclusién (C). Los filtros maximales sobre
un conjunto X reciben el nombre de ultrafiltros y en adelante trabajaremos con ellos,
pues su manejo es mucho mas sencillo que el de los filtros y ademas se demostrara su

existencia utilizando el lema de Zorn.

Definicién 1.3.5. Un wltrafiltro sobre un conjunto X es un filtro U sobre X tal que

no existe ningun filtro sobre X estrictamente mas fino que U.

Ejemplo 1.3.6. Sea X un conjunto, v € X yU, ={F C X : x € F}, entonces U, es

un ultrafiltro sobre X, llamado ultrafiltro principal generado por x.

Proposicién 1.3.1. Sea F un filtro sobre un conjunto X, entonces para todo subcon-
gunto K de X, K € F o X\ K € F, si y solo si F es un ultrafiltro.

Proposicién 1.3.2. Sean X un conjunto y € = {G, }aen una familia de filtros sobre X .
Si para cualesquiera Fi, Fo € € tenemos que F1 C Fo 0 Fo C F (esto es, si € es una cadena),

entonces | J € es un filtro.
Proposicion 1.3.3. Sean X, Y conjuntos y f: X — Y funcion:

a. Si F es un filtro sobre X, entonces f(F) ={f(F): F € F} es una base de filtro
sobre Y.

b. Si f es sobreyectiva y F es filtro sobre X, entonces f(F) es un filtro sobre Y.

c. Sil es un ultrafiltro sobre X, entonces f(U) = {f(U) : U € U} es una base de
ultrafiltro sobre Y .

d. Si f es sobreyectiva y U es ultrafiltro sobre X, entonces f(U) es un ultrafiltro
sobre Y.

Demostracién.  a. Claramente f(F) es una familia de subconjuntos de Y. Ahora,
como F # 0, existe F € F, entonces f(F) € f(F) y asi f(F) # 0. Ademds, para
todo F € F, F # () entonces f(F) # () por ser [ funcidn, de este modo () & f(F).
Sean ahora f(Fy), f(F2) € f(F), es decir Fy, Fy € F. Tenemos que FyNFy, € F

y ademads:

FNFEC Y (f(FNE)C T (fF)N f(F)).
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Entonces f~1(f(Fy) N f(Fy)) € F, de donde:

F(E) N F(E) = f(fFHf(F) N f(F))) € f(F)

De esta manera f(F) es una base de filtro sobre Y. Es decir, la familia G = {G C
Y : f(F) C G para algin F € F} es un filtro sobre Y.

b. Por (a), solo faltaria probar que si FF € F y A CY tal que f(F) C A, entonces
A€ f(F). Veamos que A= f(F U f~1(A)), en efecto:

seaa € A. Como [ es sobre, existe v € X tal que f(x) = a, entoncesx € f~(a) C
fYA) C FUfYA), de ahi que v € FU f~Y(A), luego f(z) € f(FU f71(A)) o
lo que es lo mismo a € f(FU f~1(A)) y asi A C f(FU f~'(A)). Reciprocamente
seay = f(x) donde x € FUf7Y(A), esto esy € f(FUf1(A)), entonces siz € F
tenemos quey = f(x) € f(F) C A, de donde y € A. Por otro lado, sixz € f~1(A),
entonces y = f(z) € A, luego f(F U f~1(A)) C A, por tanto A= f(FU f~1(A)),
pero F C F U f~Y(A) y sabemos que F € F, entonces F U f~1(A) € F, luego
Ae f(F).

c. Sea U ultrafiltro sobre X, por (a) sabemos que:

G = <fUu)>
= <{f(U):UelU}>
= {GCY:f(U)CGpara algun U € U}

es un filtro sobre Y, veamos que G es ultrafiltro.

Sea G C Y, entonces [~1(G) C X. Como U es ultrafiltro sobre X, f~(G) € U,
6, X\ f7Y(G) €U Proposicién (1.3.1).

St f7HG) € U, entonces f(f~HQ)) € f(U), pero f(f(G)) C G, de ahi que
f(fHG)) = f(U) para algin U € U, luego f(U) C G para U € U, lo que implica
que G € G.

Ahora, st X \ f7HG) € U, entonces f(X \ f7HG)) € f(U), pero sabemos que
FIX\FHG) = f(X)\G CY\G, con lo que concluimos que Y \ G € G.

d. Ya sabemos que f(U) es una base de ultrafiltro, es decir:
G=<fU)>={GCY: f(U) CG para algin U € U}
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es un ultrafiltro sobre Y. Veamos que G = f(U)
Claramente f(U) C G, reciprocamente, sea G € G, esto es, existe U € U tal que
f(U) C G, veamos que G = f(UU f~1(Q)).
Seay € G, como f es sobre, existe v € X tal que f(x) =y, entoncesx € f~1(G) C
UU fYQ), de ahi que, y = f(x) € f(UU f7YG)), asi, G C f(UU fHQ)).
Reciprocamente, sea f(x), con z € UU f~1(G).
Six € U, entonces f(z) € f(U) C G, luego f(x) € G y siz € f~1(G), entonces
f(x) € G, asi podemos concluir que f(UU f~1(G)) C G.
Luego G = f(UU fYG)), U CUUfYG),UelU, yUU fG) eU, entonces
G = f(UUfYG)) € f(U). Por tanto f(U) =G de modo que f(U) es ultrafiltro
sobre Y, como se queria probar.

[]

Como las funciones proyecciones mg (Definicion 1,2,2) son sobreyectivas, tenemos:

Corolario 1.3.1. Sea U un ultrafiltro en P = H Xa, con X, conjunto para cada «,
a€A
entonces mo(U) = {mo(U) : U € U} es un ultrafiltro en X,, para cada o € A.

Teorema 1.3.1. Sean X un conjunto y F un filtro sobre X. Entonces existe un ultra-
filtro U sobre X tal que F CU.

Demostracién. Sea C = {G : G es un filtro sobre X y F C G}. Se tiene que C estd

parcialmente ordenado por el orden dado por C. En efecto,
1. Para todo G € C, tenemos que G C G.

2. 851Gy C Gy y Go C Gz por la transitividad de la inclusion de conjuntos, tenemos
que Gi1 C Gs.

3. 851G, C Gy y Gy C Gy entonces Gy = Gy

Mostraremos ahora que toda cadena en C estd acotada superiormente. Para ello, sea

¢ ={Gu}taer C C una cadena, donde A es un conjunto arbitrario de indices. Definamos

u=\Jg.=Je

a€eN

al como sigue

Tenemos que U' es un filtro. En efecto, sean F,G € €. Entonces, al ser € una cadena,
oF CG oG CF. Luego por (Proposicién 1,3,2) tenemos que U' = |J € es un filtro.
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Por la definicion de U', tenemos que G, C U para toda G, € {Gatacn. Es decir, U’
es una cota superior de {Go}acn. Como la cadena € fue arbitraria, podemos aplicar el
Lema de Zorn (Teorema 1,1,1) y decir que C tiene un elemento maximal. Sea U un
elemento maximal de C. Ya que U € C, entonces U es filtro, ademads F C U. Ahora solo
queda mostrar que U es ultrafiltro. En efecto, sea G un filtro tal que U C G.

Como F C U, entonces por transitividad obtenemos que F C G, de aqui se sigue que
G e C. ComoU es un elemento maximal de C con el orden C, entonces G CU.

Con lo anterior concluimos que G = U, lo cual prueba que U es un ultrafiltro.

1.4. REDES

La segunda y tercera demostracién que presentaremos del Teorema de Tychonoff hace
uso del concepto de ultrared y red respectivamente. A continuacién los preliminares
relativos a redes y ultraredes que se necesitaran en dicha demostracion. De nuevo estos

preliminares pueden consultarse en [1] y [13].

Definicién 1.4.1. Un conjunto A es un conjunto dirigido si existe una relacion <

sobre A que satisface:

. A<\, para cada \ € A.
1. St A < Ay y Ay < A3 entonces Ap < Az.
1. St A1, Ao € A entonces existe algin A3 € A con Ay < A3, Aoy < 3.
En este caso también se dice que < dirige A.

Definicién 1.4.2. Una red en un conjunto X es una funcion p: A — X, donde A es

un conjunto dirigido.

El punto p()) es usualmente denotado como x, y se suele hablar de la red {z)},., o

sencillamente la red (z)).

Ejemplo 1.4.1. El conjunto N de enteros positivos es un conjunto dirigido cuando

tomamos el orden usual, asi cada sucesion (Tp)nen €S una red.

Presentamos ahora la definicién de subred, pero antes consideremos dos conjuntos di-
rigidos A1, Ay. La funcion ¢: Ay — A; es cofinal siempre que, dado o € Ay, existe
B € As tal que, para cada 3/ > 3, tenemos ¢(3') > a.

24



Definicién 1.4.3. Sean Ay, Ay conjuntos dirigdos y x = (xx)rea, una red en X basada
sobre Ni. Si ¢: Ay — Ay es una funcion cofinal, entonces la composicion x o ¢ =

{z ()} sen, €s una red basada sobre Ay. Decimos que x o ¢ es una subred de la red x.
Ahora definiremos la nocién de convergencia y punto de acumulacién de una red.

Definicién 1.4.4. Sea (z)) una red en un espacio X. Entonces (x)) converge ax € X,
se escribe (x)) — x si para cada vecindad U de x, existe \g € A tal que X > g implica

z) € U. Esto se expresa diciendo que (x) estd residualmente (o eventualmente)
enU.

Definicién 1.4.5. Se dice (z)) tiene a x como punto de acumulacién (o punto de
adherencia) si para cada vecindad U de x y para cada Ay € A existe X > X\ tal que
zy € U. Esto se expresa diciendo que (x)) estd cofinalmente (o frecuentemente)

en cada vecindad de x.

Ejemplo 1.4.2. Sea X un espacio topoldgico, v € X y A una base de vecindades de
x € X. Entonces la relacion de orden Uy < Uy si y solo si Uy C Uy dirige A. Por
lo tanto si escogemos xy para cada U € A, obtenemos una red (zy) en X. Ademds,
ry — x. En efecto:

Para cualquier vecindad V' de x, tenemos que Uy C V para algin Uy € A. Entonces

U > Uy implica que U C Uy, asi xy € U C V.

Los puntos de adherencia de un conjunto en un espacio topolégico, en general, no se

pueden caracterizar usando convergencia de sucesiones, por ejemplo, en R® definamos:

E={feR®: f(z)ec{0,1}y f(z) =1 para todo x € R, excepto para un nimero
finito de puntos}

si tomamos g € R¥ definida por g(z) = 0, para cada r € R, entonces g € E; pero si

usando convergencia de redes, como veremos (Teorema 1,4,1).

Teorema 1.4.1. Si E C X, entonces v € E si y sélo si existe una red () en E tal

que () — x.

Proposicién 1.4.1. Un punto x € X es un punto de acumulacion de una red (x))xen

si y sdlo si, existe una subred de (x)\)xen que converge al punto x.
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La nocién de continuidad en el contexto general de los espacios topoldgicos, se puede
caracterizar en términos de convergencia de redes, como se establece en el siguiente

teorema:

Teorema 1.4.2. Sean X,Y espacios topoldgicos, xo € X y sea f: X — Y funcion.
Entonces f es continua en xy si y sélo si cada vez que (x)) — xo en X, entonces
f(xy) — f(xg) en Y.

Como las funciones proyecciones m,: [[ Xo — X, son continuas, tenemos el siguiente

resultado:

Teorema 1.4.3. Una red (z)) en un producto P = H X, converge a x si y solo si

acA
para cada o € N, mo(x)) — 7o(z) en X,.

Definicién 1.4.6. Una red (z)) en un conjunto X es una ultrared ¢ red universal

si para cada subconjunto E de X, (x,) estd residualmente en E ¢ esta residualmente
en X\ E.

Teorema 1.4.4. Si (x)\)xen es una ultrared en X y f: X — Y es una funcion, entonces

(f(z)))aen €s una ultrared en 'Y .

1.5. RELACION ENTRE FILTROS Y REDES

En esta seccion se muestra que toda red genera un filtro y reciprocamente. Ademas la

interrelacion: convergencia de filtros vs convergencia de redes.

Definicién 1.5.1. Si (x)) es una red en X, el filtro generado por la base de filtro C
que consiste de todos los conjuntos By, = {xx]\ > Ao}, Ao € A, es llamado el filtro

generado por ()
No es dificil probar que la familia { By, },ea €s en efecto una base de filtro.

Definicién 1.5.2. Si F es un filtro sobre X, sea Ay = {(z, F)|x € F € F}. Entonces
Ax es dirigido por la relacion (xq1, F1) < (x2, Fy) st y solo si Fy C Fy, ast la funcion
p: Ar — X definida por p(xz, F') = = es una red en X, llamada la red basada sobre
F.

Mostraremos que Ar es en efecto un conjunto dirigido:
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1. Sea (z,F) € Ar. Como F' C F, entonces (z, F') < (x, F') (Reflexiva).

2. Sean (x1, F1), (x9, F3), (z3, F3) € Ar tales que (21, F) < (29, F3) y (22, Fy) <
(z3, F3), entonces Iy C Fy y F3 C Fy, de donde F3 C Fy, luego (z1, F1) < (x3, F3)

(Transitiva).

3. Sean (w1, 1), (22, F3) € Az, tome F = F1 N Fy # () y sea x € F, luego (zy, F1) <
(,F)y (xo, F5) < (z,F)pues F=FiNFE, CFyF=FNFCF,

Luego Ax es un conjunto dirigido.

Teorema 1.5.1. Sea X un espacio topoldgico, F un filtro sobre X y (x)) una red en
X. Entonces:

a. F converge a x € X siy solo si la red basada sobre F converge a x.

b. La red (z)) converge a x € X si y solo si el filtro generado por (x)) converge a x.

1.6. ESPACIOS COMPACTOS

Definicién 1.6.1. Una coleccion C de subconjuntos de un espacio topologico X es un
cubrimiento de X, si | JC = X. Si cada elemento de C es un conjunto abierto en X
se dice que C es un cubrimiento abierto de X.

Si C es un cubrimiento de X, un subcubrimiento de X es una subcoleccion A C C tal
que | JA = X. De manera natural se dird que un subcubrimiento A es finito si tiene

un numero finito de elementos.

Definicién 1.6.2. Un espacio topologico X es compacto si todo cubrimiento abierto

de X tiene un subcubrimiento finito.

Mostraremos algunos ejemplos clasicos de espacios compactos.

Ejemplo 1.6.1. 1. [0,1] es compacto y en general [a,b] como subespacio de R.
2. (X, 1) donde X es un conjunto finito.
3. (X, 7) donde T tiene un nimero finito de abiertos.

4. (X, Teop) donde 705 €s la topologia de complementos finitos.
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Proposicion 1.6.1. Si X es un espacio compacto y K C X es cerrado, entonces K es

compacto.

Teorema 1.6.1. Sean X, Y espacios topologicos y f: X — Y una funcion continua y

sobreyectiva. Si X es compacto entonces Y es compacto.
Corolario 1.6.1. Ser compacto es una propiedad topoldgica. (invariante topoldgico).

El siguiente teorema es fundamental para el préximo capitulo y por tal motivo se

presenta su demostracion detallada.

Teorema 1.6.2. Para un espacio topologico X, las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes:
a) X es compacto.
b) Cada familia C de subconjuntos cerrados de X con PIF tiene interseccion no vacia.

c) Cada familia C de subconjuntos de X con PIF, satisface m C # 0.
ceC

d) Cada filtro en X tiene un punto de acumulacion.
e) Cada red en X tiene un punto de acumulacion.
f) Cada ultrared en X converge.

g) Cada ultrafiltro en X converge.

Demostracién. a) = b) Se demostrard por contradiccion; estos es, supongamos que
{Cua}acn es una familia de subconjuntos cerrados de X con PIF que tiene interseccion

vacia, entonces {X \ Cq}aca €s un cubrimiento abierto de X, pues:

[)Ca=0

acl
implica

X\(C=X

acA

Pero por las leyes de Morgan tenemos:

X\ﬂca:U(X\Ca)

acel aEA
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Luego:

X:U(X\Coc>

aeA

donde X \ C, es abierto, para cada o € A; por la compacidad de X, existe un subcu-

brimiento abierto finito {X \ Cay, X \ Cay, -+ , X \ Ca, } donde ﬂ Co. =0, asi {Cqs}aen
i=1

no tiene PIF.
—¢—

b) = ¢) Sea C = {C,}aeca una familia de subconjuntos de X con PIF. Para cada
subfamilia finita {Cy,,, - ,Ca,} de C se tiene ﬂ C., # 0. Como C,, C C,, para cada
i=1

i=1,---,n, entonces ) # ﬂC’ai C ﬂC_OW de modo que la familia C' = {Cy}acn es
i=1 i=1
una familia de subconjuntos cerrados de X con la PIF, luego, por hipotesis ﬂ Co #10

aEA
como se quem/a Ver.

c) = d) Si F es un filtro sobre X, entonces {F}rer es una familia de subconjuntos

de X con PIF. Asi, por hipdtesis existe un punto x € ﬂ F, entonces F tiene un punto

FeF
de clausura.

d) = e) Sea (x))ycp una red en X y consideremos la base de filtro C, C = {Bx, },ea
donde By, = {xx: A > \o}. El filtro F generado por la base de filtro C esta dado por:

F={FCX |3\ €A B, CF}

Por hipdtesis, existe x que es punto de clausura de F, veamos que x es punto de clau-
sura de (xy)\cp- En efecto, sea U € V, y Ao € A, By, € F, se tiene que U N By, # 0.
Sea z € UN By,, como z € By, existe \ > \g donde z = x) € U, entonces, z es punto

de clausura de (1)), -

e) = f) Sea (xx),cp una ultrared en X, por hipdtesis, eviste x € X tal que x es
punto de adherencia de (T)),c,- Veamos que (x3),c, converge a x.
Sea U € V,. Debemos probar que existe \g € A tal que si A > \g entonces x) € U.

Como (x)),cp €s ultrared, para U C X tenemos que (), estd residualmente en U
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den X \U.

o Caso 1 (x)),., estd residualmente en U, entonces existe \g € A tal que si A > A

implica que xy € U.

o Caso 2 (x)),., estd residualmente en X \ U, entonces existe \g € A tal que si
A > Ao implica que x\ € X \U, de donde x ¢ U, pero por hipdtesis, existe X > Ay
tal que x\ € U. —<—

f) = g) Sea F un ultrafiltro sobre X y tomemos Ar = {(z,F):x € F € F}, sa-
bemos que Ax esta dirigido por la relacion (x1,Fy) < (29, Fy) & Fy C Fy. Asi la

funcion:

p:Ar — X
(x, F) — plx,F)=x

Es una red en X, llamada la red basada sobre JF.

Ahora probaremos que p es una ultrared, esto es, si & C X, se probard que p es-
ta residualmente en E ¢ en X \ E. Como F es ultrafiltro, E € F o X \ E € F
(Proposicion 1,3,1).

1. Supongamos que E € F, sea x € E € F, entonces (z,F) € Ar y sea (y,F) >
(x,E) con (y,F) € Ax, como F C E, entonces p(y,F) =y € E

2. Supongamos que X \ E € F, sea x € X \ E € F, entonces (r, X \ E) € Ar y sea
(y, F) > (2, X \ E) con (y,F) € A, como F C X \ E, entonces p(y, F) =y €
X\ E.

De donde p es una ultrared en X. Probemos ahora que F converge a x € X. Por
hipdtesis p converge a x € X, sea U € V,, entonces existe (y,F) € Az tal que si
(x1, F1) > (y, F) entonces x1 = p(x1,F1) € U, veamos que F' C U, sea v, € F,
(x1, F) € Ar y ademds (x1, F) > (y, F') con esto tenemos que x1 = p(x1, F') € U luego
F CU, asiU € F y por tanto F converge a x.
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g) = a) Se demostrard por contradiccion, esto es, supongamos que X no es com-
pacto. Entonces existe un cubrimiento abierto de X, O = {O4}aen que no admite un

subcubrimiento finito. Consideremos la familia

c={xX\0o:lJ---|JOn: neN}

cada O; € O, para i € N. Como O no admite un subcubrimiento finito, entonces
X ¢ (O1U---UOn), para todo n € N, O; € O, i = 1,---n. De ahi tenemos que
X\ (O1U---UOn) # 0 para todo n € N, de donde los elementos de C son no vacios,

entonces C es una base de filtro sobre X. Sea:
F=<C>={ACX: existe C €C con C C A}

es un filtro sobre X . Sea U ultrafiltro sobre X, tal que F C U. Obsérvese queU existe por

el axioma de eleccion . Por hipdtesis existe x € X tal que V, CU. Como X C U O,

acl
existe O, € O tal que x € Oy, luego O, € V., de donde O, € U; por otra parte

X\O, €CCFcCU entonces X \ O, €U.

1.7. ESPACIOS CONEXOS

Para finalizar este capitulo de preliminares, incluimos esta seccién sobre conexidad,
pues la necesitaremos en el ultimo capitulo del trabajo. Las definiciones, ejemplos,

proposiciones y teoremas son clasicos y han sido tomados de [1].

Definicién 1.7.1. Sea X un espacio topoldgico. Diremos que X es disconexo (o no
conexo) si existen U, V abiertos no vacios de X, tales que X =U UV yUNV =1{).
En este caso {U,V'} lo llamaremos una disconexion de X. Si X no es disconexo, se

dice conexo.

Observacion. La definicion anterior, también se puede presentar con cerrados en lugar

de abiertos.

'Recuerde el Teorema (1.3.1) y su demostracién.
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Ejemplo 1.7.1. El espacio trivial (X, {0, X}) es conexo. No hay abiertos, disjuntos,

no vacios.

Proposicion 1.7.1. Sea f: X — Y wuna funcion continua y sobreyectiva. Si X es

conexo entonces Y es conezo.
Corolario 1.7.1. Ser conexo es una propiedad topoldgica. (invariante topoldgico).

Ejemplo 1.7.2. [0,1] como subespacio de R es conexo, asi todo intervalo de la forma

[a,b] es conexo, pues [a,b] = [0,1].

Teorema 1.7.1. Sea X espacio topologico y {Cy }aen familia de subespacios topoldgicos
conexos de X, tal que ﬂ Cy, # 0, entonces U C, es conezo.

aceA a€N

Teorema 1.7.2. Sea X espacio topoldgico y A C X, A conexo. Si BC X, AC B C A,

entonces B es conexo.
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CAPITULO 2

CUATRO DEMOSTRACIONES
DEL TEOREMA DE
TYCHONOFF

En este capitulo se presentaran distintas demostraciones de uno de los teoremas mas
importantes de la topologia conjuntista, el cual lleva por nombre el Teorema de Ty-
chonoff. La prueba original fue presentada por Andréi Nikoldyevich Tichonoff, quien
la publicé en 1930 [12] para potencias del intervalo [0, 1] y s6lo hasta el ano de 1937
que Eduar Cech generalizé este teorema. En este capitulo presentaremos algunas de las

demostraciones que han surgido con el paso del tiempo.

Teorema 2.0.1. (Tychonoff)

Sea { X o aen una familia de espacios topoldgicos no vacios y P = H Xo su producto.

acA
Entonces P es compacto si y solo si para cada o € A, X, es compacto.

Demostracién. (=) Supongamos que P es compacto, como las funciones proyecciones
To: P — Xo son continuas y sobreyectivas, se tiene que X, es compacto, para cada
a €A (Teorema 1,6,1).

Dado que la implicacién: P compacto = X, compacto, para cada a € A se puede
probar usando las proyecciones 7, y el Teorema 1.6.1, en adelante solo mostraremos la

prueba de la implicacién reciproca, esto es:

X, compacto, para cada o« € A = P compacto (*)
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usando en cada prueba una “herramienta” diferente, en virtud del Teorema 1.6.2.

2.1. DEMOSTRACION USANDO ULTRAFILTROS

La primera prueba que mostraremos, usa la caracterizacion de la compacidad en térmi-
nos de ultrafiltros; esta prueba se debe a Henri Cartan quien la presentd en el ano de

1937 y actualmente se encuentra en la mayoria de textos de topologia.

Demostracién. Supongamos que para cada o € A, X,, es compacto y demostremos que

P es compacto, probando que todo ultrafiltro en P es convergente (Teorema 1,6,2).
Sea U un ultrafiltro en P, entonces para cada o € A arbitrario pero fijo, tenemos que
o) = {ma(U) : U € U} es un ultrafiltro en X, (Proposicion 1,3,3).

Por otra parte, por hipdtesis, para toda a € A existe x, € X, tal que mo(U) — x4.

Definamos:

22 N — U Xa
a€cl
a — z(a) =z,

Notemos que z € P, demostraremos que U — z, es decir, que toda vecindad de z
pertenece a U.

Sea V. una vecindad de z, entonces z € ;' (Aa,) ()N 7o} (Aa,) € Vi, para algunos
A, abiertos de X,,., coni € {1,--- ,n}.

Para cada i € {1,--- ,n}, tenemos que T, = Ta,(2) € Aa,, con A,, abierto de X,,,
luego A, € To,(U), pues Aq, es vecindad de o, Y To,(U) = Ty,

Entonces existe Ua, € U tal que Ay, = 7o, (Us,), luego Uy, C w1 (70, (Us,)) = 75 (Aq,)
lo cual implica que W;il(Aai) € U, pues U,, € U y U es filtro, esto para cada i €
,--,n}.

Tenemos que U es filtro, entonces m,' (Aa,)()--- (73 (Aa,) € U, pero sabemos que
Tot(Aa) N N 72 (Aa,) € Vi, de donde tenemos que V. € U, con lo que hemos
probado que toda vecindad de z pertenece a U, de modo queUd — z y asi P es compacto.

]

La demostracién del Teorema (1.6.2), (g = a) hace uso del axioma de eleccién.
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2.2. DEMOSTRACION USANDO ULTRAREDES

A continuacién mostraremos otra prueba de la implicacién (x) del Teorema de Tycho-
noff via ultraredes o redes universales. Esta prueba fue dada por John Tukey quien la
presentd en 1940 y la versiéon moderna, que es la que se incluye en este trabajo fue dada

por John Kelley quien la presenté en 1950.

Demostracion. Supongamos que para cada o € A, X, es compacto y demostremos
que P es compacto, probando que toda ultrared en P es convergente (Teorema 1,6,2).
Sea (z))req una ultrared en P, entonces para cada oo € A arbitrario pero fijo, tenemos
que (mo(x)))req €s una ultrared en X, (Teorema 1,4,4).

Por otra parte, por hipdtesis, para toda o € A existe x, € X, tal que (T (x)))req = Ta-

Definamos:

22 N — U Xa
a€cl
a — z(a) =x,

Notemos que z € P. De modo que (Teorema 1,4,3), (x\)req — 2z y asi P es compacto.
[

2.3. DEMOSTRACION USANDO LA PIF

A continuacién mostraremos otra prueba de la implicacién (%), la cual se expresa en

términos de la propiedad de la interseccién finita.

Demostracién. Supongamos que X, es compacto para cada o € A y demostremos
que P es compacto. Sea A una coleccion de subconjuntos de P con la propiedad de la

interseccion finita, vamos a probar que ﬂ A # 0, para concluir la compacidad de P.

AcA
Elegimos una coleccion D de subconjuntos de P tal que A C D y D es maximal con

respecto a la propiedad de la interseccion finita, tal coleccion existe en virtud del axioma

de eleccion (Lema 1,1,1); serd suficiente probar que m D # (.

DeD
Dado o € A, consideremos la coleccion {mo(D): D € D} de subconjuntos de X,, es

claro que esta coleccion tiene la propiedad de la interseccion finita, pues D la tiene.

2Aqui se usé el axioma de eleccién.

35



la compacidad de cada X, podemos elegir para cada o € A un punto x, € X, tal que

To € ﬂ To(D). Sea © = (2o)acn € P, demostremos que x € D para cada D € D, con

DeD
lo que terminard la prueba.

Primero, veamos que si WEI(UB) es un elemento cualquiera de la subbase para la topo-

logia producto en P conteniendo a x, entonces WEI(UB) intersecta a cada elemento de D.

El conjunto Ug es un entorno de x5 € Xz, como x5 € ng(D) entonces UgNmg(D) # 0,
entonces existe y € D tal que mg(y) € Ug Nma(D) de ahi que y € W[;l(Uﬁ) ND.
Se deduce de la parte (2, Lemal,1,2) que cada elemento de la subbase que contiene x
pertenece a D, y se tiene entonces de la parte (1, Lemal,1,2) que cada elemento bdsico
que contiene a x pertenece a D. Como D tiene la propiedad de la interseccion finita, ca-
da elemento bdsico que contiene a x intersecta a cada elemento de D, por tanto x € D,
para cada D € D.

]

2.4. DEMOSTACION USANDO REDES

A continuacién mostraremos otra prueba de la implicaciéon (*) del Teorema de Tychonoff

via redes, esta prueba se debe a Paul Chernoff [4] quien la presenté en 1992.

Demostracion. Recordemos que el producto P = H X; consiste de todas las funciones
iel
f definidas sobre el conjunto de indices I, tal que, para cada t € I, f(i) € X;. Una

vecindad bdsica N de f en la topologia producto es determinada por un subconjunto
finito F C I, junto con vencidades U; de f(j) en X; para cada j € F; N consiste de
todos los h € P tales que, para todo j € F, h(j) € U;. Serd conveniente decir que N
tiene soporte sobre F, y se escribira N = N{U; : j € F'}.

Por un miembro parcialmente definido g del producto P nos referimos a una funcion g

con dominio J C I, tal que, para todo i € J, g(i) € X;. (Es decir, g € HXZ)
ieJ
Sea { fo}aca una red en P. Probemos que {fo}aca tiene un punto de acumulacion para

entonces usar el Teorema 1.6.2, (e).

Supongamos que g, con dominio J C I, es un miembro parcialmente definido de P. En-
tonces decimos que g es un punto de acumulacion parcial de la red dada, siempre que,
dado \ € A, para cada conjunto finito F C J y cada vecindad bdsica N{U; : j € F}
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de g en HXi, existe B € A, B > a, tal que, para todo j € F, f5(j) € U;. (En otras
icJ
palabras, g es punto de acumulacion en HXi de la red {fo|; : a € A}.) Si g tiene
icJ
dominio J = I, entonces g es un punto de acumulacion en P de la red { fo }aca. Nuestro

objetivo es mostrar la existencia de ese tal g, usando el lema de Zorn.

Para este fin, sea C el conjunto de todos los puntos de acumulacion parcial de la red
{fa}aca. Note que C es no wvacio, pues la funcion § € C (0 C J x [J;; Xi). C estd
ordenado parcialmente por la inclusion (extension de funciones), esto es, g1 C go si el
dominio de g, estd contenido en el dominio de go, y go coincide con g1 en su dominio
comaun.

Supongamos que L = {ga}tacn €s un subconjunto totalmente ordenado de C. Definamos

Jgo = U gr. Entonces gy es un miembro parcialmente definido de P, porque cuales-

acl
quiera dos miembros de L tienen su dominio en comun. Mas aun gy € C, es decir, go

es un punto de acumulacion parcial de la red { fo}aca. Esto es inmediato por el hecho
de que cualquier vecindad bdsica de gog tiene soporte finito F', y asi F' esta contenido
en el dominio de gy, para algun X € A, y este gy es un punto de clausura parcial. En
consecuencia gy € C y go es un cota superior de L. Asi C satisface la hipotesis del lema
de Zorn.

Por lo tanto C contiene un miembro mazimal g. Afirmamos que el dominio J de g es
todo I. Si este no es el caso podemos escoger k € I\ J. Ahora g es un punto de acumu-

lacion en HXi de la red {fa|s}aca y asi g es el limite de alguna subred { f4s)|, }seB
ieJ
(Proposicion 1,4,1). Ademds, como X, es compacto y no vacio, la red {fs5)(k)}sen

tiene un punto de acumulacion p € Xy. Defina una funcion h con dominio J|\J{k} con
h = g sobre J y h(k) = p. Entonces es claro que h es un punto de acumulacion parcial
de la red {fo}aca, asi que h € C y h es estrictamente mayor que g. Esto contradice la
maximalidad de g en C. Por lo tanto el dominio de g es I, g es un punto de acumulacion

de la red { fo}taca, y la demostracion de que P es compacto esta terminada.
]

Queremos resaltar aqui que en todas las pruebas presentadas de la implicacion: X,

compacto, para cada a € A = P es compacto, se usa el axioma de eleccién.

Para terminar este capitulo incluimos una observacion relacionada con la inquietud de,

si el teorema de Tychonoff se obtendria también al cambiar la topologia producto por
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la topologia caja.

2.5. EJEMPLO

Si (X, 7) es un espacio topoldgico compacto y p una topologia sobre X menos fina que
7, entonces es inmediato que (X, ) también es compacto. Lo dual no se cumple, es
decir, si 1 es mds fina que 7, entonces (X, p) no necesariamente es compacto. Dada
una familia {X,}.cr de espacios topoldgicos, ademés de la topologia producto sobre

P = H X, es posible definir como ya se vié en la seccién (1.2) otra topologia que en

a€A
principio puede parecer mas natural y que consiste en tomar como abiertos basicos los

subconjuntos de P que son producto de abiertos, esto es, conjuntos de la forma H Uas

a€A
donde U, es un abierto de X, para cada o € A.

Esta topologia, que notaremos 7., recordemos que se llama la topologia caja sobre P,y
claramente es mas fina que la topologia producto, (en el caso particular de un producto
finito, es decir si A es finito, las dos topologias coinciden).

Una pregunta natural es si para el espacio (P, 7.) también se cumple el teorema de
Tychonoff, es decir, ;si cada espacio X, es compacto, entonces (P, 7.) es compacto?
En esta seccion mostramos un ejemplo que permite concluir que la respuesta a esta

pregunta es: “no necesariamente”

Afirmacién. ([0, 1], 7.) no es compacto. Mds generalmente tenemos la siguiente pro-

POSICION.

Proposicién 2.5.1. Si X,, es un espacio topoldgico Ty *, | X,| > 2 para todo n € N,

entonces H Xn, 7. | mo es compacto. (Observe que cada X,, puede ser compacto)
neN

Demostracion. Probaremos que H X, con la topologia caja tiene un subespacio ce-
neN
rrado, infinito y discreto, de modo que F' seria un subespacio cerrado pero no compacto
y por tanto, (Proposicién 1,6,1), H X,, no puede ser compacto.
neN

3Recordemos que un espacio topolégico X se dice T} si para todo par z,y € X, x # y, existen
abiertos U y V tales que x € U,y ¢ U,y € V, & ¢ V| o, equivalentemente si los singletones {z} son
conjuntos cerrados.
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Como | X,,| > 2 para todo n € N, sean x,,y, € Xy, Tpn # Yn-
Sea F':= {:L‘lvyl} X {$2792} X X {l‘nayn} X = H {znayn} g HXn

neN neN

e I es cerrado:

[T\ F =X\ fzr ) x (X \ {z2y23) % o % (X \ {@n, 4a}) X -

neN
Cada X, \ {xn,yn} es abierto en X,,, pues X,, es Ty y por tanto los “singletones”
son cerrados, entonces {x,,y,} es cerrado en X, para todo n € N.
De esta forma H X, \ F es abierto en 7.
neN
e FEs claro que F' es infinito.

r€F < x=2z2 2, -, donde z, € {x,,y,} Yn € N.

e [ hereda la topologia discreta.
Para cada n, notemos x!, = y, y yl, = Tp. Sea z = (21,29, ,2n, -+ ) € F, es
decir z, € {xn,yn}, Yn € N. Entonces {z} = O F donde:

O = (X1 \ {z1}) x (X2 \{z3}) x -+ x (Xa \ {2,}) x -

que es un abierto de <H X, Te |- De esta forma cada “singleton” {z} de F es

neN
abierto de F, de modo que F es discreto, y por tanto no es compacto, como se

queria probar.
]
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CAPITULO 3

EL TEOREMA DE TYCHONOFF
ES EQUIVALENTE AL AXIOMA
DE ELECCION

En este capitulo se presentara la demostracion de la equivalencia entre el axioma de
eleccién y el teorema de Tychonoff, la cual fue publicada originalmente por J. L. Kelley
en 1950 [5]. Es importante anotar aqui que la demostraciéon de Kelley tiene un error,
el cual es mencionado en 1951 por J. Los y C. Ryll-Nardzewski [7] resaltando que es
un error muy pequeno, fue solo hasta el ano 2003 que S. Kum [6] corrige la prueba
de Kelley, quedando entonces plenamente establecida esta importante equivalencia. A
continuacion se presenta un analisis de la prueba de J. L. Kelley con el objetivo de
comprender el error que contiene dicha prueba. En la siguiente seccion se presentara la

demostracion realizada por Sangho Kum.

3.1. ANALISIS DE LA PRUEBA DE J. L. KE-
LLEY

J. L. Kelley "demuestra“ que el Teorema de Tychonoff implica la siguiente forma del
axioma de eleccion:
Si {Xa}aea €s una familia indexada de conjuntos no vacios, entonces el producto car-

tesiano P = H Xo #0. (Teorema 1,1,1)
acA
En su demostracion, J. L. Kelley [5] adjunta un punto y a cada uno de los conjuntos
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X,, donde y ¢ X, (por ejemplo basta tomar y = U X, ), definiendo Y, = X, [ J{y} v

a€cA
para Y, asigna la topologia de complementos finitos,

To = {Go C Y, Y, \ G, es un conjunto finito} U{@}

Entonces es inmediato que cada espacio (Y,,7,) es compacto, y por el Teorema de

Tychonoft, el espacio Y = H Y, también lo es.
a€A

Para cada a € A, sea Z, = 7, ' (X,) = X, X H Y,. Kelley afirmé que X, es cerrrado

(0%
nF
en Y, y por lo tanto Z, es cerrado en Y, por otro lado, para cualquier subconjunto

finito 2 de A, mostré que la interseccion finita ﬂ Z, es distinta del vacio usando el

acQ)
axioma de eleccion caso finito, y de ahi por la propiedad de la interseccion finita del

espacio compacto Y, el conjunto ﬂ Loy = H X, es no vacio, como se queria.

a€A a€EA
El error que cometio Kelley en su prueba, fue afirmar que X, es cerrado en Y, y por
tanto los razonamientos siguientes no seran validos.
Claramente X, es abierto pero no necesariamente cerrado en Y,, en efecto, si X, fuera
cerrado en Y, entonces Y, \ X, = {y} es abierto en Y,,, de donde X, serfa un conjunto
finito. Este no es el caso si X, es un conjunto infinito.
Ahora mostraremos que Z, no es cerrado en Y. En efecto, si Z, fuera cerrado en Y,

entonces Y \ Z, = {y} x H Y, es abierto en Y. Como cada Y, contiene el elemento

nFo
definido y, Y\ Z, es no vacio. Asi existe un nimero finito de subconjuntos abiertos no

vacios Oy, en Y, (o € A, i=1,---n) tal que

Omx"'XOanX HYng{y}XHY%
n#o; n#a

Entonces tenemos dos posibilidades:

e Caso 1. o = o para algun .
Tenemos que ) # O, C {y}, de ahi que O, = {y}. Como X, no es cerrado pero si
abierto en Y,, O, = {y} = Y, \ X, no es abierto en Y,. Esto contradice el hecho

que O, es abierto en Y.
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o Caso 2. a =nparaalginn # o, i =1,--- ,n.
Entonces tenemos Y, C {y}, por tanto Y, = {y}. Asi X, = 0, lo que contradice
que X, # 0.

Claramente Z, = 7, (X,) = X4 X H Y, es abierto en Y. Esto completa nuestro anali-

. n#a
sis.

3.2. DEMOSTRACION DE LA EQUIVALENCIA

Corregir el error cometido por J. L. Kelley es algo que no resulto dificil de hacer. Basta
definir para cada conjunto Y, = X, U {y}, una topologia 7, tal que (Y,,7,) resulte
compacto y X, cerrado, y después seguir el mismo razonamiento de J. L. Kelley. Quiza la
topologia 7, més sencilla que cumple estas condiciones es 7, = {0}, {y}, Yo}, sin embargo
Sangho Kum toma en su articulo 7, = {0, {y}, X4, Yo} que claramente también cumple

las condiciones requeridas. Veamos entonces la demostracién de Khum.
Teorema 3.2.1. FEl axioma de eleccion es equivalente al teorema de Tychonoff.

Demostracién. (=) Del capitulo anterior, tenemos que el axioma de eleccion implica

el teorema de Tychonoff.

(<) Se probard que si {X,}aen €s una familia indexada de conjuntos no vacios,

entonces el producto cartesiano P = H Xo # 0.

acA
Andlogamente a la prueba de Kelley, empezaremos anadiendo un punto y a cada uno

de los conjuntos X,, donde y ¢ X, (por ejemplo basta tomar y = U X.), definiremos
a€cA

Y, = XoU{y} y asignamos la topologia 1, := {0, {y}, X, Yo}
Claramente el espacio topoldgico (Yo, Ts) €s compacto, pues el nimero de todos los

conguntos abiertos es finito. LuegoY = H Y, es compacto, por el teorema de Tychonoff.

aEA
Note que X, es cerrado en Yy, por la forma como se definio la topologia.

Asi Zoy = 7,1 (Xo) = Xo X H Y, es cerrado en'Y pues la proyeccion . es continua.

n#a
Ahora, para cualquier subconjunto finito Q@ C A podemos escoger, por el axioma de

eleccion, caso finito, xo € Xo # 0 para o € Q y x,, =y paran € A\ Q, entonces se
define z € H X, por:

acl
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To SO a €
Zo 1=
y st aeA\Q

y tenemos:

ZeﬂZa:mﬂgl(Xa>:HXax H Y, #0

e acQ e neA\Q

FEsto significa que la familia de subconjuntos cerrados {Zy}aen del espacio topoldgico

compacto Y = H Y, tiene la propiedad de la interseccion finita (PIF'), de donde toda

acA
la interseccion:

() Zo= ()7 (Xa) =] Xa #0

aEA aEA aEA

lo cual prueba el axioma de eleccion. [
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CAPITULO 4

TEOREMA DE LOS
PRODUCTOS CONEXOS VS.
TEOREMA DE TYCHONOFF

En este capitulo se estudiara una publicacion realizada por Juan Antonio Pérez en 2016
[10], cuyo objetivo principal es demostrar, como su titulo lo indica, que el Teorema de
Tychonoff v el Teorema de los productos conezxos, son equivalentes. Por supuesto este
articulo nos interes6 mucho dada su estrecha relacion con el tema de nuestro trabajo. Sin
embargo al estudiar el articulo en mencion, encontramos un error en la demostracion del
teorema principal. De esta manera, este capitulo consta de dos secciones: en la primera
abordaremos un teorema que se encuentra en la mayoria de libros de topologia, al cual,
J. A. Pérez ha decidido llamar “El teorema de los productos conexos” y su enunciado es
analogo al del Teorema de Tychonoff, cambiando solo la compacidad por la conexidad.
En la siguiente seccion se mostrard el error en la demostracion del teorema principal de

la publicacion de J. A. Pérez.

4.1. TEOREMA DE LOS PRODUCTOS CONE-
XOS

En esta seccion se presentara la demostracion del Teorema de los productos conexos, el
cual afirma que el producto cartesiano de espacios conexos es conexo. En primer lugar

se probara dicho resultado para un producto finito de espacios topoldgicos conexos y
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luego se aborda el caso general.

Teorema 4.1.1. (Productos conezos)

Sea {Xo}taer una familia de espacios topoldgicos y P = H X su producto. Entonces

a€N

P es conexo si y solo si para cada o € A, X, es conexo.

Demostracién. (=) Supongamos que P es conexo, como las funciones proyecciones

To: P — X, son continuas y sobreyectivas, se tiene que X, es conexo, para cada o € A,

por (Proposicion 1,7.1).

(<) Supongamos ahora que X, es conexo, para cada o« € A y probemos que P es

conexo. En efecto:

0.

Veamos que el producto de dos espacios topoldgicos conexos, es conexo.

Sean X, Y espacios topoldgicos conexos. Si X =0 6 Y =) entonces X xY =)
que es conezo. Si X, Y son no vacios, sea b €Y. Como X x {b} = X, entonces
X x {b} es conexo (Corolario 1,7,1). Andlogamente, para cada a € X, {a} XY
es conezxo.

Ademdas (X x {b})N({a} xY) #0, pues (a,b) € (X x {b}) N({a} xY). Asi por
(Teorema 1,7,1) tenemos que Z, = (X x {b})J({a} x Y) es conezo, para cada
ac X.

Ndétese que X XY = U Z,, donde X x {b} C Z,, para cada a € X. Luego por

aceX
teorema 1,7,1, X XY es conexo. De lo anterior, es claro que, el producto de un

conjunto finito de conexos es conezo.

Supongamos que X, es conexo, para cada o € A y demostremos que P = H X,

aceA
€S conexo.

Si P = entonces es conexo. Si P # () sea xg = (T4)acr € P. Para cada conjunto
finito Q C A definamos:

Yo :={z € P:7.(x) = x4, para cada o ¢ Q}

Es facil ver que Yo = H X, % H {z,} = H X,, de donde Yq es conexo por el

aefl agQ aef)
item anterior.

Ndtese que 9 € ({Ya : Q@ C A, Q — finito}, de donde por teorema 1,7,1,
UH{Ya : Q C A, Q— finito} es conexo.
Por otra parte, es claro que | J{Yq : Q C A, Q — finito} C P, veamos ahora que
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P =U{Yo: QCA, Q- finito} para asi terminar nuestra prueba (T'eorema 1,7,2).
En efecto, sea Q2 C A con Q— finito y U, abierto no vacio de X,, para cada o € €.

El conjunto U = m 7.1 (Uy,) es un abierto bdsico de P. Sea 2, € U,, para todo

acfl
a € Q y definamos w = (Wy)aep € P por:

Zo St a € )
Wy 1=
Ty St a€A\Q

Claramente w € U y w € Yg; de ahi que w € |J{Yo : Q@ C A, Q — finito}. Asi
UNU{Ya : Q C A, Q— finito} # 0 y luego P = J{Ya : Q C A, Q— finito}

como se queria. O

Vale la pena anota aqui que en la demostracion anterior, no se usa el axioma de eleccion.

4.2. ANALISIS DE LA DEMOSTRACION DE J.
A. PEREZ

En su publicacién [10] J. A. Pérez afirma que el teorema de los productos conexos es
equivalente al axioma de eleccion, con lo que a su vez “demuestra”, por transitividad,
que el teorema de Tychonoff es equivalente con el teorema de los productos conexos.
Mostraremos un anélisis de la demostracion de Pérez y luego un error en dicha demos-

tracién, con lo que quedara la pregunta de si esta equivalencia es en efecto verdadera.

J. A. Pérez quiso demostrar que el teorema de los productos conexos implica la siguiente

forma del axioma de eleccion:

Si {Xotaen €s una familia indezada de conjuntos no vacios, entonces el producto car-
tesiano P = H Xo # 0. (Teorema 1,1,1).

aEA
En su demostracién, J. A. Pérez [10] adjunta un punto y a cada uno de los conjuntos X,,

donde y ¢ X, (por ejemplo basta tomar y = U X,), definiendo para cada « € A, Y, :=

a€A
XoU{y} y para Y, asigna la topologia 7, := {0, {y}, X4, Yo }. Obsérvese que hasta aqui,

J. A. Pérez sigue los mismos pasos de la demostracién de S. Khum (Teorema 3,2,1) .

Entonces es inmediato que cada espacio (Y, 7o) es un espacio topolégico disconexo, pues
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el par ({y}, X,) es una disconexién de Y,, y por el teorema de los conexos, Y = H Y,

aEA
es disconexo.

Note que:
P={zeY|r.(z) #y,Va €A} = HXa CY
a€A

P ={z €Y]|n.(x) =y, para algin a« € A} CY

Supongamos que P = ), la idea es demostrar que P¢ = Y \ P es conexo, con lo que
quedard establecido que P¢ # Y, lo cual contradice P = (), asi que se tendria P # ()
como se quiere demostrar.

Supongamos que P¢ es disconexo, entonces existen M, N abiertos de P¢, disjuntos, no
vacios tales que P¢ = M|JN. Sea § € Y, definido por 7,(y) = vy, para todo o € A,
y € P¢= M|JN, supongamos sin pérdida de generalidad que § € M.

Existe O abierto de Y tal que g € M = O P¢y existe V abierto basico de Y tal que
yeV CO.

V es de la forma:
geV=m{u() [ 7 {u})

para algunos oy, ag, -+, ag € A y algin k natural. Sea x € N entonces z # 7, de donde
x tiene un numero finito de “coordenadas”, distintas de y, digamos x3,, 2g,, - -, 3,.
Existe G abierto de Y tal que, z € N = G P°. Existe U abierto bésico de Y tal que,
reUCQd.

Como z € P¢, existen agy1, Qpyo, = -, gy € A tales que zq,,, = 7q,,, = -+ =
Toyy; = Y-

Entonces U es de la forma:

U=m Q) )V, QD (75 (X)) - (75 (Xs,)

Sean zp, € Xg,, ---, 23, € X, (vale la pena observar que aqui no se estd usando el
axioma de eleccion, por tratarse de una familia finita de conjuntos) y sea z € Y, definido

por 7g,(z) = zs,, para todo i € {1,--- ,t} v m4(2) = y en los demds casos, entonces:
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ceUNVOP = (UﬂPC) N <VﬂPC)
c (GﬂPC)ﬂ(oﬂPC>
=N(\M

=0

Lo cual es contradictorio. —+<—

m
,Cual es el error en la “demostracion” anterior?. Obsérvese que en el razonamiento
anterior no es posible garantizar que los subindices aq,--- ,a; sean distintos de los
subindices a1, - - , ai4;, de modo que no es posible garantizar la existencia del punto
z. En realidad J. A. Pérez cometié un error al afirmar que P¢ es conexo. En efecto,
veamos que, por el contrario P¢ es disconexo. Sea v € A arbitrario pero fijo, entonces
basta tomar M := P\ 7, (y) y N := P, (X,).

Tenemos:

1. M y N son abiertos de Y. Veamos que P€ es abierto en Y.
Sea xz € P°, entonces existe § € A tal que mg(x) = y. De donde tenemos que
z €my'(y) € Py x es punto interior de P*.
De donde M y N son abiertos de Y, pues son la interseccién de dos abiertos de
Y.

2. M y N son no vacios.

i. M # () pues basta tomar y = (y) € P 7, (y).

ii. N #0. Seay €Y definido por, 7,(7) € X, vy 73(y) = v, para todo 5 # «,
entonces ¥ € P, (Xa).

3. M y N son disjuntos.

MAN = (PN () NP N7 (Xa)) = PN y) Ny (Xa)) =0
4. Pe=MUN

Sea x € P¢, entonces exiten dos posibilidades:

i. mo(2) =y, lo que implica que = € 7' (y) P = M
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ii. mo(x) # y, entonces z € 7, (X,) NP =N

Reciprocamente sea ahora x € M |JN, luego x € M = P\, (y) 6 = €
N =P, (X,), de donde x € P°.

Asi se concluye que P¢ es disconexo.

]

En el mes de agosto pasado nos comunicamos directamente con el profesor J. A. Pérez,
via correo electronico, para manifestarle nuestras inquietudes respecto a su articulo
y preguntarle si estaba de acuerdo con nuestros razonamientos. Después de algunas
semanas, él respondié admitiendo que en efecto habia un error en su demostracion, pero
que seguia pensando que el resultado era valido y que solo bastaria definir la topologia
adecuada sobre cada Y,, de modo que trataria de corregir su demostraciéon. Hasta la
presente no hemos obtenido nueva respuesta, quedando entonces por ahora abierta la
pregunta: ; Es el teorema de Tychonoff equivalente al teorema de los productos conexos?,

pregunta con la cual finalizamos este trabajo.
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