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RESUMEN

TÍTULO: CELDAS EN HIPERESPACIOS DE CONTINUOS.*

AUTOR: DANIEL ARMANDO HERRERA VILLAMIZAR.**

PALABRAS CLAVES: Continuo, Hiperespacios, n−celda, n−odo, subcontinuo descomponible.

DESCRIPCIÓN:

Se conocen modelos de hiperespacios para diferentes continuos que nos permiten conocerlos totalmente en
cuanto a sus propiedades topológicas y geométricas. Sin embargo para la mayoría de continuos no es posible
dar modelos geométricos a sus hiperespacios y por esta razón debemos encontrar maneras alternativas para
describir propiedades de estos hiperespacios. Un problema curioso e interesante que nos ayuda a entender
la geometría de los hiperespacios, es identificar celdas en estos hiperespacios.

Es conocido que el hiperespacio 2X de un continuo X, siempre contiene un cubo de Hilbert. Además, 2X es
un cubo de Hilbert si y sólo si X es un continuo localmente conexo. Tenemos que C(X) contiene n−celdas
si y sólo si X contiene n−odos, para algún n ∈ N. De manera más general, Cn(X) es un cubo de Hilbert
si y sólo si X es un continuo localmente conexo sin arcos libres. Además, con estas ideas, no es difícil
probar que si X contiene un subcontinuo descomponible, entonces Cn(X) contiene una (n+ 1)−celda,
para cada n ∈ N. En este trabajo, mostramos que el recíproco del resultado anterior también es válido y
de esta manera damos una respuesta afirmativa a la pregunta; “¿Dado un continuo X. Si Cn(X) contiene
(n+ 1)−celdas, para algún n ∈ N, entonces X contiene un subcontinuo descomponible?” .

Este trabajo está dividido en tres capítulos. En el Capítulo 1 mostramos algunas definiciones y resultados
de los continuos y sus hiperespacios. Comenzamos el Capítulo 2 mostrando modelos geométricos para el
hiperespacio C(X) de ciertos continuos seguido de algunos resultados obtenidos previamente que nos per-
miten determinar n−celdas en los hiperespacios 2X y C(X). En el Capítulo 3 mostramos algunos resultados
obtenidos sobre n−celdas en el hiperespacio Cn(X), y por último presentamos nuestros resultados.

*Trabajo de investigación
**Facultad de Ciencias. Escuela de Matemáticas. Director: Ph.D. Javier Enrique Camargo García.
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ABSTRACT

TITLE: CELLS IN HYPERSPACES OF CONTINUA.*

AUTHOR: DANIEL ARMANDO HERRERA VILLAMIZAR.**

KEY WORDS: Continuum, Hyperspaces, n−cell, n−od, decomposable subcontinuum.

DESCRIPTION:

Geometric models of hyperspaces are known for different continua, they allow us to know totally their
topology and geometric properties. However for several continua are not possible showing geometric mo-
dels to their hyperspaces. In this way we must to find alternative ways for describing properties of these
hyperspaces. A curious and interesting problem that help us to understand the geometry of hyperespaces,
is identifying cells contained in these hyperspaces.

We known that the hyperspace 2X of a continuum X, always contains a Hilbert cube. Also, 2X is a Hilbert
cube if and only if X is a locally connected continuum. We have that C(X) contains n−cells if and only if
X contains n−ods for any n ∈ N and Cn(X) is a Hilbert cube if and only if X is locally connected without
free arcs. Also, with these ideas is not difficult to show that if X contains a decomposable subcontinuum,
then Cn(X) contains a (n+ 1)−cell, for any n ∈ N. In this work, we show that the sufficiency condition
above is true and in this way we give a positive answer to question; “Let X be a continuum. If Cn(X)
contains (n+ 1)−cells, then does X contain a decomposable subcontinuum?” .

This work is divided in three chapters. The first chapter gives some definitions and results for continua and
their hyperspaces. We start the second chapter showing geometric models of hyperspace C(X) for some
continua, next we give some results obtained previously that allow us to identify n−cells contains in the
hyperspaces 2X and C(X). In the third chapter we give some results about n−cells for the hyperspace
Cn(X), and finally we show our results.

*Research work
**Faculty of Sciences. School of Mathematics. Director: Ph.D. Javier Enrique Camargo García.
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Introducción

La teoría de hiperespacios tuvo sus inicios a principios del siglo XX con los tra-
bajos de F. Hausdorff y L. Vietoris, quienes fueron los primeros en utilizar la palabra
hiperespacio para describir al conjunto de todos los subconjuntos cerrados de un espa-
cio topológico. Durante las décadas de los 20’s y los 30’s se dieron a conocer muchos
resultados acerca de la estructura fundamental de los hiperespacios; uno de los más
importantes se dio en el año de 1931 cuando K. Borsuk y W. Mazurkiewickz senta-
ron las bases para entender la estructura de arco de los hiperespacios, al probar que
2X y C (X) son arcoconexos. En 1942, John L. Kelley presentó una gran variedad de
tópicos en la teoría de hiperespacios en el que se destaca el estudio de los hiperespa-
cios de continuos hereditariamente indescomponibles; sin embargo, la importancia de
estos continuos solo se dio a conocer hasta la década de los 70’s. Además, Kelley fue el
primero en usar funciones de Whitney en la investigación de hiperespacios, con ello de-
finió, estudió e hizo uso de funciones especiales, que denominó segmentos. Las funciones
de Whitney y los segmentos han servido como herramientas básicas para determinar
nuevos resultados relacionados con los hiperespacios. Entre los años de 1970 y 1976 se
dio a conocer una gran variedad de resultados en la teoría de hiperespacios; uno de
los más importantes fue presentado por D. Curtis, R. Schori y J. West, quienes dieron
una repuesta afirmativa a la pregunta ¿Si X es un continuo localmente conexo, enton-
ces 2X es un cubo de Hilbert? planteada desde la década de los 20’s. Para la solución
de este problema fue necesario introducir técnicas de topología infinito dimensional al
estudio de los hiperespacios. En resumen, el estudio de la estructura topológica de los
hiperespacios sigue siendo un campo de trabajo con problemas muy interesantes para
investigadores en el área de topología, por este motivo, es indiscutible la importancia
de realizar investigaciones en esta área de las matemáticas.

Como veremos en el Capítulo 2, los hiperespacios de subcontinuos C([0, 1]) y C(S1),
donde S1 = {x ∈ R2 :‖ x ‖= 1}, son homeomorfos a [0, 1]2 (una 2−celda). Por otra
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parte, se conocen modelos de hiperespacios para diferentes continuos que nos permi-
ten conocerlos totalmente en cuanto a sus propiedades topológicas y geométricas. Sin
embargo para la mayoría de continuos no es posible dar modelos geométricos a sus
hiperespacios y por esta razón debemos encontrar maneras alternativas para descri-
bir propiedades de estos hiperespacios. Un problema curioso e interesante que además,
nos ayuda a entender la geometría de los hiperespacios, es identificar celdas en estos
hiperespacios. En esta dirección se han desarrollado algunas investigaciones que serán
nuestro tema central en este trabajo.

Es conocido que el hiperespacio de los subconjuntos cerrados no vacíos de un con-
tinuo X, denotado por 2X , siempre contiene un cubo de Hilbert [6, Teorema 14.12].
Además, 2X es un cubo de Hilbert si y sólo si X es un continuo localmente conexo [6,
Teorema 15.6]. A partir de [12] y [5] tenemos que C(X) contiene n−celdas si y sólo si
X contiene n−odos, para algún n ∈ N. De manera más general, Cn(X) es un cubo de
Hilbert si y sólo si X es un continuo localmente conexo sin arcos libres [8, Teorema
6.1.6]. Además, con estas ideas, no es difícil probar que si X contiene un subconti-
nuo descomponible, entonces Cn(X) contiene una (n+ 1)−celda, para cada n ∈ N [8,
Teorema 6.1.10]. En este trabajo, mostraremos que el recíproco del resultado anterior
también es válido y de esta manera daremos una respuesta afirmativa a [8, Pregunta
7.4.1]; “¿Dado un continuo X. Si Cn(X) contiene (n+ 1)−celdas, para algún n ∈ N,
entonces X contiene un subcontinuo descomponible?”, siendo este un nuevo resultado
para la teoría de los hiperespacios de continuos y además el resultado más importante
que obtuvimos en el desarrollo de este trabajo de grado.

Este trabajo está dividido en tres capítulos. En el Capítulo 1 mostraremos algu-
nas definiciones y resultados de los continuos y sus hiperespacios, donde destacamos la
construcción de una función de Whitney en el hiperespacio 2X y la existencia de arcos
de orden bajo cierta condición. Comenzaremos el Capítulo 2 mostrando modelos geo-
métricos para el hiperespacio C(X) de ciertos continuos seguido de algunos resultados
obtenidos previamente que nos permitirán determinar n−celdas en los hiperespacios 2X

y C(X), para ello será necesario introducir la definición de semifrontera de un subes-
pacio de C(X) y algunos resultados obtenidos relacionados con la semifrontera. Por
último presentaremos el hiperespacio C(A,X) y reproduciremos la prueba del siguiente
resultado; “A está contenido en el centro de un k−odo si y sólo si C(A,X) contiene una
k−celda, para algún k ∈ N” resultado tomado originalmente de [11], que nos permite
localizar n−celdas en el hiperespacio C(X). En el Capítulo 3 mostraremos algunos resul-
tados obtenidos sobre n−celdas en el hiperespacio Cn(X), y por último presentaremos el
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resultado principal de este trabajo, probaremos que “X es un continuo hereditariamente
indescomponible, si y sólo si Cn(X) no contiene (n+ 1)−celdas, para ningún n ∈ N”.
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Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo presentamos definiciones, ejemplos y teoremas básicos de la teoría
de continuos, necesarios para el desarrollo del presente trabajo. Comenzaremos defi-
niendo lo que es un continuo y presentando algunos ejemplos. Después, definiremos los
hiperespacios de un continuo X e introducimos la métrica de Hausdorff para dar estruc-
tura de espacio métrico a estos hiperespacios. Por último, mostraremos como construir
una función de Whitney y una condición suficiente para la existencia de un arco de
orden en el hiperespacio 2X .

1.1. Notación

Empezamos introduciendo algunas notaciones usadas en libros de topología general
y teoría de continuos que usaremos a lo largo de este trabajo.

N : El conjunto de enteros positivos.

A \B : Es la diferencia entre dos subconjuntos de un espacio X.

A ⊂ B : A es un subconjunto de B (puede suceder que A = B).

A $ B : A es un subconjunto de B y A 6= B.

A * B : A intersección con el complemento de B es diferente del conjunto vacío
∅.

f |A : Es la restricción de una función f a un subespacio A de su dominio.

A : Es la cerradura del conjunto A con respecto al espacio X.

13



frY (A) : Es la frontera del conjunto A con respecto al espacio Y .

intY (A) : Es el interior del conjunto A con respecto al espacio Y .

dim [X] : Es la dimensión de un espacio métrico separable X.

1.2. Continuos

En esta sección presentamos la definición de continuo seguido de algunos ejemplos
entre los que destacamos las n−celdas y por último, presentaremos una clase de conti-
nuos conocidos como n−odos que usaremos con mucha frecuencia en este trabajo.

Definición 1.2.1. Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y diferente
del vacío.

Ahora presentamos algunos ejemplos de continuos.

Ejemplo 1.2.2. Un arco es un espacio homeomorfo al intervalo cerrado [0, 1].

Dado un homeomorfismo h : [0, 1] → α, donde h(0) = p y h(1) = q, diremos que α
es un arco de p a q.

Ejemplo 1.2.3. Para cada n ∈ N, una n−celda es un espacio homeomorfo a [0, 1]n,
donde [0, 1]n = [0, 1]× · · · × [0, 1]︸ ︷︷ ︸

n−veces

.

De lo anterior, un arco es una 1−celda.

Ejemplo 1.2.4. Para cada n ∈ N, una n−esfera es un espacio homeomorfo a la esfera
Sn en Rn+1, donde Sn = {x ∈ Rn+1 :‖ x ‖= 1}. En particular un espacio homeomorfo
a S1 se denomina curva cerrada simple.

Ejemplo 1.2.5. El cubo de Hilbert que denotamos por Q, es un espacio homeomorfo
al producto cartesiano numerable [0, 1]N dotado de la topología producto.

Ejemplo 1.2.6. La curva senoidal del topólogo que denotamos por S, se define por S =

W , donde W = {(x, sen(1/x)) ∈ R2 : 0 < x ≤ 1}. Es decir, S = W ∪ ({0} × [−1, 1]),
como mostramos en la Figura 1.2.1.

14



Figura 1.2.1: La curva senoidal del topólogo S

Ejemplo 1.2.7. Un disco unitario es un espacio homeomorfo a D2, donde D2 =

{x ∈ R2 :‖ x ‖≤ 1}.

El disco unitario es realmente una 2−celda. Sin embargo, llamaremos disco unitario
a ésta presentación de la 2−celda.

Los siguientes continuos los usaremos frecuentemente en el desarrollo de este trabajo.

Ejemplo 1.2.8. Para algún entero n ≥ 3, un n−odo simple, que denotamos por Fn
es un espacio homeomorfo a la unión de n arcos αi, Fn =

⋃n
i=1 αi, donde αi es el

segmento convexo que va del punto a al punto bi, con a = (0, 0) y bi =
(
1, 1

i

)
, para cada

i ∈ {1, 2, ..., n}. En particular, un 3−odo simple (triodo simple) se ilustra como los de
la Figura 1.2.2.

Un ∞−odo, que contiene infinitos arcos, puede asociarse a un abanico armónico y
lo describimos a continuación.

Ejemplo 1.2.9. El abanico armónico, que denotamos por Fω, es un espacio homeo-
morfo a la unión

⋃∞
n=0 αn, donde αn es segmento convexo que va del punto a al punto

bn, con a = (0, 0), b0 = (1, 0) y bn =
(
1, 1

n

)
, para cada n ∈ N. La Figura 1.2.3 representa

a Fω.
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Figura 1.2.2: Triodo simple

Figura 1.2.3: El abanico armónico Fω

Definición 1.2.10. Un continuo X es arcoconexo si para cualquier par de puntos p y
q de X existe un arco de p a q.

Un arco, una curva cerrada simple o cualquier n−celda, son ejemplos de continuos
arcoconexos, por otra parte, la curva senoidal del topólogo es un ejemplo de un continuo
que no es arcoconexo.

Definición 1.2.11. Un continuo X es descomponible si existen subcontinuos propios
A y B de X tales que X = A ∪ B. Si un continuo no es descomponible se dice que es
indescomponible.

16



Un arco, una 2−celda, una curva cerrada simple, son ejemplos de continuos des-
componibles. Además, existen continuos como el arco que tienen la propiedad que todo
subcontinuo no degenerado es descomponible, porque como se conoce, sus subcontinuos
no degenerados son arcos. Un continuo que cumpla que todo subcontinuo es descompo-
nible se dice hereditariamente descomponible. De manera análoga, si todo subcontinuo
no degenerado de un continuo X es indescomponible, se dice que X es hereditariamente
indescomponible. En [9, Capítulo I], se pueden encontrar construcciones de continuos
indescomponibles y hereditariamente indescomponibles.

Definición 1.2.12. Sea Y un espacio topológico. Un subconjunto conexo K de Y es
una componente de Y , si para todo subconjunto conexo W de Y tal que K ⊂ W , se
tiene que W = K.

Proposición 1.2.13. Sean X un continuo y N un subcontinuo propio de X. Si S es
una componente de X \N , entonces S ∪N es un subcontinuo de X.

Demostración. Sea S es una componente de X \ N . Entonces, por [9, Teorema 5.6],
S∩N 6= ∅. Además, S\S ⊂ N , pues si x ∈ S\S y x /∈ N , entonces S∪{x} ⊂ X\N . Como
S es conexo y x ∈ S, tenemos que S∪{x} es conexo. Luego S $ S∪{x} ⊂ X\N , lo cual
es una contradicción, pues S es componente. Así, S \S ⊂ N . Por tanto S ∪N = S ∪N
es un continuo.

La siguiente definición generaliza la noción de n−odo simple.

Definición 1.2.14. Sea n ∈ N. Un continuo Y es un n−odo si existe un subcontinuo
M de Y tal que Y \M tiene al menos n componentes. Además, diremos que M es un
centro del n−odo.

En particular un n−odo simple es un n−odo, sin embargo existen n−odos que no
son n−odos simples. Note que la curva cerrada simple M de la Figura 1.2.4 es un
subcontinuo de Y , y Y \M tiene tres componentes. Por lo tanto Y es un 3−odo, pero
Y no es un 3−odo simple. En la Figura 1.2.5 representamos otro continuo Y que es
la unión de la curva senoidal del topólogo con los arcos [1, 2] y [−2,−1]. Note que
M = [−1, 1] es un subcontinuo de Y , y que Y \M tiene tres componentes. Por lo tanto
Y es un 3−odo, pero no es un 3−odo simple.

17



Figura 1.2.4: Un 3− odo

Figura 1.2.5: Un 3− odo

Definición 1.2.15. Una dendrita es un continuo localmente conexo que no contiene
una curva cerrada simple.

Las dendritas son ejemplos de continuos en el plano, arcoconexos tales que todo
subcontinuo propio es una dendrita. Para mayor información sobre las dendritas ver [9,
Capítulo X].
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1.3. Hiperespacios de continuos

En esta sección definimos los hiperespacios de un continuo y mencionaremos su es-
tructura de espacio topológico utilizando la métrica de Hausdorff. Además, mostraremos
algunas notaciones que utilizaremos en este trabajo.

Dado un continuo X, definimos sus hiperespacios como los siguientes conjuntos:

2X = {A ⊂ X : A es cerrado y A 6= ∅},

Cn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n componentes}, n ∈ N. Denotaremos por
C(X) al hiperespacio C1(X),

Fn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n puntos}, n ∈ N.

Dado un continuo (X, d) donde d es la métrica sobre X. En la siguiente definición damos
estructura de espacio métrico a los hiperespacios.

Definición 1.3.1. Para todo A y B en 2X se define la métrica de Hausdorff como

Hd(A,B) = inf {r > 0 : A ⊂ B(B, r) y B ⊂ B(A, r)} ,

donde B(A, r) = {x ∈ X : d(x,A) < r} y B(B, r) = {x ∈ X : d(x,B) < r}.

En [6, Capítulo I], se muestra que la topología inducida por la métrica de Hausdorff
sobre 2X es equivalente a la topología de Vietoris definida como la topología generada
por

B = {〈U1, ..., Uk〉 : U1, ..., Uk son subconjuntos abiertos de X y k ∈ N} ,

donde 〈U1, ..., Uk〉 = {A ∈ 2X : A ⊂
⋃k
i=1 Ui y A ∩ Ui 6= ∅ para cada i ∈ {1, ..., k}}.

Note que, por definición, Cn(X) y Fn(X) son espacios métricos como subespacios de
2X ; por lo tanto quedan dotados de la topología de subespacio. Denotaremos por
〈U1, ..., Um〉n a 〈U1, ..., Um〉n = 〈U1, ..., Um〉 ∩ Cn(X).

Aunque de manera general se pueden definir hiperespacios sobre cualquier espa-
cio topológico, en este trabajo siempre que se hable de un hiperespacio nos estamos
refiriendo al hiperespacio de un continuo.
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1.4. Funciones de Whitney

Las funciones de Whitney constituyen una manera de medir el tamaño de los ele-
mentos de 2X (sin ser una función de medida) y son una herramienta muy poderosa
para estudiar la estructura de los hiperespacios.

Definición 1.4.1. Una función de Whitney es una función continua µ : H → [0,∞),
donde H ∈

{
2X , Cn (X)

}
, que satisface las siguientes condiciones:

(a) µ ({x}) = 0 para cada x ∈ X.
(b) µ (A) < µ (B) si A $ B.

Nótese que si tenemos una función de Whitney para 2X y k ∈ N, la restricción a
Ck (X) es nuevamente una función de Whitney para Ck (X).

Sabemos que tanto 2X como Cn (X) son compactos, para cualquier n ∈ N. Así que la
imagen de ellos bajo una función de Whitney es un conjunto acotado de [0,∞). Además,
la condición (b) asegura que el máximo de una función de Whitney siempre se alcanza
en el elemento X de 2X o de Cn (X) según en donde estemos contemplando la función.
Cuando X es no degenerado, las condiciones (a) y (b) garantizan que µ (X) > 0. Así
podemos tomar la función µ

µ(X)
: 2X → [0, 1] o con dominio Cn (X) según sea el caso.

Observemos que esta nueva función sigue cumpliendo las propiedades (a) y (b) pero
ahora tiene dos propiedades adicionales, la primera es que su imagen está contenida
en el intervalo [0, 1] y la segunda es que µ (X) = 1. En esta situación decimos que
normalizamos una función de Whitney. Estas propiedades la hacen todavía mejor y más
cómoda en su manejo. Por esta razón, supondremos que X siempre es no degenerado y
le pediremos a las funciones de Whitney que satisfagan la propiedad adicional:

(c) µ (X) = 1.
En el Teorema 1.4.3 veremos que para cualquier continuo X siempre existe una

función de Whitney. Antes de probar esto veamos un ejemplo.

Ejemplo 1.4.2. Sea X = [0, 1] y definamos la función µ : C (X)→ [0, 1] como µ (A) =

diám (A), para todo A ∈ C (X).
Veamos que µ es continua. Sean A,B ∈ C (X) y ε > 0 tales que Hd (A,B) < ε

2
.

Supongamos que diám (B) ≤ diám (A). Como A ⊂ B
(
B, ε

2

)
, tenemos que diám (A) ≤

diám
(
B
(
B, ε

2

))
= diám (B) + 2

(
ε
2

)
. Luego diám (A)− diám (B) ≤ ε. Además, es claro

que esta función satisface las propiedades (a), (b) y (c).
La demostración que presentamos en el siguiente teorema la tomamos de [6, Capítulo

VII].
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Teorema 1.4.3. Para cualquier continuo X, el hiperespacio 2X admite funciones de
Whitney.

Demostración. Sea D = {pn : n ∈ N} un subconjunto denso numerable de X, ver [3,
VIII, Teorema 7.3], y supongamos que la métrica d de X satisface la condición d (p, q) ≤
1 para todo p, q ∈ X. Para cada n ∈ N, definamos µn : 2X → [0, 1] como µn (A) =

máx {d (a, pn) : a ∈ A} − mı́n {d (a, pn) : a ∈ A} y veamos que µn es continua. Sean
A,B ∈ 2X y ε > 0 tales que Hd (A,B) < ε

2
. Como A es compacto, existen a1, a2 ∈ A ta-

les que d (a1, pn) = mı́n {d (a, pn) : a ∈ A} y d (a2, pn) = máx {d (a, pn) : a ∈ A}. Como
Hd (A,B) < ε

2
, A ⊂ B

(
B, ε

2

)
. Así, existen b1, b2 ∈ B tales que d (a1, b1) < ε

2
y d (a2, b2) <

ε
2
. De lo anterior obtenemos que máx {d (a, pn) : a ∈ A} = d (a2, pn) ≤ d (a2, b2) +

d (b2, pn) < ε
2
+máx {d (b, pn) : b ∈ B} y mı́n {d (b, pn) : b ∈ B} ≤ d (b1, pn) ≤ d (b1, a1)+

d (a1, pn) < ε
2

+ mı́n {d (a, pn) : a ∈ A}. Entonces, µn (A) − µn (B) = (máx{d (a, pn) :

a ∈ A}−mı́n{d (a, pn) : a ∈ A})− (máx{d (b, pn) : b ∈ B}−mı́n{d (b, pn) : b ∈ B}) < ε.
De manera similar se obtiene que µn (B)−µn (A) < ε. Por tanto, |µn (A)− µn (B)| < ε

y esto prueba que µn es continua. Ahora definamos µ : 2X → [0, 1] como µ (A) =∑∞
n=1

µn(A)
2n

para todo A ∈ 2X . Note que para todo n ∈ N y A ∈ 2X , 0 ≤ µn (A) ≤
máx {d (a, pn) : a ∈ A} ≤ 1. De manera que

∣∣∣µn(A)
2n

∣∣∣ ≤ 1
2n
. Como

∑∞
n=1

1
2n

converge,∑∞
n=1

µn(A)
2n

converge a una función continua, por [3, III, Proposición 10.5]. Por tanto,
µ está bien definida y es continua. Claramente, µ satisface la condición (a), porque
para cada x ∈ X, µn ({x}) = máx {d (a, pn) : a ∈ {x}} − mı́n {d (a, pn) : a ∈ {x}} =

d (x, pn)− d (x, pn) = 0. Ahora veamos que µ satisface la condición (b). Como A ⊂ B,
{d (a, pn) : a ∈ A} ⊂ {d (b, pn) : b ∈ B}. De manera que máx{d (a, pn) : a ∈ A} ≤
máx{d (b, pn) : b ∈ B} y mı́n{d (b, pn) : b ∈ B} ≤ mı́n{d (a, pn) : a ∈ A}. Entonces
µn (A) ≤ µn (B) para cada n ∈ N. Sea b0 ∈ B \ A. Como A es cerrado, existe ε > 0 tal
que B (b0, 2ε)∩A = ∅. Como el conjunto D es denso, existem ∈ N tal que d (b0, pm) < ε.
Si existiera a ∈ A tal que d (a, pm) ≤ ε, d (a, b0) ≤ d (a, pm) + d (pm, b0) < 2ε. Pe-
ro esto contradice que B (b0, 2ε) ∩ A = ∅. Luego ε < mı́n{d (a, pm) : a ∈ A}. Note
que mı́n{d (b, pm) : b ∈ B} ≤ d (b0, pm) < ε. Entonces, mı́n{d (b, pm) : b ∈ B} <
mı́n{d (a, pm) : a ∈ A}. Por tanto, µm (A) < µm (B). Así, si A $ B tenemos que
µ (A) < µ (B). Por tanto, si se normaliza µ, se tiene una función de Whitney para
2X .

No es difícil verificar que si µ : 2X → [0, 1] es una función de Whitney, para algún
continuo X, entonces la restricción µ |Cn(X): Cn (X)→ [0, 1] es una función de Whitney,
para cualquier n ∈ N. Así, es inmediata la prueba de la siguiente afirmación.
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Teorema 1.4.4. Para cualquier continuo X, el hiperespacio Cn (X) admite funciones
de Whitney, para cada n ∈ N.

1.5. Arcos de orden

En esta sección se mostrará que dados dos elementosM y N en 2X ,M $ N , tal que
cada componente de N intersección con M es diferente del vacío, es posible construir
un arco α en 2X de M a N de manera que α con la relación de orden ⊂ es un conjunto
totalmente ordenado.

Definición 1.5.1. Sea X un continuo. Un arco de orden en 2X es un arco α en 2X tal
que si A,B ∈ α, entonces A ⊂ B o B ⊂ A.

Observación 1.5.2. Por comodidad, algunas veces usaremos la notación [A,B] para
denotar a un arco de orden que va de A a B en 2X . Aclarando que A y B son elementos
de 2X .

Antes de probar la existencia de arcos de orden en 2X veamos un ejemplo.

Ejemplo 1.5.3. Sea X la curva senoidal del topólogo. Para cada t ∈ [−1, 1], definamos
At ∈ C(X) por At = {(0, y) ∈ X : −1 ≤ y ≤ t} y para cada t ∈ (0, 1] definamos Bt ∈
C(X) por Bt = A1∪

{(
x, sen

(
1
x

))
∈ X : 0 < x ≤ t

}
. Sea h : [0, 1]→ C(X), definida por

h(t) =

 A4t−1 si 0 ≤ t ≤ 1
2
;

B2t−1 si 1
2
< t ≤ 1 ,

para todo t ∈ [0, 1]. Es fácil deducir que h es una inmersión, tal que h(0) = {(0,−1)}
y h (1) = X. Además, note que para todo A,B ∈ [{(0,−1)} , X], A ⊂ B o B ⊂ A.

Teorema 1.5.4. Sea X un continuo y sean A y B elementos de 2X tales que A $ B.
Si cada componente de B intersección con A es diferente del vacío, entonces existe un
arco de orden en 2X de A a B.

Demostración. Sean A,B ∈ 2X tales que A $ B y F la familia de todos los subcon-
juntos Γ de 2X que cumplen las siguientes propiedades:

(a) Si G ∈ Γ, entonces A ⊂ G ⊂ B.
(b) Si G ∈ Γ, entonces cada componente de G intersección con A es diferente del

vacío.
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(c) Si G′, G′′ ∈ Γ, entonces G′ ⊂ G′′ o G′′ ⊂ G′.
Dada C = {Γi : i ∈ Λ} una cadena de F , Γj ⊂

⋃
i∈Λ Γi para todo j ∈ Λ. Veamos que⋃

i∈Λ Γi ∈ F . Sea G0 ∈
⋃
i∈Λ Γi, entonces existe l ∈ Λ tal que G0 ∈ Γl. Como Γl ∈ F ,

tenemos que A ⊂ G0 ⊂ B y cada componente de G0 intersección con A es diferente del
vacío. Además, si G′0, G′′0 ∈

⋃
i∈Λ Γi, existen p, q ∈ Λ tales que G′0 ∈ Γp y G′′0 ∈ Γq. Como

C es una cadena, Γp ⊂ Γq o Γq ⊂ Γp. Así, G′0 ⊂ G′′0 o G′′0 ⊂ G′0. De lo anterior, toda
cadena está acotada superiormente y, por [3, II, Teorema 2.1] existe Γ0 ∈ F tal que Γ0

es maximal. Veamos que Γ0 es cerrado. Sea D0 ∈ Γ0 \ Γ0. Entonces existe una sucesión
(Dn)∞n=1 en Γ0 tal que lím

n→∞
Dn = D0. Como A ⊂ Dn ⊂ B, para todo n ∈ N, tenemos que

A ⊂ D0 ⊂ B. Probemos que si D ∈ Γ0, entonces D ⊂ D0 o D0 ⊂ D. Como para cada
n ∈ N, D ⊂ Dn o Dn ⊂ D, entonces existe una subsucesión (Dnk

)∞k=1 de (Dn)∞n=1 tal que
D ⊂ Dnk

o Dnk
⊂ D, para cada k ∈ N. Supongamos que D ⊂ Dnk

, para cada k ∈ N.
Así, como lím

k→∞
Dnk

= D0, tenemos que D ⊂ D0 y Γ0 ∪ {D0} ∈ F . Por otro lado Γ0 es

maximal, luego D0 ∈ Γ0, lo que es una contradicción. Entonces Γ0 = Γ0 es cerrado. Por
tanto Γ0 es compacto en 2X . Sea µ : 2X → [0, 1] una función de Whitney. Denotemos
por µ0 a la restricción µ |Γ0 : Γ0 → [µ (A) , µ (B)]. Note que µ0 es inyectiva. Veamos
ahora que µ0 es sobreyectiva. Como Γ0 es maximal y cada componente de B intercepta
a A, tenemos que A ∈ Γ0 y B ∈ Γ0. Además, µ0 (Γ0) ⊂ [µ (A) , µ (B)]. Probemos que
[µ (A) , µ (B)] ⊂ µ0 (Γ0). Supongamos que [µ (A) , µ (B)] $ µ0 (Γ0), entonces existe un
subintervalo cerrado no degenerado [r0, t0] de [µ (A) , µ (B)] tal que r0, t0 ∈ µ0 (Γ0) y
s /∈ µ0 (Γ0) si r0 < s < t0. Sean R0, T0 ∈ Γ0 tales que µ0 (R0) = r0 y µ0 (T0) = t0.
Luego, si G ∈ Γ0, entonces G ⊂ R0 o T0 ⊂ G. Además, como r0 < t0, tenemos que
R0 $ T0. Así, existe ε > 0 tal que T0 $ B (R0, ε). Sea p ∈ T0 \ B (R0, ε) y sea K

la componente de T0 tal que p ∈ K. Por (b), K ∩ A 6= ∅ y como A ⊂ R0 por (a),
K ∩ R0 6= ∅. Sea q ∈ K ∩ R0 y sea U = B (R0, ε) ∩ K. Entonces, U $ K y U 6= ∅.
Sea M la componente de U tal que q ∈ M . Así, tenemos que M ∩ frK (U) 6= ∅. Sean
G0 = R0 ∪M y Γ1 = Γ0 ∪ {G0}. Note que, R0 $ G0. Además, como M ⊂ K ⊂ T0 y
R ⊂ T0, tenemos que G0 ⊂ T0 y como p ∈ T0 \ G0, entonces G0 $ T0. Por otro lado,
R0, T0 ∈ Γ0 y R0 ⊂ T0. Así, tenemos que A ⊂ R0 ⊂ T0 ⊂ B y A ⊂ G0 ⊂ B, por lo tanto
Γ1 satisface (a). Como G0 = R0∪M y ademásM es conexo yM ∩R0 6= ∅, tenemos que
cada componente de G0 contiene una componente de R0. Así, como cada componente
de R0 intercepta a A por (b), cada componente de G0 intercepta a A. Por lo tanto, Γ1

satisface (b). Note que si G ∈ Γ0, entonces G ⊂ G0 o G0 ⊂ G. Como Γ1 = Γ0 ∪ {G0},
por (c) Γ1 satisface (c). Así, Γ1 satisface (a), (b) y (c). Luego, Γ1 ∈ F . Por tanto, como
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Γ0 ⊂ Γ1 y Γ0 es maximal, tenemos que Γ1 = Γ0. Entonces G0 ∈ Γ0 y r0 < µ0 (G0) < t0,
pero esto es una contradicción. Así, µ0 es sobreyectiva, y además es cerrada, luego µ0

es un homeomorfismo. Por tanto Γ0 es un arco de orden en 2X de A a B.

Observación 1.5.5. Si α es un arco de orden en 2X de A a B, entonces A =
⋂
α y

B =
⋃
α.

Con el Teorema 1.5.4 es inmediata la prueba del siguiente corolario.

Corolario 1.5.6. Para cada A ∈ H \ {X}, donde H ∈
{

2X , Cn (X)
}
, existe un arco α

de A a X y por lo tanto H es arcoconexo.

Definición 1.5.7. Dados µ : 2X → [0,∞) una función de Whitney y A,B ∈ 2X .
Diremos que una función continua σ : [0, 1] → 2X es un segmento respecto a µ de A a
B si satisface las siguientes condiciones:

(a) σ(0) = A y σ(1) = B.
(b) µ (σ(t)) = (1− t)µ (σ(0)) + tµ (σ(1)), para cada t ∈ [0, 1].
(c) Si 0 ≤ t ≤ t′ ≤ 1, entonces σ(t) ⊂ σ(t′).

Proposición 1.5.8. Sean A,B ∈ 2X tales que A $ B y cada componente de B inter-
sección con A es diferente del vacío, entonces existe un segmento respecto a una función
de Whitney dada en 2X de A a B.

Demostración. Sean A,B ∈ 2X tales que A $ B. Entonces, por el Teorema 1.5.4, existe
un arco de orden α en 2X de A a B. Sea µ : 2X → [0,∞) una función de Whitney dada.
Note que µ0 = µ |α: α → [0,∞) es una función inyectiva porque µ0 (C) < µ0 (D) para
todo C $ D. Además es una función cerrada. Por lo tanto es un homeomorfismo sobre
su imagen. Observe que la imagen de la función µ0 es un arco [a, b] ⊂ [0,∞). Definamos
ρ : [0, 1] → [a, b] por ρ(t) = (1− t)a + tb para cada t ∈ [0, 1]. No es difícil ver que ρ es
un homeomorfismo. Ahora, definamos σ : [0, 1] → 2X por σ = µ−1

0 ◦ ρ como lo ilustra
el diagrama. Como ρ es continua y sobreyectiva, y µ−1

0 es continua, tenemos que σ es
continua y σ ([0, 1]) = α. Así, µ (σ (t)) = ρ(t) para todo t ∈ [0, 1].

Figura 1.5.1: Diagrama
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De esta manera tenemos que µ (σ (0)) = ρ(0) = a y µ (σ (1)) = ρ(1) = b. Por
tanto, µ (σ (t)) = (1 − t)µ (σ (0)) + tµ (σ (1)), para cada t ∈ [0, 1] y así se tiene la
condición (b). Como a ≤ b, tenemos que b − a ≥ 0. De esta manera, si 0 ≤ t ≤ t′ ≤ 1

entonces a + t (b− a) ≤ a + t′ (b− a). Es decir (1 − t)a + tb ≤ (1 − t′)a + t′b. Luego
µ (σ (t)) ≤ µ (σ (t′)). α es un arco de orden, entonces supongamos que σ (t′) $ σ (t).
Como µ es una función de Whitney, tenemos que µ (σ (t′)) < µ (σ (t)), lo que es una
contradicción. Entonces, σ(t) ⊂ σ(t′) y esto prueba la condición (c). Por último, σ (0) =

µ−1 (ρ (0)) = µ−1 (a) = A y σ (1) = µ−1 (ρ (1)) = µ−1 (b) = B. Así se satisface la
condición (a) y el teorema queda demostrado.

De la prueba de la Proposición 1.5.8 se puede concluir el siguiente corolario.

Corolario 1.5.9. Todo arco de orden en 2X es la imagen continua de un segmento.
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Capítulo 2

Celdas en los hiperespacios 2X y C (X)

Comenzaremos este capítulo ilustrando gráficamente los modelos geométricos de
C(X) para algunos continuos. Además, recopilamos algunos resultados conocidos re-
lacionados con celdas en hiperespacios. Inicialmente, basados en [6], probaremos que
para cualquier continuo no degenerado, el hiperespacio 2X contiene una copia del cubo
de Hilbert. Luego mostraremos que si un continuo X contiene un n-odo, entonces el
hiperespacio C (X) contiene una n-celda, resultado demostrado por J. T. Rogers, Jr.
en 1972, ver [12]. Además, mostraremos que si C (X) contiene una n-celda, entonces
X contiene un n-odo, resultado demostrado en 1988, ver [5]. Por último, extenderemos
estos resultados con el teorema probado por la profesora Patricia Pellicer en 2007, ver
[11], que dice que A está contenido en el centro de un n-odo si y sólo si C (A,X) contiene
una n-celda.

2.1. Modelos geométricos de C (X) para algunos con-

tinuos

A continuación presentamos modelos geométricos para algunos continuos. En cada
ejemplo daremos una idea de como obtener estos modelos sin entrar en detalles de la
demostración, para mayor información, ver [6, Capítulo II].

Vamos a construir un modelo geométrico para C (X) cuandoX es un arco,X = [0, 1].
Observe que los puntos de C ([0, 1]) son los intervalos cerrados [a, b], con 0 ≤ a ≤ b ≤ 1.
Esto nos lleva a definir una inmersión h : C ([0, 1]) → R2, como h ([a, b]) = (a, b) para
cada [a, b] ∈ C ([0, 1]). La imagen de C ([0, 1]) bajo h es una 2−celda; un triángulo en
R2 con vértices (0, 0) , (0, 1) y (1, 1) como se observa en la Figura 2.1.1.
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Figura 2.1.1: C(X) para X = Arco

Vamos a construir un modelo geométrico para C (X) cuando X es una curva cerrada
simple, X = S1. Observe que los continuos no degenerados de S1 son arcos o el mismo
espacio S1. Por esta razón, definimos un homeomorfismo h : C (S1)→ D2 como h (A) =

(1− [l (A) /2π])m (A), para cada A ∈ C (S1); donde l (A) es la longitud A y m (A) es
el punto medio del segmento de arco A. (Si A = S1, h(A) = 0 ). De esta manera, no
es difícil verificar que la imagen de C (S1) es el disco unitario D2 como se observa en la
Figura 2.1.2.

Figura 2.1.2: C(X) para X = Curva cerrada simple

El continuo X que se muestra en la Figura 2.1.3 se conoce como la paleta; que es
la unión de una curva cerrada simple y un arco que se interceptan en un extremo del
arco. Este continuo se puede escribir como X = S1 ∪ [1, 2]. El modelo geométrico para
C (X) de este continuo se puede ver en la Figura 2.1.3. Denotaremos por C(p) (X) a
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los subcontinuos de C (X) que tienen a p. El homeomorfismo para este hiperespacio se
define en tres etapas. Primero definimos un homeomorfismo ϕ : C((0,1)) (S1)→ D′2 ⊂ D2,
de manera similar al homeomorfismo h que usamos para C (S1), donde D′2 es el disco
centrado en

(
1
2
, 0
)
de radio 1

2
y ϕ ({1}) = (0, 1). Note que para cada A ∈ C((0,1)) (X),

A se puede escribir de manera única como A = BA ∪ [1, tA], donde BA ∈ C((0,1)) (S1) y
tA ∈ [1, 2]. Después extendemos ϕ a una inmersión g : C (S1)∪C((0,1)) (X)→ R3 definida
por

g (A) =

{
(ϕ (A) , 0) si A ∈ C (S1) ;
f (A) si A ∈ C((0,1)) (X) ,

donde f(A) = (ϕ (BA) , tA − 1) para cada A ∈ C((0,1)) (X). Definimos la inmersión
j : C ([1, 2]) → R2 como j ([s, t]) = ((s, 0) , t− 1) para todo [s, t] ∈ C ([1, 2]) de ma-
nera similar al homeomorfismo h que usamos para C ([0, 1]). Por último definimos una
inmersión h : C (X)→ R3 como

h(A) =

{
g(A) si A ∈ C (S1) ∪ C((0,1)) (X) ;
j (A) si A ∈ C ([1, 2]) .

Así, h (C (X)) se puede ver como el de la Figura 2.1.3.

Figura 2.1.3: C(X) para X = Paleta

En el Capitulo 1 definimos un n−odo simple como la unión de n arcos que emanan
de un punto v llamado vértice como lo ilustra la Figura 2.1.4. De manera análoga
definimos una n−aleta como un continuo que es la unión de n 2−celdas llamadas aletas
las cuales se interceptan en un solo punto y cualesquiera dos aletas se interceptan solo
en ese punto como lo ilustra la Figura 2.1.4. Claramente una n−aleta F , contiene un
n−odo simple cuyos arcos se encuentran en las fronteras de las diferentes aletas de F .
Llamamos a este n−odo simple una base de la n−aleta F , en el sentido que si Y es un

28



n−odo simple con vértice v, entonces el espacio descomposición de Y × [0, 1] obtenido
por la contracción {v} × [0, 1] a un punto es una n−aleta; y Y × {0} es una base de
esta n−aleta.

Figura 2.1.4: n−odo simple y n−aleta

Cuando X es un n−odo simple un modelo geométrico para C (X) es el poliedro
n−dimensional que está representado en la Figura 2.1.5. El poliedro puede ser descrito
como el resultado de pegar una n−aleta a una n−celda [0, 1]n por la identificación de
una base de la n−aleta con un n−odo simple acostado sobre fr ([0, 1]n) (la frontera de
[0, 1]n).

Figura 2.1.5: C(X) para X = n− odo simple
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Si X es un triodo simple, el modelo geométrico para C (X) de este continuo se puede
ver como el de la Figura 2.1.6.

Figura 2.1.6: C(X) para X = Triodo simple

En los ejemplos anteriores mostramos que los hiperespacios C(X) de un arco o una
curva cerrada simple son una 2−celda. Note que cuando el continuo X es una paleta o
un triodo simple su hiperespacio C(X) contiene una 3−celda. Con el Teorema 2.3.1, que
probaremos más adelante, podemos asegurar que si un continuo X contiene un n−odo,
su hiperespacio C(X) contiene una n−celda.

2.2. Celdas en el hiperespacio 2X

El Teorema 2.2.2 muestra que el hiperespacio 2X de cualquier continuo no degene-
rado contiene una copia del cubo de Hilbert. Particularmente, esto muestra que para
cualquier continuo no degenerado X, el espacio 2X tiene dimensión infinita.

Lema 2.2.1. Sean X un continuo no degenerado y p ∈ X. Entonces existe una sucesión
(Ai)

∞
i=1 de subcontinuos no degenerados de X\{p}, disyuntos dos a dos tal que ĺım

n→∞
Ai =

{p}.

Demostración. Sea (xi)
∞
i=1 una sucesión de puntos en X \{p} tal que (xi)

∞
i=1 converge a

p. Una simple inducción muestra que, para cada i ∈ N, existen subconjuntos abiertos,
Ui, en X \ {p} con las siguientes propiedades:

1. xi ∈ Ui, para cada i ∈ N, y Ui ∩ Uj = ∅ si i 6= j.
2. diám (Ui) <

1
2i
, para cada i ∈ N.

Ahora, para cada i ∈ N, {xi} ∈ Ui. Como X es un espacio normal, existe un
subconjunto abierto Vi de X tal que {xi} ⊂ Vi ⊂ Vi ⊂ Ui para cada i ∈ N. Sea Ai la
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componente de Vi que contiene a {xi}. Luego, por [9, Teorema 5.4] Ai ∩ (X \ Vi) 6= ∅.
Así, como {xi} ⊂ Vi tenemos que Ai 6= {xi}. Por tanto, para cada i ∈ N, Ai es un
subcontinuo no degenerado de Ui. Esto muestra que Ai es un continuo no degenerado,
para cada i ∈ N, y Ai ∩Aj = ∅, siempre que i 6= j. Además, como cada xi ∈ Ai ⊂ Ui y
diám (Ui) <

1
2i
, para cada i ∈ N, tenemos que (Ai)

∞
i=1 converge a {p}.

Teorema 2.2.2. Si X es un continuo no degenerado, entonces 2X contiene un cubo de
Hilbert.

Demostración. Sea p ∈ X. Por el Lema 2.2.1, existe una sucesión (Ai)
∞
i=1, de subcon-

tinuos no degenerados de X \ {p} disyuntos dos a dos tal que ĺım
n→∞

Ai = {p}. Por el

Corolario 1.5.6, para cada i ∈ N, existe un arco αi en 2Ai . Note que,
∏∞

i=1 αi es un cubo
de Hilbert. Sea (Bi)

∞
i=1 una sucesión en

∏∞
i=1 αi. Note que para cada i ∈ N, Bi ⊂ Ai

y (Ai)
∞
i=1 converge a {p} en 2X . Por lo tanto, (Bi)

∞
i=1 converge a {p} en 2X . Definimos

h :
∏∞

i=1 αi → 2X por

h ((Bi)
∞
i=1) =

(
∞⋃
i=1

Bi

)
∪ {p} ,

para cada (Bi)
∞
i=1 ∈

∏∞
i=1 αi. Como Ai ∩ Aj = ∅ para todo i 6= j, y p /∈ Ai para ningún

i ∈ N, tenemos que h es inyectiva. Sean Bk =
(
Bk
i

)∞
i=1
∈
∏∞

i=1 αi, y B = (Bi)
∞
i=1 ∈∏∞

i=1 αi, tales que la sucesión
(
Bk
)∞
k=1

converge a B. Sea ε > 0. Como (Ai)
∞
i=1 converge

a {p} en 2X . Entonces existe N ∈ N tal que diám (Ai) < ε para cada i ≥ N . Ahora,
por [3, X, Teorema 5.4] la convergencia en

∏∞
i=1 αi implica la convergencia coordenada

a coordenada. Así, existe K ∈ N tal que Hd

(
Bk
i , Bi

)
< ε para cada i ≤ N cuando

k ≥ K. Como Bk
i ⊂ Ai y Bi ⊂ Ai, para cada i y k, tenemos que Hd

(
Bk
i , Bi

)
< ε para

cada i ≥ N y para cada k. De lo anterior, tenemos que Hd

(
Bk
i , Bi

)
< ε para cada

k ≥ K. Por tanto Hd

(
h
(
Bk
)
, h (B)

)
< ε para todo k ≥ K. Así, h es continua. Por

último como h es cerrada, inyectiva y continua, tenemos que h es una inmersión.

Del resultado anterior tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.2.3. dim
[
2X
]

=∞.

Resultados que involucran el estudio de hiperespacios con profundidad, afirman que
2X es exactamente el cubo de Hilbert si y sólo si X es un continuo no degenerado y
localmente conexo [6, Teorema 15.6]. Análogamente Cn (X) es un cubo de Hilbert si y
sólo si X es un continuo no degenerado, localmente conexo y sin arcos libres [8, Teorema
6.1.6].
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2.3. Celdas en el hiperespacio C (X)

A continuación haremos una reproducción del resultado obtenido en [12] por J. T.
Rogers, Jr. en el año de 1972. Este resultado nos garantiza la existencia de n−celdas
en el hiperespacio C (X) a partir de la existencia de n−odos en el continuo X.

Teorema 2.3.1. Sean X un continuo y n ∈ N. Si X contiene un n-odo, entonces C (X)

contiene una n-celda.

Demostración. Sea X un continuo que contiene un n − odo M . Entonces, existe N ∈
C(M) \ {M} tal que M \N tiene al menos n componentes. Sean S1, ..., Sn componentes
distintas deM\N . Para cada i ∈ {1, ..., n} definimosBi = Si∪N . Así, por la Proposición
1.2.13, cada Bi es un subcontinuo de X. Como N $ Bi, por la Proposición 1.5.8,
existe un segmento σi : [0, 1] → 2X de N a Bi para todo i ∈ {1, ..., n}. Además,
σi ([0, 1]) = αi es un arco de orden para cada i ∈ {1, ..., n}, por el Corolario 1.5.9.
Note que σi (0) ∈ C(X) y cada componente de σi (t) intersección con σi (0) es diferente
del vacío. Para cada t ∈ [0, 1], tenemos que σi ([0, 1]) ⊂ C(X). Como N ⊂ σi (t) para
cada i ∈ {1, ..., n} y todo t ∈ [0, 1], tenemos que

⋃n
i=1 σi (ti) ∈ C(X) para cualquier

elección de ti en [0, 1]. Definamos h : [0, 1]n → C(X) por h (t1, ..., tn) =
⋃n
i=1 σi (ti) para

cada (t1, ..., tn) ∈ [0, 1]n. Como cada σi es continua y la función unión es continua, por
[10, Lema 1.48], tenemos que h es continua. Además, es fácil ver que h es inyectiva.
Como h está definida entre continuos, h es cerrada, y por tanto, h es una inmersión y
C(X) contiene una n−celda.

Con el Teorema 2.3.12 ilustraremos el resultado obtenido en [5] en el año de 1988,
resultado que nos garantiza la existencia de n−odos en un continuo X a partir de la
existencia de n−celdas en su hiperespacio C(X). Para esto es necesario introducir el
concepto de semifrontera de un subespacio del hiperespacio C(X), definición que pre-
sentamos a continuación. Esta definición también sera utilizada en la siguiente sección.

Definición 2.3.2. Sean X un continuo y A,B ∈ C(X) tales que A $ B. Se define la
semifrontera de C(A) en C(B) como Sb(A,B) = {C ∈ C(A) : existe un arco de orden
α en C(B) tal que

⋂
α = C y D * A para todo D ∈ α \ {C}}.

A continuación ilustramos esta definición con un par de ejemplos.

Ejemplo 2.3.3. Consideremos el hiperespacio C ([0, 1]) que ilustramos en la Sección
2.1 y tomemos A =

[
0, 1

2

]
. Entonces Sb (A, [0, 1]) =

{[
a, 1

2

]
∈ C (A) : 0 ≤ a ≤ 1

2

}
.

32



Tenemos claro que el hiperespacio C
([

0, 1
2

])
se puede visualizar geométricamente

como el de la Figura 2.3.1. Note que para cada punto
[
a, 1

2

]
de C

([
0, 1

2

])
, donde 0 ≤

a ≤ 1
2
existe un arco de orden α en C ([0, 1]) desde

[
a, 1

2

]
hasta [a, 1] y

⋂
α =

[
a, 1

2

]
.

Además, si [a, b] ∈ α \
{[
a, 1

2

]}
tenemos que 1

2
< b ≤ 1 y por lo tanto [a, b] *

[
0, 1

2

]
.

Así, Sb (A, [0, 1]) =
{[
a, 1

2

]
∈ C (A) : 0 ≤ a ≤ 1

2

}
.

Figura 2.3.1: Sb (A, [0, 1])

En el ejemplo anterior, se observa que frC([0,1]) (C (A)) = Sb (A, [0, 1]), sin embargo
esto no siempre sucede. El siguiente ejemplo ilustra lo anterior.

Ejemplo 2.3.4. Tomemos a X como curva senoidal del topólogo S y tomemos a A
como el segmento de recta que va de a hasta b en la barra límite y denotemos A por
[a, b] como se ilustra en la Figura 2.3.2.

Figura 2.3.2: La curva senoidal del topólogo S
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Es fácil convencerse que

Sb (A, S) = {[a, t] ∈ C (A) : a ≤ t ≤ b} ∪ {[s, b] ∈ C (A) : a ≤ s ≤ b} .

Por otro lado intS (A) = ∅, entonces C (A) es un compacto tal que intC(S) (C (A)) = ∅.
Por lo tanto C (S)\C (A) es denso, es decir C (S) \ C (A) = C (S). Luego, frC(S) (C (A)) =

C (A) ∩ C (S) \ C (A) = C (S) ∩ C (A) = C (A). Así, Sb (A, S) 6= frC(S) (C (A)).

Definición 2.3.5. Sean A y B subcontinuos de X tales que A $ B y Z un subcontinuo
de Sb(A,B). Diremos que Z es cerrado superiormente respecto a A si para cada D ∈ Z
y E ∈ C(X) tales que D ⊂ E ⊂ A, se tiene que E ∈ Z.

Si retomamos el Ejemplo 2.3.3, tenemos que Sb (A, [0, 1]) es un continuo. Si Z =

Sb (A, [0, 1]) y D ∈ Z, entonces D =
[
a, 1

2

]
para algún 0 ≤ a ≤ 1

2
. Además, si E ∈

C([0, 1]) y D ⊂ E ⊂ A entonces E =
[
b, 1

2

]
donde 0 ≤ b ≤ a ≤ 1

2
. Luego, E ∈ Z y así

tenemos que Z es cerrado superiormente respecto a A.
A continuación presentamos un ejemplo de un subcontinuo Z de Sb(A,X) que no

es cerrado superiormente.

Ejemplo 2.3.6. Tomemos X = [0, 1] y A =
[
0, 1

2

]
$ [0, 1] como en el Ejemplo 2.3.3.

Sea Z =
{[
t, 1

2

]
∈ Sb (A, [0, 1]) : 1

4
≤ t ≤ 1

2

}
un subcontinuo de Sb (A, [0, 1]) como se

ilustra en la Figura 2.3.3 y veamos que Z no es cerrado superiormente respecto a A.
Note que si E ∈ C(X) y D ⊂ E ⊂ A, entonces E =

[
s, 1

2

]
donde 0 ≤ s ≤ t ≤ 1

2
. Así, si

0 ≤ s < 1
4
tenemos que E /∈ Z.

Figura 2.3.3: Z no es cerrado superiormente respecto a A

Definición 2.3.7. Dado m ≥ 1, decimos que Z tiene propiedad S(m) si no es posible
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construir m−odos con los elementos de Z. Es decir, si D,E ∈ Z y D ⊂ E, entonces
E \D tiene a lo más m− 1 componentes.

A continuación presentamos algunos resultados que utilizaremos más adelante en la
prueba del Teorema 2.3.11

Proposición 2.3.8. Sea X un continuo y sea A ∈ C (X) \ {X}, entonces:
(a) Si B ∈ Sb(A,X), entonces existe una función continua α : [0, 1] → C (X) tal

que α (0) = B y α (s) * A para cada s > 0.
(b) Si B ∈ Sb(A,X) y B ⊂ D ⊂ A, entonces D ∈ Sb(A,X).

Demostración. (a) Sea B ∈ Sb(A,X), entonces B ∈ C (A) y existe un arco de orden
β en C (X) tal que

⋂
β = B y para todo D ∈ β \ {B} tenemos que D * A. Por el

Corolario 1.5.9 existe un segmento α : [0, 1]→ C (X) tal que α (0) = B. Así, para cada
D ∈ β \{B}, existe t ∈ [0, 1] tal que α (t) = D. Por lo tanto α (s) * A para cada s > 0.

(b) SeaB ∈ Sb(A,X) y seaD ∈ C (A) tal queB ⊂ D ⊂ A. Por (a) existe una función
continua α : [0, 1] → C (X) tal que α (0) = B y α (s) * A para cada s > 0. Definamos
σ : [0, 1]→ C (X) por σ (t) = D∪α (t). σ es continua. Ahora veamos que σ ([0, 1]) es un
arco de orden en C(X). Sean σ (p) y σ (q) en σ ([0, 1]), con σ (p) 6= σ (q). Como α es un
segmento, podemos suponer que α (p) ⊂ α (q). Luego, D ∪ α (p) ⊂ D ∪ α (q), es decir
σ (p) ⊂ σ (q), para cualquier 0 ≤ p ≤ q ≤ 1. Entonces σ ([0, 1]) es un arco de orden en
C(X). Además, σ (0) = D ∪ α (0) = D ∪ B = D. Entonces

⋂
σ ([0, 1]) = D. Por otro

lado, para todo F ∈ σ ([0, 1]) \ {D} tenemos que F * A porque α (s) * A para cada
s > 0. Así, D ∈ Sb(A,X).

Proposición 2.3.9. Sean X un continuo, A ∈ C (X) \ {X} y B ∈ C (A) y sea (Bn)∞n=1

una sucesión en C (X) que converge a B. Entonces cada una de las siguientes condicio-
nes implica que B ∈ Sb(A,X).

(a) Si para cada n ∈ N, Bn * A y Bn+1 ⊂ Bn.
(b) Si para cada n ∈ N, Bn * A y Bn ∩B 6= ∅.
(c) Si para cada n ∈ N, Bn ∈ Sb(A,X) y Bn ∩B 6= ∅.

Demostración. (a) Para cada n ∈ N, Bn+1 ⊂ Bn, entonces por el Teorema 1.5.4 existe
un arco de orden αn de Bn+1 a Bn y por el Corolario 1.5.9 existe un segmento σn :[

1
n+1

, 1
n

]
→ C (Bn) tal que σn

(
1

n+1

)
= Bn+1, σn

(
1
n

)
= Bn y σn (s) ⊂ σn (t) para cada

s ≤ t. Definamos σ : [0, 1]→ C (X) por

σ (t) =

{
σn (t) si t ∈

[
1

n+1
, 1
n

]
para algún n ≥ 1

B si t = 0
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Es fácil ver σ satisface las siguientes condiciones:
(1) Es continua.
(2) Si σ (s) ⊂ σ (t) para cada s ≤ t.
(3) Si s > 0, entonces σ (s) * A.
Así, σ ([0, 1]) es un arco de orden, B =

⋂
σ ([0, 1]) y para cada D ∈ σ ([0, 1]) \ {B},

D * A. Por lo tanto B ∈ Sb(A,X).
(b) Para cada n ∈ N, sea Cn = (

⋃∞
i=nBi) ∪ B. Como Bn ∩ B 6= ∅ para cada n ∈ N,

tenemos que Cn ∈ C (X). Además, para cada n ∈ N, Bn * A. Luego Cn * A. Como
Cn+1 ⊂ Cn y Cn converge a B, por (a) tenemos que B ∈ Sb(A,X).

(c) Para cada n ∈ N, Bn ∈ Sb(A,X). Luego, por la Proposición 2.3.8 (a), existe una
función continua αn : [0, 1]→ C (X) tal que αn (0) = Bn y αn (s) * A para cada s > 0.
Tomemos tn > 0 tal que Hd (αn (tn) , Bn) < 1

n
, donde d es la métrica de X. Entonces

para cada n ∈ N, αn (tn) ∈ C (X) y αn (tn) * A. Además, Bn ∩ B 6= ∅, entonces
αn (tn)∩B 6= ∅ y αn (tn) converge a B. Luego, por (b) tenemos que B ∈ Sb(A,X).

Dado E ∈ C (X)\{X}, denotamos porm (E) al conjunto de los elementos minimales
de Sb(E,X).

Proposición 2.3.10. Sea E ∈ C (X) y sea n ∈ N. Si m (E) tiene al menos n elementos,
entonces X contiene n−odos.

Demostración. Sea E ∈ C (X) \ {X} tal que Sb(E,X) tiene al menos n elementos
minimales E1, ..., En. Supongamos que para cada A,B en C(X), A∩B tiene un número
finito de componentes. Para cada i ∈ {1, ..., n} existe una función continua αi : [0, 1]→
C (X) tal que αi (0) = Ei y α (p) * E para cada p > 0, por la Proposición 2.3.8 (a). Dado
i ∈ {1, ..., n}, para cada i 6= j tenemos que Ej * Ei. Como αi (0) = Ei, existe ti > 0 tal
que Ej * αi (ti) para cada j 6= i. Vamos a probar que si i 6= j, existe un s > 0 tal que
αi (s)∩αj (tj) ⊂ E. Si Ei∩αj (tj) = ∅, entonces existe s > 0 tal que αi (s)∩αj (tj) = ∅.
Así, podemos suponer que Ei∩αj (tj) 6= ∅. Sean C1, ..., Cr las componentes de Ei∩αj (tj).
Supongamos que no existe s > 0 tal que αi (s)∩αj (tj) = ∅. Sea k ∈ N y sea C la unión
de las componentes de αi

(
1
k

)
∩ αj (tj) cuya intersección con Ei es vacío. Entonces C

es compacto y C ∩ Ei = ∅. Así, existe zk ∈
(
0, 1

k

)
, tal que αi (zk) ∩ C = ∅. Por la

suposición, podemos escoger un punto x en αi (zk) ∩ αj (tj) \ E. Por construcción de
C, la componente Dk de αi

(
1
k

)
∩ αj (tj) que tiene a x intersección con Ei es diferente

del vacío. Como ∅ 6= Dk ∩ Ei ⊂ Dk ∩ Ei ∩ αj (tj), entonces existe lk ∈ {1, ..., r} tal que
Dk ∩ Clk 6= ∅. Como Clk ⊂ Ei ∩ αj (tj) ⊂ αi

(
1
k

)
∩ αj (tj), concluimos que Clk ⊂ Dk.
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Sea l0 ∈ {1, ..., r} tal que l0 = lk para infinitos k. Supongamos que k1 < k2 < · · ·
son tales que l0 = lkm para cada m. Entonces las siguientes propiedades son ciertas
para cada m ≥ 2: Dkm ∈ C (X), Dkm * E, Cl0 ⊂ Dkm y Dkm es una componente
de αi

(
1
km

)
∩ αj (tj) que está contenida en αi

(
1

km−1

)
∩ αj (tj). Así, Dkm ⊂ Dkm−1 .

Sea D = Dk1 ∩Dk2 ∩ · · · = ĺım
m→∞

Dkm . Como Dkm ⊂ αi

(
1
km

)
y αi

(
1
km

)
converge a Ei,

D ⊂ Ei ⊂ E. Por la Proposición 2.3.9 (a), D ∈ Sb(E,X). Como Ei es minimal, D = Ei.
Esto es una contradicción ya que D ⊂ αj (tj). Esto prueba la existencia de s. Por lo
tanto, dado i ∈ {1, ..., n}, podemos escoger si ∈ (0, ti) tal que αi (si)∩αj (tj) ⊂ E para
cada j 6= i. Definimos B = E ∪ α1 (s1) ∪ · · · ∪ αn (sn). Entonces B es un n−odo.

El siguiente teorema es el resultado más importante de esta sección donde mostra-
remos una condición necesaria para que el hiperespacio C(X) contenga una n−celda.
Mostraremos los detalles más importantes de la demostración, sin embargo, citaremos
algunos resultados que no probaremos para sustentar algunos detalles.

Vamos a probar que si X no contiene n-odos, entonces C(X) no contiene n-celdas.
Para esto necesitamos estimar la dimensión de algunos subespacios de C(X). Esto se
hará probando una serie de resultados auxiliares.

Teorema 2.3.11. Sean X un continuo y n ∈ N. Si C(X) contiene una n-celda, entonces
X contiene un n-odo.

Demostración. Sean A y B subcontinuos de X tales que A $ B y Z un subcontinuo
de Sb(A,B) cerrado superiormente respecto a A con propiedad S(m).

Afirmación 1. Para cada D ∈ Sb(A,B), existe ε > 0 tal que si E ∈ Sb(A,B) y
Hd(D,E) < ε, entonces D ∩ E 6= ∅.

Como estamos suponiendo que X no contiene n-odos, por la Proposición 2.3.10,
el conjunto M = {M ∈ C(X) : M es un elemento minimal de Sb(A,B)} es finito.
Sea M′ = {M ∈M : M $ D}. Como M′ es finito, el conjunto L = {E ∈ C(X) : E

contiene algún elemento de M′} es cerrado en C(X). Como D /∈ L, existe ε > 0

tal que B(D, ε) ∩ L = ∅. Si E ∈ Sb(A,B) y Hd(D,E) < ε, entonces E /∈ L. Por
[6, Teorema 69.4], existe un elemento minimalM de Sb(A,B) tal queM ⊂ E. Entonces
M /∈M′ y M ⊂ D. Por tanto, E ∩D 6= ∅.

Afirmación 2. Sb(A,B) es cerrado.
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Sean D ∈ C(X) y {Dk}∞k=1 una sucesión en Sb(A,B) tal que ĺım
k→∞

Dk = D. Como
Dk ⊂ A para todo k ∈ N,D ⊂ A. Por la Afirmación 1, podemos suponer queDk∩D 6= ∅,
para todo k ∈ N. Por la Proposición 2.3.9 (c), concluimos que D ∈ Sb(A,B).

Afirmación 3. Sea D ∈ C(A) \ {A}, entonces frZ (C(D) ∩ Z) = Sb(D,A) ∩ Z.

Sea E ∈ Sb(D,A) ∩ Z. Entonces E ∈ Z, E ⊂ D y existe una función continua
α : [0, 1] → C(A) tal que α(0) = E y α (s) $ D, para todo s > 0, por la Proposición
2.3.8 (a). Como Z es cerrado superiormente respecto a A, cada α

(
1
k

)
∈ Z\C(D). Como

ĺım
k→∞

α
(

1
k

)
= E, concluimos que E ∈ frZ (C(D) ∩ Z). Ahora, sea E ∈ frZ (C(D) ∩ Z).

Entonces E ∈ C(D), E ∈ Z y existe una sucesión {Ek}∞k=1 en Z tal que ĺım
k→∞

Ek = E

y Ek /∈ C(D), para todo k ∈ N. Como Z ⊂ Sb(A,B), por la Afirmación 1, podemos
suponer que Ek ∩E 6= ∅, para todo k ∈ N. Por la Proposición 2.3.9 (b), E ∈ Sb(D,A).
Por tanto, E ∈ Sb(D,A) ∩ Z.

Afirmación 4. Sea G ⊂ X cerrado tal que A $ G. Supongamos que el conjunto
C(G ∩ A) = {D ∈ C(X) : D ⊂ G ∩ A} 6= ∅. Entonces existe un número finito de com-
ponentes C1, ..., Ck de G ∩ A tal que C(G ∩ A) ∩ Z = (C(C1) ∪ · · · ∪ C(Ck)) ∩ Z y
frZ (C(G ∩ A) ∩ Z) = (Sb(C1, A) ∪ · · · ∪ Sb(Ck, A)) ∩ Z.

Por la Proposición 2.3.10, existe solamente un número finito de elementos minimales
en Sb(A,B). Supongamos que M1, ...,Mk son los elementos minimales en Sb(A,B)

contenidos enG∩A. Sea Ci la componente deG∩A tal queMi ⊂ Ci. SiD ∈ C(G∩A)∩Z,
entonces D ⊂ G ∩ A y D ∈ Z. Por [6, Teorema 69.4] existe un elemento minimal en
Sb(A,B) el cual está contenido en D. Entonces este elemento minimal es algún Mi.
Como D ⊂ Ci, para algún i ∈ {1, ..., k}, tenemos que D ∈ (C(C1) ∪ · · · ∪ C(Ck)) ∩ Z.
Esto prueba que C(G ∩ A) ∩ Z ⊂ (C(C1) ∪ · · · ∪ C(Ck)) ∩ Z. La otra implicación es
obvia. Si i 6= j, tenemos que C(Ci) ∩ Z = C(Cj) ∩ Z o (C(Ci) ∩ Z) ∩ (C(Cj) ∩ Z) = ∅.
Por tanto frZ (C(G ∩ A) ∩ Z) = frZ (C(C1) ∩ Z)∪· · ·∪frZ (C(Ck) ∩ Z). Aplicando la
Afirmación 3, obtenemos que frZ (C(G ∩ A) ∩ Z) = (Sb(C1, A) ∪ · · · ∪ Sb(Ck, A)) ∩Z.

Afirmación 5. Si Z tiene propiedad S(m), para algún m ≥ 2 y D ∈ C(A) \ {A},
entonces Z ∩Sb(D,A) es un subcontinuo de Sb(D,A) el cual es cerrado superiormente

38



respecto a D y Z ∩ Sb(D,A) tiene propiedad S(m− 1).

Como Z es cerrado superiormente respecto a A, por la Proposición 2.3.8 (b) tenemos
que Z ∩ Sb(D,A) es cerrado superiormente respecto a D. Entonces cada arco de orden
de un elemento en Z ∩Sb(D,A) a D está contenido en Z ∩Sb(D,A). Esto implica que
Z∩Sb(D,A) es arcoconexo y por la Afirmación 2, Sb(D,A) es cerrado. Así, Z∩Sb(D,A)

es un subcontinuo de Sb(A,B). Supongamos que Z ∩ Sb(D,A) no tiene propiedad
S(m − 1). Entonces existen E,F ∈ Z ∩ Sb(D,A) tal que E ⊂ F y F \ E tiene el
menos m − 1 componentes. Existen m − 1 subcontinuos G1, ..., Gm−1 de F tal que
F =

⋃m−1
i=1 Gi, E =

⋂m−1
i=1 Gi, Gi ∩ Gj = E si i 6= j, y Gi \ E 6= ∅ para todo i ∈

{1, ...,m− 1}. Fijemos puntos pi ∈ Gi \ E. Como E ∈ Sb(D,A), existe una función
α : [0, 1] → C(A) tal que α(0) = E, α(s) $ α(t) si s < t y α(s) $ D, para todo s > 0.
Sea t0 > 0 tal que {p1, ..., pk} ∩ α (t0) = ∅. Como X no contiene n-odos, α (t0) ∩ D
tiene un número finito de componentes. Sea C la componente de α (t0) ∩ D tal que
E ⊂ C. Entonces (α (t0) ∩D) \ C es cerrado y [(α (t0) ∩D) \ C] ∩ E = ∅. Así, existe
t1 > 0 tal que t1 < t0 y α (t1) ∩ [(α (t0) ∩D) \ C] = ∅. Entonces α (t1) ∩ D ⊂ C.
Sea F ′ = F ∪ α (t1). Como Z es cerrado superiormente respecto a A, tenemos que
F ′ ∈ Z, C ∈ Z y F ′ \C = (G1 \ C)∪ · · · ∪ (Gm−1 \ C)∪ (α (t1) \ C). Como pi ∈ Gi \C
y α (t1)\C 6= ∅, los conjuntosG1\C, ..., Gm−1\C, α (t1)\C son diferentes del vacío. Como
Gi \ C∩(α (t1) \ C) ⊂ D∩(α (t1) \ C) = ∅ y α (t1) \ C∩(Gi \ C) ⊂ α (t1)∩(D \ C) = ∅,
los conjuntos G1 \C, ..., Gm−1 \C, α (t1) \C están mutuamente separados. Por tanto F ′

es un m-odo en Z. Esto contradice el hecho que Z tiene propiedad S(m) y completa la
prueba que Z ∩ Sb(D,A) tiene propiedad S(m− 1).

Afirmación 6. Si Z tiene propiedad S(m), entonces dim [Z] ≤ m − 1, para todo
m ∈ N.

Por inducción sobre m. Para m = 1. Sea D ∈ Z, entonces D ⊂ A. Como Z es
cerrado superiormente respecto a A, tenemos que A ∈ Z. Además Z tiene propiedad
S(1), luego A \ D no tiene componentes, entonces A = D. Así, Z = {A} y por tanto
dim [Z] = 0. Ahora supongamos que la proposición es cierta para m − 1 y m ≥ 2.
Entonces, estamos asumiendo que Z tiene propiedad S(m) y necesitamos mostrar que
dim [Z] ≤ m − 1. Sean D ∈ Z y U ⊂ C(X) abierto tal que D ∈ U . Encontraremos
V ⊂ Z tal que D ∈ V ⊂ (U ∩ Z) y dim [frZV ] ≤ m− 2. Por la Afirmación 1, podemos
asumir que para todo E ∈ U ∩ Z, D ∩ E 6= ∅. Sean U1, ..., Uk ⊂ X abiertos tal que
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D ∈ 〈U1, ..., Uk〉 ⊂ U . Tomemos U ⊂ X abierto tal que D ⊂ U ⊂ U ⊂
⋃k
i=1 Ui. Para

cada i ∈ {1, ..., k}, sea Ui = {E ∈ C(X) : E ∩ Ui 6= ∅} y sea Gi = A \ Ui. Mostraremos
que dim [frZ (Ui ∩ Z)] ≤ m−2. Como los puntos en D∩Ui pertenecen a A\Gi, A $ Gi.
Sea Gi = Z \ (Ui ∩ Z) = {E ∈ Z : E ⊂ Gi} = {E ∈ Z : E ⊂ Gi ∩ A}, para mostrar que
dim [frZ (Ui ∩ Z)] ≤ m− 2, solamente necesitamos probar que dim [frZ (Gi)] ≤ m− 2.
Podemos asumir que Gi 6= ∅. Entonces, por la Afirmación 4, obtenemos un número finito
de componentes C1, ..., Ck de Gi∩A tal que frZ (Gi) = (Sb (C1, A) ∪ · · · ∪ Sb (Ck, A))∩
Z. Por la Afirmación 5, Z ∩ Sb (Ci, A) es un subcontinuo de Sb (Ci, A) que es cerrado
superiormente respecto a Ci y Z ∩ Sb (Ci, A) tiene propiedad S(m − 1). Entonces por
la hipótesis de inducción, dim [Z ∩ Sb (Ci, A)] ≤ m − 2. Por tanto, dim [frZ (Gi)] ≤
m − 2, por [4, Teorema III 2]. Sea C0 la componente de U ∩ A tal que D ⊂ C0. Sea
C = C0. Definimos V = Z ∩ U1 ∩ · · · ∩ Uk ∩ intZ (C(C) ∩ Z). Entonces V ⊂ Z es
abierto. Dado E ∈ 〈U ∩ U1, ..., U ∩ Uk〉 ∩ Z, E ∈ U ∩ Z. Entonces E ⊂ U ∩ A y
E ∩D 6= ∅. Así, E ⊂ C0. Esto prueba que D ∈ 〈U ∩ U1, ..., U ∩ Uk〉 ∩ Z ⊂ C(C) ∩ Z.
Por lo tanto D ∈ intZ (C(C) ∩ Z). Así, D ∈ V . Si C 6= A, por la Afirmación 3,
frZ (C(C) ∩ Z) = Sb (C,A) ∩ Z. Por la Afirmación 5, podemos aplicar la hipótesis
de inducción a Sb (C,A) ∩ Z y podemos concluir que dim [frZ (C(C) ∩ Z)] ≤ m − 2.
En el caso que C = A, el conjunto frZ (C(C) ∩ Z) = frZ (Z) = ∅. En cualquier caso
dim [frZ (C(C) ∩ Z)] ≤ m − 2. Como frZ(V) ⊂ frZ (Z ∩ U1) ∪ · · · ∪ frZ (Z ∩ Uk) ∪
frZ (C(C) ∩ Z), tenemos que dim [frZ(V)] ≤ m−2, por [4, Teorema III 2]. Finalmente
es claro que V ⊂ U ∩ Z. Por lo tanto dim [Z] ≤ m− 1.

Ahora supongamos que existe una n-celda D ⊂ C(X). Sean D,E ∈ D tal que
D 6= E y E $ D. Fijemos p ∈ E \ D. Entonces existe U ⊂ C(X) abierto tal que
D ∈ U y p /∈ F para todo F ∈ U . Sea E una n-celda tal que D ∈ E y E ⊂ D ∩ U .
Sea A =

⋃
{F ∈ C(X) : F ∈ E}. Entonces A ∈ C(X) y p /∈ A. Como X no contiene

n-odos, Sb (A,X) tiene propiedad S(n − 1). Por la Afirmación 6, dim [Sb (A,X)] ≤
n − 2. Entonces E $ Sb (A,X). Fijemos un elemento G ∈ E \ Sb (A,X). Como
dim [Sb (A,X)] ≤ n−2, Sb (A,X)∩D no desconecta a D, por [4, Corolario al Teo. IV 4].
Así, existe una función continua α : [0, 1] → D \ Sb (A,X) tal que α (0) = G y
α (1) = E. Sea t0 = máx {t ∈ [0, 1] : α (t) ⊂ A}. Entonces t0 < 1 y es fácil mostrar
que α (t0) ∈ Sb (A,X).

De los Teoremas 2.3.1 y 2.3.11 tenemos una condición necesaria y suficiente para
que el hiperespacio de subcontinuos C (X) contenga una n−celda.
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Teorema 2.3.12. Sea X un continuo. Entonces C (X) contiene una n−celda si y sólo
si X contiene un n−odo.

2.4. Celdas en el hiperespacio C (A,X)

En esta sección presentamos un resultado importante, probado por la profesora
Patricia Pellicer en 2007, ver [11], que nos permite localizar celdas en el hiperespacio
C (X).

Dado un continuo X y A un subcontinuo de X, definimos el hiperespacio C (A,X)

por:
C (A,X) = {B ∈ C (X) : A ⊂ B} .

Si A = {p}, por simplicidad denotaremos a C ({p} , X) por C (p,X). Dados un
continuo X y p ∈ X definimos Sb (p,A, Y ) = Sb (A, Y )∩C (p, Y ), donde A, Y ∈ C (p,X)

tales que A $ Y y Sb (A, Y ) es la semifrontera de C (A) en C (Y ) como se definió en la
sección anterior.

La demostración del Teorema 2.4.1 que presentamos a continuación, usa los mismos
argumentos expuestos en la prueba del Teorema 2.3.12, sin embargo, existen detalles
importantes que lo diferencian y por esta razón presentamos su demostración. Vamos a
probar que un punto p ∈ X está contenido en el centro de un k−odo si y sólo si C (p,X)

contiene una k−celda. Esto se hará probando una serie de resultados auxiliares.

Teorema 2.4.1. Sea X un continuo y A un subcontinuo de X. Si C (A,X) contiene
una k−celda, entonces A está contenido en el centro de un k−odo.

Demostración. Sean A y Y elementos de C (p,X) tales que A $ Y , y F un subcontinuo
de Sb (p,A, Y ) cerrado superiormente respecto a A con propiedad S(k).

Afirmación 1. Sean B,D ∈ C (p,A) y k ∈ N. Si p no está contenido en el centro de
un k−odo, entonces B \D y D ∩B tienen a lo más k − 1 componentes.

Si B \D tiene al menos k componentes, entonces B ∪D es un k−odo con centro D,
lo que es una contradicción. Supongamos que D ∩ B tienen al menos k componentes
distintas D1, ..., Dk, para cada i ∈ {1, ..., k}. Por el Teorema 1.5.4, existe un arco de
orden βi deDi a B y por el Corolario 1.5.9 existe un segmento αi. Tomemos s > 0 tal que
αi (s)∩αj (s) = ∅ si i 6= j. Entonces, es fácil ver queD∪α1 (s)∪···∪αk (s) ∈ C (p,A) y que
[D ∪ α1 (s) ∪ · · · ∪ αk (s)]\D tiene al menos k componentes, lo que es una contradicción.
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Afirmación 2. Sea B ∈ C (p,A) y sea (Bn)∞n=1 una sucesión en C (p, Y ) que converge
a B tal que Bn \ A 6= ∅ para cada n ∈ N. Entonces, B ∈ Sb (p,A, Y ).

Supongamos que B1 = Y y que Bn \ (
⋃
{Bi : i ≥ n+ 1} ∪B) 6= ∅ para cada n ∈ N.

Para cada n ∈ N, definamos Kn =
⋃
{Bi : i ≥ n}∪B. Entonces, Kn+1 $ Kn para cada

n ∈ N y Kn converge a B. Además, para cada n ∈ N, existe un arco de orden αn de
Kn+1 a Kn y existe un segmento βn :

[
1

n+1
, 1
n

]
→ C (p,Kn), tal que βn

(
1

n+1

)
= Kn+1 y

βn
(

1
n

)
= Kn. Definamos β : [0, 1]→ C (p, Y ) por:

β (s) =

{
βn (s) si s ∈

[
1

n+1
, 1
n

]
;

B si s = 0 ,

Veamos que β es un arco de orden de B a Y . Note que βn+1

(
1

n+1

)
= Kn+1 = βn

(
1

n+1

)
.

Para mostrar que β es continua, es suficiente mostrar que es continua en 0. Sea (ti)
∞
i=1

una sucesión en [0, 1] que converge a 0 y supongamos que ti ∈
[

1
n+1

, 1
n

]
. Además, para

cada i ∈ N tenemos que B ⊂ Kni+1 ⊂ βni
(ti) y β (ti) = βni

(ti) ⊂ Kni
, Kni

converge
a B y B = β (0). Por lo tanto, β (ti) converge a β (0). Así, β es continua. Por otro
lado, β (0) = B y β (1) = β1 (1) = K1 = B1 = Y . Sean s, t ∈ [0, 1] tales que s < t. Si

1
n+1
≤ s < t ≤ 1

n
para algún n ∈ N, entonces β (s) = βn (s) $ βn (t) = β (t). Por otro

lado, si s < 1
n
< t para algún n ∈ N, no es difícil ver que β (s) $ Kn $ β (t). Así, en

cualquier caso β (s) $ β (t). Por lo tanto, β es un arco de orden de B a Y . Por último,
sea t > 0 y n ∈ N tal que 1

n
< t. Entonces, Bn \ A ⊂ Bn ⊂ Kn ⊂ β (t) y Bn \ A 6= ∅.

Por tanto, β (t) \ A 6= ∅ y así B ∈ Sb (p,A, Y ).

Afirmación 3. Sb (p,A, Y ) es un subconjunto cerrado de C (p,A).

sea (Bn)∞n=1 una sucesión en Sb (p,A, Y ) que converge a algún B ∈ C (p,A). Para
cada n ∈ N, sea αn un arco de orden de Bn a Y y un segmento βn, tal que βn (t)\A6= ∅
si t > 0. Sea tn > 0 tal que Hd (Bn, βn (tn)) < 1

n
. Entonces, es fácil ver que la sucesión

(βn (tn))∞n=1 converge a B. Luego, por la Afirmación 2, B ∈ Sb (p,A, Y ).

Afirmación 4. Sea K un subconjunto cerrado de X tal que A $ K y sea p ∈ K.
Entonces, existe exactamente una componente K1 de A∩K que contiene elementos de
F y frF (C (A ∩K) ∩ F) = Sb (p,K1, A) ∩ F .
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Sea K1 la componente de A ∩K que tiene a p y sea B un elemento de F que está
contenido en A∩K. Como B ∈ C (p,A), es claro que B ⊂ K1. Ahora, supongamos que
B ∈ frF (C (A ∩K) ∩ F). Entonces, B ∈ F , p ∈ B y B ⊂ A∩K. Luego, B ∈ C (p,K1).
Sea (Bn)∞n=1 una sucesión en F que converge a B, tal que Bn \ (A ∩ K) 6= ∅, para
cada n ∈ N. En particular, Bn \K1 6= ∅ para cada n ∈ N. Luego, por la Afirmación 2,
tenemos que B ∈ Sb (p,K1, A)∩F . Inversamente, sea D ∈ Sb (p,K1, A)∩F . Entonces,
D ∈ C (A ∩K) ∩ F y existe un arco de orden α de D a A y un segmento γ tal que
γ (t)\K1 6= ∅ para t > 0. Sea n ∈ N. De lo anterior tenemos que γ

(
1
n

)
∈ C (A)\C (A ∩K)

y γ
(

1
n

)
converge a γ (0) = D. Ahora, para cada n ∈ N tenemos que D ⊂ γ

(
1
n

)
y

D ∈ F . Así, F es cerrado superiormente respecto a A. Luego γ
(

1
n

)
∈ F y por lo tanto,

γ
(

1
n

)
∈ F \ C (A ∩K). Así, D ∈ frF (C (A ∩K) ∩ F).

Afirmación 5. Sea L ∈ C (p,A) \ {A}. Entonces, Sb (p, L,A) ∩ F es un subcontinuo
de Sb (p,A, Y ) cerrado superiormente respecto a L.

Primero probemos que Sb (p, L,A) ∩ F es cerrado superiormente respecto a L. Sea
B ∈ Sb (p, L,A) ∩ F y sea D ∈ C (B,L). Entonces D ∈ F . Además, como B ∈
Sb (p, L,A), existe un arco de orden α de B a A y un segmento β tal que β (s)\L 6= ∅ si
s > 0. Para cada n ∈ N, definamos Dn = D∪β

(
1
n

)
. Entonces es fácil ver que la sucesión

(Dn)∞n=1 converge a D y Dn \ L 6= ∅, para cada n ∈ N. Entonces, por la Afirmación 2,
tenemos que D ∈ Sb (p, L,A) y por lo tanto, Sb (p, L,A) ∩ F es cerrado superiormente
respecto a L. Recordemos que F es un subcontinuo de Sb (p,A, Y ). Luego, por la
Afirmación 3, tenemos que Sb (p, L,A)∩F es un subconjunto cerrado Sb (p,A, Y ) . Por
otro lado, sea B ∈ Sb (p, L,A)∩F y γ un arco de orden de B a L. Como Sb (p, L,A)∩F
es cerrado superiormente respecto a L, tenemos que γ ⊂ Sb (p, L,A)∩F . Así, cualquier
elemento de Sb (p, L,A)∩F puede unirse a L por un arco contenido en Sb (p, L,A)∩F .
Luego, Sb (p, L,A)∩F es arcoconexo y por lo tanto es un subcontinuo de Sb (p,A, Y ).

Afirmación 6. Sean k, n ∈ N\ {1} y sea L ∈ C (p,A) \ {A}. Entonces se tienen las
siguientes condiciones:

(i) Si p no está contenido en el centro de un n−odo y si F tiene la propiedad S (k),
entonces Sb (p, L,A) ∩ F tiene la propiedad S (k − 1).

(ii) Si p no está contenido en el centro de un k−odo, entonces Sb (p,A, Y ) tiene la
propiedad S (k − 1).
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Supongamos que Sb (p, L,A) ∩ F no tiene la propiedad S (k − 1). Entonces existen
B,C ∈ Sb (p, L,A)∩F tal que B\C tiene al menos k−1componentes. Sean B1, ..., Bk−1

componentes distintas de B \ C y sea bi ∈ Bi para cada i ∈ {1, ..., k − 1}. Como
C ∈ Sb (p, L,A) ∩ F , existe un arco de orden α de C a A y un segmento γ tal que
γ (t) \ L 6= ∅ si t > 0. Sea s > 0 tal que bi /∈ γ (s) para cada i ∈ {1, ..., k − 1}. Ahora,
por la Afirmación 1, tenemos que γ (s)∩L tiene una cantidad infinita de componentes.
De esta manera existe r ∈ (0, s) tal que γ (r) ∩ L es conexo. Sean B′ = B ∪ γ (r) y
C ′ = γ (r) ∩ L. Entonces B′ y C ′ están en C (p,A). Note que B ⊂ B′ y C ⊂ C ′. Como
F es cerrado superiormente respecto a A, tenemos que B′, C ′ ∈ F . Veamos que B′ \C ′

tiene al menos k componentes.

B′ \ C ′ = [(B ∪ γ (r)) \ γ (r)] ∪ [(B ∪ γ (r)) \ L] = (B \ γ (r)) ∪ (γ (r) \ L)

Ahora, B \ γ (r) ⊂ B \ C y bi ∈ B \ γ (r) para cada i ∈ {1, ..., k − 1}. Por lo tanto,
B \ γ (r) tiene al menos k − 1componentes contenidas en L. Como estas componentes
y γ (r) \ L son conjuntos mutuamente separados, podemos concluir que B′ \ C ′ tiene
al menos k componentes, lo que es una contradicción. La condición (ii) se prueba de
manera similar.

Afirmación 7. Sean k ∈ N y r ∈ N\ {1} y supongamos que p no está contenido en
el centro de ningún r−odo. Si F tiene la propiedad S (k), entonces dim [F ] ≤ k − 1.

Hagamos inducción sobre k. Si k = 1. Sea B ∈ F . Entonces B ⊂ A y A \ B no
tiene componentes. Así, B = A y por tanto F = {A} y dim [F ] = 0. Supongamos
que F tiene la propiedad S (k). Sean F ∈ F y U un subconjunto abierto de C (X)

que contiene a F . Sea V = 〈V1, ..., Vn〉 un abierto de C (X) tal que F ∈ V ⊂ U . Sea
U un subconjunto abierto de X tal que F ⊂ U ⊂ U ⊂ V1 ∪ · · · ∪ Vn y sea M la
adherencia de la componente de U ∩ A que contiene a F . Para cada i ∈ {1, ..., n}
sea Vi = {D ∈ C (X) : D ∩ Vi 6= ∅}. Entonces, cada Vi es un subconjunto abierto de
C (X). Sea W = V1 ∩ · · · ∩ Vn ∩ intF (C (M) ∩ F). Claramente W es un subcon-
junto abierto de F . Por construcción, F ∩ Vi 6= ∅ para cada i ∈ {1, ..., n}. Por lo
tanto, F ∈ V1 ∩ · · · ∩ Vn. Ahora, sea E ∈ C (U) ∩ F . Entonces, p ∈ E ⊂ A y
así, E ∈ C (M). Luego, C (U) ∩ F ⊂ C (M) ∩ F . Por lo tanto, C (U) es un sub-
conjunto abierto de C (X). De esta manera, F ∈ intF (C (M) ∩ F) y así, F ∈ W .

44



Claramente, W ⊂ U . Ahora, para cada i ∈ {1, ..., n}, sea Ki = X \ Vi. Note que
F \Vi = C (Ki)∩F ⊂ C (Ki)∩ C (A). Así, F \Vi = C (Ki)∩F = C (A ∩Ki)∩F . De lo
anterior y por la Afirmación 4, existe a lo más una componente Li de A ∩Ki que con-
tiene elementos de F . Además, frF (Vi ∩ F) = frF (F \ Vi) = frF (C (A ∩Ki) ∩ F) =

Sb (p, Li, A)∩F . Ahora, por la Afirmación 5, tenemos que Sb (p, Li, A)∩F es un subcon-
tinuo de Sb (p,A, Y ) cerrado superiormente respecto a Li. Además, por la Afirmación 6,
tenemos que Sb (p, Li, A)∩F tiene la propiedad S (k − 1). Así, por la hipótesis de induc-
ción tenemos que dim [Sb (p, Li, A) ∩ F ] ≤ k−2. Por lo tanto dim [frF (Vi ∩ F)] ≤ k−2.
Ahora probemos que dim [frF (intF (C (M) ∩ F))] ≤ k − 2. Analizamos dos casos. Si
M = A, entonces frF (intF (C (M) ∩ F)) = frF (intF (F)) = frF (F) = ∅. Por lo
tanto la conclusión se satisface. Supongamos ahora que A \M 6= ∅. Por las afirmacio-
nes 5 y 6, tenemos que Sb (p,M,A) ∩ F es un subcontinuo de Sb (p,A, Y ) cerrado
superiormente respecto a M y Sb (p,M,A) ∩ F tiene la propiedad S (k − 1). Lue-
go, por la hipótesis de inducción tenemos que dim [Sb (p,M,A) ∩ F ] ≤ k − 2. Ade-
más, por la Afirmación 4, tenemos que frF (intF (C (M) ∩ F)) ⊂ frF (C (M) ∩ F) =

frF (C (A ∩M) ∩ F) = Sb (p,M,A) ∩ F . Por lo tanto, dim [frF (intF (C (M) ∩ F))] ≤
k − 2. Note que frF (W) = frF [(V1 ∩ F) ∩ · · · ∩ (Vn ∩ F) ∩ (intF (C (M) ∩ F))] ⊂
frF (V1 ∩ F)∪ · · · ∪ frF (Vn ∩ F)∪ frF (intF (C (M) ∩ F)). Así, por [4, Teorema III 2]
tenemos que dim [F ] ≤ k − 1.

Ahora supongamos que C (p,X) contiene una k−celda C. Sean B,D ∈ C tales que
B 6= D y sea b ∈ B\D. Consideremos un subconjunto abierto U de C (p,X) tal que D ∈
U y si L ∈ U , entonces b /∈ L. Tomemos además una k−celda C1 ⊂ U∩C que contiene a
D. Definamos A =

⋃
{L ∈ C (p,X) : L ∈ C1}. Note que b /∈ A. Ahora por la Afirmación

6 (ii), tenemos que Sb (p,A,X) tiene la propiedad S (k − 1). Así, por la Afirmación 7,
tenemos que dim [Sb (p,A,X)] ≤ k−2 y podemos tomar C ∈ C1\Sb (p,A,X). Además,
por [4, Corolario al Teo. IV 4], tenemos que Sb (p,A,X) ∩ C no separa a C. Entonces,
podemos tomar una función continua γ : [0, 1] → C \ Sb (p,A,X) tal que γ (0) = C
y γ (1) = B. Sea s = sup {t ∈ [0, 1] : γ (t) ∈ A}. Entonces, no es difícil ver s > 0 y
γ (s) ∈ Sb (p,A,X). Lo que es una contradicción. Por lo tanto, C (p,X) no contiene
k−celdas.

Teorema 2.4.2. Sea X un continuo y A un subcontinuo de X. Si A está contenido en
el centro de un k−odo, entonces C (A,X) contiene una k−celda.

Demostración. Supongamos que p está contenido en el centro M de un k−odo T .
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Entonces, T \M tiene al menos k componentes M1, ...,Mk. Para cada i ∈ {1, ..., k},
tomamos una arco de orden αi de M a M ∪Mi. Definamos una función h : [0, 1]k →
C (p,X) por h (t1, ..., tk) =

⋃k
i=1 αi (ti). Es fácil ver que h está bien definida y es continua.

Ahora, sean (r1, ..., rk) , (t1, ..., tk) ∈ [0, 1]k tales que ri < ti para algún i ∈ {1, ..., k}.
Entonces αi (ri) $ αi (ti). De lo anterior, tenemos que h (r1, ..., rk) 6= h (t1, ..., tk). Por lo
tanto h es inyectiva. Así, h es una inmersión. Luego, C (p,X) contiene una k−celda.

De los Teoremas 2.4.1 y 2.4.2 tenemos una condición necesaria y suficiente para que
el hiperespacio de subcontinuos C (A,X) contenga una k−celda.

Teorema 2.4.3. Sea X un continuo y A un subcontinuo de X. Entonces A está con-
tenido en el centro de un k−odo si y sólo si C (A,X) contiene una k−celda.
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Capítulo 3

Celdas en el hiperespacio Cn (X)

En este capítulo mostramos los aportes más importantes de nuestro trabajo, princi-
palmente nuestros resultados son enfocados a dar respuesta positiva a la pregunta plan-
teada por el profesor Sergio Macias en [8]. Dado un continuo X “¿Si Cn(X) contiene
(n+ 1)−celdas, para algún n ∈ N, entonces X contiene un subcontinuo descomponi-
ble?”

Comenzaremos el capítulo mostrando algunos resultados previos demostrados por
el profesor Sergio Macias relacionados con la existencia de n−celdas en el hiperespacio
Cn (X) y por último mostraremos nuestros aportes.

3.1. Resultados previos

Los resultados que presentamos a continuación fueron tomados de [8]. El primero
de ellos garantiza la existencia de una n−celda para el hiperespacio Cn (X) de cualquier
continuo X para cada n ∈ N.

Teorema 3.1.1. Sea X un continuo. Si n ∈ N, entonces Cn (X) contiene una n−celda.

Demostración. Por [9, Corolario 5.5], existen subcontinuos no degenerados A1, ..., An

de X tales que Ai ∩ Aj = ∅, siempre que i 6= j. Sea aj ∈ Aj y por el Corolario 1.5.9.
existe αj : [0, 1] → C (X) tal que αj ([0, 1]) es un arco de orden donde αj (0) = {aj} y
αj (1) = Aj, para cada j ∈ {1, ..., n}. Definamos ξ : [0, 1]n → Cn (X) por ξ ((t1, ..., tn)) =⋃n
i=1 αi (ti) para cada (t1, ..., tn) ∈ [0, 1]n. Note que ξ es inyectiva. Además, como cada

αj es continua, por [10, Lema 1.48], ξ es continua. Por tanto ξ es una inmersión.
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Teorema 3.1.2. Sean X un continuo y n ∈ N. Si X contiene k subcontinuos descom-
ponibles disyuntos dos a dos con k ≤ n, entonces Cn (X) contiene una (k + n)−celda.

Demostración. Supongamos que k < n. Sean M1, ...,Mk, k subcontinuos descompo-
nibles de X disyuntos dos a dos. Supongamos que Mj = Aj ∪ Bj, donde Aj y Bj

son subcontinuos propios de Mj, para cada j ∈ {1, ..., k}. Podemos suponer que pa-
ra cada j ∈ {1, ..., k}, Aj ∩ Bj es conexo, Aj \ (Aj ∩Bj) 6= ∅, Bj \ (Aj ∩Bj) 6=
∅, y [Aj \ (Aj ∩Bj)] ∩ [Bj \ (Aj ∩Bj)] = ∅. Sean Ck+1, ..., Cn, (n− k) subcontinuos
no degenerados de X disyuntos dos a dos tales que Mj ∩ Cl = ∅ para cada j ∈
{1, ..., k} y para cada l ∈ {k + 1, ..., n}. Sean αj : [0, 1] → C (Aj) y βj : [0, 1] →
C (Bj) tales que αj ([0, 1]) βj ([0, 1]) son arcos de orden, donde αj (0) = Aj ∩ Bj,
αj (1) = Aj, βj (0) = Aj ∩ Bj y βj (1) = Bj, para cada j ∈ {1, ..., k}. Sean xl ∈ Cl

y γl : [0, 1] → C (Cl) tal que γl ([0, 1]) es un arco de orden, donde γl (0) = {xl} y
γl (1) = Cl, para cada l ∈ {k + 1, ..., n}. Note que, [0, 1]k+n es homeomorfo a [0, 1]2k ×
[0, 1]n−k. Definamos ξ : [0, 1]2k × [0, 1]n−k → Cn (X) por ξ ((t1, ..., t2k) , (t1, ..., tn−k)) =(⋃k

j=1 (αj (t2j−1) ∪ βj (t2j))
)
∪
(⋃n−k

l=1 γk+l (tl)
)
. Note que ξ es inyectiva y además por

[10, Lema 1.48], ξ es continua. Por tanto ξ es una inmersión. Por otro lado, si k = n,
utilizamos el mismo argumento sin usar las funciones γl.

Como caso particular del teorema anterior tenemos el siguiente corolario

Corolario 3.1.3. Sean X un continuo y n ∈ N. Si X contiene un subcontinuo descom-
ponible, entonces Cn (X) contiene una (n+ 1)−celda.

En la siguiente sección probaremos que el recíproco del corolario anterior también
se tiene, siendo este un nuevo aporte a la teoría de continuos y sus hiperespacios.

Para finalizar esta sección mostraremos algunos resultados que se utilizarán en la
siguiente sección.

Proposición 3.1.4. Sean n ∈ N y X un continuo. Si K es un subconjunto conexo de
Cn (X), entonces

⋃
K =

⋃
{K : K ∈ K} tiene a lo más n componentes.

Demostración. Supongamos que existe K ⊂ Cn (X) conexo, tal que
⋃
K tiene al menos

n+ 1 componentes. Así, existen n+ 1 subconjuntos mutuamente separados C1, ..., Cn+1

de X tal que
⋃
K =

⋃n+1
j=1 Cj. Sean B = {A ∈ K : A ⊂

⋃n
j=1Cj} y D = {A ∈ K :

A∩Cn+1 6= ∅}. Veamos que B y D son subconjuntos separados de Cn (X). Supongamos
que existe A ∈ B∩D. Entonces A ⊂

⋃n
j=1Cj y A∩Cn+1 6= ∅. Luego, existe a ∈ A∩Cn+1,

es decir a ∈ A y a ∈ Cn+1. Así, existe p ∈ {1, ..., n} tal a ∈ Cp. Entonces Cn+1∩Cp 6= ∅,
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lo que es una contradicción ya que Cn+1 y Cp son mutuamente separados. Por tanto, B
y D son subconjuntos separados de Cn (X) y K = B ∪ D, lo que es una contradicción
porque K es conexo. Por lo tanto

⋃
K tiene a lo más n componentes.

Proposición 3.1.5. Sean n ∈ N yM⊂ Fn(X) compacto y localmente conexo. Enton-
ces

⋃
M⊂ X es compacto y localmente conexo.

Demostración. Claramente
⋃
M es compacto. Supongamos que

⋃
M no es localmente

conexo. Entonces existe una sucesión (xi)
∞
i=1 en

⋃
M que converge a x, y ε > 0, tal que

ninguna subsucesión de (xi)
∞
i=1 está en un subconjunto conexo de

⋃
M con diámetro

menor que ε. Sea (Fi)
∞
i=1 una sucesión en M con xi ∈ Fi para cada i ∈ N. Por la

compacidad, podemos suponer que (Fi)
∞
i=1 converge a un elemento F de M y x ∈ F .

Sea V un abierto de que tiene a x tal que F ∩ V = {x} y diám V < ε. Entonces,
existe un abierto conexo U deM que tiene a F tal que cada elemento de U intersección
con V es distinto del vacío. Supongamos que las sucesiones (xi)

∞
i=1 y (Fi)

∞
i=1 están en

V y U respectivamente. Entonces L =
⋃
{E ∩ V : E ∈ U} es un subconjunto de

⋃
M

con diámetro menor que ε, (xi)
∞
i=1 ⊂ L y es fácil ver que L es conexo, lo que es una

contradicción. Así,
⋃
M es localmente conexo.

3.2. Nuevos aportes

En esta sección mostramos nuestros aportes a la teoría de hiperespacios de conti-
nuos. Primero haremos una generalización del Teorema 3.1.2 y por último daremos una
respuesta positiva a [8, Pregunta 7.4.1].

Proposición 3.2.1. Sea A ∈ Cn (X) tal que A =
⋃k
i=1Ai, donde cada Ai es una

componente de A y k ≤ n. Si Ai es un ni−odo para cada i ∈ {1, ..., k}, entonces Cn (X)

contiene una m−celda, donde m =
∑k

i=1 ni.

Demostración. Como cada Ai es un ni−odo, por el Teorema 2.3.1, C (Ai) contiene una
ni−celda, para cada i ∈ {1, ..., k}. Tenemos que para cada i ∈ {1, ..., k}, existe una
inmersión hi : [0, 1]ni → C (Ai). Note que [0, 1]m es homeomorfo a [0, 1]n1×· · ·× [0, 1]nk .
Definamos h : [0, 1]n1×·· ·× [0, 1]nk → Cn (X) por h (t1, ..., tk) =

⋃k
i=1 hi (ti). Como cada

Ai es una componente de A, tenemos que h es inyectiva. Además, cada hi es continua.
Luego, por [10, Lema 1.48] h es continua. Por tanto h es una inmersión.

A continuación probaremos un lema técnico que usaremos más adelante
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Lema 3.2.2. Sean X un continuo y n ≥ 2. Sean K un subcontinuo de Cn (X)\Cn−1 (X)

y A ∈ K. Si K es una componente de
⋃
K y A tiene exactamente m componentes en

K, entonces D tiene exactamente m componentes contenidas en K, para cada D ∈ K.

Demostración. Note que
⋃
K ∈ Cn (X) por la Proposición 3.1.4. Sea K una compo-

nente de
⋃
K. Como K es una componente de

⋃
K y

⋃
K tiene un número finito de

componentes, tenemos que K ′ =
⋃
K \K es un subconjunto cerrado de X. Para cada

j ∈ {1, ..., n} definimos:

Lj = {D ∈ K : D tiene exactamente j componentes contenidas en K} .

Veamos primero que Lj es un subconjunto abierto de K, para cada j ∈ {1, ..., n}.
Sea j0 ∈ {1, ..., n}. Si Lj0 = ∅, entonces Lj0 es abierto. Supongamos que Lj0 6= ∅.

Sea A ∈ Lj0 . Como A ∈ Cn (X)\Cn−1 (X), sin pérdida de generalidad, podemos escribir
A = A1∪···∪Aj0∪Aj0+1∪···∪An, donde A1, ..., An son las componentes, A1∪···∪Aj0 ⊂ K

y Aj0+1 ∪ · · · ∪ An ⊂ K ′. Sean U1, ..., Un subconjuntos abiertos de X disyuntos dos a
dos tales que:

1. Aj ⊂ Uj, para cada j ∈ {1, ..., n}.
2. U1 ∪ · · · ∪ Uj0 ⊂ X \K ′.
3. Uj0+1 ∪ · · · ∪ Un ⊂ X \K.
Note que A ∈ 〈U1, ..., Un〉n y 〈U1, ..., Un〉n ∩ K ⊂ Lj0 . Por lo tanto, Lj0 es un sub-

conjunto abierto de K.
Ahora veamos que K =

⋃n
j=1 Lj. Claramente

⋃n
j=1 Lj ⊂ K. Sea B ∈ K. Supongamos

que B /∈ Lj, para ningún j ∈ {1, ..., n}. Entonces, B∩K = ∅. Sean U y V subconjuntos
abiertos de X tales que K ⊂ U , K ′ ⊂ V y U ∩ V = ∅. Sean U = 〈X,U〉n ∩ K y
V = 〈V 〉n ∩K subconjuntos abiertos de K. Claramente U 6= ∅. Como B ⊂ K ′, tenemos
que B ∈ V y así V 6= ∅. Además, note que U ∩ V = ∅ y K = U ∪ V . De esta manera,
como K es conexo, tenemos una contradicción. Por lo tanto, K =

⋃n
j=1 Lj. Por último,

como Lj ∩ Ll = ∅, para cada j 6= l, por la conexidad de K, tenemos que K = Ll, para
algún l ∈ {1, ..., n}.

El siguiente teorema muestra que si un continuo X no contiene una curva cerrada
simple, entonces Fn(X) no contiene (n+ 1)−celdas.

Teorema 3.2.3. Sean X un continuo y n ∈ N. Si Fn(X) contiene una (n+ 1)−celda,
entonces X contiene una curva cerrada simple.
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Demostración. Supongamos que X no contiene una curva cerrada simple. Como F1(X)

es homeomorfo a X, F1(X) no contiene 2−celdas. Supongamos, inductivamente, que
Fn−1(X) no contiene n−celdas y probemos que Fn(X) no contiene (n+ 1)−celdas.
Supongamos que A es una (n+ 1)−celda contenida en Fn(X). Como Fn−1(X) es un
subconjunto cerrado de Fn(X) y Fn−1(X) no contiene n−celdas, tenemos que A ⊂
Fn(X) \ Fn−1(X).

Note que
⋃
A ∈ Cn (X), por la Proposición 3.1.4 y

⋃
A es un subconjunto compacto

y localmente conexo de X, por la Proposición 3.1.5. Sean A1, ..., Ak las componentes de⋃
A, para algún k ≤ n. Como X no contiene una curva cerrada simple, cada Aj es una

dendrita, j ∈ {1, ..., k}.
Por el Lema 3.2.2, |B ∩ Aj| = |D ∩ Aj| = mj, para cada B,D ∈ A y j ∈ {1, ..., k}.

Note que, 1 ≤ mj ≤ n, para cada j ∈ {1, ..., k}, y
∑k

j=1 mj = n. Sea ϕ : A →∏k
j=1Fmj

(Aj) definida por:

ϕ (B) = (B ∩ A1, ..., B ∩ Ak) , para cada B ∈ A.

Para ver que ϕ es continua, sea ϕj : A → Fmj
(Aj) definida por ϕj (B) = B ∩ Aj,

para cada j ∈ {1, ..., k} y B ∈ A. Sea B ∈ A y sean W1, ...,Ws subconjuntos abiertos
de X tales que ϕj (B) = B ∩ Aj ∈ 〈W1, ...,Ws〉 ∩ Fmj

(Aj). Sean U y V subconjuntos
abiertos de X tales que Aj ⊂ U ,

⋃
l 6=j Al ⊂ V y U ∩ V = ∅. Como |B ∩ Aj| = mj,

existen subconjuntos abiertos U1, ..., Um de X disyuntos dos a dos tales que
⋃mj

l=1 Ul ⊂
U y ϕj (B) ∈

〈
U1, ..., Umj

〉
∩ Fmj

(Aj) ⊂ 〈W1, ...,Ws〉 ∩ Fmj
(Aj). Note que si U =〈

U1, ..., Umj
, V
〉
∩A, entonces B ∈ U y ϕj (U) ⊂

〈
U1, ..., Umj

〉
∩Fmj

(Aj) ⊂ 〈W1, ...,Ws〉∩
Fmj

(Aj). Así, ϕj es continua , para cada j ∈ {1, ..., k}. Por lo tanto, ϕ es continua.
Note que si B 6= D, entonces existe j ∈ {1, ..., k} tal que B ∩ Aj 6= D ∩ Aj.

Luego, ϕj (B) 6= ϕj (D). Así, ϕ es inyectiva y por lo tanto, ϕ es una inmersión. Note
que dim [A] = dim [ϕj (A)]. Por [4, Teorema III 1], dim [A] ≤ dim

[∏k
j=1Fmj

(Aj)
]
.

Además, por [4, Teorema III 4],

dim

[
k∏
j=1

Fmj
(Aj)

]
≤

k∑
j=1

dim
[
Fmj

(Aj)
]
.

En la prueba de [2, Lema 3.1], se muestra que dim
[
Fmj

(Aj)
]
≤ mjdim [Aj], para

cada j ∈ {1, ..., k}. Como Aj es una dendrita para cada j ∈ {1, ..., k}, Aj es hereditaria-
mente descomponible por [7, Teorema 4, pág. 301]]. Además, por [8, Corolario 2.6.34],
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dim [Aj] = 1. Así, dim [A] ≤
∑k

j=1mjdim [Aj] =
∑k

j=1 mj = n, lo que es una contra-
dicción. Por lo tanto, Fn(X) no contiene (n+ 1)− celdas.

El siguiente resultado muestra una propiedad interesante del hiperespacio Cn (X) de
un continuo hereditariamente indescomponible.

Proposición 3.2.4. Sean X un continuo hereditariamente indescomponible y n ≥ 2.
Si Γ es un subcontinuo localmente conexo de Cn (X)\Cn−1 (X), entonces

⋃
Γ ∈ Cn (X)\

Cn−1 (X).

Demostración. Sea γ : [0, 1] → Γ ⊂ Cn (X) una función continua y sobreyectiva, por
[9, Teorema 8.14], y consideremos σ : [0, 1]→ Cn (X) definida por

σ (t) =
⋃

γ ([0, t]) , para cada t ∈ [0, 1] .

Note que σ es continua, por la Proposición 3.1.4 y [10, Lema 1.48]. Además, σ (0) ∈ Γ

y si t ≤ s, entonces σ (t) ⊂ σ (s).
Afirmación. Si s < t, entonces cada componente de σ (t) intercepta a σ (s).
Sea s < t. Como γ es una función continua, γ ([0, t]) es un subcontinuo de Cn (X).

Supongamos que D es una componente de σ (t) tal que D ∩ σ (s) = ∅. Como σ (t) =⋃
γ ([0, t]), tenemos que γ (r) ⊂ σ (t), para cada r ∈ [0, t]. Note que σ (t) \ D es un

subconjunto cerrado de X. Sean U y V subconjuntos abiertos disyuntos de X tales
que D ⊂ U y σ (t) \ D ⊂ V . Sean 〈X,U〉n y 〈V 〉n subconjuntos abiertos de Cn (X).
Si r < s, entonces γ (r) ⊂ σ (s). Por lo tanto, γ (r) ∩ D = ∅ y γ (r) ∈ 〈V 〉n. Así,
〈V 〉n ∩ γ ([0, t]) 6= ∅. Además, D es una componente de σ (t). Así, existe l ∈ [0, t] tal
que γ (l)∩D 6= ∅ y 〈X,U〉n ∩ γ ([0, t]) 6= ∅. Por tanto, U ∩V = ∅ y 〈X,U〉n ∩ 〈V 〉n = ∅.
Finalmente, como σ (t) ⊂ U ∪ V , tenemos que γ ([0, t]) ⊂ 〈X,U〉n ∪ 〈V 〉n, lo que es una
contradicción. Por lo tanto, si s < t, cada componente de σ (t) intercepta a σ (s).

Supongamos que
⋃

Γ ∈ Cn−1 (X), es decir, σ (1) ∈ Cn−1 (X). Como Cn−1 (X) es un
subconjunto cerrado de Cn (X), existe t0 ∈ [0, 1] tal que t0 = mín {t ∈ [0, 1] : σ (t) ∈
Cn−1 (X)}. Sean L1, ..., Lk las componentes de σ (t0), para algún k ≤ n− 1.

Sea A ∈ Γ. Asumimos que A = A1 ∪ · · · ∪An, donde A1, ..., An son las componentes
de A. Como k ≤ n− 1, existe j ∈ {1, ..., k}, tal que A tiene al menos dos componentes
en Lj. Sin pérdida de generalidad, supongamos que j = 1 y que A tiene exactamente
m componentes con 1 < m < n, digamos A1, ..., Am contenidas en L1. Como σ (0) ∈ Γ,
por el Lema 3.2.2, σ (0) tiene exactamente m componentes contenidas en L1. Además,
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σ (t) tiene exactamente m componentes en L1, para cada t < t0, porque σ (0) , σ (t) ∈
Cn (X) \ Cn−1 (X) y por la afirmación.

Sea Rt =
⋃
γ ([t, t0]) ⊂ Cn (X), para cada t ∈ [0, t0]. Note que Rt ⊂ σ (t0) y

σ (t) ∪ Rt ⊂ σ (t0). Por lo tanto, L1 =
(⋃m

j=1Aj,t

)
∪
(⋃l

j=1Rj,t

)
, donde A1,t, ..., Am,t

son las m componentes de σ (t) en L1, y R1,t, ..., Rl,t son componentes de Rt. Como
L1 es indescomponible y

⋃m
j=1Aj,t $ L1, tenemos que Rs,t = L1, para algún s ∈

{1, ..., l}. Así, L1 es una componente de Rt, para todo t ∈ [0, t0]; en particular, L1

es una componente de Rt0 = γ (t0) ∈ Γ. Lo que es una contradicción, ya que Rt0

tiene exactamente m componentes contenidas en L1, por el Lema 3.2.2. Por lo tanto⋃
Γ ∈ Cn (X) \ Cn−1 (X).

Teorema 3.2.5. Sea X un continuo y sea n ∈ N. Si X es hereditariamente indescom-
ponible, entonces Cn(X) no contiene (n+ 1)−celdas

Demostración. SeaX un continuo hereditariamente indescomponible. Veamos queX no
contiene 2−odos. Supongamos que Y⊂ X es un 2−odo. Entonces existe un subcontinuo
M de Y tal que Y \M tiene al menos dos componentes. Sean S1 y S2 componentes de
Y \M . ComoM es un subcontinuo propio de X, por la Proposición 1.2.13 B1 = S1∪M
y B2 = S2 ∪ M son subcontinuos de X. Luego, B1 ∪ B2 = S1 ∪ S2 ∪ M = Z es
un subcontinuo de X. Además, S1 ∩ S2 = ∅. Así, B1 y B2 son subcontinuos propios
de Z. Por tanto, Z es descomponible, lo que es una contradicción. Entonces, X no
contiene 2−odos y por el Teorema 2.3.12, C (X) no contiene 2−celdas. Supongamos
inductivamente que Cn−1(X) no contiene n−celdas y probemos que Cn(X) no contiene
(n+ 1)−celdas. Supongamos que existe una (n+ 1)−celda A, contenida en Cn(X).
Como Cn−1(X) es un conjunto cerrado de Cn(X) y Cn−1(X) no contiene n−celdas,
tenemos que A ⊂ Cn (X) \ Cn−1 (X). Sea ϕ : Cn (X) \ Cn−1 (X) → Fn(C (X)) definida
por ϕ (A) = {A1, ..., An}, para cada A ∈ Cn (X) \ Cn−1 (X), donde A1, ..., An son las
componentes de A. Por [8, Teorema 6.1.21], ϕ es una inmersión. Así, ϕ (A) es una
(n+ 1)−celda tal que ϕ (A) ⊂ Fn(C (X)). Note que, por [10, Teorema 1.61], C (X)

es únicamente arcoconexo. Luego, C (X) no contiene una curva cerrada simple. Por
lo tanto, Fn(C (X)) no contiene (n+ 1)−celdas, por el teorema 3.2.3. Lo que es una
contradicción. Por lo tanto, Cn(X) no contiene (n+ 1)−celdas.

El siguiente teorema se sigue del Corolario 3.1.3 y del Teorema 3.2.5.

Teorema 3.2.6. Sean X un continuo y n ∈ N. Entonces X es un continuo heredita-
riamente indescomponible si y sólo si Cn(X) no contiene (n+ 1)−celdas.
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