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DESCRIPTION

In this work it is pretended to analyzed the theme of the article Conexity and axioma of
completeness of a dense k group, without elements first and last, published by Revista
Integracién Vol 9, N° 2 in 1991 written by Rafael Ahumada, based on the articles: conexity
and axioma of completeness published by Revista Boletin de Matematicas, Vol XX N° 2 in
1986 written by Yu Takeuchi and the article Conexity and axioma of completeness published
by Revista Boletin de Matematicas Vol XXI N° 1 in 1987, written by Rafael Ahumada.

This work includes three chapters: The first one (preliminaries) the reader will find basic
theoretical fundamentation for the following chapters. In the second one (equivalent forms
of the axioma of completeness), it is presented nine equivalent forms of the axioma of
completeness in an ordered field K, doing an analysis of this propositions and adding
details which not appear in the demonstrations. Finally, in the third one (conexity and
axioma of completeness depending only on the order), it is proved that equivalency between
axioma of completeness and conexity is independent from operations and only depends on
the order, adding other hypothesis related to order as density and absence of maximum
and minimum elements. In the analyzing process of the article “Conexity” and the axioma of
completeness, it was rectified some mistakes of “mechanographic type”, it was carrying out
some demonstrations which not appear there and the results are illustrated with different
examples.
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Introduccion

La forma mas usada del axioma de completitud en los textos clasicos de analisis real, es
aquella en la que se afirma que todo subconjunto de R, no vacio y acotado superiormente,
admite supremo. Sin embargo existen al menos diez formas equivalentes de enunciar este

axioma, lo que quizéa es un hecho poco conocido.

Varias de estas formas equivalentes tienen “nombre propio” como el Teorema de
Bolzano-Weiertrass, el Teorema del encaje de Cantor o el Teorema de Heine-Borel, entre
otros, pero en general no se hace énfasis en su equivalencia con el axioma de completitud.
En este trabajo de monografia se exhiben (con base en [1], [2] y [11]) algunas equiva-
lencias del axioma de completitud en un campo ordenado K. Ademas se presenta otra
equivalencia con la conexidad en el contexto de los conjuntos totalmente ordenados y
bajo algunas hipotesis adicionales relativas al orden.

El trabajo consta de tres capitulos. En el primero (Preliminares) el lector encontraré
fundamentacion teérica basica para los siguientes capitulos.

En el segundo capitulo (Formas equivalentes del arioma de completitud), se presentan
nueve formas equivalentes del axioma de completitud en un campo ordenado K, ha-
ciendo un analisis de estas proposiciones y agregando detalles que no aparecen en las
demostraciones que se encuentran en [11] y [1].

Finalmente en el tercer capitulo (La conexidad y el axioma de completitud dependiendo
unicamente del orden), se prueba que la equivalencia entre el axioma de completitud y

la conexidad es independiente de las operaciones y solo depende del orden, agregando



II

otras hipotesis relativas al orden como densidad y ausencia de elementos méximo y mi-
nimo. FEn el proceso del anélisis del articulo [2], se corrigieron algunos errores de tipo
“mecanografico”, se realizaron algunas demostraciones que alli no aparecen y se ilustran

los resultados con diversos ejemplos.



Capitulo 1

PRELIMINARES

En este capitulo se recopilan los conceptos y resultados que se usaran en los siguientes
capitulos. Estos conceptos tedricos se han clasificados en tres secciones: la correspondiente
a la teorfa de orden en un conjunto, una segunda secciéon donde se resumen los aspectos
més importantes del axioma de completitud y algunas propiedades derivadas de este

axioma, y finalmente aparecen algunas nociones basicas de la topologia.

1.1. Relaciones de orden en un conjunto

Definicién 1.1 (Relacién binaria). Sean K y F' dos conjuntos, una relaciéon binaria
de K en F es un subconjunto R de K x F. Si la pareja (z,y) esta en R se escribe xRy.

Si K = F entonces se dice que R es una relacion en K.

Definiciéon 1.2. El conjunto de las parejas (z,y) tales que xRy, es un subconjunto de

K x F, y se llama grafo de la relacion R.
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Definicion 1.3 (Relaciones reflexivas). Una relacion binaria definida en un conjunto
es reflexiva, si cualquiera que sea el elemento = del conjunto, la pareja (x, z) verifica la
relacion.

Simbolicamente: sea K un conjunto y R una relaciéon en K, entonces R es reflexiva si y

solo si: (Vo € K)(xRz).

Ejemplo 1.1.

(a) Sea K =Ny R larelacion en K, “z = y”, entonces R es reflexiva.

(b) Sea K = N y R la relacion “tiene por cuadrado a". R no es reflexiva porque las

tnicas parejas de la forma (z,z) son (0,0) y (1,1).

Definiciéon 1.4 (Relaciones simétricas). Una relacion binaria definida en un conjunto
K es simétrica, si cualquiera que sea la pareja (z,y) que verifica la relacion, se tiene
que la pareja (y,x) también la verifica.

Simbolicamente: sea K un conjunto y R una relacion en K, entonces R es simétrica si y
s6lo si:

(Vz,y € K)(xRy = yRx).

Ejemplo 1.2.

(a) En R la relacion “z = y", es simétrica.

(b) En R la relacion “ser el doble de", no es simétrica por que la pareja (6, 3) la verifica,

pero (3,6) no.

Definicién 1.5 (Relaciones transitivas). Una relacion binaria definida en un conjunto
es transitiva, si cualquiera que sean las parejas (z,y) y (y, z) que verifican la relacion,
entonces la pareja (x, z) también la verifica.

Simbolicamente: sea K un conjunto y R una relaciéon en K, entonces R es transitiva si
y s6lo si:

(Vx,y,z € K)(xRy NyRz = zRz).
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Ejemplo 1.3.

(a) Si X es un conjunto, la relacion “ser subconjunto”, es transitiva en P(X).
(b) Si X es un conjunto, la relacion “ =" es transitiva en X.

(c) En N la relacion “ < ” es transitiva.

Definicion 1.6 (Relaciones antisimétricas). Una relacion binaria definida en un con-
junto es antisimétrica, si cada vez que una pareja (z,y) y su transpuesta (y, x) verifican
simultaneamente la relacion, entonces x = y. Simbolicamente: sea K un conjunto y R

una relaciéon en K, entonces R es antisimétrica si y s6lo si:
(Vz,y € A)(zRy NyRx = = =vy).

Ejemplo 1.4.

(a) En N la relacion “divide a” es antisimétrica.

(b) Si X es un conjunto, entonces en P(X) la relaciones de contenencia e igualdad son

antisimétricas.

Definicion 1.7 (Relacion de equivalencia). Una relacion binaria definida en un

conjunto K # () es una relacion de equivalencia, si es reflexiva, simétrica y transitiva.

Ejemplo 1.5.

(a) En todo conjunto no vacio, la igualdad entre los elementos del conjunto es una

relacion de equivalencia.

(b) Larelacion de paralelismo (||) es una relacion de equivalencia en el conjunto de rectas

en el plano.

Relaciones de orden en un conjunto
La definicion de orden formaliza las nociones de prioridad, anterioridad, superioridad,

ete.
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Axioma 1.1 (Axioma del buen orden). Todo subconjunto no vacio de N tiene un

primer elemento.

Definiciéon 1.8. Una relacion binaria definida en un conjunto K # () es una relacion de

preorden, si es reflexiva y transitiva.

En particular se tiene que toda relacion de equivalencia es una relacion de preorden.

Definicion 1.9. Un conjunto en el cual se ha definido una relaciéon binaria de preorden

se llama preordenado por dicha relacion.

Una relacion tiene dos tipos de repesentaciones: cartesiana (figura 1 y 3) y mediante un

grafo (figura 2 y 4).

Ejemplo 1.6. Las relaciones cuyos grafos estan dados por las figuras 1,2, 3 y 4 definen

relaciones antisimétricas.
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Definicién 1.10. Una relacion binaria definida en un conjunto K es una relacion de
orden en K, cuando la relacion es reflexiva, transitiva y antisimétrica; se representa por

r < y. Ademés, si < es un orden en K, se puede defir < por:

Ve,ye K, z<ysiysolosi (zx 3y A z#£vy).

Un conjunto dotado de una relaciéon de orden se llama conjunto ordenado.

Dada una relacion de orden <, se puede definir otra relaciéon de orden que se llama la

opuesta y se representa por >, de la siguiente manera: x < y si, y soélo si, y > x.

Definicion 1.11. Sea K un conjunto dotado de una relaciéon de orden <. Se dice que
dos elementos z y y de K son comparables por medio de dicha relacion si se tiene

quez <y oy <.

Definicion 1.12. Se dice que una relaciéon de orden sobre un conjunto K es una relacion
de ORDEN TOTAL, si dos elementos cualesquiera de K son comparables por esa relacion.

En tal caso se dice que K estd totalmente ordenado.

Ejemplo 1.7.
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(a) En los nimeros racionales, se tiene que la relacion < determina un conjunto total-

mente ordenado.

b) En N se tiene que la relaciéon “divide a” no constituye un orden total. Por ejemplo,
q y

2 y 5 no son comparables.

Ejemplo 1.8. La representacion cartesiana de la figura 5 y el grafo de la figura 6 son

totalmente ordenados.

Figura 5. Figura 6.

Ejemplo 1.9. la representacion cartesiana de las figuras 7 y 9 y los grafos de las figuras

8 y 10 son parcialmente ordenados.

: @,

| o7 g
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L
©

Figura 7 Figura 8
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Definiciéon 1.13. Sea K un conjunto no vacio y < es un orden total sobre K. Dados dos
elementos a y b en K, existen cuatro subconjuntos de K que se denominan intervalos

determinados por a y b. Son los siguientes:

. (a,b)={reK|a<xz<0b};
2. [a,b)={r e K|a=<z=<b};
3. (a,b)={reK|a=<z=b};

4. Ja,b]={r e K|a=2xz=b}.

1.2. El axioma de completitud

Definicion 1.14. Un conjunto no vacio de elementos de K se dice que forma un grupo

si en K esta definida una operacion binaria llamada producto denotada por (-) tal que:

1) a,b € K implica que a-b € K (ley clausurativa).

2) a,b,c € K implica que a- (b-c) = (a-b) - ¢ (ley asociativa).
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3) Existe un elemento e € K tal que a-e = e-a =a Va € K (existencia de un elemento

identidad en K).

4) Para todo a € K existe un elemento ¢! € K tal que a-a™' = a™!-a = e (existencia

de inversos en K).

Definicién 1.15. Un grupo K se dice que es abeliano (o conmutativo) si para

cualesquiera a,b € k se tiene: a-b=10>-a.

Definicién 1.16. Un conjunto no vacio K se dice que es un anillo asociativo si en K

W

estan definidas dos operaciones, denotadas por “+” y “-” respectivamente tales que para

cualesquiera a, b, c € K:

1) a+bestden K.

2) a+b=0b+a.

3) (a+b)+c=a+(b+c).

4) Hay un elemento 0 en K tal que a +0 = a (para todo a € K).

5) Existe un elemento —a € K tal que a + (—a) = 0.

6) a-bestden K.

a-(b-c)=(a-b)-c.

8) a-(b+c¢)=a-b+a-cy (b+c)-a=b-a+c-a (las dos leyes distributivas).

Definicién 1.17. Sea (K, +,-) un anillo. Diremos que (K, +,-) es un cuerpo si para
todo a € K con a # 0, existe a™! tal que a-a™! =a~!-a = 1, y diremos que (K, +, ")

es un campo si es un cuerpo y la multiplicaciéon es conmutativa.

Proposicion 1.1. Sea K un campo. Entonces las siguientes condiciones 1 y 2 son
equivalentes:

1. Existe P C K que cumple las siguientes propiedades:
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i) Dado © € K se tiene que v € P o x =0 0 —x € P, estas tres posibilidades son
mutuamente excluyentes. En otras palabras, K es la union disyunta de P, {0}, y

—P, donde —P ={—z | x € P}.

ii) Six,y € P entoncesz+y € P yx-y € P.

2. Existe el orden total en K <, tal que para todo a,b,c € K, a < b implica:

() a+c<b+ec.
(B) ac < be sic> 0.

(v) be < ac sic<O0.

Demostracion.

1 = 2) Definamos en K: a <b <= a=0 V b—a € P. Veamos que < es un orden.
Reflexiva: si a € K es claro que a =a = a < a.

Antisimétrica: sia < by b<aentonces (a=b V b—a€P) AN (b=a V a—beP).
e Sia=0byb=a entonces a =b.

eSia=bya—beP — a—b=0ya—>be P loque contradice i) luego este caso
no es posible.

e Sib—ae€ Pyb=a, andlogo al caso anterior.

eSib—a€Pya—beP = b—ac€ Py —(b—a)€ P nuevamente se contradice 7),
luego este caso tampoco es posible.

Transitiva: sia <byb<c¢ = (a=bV b—ae€P) N (b=c V c—beP).
eSia=byb=c = a=c = a<ec.

eSia=byc—beP — c—b=c—a — c—a€P = a<c
eSib—a€ePyb=c = b—a=c—aeP = a<c

eSib—a€ Pyc—be P = (b—a)+(c—b) € P (porii)) entonces c—a € P = a < c.
Ahora veamos que < es un orden total.

Sean a,b € K. Como a — b € K, usando i) se debe tener quea —b € P, 0 a—b=0, o
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—(a—b)e P:

e Sia—b¢e P entonces b < a.

e Sia—b=0 entonces a = b luego b < a.

e Si —(a—b) € P entonces b —a € P de modo que a < b.

Supongamos ahora a <b = a=0bV b—a € P.

Sta=b = a+c=b+c = a+c<b+cy secumple (a).

Sea ¢ >0, comoa=b = ac=bc = ac < bcy se cumple (3).

Sea ¢ <0, comoa=b = ac=bc = bc < acy se cumple (7).

Sib—a€eP = (b+c¢)—(a+c)=b+c—a—c=b—ae€P = a+c<b+ec
Seac>0 & 0<¢c = ¢c=00 c—0=ceP.

Sic=0 = ¢(b—a)=0 = bc—ac=0 = bc=ac = ac < be.

Sice P = c¢(b—a) € P (por (ii)) = (bc —ac) € P = ac < be.

Seac<0) = ¢c=00 0—c=—ceP.

Sic=0 = ¢(b—a)=0 = bc=ac = bec < ac.

Si—ce P = (—c¢)(b—a) € P (por (ii)) = (—bc+ac) € P = (ac—bc) e P =
be < ac. Y se cumple (7).

Ahora demostremos que 2 = 1). Sea:
P={reK|0<z, A 2#0}={rec K|0<uz},

claramente P C K. Veamos que P cumple las propiedades i) y i1).

i) Sea x € K, como < es un orden total, entonces x <000 <z

e Si z < 0 entonces usando («) se tiene que = + (—x) < 0+ (—=z) luego 0 < —x
entonces 0 = —z 00 < —z. Si 0 = —z entonces © +0 = x + (—x) = =z =0, y si
0<—2 = —z€P.

eSi0<zentonces0=z00<zx,esdecirx =0VzxeP.

Ahora veamos que las tres posibilidades * € P,x = 0 y —x € P, son mutuamente
excluyentes.

Supongamos que z € Py x =0 entonces 0 <z y x =0y se tiene que z #0y x =0 lo
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cual es absurdo.

Supongamos ahora que r € Py que —x € P, entonces 0 < zy 0 < —x entonces 0 < x y
0 < —z, luego por («) se tiene que z +0 < z + (—x) luego 0 < x y & < 0, y por ser <
antisimétrica se tiene que x = 0, pero 0 < x implica 0 # x.

Finalmente supongamos que x = 0 y que —z € P, entonces z =0y x < 0 de modo que

x =0y x # 0 lo cual es absurdo.

ii) Sean z,y € P, veamos que = +y € Py que zy € P. Tenemos que 0 < x y que 0 < y
entonces 0 < z y por tanto de («) se sigue que 0+y < z+yentoncesy <z+yy0 <y
luego 0 < x+y. Si fuera 0 = x +y se tendria que y = —x y por tanto 0 < —z y 0 < z, lo
cual, como ya se vio en ) es imposible. Luego se tiene que 0 < x + y y por consiguiente
r+yePl
Por otro lado, 0 <z y 0 < y entonces 0-y < x -y por tanto 0 < x-y. Sifuera0=2x-y
entonces como K es campo se tiene que x = 0 o y = 0, lo que contradice que 0 < = y

0 <wy. Asi, 0 < x -y, en consecuencia x -y € P. ]

Definiciéon 1.18. Sea K un campo. Diremos que K es un campo ordenado si, y solo

si, K cumple alguna de las afirmaciones (1 o 2) de la proposicién anterior.

Proposicion 1.2. Si K es un campo ordenado entonces para cualesquiera a,b € K con

a # b, se tiene que a < b 0 b < a, y estas dos posibilidades son mutuamente excluyentes.

Demostracion. Sabemos que al definir P =: {z € K | 0 < z} entonces para cualquier
y € K se tiene que y € Poy =00 —y € Py estas tres posibilidades son mutuamente
excluyentes. Consideremos entonces b — a € K, como a # b entonces b — a # 0, luego

b—a€P6—(b—a)e P,portanto0<b—a 6 0<a—>b,luegoa<bob<a. O

Proposicion 1.3. Sean K un campo ordenado y a € K. §i 0 < a entonces —a < 0.

Demostracion. Si0 <a — 0<a = 0+ (—-a)<a+(—a) = —-a<0 =

—a=0V —a<0.5—a=0 = a = 0lo cual contradice la hipoétesis, asi —a < 0. [
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Corolario 1.1. El conjunto de los nimeros complejos C no es un campo ordenado.

Demostracion. Supongamos que C es un campo ordenado y consideremos i,0 € C.
Claramente i 20 — i <0 6 0 < i (Proposicion 1.2);

Sii<0 = i<0 = i-1>0i = >0 = -1>0 = —-1>0 =
0>1 = 0-i<1-1 = 0 <. Lo cual contradice la Proposiciéon 1.2.

Si0<i = 0i<ii = 0<# = 0<—-1 = 1<0 = i-11<01 = i<0.

Lo cual contradice nuevamente la Proposicion 1.2. O

La estructura de orden nos permite definir en K el valor absoluto en la forma usual y

n «

en consecuencia conceptos topologicos tales como “conjuntos abiertos", “conjuntos cerra-

n

dos", “conjuntos compactos", “puntos de acumulacion", “convergencia de sucesiones",

etcetera. como se vera en la seccion 1.3.

Definicién 1.19. Sea K un campo. Se define la caracteristica de K, como el me-
nor entero positivo n tal que n -1 = 0. Si tal entero no existe, se dice que K es de

caracteristica cero.

Proposicion 1.4. Si K es un campo ordenado, entonces K es de caracteristica cero.

Demostracion. Como 0 # 1 entonces 0 < 1,61 < 0. Si fuese 1 < 0 entonces 0-1 < 1-1
de donde 0 < 1 lo cual contradice la Proposicion 1.2.  Asi, se tiene que 0 < 1 entonces
0+1<14+41 = 1<14+41 = 14+1<1+141 = 1+1+1<14+14+1+4+1,y
asi sucesivamente, de esta forma obtenemos: 0 <1 <1+4+1<1+4+1+1 < ..., luego para

todo n € Z* se tiene que n - 1 # 0 lo cual implica que K es de caracteristica cero. O

Corolario 1.2. Sea K un campo ordenado. Entonces K contiene un subconjunto iso-

morfo al conjunto de los nimeros naturales N (y por tanto K es infinito).

Demostracion. Sea K un campo ordenado y sea f : N — K definida por f(n) =:

n-1=1+1+---41 para todan € N.

n—uveces
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Veamos que f es uno a uno: si f(n) = f(m) entonces n-1 =m -1 (podemos asumir sin
pérdida de generalidad que n > m), entonces n-1 —m-1 =0 de donde (n —m) -1 =0
y puesto que K es de caracteristica cero (Proposicion 1.4), entonces se debe tener que
n —m = 0, luego n = m. De esta forma tenemos que f(N) es un subconjunto de K,

isomorfo (equipotente) a N. O

De manera mas informal, se puede decir que K contiene una “copia" de N. Identificando
f(n) =n-1 con n, notaremos, como es usual, % el inverso de n en K y - el producto

entre m y % en K.

Corolario 1.3. Todo campo ordenado contiene a Q.

Demostracion. En efecto por el Corolario 1.2 tenemos que N C K, entonces Z C K

ya que si n € K entonces —n € K.

Si m € Z* entonces m € K, por tanto % € K, entonces - = n - % € K entonces

QCK. O

Corolario 1.4. Sip es primo, Z, no es un campo ordenado.

Demostracion. Si Z, fuera un campo ordenado deberia contener una copia de los

naturales (Corolario 1.2), pero Z, es finito, luego Z, no es un campo ordenado. O

Definicién 1.20. Sea (K, <) un conjunto parcialmente ordenado y A un subconjunto
de K. Una cota inferior de A es cualquier elemento x de K tal que para todo a € A
se cumple que = < a. Si existen cotas inferiores de A se dice que A estd acotado
inferiormente. Analogamente, una cota superior de A es cualquier elemento = de K
tal que para todo a € A se cumple que a < x. Si existen cotas superiores de A se dice

que A estéd acotado superiormente.

Definicién 1.21. Sea (K, <) un conjunto parcialmente ordenado y A un subconjunto

de K.
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i) Si A esta acotado por arriba, entonces se dice que una cota superior u es el supremo
(o minima cota suprior) de A si ningin ntmero menor que u es cota superior de

Ay se denota sup A.

ii) Si A esta acotado por abajo, entonces se dice que una cota inferior v es el infimo
(o maxima cota inferior) de A si ningin ntimero mayor que v es cota inferior de A

y se denota inf A.

Definicién 1.22. Sea (K, <) un conjunto parcialmente ordenado y A un subconjunto
de K, un elemento a de A se dice minimo en A y se escribe a = min A, si a < x
para cualquier € A. Simbolicamente a = min A si y solo si (a € A) A (Vo € A :
a < z). Anélogamente se dice que a es maximo en A y se escribe a = max A si
x < a para cualquier elemento x € A. Simbolicamente ¢ = méx A si y solo si (a € A)

y (Vr e A:z <a).

Si existe el minimo de un conjunto K, es tnico al igual que el maximo.

Ahora enunciamos el axioma de completitud en un conjunto K ordenado que en la
mayoria de los libros de anélisis real aparece como axioma de completitud de R y es por

ello que se dice que R es un campo ordenado:

Axioma 1.2 (Axioma de completitud). Si K es un conjunto ordenado y A es un sub-
congunto de K no vacio acotado superiormente, entonces el conjunto de cotas superiores

de A posee minimo.

Lema 1.1. Sea K un campo totalmente ordenado y S C K. Si S posee un minimo m,
entonces S~ ={x € K | —x € S} posee mdzimo; mds ain, mdx S~ = —m.

La demostracion de estas y otras propiedades se encuentran en [7].

Teorema 1.1. Sea K un conjunto totalmente ordenado que satisface el axioma de com-
pletitud y A C K. Si A esta acotado inferiormente, entonces el conjunto de sus cotas

inferiores posee mecesariamente un mdximo.
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Teorema 1.2. (Propiedad de aproximacion). Sea K un conjunto totalmente ordenado y
S un subconjunto de K no vacio que posee supremo b. Entonces, para todo x < b existe

uny € S tal que v <y < b.

Teorema 1.3. Para todo n € N, el conjunto Nn = {mn | m € N} estd bien ordenado

por la relacion “ < 7.
Teorema 1.4. 7Z no es acotado.

Definicion 1.23. Sea K un campo ordenado y © € K. Se define el valor absoluto

de z, notado |z| como sigue:

T si x>0.

2] = e
—x si x<O.

Teorema 1.5. Si K un campo ordenado y x € K entonces:

lr| <ae —a<z<a.

La demostracion aparece en [3].

Definicion 1.24. Una sucesién en un conjunto K es una funcién cuyo dominio es el
conjunto de los niimeros naturales y cuyo codominio esta contenido en K.

Para una sucesion z : N — K, es comin denotar la imagen de n € N por z,, en lugar
de z(n), y este valor suele llamarse el término n-ésimo de la sucesiéon. Ademas la

sucesion z se denota x = (x,,).

Definicién 1.25. Sea © = (x,),eny una sucesion de elementos de K. Se dice que = es
creciente si para cualesquieran y m en N con n < m se tiene que z,, < x,,. Six, > T,

se dice que = es decreciente. Se dice que X es mondtona si es creciente 6 decreciente.

Definicién 1.26. Sea K un campo ordenado y (z,),en una sucesion en K. Diremos que
la sucesion (x,,), es convergente en K si existe un x € K tal que para todo € > 0 existe

N € N tal que |z, — x| < &, para todo n € N con n > N.
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Definicion 1.27. Sea K un campo ordenado y (z,)nen una sucesion en K. Diremos
que la sucesion (z,)nen es de Cauchy si para todo € > 0 existe un N € N, tal que, si
m,n > N entonces

|z, — x| < e.

1.3. Topologia

En esta seccion se precisan algunas nociones basicas de topologia, que se usaran mas

adelante.

Definicién 1.28. Sea K un conjunto no vacio, Una topologia sobre el conjunto K
es una coleccion 7 de subconjuntos de K, llamados conjuntos abiertos, los cuales

satisfacen las siguientes propiedades:

1. DeryKer.
2. SiAeTyBe€ETentonces ANB € T.

3. Si {A;}icr es una familia de elementos de 7, entonces | J,.; 4; € 7.

En este caso a la pareja (K, 1) se le llama espacio topolégico.

Ejemplo 1.10. En todo conjunto no vacio K siempre es posible definir al menos dos
topologias sobre K. La primera es el conjunto {0, K} la cual es llamada topologia

grosera o trivial y la segunda, P(K) la cual es llamada topologia discreta.

Definiciéon 1.29. Sea (K, 7) un espacio topologico y F' C K. Diremos que F' es cerrado

si, y s6lo si, su complemento F¢ es abierto.

Definicion 1.30. Sea (K, 7) un espacio topolégico, diremos que K es disconexo o no

conexo si existen dos abiertos disjuntos no vacios, cuya uniéon es todo K. Es decir, si

JABeT:ANB=0con A#0, yB#0, AUB =K.
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En tal caso el conjunto {A, B} es una disconexion de K. Si no existe una disconexion

de K, se dice que K es conexo.

Proposicion 1.5. Sea (K, 7) un espacio topoldgico, entonces K es conexo si, y solo si,

los tinicos conjuntos de K que son abiertos y cerrados simultdineamente son ) y K.

Demostracion. Supongamos que U es un subconjunto propio no vacio de K que es a la
vez abierto y cerrado, entonces su complemento V' = K — U es también un subconjunto
propio no vacio y abierto en K, ademas U UV = K luego U y V constituyen una
disconexion de K, contradiciendo el hecho de que K es conexo.

Reciprocamente si U y V forman una disconexion de K, entonces U y V = K — U son
abiertos, luego K — V es cerrado, pero K —V = U y por tanto U es un subconjunto

propio de K que es a la vez abierto y cerrado en K. |

Definicién 1.31. Sea (K, 7) un espacio topologico. Una coleccion A = {Ag}aca de
subconjuntos de K se dice que recubre a K o que es un recubrimiento de K, si la

union de los elementos de 2 coincide con K es decir, si K = .1 Aa. Se dice que 2 es

aEA
un recubrimiento abierto de K si es un recubrimiento de K formado por subconjuntos

abiertos de K.

Definiciéon 1.32. Un espacio topolégico (K,7) se dice que es compacto si de cada

recubrimiento abierto 2 de K se puede extraer una subcoleccion finita
A ={Aars Aagy - Aa,
que también recubre a K.

Definiciéon 1.33. Sean K un campo totalmente ordenado, a € K y € > 0. Se define la
bola de centro a y radio ¢, notada y definida por B.(a) =: {x € K | |z — a| < }. El

conjunto B.(a) — {a} se denomina bola perforada y se nota B2(a).

Dado un campo totalmente ordenado K, es posible demostrar que la familia de subcon-

juntos de K que son uniones de bolas constituye una topologia sobre K.
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Definiciéon 1.34. Sean K un campo totalmente ordenado, S C K,y x € K. Se dice que
x es un punto interior de S, si existe una bola con centro en x totalmente contenida
en S. El conjunto de los puntos interiores de S se denomina interior de S y se denota

int(S) o S°.Simbolicamente se tiene:
z€mt(S) < Je>0:B(x) CS.

Definiciéon 1.35. Sean K un campo totalmente ordenado, S C K y x € K. Se dice que
x es un punto de adherencia de 5, si toda bola con centro en x contiene puntos de
S. El conjunto de los puntos de adherencia de S se denomina adherencia, clausura o

cerradura de S y se denota S. Simbolicamente se tiene:
r€SeVe>0:B.(x)NS #0.

Una consecuencia inmediata de las definiciones de interior y adherencia de un conjunto

esque S°C SCS.

Definicién 1.36. Sean K un campo totalmente ordenado, S C K y x € K. Se dice que
x es un punto de acumulacion en 5, si toda bola perforada con centro en x contiene
puntos de S El conjunto de los puntos de acumulacién de S se denomina derivado de

Sy se denota S’. Simboélicamente se tiene:
reS &Ve>0:B(x)NS #0D.

Teorema 1.6. Sean K un campo totalmente ordenado, S C K yx € K. Entonces x es
un punto de acumulacion de S si, y solo si, toda bola perforada con centro en x contiene

una cantidad infinita de puntos de S. Simbolicamente:
reS & Ve>0:|B(x)NS| > N
Demostracion.

=) Supongamos que |B2(x) N S| < N, es decir, B2(z) NS = {x1,22,...,2,}. Ahora

tomemos ¢ = min{|x — z1],|r — x2|,...,|r — x,|}, € > 0 ya que para todo 6 > 0 se
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tiene que = ¢ Bg(x) y en consecuencia se tendra que B2(z) NS = () lo cual contradice la
hipotesis y por consiguiente se concluye que |B2(x) N S| > No.
<) Es inmediato: para todo € > 0 se tiene que #B2(z) NS > N, entonces B2(z)NS # ()

luego = € 5'. O
En el siguiente teorema se da una caracterizacion de los abiertos de un espacio topologico.
Teorema 1.7. Sean K un campo totalmente ordenado, S C K. Entonces S es abierto
si, y solo si, todos sus puntos son interiores, es decir si, y solo si, S C S°.

Como ya se tiene que S° C S, el teorema anterior equivale a decir que un conjunto es
abierto si coincide con su interior.

Teorema 1.8. Sean K un campo totalmente ordenado, S C K. Entonces S es cerrado
si, y solo si, contiene a todos sus puntos adherentes, es decir si, y solo si S C S.

Como ya se tiene que S C S, el teorema anterior equivale a decir que un conjunto es
cerrado si coincide con su adherencia.

La demostracion del siguiente teorema se encuentran en [7].

Teorema 1.9. La interseccion arbitraria de una coleccion de conjuntos cerrados

es cerrada.



Capitulo 2

FORMAS EQUIVALENTES DEL
AXIOMA DE COMPLETITUD

En el capitulo anterior se presento, la forma quizé la usada del axioma de completitud
para un conjunto ordenado (Axioma 1.2). En el presente capitulo se considera un cam-
po ordenado K y se presentan en forma sistemética ocho axiomas equivalentes al de

completitud. Antes se deben definir algunos conceptos.

Definicion 2.1. Sea K un campo ordenado. Diremos que una pareja (A, B) de subcon-

juntos no vacios de K es una cortadura de K si:

1. A< B (estoes,a<bparatodoa€ A ytodobe B).
2. AUB=K.

Definiciéon 2.2. Un campo ordenado K se dice algebraicamente completo si
no existe una extension propia de K a otro campo ordenado donde K sea den-
so. Es decir no existe un campo ordenado F' tal que K & F y tal que

(Vx,y € F)(3z € K)(z < z < y).

La siguiente proposicion es la central del presente capitulo.

290
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Definicion 2.3. Sea K un campo ordendo. Diremos que K es arquimediano si para

cada x € K con x > 0, existe un niimero natural n tal que x < n.
Proposicion 2.1. Sea K un campo ordenado. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

1. Todo subconjunto de K no vacio y acotado superiormente posee extremo superior

en K (axioma de completitud).

2. Toda sucesion creciente y acotada superiormente converge en K (teorema de

Weierstrass).

3. Todo subconjunto infinito y acotado de K, tiene por lo menos un punto de acumu-

lacion en K (teorema de Bolzano Weierstrass).

4. Dada una sucesion decreciente de subconjuntos no vacios cerrados y acotados de

K, la interseccion es no vacia (teorema del encaje de Cantor).
5. Todo subconjunto cerrado y acotado de K, es compacto (teorema de Heine-Borel).
6. Si(A,B) es una cortadura de K, entonces A tiene mdximo o B tiene minimo.
7. K es arquimediano y toda sucesion de Cauchy converge en K.
8. K es arquimediano y algebraicamente completo.
La demostracion de la Proposicion anterior se deja para mas adelante. El axioma de

completitud implica las siguientes tres propiedades las cuales a su vez son equivalentes

entre si.

Proposicion 2.2. Sea K un campo ordenado completo. Entonces los siguientes enun-

ctados son equivalentes:

a) Q es denso en K; es decir, para todo x,y € K con x < vy, eziste ¢ € Q tal que

r<q<y.
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b) K es arquimediano.

c) limnqoo% =0 (en K) es decir; dado € > 0, existe Ny € N tal que ‘% — 0‘ < €, i

n > Ny (obsérvese que € es cualquier elemento positivo de K ).

Demostracion.
a) = b). Sea v € K, x > 0; por hipotesis existen n,k € N tales que » < 7 < x + 1,

luego v < 7 <nyasix <n.

b) = ¢). Dado € > 0, € € K, por hipotesis existe Ny € N tal que % < Ny. Por tanto,

%—0|<esi

para todo n € N con n > Ny se tiene que 0 < % < NLO < € por lo tanto,

n > Ng.

¢) = a). Sean z,y € K, supongamos que 0 < z < y. Por el item c¢) de la Propo-

1

sicion 2.2 existe n € N tal que - < y — 2. Aplicando nuevamente el item c) de la

% < L osea, y < £ Consideremos el conjunto
ny n

Proposiciéon 2.2 existe k € N tal que
I'={teNJ|L>y} entonces I es no vacio, pues k € I. Como I C Ny N es bien
ordenado sea m = min(I), como m — 1 < m = min(/) entonces m — 1 ¢ I asf 2= < y.
Luego mT’l—x:m—x—%>y—:c—%>O, entonces mT’l—x>0, luego mT’l >,y

n

asf v < =L <y
n

Un resultado analogo al anterior se tiene cuando 0 <y < x. Six < 0 < y claramente
0 € Qy se cumple la condicion a). Siz <y < 0entonces 0 < —y < —x y ya se demostrd
que en este caso existe ¢ € Q tal que —y < ¢ < —x lo que implica que r < —¢q < y, con

—q € Q. O

Cabe notar que estas tres ultimas propiedades (Proposicién 2.2) no son equivalentes al
axioma de completitud para lo cual basta observar que Q es arquimediano pero no

satisface el axioma de completitud.

Proposicion 2.3. Si K es un campo ordenado y completo entonces K es isomorfo a los

reales.
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Demostracion. Sea K un cuerpo ordenado y completo. Denote con 0/ y 1’ o cero y
uno de K. Paracadan € Nyseann' =n-1"=1+4...4+1 n-vecesy (—n) = —n'.
Definamos una funcion f : R — K poniendo f(g) = éi: para todo £ € Q y para x
irracional, sea f(z) = sup{i—f € K|2 < z}. Se debe ver que f es un isomorfismo de R

sobre K. 0

Proposicion 2.4. Si K es un campo ordenado y completo entonces Q es denso en K.

Demostracion. Como todo cuerpo ordenado y completo es isomorfo a R. Asi K con-
tiene una copia de Q. Puesto que Q es denso en R y K ~ R entonces Q es denso en

K. 0J

En [3] se adopta la Propiedad 1 de la Proposicion 2.1 como el axioma de completitud para

R (pag. 11, axioma 10), y luego se demuestran solamente las siguientes implicaciones, en

R:

(Prop. 2.1(1))=-(Prop. 2.2(b)).
(Prop. 2.1(1))=(Prop. 2.1(3)).
(Prop. 2.1(3))=(Prop. 2.1(4)).
(Prop. 2.1(4)) y (Prop. 2.2(a)) =(Prop. 2.1(5)).
(Prop. 2.1(3))=-(Prop. 2.1(7)).
(Prop. 2.1(1))=(Prop. 2.1(2)).

Estas demostraciones se pueden generalizar facilmente para cualquier campo K ordenado
y completo.

Ahora se demostraran las siguientes implicaciones:

(Prop. 2.1(2))=(Prop. 2.1(1)), (Prop. 2.1(7))=-(Prop. 2.1(1)), (Prop. 2.1(1))=
(Prop. 2.1(6)), (Prop. 2.1(6))=-(Prop. 2.1(2)), (Prop. 2.1(5))=-(Prop. 2.1(3)),Prop.
2.1(3))=(Prop. 2.1(2)), (Prop. 2.1(4))=(Prop. 2.1(7)), (Prop. 2.1(2))=(Prop. 2.1(8)),
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(Prop. 2.1(8))=-(Prop. 2.1(1)), las cuales, junto con las implicaciones mencionadas
anteriormente (que se encuentran en |[3]), garantizan la equivalencia de las ocho

propiedades 1-8(Prop. 2.1) para un campo ordenado K.

(Prop. 2.1(2))=(Prop. 2.1(1)): Si toda sucesion creciente y acotada superiormente con-

verge en K, entonces K satisface el axioma de completitud.

Demostracion. Evidentemente toda sucesion decreciente e inferiormente acotada tam-
bién converge en K. Primero probaremos que K es arquimediano. Por hipétesis, la
sucesion (%)neN que es decreciente y acotada inferiormente por 0, converge en K. Sea
c = lim, . %, entonces ¢ > 0. Si ¢ > 0 existe un N € N tal que |% —cl < %c para todo

1 1 1 1 1 1,3
n > N, luego —5¢ < - — ¢ < 3¢, de donde ;¢ < -- < c+ 3¢ = ;¢ para todo n > N.

1
an?

1 1
=, luego 2¢ < -+

Como 4n > n > N, se tiene que %c < entonces 2c¢ < < %c
lo cual es absurdo. Asi, h'mnﬂoo% = 0 y dado x > 0 existe un N € N tal que
n>N= % < % = n > x, de modo que K es arquimediano.

Supongamos ahora que A es un subconjunto no vacio de K, acotado superiormente; sean

x1 € Ay y; una cota superior de A, y consideremos el punto %(:El +11).

. 1 . _ _ 1 .
= Si 5(x1 4+ y1) es una cota superior de A, se hace x3 = 71, y2 = 5(x1 +y1). Conti-
nuando con este proceso obtenemos el n—ésimo término; es decir, si %(mn,l +Yn_1)

es cota superior de A entonces hacemos x, = T, 1y Yy, = %(%_1 + yn_1) entonces

Yn — Tp = %(xn—l + yn—l) —Tp—1 = _%xn—l + %yn—l - %(yn—l - In—1)~

= Si %(wl + y1) no es una cota superior de A, se toman xy € A,

To > %(331 + 1) ¥ y2 = y1. Continuando con este proceso obtenemos el n—ésimo

1

2(1’”,1 + yn,l) no es cota superior de A entonces tomamos

término; es decir, si
1 1

Tp €A, Ty > 5(Tno1 + Yno1) ¥ Un = Yn—1, entonces —z, < —5(Tn_1 + Yn_1) y se

tiene

1

1
_(xnfl + ynfl) = ZYn-1 — zTpn-1 = _(ynfl - xnfl)-

yn_xn:yn71_$n<ynfl_2 5 5 9
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Asi obtenemos dos sucesiones monotonas (z,)nen vV (Yn)nen, la primera creciente

y la segunda decreciente, tales que para cada n € N, =z, € A, vy, es cota superior
2

de A y %(ynfl - $n71> S (%) (%) (ynf2 - xnf2) S (%) (%) (ynfii - In73) S o S

< (%)n_l (y1 — 1), entonces

1

1 n—1
0<yp—a, < §(yn71 — Zpq1) < (5) (y1 —x1). (%)

Luego por hipotesis las sucesiones (z,,), (y,) convergen en K. Sean

lim Tn = Z0, lim Yn = Yo, To,Yo € K.
n—00

n—oo

Por la propiedad arquimediana en K, se tiene que 1im,,_, (%)n_l (yp — 1) = 0,
entonces lim,, o (2, — y,) = 0, luego lim,, oo ¥, = lim,, oo T,; asi xg = yo. Evi-
dentemente se tiene que xy es una cota superior de A pues zy = yo y cada y, es,
por construcciéon, una cota superior de A. Si M es cualquier cota superior de A,

como xy € A, entonces xg < M, por tanto o = yo = sup(A).

(Prop. 2.1(7))=(Prop. 2.1(1)). Si K es arquimediano y toda sucesion de Cauchy con-

verge en K, entonces K satisface el axioma de completitud.

Demostracion. Sea A un subconjunto no vacio de K acotado superiormente. En la
demostracion anterior las sucesiones (z,) y (y,) son de Cauchy, ya que por (x) se tiene
que para todo k > n, (z,) es creciente, entonces xy > x, si, y solo si, —x,, > —xy si,
y solo si, y, — x, > vy, — x) entonces 0 < vy, — yp < Y, — Ty < (%)n_1 (y1 — x1), ademés

por la propiedad Arquimediana en K se tiene que lim,, (%)nil (y1 —x1) =0.

X1 Tn Tk Yk UYn n

Figura 11.
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Luego por hipotesis las sucesiones (z,,) v (y,) convergen, y

o = lim x, = lim y, = sup(A).
n—oo n—od

0J

(Prop. 2.1(1))=(Prop. 2.1(6)). Si K satisface el axioma de completitud entonces para

toda cortadura (A, B) de K, A tiene mdximo o B tiene minimo.

Demostracion. Por hipotesis se tiene que todo subconjunto no vacio y acotado infe-
riormente tiene extremo inferior. Sea (A, B) una cortadura de K; para todo a € Ay
b € B tenemos que a < b entonces sup(A) < b para todo b € B y a < inf(B) para todo
a € A, luego sup(A) < inf(B). Como AU B = K se tienen dos posibilidades:

e sup(A) € A, en este caso A tiene méximo.

e sup(A) € B, en este caso inf(B) € B, luego B tiene minimo.

Notese que en cualquier caso se debe tener que sup(A) = inf(B) ya que AUB = K. [

(Prop. 2.1(6))=-(Prop. 2.1(2)). Si para cada cortadura (A, B) de K, A tiene mdzimo o
B tiene minimo, entonces toda sucesion creciente y acotada superiormente converge en

K.

Demostracion. Sea (a,) una sucesion creciente y acotada superiormente. Como
(an)nen es creciente, a; es cota inferior de (a,), luego (a,)nen también es acotada in-

feriormente. Sean

A={zr € K|z <a, para algin nEN}:U{x€K|x§an}

n=1
y o0
B ={x € K |z > a, para todo nEN}=ﬂ{x€K!x>an}
n=1
dyeK: a,<y VneN
= a, <y+1=ux, Vn € N.

y<y+1l, wy+1lekK.
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Entonces A # () y B # (), ya que la sucesion (a,) es creciente y acotada. Evidentemente
A < By AUB = K, luego (A, B) es una cortadura de K, entonces por hipotesis, A tiene
maximo o B tiene minimo. Supongamos que A tiene méximo M; como M € A existe
m € N tal que M < a,,. Dado € > 0 arbitrario, M + ¢ € B, luego a,, < M + € para todo
n > m, por lo tanto M < a,, y (n>m)entonces a, > a, luego M < a, < M + ¢
para todo n > m, asi dadoe >0, ImeN: n>M = |a, — M| =a,— M < € por
tanto lim,,_,~ a, = M.

De la misma manera se demuestra que (a,) converge en K para el caso en que B tiene

minimo. O

(Prop. 2.1(5))=-(Prop. 2.1(3)). Si todo subconjunto cerrado y acotado de K es compacto

entoces todo subconjunto infinito y acotado de K tiene un punto de acumulacion en K.

Demostracion. Sea S un subconjunto infinito y acotado de K, entonces existe un inter-
valo

la,b] tal que S C [a,b]. Dado z € K, si & no es punto de acumulacion de S,
existe una vecindad de z, digamos V(z;d(z)) = (x — 0(z), x + 0(z)), que contiene un
nimero “finito" de puntos de S. Es claro que [a,b] € K C J, ., V(7;6(2)).

Por la compacidad del intervalo [a, b] existen x1, za, ..., x,, tales que:
S C [a,b] C U V(zg; 0(xy)),
k=1

pero esta ultima contenencia implica que S es un conjunto finito, lo cual es

una contradiccién. O

(Prop. 2.1(3))=(Prop. 2.1(2)). Si todo subconjunto infinito y acotado de K tiene por
lo menos un punto de acumulacion en K, entonces toda sucesion creciente y acotada

superiormente converge en K.

Demostracion. Sea (a,)nen una sucesion creciente y acotada superiormente. Si el con-

junto
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A = {a, | n € N} es finito entonces la sucesion es “constante”" a partir de algin
término y por tanto converge.

Si el conjunto A = {a, | n € N} es un conjunto infinito, entonces por hipotesis A tiene
por lo menos un punto de acumulacién, el cual, es evidentemente el limite de la sucesion

(an)nEN- ]

En el siguiente “diagrama de implicaciones” que aparece en la Figura 12 se puede observar

que existen “caminos” que demuestran las implicaciones:

(1) —=(2)—=B)—14)—(6)—=(6)=(7)—(’)—1)

con lo cual queda demostrada la Proposicion 2.1.
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Figura 12.

Proposicion 2.2

(T)

(c)

— — Implicaciones demostradas en [3].
Implicaciones demostradas en es-
— te capitulo (demostraciones to-

madas y analizadas de [11]).

Con el fin de obtener directamente la implicacion (Prop. 2.1(4))=(Prop. 2.1(5)) se

demostrara antes que (Prop. 2.2(a)) es una consecuencia de (Prop. 2.1(4)).

(Prop. 2.1(4))=(Prop. 2.2(a)). Si dada una sucesion decreciente de subconjuntos no
vacios cerrados y acotados de K y la interseccion es no vacia, entonces Q es denso en

K.
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Demostracion. Para probar que Q es denso en K, se probara que K es arquimediano
(Proposicion 2.2b).  Si K no fuera arquimediano existiria b € K tal que b > n para todo
n € N. Consideremos el conjunto acotado

S ={z € K|z <n para algin nEN}:U{x€K|x§n},

n=1

entonces S es un conjunto cerrado. En efecto, si x € K — S entonces x > n+ 1 para todo
n € N, luego x — 1 > n para todon € N, estoes (x — 1, 2+ 1) C K — S, entonces z es
punto interior de K — S, por lo tanto K — S es abierto y asi S es cerrado.

Ahora, sea S, = SN{z € K | x > n, n € N}, entonces (S,)nen €s una sucesion
decreciente de subconjuntos de K. En efecto: n < m implica que S, 2 S,, : * € S,
entonces v € S A x> m > n,luegor € S AN x > n,yasix €5, Ahora
veamos que T, = {x € K | © > n} es cerrado. Sea y ¢ T, entonces y < n llamemos
d =n—y > 0, veamos que y € V (y; %) C K—T,. En efecto: sea z € (y—g, y+g), entonces
y—g <z< y—i—% =y+" 2 =y+ 24 =8 < M —p estoes z < n, en consecuencia
z ¢ T, luego, z € K —T,,. Por consiguiente K — T, es abierto, entonces T, es cerrado.
Ademés, para cada n € N se tiene que S, # () pues para cada n € N, n € S,. Por
otra parte, para cada n € N se tiene que S, es cerrado (ya que es la interseccion de dos
subconjuntos cerrados de K) y que es acotado. En efecto: S, = S(\{z € K | = > n},
entonces n es cota inferior de S,. Ademaés, si x € S, entonces x € S, luego existe
m € N tal que x < m. Como b > m entonces x < b, y b seria una cota superior de S,
por tanto b es cota superior de S,,. Aplicando la hipotesis a la sucesion (.S, ),en se tiene
que ()2, S, #0,perosiz e (), S, = x <n,paraalginn, Comon, <n,+1
entonces t < n,+ 1. Perox >n,+1 (zr >n Vn € N) entonces se tendria que
n, +1 <z <n,+ 1 contradiccion, por lo tanto, K debe ser arquimediano, o sea que Q

es denso en K. O

(Prop. 2.1(2))=-(Prop. 2.1(8)). Si toda sucesion creciente y acotada superiormente con-

verge en K, entonces K es arquimediano y algebraicamente completo.

Demostracion. Como ya se demostro que la Proposicion 2.1(2) implica la Proposicion
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2.1(1) entonces K es completo, usando la Proposicion 2.3 se tiene entonces que Q es
denso en K. Sea F una extension del campo ordenado K tal que K es denso en F,
entonces Q es denso en F' (esto es, F' es arquimediano). En efecto: sean fi, fo € F' con
fi < fo. Como K es denso en F, existen kq, ko € K tales que f; < k1 < ky < fo.
Ahora, como Q es denso en K (pues K es un campo ordenado y completo) existe g € Q
tal que k1 < q < ko, luego f; < ¢ < fo. Dado x € F existe una sucesion creciente

(an)nen de elementos de K tal que

1
r——<a,<zw para todo n € N,
n

o sea que lim,, ., a, = x (en F'). Por hipotesis, la sucesion (a,),en converge en K, diga-
mos lim,,_,« a, = a (en K). Como K es denso en F' entonces se tiene que lim,, .o a, = a
(en F), luego x = a € K, esto es F' = K. Por lo tanto, K es algebraicamente comple-

to. ]

Antes de demostrar la implicacion (Prop. 2.1(8))=(Prop. 2.1(1)), recordemos que el
sistema de los numeros reales R, construido por cortaduras de QQ, 6, por sucesiones de
Cauchy en Q, es un campo ordenado que satisface el axioma de completitud. Tenemos

entonces el siguiente lema.

Lema 2.1. Todo campo arquimediano K es un subcampo ordenado de R (en el sentido

de isomorfismo, es decir, K es isomorfo a un subcampo ordenado de R ).

Demostracion. Puesto que Q es denso en K (Proposicion 2.2), entonces dado = € K
para cada n € N existe r,, € Q tal que z — % < r, <z, de modo que existe una sucesion
(7n)nen de elementos de Q que converge a = (en K). La sucesion (1, ),en es de Cauchy en
Q, luego (ry,)nen converge en R, digamos lim,, ., 7, = y (en R). Es facil ver que “y" no
depende de la escojencia de la sucesion (r,),en que tiende a “x" en K, esto es, tenemos
una funciéon de K en R que hace corresponder y € R a x € K. Evidentemente, esta

funcién es inyectiva y respeta las operaciones y el orden del cuerpo ordenado. De esta

manera se ve que R posee un subcuerpo ordenado “isomorfo”, a K. O
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(Prop. 2.1(8))=(Prop. 2.1(1)). Si K es arquimediano y algebraicamente completo, en-

tonces K satisface el axioma de completitud.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que Q@ C K C R (por el
Lema (2.1)). Si K # R entonces R es una extension propia del cuerpo ordenado K, donde
K es denso en R, luego K no es algebraicamente completo, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto la hipotesis implica que K es isomorfo al cuerpo real R, esto es, K satisface

el axioma de completitud. |

Hasta aqui, hemos presentado ocho equivalencias del axioma de completitud, ahora se

mostrara otra equivalencia més relacionada con la conexidad.

Teorema 2.1. Sea K(+,-,<) un campo ordenado. Entonces K satisface el axioma de

completitud si, y sdlo si, es conexo (segin la topologia del orden).

Demostracion. Supongamos que K satisface el axioma de completitud. Sea F' un sub-
conjunto abierto y cerrado en K. Si F' no es vacio, existe t € K tal que t € F. Veamos
que I'= K.

Asumamos que F' es un subconjunto propio de K, entonces existe z € K tal que = ¢ F,
entonces x # t. Digamos t < z, en tal caso llamemos S = {y € F' | y < x}, entonces

S % (pues t € S) y esta acotado superiormente por .

Por el axioma de completitud, existe z € K tal que z = sup(S). Ahora, como para todo
s €S, s < x entonces z < .

Si z ¢ F, entonces z € F'°y como F* es abierto, existe r > 0 tal que (z —r, z+71) C F°.
Pero, como z = sup(95), existe so € S tal que z —r < sy < z, lo cual es absurdo, ya
que s € Fyy sp € (z—r,z4+71r) C F°. Asique z € F con lo que z < x pues = ¢ F.
Como F es abierto, existe § > 0 tal que (z — 4,z +9) C F. Tomemos v = min{d, z — z},
entonces (z — 7,z + ) C F. Luego si p es tal que z < 1 < z + 7 se tiene que p € F'y

w<z4+vy<z oseaque €S conz=supS < pulocual es absurdo, ya que z = sup S.
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Concluimos que F' = K 6 F = () implicando que K es conexo.

Para el caso en que z < ¢t llamamos S = {y € F' | y > x}, usamos de nuevo el axioma de
completitud, S tiene extremo inferior y procedemos analogamente hasta obtener F' = K.
Reciprocamente supongamos que K es conexo y sea () # S C K, con S acotado supe-

riormente. Llamemos: A = {a € K | a es cota superior de S}.

S A

AL
n >

L

Figura 13.

Entonces A# 0 y AG K pues S G K (K no tiene maximo) y S # 0.

Si existe s € A tal que s € S, entonces sp = sup(S). Asumamos que para todo
s€ S, s¢ Ay veamos que A es cerrado en K. Seat € A°, entonces t no es cota superior
de S y por tanto, existe sqg € S con t < sg. Llamemos r = sy — ¢t > 0 y mostremos que
(t—r,t+r) CA%siye (t—r,t+7) entonces y < t+r = sy €9, luego y no puede
ser cota superior de S, asi se tiene que y € A° y por tanto A° es abierto, es decir A es
cerrado.

Como A es cerrado, ) # A G K y K es conexo, se tiene que A no puede ser abierto,
por tanto, existe ap € A tal que para todo r € K : (a9 — 7, ag + 1) € A. Concluimos
que ap = sup(S). En efecto: como ag € A, «p es cota superior de S. Sea a cualquier
cota superior de S (a € A), si se tuviera a < «aq entonces r = ag — a > 0 y por tanto
(a, a0+ 1) = (g — 1, ag + 1) € A lo cual es absurdo ya que al ser a cota superior de
S cualquier x > a también lo sera. Luego, ay < a, esto es, g es la menor de las cotas

superiores de S. ]



Capitulo 3

LA CONEXIDAD Y EL AXIOMA DE
COMPLETITUD, DEPENDIENDO
UNICAMENTE DEL ORDEN

En el capitulo anterior se prob6 (Proposicion 2.1) la equivalencia de ocho propiedades,
cada una equivalente al axioma de completitud, para lo cual se analizaron y “desglosaron”
las demostraciones que aparecen en [11]. Ademas se prob6 una equivalencia mas con la
conexidad en un campo ordenado (Teorema 2.1), usando las operaciones del campo.

En este capitulo se analizara el articulo [2]. “La conexidad y el axioma de completez en
un conjunto totalmente ordenado K denso”, sin elementos primero y tltimo, en el cual
se prueba que la equivalencia con la conexidad es independiente de las operaciones y
solo depende del orden. Lo que se hace es “quitar” la estructura de cuerpo y dejar la
estructura de orden con ciertas caracteristicas (totalidad, densidad y ausencia de minimo
y mMAaximo).

En [2] se define la nociéon de conjunto abierto en un conjunto totalmente ordenado (De-
finicion 7 y en seguida se presenta el siguiente enunciado como definicion: (Definicion

).

RV
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Sea K un conjunto totalmente ordenado. El conjunto
T={SC K|S esabierto}U{0}

es una topologia para K, llamada la topologia de orden para K. Sin embargo este enun-
ciado es en realidad una proposicion y es asi como en este trabajo lo hemos considerado,
por tanto se hara la demostracion correspondiente (Proposicion 3.1).  Antes es necesario

establecer dos conceptos:

Definicién 3.1. Vecindad. Sea K un conjunto totalmente ordenado, a,b,€ K con

a < b; definimos V' (a, b) como el conjunto siguiente: V(a,b) = {z € K | a < z < b}.

Definicion 3.2. Conjunto abierto. Sea K un conjunto totalmente ordenado, S C K
, S # (), decimos que S es abierto, si para todo x € S existen a,b € K, con a < b, tales

que z € V(a,b) C S.

Proposicion 3.1. Sea K un conjunto totalmente ordenado sin elementos primero y
ultimo. El conjunto 7 = {S C K | S es abierto} U{0} es una topologia para K, llamada

la topologia de orden para K.

Nota 3.1. En la definicion de conjunto abierto dada en [3] se exige que S # (); sin
embargo es bien sabido que en cualquier espacio topolégico () es un conjunto abierto, por
tanto en la definicion de la familia 7 se podria omitir {#}.  Ademas el conjunto S = ()
satisface (vaciamente) la condicion: para todo z € S existen a,b € K con a < b tales que
x € V(a,b) CS.

Nota 3.2. En la Definicion 8 de [2], (que como ya se comento, es en realidad una propo-
sicion que debe ser demostrada), la exigencia: “K es un conjunto totalmente ordenado”,
no es suficiente, pues si por ejemplo, se toma un conjunto finito y totalmente ordenado,
digamos K = {ay,as,...,a,} con a; < ay < ... < a,, entonces K no serfa un conjunto
abierto segin la definicion de [2| (Definicion 7), ya que para x = a; (y también para
x = a,) fallaria la condicion de la definicion. Es asi como, ademés de que K sea to-
talmente ordenado, se exigird que no posea elemento minimo, ni elemento maximo, tal

como lo hacemos en la Proposiciéon 3.1.
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Demostracion.

[ET1] 0 € 7, es claro de la definicion de 7.

Para ver que K € 7, tomemos x € K. Como K no tiene primero ni tltimo elemento
existen a,b € K tales que a < x < b, entonces x € V(a,b) C K, luego K € 1.

[ET2] Sean S1,S; € Tyseax € S1NYS, entonces © € Sy Az € Sy, luego existen a,b € K
con a < btal que x € V(a,b) C 5 y existen ¢,d € K con ¢ < d tal que z € V(c,d) C S,
entonces z € V(a,b) N V(c,d) C S; NSy veamos que V(a,b) NV (c,d) = Ve, f) donde
e = max{a,c} y f = min{b, d}, (obsérvese que e = méx{a, c} existe porque K es total-
mente ordenado y andlogamente f = min{b, d} existe porque K es totalmente ordenado).

Sea x € V(a,b) NV (c,d) entonces a < x < by c <z <d, como:

i) a<z y c¢<uzentonces max{a,c} < x, luego e < x.

i) x<b y =z <dentonces x < min{b,d}, luego = < f.

Por lo tanto de i) y ii), z € V(e, f). Reciprocamente, si x € V (e, f) entonces e < z < f,
luegoa<e<zrx<f<b y c<e<zr<f<ddemodoquea<z<byc<zxz<den
consecuencia x € V(a,b) NV (c,d); por tanto x € V(e, f) CS1N Sy y asi S1 NSy € 7.

[ET3] Sea {A;}ic; una familia de elementos de 7y M = U;e;A;.  Tomemos un punto
arbitrario x € M = U,;c;A; entonces z € A;, para algin ig € I; como A;, estd en T,
existen a,b € K, con a < b tal que x € V(a,b) C A;, C U;esA;, entonces concluimos que

UserA; es abierto. O

Proposicion 3.2. Sea (K, <) un conjunto (parcialmente) ordenado. Entonces las sigui-

entes afirmaciones son equivalentes:

i) Todo subconjunto no vacio acotado superiormente tiene sup.

i1) Todo subconjunto no vacio acotado inferiormente tiene inf.

Demostracion.

(i) — (i7): Sea S C K, S # () y S acotado inferiormente; queremos ver que existe inf S.
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Definimos el conjunto C' como C := {z € K |  es cota inferior de S} dado que S es
acotado inferiormente, entonces C' # () y ademas para cualquier s € S, s serd una cota
superior de C, por tanto C es no vacio y acotado superiormente, luego por hipotesis,
debe existir ¢ = sup C. Veamos que ¢ = inf S. Para todo s € S, ya sabemos que s es
cota superior de C' y como ¢ = sup C entonces ¢ < s, por tanto ¢ es cota inferior de S.
Sea ahora t una cota inferior de S, es decir t € C', luego t < ¢ = sup C, de modo que ¢
es la maxima cota inferior de S, o sea ¢ = inf S.

(17) — (i): Sea S C K, S # () y S acotado superiormente. Queremos ver que existe sup .S.
Sea C' el conjunto definido por: C'= {x € K | x es cota superior de S}, C # 0 (pues
S es acotado superiormente) y cualquier s € S es cota inferior de C, luego C' es no vacio
y acotado inferiormente, entonces por hipotesis existe ¢ = inf C'. Veamos que ¢ = sup S.
Sea s € S, entonces es cota inferior de C', por tanto s < ¢, y asi ¢ es cota superior de S.
Sea t una cota superior de S, es decir ¢t € C' de modo que ¢ < ¢ (pues ¢ es cota inferior

de C), por tanto ¢ es la minima cota superior de S, o sea ¢ = sup S. [l

A continuacion presentamos las demostraciones de las proposiciones que aparecen en
[2], pero de una forma mas detallada, analizando los casos que alli no se consideran o
solo se mencionan y también corrigiendo errores de tipo “mecanografico”.  Ademas se
presentan dos versiones de la demostracion de la Proposicion 3.3 para el caso z < v,
utilizando la propiedad del infimo y sin necesidad de ello.

En lo que sigue K serd un conjunto totalmente ordenado, denso y sin elementos primero

y ultimo, y 7 sera la topologia de orden para K.

Proposicion 3.3. Si K cumple el axioma de completitud entonces (K, T) es conezxo.

Demostracion. F

F s F k S/_\(L K

]
| y ] I y ] T I ]

=supS

Figura 14a. Figura 140.



38

La conexidad y el axioma de completitud

Sean F' C K, F cerrado, F' # K y no vacio Debemos ver que F no es abierto con lo cual

(K, T) sera conexo. Sean x ¢ F, y € I, luego = # y. Consideramos dos casos:

[. Supongamos y < z (ver figura 14 b)

Sea S={te F|t<uz};S#0puesy €S, ademés S es acotado superiormente

porque x es una cota superior de S.  Sea z = sup S (existe por hipotesis ) entonces

y<z<axporquey €S, z=supS y x es una cota superior de S.

a)

Siy = z entonces z € F luego z € S, por tanto z es el maximo de S; si V(a, b)
es una vecindad que contiene a z veamos que V(a,b) € F, (con lo cual se

concluiria que F' no es abierto). Veamos los dos casos posibles:

LT~

) [ )
z x / \ z u } x
b a b
Figura 15. Figura 16.

e Si b > z entonces z € V(a,b) y x ¢ F entonces V(a,b) ¢ F.

e Si b < z entonces sea u € V(z,b) (aqui se usa la densidad de K) o sea
z <u<b<xentonces z < u < x de modo que u ¢ F (porque si fuese u € F
entonces u € S'y z < u, absurdo pues z = max.S). Como V(z,b) C V(a,b)
entonces u € V(a,b) y u ¢ F por lo tanto V(a,b) € F como queriamos ver;

entonces z € F' no es punto interior de F', por lo tanto F' no es abierto.

Si y # z entonces tendremos y < z < x;

sea z € V(a,b) = {x € K | a < x < b} entonces V(a,b) es una vecindad de
zya<z<b Comoz=supSya < zentonces a no es cota superior de
S, luego existe u € S tal que: a < u y tendriamos a < u < z < b entonces
u € V(a,b)NS, luego V(a,b)NS # 0y como S C F entonces V(a,b) N F # .
Asi, toda vecindad de z interseca a F, lo que significa que z € F = F, pues F
es cerrado, de modo que z € F. Ahora, como z = sup .S y x es cota superior

de S, entonces z < z, pero si fuese z = z se tendria que z ¢ F, por tanto
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z < x y se tendria entonces que z € S, es decir z es el maximo de S y este

caso ya se analizo.

Observacion 3.1. En la demostracion que aparece en [2], se argumenta la
existencia de un ¢ € K tal que a < ¢ < z < b. Sin embargo se observa que tal

elemento ¢ no es indispensable para esta parte de la demostracion.

Observacion 3.2. La segunda parte de la demostracion no se hace en [2]; aqui

presentamos dos formas de hacer la segunda parte de la prueba.

II. Ahora veamos el caso para el cual x < y.

F
F /_\
5 1 ® [ 51T 1 ®
L y ] z L oz oy | L ]
z=1inf S z=1inf S
Figura 17. Figura 18.

Sea S={te F|xz<t};S#0puesy €S, ademas S es acotado inferiormente
pues x es una cota inferior de S. Sea z = infS (existe por hipotesis) entonces

r<z<yporquey € S, z=inf Sy x es una cota inferior de 5.

a) Siy = z entonces z € F por tanto z € S, luego z = min S; ahora si V' (a,b) es
una vecindad de z, veamos que V(a,b) € F (con lo cual concluimos que F es

cerrado més no abierto). Veamos los dos casos posibles:

SP N
8
T~

)

Figura 19. Figura 20.

i) Sia < zentonces z € V(a,b) y por hipotesis z ¢ F, por tanto V(a,b) € F.

ii) Si a > x entonces, sea u € V(a, z) (existe por la densidad de K), luego
a < u < zyportanto z < u < z luego u ¢ F (porque si u € F

entonces u € Sy u < z, lo cual serfa un absurdo ya que z = min 5),
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como V(a, z) C V(a,b) entonces u € V(a,b) y u ¢ F, luego V(a,b) € F
como querfamos ver, luego z € F' no es punto interior de F' entonces F'

no es abierto.

b) Ahora, siy # z entonces z < z < y; sea V' (a, b) un abierto basico que contiene
a z, luego a < z < b, como z =inf S, b no es cota inferior de S, luego existe
u € S tal que a < z < u < b entonces u € V(a,b) NS, de modo que
V(a,b)NF # () (S C F) entonces z € F = F. Como z = inf S y x es cota
inferior de S entonces © < z y puesto que = ¢ F' entonces necesariamente

x < z de modo que z € Sy este caso ya se analizo.

A continuaciéon hacemos la segunda version de la segunda parte de la demostracion

anterior sin utilizar la propiedad del infimo, y que resulta mucho mas corta.

(IT). Ahora veamos el caso para el cual x < y. Queremos probar que F' no es abierto.
Por contradiccion, supongamos que F' es abierto, entonces F° es cerrado y se tiene
que x € F¢ y ¢ F°, F¢ # Ky F° # (), ademas = < y, entonces basta aplicar la
parte I con el cerrado F'° para concluir que F° no es abierto, lo que implica que F'

no es cerrado y esto contradice la escogencia de F. O

Proposicion 3.4. Si (K, 7) es conexo, entonces K cumple el azioma de completitud.

Demostracion. Sea S C K, S # (), S acotado superiormente; consideremos:
A={ue K|u escotasuperior de S};

A # (); pues S es acotado superiormente; tomemos A # K (ya que si A = K entonces
Vs1, 8o € S se tendria que si s; es cota superior de S entonces s, < s1, ¥ si $o es cota
superior de S entonces s; < s, luego s; = s9 lo que implica S = {s}, por tanto, en este
caso sup S = s). Si existe uy € S tal que ug € A, entonces ug = sup S.

Supongamos que ningn punto de S pertenece a A; sea B = A°, veamos que B es abierto:
en efecto, sea x € B; entonces x ¢ A, luego = no es cota superior de S entonces existe

y € S tal que x < y, como K es denso existe b € K tal que x < b < y. Como K no
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tiene primer elemento, existe a € K tal que a < z < b < y, luego = € V (a,b), y ademas,
si z € V(a,b) tenemos que a < z < b < y; luego z no es cota superior de S, o sea que
z ¢ A, luego z € B, de donde tenemos que V' (a,b) C B, o sea que x es punto interior de
B (pues existe V(a,b) tal que x € V(a,b) C B) luego B es abierto y por lo tanto A es
cerrado.

Como K es conexo, A no es abierto, luego existe uy € A tal que para toda vecindad V'
de ug se tiene que V' ¢ A, o sea uy no es punto interior de A. Si up = min A ya estaria
(ug = sup S). Si ug no es el minimo de A, sea v < ug y v € A. Como K no tiene ultimo
elemento existe b € K tal que uy < b; entonces para x € V(v,b) tenemos que v < z,
luego € A, y por lo tanto V(v,b) C Ay ug € V(v,b) lo que contradice que ug no es
punto interior de A.

Por lo tanto ug es el minimo de A, o sea que ug = sup S y por lo tanto K cumple el

axioma de completitud. O

De las Proposiciones 3.3 y 3.4 se obtiene inmediatamente que si K es totalmente orde-
nado, denso, sin minimo, ni maximo y con la topologia del orden, entonces el axioma de

completitud es equivalente a la conexidad, es decir:
Corolario 3.1. (K, <) cumple el axioma de completitud si, y sdlo si, (K,T) es conezo.

Ejemplo 3.1. Un claro ejemplo son los nimeros reales (R) ya que es un conjunto total-
mente ordenado, denso, sin elementos primero y ultimo. Es bien conocido que la topologia
usual de R es la misma topologia del orden usual de R y que R con este orden es com-
pleto, o, equivalentemente (segun el corolario anterior) que R con la topologia usual es

conexo.

Antes de presentar nuestro siguiente ejemplo, daremos la siguiente definicion.

Definicion 3.3. (Orden lexicografico). En R? definimos las relaciones “ < 7 y “ <7

como sigue:

» (a,b) < (c,d)siysolosi (a<c)V(a=c A b<d);
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» (a,b) < (¢,d) siysolosi(a,b) =(c,d) V (a,b) < (c,d).

Proposicién 3.5. (R?, <) es un conjunto totalmente ordenado, denso, no conexo y sin

elementos primero y ltimo.

Demostracion.

[. Veamos que “ <7 es un orden total, para ello debemos probar:

i) Reflexiva: para toda (a,b) € R? tenemos:
(a,b) < (a,b) <= (a,b) = (a,b) V (a,b) < (a,b). Claramente (a,b) = (a,b)
entonces (a,b) < (a,b).

ii) Antisimétrica: si [(a,b) < (¢,d)] A [(e,d) < (a,b)] debemos probar que
(a,b) = (¢,d). Tenemos:

[(a,0) < (¢,d) <= (a,b) = (¢,d) V (a,b) < (¢, d)] A [(¢,d) < (a,b)
<~ (¢,d) = (a,b) V (¢, d) < (a,b)].

Se presentan los siguientes casos:

a) (a,b) =(c,d) N (¢,d) = (a,b) = (a,b) = (¢,d) = (a,b) < (c,d).

b) (a,b) = (¢,d) A (¢,d) < (a,b) = (a,b) < (a,b)
— (a<a) V (a=b A b<b),locual es absurdo, luego este caso es
imposible.

c) (a,b) < (¢,d) N (¢,d) = (a,b) = (a,b) < (a,b) de nuevo este caso es
imposible.

d) [(a,b) < (e, d)] A [(e,d) < (a,b)] <= [(a<c) V (a=c Nb<d)]
A [le<a) V (e=a AN d<b).
Se presentan los siguientes subcasos:
1) a<c A c<a, absurdo.

2) (a<c) N (c=a) N (d<b)= (a<c) N (c=a), absurdo.
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3) (a=c¢c) N (b<d) N (c<a)= (a=c) N (c<a), absurdo.
4) (a=c) N (b<d) N (c=a) N (d<b) = (b<d) N (d<Db),
absurdo. Luego se concluye que la tnica posibilidad que se tiene es el
item a).
iii) Transitiva: (a,b) < (¢,d) A (c,d) < (e, f). Veamos que (a,b) < (e, f).

Tenemos los siguientes casos:

1) (a,b)=(c,d) N (c,d)=(e,f)=a=c ANb=d Nc=e Nd=f=
(a,b) < (e, f).
2) (a,b)=(c,d) N (c,d)<(e,f)=>a=c N b=d A

c<e V (c=e AN d<f).

Tenemos dos subcasos:

)(a@a=¢c) N (b=d) N (¢ <e) = a<e = (a,b) < (e,f)

3) (a,b) <(c,d) AN (c,d)=(e,f)=[a<cV(a=cANb<d)] A (c=¢e)A
(d = f) entonces:

)a<c ANcec=e Nd=f=a<e= (a,b) < (e,f) =

(a,0) < (e, f).
2) (a=c) N (b<d) N (c=e) N([d=f)=a=e Nb< [f=
(a,b) < (e, f) = (a,b) < (e, f). O

II. Veamos que (R? <) es un orden total: sean (a,b), (¢,d) € R?, como a,c € R =
a<coba=cobdc<a.
1) sia <c= (a,b) < (¢,d) = (a,b) < (c,d).
2) sia=c, tenemos: b<do6b=d o6 d<b:

a) sib<d=a=c AN b<d= (a,b) < (c,d) = (a,b) < (c,d).
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b) sib=d=a=c AN b=d= (a,b) =(c,d) = (a,b) < (c,d).
c)d<b= (c=a)AN(d<b) = (c,d) < (a,d) = (c,d) < (a,d).

3) si ¢ < a analogo a 1).

[I1. Ahora veamos que (R%) <) es un orden denso: sea (a,b) < (cd)

— (a<c) Via=c AN b<ad).

a) Sia<c existet:a<t<c (densidad de R). Entonces (a,b) < (t,b) < (c,d).

b) Sia = ¢ A b < d entonces sea t tal que b < t < d entonces
(a,b) < (a,t) < (c,d).

IV. Veamos que (R? <) no tiene primero ni tdltimo elemento. Si (a,b) fuese primer
elemento entonces (a,b) < (c,d) para todo (c,d) € R?, pero (a — 1,b) < (a,b) <
< (a+1,b), de modo que existiria un elemento mas pequeno que el primero, lo cual

es absurdo. Analogamente se prueba que ningin elemento es el ultimo elemento.

Miremos como son los abiertos basicos de (R?, <). Dados (a,b) < (¢, d), para determinar
el “intervalo”, V((a,b), (¢,d)) = {(x,y) € R? | (a,b) < (x,y) < (c¢,d)}, determinemos
en primer lugar los conjuntos ((a,b),—) y («,(¢,d)) (que se definiran enseguida) y

posteriormente la interseccion de ellos dos.

i) ((a,0),—=) = {(z,y) € R? | (a,b) < (z,9)} = {(z,y) € R? | a <z V
(a=zANb<y)}.

i) (« (e,d) = {(z,y) € R? | (z,y) < (e,d)} = {(z,y) € R® | 2 < ¢ V
(x=cAhy<d)}.

Ejemplo 3.2.
((1,2), =) = {(z,y) e R | (1,2) < (z,9)} = {(z,y) eR* |1 <zV(I=2 A 2<y)}
(Ver Figura 21).
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Figura 21.
Ejemplo 3.3.

(=3,2) ={(z,y) eR? | (z,y) < 3,2)} ={(x,y) eR* [z <3V (z =3 A y <2)}.
(Ver Figura 22).
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Figura 22.

Entonces los abiertos seran esencialmente de cuatro formas:(ver Figuras 23, 24, 25 y 26).
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Figura 24. Figura 25.

7

Figura 26.

Ahora tomemos por ejemplo A = {(x,y) | x > 1}. Como claramente A y A€, cada uno
se puede obtener como uniéon de abiertos como los de la figura 26 (“palitos" verticales
sin sus extremos), luego A es abierto y cerrado, A # () y A # R? De esta manera
(R% 7)) es no conexo y por tanto (por el Corolario 3.1) (R? <;.,) no satisface el axioma

de completitud.

AC

§A

N

Figura 27. Figura 28.

Las condiciones: orden total, sin elemento primero y tultimo son indispensables para

obtener efectivamente una topologia de K.
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Ahora veamos algunos ejemplos que ilustran como, si no se cumplen algunas de las

hipotesis, entonces el Corolario 3.1 puede “fallar”.

Ejemplo 3.4.
1) Sea K = (a,b] U [c,d) donde a,b,c,d € R, a < b < c < d con el orden usual de R

(ver Figura 29). Entonces (K, <) cumple las siguientes propiedades:

Es un orden total.

No tiene primero ni tultimo elemento.

No es denso (pues entre b y ¢ no hay elementos de K, es decir (b, c) = 0).

Satisface el axioma de completitud.

» No es conexo pues (a,b] = (a,c) es abierto no vacio y [¢,d) = (b,d) también es

abierto no vacio, K = (a,b] U [¢,d) y (a,b] N [c,d) = 0.

La tnica hipotesis que no se cumple es la densidad y el corolario falla (hay completitud

pero no conexidad).

1
1

a b c d

m

Figura 29.

2) Sea K = (a,b) U (b,c] donde a,b,c € R, a < b < ¢ con el orden usual de R (ver
Figura 30). Entonces (K, <) cumple:

1. Es un orden total.

2. No tiene primer elemento.

3. Si tiene ultimo elemento (es c¢).
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4. Es denso.

5. No satisface el axioma de completitud ((b— ¢, b) es acotado superiormente pero no

tiene supremo).

6. No es conexo.

Figura 30.

Las hipoétesis que no se cumplen son la del “Gltimo elemento y la conexidad” luego el
corolario falla (el espacio es disconexo y no completo).

También puede ocurrir que aunque no se cumpla alguna de las hipotesis, el conjunto sea
completo y conexo.

3) Sea K ={1,2,3,4,5} con el orden usual (ver Figura 31).

< = ({(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,4),(2,5), (3,5)})
= ({0,{2},{2,3},{2,3,4}, {3}, {3, 4}, {4}})
= {0, K,{2},{2,3},{2,3,4}, {3}, {3,4}, {4}, {2,4}}

Figura 31.
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1. Es un orden total.

2. Tiene primer elemento.

3. Tiene dltimo elemento.

4. No es denso.

5. Satisface el axioma de completitud.

6. Es conexo.

4) Sea K = (a,b] U {c} U (d,e) donde a,b,c,d,e € R, a <b<c<d<econ el orden
usual de R (ver Figura 32). Se tiene:

1. Es un orden total.

2. No tiene primer elemento.

3. No tiene ultimo elemento.

4. No es denso ((b,c) = 0).

5. Satisface el axioma de completitud.

6. No es conexo (K = (a,c) U (b,e)).

Figura 32.

En este dltimo ejemplo no se cumple la densidad y el espacio no es conexo, aunque
satisface el axioma de completitud, es decir, nuevamente se verifica (como en el Ejemplo
3.4) que la densidad es una condicién necesaria para que se cumpla la equivalencia

establecida en el Corolario 3.1.
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