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completeness in an ordered field K, doing an analysis of this propositions and adding
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Introducción

La forma más usada del axioma de completitud en los textos clásicos de análisis real, es

aquella en la que se afirma que todo subconjunto de R, no vacío y acotado superiormente,

admite supremo. Sin embargo existen al menos diez formas equivalentes de enunciar este

axioma, lo que quizá es un hecho poco conocido.

Varias de estas formas equivalentes tienen “nombre propio” como el Teorema de

Bolzano-Weiertrass, el Teorema del encaje de Cantor o el Teorema de Heine-Borel, entre

otros, pero en general no se hace énfasis en su equivalencia con el axioma de completitud.

En este trabajo de monografía se exhiben (con base en [1], [2] y [11]) algunas equiva-

lencias del axioma de completitud en un campo ordenado K. Además se presenta otra

equivalencia con la conexidad en el contexto de los conjuntos totalmente ordenados y

bajo algunas hipótesis adicionales relativas al orden.

El trabajo consta de tres capítulos. En el primero (Preliminares) el lector encontrará

fundamentación teórica básica para los siguientes capítulos.

En el segundo capítulo (Formas equivalentes del axioma de completitud), se presentan

nueve formas equivalentes del axioma de completitud en un campo ordenado K, ha-

ciendo un análisis de estas proposiciones y agregando detalles que no aparecen en las

demostraciones que se encuentran en [11] y [1].

Finalmente en el tercer capítulo (La conexidad y el axioma de completitud dependiendo

únicamente del orden), se prueba que la equivalencia entre el axioma de completitud y

la conexidad es independiente de las operaciones y solo depende del orden, agregando

i
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otras hipótesis relativas al orden como densidad y ausencia de elementos máximo y mí-

nimo. En el proceso del análisis del artículo [2], se corrigieron algunos errores de tipo

“mecanográfico”, se realizaron algunas demostraciones que allí no aparecen y se ilustran

los resultados con diversos ejemplos.



Capítulo 1

PRELIMINARES

En este capítulo se recopilan los conceptos y resultados que se usarán en los siguientes

capítulos. Estos conceptos teóricos se han clasificados en tres secciones: la correspondiente

a la teoría de orden en un conjunto, una segunda sección donde se resumen los aspectos

más importantes del axioma de completitud y algunas propiedades derivadas de este

axioma, y finalmente aparecen algunas nociones básicas de la topología.

1.1. Relaciones de orden en un conjunto

Definición 1.1 (Relación binaria). Sean K y F dos conjuntos, una relación binaria

de K en F es un subconjunto R de K × F. Si la pareja (x, y) está en R se escribe xRy.

Si K = F entonces se dice que R es una relación en K.

Definición 1.2. El conjunto de las parejas (x, y) tales que xRy, es un subconjunto de

K × F, y se llama grafo de la relación R.

1



1. PRELIMINARES 2

Definición 1.3 (Relaciones reflexivas). Una relación binaria definida en un conjunto

es reflexiva, si cualquiera que sea el elemento x del conjunto, la pareja (x, x) verifica la

relación.

Simbólicamente: sea K un conjunto y R una relación en K, entonces R es reflexiva si y

sólo si: (∀x ∈ K)(xRx).

Ejemplo 1.1.

(a) Sea K = N y R la relación en K, “x = y”, entonces R es reflexiva.

(b) Sea K = N y R la relación “tiene por cuadrado a". R no es reflexiva porque las

únicas parejas de la forma (x, x) son (0, 0) y (1, 1).

Definición 1.4 (Relaciones simétricas). Una relación binaria definida en un conjunto

K es simétrica, si cualquiera que sea la pareja (x, y) que verifica la relación, se tiene

que la pareja (y, x) también la verifica.

Simbólicamente: sea K un conjunto y R una relación en K, entonces R es simétrica si y

sólo si:

(∀x, y ∈ K)(xRy ⇒ yRx).

Ejemplo 1.2.

(a) En R la relación “x = y", es simétrica.

(b) En R la relación “ser el doble de", no es simétrica por que la pareja (6, 3) la verifica,

pero (3, 6) no.

Definición 1.5 (Relaciones transitivas). Una relación binaria definida en un conjunto

es transitiva, si cualquiera que sean las parejas (x, y) y (y, z) que verifican la relación,

entonces la pareja (x, z) también la verifica.

Simbólicamente: sea K un conjunto y R una relación en K, entonces R es transitiva si

y sólo si:

(∀x, y, z ∈ K)(xRy ∧ yRz ⇒ xRz).
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Ejemplo 1.3.

(a) Si X es un conjunto, la relación “ser subconjunto”, es transitiva en P(X).

(b) Si X es un conjunto, la relación “ =” es transitiva en X.

(c) En N la relación “ < ” es transitiva.

Definición 1.6 (Relaciones antisimétricas). Una relación binaria definida en un con-

junto es antisimétrica, si cada vez que una pareja (x, y) y su transpuesta (y, x) verifican

simultáneamente la relación, entonces x = y. Simbólicamente: sea K un conjunto y R

una relación en K, entonces R es antisimétrica si y sólo si:

(∀x, y ∈ A)(xRy ∧ yRx ⇒ x = y).

Ejemplo 1.4.

(a) En N la relación “divide a” es antisimétrica.

(b) Si X es un conjunto, entonces en P(X) la relaciones de contenencia e igualdad son

antisimétricas.

Definición 1.7 (Relación de equivalencia). Una relación binaria definida en un

conjunto K 6= ∅ es una relación de equivalencia, si es reflexiva, simétrica y transitiva.

Ejemplo 1.5.

(a) En todo conjunto no vacío, la igualdad entre los elementos del conjunto es una

relación de equivalencia.

(b) La relación de paralelismo (‖) es una relación de equivalencia en el conjunto de rectas

en el plano.

Relaciones de orden en un conjunto

La definición de orden formaliza las nociones de prioridad, anterioridad, superioridad,

etc.
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Axioma 1.1 (Axioma del buen orden). Todo subconjunto no vacio de N tiene un

primer elemento.

Definición 1.8. Una relación binaria definida en un conjunto K 6= ∅ es una relación de

preorden, si es reflexiva y transitiva.

En particular se tiene que toda relación de equivalencia es una relación de preorden.

Definición 1.9. Un conjunto en el cual se ha definido una relación binaria de preorden

se llama preordenado por dicha relación.

Una relación tiene dos tipos de repesentaciones: cartesiana (figura 1 y 3) y mediante un

grafo (figura 2 y 4).

Ejemplo 1.6. Las relaciones cuyos grafos están dados por las figuras 1, 2, 3 y 4 definen

relaciones antisimétricas.
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Definición 1.10. Una relación binaria definida en un conjunto K es una relación de

orden en K, cuando la relación es reflexiva, transitiva y antisimétrica; se representa por

x ¹ y. Además, si ¹ es un orden en K, se puede defir ≺ por:

∀x, y ∈ K, x ≺ y si y sólo si (x ¹ y ∧ x 6= y).

Un conjunto dotado de una relación de orden se llama conjunto ordenado.

Dada una relación de orden ≺, se puede definir otra relación de orden que se llama la

opuesta y se representa por ≻, de la siguiente manera: x ≺ y si, y sólo si, y ≻ x.

Definición 1.11. Sea K un conjunto dotado de una relación de orden ≺. Se dice que

dos elementos x y y de K son comparables por medio de dicha relación si se tiene

que x ≺ y ó y ≺ x.

Definición 1.12. Se dice que una relación de orden sobre un conjunto K es una relación

de orden total, si dos elementos cualesquiera de K son comparables por esa relación.

En tal caso se dice que K está totalmente ordenado.

Ejemplo 1.7.
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(a) En los números racionales, se tiene que la relación ≤ determina un conjunto total-

mente ordenado.

(b) En N se tiene que la relación “divide a” no constituye un orden total. Por ejemplo,

2 y 5 no son comparables.

Ejemplo 1.8. La representación cartesiana de la figura 5 y el grafo de la figura 6 son

totalmente ordenados.
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Ejemplo 1.9. la representación cartesiana de las figuras 7 y 9 y los grafos de las figuras

8 y 10 son parcialmente ordenados.

0

1

2

3

4

5

6

7

8

K
K

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

9

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

1

2

5

4

3

Figura 7

6

Figura 8



1.2. El axioma de completitud 7

0

1

2

3

4

K

K

0 1 2 3 4

b

b

b

b

2

Figura 9

4 1

3

Figura 10

Definición 1.13. Sea K un conjunto no vacío y ¹ es un orden total sobre K. Dados dos

elementos a y b en K, existen cuatro subconjuntos de K que se denominan intervalos

determinados por a y b. Son los siguientes:

1. (a, b) = {x ∈ K | a ≺ x ≺ b};

2. [a, b) = {x ∈ K | a ¹ x ≺ b};

3. (a, b] = {x ∈ K | a ≺ x ¹ b};

4. [a, b] = {x ∈ K | a ¹ x ¹ b}.

1.2. El axioma de completitud

Definición 1.14. Un conjunto no vacío de elementos de K se dice que forma un grupo

si en K está definida una operación binaria llamada producto denotada por (·) tal que:

1) a, b ∈ K implica que a · b ∈ K (ley clausurativa).

2) a, b, c ∈ K implica que a · (b · c) = (a · b) · c (ley asociativa).
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3) Existe un elemento e ∈ K tal que a · e = e ·a = a ∀a ∈ K (existencia de un elemento

identidad en K).

4) Para todo a ∈ K existe un elemento a−1 ∈ K tal que a · a−1 = a−1 · a = e (existencia

de inversos en K).

Definición 1.15. Un grupo K se dice que es abeliano (o conmutativo) si para

cualesquiera a, b ∈ k se tiene: a · b = b · a.

Definición 1.16. Un conjunto no vacío K se dice que es un anillo asociativo si en K

están definidas dos operaciones, denotadas por “+” y “·” respectivamente tales que para

cualesquiera a, b, c ∈ K:

1) a + b está en K.

2) a + b = b + a.

3) (a + b) + c = a + (b + c).

4) Hay un elemento 0 en K tal que a + 0 = a (para todo a ∈ K).

5) Existe un elemento −a ∈ K tal que a + (−a) = 0.

6) a · b está en K.

7) a · (b · c) = (a · b) · c.

8) a · (b + c) = a · b + a · c y (b + c) · a = b · a + c · a (las dos leyes distributivas).

Definición 1.17. Sea (K, +, ·) un anillo. Diremos que (K, +, ·) es un cuerpo si para

todo a ∈ K con a 6= 0, existe a−1 tal que a · a−1 = a−1 · a = 1, y diremos que (K, +, ·)

es un campo si es un cuerpo y la multiplicación es conmutativa.

Proposición 1.1. Sea K un campo. Entonces las siguientes condiciones 1 y 2 son

equivalentes:

1. Existe P ⊆ K que cumple las siguientes propiedades:
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i) Dado x ∈ K se tiene que x ∈ P o x = 0 o −x ∈ P , estas tres posibilidades son

mutuamente excluyentes. En otras palabras, K es la unión disyunta de P, {0}, y

−P, donde −P = {−x | x ∈ P}.

ii) Si x, y ∈ P entonces x + y ∈ P y x · y ∈ P.

2. Existe el orden total en K ≤, tal que para todo a, b, c ∈ K, a ≤ b implica:

(α) a + c ≤ b + c.

(β) ac ≤ bc si c ≥ 0.

(γ) bc ≤ ac si c ≤ 0.

Demostración.

1 =⇒ 2) Definamos en K: a ≤ b ⇐⇒ a = b ∨ b − a ∈ P. Veamos que ≤ es un orden.

Reflexiva: si a ∈ K es claro que a = a =⇒ a ≤ a.

Antisimétrica: si a ≤ b y b ≤ a entonces (a = b ∨ b − a ∈ P ) ∧ (b = a ∨ a − b ∈ P ).

• Si a = b y b = a entonces a = b.

• Si a = b y a − b ∈ P =⇒ a − b = 0 y a − b ∈ P lo que contradice i) luego este caso

no es posible.

• Si b − a ∈ P y b = a, análogo al caso anterior.

• Si b− a ∈ P y a− b ∈ P =⇒ b− a ∈ P y −(b− a) ∈ P nuevamente se contradice i),

luego este caso tampoco es posible.

Transitiva: si a ≤ b y b ≤ c =⇒ (a = b ∨ b − a ∈ P ) ∧ (b = c ∨ c − b ∈ P ).

• Si a = b y b = c =⇒ a = c =⇒ a ≤ c.

• Si a = b y c − b ∈ P =⇒ c − b = c − a =⇒ c − a ∈ P =⇒ a ≤ c.

• Si b − a ∈ P y b = c =⇒ b − a = c − a ∈ P =⇒ a ≤ c.

• Si b−a ∈ P y c−b ∈ P =⇒ (b−a)+(c−b) ∈ P (por ii)) entonces c−a ∈ P =⇒ a ≤ c.

Ahora veamos que ≤ es un orden total.

Sean a, b ∈ K. Como a− b ∈ K, usando i) se debe tener que a− b ∈ P, o a− b = 0, o
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−(a − b) ∈ P :

• Si a − b ∈ P entonces b ≤ a.

• Si a − b = 0 entonces a = b luego b ≤ a.

• Si −(a − b) ∈ P entonces b − a ∈ P de modo que a ≤ b.

Supongamos ahora a ≤ b =⇒ a = b ∨ b − a ∈ P.

Si a = b =⇒ a + c = b + c =⇒ a + c ≤ b + c y se cumple (α).

Sea c ≥ 0, como a = b =⇒ ac = bc =⇒ ac ≤ bc y se cumple (β).

Sea c ≤ 0, como a = b =⇒ ac = bc =⇒ bc ≤ ac y se cumple (γ).

Si b − a ∈ P =⇒ (b + c) − (a + c) = b + c − a − c = b − a ∈ P =⇒ a + c ≤ b + c.

Sea c ≥ 0 ⇔ 0 ≤ c =⇒ c = 0 o c − 0 = c ∈ P .

Si c = 0 =⇒ c(b − a) = 0 =⇒ bc − ac = 0 =⇒ bc = ac =⇒ ac ≤ bc.

Si c ∈ P =⇒ c(b − a) ∈ P (por (ii)) =⇒ (bc − ac) ∈ P =⇒ ac ≤ bc.

Sea c ≤ 0 =⇒ c = 0 o 0 − c = −c ∈ P .

Si c = 0 =⇒ c(b − a) = 0 =⇒ bc = ac =⇒ bc ≤ ac.

Si −c ∈ P =⇒ (−c)(b−a) ∈ P (por (ii)) =⇒ (−bc+ac) ∈ P =⇒ (ac− bc) ∈ P =⇒

bc ≤ ac. Y se cumple (γ).

Ahora demostremos que 2 =⇒ 1). Sea:

P =: {x ∈ K | 0 ≤ x, ∧, x 6= 0} = {x ∈ K | 0 < x},

claramente P ⊆ K. Veamos que P cumple las propiedades i) y ii).

i) Sea x ∈ K, como ≤ es un orden total, entonces x ≤ 0 o 0 ≤ x

• Si x ≤ 0 entonces usando (α) se tiene que x + (−x) ≤ 0 + (−x) luego 0 ≤ −x

entonces 0 = −x o 0 < −x. Si 0 = −x entonces x + 0 = x + (−x) =⇒ x = 0, y si

0 < −x =⇒ −x ∈ P.

• Si 0 ≤ x entonces 0 = x o 0 < x, es decir x = 0 ∨ x ∈ P.

Ahora veamos que las tres posibilidades x ∈ P, x = 0 y −x ∈ P, son mutuamente

excluyentes.

Supongamos que x ∈ P y x = 0 entonces 0 < x y x = 0 y se tiene que x 6= 0 y x = 0 lo
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cual es absurdo.

Supongamos ahora que x ∈ P y que −x ∈ P, entonces 0 < x y 0 < −x entonces 0 ≤ x y

0 ≤ −x, luego por (α) se tiene que x + 0 ≤ x + (−x) luego 0 ≤ x y x ≤ 0, y por ser ≤

antisimétrica se tiene que x = 0, pero 0 < x implica 0 6= x.

Finalmente supongamos que x = 0 y que −x ∈ P, entonces x = 0 y x < 0 de modo que

x = 0 y x 6= 0 lo cual es absurdo.

ii) Sean x, y ∈ P, veamos que x + y ∈ P y que xy ∈ P. Tenemos que 0 < x y que 0 < y

entonces 0 ≤ x y por tanto de (α) se sigue que 0 + y ≤ x + y entonces y ≤ x + y y 0 ≤ y

luego 0 ≤ x+ y. Si fuera 0 = x+ y se tendría que y = −x y por tanto 0 < −x y 0 < x, lo

cual, como ya se vio en i) es imposible. Luego se tiene que 0 < x + y y por consiguiente

x + y ∈ P.

Por otro lado, 0 ≤ x y 0 ≤ y entonces 0 · y ≤ x · y por tanto 0 ≤ x · y. Si fuera 0 = x · y

entonces como K es campo se tiene que x = 0 o y = 0, lo que contradice que 0 < x y

0 < y. Así, 0 < x · y, en consecuencia x · y ∈ P .

Definición 1.18. Sea K un campo. Diremos que K es un campo ordenado si, y sólo

si, K cumple alguna de las afirmaciones (1 o 2) de la proposición anterior.

Proposición 1.2. Si K es un campo ordenado entonces para cualesquiera a, b ∈ K con

a 6= b, se tiene que a < b ó b < a, y estas dos posibilidades son mutuamente excluyentes.

Demostración. Sabemos que al definir P =: {x ∈ K | 0 < x} entonces para cualquier

y ∈ K se tiene que y ∈ P o y = 0 o −y ∈ P y estas tres posibilidades son mutuamente

excluyentes. Consideremos entonces b − a ∈ K, como a 6= b entonces b − a 6= 0, luego

b − a ∈ P ó −(b − a) ∈ P , por tanto 0 < b − a ó 0 < a − b, luego a < b ó b < a.

Proposición 1.3. Sean K un campo ordenado y a ∈ K. Si 0 < a entonces −a < 0.

Demostración. Si 0 < a =⇒ 0 ≤ a =⇒ 0 + (−a) ≤ a + (−a) =⇒ −a ≤ 0 =⇒

−a = 0 ∨ −a < 0. Si −a = 0 =⇒ a = 0 lo cual contradice la hipótesis, así −a < 0.
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Corolario 1.1. El conjunto de los números complejos C no es un campo ordenado.

Demostración. Supongamos que C es un campo ordenado y consideremos i, 0 ∈ C.

Claramente i 6= 0 =⇒ i < 0 ó 0 < i (Proposición 1.2);

Si i < 0 =⇒ i ≤ 0 =⇒ i · i ≥ 0 · i =⇒ i2 ≥ 0 =⇒ −1 ≥ 0 =⇒ −1 > 0 =⇒

0 > 1 =⇒ 0 · i < i · 1 =⇒ 0 < i. Lo cual contradice la Proposición 1.2.

Si 0 < i =⇒ 0·i < i·i =⇒ 0 < i2 =⇒ 0 < −1 =⇒ 1 < 0 =⇒ i·1 < 0·i =⇒ i < 0.

Lo cual contradice nuevamente la Proposición 1.2.

La estructura de orden nos permite definir en K el valor absoluto en la forma usual y

en consecuencia conceptos topológicos tales como “conjuntos abiertos", “conjuntos cerra-

dos", “conjuntos compactos", “puntos de acumulación", “convergencia de sucesiones",

etcetera. como se verá en la sección 1.3.

Definición 1.19. Sea K un campo. Se define la característica de K, como el me-

nor entero positivo n tal que n · 1 = 0. Si tal entero no existe, se dice que K es de

característica cero.

Proposición 1.4. Si K es un campo ordenado, entonces K es de característica cero.

Demostración. Como 0 6= 1 entonces 0 < 1, ó 1 < 0. Si fuese 1 < 0 entonces 0 ·1 < 1 ·1

de donde 0 < 1 lo cual contradice la Proposición 1.2. Así, se tiene que 0 < 1 entonces

0 + 1 < 1 + 1 =⇒ 1 < 1 + 1 =⇒ 1 + 1 < 1 + 1 + 1 =⇒ 1 + 1 + 1 < 1 + 1 + 1 + 1, y

así sucesivamente, de esta forma obtenemos: 0 < 1 < 1 + 1 < 1 + 1 + 1 < . . ., luego para

todo n ∈ Z+ se tiene que n · 1 6= 0 lo cual implica que K es de característica cero.

Corolario 1.2. Sea K un campo ordenado. Entonces K contiene un subconjunto iso-

morfo al conjunto de los números naturales N (y por tanto K es infinito).

Demostración. Sea K un campo ordenado y sea f : N −→ K definida por f(n) =:

n · 1 = 1 + 1 + · · · + 1
︸ ︷︷ ︸

n−veces

para toda n ∈ N.
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Veamos que f es uno a uno: si f(n) = f(m) entonces n · 1 = m · 1 (podemos asumir sin

pérdida de generalidad que n ≥ m), entonces n · 1 − m · 1 = 0 de donde (n − m) · 1 = 0

y puesto que K es de característica cero (Proposición 1.4), entonces se debe tener que

n − m = 0, luego n = m. De esta forma tenemos que f(N) es un subconjunto de K,

isomorfo (equipotente) a N.

De manera más informal, se puede decir que K contiene una “copia" de N. Identificando

f(n) = n · 1 con n, notaremos, como es usual, 1

n
el inverso de n en K y m

n
el producto

entre m y 1

n
en K.

Corolario 1.3. Todo campo ordenado contiene a Q.

Demostración. En efecto por el Corolario 1.2 tenemos que N ⊆ K, entonces Z ⊆ K

ya que si n ∈ K entonces −n ∈ K.

Si m ∈ Z∗ entonces m ∈ K, por tanto 1

m
∈ K, entonces n

m
= n · 1

m
∈ K entonces

Q ⊆ K.

Corolario 1.4. Si p es primo, Zp no es un campo ordenado.

Demostración. Si Zp fuera un campo ordenado debería contener una copia de los

naturales (Corolario 1.2), pero Zp es finito, luego Zp no es un campo ordenado.

Definición 1.20. Sea (K,≤) un conjunto parcialmente ordenado y A un subconjunto

de K. Una cota inferior de A es cualquier elemento x de K tal que para todo a ∈ A

se cumple que x ≤ a. Si existen cotas inferiores de A se dice que A está acotado

inferiormente. Análogamente, una cota superior de A es cualquier elemento x de K

tal que para todo a ∈ A se cumple que a ≤ x. Si existen cotas superiores de A se dice

que A está acotado superiormente.

Definición 1.21. Sea (K,≤) un conjunto parcialmente ordenado y A un subconjunto

de K.
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i) Si A está acotado por arriba, entonces se dice que una cota superior u es el supremo

(o miníma cota suprior) de A si ningún número menor que u es cota superior de

A y se denota sup A.

ii) Si A está acotado por abajo, entonces se dice que una cota inferior v es el ínfimo

(o máxima cota inferior) de A si ningún número mayor que v es cota inferior de A

y se denota inf A.

Definición 1.22. Sea (K,≤) un conjunto parcialmente ordenado y A un subconjunto

de K, un elemento a de A se dice mínimo en A y se escribe a = mı́n A, si a ≤ x

para cualquier x ∈ A. Simbólicamente a = mı́n A si y sólo si (a ∈ A) ∧ (∀x ∈ A :

a ≤ x). Análogamente se dice que a es máximo en A y se escribe a = máx A si

x ≤ a para cualquier elemento x ∈ A. Simbólicamente a = máx A si y sólo si (a ∈ A)

y (∀x ∈ A : x ≤ a).

Si existe el mínimo de un conjunto K, es único al igual que el máximo.

Ahora enunciamos el axioma de completitud en un conjunto K ordenado que en la

mayoría de los libros de análisis real aparece como axioma de completitud de R y es por

ello que se dice que R es un campo ordenado:

Axioma 1.2 (Axioma de completitud). Si K es un conjunto ordenado y A es un sub-

conjunto de K no vacío acotado superiormente, entonces el conjunto de cotas superiores

de A posee mínimo.

Lema 1.1. Sea K un campo totalmente ordenado y S ⊆ K. Si S posee un mínimo m,

entonces S− = {x ∈ K | −x ∈ S} posee máximo; más aún, máx S− = −m.

La demostración de estas y otras propiedades se encuentran en [7].

Teorema 1.1. Sea K un conjunto totalmente ordenado que satisface el axioma de com-

pletitud y A ⊆ K. Si A esta acotado inferiormente, entonces el conjunto de sus cotas

inferiores posee necesariamente un máximo.
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Teorema 1.2. (Propiedad de aproximación). Sea K un conjunto totalmente ordenado y

S un subconjunto de K no vacío que posee supremo b. Entonces, para todo x ≺ b existe

un y ∈ S tal que x < y ≤ b.

Teorema 1.3. Para todo n ∈ N, el conjunto Nn = {mn | m ∈ N} está bien ordenado

por la relación “ < ”.

Teorema 1.4. Z no es acotado.

Definición 1.23. Sea K un campo ordenado y x ∈ K. Se define el valor absoluto

de x, notado |x| como sigue:

|x| =:







x si x ≥ 0.

−x si x < 0.

Teorema 1.5. Si K un campo ordenado y x ∈ K entonces:

|x| ≤ a ⇔ −a ≤ x ≤ a.

La demostración aparece en [3].

Definición 1.24. Una sucesión en un conjunto K es una función cuyo dominio es el

conjunto de los números naturales y cuyo codominio esta contenido en K.

Para una sucesión x : N → K, es común denotar la imagen de n ∈ N por xn en lugar

de x(n), y este valor suele llamarse el término n-ésimo de la sucesión. Además la

sucesión x se denota x = (xn).

Definición 1.25. Sea x = (xn)n∈N una sucesión de elementos de K. Se dice que x es

creciente si para cualesquiera n y m en N con n < m se tiene que xn ≤ xm. Si xn ≥ xm,

se dice que x es decreciente. Se dice que X es monótona si es creciente ó decreciente.

Definición 1.26. Sea K un campo ordenado y (xn)n∈N una sucesión en K. Diremos que

la sucesión (xn)n es convergente en K si existe un x ∈ K tal que para todo ε > 0 existe

N ∈ N tal que |xn − x| < ε, para todo n ∈ N con n ≥ N.
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Definición 1.27. Sea K un campo ordenado y (xn)n∈N una sucesión en K. Diremos

que la sucesión (xn)n∈N es de Cauchy si para todo ε > 0 existe un N ∈ N, tal que, si

m,n ≥ N entonces

|xn − xm| < ε.

1.3. Topología

En esta sección se precisan algunas nociones básicas de topología, que se usaran más

adelante.

Definición 1.28. Sea K un conjunto no vacío, Una topología sobre el conjunto K

es una colección τ de subconjuntos de K, llamados conjuntos abiertos, los cuales

satisfacen las siguientes propiedades:

1. ∅ ∈ τ y K ∈ τ.

2. Si A ∈ τ y B ∈ τ entonces A ∩ B ∈ τ.

3. Si {Ai}i∈I es una familia de elementos de τ , entonces
⋃

i∈I Ai ∈ τ.

En este caso a la pareja (K, τ) se le llama espacio topológico.

Ejemplo 1.10. En todo conjunto no vacío K siempre es posible definir al menos dos

topologías sobre K. La primera es el conjunto {∅, K} la cual es llamada topología

grosera o trivial y la segunda, P(K) la cual es llamada topología discreta.

Definición 1.29. Sea (K, τ) un espacio topológico y F ⊆ K. Diremos que F es cerrado

si, y sólo si, su complemento F c es abierto.

Definición 1.30. Sea (K, τ) un espacio topológico, diremos que K es disconexo o no

conexo si existen dos abiertos disjuntos no vacíos, cuya unión es todo K. Es decir, si

∃ A,B ∈ τ : A ∩ B = ∅ con A 6= ∅, y B 6= ∅, A ∪ B = K.
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En tal caso el conjunto {A,B} es una disconexión de K. Si no existe una disconexión

de K, se dice que K es conexo.

Proposición 1.5. Sea (K, τ) un espacio topológico, entonces K es conexo si, y sólo si,

los únicos conjuntos de K que son abiertos y cerrados simultáneamente son ∅ y K.

Demostración. Supongamos que U es un subconjunto propio no vacío de K que es a la

vez abierto y cerrado, entonces su complemento V = K −U es también un subconjunto

propio no vacío y abierto en K, además U ∪ V = K luego U y V constituyen una

disconexión de K, contradiciendo el hecho de que K es conexo.

Recíprocamente si U y V forman una disconexión de K, entonces U y V = K − U son

abiertos, luego K − V es cerrado, pero K − V = U y por tanto U es un subconjunto

propio de K que es a la vez abierto y cerrado en K.

Definición 1.31. Sea (K, τ) un espacio topológico. Una colección A = {Aα}α∈∆ de

subconjuntos de K se dice que recubre a K o que es un recubrimiento de K, si la

unión de los elementos de A coincide con K; es decir, si K =
⋃

α∈∆
Aα. Se dice que A es

un recubrimiento abierto de K si es un recubrimiento de K formado por subconjuntos

abiertos de K.

Definición 1.32. Un espacio topológico (K, τ) se dice que es compacto si de cada

recubrimiento abierto A de K se puede extraer una subcolección finita

A
′ = {Aα1

,Aα2
, . . . ,Aαn

}

que también recubre a K.

Definición 1.33. Sean K un campo totalmente ordenado, a ∈ K y ε > 0. Se define la

bola de centro a y radio ε, notada y definida por Bε(a) =: {x ∈ K | |x − a| < ε}. El

conjunto Bε(a) − {a} se denomina bola perforada y se nota B◦
ε (a).

Dado un campo totalmente ordenado K, es posible demostrar que la familia de subcon-

juntos de K que son uniones de bolas constituye una topología sobre K.
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Definición 1.34. Sean K un campo totalmente ordenado, S ⊆ K, y x ∈ K. Se dice que

x es un punto interior de S, si existe una bola con centro en x totalmente contenida

en S. El conjunto de los puntos interiores de S se denomina interior de S y se denota

int(S) o S◦.Simbólicamente se tiene:

x ∈ int(S) ⇔ ∃ε > 0 : Bε(x) ⊆ S.

Definición 1.35. Sean K un campo totalmente ordenado, S ⊆ K y x ∈ K. Se dice que

x es un punto de adherencia de S, si toda bola con centro en x contiene puntos de

S. El conjunto de los puntos de adherencia de S se denomina adherencia, clausura o

cerradura de S y se denota S. Simbólicamente se tiene:

x ∈ S ⇔ ∀ε > 0 : Bε(x) ∩ S 6= ∅.

Una consecuencia inmediata de las definiciones de interior y adherencia de un conjunto

es que S◦ ⊆ S ⊆ S.

Definición 1.36. Sean K un campo totalmente ordenado, S ⊆ K y x ∈ K. Se dice que

x es un punto de acumulación en S, si toda bola perforada con centro en x contiene

puntos de S El conjunto de los puntos de acumulación de S se denomina derivado de

S y se denota S ′. Simbólicamente se tiene:

x ∈ S ′ ⇔ ∀ε > 0 : B◦
ε (x) ∩ S 6= ∅.

Teorema 1.6. Sean K un campo totalmente ordenado, S ⊆ K y x ∈ K. Entonces x es

un punto de acumulación de S si, y sólo si, toda bola perforada con centro en x contiene

una cantidad infinita de puntos de S. Simbólicamente:

x ∈ S ′ ⇔ ∀ε > 0 : |B◦
ε (x) ∩ S| ≥ ℵ0.

Demostración.

⇒) Supongamos que |B◦
ε (x) ∩ S| < ℵ0, es decir, B◦

ε (x) ∩ S = {x1, x2, . . . , xn}. Ahora

tomemos ε = min{|x − x1|, |x − x2|, . . . , |x − xn|}, ε > 0 ya que para todo δ > 0 se
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tiene que x /∈ B◦
δ (x) y en consecuencia se tendrá que B◦

ε (x)∩S = ∅ lo cual contradice la

hipótesis y por consiguiente se concluye que |B◦
ε (x) ∩ S| ≥ ℵ0.

⇐) Es inmediato: para todo ǫ > 0 se tiene que #B◦
ε (x)∩S ≥ ℵ0 entonces B◦

ε (x)∩S 6= ∅

luego x ∈ S ′.

En el siguiente teorema se da una caracterización de los abiertos de un espacio topológico.

Teorema 1.7. Sean K un campo totalmente ordenado, S ⊆ K. Entonces S es abierto

si, y sólo si, todos sus puntos son interiores, es decir si, y sólo si, S ⊆ S◦.

Como ya se tiene que S◦ ⊆ S, el teorema anterior equivale a decir que un conjunto es

abierto si coincide con su interior.

Teorema 1.8. Sean K un campo totalmente ordenado, S ⊆ K. Entonces S es cerrado

si, y sólo si, contiene a todos sus puntos adherentes, es decir si, y sólo si S ⊆ S.

Como ya se tiene que S ⊆ S, el teorema anterior equivale a decir que un conjunto es

cerrado si coincide con su adherencia.

La demostración del siguiente teorema se encuentran en [7].

Teorema 1.9. La intersección arbitraria de una colección de conjuntos cerrados

es cerrada.



Capítulo 2

FORMAS EQUIVALENTES DEL

AXIOMA DE COMPLETITUD

En el capítulo anterior se presentó, la forma quizá la usada del axioma de completitud

para un conjunto ordenado (Axioma 1.2). En el presente capítulo se considera un cam-

po ordenado K y se presentan en forma sistemática ocho axiomas equivalentes al de

completitud. Antes se deben definir algunos conceptos.

Definición 2.1. Sea K un campo ordenado. Diremos que una pareja (A,B) de subcon-

juntos no vacíos de K es una cortadura de K si:

1. A < B ( esto es, a < b para todo a ∈ A y todo b ∈ B).

2. A ∪ B = K.

Definición 2.2. Un campo ordenado K se dice algebraicamente completo si

no existe una extensión propia de K a otro campo ordenado donde K sea den-

so. Es decir no existe un campo ordenado F tal que K Ã F y tal que

(∀x, y ∈ F )(∃z ∈ K)(x < z < y).

La siguiente proposición es la central del presente capítulo.

20
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Definición 2.3. Sea K un campo ordendo. Diremos que K es arquimediano si para

cada x ∈ K con x > 0, existe un número natural n tal que x < n.

Proposición 2.1. Sea K un campo ordenado. Entonces los siguientes enunciados son

equivalentes:

1. Todo subconjunto de K no vacío y acotado superiormente posee extremo superior

en K (axioma de completitud).

2. Toda sucesión creciente y acotada superiormente converge en K (teorema de

Weierstrass).

3. Todo subconjunto infinito y acotado de K, tiene por lo menos un punto de acumu-

lación en K (teorema de Bolzano Weierstrass).

4. Dada una sucesión decreciente de subconjuntos no vacíos cerrados y acotados de

K, la intersección es no vacía (teorema del encaje de Cantor).

5. Todo subconjunto cerrado y acotado de K, es compacto (teorema de Heine-Borel).

6. Si (A,B) es una cortadura de K, entonces A tiene máximo o B tiene mínimo.

7. K es arquimediano y toda sucesión de Cauchy converge en K.

8. K es arquimediano y algebraicamente completo.

La demostración de la Proposición anterior se deja para más adelante. El axioma de

completitud implica las siguientes tres propiedades las cuales a su vez son equivalentes

entre sí.

Proposición 2.2. Sea K un campo ordenado completo. Entonces los siguientes enun-

ciados son equivalentes:

a) Q es denso en K; es decir, para todo x, y ∈ K con x < y, existe q ∈ Q tal que

x < q < y.



22 Formas equivalentes del axioma de completitud

b) K es arquimediano.

c) ĺımn→∞
1

n
= 0 (en K) es decir; dado ǫ > 0, existe N0 ∈ N tal que

∣
∣ 1

n
− 0

∣
∣ < ǫ, si

n > N0 (obsérvese que ǫ es cualquier elemento positivo de K).

Demostración.

a) ⇒ b). Sea x ∈ K, x > 0; por hipótesis existen n, k ∈ N tales que x < n
k

< x + 1,

luego x < n
k
≤ n y así x < n.

b) ⇒ c). Dado ǫ > 0, ǫ ∈ K, por hipótesis existe N0 ∈ N tal que 1

ǫ
< N0. Por tanto,

para todo n ∈ N con n > N0 se tiene que 0 < 1

n
< 1

N0

< ǫ por lo tanto,
∣
∣ 1

n
− 0

∣
∣ < ǫ si

n > N0.

c) ⇒ a). Sean x, y ∈ K, supongamos que 0 ≤ x < y. Por el item c) de la Propo-

sición 2.2 existe n ∈ N tal que 1

n
< y − x. Aplicando nuevamente el item c) de la

Proposición 2.2 existe k ∈ N tal que 1

k
< 1

ny
, o sea, y < k

n
. Consideremos el conjunto

I =: {t ∈ N | t
n

> y}, entonces I es no vacío, pues k ∈ I. Como I ⊆ N y N es bien

ordenado sea m = mı́n(I), como m − 1 < m = mı́n(I) entonces m − 1 /∈ I así m−1

n
≤ y.

Luego m−1

n
− x = m

n
− x − 1

n
> y − x − 1

n
> 0, entonces m−1

n
− x > 0, luego m−1

n
> x, y

así x < m−1

n
< y.

Un resultado análogo al anterior se tiene cuando 0 ≤ y < x. Si x < 0 < y claramente

0 ∈ Q y se cumple la condición a). Si x < y < 0 entonces 0 < −y < −x y ya se demostró

que en este caso existe q ∈ Q tal que −y < q < −x lo que implica que x < −q < y, con

−q ∈ Q.

Cabe notar que estas tres últimas propiedades (Proposición 2.2) no son equivalentes al

axioma de completitud para lo cual basta observar que Q es arquimediano pero no

satisface el axioma de completitud.

Proposición 2.3. Si K es un campo ordenado y completo entonces K es isomorfo a los

reales.
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Demostración. Sea K un cuerpo ordenado y completo. Denote con 0′ y 1′ o cero y

uno de K. Para cada n ∈ N, sean n′ = n · 1′ = 1′ + . . . + 1′ n-veces y (−n)′ = −n′.

Definamos una función f : R → K poniendo f(p

q
) = p′

q′
para todo p

q
∈ Q y para x

irracional, sea f(x) = sup{p′

q′
∈ K|p

q
< x}. Se debe ver que f es un isomorfismo de R

sobre K.

Proposición 2.4. Si K es un campo ordenado y completo entonces Q es denso en K.

Demostración. Como todo cuerpo ordenado y completo es isomorfo a R. Así K con-

tiene una copia de Q. Puesto que Q es denso en R y K ≈ R entonces Q es denso en

K.

En [3] se adopta la Propiedad 1 de la Proposición 2.1 como el axioma de completitud para

R (pág. 11, axioma 10), y luego se demuestran solamente las siguientes implicaciones, en

R:

(Prop. 2.1(1 ))⇒(Prop. 2.2(b)).

(Prop. 2.1(1 ))⇒(Prop. 2.1(3 )).

(Prop. 2.1(3 ))⇒(Prop. 2.1(4 )).

(Prop. 2.1(4 )) y (Prop. 2.2(a)) ⇒(Prop. 2.1(5 )).

(Prop. 2.1(3 ))⇒(Prop. 2.1(7 )).

(Prop. 2.1(1 ))⇒(Prop. 2.1(2 )).

Estas demostraciones se pueden generalizar fácilmente para cualquier campo K ordenado

y completo.

Ahora se demostrarán las siguientes implicaciones:

(Prop. 2.1(2 ))⇒(Prop. 2.1(1)), (Prop. 2.1(7))⇒(Prop. 2.1(1)), (Prop. 2.1(1))⇒

(Prop. 2.1(6)), (Prop. 2.1(6))⇒(Prop. 2.1(2)), (Prop. 2.1(5))⇒(Prop. 2.1(3)),Prop.

2.1(3))⇒(Prop. 2.1(2)), (Prop. 2.1(4))⇒(Prop. 2.1(7)), (Prop. 2.1(2))⇒(Prop. 2.1(8)),
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(Prop. 2.1(8))⇒(Prop. 2.1(1)), las cuales, junto con las implicaciones mencionadas

anteriormente (que se encuentran en [3]), garantizan la equivalencia de las ocho

propiedades 1 -8 (Prop. 2.1) para un campo ordenado K.

(Prop. 2.1(2 ))⇒(Prop. 2.1(1 )): Si toda sucesión creciente y acotada superiormente con-

verge en K, entonces K satisface el axioma de completitud.

Demostración. Evidentemente toda sucesión decreciente e inferiormente acotada tam-

bién converge en K. Primero probaremos que K es arquimediano. Por hipótesis, la

sucesión ( 1

n
)n∈N que es decreciente y acotada inferiormente por 0, converge en K. Sea

c = ĺımn→∞
1

n
, entonces c ≥ 0. Si c > 0 existe un N ∈ N tal que | 1

n
− c| < 1

2
c para todo

n > N, luego −1

2
c < 1

n
− c < 1

2
c, de donde 1

2
c < 1

n
< c + 1

2
c = 3

2
c para todo n > N.

Como 4n > n > N , se tiene que 1

2
c < 1

4n
, entonces 2c < 1

n
, luego 2c < 1

n
< 3

2
c

lo cual es absurdo. Así, ĺımn→∞
1

n
= 0 y dado x > 0 existe un N ∈ N tal que

n ≥ N ⇒ 1

n
< 1

x
⇒ n > x, de modo que K es arquimediano.

Supongamos ahora que A es un subconjunto no vacío de K, acotado superiormente; sean

x1 ∈ A y y1 una cota superior de A, y consideremos el punto 1

2
(x1 + y1).

Si 1

2
(x1 + y1) es una cota superior de A, se hace x2 = x1, y2 = 1

2
(x1 + y1). Conti-

nuando con este proceso obtenemos el n−ésimo término; es decir, si 1

2
(xn−1 +yn−1)

es cota superior de A entonces hacemos xn = xn−1 y yn = 1

2
(xn−1 + yn−1) entonces

yn − xn = 1

2
(xn−1 + yn−1) − xn−1 = −1

2
xn−1 + 1

2
yn−1 = 1

2
(yn−1 − xn−1).

Si 1

2
(x1 + y1) no es una cota superior de A, se toman x2 ∈ A,

x2 > 1

2
(x1 + y1) y y2 = y1. Continuando con este proceso obtenemos el n−ésimo

término; es decir, si 1

2
(xn−1 + yn−1) no es cota superior de A entonces tomamos

xn ∈ A, xn > 1

2
(xn−1 + yn−1) y yn = yn−1, entonces −xn < −1

2
(xn−1 + yn−1) y se

tiene

yn − xn = yn−1 − xn < yn−1 −
1

2
(xn−1 + yn−1) =

1

2
yn−1 −

1

2
xn−1 =

1

2
(yn−1 − xn−1).
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Así obtenemos dos sucesiones monótonas (xn)n∈N y (yn)n∈N, la primera creciente

y la segunda decreciente, tales que para cada n ∈ N, xn ∈ A, yn es cota superior

de A y 1

2
(yn−1 − xn−1) ≤

(
1

2

) (
1

2

)
(yn−2 − xn−2) ≤

(
1

2

)2 (
1

2

)
(yn−3 − xn−3) ≤ . . . ≤

≤
(

1

2

)n−1
(y1 − x1), entonces

0 < yn − xn ≤
1

2
(yn−1 − xn−1) ≤

(
1

2

)n−1

(y1 − x1). (∗)

Luego por hipótesis las sucesiones (xn), (yn) convergen en K. Sean

ĺım
n→∞

xn = x0, ĺım
n→∞

yn = y0, x0, y0 ∈ K.

Por la propiedad arquimediana en K, se tiene que ĺımn→∞

(
1

2

)n−1
(y1 − x1) = 0,

entonces ĺımn→∞(xn − yn) = 0, luego ĺımn→∞ yn = ĺımn→∞ xn; así x0 = y0. Evi-

dentemente se tiene que x0 es una cota superior de A pues x0 = y0 y cada yn es,

por construcción, una cota superior de A. Si M es cualquier cota superior de A,

como x0 ∈ A, entonces x0 ≤ M, por tanto x0 = y0 = sup(A).

(Prop. 2.1(7 ))⇒(Prop. 2.1(1 )). Si K es arquimediano y toda sucesión de Cauchy con-

verge en K, entonces K satisface el axioma de completitud.

Demostración. Sea A un subconjunto no vacío de K acotado superiormente. En la

demostración anterior las sucesiones (xn) y (yn) son de Cauchy, ya que por (∗) se tiene

que para todo k ≥ n, (xn) es creciente, entonces xk ≥ xn si, y sólo si, −xn ≥ −xk si,

y sólo si, yn − xn ≥ yn − xk entonces 0 ≤ yn − yk ≤ yn − xn ≤
(

1

2

)n−1
(y1 − x1), además

por la propiedad Arquimediana en K se tiene que ĺımn→∞

(
1

2

)n−1
(y1 − x1) = 0.

x1 xn xk y1ynyk

b b b bbb

Figura 11.
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Luego por hipótesis las sucesiones (xn) y (yn) convergen, y

x0 = ĺım
n→∞

xn = ĺım
n→∞

yn = sup(A).

(Prop. 2.1(1 ))⇒(Prop. 2.1(6 )). Si K satisface el axioma de completitud entonces para

toda cortadura (A,B) de K, A tiene máximo o B tiene mínimo.

Demostración. Por hipótesis se tiene que todo subconjunto no vacío y acotado infe-

riormente tiene extremo inferior. Sea (A,B) una cortadura de K; para todo a ∈ A y

b ∈ B tenemos que a < b entonces sup(A) ≤ b para todo b ∈ B y a ≤ inf(B) para todo

a ∈ A, luego sup(A) ≤ inf(B). Como A ∪ B = K se tienen dos posibilidades:

• sup(A) ∈ A, en este caso A tiene máximo.

• sup(A) ∈ B, en este caso inf(B) ∈ B, luego B tiene mínimo.

Nótese que en cualquier caso se debe tener que sup(A) = inf(B) ya que A∪B = K.

(Prop. 2.1(6 ))⇒(Prop. 2.1(2 )). Si para cada cortadura (A,B) de K, A tiene máximo o

B tiene mínimo, entonces toda sucesión creciente y acotada superiormente converge en

K.

Demostración. Sea (an) una sucesión creciente y acotada superiormente. Como

(an)n∈N es creciente, a1 es cota inferior de (an), luego (an)n∈N también es acotada in-

feriormente. Sean

A = {x ∈ K | x ≤ an para algún n ∈ N} =
∞⋃

n=1

{x ∈ K | x ≤ an}

y

B = {x ∈ K | x > an para todo n ∈ N} =
∞⋂

n=1

{x ∈ K | x > an}

∃y ∈ K : an ≤ y ∀n ∈ N

y < y + 1, y + 1 ∈ K.






⇒ an < y + 1 = x, ∀n ∈ N.
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Entonces A 6= ∅ y B 6= ∅, ya que la sucesión (an) es creciente y acotada. Evidentemente

A < B y A∪B = K, luego (A,B) es una cortadura de K, entonces por hipótesis, A tiene

máximo o B tiene mínimo. Supongamos que A tiene máximo M ; como M ∈ A existe

m ∈ N tal que M ≤ am. Dado ǫ > 0 arbitrario, M + ǫ ∈ B, luego an < M + ǫ para todo

n ≥ m, por lo tanto M ≤ am y (n ≥ m) entonces an ≥ am, luego M ≤ an < M + ǫ

para todo n ≥ m, así dado ǫ > 0, ∃m ∈ N : n ≥ M ⇒ |an − M | = an − M < ǫ por

tanto ĺımn→∞ an = M.

De la misma manera se demuestra que (an) converge en K para el caso en que B tiene

mínimo.

(Prop. 2.1(5 ))⇒(Prop. 2.1(3 )). Si todo subconjunto cerrado y acotado de K es compacto

entoces todo subconjunto infinito y acotado de K tiene un punto de acumulación en K.

Demostración. Sea S un subconjunto infinito y acotado de K, entonces existe un inter-

valo

[a, b] tal que S ⊆ [a, b]. Dado x ∈ K, si x no es punto de acumulación de S,

existe una vecindad de x, digamos V (x; δ(x)) = (x − δ(x), x + δ(x)), que contiene un

número “finito" de puntos de S. Es claro que [a, b] ⊆ K ⊆
⋃

x∈K V (x; δ(x)).

Por la compacidad del intervalo [a, b] existen x1, x2, . . . , xm tales que:

S ⊂ [a, b] ⊂
m⋃

k=1

V (xk; δ(xk)),

pero esta última contenencia implica que S es un conjunto finito, lo cual es

una contradicción.

(Prop. 2.1(3 ))⇒(Prop. 2.1(2 )). Si todo subconjunto infinito y acotado de K tiene por

lo menos un punto de acumulación en K, entonces toda sucesión creciente y acotada

superiormente converge en K.

Demostración. Sea (an)n∈N una sucesión creciente y acotada superiormente. Si el con-

junto
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A = {an | n ∈ N} es finito entonces la sucesión es “constante" a partir de algún

término y por tanto converge.

Si el conjunto A = {an | n ∈ N} es un conjunto infinito, entonces por hipótesis A tiene

por lo menos un punto de acumulación, el cual, es evidentemente el límite de la sucesión

(an)n∈N.

En el siguiente “diagrama de implicaciones” que aparece en la Figura 12 se puede observar

que existen “caminos” que demuestran las implicaciones:

(1) → (2) → (3) → (4) → (5) → (6) → (7) → (8) → (1)

con lo cual queda demostrada la Proposición 2.1.
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(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(b)

(a)

(b)

(c)

Proposición 2.2

Implicaciones demostradas en [3].

Implicaciones demostradas en es-

te capítulo (demostraciones to-

madas y analizadas de [11]).

Figura 12.

Con el fin de obtener directamente la implicación (Prop. 2.1(4 ))⇒(Prop. 2.1(5 )) se

demostrará antes que (Prop. 2.2(a)) es una consecuencia de (Prop. 2.1(4 )).

(Prop. 2.1(4 ))⇒(Prop. 2.2(a)). Si dada una sucesión decreciente de subconjuntos no

vacíos cerrados y acotados de K y la intersección es no vacía, entonces Q es denso en

K.
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Demostración. Para probar que Q es denso en K, se probará que K es arquimediano

(Proposición 2.2b). Si K no fuera arquimediano existiría b ∈ K tal que b > n para todo

n ∈ N. Consideremos el conjunto acotado

S = {x ∈ K | x ≤ n para algún n ∈ N} =
∞⋃

n=1

{x ∈ K | x ≤ n},

entonces S es un conjunto cerrado. En efecto, si x ∈ K−S entonces x > n+1 para todo

n ∈ N, luego x − 1 > n para todo n ∈ N, esto es (x − 1, x + 1) ⊂ K − S, entonces x es

punto interior de K − S, por lo tanto K − S es abierto y así S es cerrado.

Ahora, sea Sn = S ∩ {x ∈ K | x ≥ n, n ∈ N}, entonces (Sn)n∈N es una sucesión

decreciente de subconjuntos de K. En efecto: n ≤ m implica que Sn ⊇ Sm : x ∈ Sm,

entonces x ∈ S ∧ x ≥ m ≥ n, luego x ∈ S ∧ x ≥ n, y así x ∈ Sn. Ahora

veamos que Tn = {x ∈ K | x ≥ n} es cerrado. Sea y /∈ Tn, entonces y < n llamemos

δ = n−y > 0, veamos que y ∈ V (y; δ
2
) ⊆ K−Tn. En efecto: sea z ∈ (y− δ

2
, y+ δ

2
), entonces

y− δ
2

< z < y+ δ
2

= y+ n−y

2
= y+ n

2
− y

2
= y+n

2
< n+n

2
= n, esto es z < n, en consecuencia

z /∈ Tn, luego, z ∈ K − Tn. Por consiguiente K − Tn es abierto, entonces Tn es cerrado.

Además, para cada n ∈ N se tiene que Sn 6= ∅ pues para cada n ∈ N, n ∈ Sn. Por

otra parte, para cada n ∈ N se tiene que Sn es cerrado (ya que es la intersección de dos

subconjuntos cerrados de K) y que es acotado. En efecto: Sn = S
⋂
{x ∈ K | x ≥ n},

entonces n es cota inferior de Sn. Además, si x ∈ Sn, entonces x ∈ S, luego existe

m ∈ N tal que x ≤ m. Como b > m entonces x < b, y b sería una cota superior de S,

por tanto b es cota superior de Sn. Aplicando la hipótesis a la sucesión (Sn)n∈N se tiene

que
⋂∞

n=1
Sn 6= ∅, pero si x ∈

⋂∞

n=1
Sn ⇒ x ≤ no para algún no. Como no < no +1

entonces x < no + 1. Pero x ≥ no + 1 (x ≥ n ∀n ∈ N) entonces se tendría que

no + 1 ≤ x < no + 1 contradicción, por lo tanto, K debe ser arquimediano, o sea que Q

es denso en K.

(Prop. 2.1(2 ))⇒(Prop. 2.1(8 )). Si toda sucesión creciente y acotada superiormente con-

verge en K, entonces K es arquimediano y algebraicamente completo.

Demostración. Como ya se demostró que la Proposición 2.1(2) implica la Proposición
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2.1(1) entonces K es completo, usando la Proposición 2.3 se tiene entonces que Q es

denso en K. Sea F una extensión del campo ordenado K tal que K es denso en F,

entonces Q es denso en F (esto es, F es arquimediano). En efecto: sean f1, f2 ∈ F con

f1 < f2. Como K es denso en F , existen k1, k2 ∈ K tales que f1 < k1 < k2 < f2.

Ahora, como Q es denso en K (pues K es un campo ordenado y completo) existe q ∈ Q

tal que k1 < q < k2, luego f1 < q < f2. Dado x ∈ F existe una sucesión creciente

(an)n∈N de elementos de K tal que

x −
1

n
< an ≤ x para todo n ∈ N,

o sea que ĺımn→∞ an = x (en F ). Por hipótesis, la sucesión (an)n∈N converge en K, diga-

mos ĺımn→∞ an = a (en K). Como K es denso en F entonces se tiene que ĺımn→∞ an = a

(en F ), luego x = a ∈ K, esto es F = K. Por lo tanto, K es algebraicamente comple-

to.

Antes de demostrar la implicación (Prop. 2.1(8 ))⇒(Prop. 2.1(1 )), recordemos que el

sistema de los números reales R, construido por cortaduras de Q, ó, por sucesiones de

Cauchy en Q, es un campo ordenado que satisface el axioma de completitud. Tenemos

entonces el siguiente lema.

Lema 2.1. Todo campo arquimediano K es un subcampo ordenado de R (en el sentido

de isomorfismo, es decir, K es isomorfo a un subcampo ordenado de R).

Demostración. Puesto que Q es denso en K (Proposición 2.2), entonces dado x ∈ K

para cada n ∈ N existe rn ∈ Q tal que x− 1

n
< rn < x, de modo que existe una sucesión

(rn)n∈N de elementos de Q que converge a x (en K). La sucesión (rn)n∈N es de Cauchy en

Q, luego (rn)n∈N converge en R, digamos ĺımn→∞ rn = y (en R). Es fácil ver que “y" no

depende de la escojencia de la sucesión (rn)n∈N que tiende a “x" en K, esto es, tenemos

una función de K en R que hace corresponder y ∈ R a x ∈ K. Evidentemente, esta

función es inyectiva y respeta las operaciones y el orden del cuerpo ordenado. De esta

manera se ve que R posee un subcuerpo ordenado “isomorfo”, a K.
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(Prop. 2.1(8 ))⇒(Prop. 2.1(1 )). Si K es arquimediano y algebraicamente completo, en-

tonces K satisface el axioma de completitud.

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que Q ⊆ K ⊆ R (por el

Lema (2.1)). Si K 6= R entonces R es una extensión propia del cuerpo ordenado K, donde

K es denso en R, luego K no es algebraicamente completo, lo cual es una contradicción.

Por lo tanto la hipótesis implica que K es isomorfo al cuerpo real R, esto es, K satisface

el axioma de completitud.

Hasta aquí, hemos presentado ocho equivalencias del axioma de completitud, ahora se

mostrará otra equivalencia más relacionada con la conexidad.

Teorema 2.1. Sea K(+, ·,≤) un campo ordenado. Entonces K satisface el axioma de

completitud si, y sólo si, es conexo (según la topología del orden).

Demostración. Supongamos que K satisface el axioma de completitud. Sea F un sub-

conjunto abierto y cerrado en K. Si F no es vacío, existe t ∈ K tal que t ∈ F. Veamos

que F = K.

Asumamos que F es un subconjunto propio de K, entonces existe x ∈ K tal que x /∈ F,

entonces x 6= t. Digamos t < x, en tal caso llamemos S = {y ∈ F | y < x}, entonces

S 6= ∅ (pues t ∈ S) y está acotado superiormente por x.

Por el axioma de completitud, existe z ∈ K tal que z = sup(S). Ahora, como para todo

s ∈ S, s < x entonces z ≤ x.

Si z /∈ F, entonces z ∈ F c y como F c es abierto, existe r > 0 tal que (z − r, z + r) ⊆ F c.

Pero, como z = sup(S), existe s0 ∈ S tal que z − r < s0 ≤ z, lo cual es absurdo, ya

que s0 ∈ F, y s0 ∈ (z − r, z + r) ⊆ F c. Así que z ∈ F con lo que z < x pues x /∈ F.

Como F es abierto, existe δ > 0 tal que (z − δ, z + δ) ⊆ F. Tomemos γ = mín{δ, x− z},

entonces (z − γ, z + γ) ⊆ F. Luego si µ es tal que z < µ < z + γ se tiene que µ ∈ F y

µ < z + γ ≤ x, o sea que µ ∈ S con z = sup S < µ lo cual es absurdo, ya que z = sup S.
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Concluimos que F = K ó F = ∅ implicando que K es conexo.

Para el caso en que x < t llamamos S = {y ∈ F | y > x}, usamos de nuevo el axioma de

completitud, S tiene extremo inferior y procedemos análogamente hasta obtener F = K.

Recíprocamente supongamos que K es conexo y sea ∅ 6= S ⊆ K, con S acotado supe-

riormente. Llamemos: A = {α ∈ K | α es cota superior de S}.

S A

Figura 13.

Entonces A 6= ∅ y A $ K pues S $ K (K no tiene máximo) y S 6= ∅.

Si existe s0 ∈ A tal que s0 ∈ S, entonces s0 = sup(S). Asumamos que para todo

s ∈ S, s /∈ A y veamos que A es cerrado en K. Sea t ∈ Ac, entonces t no es cota superior

de S y por tanto, existe s0 ∈ S con t < s0. Llamemos r = s0 − t > 0 y mostremos que

(t − r, t + r) ⊆ Ac: si y ∈ (t − r, t + r) entonces y < t + r = s0 ∈ S, luego y no puede

ser cota superior de S, así se tiene que y ∈ Ac y por tanto Ac es abierto, es decir A es

cerrado.

Como A es cerrado, ∅ 6= A $ K y K es conexo, se tiene que A no puede ser abierto,

por tanto, existe α0 ∈ A tal que para todo r ∈ K+ : (α0 − r, α0 + r) * A. Concluimos

que α0 = sup(S). En efecto: como α0 ∈ A, α0 es cota superior de S. Sea a cualquier

cota superior de S (a ∈ A), si se tuviera a < α0 entonces r = α0 − a > 0 y por tanto

(a, α0 + r) = (α0 − r, α0 + r) * A lo cual es absurdo ya que al ser a cota superior de

S cualquier x ≥ a también lo será. Luego, α0 ≤ a, esto es, α0 es la menor de las cotas

superiores de S.



Capítulo 3

LA CONEXIDAD Y EL AXIOMA DE

COMPLETITUD, DEPENDIENDO

ÚNICAMENTE DEL ORDEN

En el capítulo anterior se probó (Proposición 2.1) la equivalencia de ocho propiedades,

cada una equivalente al axioma de completitud, para lo cual se analizaron y “desglosaron”

las demostraciones que aparecen en [11]. Además se probó una equivalencia más con la

conexidad en un campo ordenado (Teorema 2.1), usando las operaciones del campo.

En este capítulo se analizará el artículo [2]. “La conexidad y el axioma de completez en

un conjunto totalmente ordenado K denso”, sin elementos primero y último, en el cual

se prueba que la equivalencia con la conexidad es independiente de las operaciones y

solo depende del orden. Lo que se hace es “quitar” la estructura de cuerpo y dejar la

estructura de orden con ciertas características (totalidad, densidad y ausencia de mínimo

y máximo).

En [2] se define la noción de conjunto abierto en un conjunto totalmente ordenado (De-

finición 7 y en seguida se presenta el siguiente enunciado como definición: (Definición

8).

34
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Sea K un conjunto totalmente ordenado. El conjunto

τ = {S ⊆ K | S es abierto} ∪ {∅}

es una topología para K, llamada la topología de orden para K. Sin embargo este enun-

ciado es en realidad una proposición y es así como en este trabajo lo hemos considerado,

por tanto se hará la demostración correspondiente (Proposición 3.1). Antes es necesario

establecer dos conceptos:

Definición 3.1. Vecindad. Sea K un conjunto totalmente ordenado, a, b,∈ K con

a < b; definimos V (a, b) como el conjunto siguiente: V (a, b) = {x ∈ K | a < x < b}.

Definición 3.2. Conjunto abierto. Sea K un conjunto totalmente ordenado, S ⊂ K

, S 6= ∅, decimos que S es abierto, si para todo x ∈ S existen a, b ∈ K, con a < b, tales

que x ∈ V (a, b) ⊂ S.

Proposición 3.1. Sea K un conjunto totalmente ordenado sin elementos primero y

último. El conjunto τ = {S ⊆ K | S es abierto} ∪ {∅} es una topología para K, llamada

la topología de orden para K.

Nota 3.1. En la definición de conjunto abierto dada en [3] se exige que S 6= ∅; sin

embargo es bien sabido que en cualquier espacio topológico ∅ es un conjunto abierto, por

tanto en la definición de la familia τ se podría omitir {∅}. Además el conjunto S = ∅

satisface (vacíamente) la condición: para todo x ∈ S existen a, b ∈ K con a < b tales que

x ∈ V (a, b) ⊆ S.

Nota 3.2. En la Definición 8 de [2], (que como ya se comentó, es en realidad una propo-

sición que debe ser demostrada), la exigencia: “K es un conjunto totalmente ordenado”,

no es suficiente, pues si por ejemplo, se toma un conjunto finito y totalmente ordenado,

digamos K = {a1, a2, . . . , an} con a1 < a2 < . . . < an, entonces K no sería un conjunto

abierto según la definición de [2] (Definición 7), ya que para x = a1 (y también para

x = an) fallaría la condición de la definición. Es así como, además de que K sea to-

talmente ordenado, se exigirá que no posea elemento mínimo, ni elemento máximo, tal

como lo hacemos en la Proposición 3.1.
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Demostración.

[ET1] ∅ ∈ τ , es claro de la definición de τ.

Para ver que K ∈ τ , tomemos x ∈ K. Como K no tiene primero ni último elemento

existen a, b ∈ K tales que a < x < b, entonces x ∈ V (a, b) ⊆ K, luego K ∈ τ.

[ET2] Sean S1, S2 ∈ τ y sea x ∈ S1∩S2 entonces x ∈ S1∧x ∈ S2, luego existen a, b ∈ K

con a < b tal que x ∈ V (a, b) ⊆ S1 y existen c, d ∈ K con c < d tal que x ∈ V (c, d) ⊆ S2,

entonces x ∈ V (a, b) ∩ V (c, d) ⊆ S1 ∩ S2 veamos que V (a, b) ∩ V (c, d) = V (e, f) donde

e = máx{a, c} y f = mı́n{b, d}, (obsérvese que e = máx{a, c} existe porque K es total-

mente ordenado y análogamente f = mı́n{b, d} existe porque K es totalmente ordenado).

Sea x ∈ V (a, b) ∩ V (c, d) entonces a < x < b y c < x < d, como:

i) a < x y c < x entonces máx{a, c} < x, luego e < x.

ii) x < b y x < d entonces x < mı́n{b, d}, luego x < f .

Por lo tanto de i) y ii), x ∈ V (e, f). Recíprocamente, si x ∈ V (e, f) entonces e < x < f ,

luego a ≤ e < x < f ≤ b y c ≤ e < x < f ≤ d de modo que a < x < b y c < x < d en

consecuencia x ∈ V (a, b) ∩ V (c, d); por tanto x ∈ V (e, f) ⊆ S1 ∩ S2 y así S1 ∩ S2 ∈ τ .

[ET3] Sea {Ai}i∈I una familia de elementos de τ y M = ∪i∈IAi. Tomemos un punto

arbitrario x ∈ M = ∪i∈IAi entonces x ∈ Ai0 para algún i0 ∈ I; como Ai0 está en τ,

existen a, b ∈ K, con a < b tal que x ∈ V (a, b) ⊆ Ai0 ⊆ ∪i∈IAi, entonces concluimos que

∪i∈IAi es abierto.

Proposición 3.2. Sea (K,≤) un conjunto (parcialmente) ordenado. Entonces las sigui-

entes afirmaciones son equivalentes:

i) Todo subconjunto no vacío acotado superiormente tiene sup.

ii) Todo subconjunto no vacío acotado inferiormente tiene inf.

Demostración.

(i) → (ii): Sea S ⊆ K, S 6= ∅ y S acotado inferiormente; queremos ver que existe inf S.
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Definimos el conjunto C como C := {x ∈ K | x es cota inferior de S} dado que S es

acotado inferiormente, entonces C 6= ∅ y además para cualquier s ∈ S, s será una cota

superior de C, por tanto C es no vacío y acotado superiormente, luego por hipótesis,

debe existir c = sup C. Veamos que c = inf S. Para todo s ∈ S, ya sabemos que s es

cota superior de C y como c = sup C entonces c ≤ s, por tanto c es cota inferior de S.

Sea ahora t una cota inferior de S, es decir t ∈ C, luego t ≤ c = sup C, de modo que c

es la máxima cota inferior de S, o sea c = inf S.

(ii) → (i): Sea S ⊆ K, S 6= ∅ y S acotado superiormente. Queremos ver que existe sup S.

Sea C el conjunto definido por: C = {x ∈ K | x es cota superior de S}, C 6= ∅ (pues

S es acotado superiormente) y cualquier s ∈ S es cota inferior de C, luego C es no vacío

y acotado inferiormente, entonces por hipótesis existe c = inf C. Veamos que c = sup S.

Sea s ∈ S, entonces es cota inferior de C, por tanto s ≤ c, y así c es cota superior de S.

Sea t una cota superior de S, es decir t ∈ C de modo que c ≤ t (pues c es cota inferior

de C), por tanto c es la mínima cota superior de S, o sea c = sup S.

A continuación presentamos las demostraciones de las proposiciones que aparecen en

[2], pero de una forma más detallada, analizando los casos que allí no se consideran o

solo se mencionan y también corrigiendo errores de tipo “mecanográfico”. Además se

presentan dos versiones de la demostración de la Proposición 3.3 para el caso x < y,

utilizando la propiedad del ínfimo y sin necesidad de ello.

En lo que sigue K será un conjunto totalmente ordenado, denso y sin elementos primero

y último, y τ será la topología de orden para K.

Proposición 3.3. Si K cumple el axioma de completitud entonces (K, τ) es conexo.

Demostración.
[ ]

z = supS

• •

y

FS k [ ]

y
•• •

z

x

[ ]S

F

K

Figura 14a. F igura 14b.
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Sean F ⊆ K, F cerrado, F 6= K y no vacío Debemos ver que F no es abierto con lo cual

(K, τ) será conexo. Sean x /∈ F, y ∈ F , luego x 6= y. Consideramos dos casos:

I. Supongamos y < x (ver figura 14 b)

Sea S = {t ∈ F | t < x}; S 6= ∅ pues y ∈ S, además S es acotado superiormente

porque x es una cota superior de S. Sea z = sup S (existe por hipótesis ) entonces

y ≤ z ≤ x porque y ∈ S, z = sup S y x es una cota superior de S.

a) Si y = z entonces z ∈ F luego z ∈ S, por tanto z es el máximo de S; si V (a, b)

es una vecindad que contiene a z veamos que V (a, b) * F , (con lo cual se

concluiría que F no es abierto). Veamos los dos casos posibles:

( )

a b

• •

z x

Figura 15.

( )

a b

• • •

z u x

Figura 16.

• Si b > x entonces x ∈ V (a, b) y x /∈ F entonces V (a, b) * F.

• Si b ≤ x entonces sea u ∈ V (z, b) (aquí se usa la densidad de K) o sea

z < u < b ≤ x entonces z < u < x de modo que u /∈ F (porque si fuese u ∈ F

entonces u ∈ S y z < u, absurdo pues z = máx S). Como V (z, b) ⊆ V (a, b)

entonces u ∈ V (a, b) y u /∈ F por lo tanto V (a, b) * F como queríamos ver;

entonces z ∈ F no es punto interior de F , por lo tanto F no es abierto.

b) Si y 6= z entonces tendremos y < z ≤ x;

sea z ∈ V (a, b) = {x ∈ K | a < x < b} entonces V (a, b) es una vecindad de

z y a < z < b. Como z = sup S y a < z entonces a no es cota superior de

S, luego existe u ∈ S tal que: a < u y tendríamos a < u ≤ z < b entonces

u ∈ V (a, b)∩S, luego V (a, b)∩S 6= ∅ y como S ⊆ F entonces V (a, b)∩F 6= ∅.

Así, toda vecindad de z interseca a F, lo que significa que z ∈ F = F, pues F

es cerrado, de modo que z ∈ F. Ahora, como z = sup S y x es cota superior

de S, entonces z ≤ x, pero si fuese z = x se tendría que z /∈ F, por tanto
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z < x y se tendría entonces que z ∈ S, es decir z es el máximo de S y este

caso ya se analizó.

Observación 3.1. En la demostración que aparece en [2], se argumenta la

existencia de un c ∈ K tal que a < c < z < b. Sin embargo se observa que tal

elemento c no es indispensable para esta parte de la demostración.

Observación 3.2. La segunda parte de la demostración no se hace en [2]; aquí

presentamos dos formas de hacer la segunda parte de la prueba.

II. Ahora veamos el caso para el cual x < y.

[ ]

z = inf S

x
• •

K

y

F
S

Figura 17. Figura 18.

[ ]

z = inf S

x
• • •

x y

[ ]S

F

K

Sea S = {t ∈ F | x < t}; S 6= ∅ pues y ∈ S, además S es acotado inferiormente

pues x es una cota inferior de S. Sea z = inf S (existe por hipótesis) entonces

x ≤ z ≤ y porque y ∈ S, z = inf S y x es una cota inferior de S.

a) Si y = z entonces z ∈ F por tanto z ∈ S, luego z = mı́n S; ahora si V (a, b) es

una vecindad de z, veamos que V (a, b) * F (con lo cual concluimos que F es

cerrado más no abierto). Veamos los dos casos posibles:

( )

• •

x z
a b

( )

• • •

ux z
a b

F igura 19. Figura 20.

i) Si a < x entonces x ∈ V (a, b) y por hipótesis x /∈ F, por tanto V (a, b) * F.

ii) Si a ≥ x entonces, sea u ∈ V (a, z) (existe por la densidad de K), luego

a < u < z y por tanto x < u < z luego u /∈ F (porque si u ∈ F

entonces u ∈ S y u < z, lo cual sería un absurdo ya que z = mı́n S),
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como V (a, z) ⊆ V (a, b) entonces u ∈ V (a, b) y u /∈ F , luego V (a, b) * F

como queríamos ver, luego z ∈ F no es punto interior de F entonces F

no es abierto.

b) Ahora, si y 6= z entonces x ≤ z < y; sea V (a, b) un abierto básico que contiene

a z, luego a < z < b, como z = inf S, b no es cota inferior de S, luego existe

u ∈ S tal que a < z ≤ u < b entonces u ∈ V (a, b) ∩ S, de modo que

V (a, b) ∩ F 6= ∅ (S ⊆ F ) entonces z ∈ F = F. Como z = inf S y x es cota

inferior de S entonces x ≤ z y puesto que x /∈ F entonces necesariamente

x < z de modo que z ∈ S y este caso ya se analizó.

A continuación hacemos la segunda versión de la segunda parte de la demostración

anterior sin utilizar la propiedad del ínfimo, y que resulta mucho mas corta.

(II). Ahora veamos el caso para el cual x < y. Queremos probar que F no es abierto.

Por contradicción, supongamos que F es abierto, entonces F c es cerrado y se tiene

que x ∈ F c, y /∈ F c, F c 6= K y F c 6= ∅, además x < y, entonces basta aplicar la

parte I con el cerrado F c para concluir que F c no es abierto, lo que implica que F

no es cerrado y esto contradice la escogencia de F .

Proposición 3.4. Si (K, τ) es conexo, entonces K cumple el axioma de completitud.

Demostración. Sea S ⊆ K, S 6= ∅, S acotado superiormente; consideremos:

A = {u ∈ K | u es cota superior de S};

A 6= ∅; pues S es acotado superiormente; tomemos A 6= K (ya que si A = K entonces

∀s1, s2 ∈ S se tendría que si s1 es cota superior de S entonces s2 ≤ s1, y si s2 es cota

superior de S entonces s1 ≤ s2, luego s1 = s2 lo que implica S = {s}, por tanto, en este

caso sup S = s). Si existe u0 ∈ S tal que u0 ∈ A, entonces u0 = sup S.

Supongamos que ningún punto de S pertenece a A; sea B = Ac, veamos que B es abierto:

en efecto, sea x ∈ B; entonces x /∈ A, luego x no es cota superior de S entonces existe

y ∈ S tal que x < y, como K es denso existe b ∈ K tal que x < b < y. Como K no
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tiene primer elemento, existe a ∈ K tal que a < x < b < y, luego x ∈ V (a, b), y además,

si z ∈ V (a, b) tenemos que a < z < b < y; luego z no es cota superior de S, o sea que

z /∈ A, luego z ∈ B, de donde tenemos que V (a, b) ⊆ B, o sea que x es punto interior de

B (pues existe V (a, b) tal que x ∈ V (a, b) ⊆ B) luego B es abierto y por lo tanto A es

cerrado.

Como K es conexo, A no es abierto, luego existe u0 ∈ A tal que para toda vecindad V

de u0 se tiene que V * A, o sea u0 no es punto interior de A. Si u0 = mı́n A ya estaría

(u0 = sup S). Si u0 no es el mínimo de A, sea v < u0 y v ∈ A. Como K no tiene último

elemento existe b ∈ K tal que u0 < b; entonces para x ∈ V (v, b) tenemos que v < x,

luego x ∈ A, y por lo tanto V (v, b) ⊆ A y u0 ∈ V (v, b) lo que contradice que u0 no es

punto interior de A.

Por lo tanto u0 es el mínimo de A, o sea que u0 = sup S y por lo tanto K cumple el

axioma de completitud.

De las Proposiciones 3.3 y 3.4 se obtiene inmediatamente que si K es totalmente orde-

nado, denso, sin mínimo, ni máximo y con la topología del orden, entonces el axioma de

completitud es equivalente a la conexidad, es decir:

Corolario 3.1. (K,≤) cumple el axioma de completitud si, y sólo si, (K, τ) es conexo.

Ejemplo 3.1. Un claro ejemplo son los números reales (R) ya que es un conjunto total-

mente ordenado, denso, sin elementos primero y último. Es bien conocido que la topología

usual de R es la misma topología del orden usual de R y que R con este orden es com-

pleto, o, equivalentemente (según el corolario anterior) que R con la topología usual es

conexo.

Antes de presentar nuestro siguiente ejemplo, daremos la siguiente definición.

Definición 3.3. (Orden lexicográfico). En R2 definimos las relaciones “ < ” y “ ≤ ”

como sigue:

(a, b) < (c, d) si y sólo si (a < c) ∨ (a = c ∧ b < d);
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(a, b) ≤ (c, d) si y sólo si (a, b) = (c, d) ∨ (a, b) < (c, d).

Proposición 3.5. (R2,≤) es un conjunto totalmente ordenado, denso, no conexo y sin

elementos primero y último.

Demostración.

I. Veamos que “ ≤ ” es un orden total, para ello debemos probar:

i) Reflexiva: para toda (a, b) ∈ R2 tenemos:

(a, b) ≤ (a, b) ⇐⇒ (a, b) = (a, b) ∨ (a, b) < (a, b). Claramente (a, b) = (a, b)

entonces (a, b) ≤ (a, b).

ii) Antisimétrica: si [(a, b) ≤ (c, d)] ∧ [(c, d) ≤ (a, b)] debemos probar que

(a, b) = (c, d). Tenemos:

[(a, b) ≤ (c, d) ⇐⇒ (a, b) = (c, d) ∨ (a, b) < (c, d)] ∧ [(c, d) ≤ (a, b)

⇐⇒ (c, d) = (a, b) ∨ (c, d) < (a, b)].

Se presentan los siguientes casos:

a) (a, b) = (c, d) ∧ (c, d) = (a, b) =⇒ (a, b) = (c, d) =⇒ (a, b) ≤ (c, d).

b) (a, b) = (c, d) ∧ (c, d) < (a, b) =⇒ (a, b) < (a, b)

=⇒ (a < a) ∨ (a = b ∧ b < b), lo cual es absurdo, luego este caso es

imposible.

c) (a, b) < (c, d) ∧ (c, d) = (a, b) =⇒ (a, b) < (a, b) de nuevo este caso es

imposible.

d) [(a, b) < (c, d)] ∧ [(c, d) < (a, b)] ⇐⇒ [(a < c) ∨ (a = c ∧ b < d)]

∧ [(c < a) ∨ (c = a ∧ d < b)].

Se presentan los siguientes subcasos:

1) a < c ∧ c < a, absurdo.

2) (a < c) ∧ (c = a) ∧ (d < b) =⇒ (a < c) ∧ (c = a), absurdo.
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3) (a = c) ∧ (b < d) ∧ (c < a) =⇒ (a = c) ∧ (c < a), absurdo.

4) (a = c) ∧ (b < d) ∧ (c = a) ∧ (d < b) =⇒ (b < d) ∧ (d < b),

absurdo. Luego se concluye que la única posibilidad que se tiene es el

item a).

iii) Transitiva: (a, b) ≤ (c, d) ∧ (c, d) ≤ (e, f). Veamos que (a, b) ≤ (e, f).

Tenemos los siguientes casos:

1) (a, b) = (c, d) ∧ (c, d) = (e, f) =⇒ a = c ∧ b = d ∧ c = e ∧ d = f =⇒

(a, b) ≤ (e, f).

2) (a, b) = (c, d) ∧ (c, d) < (e, f) =⇒ a = c ∧ b = d ∧

[c < e ∨ (c = e ∧ d < f)].

Tenemos dos subcasos:

1) (a = c) ∧ (b = d) ∧ (c < e) =⇒ a < e =⇒ (a, b) < (e, f)

=⇒ (a, b) ≤ (e, f).

2) (a = c) ∧ (b = d) ∧ (c = e) ∧ (d < f) =⇒ a = e ∧ b < d =⇒

(a, b) < (e, f) =⇒ (a, b) ≤ (e, f).

3) (a, b) < (c, d) ∧ (c, d) = (e, f) =⇒ [a < c ∨ (a = c ∧ b < d)] ∧ (c = e) ∧

(d = f) entonces:

1) a < c ∧ c = e ∧ d = f =⇒ a < e =⇒ (a, b) < (e, f) =⇒

(a, b) ≤ (e, f).

2) (a = c) ∧ (b < d) ∧ (c = e) ∧ (d = f) =⇒ a = e ∧ b < f =⇒

(a, b) < (e, f) =⇒ (a, b) ≤ (e, f).

II. Veamos que (R2,≤) es un orden total: sean (a, b), (c, d) ∈ R2, como a, c ∈ R =⇒

a < c ó a = c ó c < a.

1) si a < c =⇒ (a, b) < (c, d) =⇒ (a, b) ≤ (c, d).

2) si a = c, tenemos: b < d ó b = d ó d < b:

a) si b < d =⇒ a = c ∧ b < d =⇒ (a, b) < (c, d) =⇒ (a, b) ≤ (c, d).
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b) si b = d =⇒ a = c ∧ b = d =⇒ (a, b) = (c, d) =⇒ (a, b) ≤ (c, d).

c) d < b =⇒ (c = a) ∧ (d < b) =⇒ (c, d) < (a, d) =⇒ (c, d) ≤ (a, d).

3) si c < a análogo a 1).

III. Ahora veamos que (R2,≤) es un orden denso: sea (a, b) < (c, d)

=⇒ (a < c) ∨ (a = c ∧ b < d).

a) Si a < c, existe t : a < t < c (densidad de R). Entonces (a, b) < (t, b) < (c, d).

b) Si a = c ∧ b < d entonces sea t tal que b < t < d entonces

(a, b) < (a, t) < (c, d).

IV. Veamos que (R2,≤) no tiene primero ni último elemento. Si (a, b) fuese primer

elemento entonces (a, b) ≤ (c, d) para todo (c, d) ∈ R2, pero (a − 1, b) < (a, b) <

< (a+1, b), de modo que existiría un elemento más pequeño que el primero, lo cual

es absurdo. Análogamente se prueba que ningún elemento es el último elemento.

Miremos como son los abiertos básicos de (R2,≤). Dados (a, b) < (c, d), para determinar

el “intervalo”, V ((a, b), (c, d)) = {(x, y) ∈ R2 | (a, b) < (x, y) < (c, d)}, determinemos

en primer lugar los conjuntos ((a, b),→) y (←, (c, d)) (que se definirán enseguida) y

posteriormente la intersección de ellos dos.

i) ((a, b),→) = {(x, y) ∈ R2 | (a, b) < (x, y)} = {(x, y) ∈ R2 | a < x ∨

(a = x ∧ b < y)}.

ii) (←, (c, d)) = {(x, y) ∈ R2 | (x, y) < (c, d)} = {(x, y) ∈ R2 | x < c ∨

(x = c ∧ y < d)}.

Ejemplo 3.2.

((1, 2),→) = {(x, y) ∈ R2 | (1, 2) < (x, y)} = {(x, y) ∈ R2 | 1 < x ∨ (1 = x ∧ 2 < y)}.

(Ver Figura 21).
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1 2 3 4 5−1

1

2

3

4

5

−1

(1, 2)

Figura 21.

Ejemplo 3.3.

(←, (3, 2)) = {(x, y) ∈ R2 | (x, y) < (3, 2)} = {(x, y) ∈ R2 | x < 3 ∨ (x = 3 ∧ y < 2)}.

(Ver Figura 22).

1 2 3 4−1−2−3

1

2

3

4

−1

−2

−3

(3, 2)

Figura 22.

Entonces los abiertos serán esencialmente de cuatro formas:(ver Figuras 23, 24, 25 y 26).
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Figura 23. Figura 24. Figura 25.

Figura 26.

Ahora tomemos por ejemplo A = {(x, y) | x ≥ 1}. Como claramente A y Ac, cada uno

se puede obtener como unión de abiertos como los de la figura 26 (“palitos" verticales

sin sus extremos), luego A es abierto y cerrado, A 6= ∅ y A 6= R2. De esta manera

(R2, τlex) es no conexo y por tanto (por el Corolario 3.1) (R2,≤lex) no satisface el axioma

de completitud.

Ac

Figura 27.

A

Figura 28.

Las condiciones: orden total, sin elemento primero y último son indispensables para

obtener efectivamente una topología de K.
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Ahora veamos algunos ejemplos que ilustran como, si no se cumplen algunas de las

hipótesis, entonces el Corolario 3.1 puede “fallar”.

Ejemplo 3.4.

1) Sea K = (a, b] ∪ [c, d) donde a, b, c, d ∈ R, a < b < c < d con el orden usual de R

(ver Figura 29). Entonces (K,≤) cumple las siguientes propiedades:

Es un orden total.

No tiene primero ni último elemento.

No es denso (pues entre b y c no hay elementos de K, es decir (b, c) = ∅).

Satisface el axioma de completitud.

No es conexo pues (a, b] = (a, c) es abierto no vacío y [c, d) = (b, d) también es

abierto no vacío, K = (a, b] ∪ [c, d) y (a, b] ∩ [c, d) = ∅.

La única hipótesis que no se cumple es la densidad y el corolario falla (hay completitud

pero no conexidad).

a b c d

F igura 29.

2) Sea K = (a, b) ∪ (b, c] donde a, b, c ∈ R, a < b < c con el orden usual de R (ver

Figura 30). Entonces (K,≤) cumple:

1. Es un orden total.

2. No tiene primer elemento.

3. Si tiene último elemento (es c).
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4. Es denso.

5. No satisface el axioma de completitud ((b− ǫ, b) es acotado superiormente pero no

tiene supremo).

6. No es conexo.

b

a b cb − ǫ

F igura 30.

Las hipótesis que no se cumplen son la del “último elemento y la conexidad” luego el

corolario falla (el espacio es disconexo y no completo).

También puede ocurrir que aunque no se cumpla alguna de las hipótesis, el conjunto sea

completo y conexo.

3) Sea K = {1, 2, 3, 4, 5} con el orden usual (ver Figura 31).

τ≤ = 〈{(1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (2, 4), (2, 5), (3, 5)}〉

= 〈{∅, {2}, {2, 3}, {2, 3, 4}, {3}, {3, 4}, {4}}〉

= {∅, K, {2}, {2, 3}, {2, 3, 4}, {3}, {3, 4}, {4}, {2, 4}}

•

1
•

2
•

3
•

4
•

5

Figura 31.
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1. Es un orden total.

2. Tiene primer elemento.

3. Tiene último elemento.

4. No es denso.

5. Satisface el axioma de completitud.

6. Es conexo.

4) Sea K = (a, b] ∪ {c} ∪ (d, e) donde a, b, c, d, e ∈ R, a < b < c < d < e con el orden

usual de R (ver Figura 32). Se tiene:

1. Es un orden total.

2. No tiene primer elemento.

3. No tiene último elemento.

4. No es denso ((b, c) = ∅).

5. Satisface el axioma de completitud.

6. No es conexo (K = (a, c) ∪ (b, e)).

a b d ea + ǫ c

b

Figura 32.

En este último ejemplo no se cumple la densidad y el espacio no es conexo, aunque

satisface el axioma de completitud, es decir, nuevamente se verifica (como en el Ejemplo

3.4) que la densidad es una condición necesaria para que se cumpla la equivalencia

establecida en el Corolario 3.1.
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