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RESUMEN

TITULO:
SOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION DE RICHARDS*

AUTORES:
CASTANEDA MCCORMICK, Maria Carolina
REYES ANAYA, Henry Andrés **

PALABRAS CLAVES: Ecuacion de Richards, Simulacién, Zona no saturada, Movimiento del
agua, Diferencias finitas, Modelo fisico.

DESCRIPCION:

El presente trabajo, muestra un modelo numérico-matematico y un modelo fisico los cuales
simulan el movimiento del agua en la zona no saturada del suelo. Para el modelo
numeérico-matematico, se utilizé la ecuacién de Richards en la direccién vertical despreciando
los componentes horizontales. En el modelo fisico se elaboraron perfiles de humedad para una
columna de suelo homogéneo con el fin de comprobar el movimiento del frente hUumedo respecto
al tiempo en la zona no saturada.

En la solucion numérico-matematica se utilizo una aproximacion de diferencias finitas implicitas
de la ecuacion de Richards en la cual se incorporaron las funciones hidraulicas del suelo
mediante spline cubicos. Esta solucion, se validé con la solucidn cuasi-analitica del suelo Yolo
light clay de Phillip y mediante un modelo fisico. En el modelo fisico, se empled un suelo
arcillo-arenoso en una columna 80 cm. de altura a la cual se le suministro un caudal constante.

El modelo numérico-matematico desarrollado mostré una muy baja desviacién respecto a las
soluciones cuasi-analiticas y numéricas desarrolladas por otros autores, asi como con el modelo
fisico del presente trabajo. La solucién numérica a la ecuacion de Richards es una alternativa
valida en el estudio del transporte de contaminantes, estabilidad de taludes y recarga de
acuiferos en donde se requiere el conocimiento del movimiento del frente himedo.

Tesis de grado
** Facultad de Ingenieria Fisico-Mecanicas
Escuela de Ingenieria Civil

Director I.C. MSc. Jorge Alberto Guzman Jaimes.



ABSTRACT

TITTLE:
NUMERIC SOLUTION OF RICHARDS’ EQUATION*

AUTHORS:
CASTANEDA MCCORMICK, Maria Carolina
REYES ANAYA, Henry Andres **

KEYWORDS: Richards’ equation, Simulation, Unsaturated zone, Movement of water, Finite
differences, Physic model.

DESCRIPTION:

The present work, shows a mathematical and physical model, which simulates the movement of
water in the unsaturated zone. For the mathematical model, it was used the Richards’ equation
in the vertical direction, rejecting the horizontal components. In the physical model, there were
elaborated the moisture profiles forhomogeneous soils, in order to check in the unsaturated zone,
the movement of the humid front regarding the time.

The mathematical solution was carried out using an approach of implicit finite differences of the
Richards’ equation, in which the hydraulic functions of the soils were incorporated by means of
cubic spline. This solution was validated with Phillip’s quasi-analytical solution of the Yolo light
clay soil an also by means of a physical model. In the physical model, a sandy-clay loam soil was
used in a column of 80cm high, to which is given a constant flow.

The mathematical model showed a very low deviation regarding the quasi-analytic and numeric
solutions developed by other authors, as well as with the physical model of the present work. The
numeric solution of Richards’ equation is an alternative been worth in the study of the transport
of pollutants, stability of banks and the recharges of aquifers, where the knowledge of the
movement of the humid front is required.

* Degree Project.
> Faculty of Physical-Mechanical Engineering.
Civil Engineering School.

Advisor |.C. MSc. Jorge Alberto Guzman Jaimes.
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INTRODUCCION

La importancia del recurso hidrico en la vida del hombre, hace de vital importancia
conocer la existencia, entender el comportamiento y darle un manejo adecuado a este
recurso en los diferentes lugares donde se encuentre. Colombia es el cuarto pais en
el mundo en reservas hidricas, debido a lo cual se debe buscar la forma correcta de

explotar este recurso tanto ambiental como econémicamente.

El presente trabajo busca estudiar el movimiento del agua en la zona no saturada,
donde en una primera parte se desarrollan conceptos basicos con el fin de ubicar al
lector en el contexto de la hidrologia subsuperficial, prestando especial importancia a
la zona de interconexion entre la superficie del suelo y la zona saturada.
Posteriormente, con base en la ecuacion de Richards se desarrolla un modelo
matematico utilizando una aproximacién por medio de diferencias finitas de la forma
implicita, con el fin de obtener los perfiles de humedad para distintos tipos de suelo.
Luego, utilizando una solucion cuasi analitica del suelo Yolo light clay se validé dicho
modelo. Por ultimo, se disefid un modelo fisico, con el cual se ensayaron distintos
suelos con el fin de representar el movimiento del frente himedo en la zona no

saturada.

Con este trabajo se espera motivar la continuacion del estudio de la zona no saturada,
ya que a partir de este, se puede avanzar en el desarrollo de modelos hidrolégicos
distribuidos de base fisica (physically-based distributed models) en donde se involucran
las diferentes macro componentes del ciclo hidrolégico (superficie, zona no saturada
y zona saturada). Es necesario, desarrollar cuencas experimentales y modelos fisicos
que permitan validar los modelos numéricos y el estudio de los procesos hidroldgicos

involucrados.



1. AGUA SUBSUPERFICIAL

1.1 GENERALIDADES

En Colombia, la zona no saturada no ha recibido la atenciéon que esta reclama

existiendo pocos estudios acerca de ella en nuestro medio, ya que los hidrélogos se

especializan en el estudio del agua superficial y los gedlogos en la disponibilidad del

agua subterranea, quedando olvidada la interconexion que existe entre ellas; es decir,

la zona no saturada.

En el ciclo hidrolégico, el agua subsuperficial representa un papel muy importante,

donde los procesos como la escorrentia, la infiltracidbn y la percolacién estan

estrechamente relacionados con el contenido de agua presente en el subsuelo (Figura

1). Esto ha motivado diversos estudios hidrolégicos, dependiendo de la profundidad de

Figura 1. Ciclo Hidrolégico del agua.
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los estratos, tipo de suelo (propiedades
fisicas y quimicas), condiciones
atmosféricas y tipo de cultivos entre
otros factores, con Ilos cuales,
dependiendo del grado de complejidad
del estudio que se requiera, podran
obtener diferentes resultados con los
cuales se pueda mostrar con mayor
precision la realidad del movimiento del

agua en el suelo.



De este modo, es necesario tener en cuenta algunas consideraciones y
discriminaciones de las zonas por donde
Figura 2. Distribucion de zonas del subsuelo . . .
transita el fluido en estudio, ya que a

pesar que el objetivo de la mayoria de

" analisis de flujo es conocer la cantidad
de agua presente en un sitio determinado
 para su posterior extraccion, se debe
analizar un poco mas, estudiando el
- movimiento de agua a diferentes
profundidades. Una primeradivision de la

zona subsuperficial del suelo esta dada

= por el nivel de agua freatica (N.A.F) o

Superficie Freatica, superficie irregular
de material no confinado donde la
presion hidrostatica es igual a la presion atmosférica (Linsley and Kohler, 1988),

dividiendo asi la zona subsuperficial en dos grandes regiones (Figura 2).

La regién sobre el N.A.F es llamada Zona No Saturada, de Aireacion o Vadosa, donde
los poros del suelo pueden contener aire, agua o0 una combinacion de estas y donde
la presion del agua es menor que la presién atmosférica, produciendo presiones de

tension o de succion.

En la region bajo el nivel fredtico, llamada Zona Saturada, los poros del suelo se
encuentran completamente llenos de agua; esto hace que se encuentren bajo presion
debido a la presion hidrostatica, la cual es mayor que la presion atmosférica e

igualmente por el peso de sobrecarga y la cabeza hidrostatica.



1.2  ZONA NO SATURADA

Esta zona presenta una mayor complejidad con respecto a las otras zonas del suelo.
Esto ocurre debido a que en esta zona se presentan los tres estados fisicos de la
materia, la matriz del suelo (sélido), la humedad (liquido) y el aire (gaseoso), el cual
incluye el vapor de agua. Ademas, la conductividad hidraulica es variable debido al
contenido de humedad presente en el suelo; asi como otros factores del movimiento
del agua, entre los que se encuentra el gradiente de presién matrico (caracteristica

inherente al suelo).

El movimiento de agua a través de la Zona No Saturada tiene un comportamiento no
lineal debido a las propiedades fisicas del suelo presente las cuales varian
principalmente respecto al contenido de humedad, ya que como se menciond
anteriormente, sus particulas pueden contener aire y/o agua, impidiendo que el agua

se mueva uniformemente a través del suelo.

La humedad del suelo en esta zona puede estar presente en distintas formas vy
estados, dependiendo de las caracteristicas fisicas y quimicas del suelo. El agua que
es transportada por los poros o intersticios (infiltracion y percolacion) y que desciende
por accion de la gravedad es llamada agua gravitacional, cuando estos poros son muy
pequenos el agua asciende y se denomina agua por capilaridad; los otros tipos de
humedad presentes estan dados por el agua higroscopica, una fina capa de agua
adherida a los granos de suelo debido a la atraccién molecular, la cual es dificilmente
removida en condiciones climaticas normales; por ultimo, se encuentra el agua en

forma de vapor de agua atrapado en el suelo.



En la zona no saturada pueden reconocerse dos zonas principales: la Zona de Raices
y la Zona de Capilaridad. En ocasiones puede distinguirse una tercera zona cuando
existen niveles de agua freatica profundos, donde los efectos de capilaridad y/o

extraccién de agua por las raices de las plantas son practicamente nulos.

1.2.1 Zona de raices

La zona de raices es la regiébn comprendida entre la superficie del terreno y la
profundidad a la cual han penetrado los sistemas radiculares de las plantas (Figura 3).
La profundidad de las raices puede llegar
hasta los diez metros, dependiendo de la "'9ura 3. Zona de Raices
vegetacion, cultivos presentes en el terreno
y tipo de suelo (Linsley and Kohler, 1988).
Por lo tanto, es la zona principal en estudios

de evaporacion y transpiracion, debido al

intercambio de agua y otros componentes de
la superficie con la atmédsfera, provocados
por la presencia de vegetacion, la cual requiere de un medio no saturado y de reservas

de agua para la supervivencia de cultivos en periodos de sequia.

1.2.2 Zona de capilaridad

En la vecindad al nivel freatico del suelo, en su parte superior se encuentra la Zona
Capilar, region en la cual el agua asciende debido a una fuerza capilar producida por
la accién molecular entre el liquido y el sélido que toca. A pesar que esta zona se
encuentra en la parte no saturada del suelo, esta puede llegar a saturarse en cercanias

del N.A.F, debido a la fuerza de capilaridad antes mencionada.



La magnitud de la fuerza de capilaridad esta fuertemente ligada con el tipo de suelo,

dependiendo del tamafo de los poros (a menor
Figura 4. Asencion del agua en

tamario de poros, mayor capilaridad),y sin importar el ¢ capilares.

volumen de vacios (porosidad), ya que dos tipos de
suelo con igual porosidad pueden tener niveles de
ascenso muy distintos debido a la dimension de sus

poros, al igual que sucede en un ensayo con tubos

capilares donde el nivel de ascension depende del

diametro de los tubos capilares, presentandose una
mayor ascension en los tubos de menor diametro
(Figura 4).

1.3 HUMEDAD DEL SUELO

De acuerdo a la cantidad de agua presente en la zona no saturada, se han tratado de
establecer limites especificos parala realizacién de estudios de humedad del suelo, los
cuales no estan claramente definidos, determinadose asi, puntos de equilibrio como la

capacidad de campo y el punto de marchitez.

El contenido de humedad del suelo después de un drenaje por gravedad es llamado
capacidad de campo (field capacity). El tiempo al cual se mide esta humedad no es
especifico, ya que varia dependiendo de la profundidad a la que se encuentre el N.A.F,
disminuyendo para niveles freaticos superficiales y aumentando a medida que el N.A.F
se hace mas profundo. La condicién de humedad del suelo se alcanza en dos 6 tres
dias, después de una lluvia fuerte o de una irrigacion aunque en presencia de niveles
de agua freatica poco profundos, la capacidad de campo puede ser obtenida dentro de
pocas horas, después que la zona de raices ha sido completamente humedecida (de
Laat, 1995).



El punto de marchitez o de marchitamiento (wilting point) es el nivel al cual las plantas
no pueden extraer la humedad del suelo; el punto el punto de marchitez es equivalente
al contenido de humedad a una presion aproximada de 1.5 MPa (Linsley and Kohler,
1988).

La humedad disponible (available moisture) esta definida como la cantidad de agua
presente en la zona de raices entre la capacidad de campo y el punto de marchitez (de
Laat, 2001).

AM = D, (0, - 6,,) )
Donde, AM es la humedad disponible, D, es el espesor de la zona de raices, 6, es el

contenido de humedad de la capacidad de campo, 8,,, es el contenido de humedad del

punto de marchitez.

1.4  TRANSPORTE DE AGUA EN EL SUELO

La estructura del suelo y sus propiedades estan relacionadas con la porosidad. La
porosidad original o primaria del suelo se crea por procesos geoldgicos durante la
formacion geoldgica de este, mientras que la porosidad secundaria, se desarrolla
después que las rocas estan formadas, sufriendo algun tipo de evolucién, por ejemplo
juntas, fracturas y/o orificios. La porosidad efectiva es también importante, ya que
permite la interconexién de los poros y la continuidad del flujo de agua, donde la
continuidad del fluido es una de las caracteristicas mas importantes debido a que en

ella radica la transmisibilidad del fluido de un punto a otro.



1.4.1 Movimiento del agua

La infiltracion es el movimiento de agua de la superficie del terreno hacia el suelo por
intermedio de sus poros, fracturas, diaclasas y fallas (roca); si el agua continua
moviéndose a través del suelo, este movimiento se conoce como percolacién en donde

el agua puede llegar hasta la zona saturada.

El agua que se infiltra puede moverse lateralmente a cortas profundidades debido a la
presencia de estratos impermeables que se encuentran por debajo de la superficie del
terreno, los cuales estan préximos a las fuentes de agua provocando asi que el agua
fluya hacia el cauce del rio o fuente de agua; también puede percolar, donde hara parte

del flujo base del rio; 6 permanecera sobre el nivel freatico, en la zona no saturada.

Figura 5. Tipos de escorrentia Cuando la interceptacion y el

—  Escoertia almacenamiento en las depresiones
del suelo

llegan al punto maximo, y la
intensidad de la lluvia es tal que

excede la capacidad de infiltracién
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w“ﬁﬁ\,’“"*&:ﬁﬁx de la superficie del suelo, aparece la
escorrentia del suelo (overland flow), es entonces cuando el suelo se cubre de una
delgada capa de agua (Figura 5). Cuando esta capa de agua llega a la fuente de agua
es llamada escorrentia superficial. Algunos factores de los cuales depende la
escorrentia superficial son la intensidad de la lluvia, tipo de vegetacion, area de
drenaje, distribucion de la lluvia, geometria de la fuente de agua, profundidad del N.A.F,
la pendiente de la superficie del terreno entre otras. La escorrentia comprende el agua
que escurre en el suelo y la que llega hasta las diversas fuentes de agua; es decir, la

sumatoria de la escorrentia del suelo y la escorrentia superficial.



La retencién superficial es el agua interceptada en direccion al suelo, ya sea por la
vegetacion, el almacenamiento en depresiones y la evaporacion, jugando un papel
importante en lluvias de baja intensidad y corta duracién, donde el agua es consumida

por estas intercepciones.

1.5 POTENCIAL DE HUMEDAD

El gradiente del potencial de humedad es proporcional a las fuerzas producidas por el
agua en movimiento en la zona subsuperficial del suelo. El potencial de humedad esta
dado como la energia minima por gramo de agua que sera gastada en el transporte de

un cuerpo de agua de un punto a otro.

El potencial total es la sumatoria de varios potenciales, como son el potencial
gravitacional, potencial de presion hidrostatica, potencial osmético, potencial externo,

potencial de absorcion, potencial térmico y el potencial quimico.

Yr= Wg + Y + Y osm + (//q + Vier + Vex + Y abs (2)

Donde ¢ , es el potencial total, ¢ , el potencial gravitacional,  , el potencial

g
hidrostatico, ¢ , el potencial osmético, ¢ , el potencial quimico, ¢ ., el potencial

térmico, ¢ ,, el potencial externoy ¢ ., €l potencial de absorcion.

1.5.1 Potencial gravitacional

El potencial gravitacional es la energia requerida para mover una masa de agua m
desde un nivel de referencia (potencial gravitacional cero) hasta una posicion dada z.

El potencial gravitacional esta dado por unidad de masa, obteniendo asi:



mgz

Ve = m

= gZ[J/ Kg]3)

El potencial gravitacional es unicamente funcion de la altura sobre el nivel de

referencia, mas conocida como la cabeza de posicion (Remson, 1971).

1.5.2 Potencial hidrostatico

En la zona no saturada el potencial hidrostatico se debe a las fuerzas de atraccion

producidas por la matriz del suelo. Este potencial es mas notorio en suelos arcillosos,

donde ademas de la fuerza capilar obtenida de las fuerzas de adhesion y cohesion, la

atraccion de sélidos y de iones intercambiables contribuye a la retencion de agua.

Figura 6. Representacion de las presiones
presentes en el suelo.
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El potencial hidrostatico es igual a cero
en el N.A.F. Como la presién en el N.A.F
es igual a la presion atmosférica, las
presiénes del agua subsuperficial estan
relacionadas con la presion atmosférica,
la cual es mayor a medida que aumenta

la profundidad (Figura 6).



1.5.3 Potencial osmoético

El potencial osmético resulta de la diferencia en concentraciones de soluto en el suelo.
El gradiente osmético tiende a forzar el agua en la direccion de la mayor concentracion
de iones. Este potencial tiene relevancia cuando se trabaja con suelos o aguas salinas;

sin embargo, en la mayoria de los casos es despreciable. Por lo tanto, se tiene que:

WOSWI = 0(5)

1.5.4 Otros potenciales

Ademas del potencial osmético, otros potenciales como los de absorcién, térmico,
externo y quimico son despreciables en el modelamiento de flujo de agua a través del
suelo, ya que no son representativos respecto a los antes citados y tampoco es facil
involucrarlos en las ecuaciones. Un estudio mas detallado de estos potenciales se

encuentra en Remson, 1971.

Por lo tanto, asumiendo un sistema isotérmico, el potencial de humedad se describe
como la cantidad de trabajo liberado para remover una unidad de masa de agua del
suelo de cierto sitio en forma de agua pura libre a la misma temperatura, y transfiriendo
esta cantidad isotérmicamente a un nivel de referencia de potencial cero (de Laat,
1980). Asi se obtiene:

Vl//t=Vl//g+V!//h[J/Kg] (6)

Vi, =gVz+ v[%} [J/ Kg](T)

11



Para un sitio dado, se obtiene:

v, = jplam gj MBI/ Kg| (8)
0 10 0

El potencial Y, representa una cantidad escalar si este gradiente describe un campo
vectorial sin una componente rotacional, (De Wiest-1966). y, esta dado por la ecuacion
(8) generando un campo vectorial arrotacional, suponiendo la densidad como funcién
de p y asumiendo un medio homogéneo e incompresible, se tiene para un sistema

isotérmico:

v, =g+ 7/ Ke] O)

Multiplicando la ecuacion (9) por p, obtenemos el potencial de humedad P, el cual es

expresado en energia por unidad de volumen:

P= pgz+ p[J/m3](10)

Dividiendo finalmente la ecuacion (10) por (P g), se tiene el potencial de humedad en
energia por unidad de peso, lo cual es equivalente a unidades de longitud y es llamada

cabeza hidraulica.

Esta ultima ecuacion es valida tanto en la zona no saturada como en la zona saturada,
existiendo una diferencia, ya que en la zona no saturada P es debida a la fuerza

matrica y en la zona saturada a la presion hidrostatica. La cabeza hidraulica es

12



entonces la suma de la cabeza gravitacional z y la cabeza de presién Y, donde esta
ultima esta definida por:

y = —[m] (12)

£
Pg
Por lo tanto, una expresion para el potencial de humedad es la dada por:

H=z+ y[m]a3)

1.6 CURVAS CARACTERISTICAS DEL SUELO

Existen dos importantes relaciones en el estudio del suelo en la zona no saturada,
como lo son la curva caracteristica de humedad y la curva de conductividad hidraulica.
Estas funciones son dependientes del contenido de humedad y con base en estas se

pueden conocer las propiedades de los suelos parcialmente saturados.

1.6.1 Curva caracteristica de humedad del suelo

La curva caracteristica de humedad del suelo es la relacion entre la humedad
volumetrica B (cm¥cm?®) y la cabeza de presion (succion). Esta curva describe el estado
de energia relativo al volumen de agua almacenada en un material poroso bajo

condiciones variables de saturacion (Stephens, 1996).

Esta curva depende del tamafio y distribucion de los poros, asi como de la mineralogia
de cada suelo; sin embargo, no existe una unica curva para un determinado suelo, ya

que estas varian de acuerdo al método empleado para su obtencion, ademas de

13



Figura 7. Curva de humedecimiento-secado
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humedecimiento (Jensen, 1983).

fendmenos presentes en el suelo
como la histéresis, causada por los
procesos de humedecimiento y
secado del suelo. La curva de
humedecimiento (wetting) y secado
(drying) del suelo (Figura 7), muestra
una diferencia debido a los angulos
de contacto entre el agua y los poros
del suelo; sumado a esto, se
encuentra la dificultad para el escape
del aire atrapado y la capacidad de
expansion de los suelos arcillosos.
Por esto, la histéresis generalmente
hace que se obtengan mayores
contenidos de agua para el fenémeno

de secado que para el fendbmeno de

El rango de presiones que pueden presentarse en un suelo es muy amplio, debido a

esto y por razones practicas, en la elaboracién de la curva se introdujo un nuevo

término, pF, el cual es el logaritmo en base diez del valor absoluto de la presion.

PF = log- | (14)

Aunque este valor puede estar en un amplio intervalo, los valores representativos estan

dados en un intervalo de [0 , 4.2]; este intervalo tiene como base la vida util de las

plantas, ya que para pF=0, se tiene el estado saturado y para pF=4.2 se tiene el punto

donde mueren las plantas.
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Analizando la curva caracteristica, se conoce el comportamiento y estructura del suelo
con respecto a la humedad. Cuando el pF se incrementa, las arenas con respecto a las
arcillas pierden rapidamente agua debido a los macroporos, ya que las arcillas a pesar
de poseer porosidades altas debido a las naturaleza de sus poros pequefios, hacen

mas dificil el paso del agua a través de ellos manteniendo la humedad del suelo por

mucho mas tiempo (Figura 8,9).

Figura 8. Funciones hidraulicas Yolo Light Figura 9. Funciones hidraulicas suelo B8.
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1.6.2 Conductividad hidraulica

La conductividad hidraulica (K) de un suelo describe la facilidad de un medio para
conducir un fluido. Para la zona no saturada este no es un valor Unico; este valor
depende del contenido de humedad del suelo y por lo tanto de la presién existente en

el sitio de contacto del agua con el suelo.
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El valor de la conductividad hidraulica puede variar en gran proporcion entre el suelo
saturado (Ks) y el mismo suelo con un contenido de humedad menor. Las arenas son
buenas para el transporte y almacenamiento de agua debido a la cantidad de
macroporos presentes en ellas, produciendo asi, una baja resistencia del flujo. Las
arcillas por el contrario, presentan un decrecimiento gradual de la conductividad

hidraulica con valores relativamente bajos.

Los fendbmenos presentes en la elaboracion de la curva caracteristica de humedad se
hacen también presentes en la construccion de la funcién de la conductividad hidraulica
esto se debe a la presencia de los mismos factores anteriormente descritos. Para
aplicaciones practicas, la histéresis se desprecia ya que no es de gran importancia para
la mayoria de suelos; sin embargo, se debe tener especial atencion de este fendmeno

cuando los suelos en estudio sean arcillosos.

16



2. SOLUCION MATEMATICA DE LA ECUACION DE RICHARDS

2.1 ECUACIONES DE MOVIMIENTO

El movimiento del agua es dado de mayor a menor potencial. La ley de Darcy (1856)

esta dada por:

G = - KVH(15)

Donde g es el caudal por unidad de area [m/s], K es la conductividad hidraulica [m/s],

H es la cabeza hidraulica y V es el operador de Laplace.

En la zona no saturada, la conductividad hidraulica es funcién del contenido de agua
en el suelo, expresandose como K=K(0B); por el contrario en la zona saturada, K es
independiente de 6 (de Laat, 2001), por lo tanto la ley de Darcy para la zona no

saturada se puede expresar como:

G = - K(O)V H (16)

Y en cada direccion como:

- w
q,=-K©O)— 17)
oy
= - K(0)—
q, = -K( )@ (18)
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q. = —K(H)(%— 1) (19)

Figura 10. Conservacion

de masas.
|
] s Para el elemento mostrado (Figura 10), se determina el
)
Fex = O movimiento del agua en direccidn unidimensional, donde q,
e 815 :
N § es el gasto de entrada y A +Ax €S el gasto desalida.
! & ' \?\ Teniendo en cuenta el concepto de conservacién de masa
N
o se obtiene:
2 AX‘ g
masa de entrada - masa de salida = masa neta
donde,

m.entrada = p-q A A_A,(20)

m.salida = p- (qHAx )A JAA L (21)

m.neta = (p' qx - p. qx+Ax )A yA ZA t (22)

Multiplicando por (Ax/Ax) obtenemos que la masa neta resultante es:

- Ap-
m.neta, = %AXA LA AL (23)

X

Donde p es la densidad del agua[Kg/m®]. La ecuacion (23) de igual manera puede
describir la masa neta para las otras direcciones:
m.neta, = A—yAxAyAZAt(M)

y
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—Ap-
m.neta, = %AXAyAZA,(zs)

z

Conociendo que el cambio de humedad en un volumen y en un delta de tiempo esta
dado por (Ap 6 A, A A)), se iguala a la ley de conservacion de masa y obtenemos:

Aprg, Apd, Ap-g.
A A A

x y z

APON A A = - AA LA A (26)

Asumiendo una densidad constante, llegamos a la ecuacidon de continuidad:

Ae Aqx Aqy qu
—=- + +
At A A A

x y z

j 27)

Escribiendo la ecuacion (27) en forma diferencial:

a_e__[dzx+dzy+dzz
a \& &

)=vqa&

Esta ecuacion se denota de forma diferencial debido a que el gasto (q) y la humedad

(9) depende tanto de la direccion del analisis como del tiempo.

Combinando la ecuacion de continuidad (27) y la de Darcy (15), obtenemos la ecuacion

general de flujo:

X _ 2 AR M 2 W | KO
N @C[K(e)&}@{fqe)@}&{lq@0}} @)

Como & esta relacionada con  en la curva de humedad caracteristica del suelo, la
relacién de la conductividad hidraulica K(&) también se puede escribir como K(). La
ecuacion (29) se puede escribir como una ecuacion de una variable dependiente con

la introduccién de la capacidad de humedad diferencial (C):

DX C(W)%[M/S] (30)
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Donde C(@) es el reciproco de la pendiente de la humedad caracteristica:

2
C(y) = 2y GV

Reemplazando K(&) por K(¢) y substituyendo la ecuacion (31) en la (30), se obtiene:

o o o
o Sl ) 5[] 5 o e

Esta ecuacioén es conocida como la ecuaciéon de Richards (1931). La solucién de esta
requiere el uso de la relacion entre la conductividad hidraulica y la humedad

caracteristica del suelo (de Laat, 2001).

La ecuacion (32) se puede escribir en términos de 6 introduciendo la difusividad (D),

la cual se define como:

K(@
D) = K(0) 2% - %9; (33)

La difusividad no es un termino fisicamente definido, es una simplificacién con el fin de
resolver de una manera mas sencilla y eficaz la no linealidad que se presenta en la
solucion de la ecuacion de Richards. Sin embargo, la utilizacion de la difusividad no
puede realizarse en medios saturados, ya que se presenta una variacion de la presién
(w) mientras que el contenido de humedad (8) permanece constante, haciendo que
esta relacion no esté definida para esta zona. Escribiendo la ecuacion de Richards en
términos de D y 8; es decir, reemplazando en la ecuacion (32), se obtiene la ecuacién

de Philip (1957) llamada la ecuacién de transporte-difusion:
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o 0 o) o ) o ) XK(0)
== E(D(O)gj + 5(D(6’)5j + Z(D(e)g) TS5 (34)

Analizando el flujo en direccién vertical, la ecuacion se reduce a dos términos:

AN <()

—= —(D(@)E) + @9

2.2 APROXIMACION POR DIFERENCIAS FINITAS

2.2.1 Generalidades

Las soluciones de ecuaciones de flujo pueden ser llevadas a cabo con la utilizacién de
aproximaciones numéricas. Uno de los métodos mas utilizados es el de diferencias
finitas, debido a su facilidad de aplicacion y solucion, evitando el trabajo de elaborar
complicadas grillas como se requiere para el método de elementos finitos; sin embargo,

ambos métodos conllevan a la elaboracion de un sistema de ecuaciones simultaneas.

La idea basica de las diferencias finitas es reemplazar derivadas en un punto, por la
rata de cambio en las variables apropiadas sobre un intervalo pequefio pero finito
(Remson, 1971):

o0 AO AO
— = Lim——~ —@36
& AngAx Ax( )

Este no deja de ser un método de aproximacion, pero tomando un Ax pequefio, se
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pueden obtener errores despreciables, asi como también sucede con una grilla

correctamente definida y un adecuado uso del método.

2.2.2 Diferencias finitas

Se tiene una funcion f(x) continua y finita, la cual puede expandirse por medio de series

de Taylor en dos direcciones, la positiva y la negativa.
° Direccién positiva

A_x£+ Ax® a’ZerAx3 d’f
1! dx 2! dx’ 3! dx’

f(x+ Ax):f(x)+ +..-. (37

o Direccién Negativa

Ax df Ax* d*f  Ax® d3f+

38
0 de T 21 a3 dx (38)

Slx-4ax)= f(x)-

Utilizando la ecuacién (37) se puede resolver df/dx, despreciando los términos elevados

al cuadrado y de mayor grado, con lo cual se obtiene la diferencia delantera:

df [+ AD) - f()
dx Ax

(39)

Realizando el mismo procedimiento para la ecuacion (38) se obtiene la diferencia
trasera:

UAACEVACET P
dx Ax
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Restandole a la ecuacion (38) la ecuacion (37), se obtiene la diferencia central:

iz f(x+Ax)- f(x- Ax) @1)
dx 2Ax

El error de las derivadas (37) y (38) es el error de truncamiento de las series de Taylor.

El error de truncamiento en este caso es de Ax>.

Se observa (Figura 11) como se efectua la aproximacion numérica utilizando las
diferencias finitas, donde a medida que Ax es menor, se obtiene una derivada mas

precisa en el punto B.

Figura 11. Aproximacion por diferencias finitas.

X-AX X X+ Ax

Para hallar las derivadas de segundo orden, se suman las ecuaciones (37) y (38) con
lo cual se despeja el termino d?f/dx?, y se desprecian los términos de orden superior con

lo cual se obtiene:

d*f S+ A)-2f(0)+ f(x - Ax) 42)
dx* Ax?

La cual tiene un error de truncamiento de Ax?.
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De este modo, se pueden obtener aproximaciones a derivadas de orden superior; sin
embargo, para las ecuaciones utilizadas en soluciones de flujo, se puede considerar

suficiente con la aproximacion por diferencias de segundo orden.

2.2.3 Aplicacion de diferencias finitas

Para la utilizacion de diferencias finitas es necesario adoptar una notacion para los
distintos términos de la ecuacion, asi como para los intervalos de aproximacion; esto
se observa en la grilla que depende de las variables independientes. Para ilustrar la
aplicacién de las diferencias finitas, se decidid mostrar un ejemplo de la infiltracion
horizontal en un suelo, dada por la ecuacion de difusidon en una direccion.

o0 o0

= _-D
a a’

(43)

Donde las coordenadas de interés para la elaboracion de la grilla son ty x, las cuales
representan el tiempo y la distancia respectivamente, tal como se muestra (Figura 12),
convirtiendose este en el primer paso para obtener la solucién. Esta grilla nos muestra

los nodos (intersecciones) que corresponden a una profundidad y tiempo determinado.

Figura 12. Grilla para la solucion de diferencias finitas.
Condlclores
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La solucién se puede llevar a cabo mediante dos enfoques, explicito e implicito, donde

se pueden presentar distintos problemas de convergencia.

o Aproximacion explicita

Esta se lleva a cabo por medio de sustitucién de las derivadas parciales por las
diferencias delanteras en el tiempo n y n+1. Aplicando esto a la ecuacién (43) se

obtiene:

@.-a) (-9.)

@"-0) J ax T ax
At Ax

(44)

En la cual se puede resolver el término:

At
6' = ¢ + Dy (61, - 26 + 6., 45)

Esta ecuacion puede ser resuelta para todos los nodos con la introduccién de las
condiciones de frontera, tanto la superior como la inferior, ya que todos los términos n

se suponen conocidos de un tiempo anterior.

Por lo tanto, la solucidn de la ecuacién(43) se convierte en la solucién iterativa de la
ecuacion (45); sin embargo, es conveniente analizar algunos problemas de estabilidad
que se pueden presentar. El resultado obtenido no es una realidad absoluta; si los Ax
y At tienden a cero, se obtiene una buena aproximacion, sin embargo, es conveniente
estimar los posibles errores ya que si estos se amplian se convierte en una solucion

inestable. Para prevenir esto es necesario cumplir con la condicion:
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D At 1
< —_—
Ax? 2

(46)

Para evitar lo que constituye una restriccion que limita el modelamiento, se utiliza un

esquema implicito, donde los requisitos de convergencia y estabilidad son menores.

o Aproximacion implicita

Esta es obtenida por medio de un reemplazo de la diferencia trasera en sus derivadas,
con lo cual se aproxima para un tiempo futuro. Aplicandolo a la ecuacion (43) se
obtiene:

an _ anfl an _ 2&11 + e'n
i — D( i—1 szz 1+1j (47)

Con dicha ecuacion, evaluada en cada nodo, se obtiene un sistema de ecuaciones
debido a las tres incognitas existentes en cada ecuacién. El error presente puede ser

minimizado con la utilizaciéon de la aproximacion de Crank-Nicolson (De Laat, 2001).

Reorganizando la ecuacion (47) sin utilizar la aproximacién de Crank-Nicolson se

obtiene:

o' -6 [ 2 Ax? j o’ 0" (48)
= U, + + 0. = —-0U.
i-1 i DAZ, i+1 i

Reordenando la ecuacion (48), se obtiene:

2

eAn—I — _en

i i+1

Ax
+t9[’(2+ J—Q”l(49)

DAt
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Para esta ecuacion se asignan coeficientes para asi visualizar de una manera mas

sencilla el sistema de ecuaciones:

A= —1(50)
2
B2+ 1)
DAt
C=-1(52)
D=1(03)

De este modo, el sistema de ecuaciones, con la introduccion de las condiciones de
frontera se obtiene el perfil de humedades de todos los puntos de la columna de

suelo y se visualiza de la siguiente manera:

B, C, 0 o7& D,
A4, B, C, 0 || & D,
0 4, B, - 0 || @ |=| D, |59
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2.3  SOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION DE RICHARDS

Algunos parametros como suelos isotrépicos e incompresibles, flujos laminares y un
medio poroso continuo entre otros, se asumen con el fin de simular el movimiento del
agua en el suelo. Es por esto y principalmente por la no linealidad presente en las
curvas de conductividad hidraulica contra presion y presién contra contenido de
humedad que no existe una solucion analitica general que describa el flujo del agua en

la zona no saturada.

En la zona no saturada, el gradiente hidraulico en la direccion horizontal es
despreciable con respecto al gradiente en la direccion vertical, cuando existen grandes
areas con condiciones hidrolégicas uniformes en la superficie. Debido a esto, el flujo

tiene un movimiento predominantemente en direccion vertical.

La ecuacion que gobierna el flujo (31) en la direccion vertical, puede ser resuelta por
medio de diferencias finitas y con la introduccién de las extracciones (S [1/seq]), esta

es escrita de la forma:

dy  Jq
C—=-——-8 (55
ot oz 3
Donde q esta dado por:
oH oy
=-K—=-K—+ K (56
d oz oz (56)

Se decidié realizar un modelo (Figura 13) en donde los nodos se encuentran separados
por Az de igual longitud, asi como de intervalos de tiempo iguales At, conformando un
sistema de coordenadas. Y (i, n), donde i representa el nodo y n el tiempo en el cual
se encuentra. Asi mismo, se observan las condiciones que rigen el modelo, como lo

son las condiciones iniciales y las de frontera.
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Figura 13. Grilla empleada en el modelo, donde el eje X
representa el tiempo y el eje Y la profundidad de la columna

de suelo.
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Aplicando diferencias finitas de la manera implicita a la ecuacion (55), obtenemos las

P Condiclones
de frontera
superlor

Candlclones
de frontera
hferior

ecuaciones para los intervalos medios de tiempo y de espacio:

n+1/2
Ci

n+l

9ici2 =

n+1

qdi-12

n+l n

v, -y,

n+l

n+l

- _grI2 Vi
= i-1/2

At

i+1/2

n+1 n+l

Az

+

n+l n+1

Vi
Az
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A
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Reemplazando las ecuaciones (58) y (59) en (57) se obtiene la siguiente expresion:

n+l n
y/. - l//
sz+1/2( i i ] —
' At

n+l n+1 (60)
_ g2 e Vi — Vi L g2
i+1/2 i-1/2 Az i-1/2

n+l1 n+l
[K11+1/2 Via —V,;

i+1/2 A
4
+

Az

Reorganizando la ecuacion (60) de manera que los términos para el siguiente intervalo

de tiempo queden a la izquierda (desconocidos) se obtiene:

e ] e ke ke ]
- (Az)(Az_) ' At (Az)(Az+) (Az)(Az_)

n+1/2 n+1/2 n+1/2 n+1/2
n+1{ Ki+1/2 ] _ l//n Cz’ Ki+1/2 B Ki—1/2
- i

(61)

Vit (az)(az+) Az (AzZ)

Para la solucién de la ecuacion se asignan coeficientes de la siguiente manera:

n+1/2

4 = - ) VPR 62
l (Az)(Azf)( )
?1+1/2
B, = ——- 4, - C, (63)
At
K-ﬂ+1/2
CA - _ i+1/2 (64)
’ (Az;)(Az;+)
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Cft+1/2 Kn+1}/22 _ K.n+1/2
D< — i 'n _ i+ i-1/2 _ S (65)
VERL Az ’

Empleando estos coeficientes, la ecuacion se visualiza de la siguiente forma para todos

los nodos:

4, l//i"—+11 + B, l//;m + G l//,-'ﬁl = D,(66)

De este modo, se tiene un sistema de ecuaciones, donde ND es el numero total de
nodos, en donde esta cantidad depende de la precisién deseada del estudio, el sistema

de ecuaciones se puede escribir de forma matricial como se muestra a continuacion:

B, C, 0 0 v, ] D,

A4, B, C, .. v, D,

0 A4, B, v, |=| Dy |(67)
0 0 Ayp Byp | [V ap | Dyp

24  PARAMETROS BASICOS

Para solucionar el sistema de ecuaciones se debe conocer el estado en el cual se
encuentra el suelo, las condiciones iniciales de todo el perfil, asi como también, las

condiciones de frontera tanto superior como inferior para sus respectivos nodos.
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2.4.1 Condiciones iniciales

Estas condiciones son las presentes en el perfil de suelo en el instante anterior al inicio
de la simulacién. Cuando estas no son conocidas pero se tienen registros de lluvias
para los dias anteriores (2-3 dias), se recomienda tomar el valor de la capacidad de

campo para el conjunto de celdas.

2.4.2 Condicién de frontera superior

Existen dos tipos de condiciones en la frontera superior para la solucién de las
diferencias finitas empleadas en el modelo. La condicion saturada o de Dirichlet y la

condicion de flujo o de Neumann.

Para la condicion saturada, se asume que el nodo superior se encuentra saturado un
instante después de iniciar la simulacion; por lo tanto, se conoce la presion en el nodo
superior, reduciéndose el sistema en una ecuacién, quedando un sistema de ND-1

ecuaciones.
v, = 0(68)

La condicion de flujo se establece mediante el suministro de un caudal, donde g, es el
flujo resultante a través de la superficie del suelo, el cual puede ser calculado de la

siguiente manera (Jensen, 1983):

q, = precipitacion - interceptacion — evaporacion (69)

donde la ecuacion para el primer nodo esta dada por los siguientes coeficientes:

A, = 0(70)
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Cn+1/2 n+1/2
1

B 1+1/2 71
! At AZH-AZl( )
K2
C =-—"2—(72
! Az, Az, (72)
Cn+l/2 Kn+1/2 q

D — 1 n _ 1+1/2 + 1 _ Sn 73
: IVERG Az, Az, ' (73)

2.4.3 Condicion de frontera inferior

La condicion de frontera inferior se define con la ubicacion del Gltimo nodo de la grilla,
donde la presién para este nodo puede ser cero (= 0) cuando se encuentra en el nivel
freatico; positiva (Y>0) cuando esta por debajo de dicho nivel, donde el valor sera igual
a la profundidad por debajo del nivel freatico; y por ultimo, negativa (y<0) cuando se
encuentra en la zona no saturada. Conociendo este valor, el sistema de ecuaciones se

reduce nuevamente en una ecuacion.
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2.5 REPRESENTACION DE LAS FUNCIONES HIDRAULICAS DEL SUELO

Debido al caracter no lineal y a la diversidad de formas presentes en las funciones
hidraulicas de los suelos, estas se han tratado de ajustar a diferentes curvas, las cuales
no representan a cabalidad el comportamiento real de las mismas. En algunos casos,
estas curvas se ajustan muy bien para arcillas y no mucho para las arenas, o en su
defecto, el error se presenta en las partes hiumedas y/o secas del suelo. Ademas de lo
anterior, la definicion de los parametros para cada ecuacion, hacen complicada la

solucion de dichas funciones.

Por esto, se utilizo un ajuste de la funcién mediante una interpolacién realizada con
spline cubicos. Este método nos permite un ajuste de la funcién pasando por tantos
puntos como datos reales se tengan, con lo cual se asegura que el trabajo hacho en
el laboratorio tendra la importancia del caso, minimizando los posibles errores de

aproximacion.

2.5.1 Funcion spline

El ajuste de curvas por medio de spline cubicos consiste en representar cada intervalo

entre dos puntos por medio de una ecuacion f(x) de la forma:

J()=a,+b(x-x)+c(x- xi)2 +d,(x- xi)3(74)

Donde a, b, ¢, y d, son constantes halladas para cada intervalo y x; es el punto inicial
del intervalo; por lo tanto, la ecuacion (74) es valida para el intervalo ; , X.,], donde

X; < X < X4 (Apéndice A).
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2.6 VALORES PARA LOS INTERVALOS MEDIOS

Para la estimacion de la conductividad hidraulica en los puntos medios de los intervalos

de espacio, se optd por utilizar el método geométrico debido a que este genera solo un

pequenfo error. El tamafo de este no esta fuertemente influenciado por los incrementos

en el espacio y es preferible en términos de flexibilidad y precision para la simulacion

de flujo de agua en suelos parcialmente saturados (Haverkamp y Vauclin, 1979);por lo

tanto, la expresion esta dada por:

K’

i+1/2 = (Kin K,

i+l

)1/2 (75)

K, = (Kin 'Kinfl)l/2 (76)

Figura 14. Relacién empleada para realizar la
extrapolacion para el intervalo medio de tiempo
siguiente.

-1 1 i+l

M on. AT ntl

Pararesolver las ecuaciones (62),
(63), (64) y (65), se realiza una
extrapolacién (Figura 14) para
calcular la conductividad
hidraulica en el intervalo medio de
tiempo, teniendo en cuenta la
conductividad hidraulica de cada
nodo tanto en el tiempo n como
en el anterior y siguiente; ademas
asumiendo un At constante, esta
extrapolacién es de tipo lineal, lo
cual no se ajusta a la realidad; sin

embargo, en la ejecucion del

programa los resultados obtenidos son satisfactorios. La expresiéon para la

extrapolacién esta dada por:

K'-K
kit k[

35



2.7 DIAGRAMA DE FLUJO

Figura 15. Diagrama de flujo del modelo matematico

PARAMETROS DE ENTRADA
Condiciones iniciales
Condiciones de frontera
Funciones hidraulicas del Suelo
K(W¥), 6(V).

CALCULO DE SPLINE (Apendice A)

AZ - AZ;AZ+.
(Fig.12)

»
P

‘I’(i,n),‘I‘(i,n-l)
Respuestas anteriores de la matriz.

W (i-Y5,n), ¥ (i+Y%,n),¥ (i-¥%,n-1),%¥ (i+%,n-1)
(Ec.83,84)

K (¥ (i-%,n+%)), K(¥ (i+%,n+%))
(Ec. 85)

C(¥ (i,n+72))
de/dv

Ai, Bi, Ci,Di.
(Ec. 62-65)

y
Ai*\{;i_ln+l+Bi**\Pin+l+Ci+ln+1:Di
Matriz tridiagonal (Ec.67)

y

Y, ¥s,.... YD
Respuesta de la matriz

y

01,02,....0nD

Transformacion con spline
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3. MODELO FisICO

3.1 GENERALIDADES

El modelo fisico realizado describe el movimiento del frente himedo en una columna
de suelo; es decir, el movimiento del agua en la zona no saturada. Para esto fue
necesario establecer las componentes a utilizar para el disefio y puesta en marcha de

este modelo, asi como también el tipo de suelo a ensayar y sus parametros iniciales.

El ensayo demanda una muestra de suelo en lo posible homogénea, asi como un
suministro de caudal constante para simular el movimiento del agua en la zona no
saturada. Para esto, se elabord un sistema de riego que proporcionara un caudal
constante y una columna de suelo, para lo cual se desarrollaron distintos métodos de
suministro de agua y se ensayaron varios tipos de suelo para permitir un analisis de

acuerdo a los instrumentos utilizados.

3.1.1 Sistema de riego

Figura 16. Botella de
Mariotte

L Botella de Mariotte
La botella de Mariotte es un instrumento que por medio de

presiones constantes, puede llegar a suministrar un caudal

constante. Para la realizacion del modelo, se elaboraron
algunos ajustes segun los requerimientos. Esta botella de |
Mariotte (Figura 16) consta de un botellébn de plastico de

capacidad 20L, al cual se le adaptaron varios accesorios.
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Figura 17. Tubo reductor y flauta.

En su parte inferior, a 3 cm aproximadamente se
instalé un tubo de PVC de diametro de %", al cual se
le adapto6 una llave y posteriormente un tubo reductor
y una flauta (Figura 17). La llave, con el fin de
controlar la salida de agua y la flauta, también en
tuberia de PVC de %", para distribuir el caudal a la
columna de suelo en funcion de la cantidad y el

diametro de sus orificios.

En su parte superior, la botella tiene una abertura la cual fue sellada para evitar el paso
de aire en exceso; asi mismo, se introdujo en el centro del selle, un tubo de plastico de
aproximadamente 3 mm de diametro, el cual permite controlar de una manera mas
precisa la cantidad de agua a evacuar. De este modo, entre mas arriba se encuentre
el tubo de diametro de 3 mm con respecto al fondo de la botella, mayor sera el caudal
que la botella podra evacuar; esto se debe a la cantidad de aire que entra en la botella.
Se observa un accesorio en su parte superior derecha (Figura 16), un tubo de PVC de
diametro de 1.5" con su respectivo tapdn roscado, el cual sirve para suministrar el agua

a la botella.

Para la calibracion de la botella de Mariotte, se variaron las cantidades de orificios en
la flauta, asi como también el diametro de los mismos. Esto con el fin de obtener un
caudal 6ptimo para la ejecucion del ensayo. Para las pruebas se utilizé la flauta con
un solo orificio, ubicado en el centro de ella y evacuando un caudal de 1.26 L/h.
Ademas, al agua contenida en la botella se le agreg6 colorante azul, para observar con

mayor claridad el movimiento del frente humedo en la columna de suelo.
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o Equipo de micro goteo Figura 18. Equipo de Micro goteo.

Para el ensayo realizado se decidio utilizar un
equipo de micro goteo que reemplazé la flauta
(Figura 18), con el objetivo de suministrar un
caudal de salida menor el cual cumpliera los
requerimientos planteados para un adecuado

funcionamiento del modelo fisico.

3.1.2 Columna de suelo
La columna es una estructura que consta de dos placas de vidrio templado, tres
listones de madera y 15 tornillos galvanizados (Figura 19). Cada placa de vidrio de 1

m x 0.5 m x 0.01 m posee 15 perforaciones de diametro /2" a

Figura 19. Columna de

ﬁuelo parcialmente través de las cuales pasan los tornillos de diametro 3/8" de 15
ena.

cm de longitud, uniendo asi las placas de vidrio con los listones
de madera de area de 10 cm x 10 cm con una respectiva
proteccién entre estos y el vidrio por medio, una delgada capa
de icopor. La columna se llena con suelo hasta una altura
determinada, la cual es medida a partir de la superficie superior
del liston de madera inferior. Al listébn de madera inferior se le
elaboraron dos perforaciones adicionales en la direccion

vertical de diametro %", con el fin de permitir la salida de

humedad por medio de dicho drenaje.

3.2 PROCEDIMIENTO

El procedimiento para la realizacion del ensayo se puede dividir en distintas partes. Las
actividades preliminares, que como su nombre lo indica son las actividades a realizar
antes de la ejecucion del ensayo como tal, como lo son la armada de la columna,
compactacion del suelo, la calibracién del caudal a suministrar (en este caso se opto
por utilizar la botella junto con el equipo de micro goteo); y la otra parte es la puesta en

marcha y toma de muestras del ensayo.
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3.2.1 Actividades preliminares

Primero que todo, se arma la estructura de la columna, se Figura 20. Columna de
suelo a 40 cm

selecciona el tipo de suelo a utilizar y posteriormente se
inicia la compactacion del suelo utilizando un martillo de
compactacion, con el cual se realiza el ensayo de Proctor. La
humedad con la cual se compacta varia dependiendo del
tipo de suelo, buscando acercarse a la humedad 6ptima de
compactacion. La compactacion se realizé mediante capas
de suelo de 10 cm cada una, a las cuales se les

suministraron 30 golpes (Figura 20). La ultima capa, se

enrasé y se colocé una delgada capa de grava para
proporcionar una distribucion uniforme del caudal suministrado por el sistema de riego,

evitando asi la socavacion del punto de entrada del caudal.

o Tipos de suelo
La eleccion del tipo de suelo a utilizar es muy importante, no solo por el tiempo de
simulacion, sino por la validez de la ecuacion de Darcy, ecuacion base para la solucion

numeérica elaborada.

El tipo de suelo tiene una incidencia directa en el tiempo de simulacién del ensayo,
siendo largo para arcillas y corto para las arenas. EI movimiento del frente humedo
varia debido a las caracteristicas inherentes a ellos; por lo tanto, se estudiaron los
distintos comportamientos de cada uno de los suelos para posteriormente realizar una
simulacion que permitiera la medicion de humedades. Ademas, era necesario obtener
valores cercanos a las condiciones tanto iniciales como de frontera, para luego realizar

la simulacion por medio del modelo matematico desarrollado.

Es importante recalcar, que la ecuacion de Darcy no aplica para flujos turbulentos, por
tanto se debe prestar especial atencion cuando se trabaja con suelos granulares.

Teniendo en cuenta estos parametros para la seleccion del tipo de suelo a emplear en
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el modelo fisico, se considerd una arcilla, una arena y un suelo arcillo-arenoso.

Arcilla

En primera instancia, se utilizé una arcilla con un alto contenido de finos, donde se
esperaba un movimiento lento del frente humedo y asi llevar a cabo una simulacion en
el modelo matematico por un largo periodo. Para la compactacion de este suelo fue
necesario la adicion de gran cantidad de agua (40% en peso). Este suelo presenta
problemas de expansion ademas de un drenaje por gravedad muy lento, debido a esto
se decidié dejar la columna luego de ser compactada en reposo por un periodo de

quince dias, para permitir su drenaje y poder alcanzar condiciones iniciales estables.

Para este tipo de suelo, la obtencion de datos para una simulacion resultaria
complicado, ya que el caudal suministrado debe ser muy pequefio, debido a la

impermeabilidad, lo cual dificulta el paso del agua hacia el suelo.

Figura 21. Modelamiento ~ Se realizd una prueba utilizando la botella de Mariotte y la

n lo arcill . .
con suelo arcifloso flauta, donde se observd una lamina de agua en la parte

— === superior de la columna de suelo (Figura 21), lo cual no era
deseable para la simulacion con el modelo matematico
= desarrollado, ya que seria necesaria la incorporacion de un
' nuevo componente para la zona superficial para asi conocer

la escorrentia que se produce. Por lo tanto, se decidié no

utilizar este tipo de suelo y por el contrario buscar un suelo

que permitiera una entrada de caudal mayor y un movimiento mas rapido del frente.

Arena
Debido a los inconvenientes presentados para los suelos finos con respecto a la

entrada de flujo, se decidié probar como seria el comportamiento con un suelo de tipo
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arenoso, donde el tiempo de simulacién fuera corto y el movimiento del frente rapido.
Para el suelo arenoso, se dejo la columna en reposo una semana después de su
compactacion, conociendo que su drenaje seria mucho mas rapido que el presentado

en la arcilla. Se utiliz6 como sistema de riego la botella en combinacién con la flauta.

En el suelo arenoso, la situacion fue diferente. El movimiento del Figura 22. Movimiento
del frente humedo en el
suelo arenoso

(Figura 22). A los pocos minutos se observaba la curva del [JJlF3=

frente humedo, el cual avanzoé sin dificultad a medida que el

frente hUmedo se daba de una manera rapida pero bien definida

ensayo transcurria; sin embargo, debido a la rapidez del
movimiento del frente himedo y a la poca altura de la columna,
esta se saturé rapidamente. De esta forma, las muestras de los
datos que se obtendrian serian en su mayoria saturadas
impidiendo generar un perfil de humedad del suelo como era
deseado y presentandose la dificultad en el calculo de

condiciones iniciales y de frontera inferior.

Arcillo-arenoso

Al observar el comportamiento tanto de la arena como de la arcilla se opto por realizar
la simulacion del modelo fisico con un suelo franco, el cual proporcionara un
movimiento medio. Este suelo, de acuerdo a un estudio de granulometria tuvo un
porcentaje de arenas del 66%, de limos del 14% y de arcillas del 20% (Tabla 1), el cual
se clasificd segun el diagrama adoptado por el “Soil Conservation Service” (Figura 23)
donde sus ejes coordenados representan las tres fracciones granulométricas: arena,

arcilla y limos, obteniendo asi una tierra arcillo-arenosa.
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Tabla 1. Granulometria

PESO INICIAL MUESTRA [gr] 900
PESO DESPUES TAMIZ N°200 [gr]| 593,77
GRANULOMETRIA
FESO %

ABERTURA | gsyEL0 |RETENIDO |%PASA

[mm ] RETENIDO | PARCIAL
4.750 3.12 0.53 99.47
2,000 38,61 6,50 92,97
0,840 194,17 32,70 60,27
0,420 149,64 25,20 35,07
0,250 114,74 19.32 15.75
0,149 47,61 8,02 7.73
0,074 45,88 7,73 0,00
GRANULOMETRIA FINOS
%
ABERTURA IR ETENIDO |% PASA |CLASIFICACION

(mm] PARCIAL
0.0880 21,9 78,1 LIMO
0.0625 0.7 77.4 LIMO
0,0444 0.7 76,7 LIMO
00316 0.7 76,0 LIMO
0,0217 1.4 74.6 LIMO
0.0157 7.9 72.7 LIMO
0,0116 7,9 70,8 LIMO
0,0087 2.6 68,2 LIMO
0,0060 2.6 65.6 LIMO
0,0043 2.6 63,0 LIMO
0,0031 4.1 58,9 LIMO
0,0022 5,1 53,7 ARCILLA
0,0013 2.3 49,4 ARCILLA

49.4 0.0 ARCILLA

Figura 23. Triangulo de clasificacion de la textura del
suelo

Porcentaje de arera
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Se decidio llevar a cabo la simulacion con un avance del frente hUmedo hasta la altura
media de la columna, teniéndose asi la posibilidad de calcular las condiciones iniciales

con las muestras que fueran tomadas al finalizar la simulacién.

3.2.2 Puesta en marcha y toma de muestras

Para la puesta en marcha de la simulacién del modelo fisico, se mantuvo la columna
en reposo por un periodo de una semana después de la compactacion; la columna de
suelo permanecié en un espacio donde no recibia sol, lo cual no afectaba la cantidad
de dias para que esta drenara por gravedad ni se produciria un secado por sectores,
estas condiciones con el fin de alcanzar valores de humedad inicial cercanos a la

capacidad de campo.

En la realizacion del ensayo, se decidio la utilizacidn de la botella Mariotte, pero se
eliminé la flauta debido a que la botella por si sola proporcionaba un caudal constante
muy grande para los requerimientos del ensayo; debido a esto, se adecud el equipo de
micro goteo, obteniendo asi un caudal que permitiera la simulacion de un frente

hamedo lento y uniforme (g= 1ml / min).

Después de realizadas las actividades previas se comenzo la puesta en marcha del
ensayo, donde este se inicia con la abertura de la llave ubicada en la parte inferior de
la botella de Mariotte, seguido del equipo de micro goteo, para un mayor control. A

partir de ese momento se comenzo a contar el tiempo total de simulacién.

A medida que el tiempo pas6, se observo el movimiento del frente himedo y como
avanzaba lentamente pero de una forma bien definida, se tomaron fotografias cada 30
minutos desde un mismo punto para observar el movimiento del frente (Figura 24),

apreciandose una curva concava en la columna de suelo, la cual se mueve en todos
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los sentidos, sin que llegue a predominar el sentido de la gravedad.

Figura 24. Movimiento del frente hiumedo en la columna de suelo cada 30 minutos.

a. Hora cero b. 30 minutos

-

e. 2 horas




j- 4 horas y media k. 5 horas |. 5 horas y media

El tiempo total de la simulacion fue de 8 horas, donde la superficie de la columna de
suelo terminé practicamente saturada (Figura 24.q), pero debido a una leve pendiente
que se presento en la superficie y sumado a esto la distribucién dada por la capa de

grava, no se permitié que el frente humedo avanzara simétricamente respecto al eje
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central de la columna, presentandose una pequefia desviacion hacia la parte izquierda.

Figura 25. Toma de

Cuando finalizé el tiempo de simulacion, se desarmé la
columna de suelo para tomar las muestras de la misma
cada cinco centimetros, una en el centro de la columna,
otra al lado izquierdo y otra al lado derecho del sistema de
riego (Figura 25). Luego de ser extraidas las muestras, se
llevaron al laboratorio donde se pesaron y luego se
secaron en el horno con el fin de calcular el contenido de
humedad para las diferentes profundidades y poder

obtener el perfil de humedad del suelo (z vs 0).

3.3 DATOS OBTENIDOS
El contenido de humedad gravimétrico se calcula por diferencias de peso es decir:

-W
W= humedo sec o (78)

/4

seco

Para obtener el contenido de humedad volumétrico, es necesario conocer el peso
especifico del suelo utilizado para el ensayo, para lo cual se realizé el ensayo de

gravedad especifica, por lo tanto, el contenido de humedad volumétrico se calcula:

w

(79)

w5
cm’/cm
Fs

El contenido de humedad volumétrico de cada uno de los puntos tomados son

mostrados en la Tabla 2.
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Tabla 2. Datos de laboratorio para el suelo arcillo-arenoso

Profundidad Contenidos de humedad [cm3/cm 3]
[cm] Columna Columna Columna
lzquierda Central Derecha

0 0,5029 0,5498 0,4728
5 0,4802 0,5254 0,4187
10 0,4354 0,4542 0,3760
15 0,3866 0,4109 0,2714
20 0,2922 0,2661 0,2734
25 0,2690 0,2599 0,2637
30 0,2543 0,2591 0,2447
35 0,2492 0,2586 0,2337
40 0,2400 0,2471 0,2368
45 0,2593 0,2539 0,2518
50 0,2474 0,2422 0,2442
55 0,2580 0,2579 0,2493
60 0,2556 0,2494 0,2308
65 0,2575 0,2532 0,2517
70 0,2476 0,2552 0,2218
75 0,2575 0,2532 0,2517

Debido a las oscilaciones que se observan en los ultimos centimetros de la columna,
se elabord la linea de tendencia promediando estos datos (Figura 26). Estas
oscilaciones se deben a factores como el tipo de compactacion y la humedad de
compactacion, los cuales debido a la cantidad de suelo manejada no fue posible
obtener las mismas condiciones para todas las capas; también, debido a la dificultad

de salida del aire y la humedad, entre otros.
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Figura 26. Perfil de humedad promedio del suelo arcillo-arenoso

Perfil de humedad del suelo
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70
80

Profunfidad [cm]

La condicién de frontera superior esta dada por el caudal suministrado por el sistema
de riego empleado; mientras que la condicién de frontera inferior se tomé como el
promedio de los contenidos de humedad de las ultimas celdas de la columna, razén por
la cual, se simul6 hasta que el frente humedo llegara a la altura media de la columna,
para asi conocer mediante pruebas de laboratorio el contenido de humedad para esta
frontera. Las condiciones iniciales de simulacién se asumieron igual al valor de la

condicion de frontera inferior para la totalidad de la columna de suelo.
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4. VALIDACION NUMERICA DEL MODELO

Este capitulo muestra la comparacioén de resultados obtenidos mediante el modelo
matematico y una solucién cuasi-analitica desarrollada para el suelo Yolo light clay con
base en la ecuacion de Richards; asi como también, el analisis de resultados del

modelo fisico desarrollado con un suelo determinado.

4.1 MODELO MATEMATICO

Una de las pruebas clasicas para el desempefio de modelos de flujo de la humedad del
suelo es la infiltracién en una columna vertical semi infinita de Yolo light clay para el
cual Philip desarrollé una solucién cuasi-analitica (Jensen, 1983), utilizando series de

potencia y resolviéndolas por métodos numéricos.

Se tomé como base de comparacion el suelo Yolo light clay debido a que este se
encuentra caracterizado, siendo de facil acceso los datos de sus funciones hidraulicas;
ademas este suelo ha sido empleado en validaciones para soluciones numéricas que
simulan la zona no saturada. Las funciones hidraulicas del Yolo light clay se muestran

a continuacién ( Tabla 3, Figura 8):

Tabla 3. Funciones Hidraulicas Yolo light clay

pF [cm] @ [cm3/cm3]| K [cm/dia]
-16000 0,1528 4,785E-06
-10000 0,1586 1,100E-05
-5000 0,1697 3,750E-05
-2500 0,1851 1,279E-04
-1000 0,2149 6,471E-04
-500 0,2469 2,204E-03
-250 0,2883 7,478E-03
-100 0,3547 3,680E-02
-50 0,4057 1,158E-01
-31 0,4363 2,334E-01
-20 0,4586 4,062E-01
-10 0,4814 7,204E-01
-1 0,4950 1,048
0,4951 1,049
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Las condiciones asumidas para la simulacion de una columna de suelo de 80 cm con

un espaciamiento entre nodos de 5 cm y un intervalo de tiempo de 300 seg con un

tiempo total de simulacién de 150 horas, fueron las siguientes:

Condiciones iniciales: Se tomo un valor de humedad de 0.2376 lo cual corresponde

una presion de -600 cm para todos los nodos de la columna.

Condicion de frontera superior: Se asumioé la condicion saturada, es decir una

presion de 0 cm y un contenido de humedad de 0.495.

Condicion de frontera inferior: Se asumié un valor igual a la condicion inicial para el

ultimo nodo.

A continuacion se muestran los resultados obtenidos tanto de la solucidn cuasi-analitica

(Jensen,1983), como los resultados obtenidos por la solucién numérica (Tabla 4).

Tabla 4. Contenidos de humedad para la solucién cuasi-analitica y numérica.

Profundidad Tiempo [hr]

[cm] 2 | 2 4 | 4| 10|10 25| 25*| 45 | 45| 70 | 70" | 100 | 100* | 150 | 150*
0 0,495|0,495|0,495|0,495| 0,495 0,495 0,495| 0,495| 0,495| 0,495| 0,495 0,495 0,495| 0,495 0,495| 0,495
5 0,328|0,457)0,444|0,472| 0,482 0,483 0,493| 0,493| 0,495| 0,494| 0,495 0,495 0,495| 0,495 0,495| 0,495
10 0,238/ 0,269| 0,245| 0,328| 0,365| 0,426 0,475 0,475|0,490| 0,487 0,495| 0,492| 0,495| 0,494 0,495 0,495
15 0,238/ 0,238| 0,238| 0,243 0,243| 0,289 0,405 0,421|0,475|0,472| 0,491| 0,482| 0,495| 0,491 0,495| 0,4%4
20 0,238/ 0,238| 0,238| 0,238/ 0,238 0,243( 0,303 0,331| 0,424 | 0,424| 0,471| 0,470| 0,485 0,482 0,493| 0,492
25 0,238/ 0,238| 0,238| 0,238/ 0,238| 0,238 0,242( 0,257 | 0,341 0,360| 0,424| 0,440 0,474 0,472| 0,489| 0,487
30 0,238/ 0,238| 0,238| 0,238/ 0,238 0,238 0,238 0,240 0,262 0,279| 0,371| 0,384 0,447 0,458 0,480| 0,479
35 0,238/ 0,238| 0,238|0,238|0,238| 0,238 0,238 0,233 0,238 0,246| 0,303| 0,309| 0,401| 0,399( 0,471/ 0,471
40 0,238/ 0,238| 0,238| 0,238/ 0,238 0,238 0,238 0,233 0,238 0,239| 0,248 0,259| 0,329 0,344 | 0,447| 0,457
45 0,238/ 0,238| 0,238| 0,238/ 0,238| 0,238 0,238 0,233 0,238 0,238| 0,238 0,242| 0,278 0,283 0,405| 0,403
50 0,238/ 0,238| 0,238| 0,238/ 0,238 0,238 0,238 0,233 0,238 0,238| 0,238 0,239 0,242| 0,251 0,348| 0,359
55 0,238/ 0,238| 0,238|0,238| 0,238 0,238 0,238 0,238 0,238 0,238| 0,238 0,238 0,238 0,241 0,302| 0,300
60 0,238/ 0,238| 0,238|0,238|0,238| 0,238 0,238 0,233 0,238 0,238| 0,238 0,238 0,238 0,238 0,258/ 0,261
65 0,238/ 0,238| 0,238| 0,238| 0,238 0,238 0,238 0,233 0,238 0,238 0,238| 0,238 0,238 0,238 0,242 0,245
70 0,238/ 0,238| 0,238| 0,238/ 0,238 0,238 0,238 0,233 0,238 0,238| 0,238 0,238 0,238 0,238 0,238| 0,240
75 0,238/ 0,238| 0,238|0,238| 0,238 0,238 0,238 0,233 0,238 0,238| 0,238 0,238 0,238 0,238 0,238| 0,238
80 0,238/ 0,238| 0,238| 0,238/ 0,238 0,238 0,238 0,233 0,238 0,238| 0,238 0,238 0,238 0,238 0,238| 0,238

Los tiempos con * son los corespondientes a la simulacion del Yolo Light Clay mediante el modelo numérico.

Estos resultados se observan también mediante una gréafica, donde se aprecia de una

mejor manera la diferencia obtenida entre la solucion cuasi-analitica y el modelo

numeérico (Figura 27).
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Figura 27. Perfiles de humedad del Yolo light clay para ambas soluciones
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4.1.1 CALCULO DEL ERROR

Para el calculo del porcentaje de error se tomo como valor real los datos de la solucién
cuasi analitica, donde estos se compararon con los valores de la simulacién. A
continuacion se muestran los errores obtenidos, en los cuales se observa un error del
39% para los primeros nodos en las primeras horas de simulacién; sin embargo, a
medida que la simulacion avanza, se observa como los errores disminuyen y son en

su mayoria inferiores al 5%. El alto error observado para los primeros nodos en las
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primeras horas se debe a la extrapolacion lineal que se hace en primera instancia, la
cual a medida que el tiempo de simulacion transcurre, mas se ajusta a la realidad. El

error se calculé de la siguiente manera:

| cuasi—analitico simulacion

%oerror =

cuasi—analitico

‘ *100(80)

Para la validacion se obtienen los siguientes errores (Tabla 5, Figura 28):

Tabla 5. Porcentajes de error entre la solucion cuasi-analitica y la

simulacioén.
IProfundidad Tiempo [Hr]
[cm] 2 4 10 [ 25 [ 45 [ 70 | 100 | 150
0 0 0 0 0 0 0 0 0
5 39,48| 6,233| 0,162] 0,020( 0,178| 0,023 0,005| 0,008
10 13,05| 33,90] 16,65| 0,103 0,541| 0,521| 0,258] 0,018
15 0,315| 2,451| 19,02] 4,074| 0,667| 1,741 0,796 0,258
20 0,010| 0,083| 2,107[ 9,267| 0,108| 0,148| 0,713 0,161
25 0,005] 0,006| 0,143] 6,154] 5,575 3,845 0,400] 0,396
30 0,005| 0,005| 0,012] 1,070] 6,562 3,58| 2,372| 0,271
35 0,005| 0,005| 0,005] 0,118] 3,433| 1,929| 0,537| 0,078
40 0,005| 0,005| 0,005] 0,015] 0,601| 4,582| 4,674 2,302
45 0,005| 0,005| 0,005] 0,005| 0,090| 2,058 1,765| 0,488
50 0,005| 0,005| 0,005| 0,005| 0,016| 0,406| 3,794] 3,272
55 0,005] 0,005| 0,005] 0,005| 0,006| 0,075 1,423] 0,707
60 0,005| 0,005| 0,005] 0,005| 0,005| 0,016 0,323| 1,074
65 0,005| 0,005| 0,005] 0,005| 0,005| 0,006| 0,070] 1,088
70 0,005| 0,005| 0,005] 0,005| 0,005| 0,005| 0,017| 0,818
75 0,005| 0,005| 0,005] 0,005] 0,005| 0,005| 0,007| 0,202
80 0,005| 0,005| 0,005] 0,005| 0,005| 0,005| 0,005| 0,005

Figura 28. Porcentajes de error entre la solucion cuasi-analitica y la solucién numérica
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El error promedio se calcul6 de la siguiente manera:

I/real - Vvimulacion *
D 100
Vreal ‘ (81)
% Error =
o promedio
n
Tabla 6. Errores promedio
Tiempo [Hr] % Error
2 4 10 25 45 70 100 | 150 | Promedio Total
% Error
promedio 31112511224 (123 |1,05(1,11] 1,01 | 0,66 1,62

Los valores obtenidos para los diferentes intervalos de tiempo fueron (Tabla 6):

A continuacion se muestran la varianza y las desviaciones. En las desviaciones se
observa para las primeras horas de simulacion un valor de 0.1 y a medida que avanza
la simulacion esta desviacion disminuye llegando a valores de hasta 0.054. La varianza
(82) y la desviacion (83) se calcularon de la siguiente manera:

1
n-1

§? =

Z (chasi—analitico - I/simulacian )2 (82)
STD = /S> (83)

Los resultados obtenidos fueron (Tabla 7):

Tabla 7. Valores de varianza y desviacion.
Tienpo 2 4 10 y-) 45 N 100 190
S2

S

000111 000048 000037 Q000 000005 000007 000003 000003
00339 O@HA 001913 00088 000682 000862 00063 00062
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4.2  MODELO FiSICO

Para el analisis del suelo del modelo fisico se decidié simular el modelo matematico con

base en un suelo holandés, ya que no es posible la obtencién de las funciones

hidraulicas de este suelo con los equipos disponibles.

Gracias al acceso que se tenia a las curvas caracteristicas de humedad de subsuelos
holandeses y su conductividad hidraulica (Wo6sten, 1994), fue posible comparar el suelo
empleado para el modelo fisico, clasificado como arcillo-arenoso (Tabla 1) con el suelo
O8 (Tabla 8) el cual posee caracteristicas similares. A partir de este suelo, se simulé
con un intervalo de tiempo de 10 segundos durante 8 horas, suministrandole un caudal

de 0.00001 cm/seg a una columna de 75 cm, parametros con los cuales se desarrollo

la simulacién en el modelo fisico.

Tabla 8. Funciones Hidraulicas suelo O8

pF [cm] [@ [cm3/cm3] K {cm/dia]
-16000 0,0740 1,40E-06
-10000 0,0870 4,30E-06
-5000 0,1100 2,30E-05
-2500 0,1390 1,20E-04
-1000 0,1890 1,10E-03
-500 0,2370 5,40E-03
-250 0,2930 2,50E-02
-100 0,3690 0,16
-50 0,4140 0,49
-31 0,4340 0,88
-20 0,4470 1,39
-10 0,4580 2,33
-1 0,4660 9,08
0,4670 9,09

Los resultados al termino de la simulacién utilizando el programa elaborado fueron los

siguientes (Tabla 9, Figura 29):
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Tabla 9. Resultados de la simulacién para el
suelo O8 durante 8 horas

I [cm3/cm3]] ¥ [cm] | K [cm/dia]
0,46380703 -3,36 8,020
0,46336154 -3,87 7,656
0,42530998 -38,92 0,454
0,33869676 | -144,25 0,028
0,26004891 -373,01 0,023
0,25166622 -414,06 0,016
0,25067818 | -419,26 0,016
0,25055663 | -419,90 0,015
0,25054048 | -419,99 0,015
0,25053845 | -420,00 0,015
0,25053822 -420,00 0,015
0,25053819 | -420,00 0,015
0,25053819 | -420,00 0,015
0,25053819 | -420,00 0,015
0,25053819| -420,00 0,015
0,25053819| -420,00 0,015

Figura 29. Perfil de humedad del suelo (modelo matematico y modelo fisico)
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Siguiendo el mismo procedimiento para el calculo del error, se obtuvo (Tabla 10):

Tabla 10. Comparacioén de resultados suelo O8

Contenido Contenido
Profundidad humedad humedad .

[cm] Laboratorio | Simulacion %o error

[cm3/cm3] | [cm3/cm3]
0 0,5085 0,4638 8,792
5 0,4780 0,4634 3,062
10 0,4260 0,4253 0,162
15 0,3600 0,3387 5,918
20 0,2800 0,2600 7,125
25 0,2600 0,2517 3,205
30 0,2526 0,2507 0,761
35 0,2495 0,2506 0,424
40 0,2495 0,2505 0,417
45 0,2495 0,2505 0,416
50 0,2495 0,2505 0,416
55 0,2495 0,2505 0,416
60 0,2495 0,2505 0,416
65 0,2495 0,2505 0,416
70 0,2495 0,2505 0,416
75 0,2495 0,2505 0,416

%error 205
promedio

El mayor error se debe a los valores saturados de la curva caracteristicas de humedad
utilizada, ya que en esta el contenido de humedad en estado saturado alcanza un valor
de Bnyemz=0.467 mientras que para el suelo empleado se alcanzan valores de
6[cm3,cm3]=0.508. Este error es notorio para los nodos cercanos a la superficie donde el
suelo se acerca a la saturacion; sin embargo, a medida que se avanza en la columna
se observa como los valores se ajustan al modelo. Finalmente, el error promedio para

esta simulacién es de 2.05%, el cual es aceptable para una simulacién de este tipo.
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5. CONCLUSIONES

El modelo matematico y computacional del presente proyecto permite calcular el
movimiento de agua en el suelo en la direccion vertical de la zona no saturada como
una funcion del tiempo mediante la solucién de la ecuacién de Richard’s. Es posible
conocer la variabilidad del contenido de humedad y de la presién de poros como una

funcion de la division de celdas seleccionada.

En el modelo desarrollado se utilizaron las funciones hidraulicas del suelo (W vs 8, K
vs B) las cuales se incorporaron al modelo mediante interpolacion de SPLINE cubico
y diferenciacién numérica en lugar de ecuaciones aproximadas como Brooks and Corey

o Van Genuchen. Se observd una muy buena respuesta del modelo numérico.

La solucién numérica de la ecuacion de Richards muestra una alta y rapida variabilidad
como era de esperarse de la respuesta no lineal de la zona no saturada. El modelo
describié aceptablemente bien el fendmeno observado de movimiento de agua en

suelos medianamente granulares.

El modelo implicito de diferencia finitas es sensible al tamafo de la celda y al intervalo
de tiempo de simulacion definido. El intervalo de tiempo es altamente sensitivo en la
simulacioén y en la medida que la conductividad hidraulica crece se requieren deltas de
tiempo muy pequenos. La definicién del delta de tiempo de simulacién es una variable

importante en la inestabilidad numérica del la Ecuacion de Richards.

Se valido el modelo desarrollado con la experiencia de otros trabajos de investigacion
como los de Jensen y de Laat, encontrandose errores muy bajos. Se desconocen

algunos valores de dichos trabajos en las primeras horas de simulacion a efecto de
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poder compararlos.

Se desarrollé un modelo fisico el cual se compard con simulaciones numéricas. Se
encontré una alta correspondencia; sin embargo, cabe anotar que la falta de equipos
de laboratorio dificultaron la obtencién de la propiedades del suelo real a efecto de

poder llevar a cabo una validacién completa.

Se recomienda el desarrollo de un modelo 3D en el que se incluya el movimiento de
agua en las direcciones Xy Y ya que como se observé en el modelo fisico estas son
de gran importancia. Se requieren sensores de humedad para poder medir en tiempo
real el movimiento de agua en el suelo a las diferentes profundidades y se requiere

llevar a cabo la determinacion de la propiedades hidraulicas del suelo.

El presente trabajo es de gran importancia en el estudio de transporte de
contaminantes en la zona no saturada, movimiento de agua en el suelo, estabilidad de
taludes, recarga de acuiferos, cambios de almacenamiento del suelo, etc., en donde

prima la relacion no lineal de la zona no saturada.
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APENDICE A
SPLINE CUBICO

A.1 ALGORITMO PARA DETERMINAR LOS COEFICIENTES DEL SPLINE
El siguiente algoritmo se utilizd para determinar los coeficientes empleados en la
solucién del spline cubico, el cual se realiza tanto para la curva caracteristica de

humedad como para la curva de conductividad hidraulica.

a) Se elabora una tabla mostrando el numero de datos con sus respectivos
valores, donde i corresponde al numero de dato, y al contenido de humedad o

conductividad hidraulica y x corresponde a la presion para ese punto.

y

X

b) Se determinan los intervalos.

I, = [xi > Xis1 ] (84)

c) Se define la longitud de cada intervalo.

A, = X, = X, (85)

1

d) Se hallan los coeficientes ai parai=1,2,...,n.
a, = y,(86)
e) Los coeficientes ¢ en los puntos iniciales y finales son cero.
c, =0
(87)
C =

n
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f) Para determinarlos términos C2,....Cn-1, es necesario la solucion de un sistema
de ecuaciones de la forma:
[2(h, + hy) h, : 0 e
h, 2(h, + hy) h, 0 s
0 h, 2(hy + hy) 0 ¢, | =
: : : : ho, :
L 0 0 0 h,, 2(h,,+ hn—l)_ Cpt]
_ 3 3 _
h_(ys - Yz)‘ h_(J’z - J’1) (88)
2 1
3 3
h_(y4 - y3)_ h_(y3 - yz)
3 2
3 3
h_(ys - y4)_ h_(y4 - y3)
4 3
3 3
_Z(yn+l_yn)_hn__l(yn ynl)_
9) Los términos bi para i=1,2,...n-1 se determinan mediante la formula:

};i (i +2¢,) (89)
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h) Se determina di para i=1,2,...n-1.

d _ Ci+1 Ci 90
i 3h ( )

]

d, =001)

Por ultimo, estos se reemplazan en la ecuacioén (74) para cada intervalo.

A1 Ejemplo de solucién

El programa basado en el archivo propiedades del suelo realiza el spline cubico para
asi determinar las ecuaciones que describen las propiedades hidraulicas del suelo.
Siguiendo el algoritmo para la realizacion del spline cubico descrito en el capitulo

anterior, este se muestra numéricamente para una mejor ilustracion:

a) Los datos de entrada son los siguientes:

y | 495 | 481 | 458 | 252 | 405 | 354 | 288 | 246 | 214 185 169 158 152

x| -1 -10 | 220 | -31 -50 | -100 | -250 [ -500 | -1000 | -2500 | -5000 ( -10000 | -16000

b) Los intervalos son:

11=[-1,-10] 12=[-10,-20] 13=[-20,-31] 14=[-31,-50]
15=[-50,-100] 16=[-100,-250] [7=[-250,-500] 18=[-500,-1000]
19=[-1000,-2500] 110=[-2500,-5000] 111=[-5000,-10000] 112=[-10000,-16000]
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c) La longitud de cada intervalo es:

A1=[-9] A 2=[-10] A3=[-11] A4=[-19]

A 5=[-50] A 6=[-150] A 7=[-250 ] A 8=[-500]
A 9=[-1500] A 10=[ -2500 ] A 11=[-5000 ] A12=[ -6000 ]
d) Los coeficientes ai  para i de 1 hasta 13 son:

a1=0.495 a2=0.481 a3=0.458 a4=0.436 a5=0.405 a6=0.354
a7=0.288 a8=0.246 a9=0.214 a10=0.185 a11=0.169 a12=0.158
a13=0.152

e) Los coeficientes ¢ en los puntos iniciales y finales son cero.
c1=0 c13=0
f) Se resuelve el sistema de ecuaciones por medio de la matriz tridiagonal de la
forma:
38 | -10 0 0 0 0 0 0 0 0 0
10 | 42 | 11 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 | 60 | -19 0 0 0 0 0 0 0
0 0 19 | 138 | 50 0 0 0 0 0 0
0 0 0 50 | 400 | 150 | © 0 0 0 0
0 0 0 0 | 150 | -800 | 250 | O 0 0 0
0 0 0 0 0 | -250 | 1500 | 500 | O 0 0
0 0 0 0 0 0 | -500 | 4000 [-1500] © 0
0 0 0 0 0 0 0 | -1500 [-8000] 2500 O
0 0 0 0 0 0 0 0 [-2500]-15000| -5000
0 0 0 0 0 0 0 0 | -6000 | -22000

0,002336667
9) El vector respuestas es: 20,000788182
-0,001266029
-0,001749789
-0,00174
-0,0008292
-0,0003048
-0,0001324
-4 1E-05
-0,00001194
-3,81E-06
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h) Resolviendo el sistema de ecuaciones se hallan:

c2=-6.99E-5 c3=3.22E-5
c6=3.93E-6 C7=4 47E-7
c10=1.77E-9 c11=4.87-10
i) Los términos bi son:
b1=0.0013 b2=0.0019
b5=0.0014 b6=0.0007
b9=3.78E-5 b10=9.56E-6
i) Los términos di son:
d1=2.59E-6 d2=-3.40E-6
d5=4.68E-8 d6=5.53E-9
d9=3.39E-12 d10=1.71E-13
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c4=1.20E-5
c8=1.22E-7
c12=4.03E-11

©3=0.0023
b7=0.0002
b11=3.91E-6

d3=6.13E-7
d7=4.32E-10
d11=2.97E-14

c5=9.95E-6
c9=1.70E-8

b4=0.0018
b8=0.0001
b12=1.11E-6

d4=3.63E-8
d8=7.05E-11
d12=2.24E-15



APENDICE B
DATOS DE LA SOLUCION NUMERICA

Las tablas a continuacion ilustran paso a paso los procesos descritos en el segundo
capitulo para realizar la simulacion del Yolo light clay, donde los parametros para la

simulacion fueron:

L Profundidad columna 80 cm

o Espacio entre nodos (Az) 5cm

° Intervalo de tiempo (At) 300 segundos

o Condiciones iniciales (W) -600 cm

o Condicion frontera superior Estado saturado, W=0 cm
o Condicién de frontera inferior -600 cm
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Se calcula para la
grafica unicamente.

Son las exfracciones
que se pueden
presentar, en este

Se obtienen de
lacurva @vsy
de las

Se toman igual a las
condiciones iniciales para
la primera iteracion, se

Presion capilar en el
punto medio entre el

Presion capilar igual a
la obtenida en el punto

Presion en el nodo
analizado en el tempo

Esta no varia para la |caso son cero. condiciones utilizan para la nodo anterior y el |6, se utliza para poder [medio siguiente, es una

Iteracion 1 |simulacion. Unidades de 1/seg iniciales. extrapolacion. analizado. extrapolar. extrapolacion.
1-NODO | 2-PROFUNDIDAD 3- S (i,) 4-y (i,j) 5-y (i,j-1) 6- g (i-'2,]) 7- g (i-%2,j-1) 8- y (i,j+"%)

(i) ((F1)"12) (un. q(1/seg)) (cond.iniciales) (cond. Iniciales) ((w(i-1.) @ ()".8) (W (i-1,1-1) W (- 1))M5) (W (L) +(w (i))-w(ij-1))/2)

1 0 0 -600 -600 0 0 -600

2 5 0 -600 -600 -600 -600 -600

3 10 0 -600 -600 -600 -600 -600

4 15 0 -600 -600 -600 -600 -600

5 20 0 -600 -600 -600 -600 -600

6 25 0 -600 -600 -600 -600 -600

7 30 0 -600 -600 -600 -600 -600

8 35 0 -600 -600 -600 -600 -600

9 40 0 -600 -600 -600 -600 -600

10 45 0 -600 -600 -600 -600 -600

11 50 0 -600 -600 -600 -600 -600

12 55 0 -600 -600 -600 -600 -600

13 60 0 -600 -600 -600 -600 -600

14 65 0 -600 -600 -600 -600 -600

15 70 0 -600 -600 -600 -600 -600

16 75 0 -600 -600 -600 -600 -600

17 80 0 -600 -600 -600 -600 -600




Presion en el punto
medio entre el nodo
analizado y el
siguiente, para un

Presion en el punto
medio entre el nodo
anterior y el analizado,
para un iempo medio

Capacidad diferencial de
humedad, evaluada con la
presion capilar del punto 8, se
obtiene de la curva de

Conductividad
hidraulica evaluada
con la presion

Conductividad
hidraulica evaluada
con la presion

Diferencia de

profundidad entre
el nodo analizado
y el anterior. Para

Diferencia de
profundidad entre
el nodo analizado
y el posterior.

tiempo medio posterior |posterior. retencion del suelo d@/dy. |capilar del punto 9. |capilar del punto 10.]i=0, Az-=0 Para i=n, Az+=0
9- y (i+%,j+1%) 10- g (i-%,j+72) 11- C (y(i,j+%)) 12- K (@(i+%,j+%)) | 13-K (@(i-%%,j+"2)) 14- Az- 15- Az+
w(i+7%))* w(i-%)+
(W(i+%)-w(i+%-1))/2 | (w(i-)-(i-%)-1))/2 (dependen del suelo)  |(dependen del suelo)(dependen del suelo)  (2(i)-2(i-1)) (2(i+1)-2(i))
-600 0 8,215E-05 1,848E-08 0,0000123 0 5
-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5
-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5
-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5
-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5
-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5
-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5
-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5
-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5
-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5
-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5
-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5
-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5
-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5
-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5
-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5
0 -600 8,215E-05 0,0000123 1,848E-08 5 0




Diferencia de profundidad Vector de respuestas Contenido de
enfre el punto medio del Primer Tercer del sistema de Presion capilar [humedad en
nodo analizado y el coeficiente del coeficiente del [ecuaciones, *** al Matriz ridiagonal  |en cada nodo |cada nodo en
posterior y el punto medio del|arreglo Segundo coeficiente  |arreglo termino Dn-1 se le debe [elaborada con los |en el iempo  |el fiempo
nodo analizado el posterior. |matricial. del arreglo matricial. | matricial. restar Cn-1* g (n,j+1) |coeficientes A, By C|posterior. posterior.
16- Az 17- A 18- B 19-C 20-D 21-[matriz] 22- y (i,j+1) | 23- @ (i,j+1)
[BCO
11/At+ ABC
((2(0)-26-1))-2(+1)-2)))) | (-13/14*16) |(13/14*16)+(12/1516) | (.12/15%16) | (11/AY*4-(12-13)/16-3 0AB [21]*20]
25 * > -1,478E-09 > 0 0,495
5 -7,392E-10 344E-07 -7,392E-10 -0,0002054 -598,71 0,238
5 -7,392E-10 3,44E-07 -7,392E-10 -0,0002054 -600,00 0,238
5 -7,392E-10 3,44E-07 -7,392E-10 -0,0002054 -600,00 0,238
5 -7,392E-10 3,44E-07 -7,392E-10 -0,0002054 -600 0,238
5 -7,392E-10 3,44E-07 -7,392E-10 -0,0002054 -600 0,238
5 -7,392E-10 3,44E-07 -7,392E-10 -0,0002054 -600 0,238
5 -7,392E-10 3,44E-07 -7,392E-10 -0,0002054 -600 0,238
5 -7,392E-10 3,44E-07 -7,392E-10 -0,0002054 -600 0,238
5 -7,392E-10 3,44E-07 -7,392E-10 -0,0002054 -600 0,238
5 -7,392E-10 3,44E-07 -7,392E-10 -0,0002054 -600 0,238
5 -7,392E-10 3,44E-07 -7,392E-10 -0,0002054 -600 0,238
5 -7,392E-10 3,44E-07 -7,392E-10 -0,0002054 -600 0,238
5 -7,392E-10 3,44E-07 -7,392E-10 -0,0002054 -600 0,238
5 -7,392E-10 3,44E-07 -7,392E-10 -0,0002054 -600 0,238
5 -7,392E-10 3,44E-07 -7,392E-10 -0,0002058 -600 0,238
25 -1,478E-09 > > -0,0002078 -600 0,238




Iteracion 2

1-NODO | 2-PROFUNDIDAD 3-S (i) 4-y (i) 5- (i,j-1) 6- @ (i-%.]) 7- @ (i-%,j1) 8- @ (i,j+%)

(i) ((i-1)*Az) (un. g(1/s)) resp. iteracion 1 (cond. Iniciales) (w(i-1.) wi)M-9) ((w(i-1,-1) W (- 1)M.5) (W (i) +(w(i.)-w(i,-1))12)
1 0 0 0 -600 0 0 300*

2 5 0 -599,353496 -600 0 0 -599,0302446
3 10 0 -599,999303 -600 -599,6763129 -599,6763129 -599,9989551
4 15 0 -599,999999 -600 -599,9996513 -599,9996513 -599,9999989
5 20 0 -600 -600 -599,9999996 -599,9999996 -600

6 25 0 -600 -600 -600 -600 -600

7 30 0 -600 -600 -600 -600 -600

8 35 0 -600 -600 -600 -600 -600

9 40 0 -600 -600 -600 -600 -600

10 45 0 -600 -600 -600 -600 -600

11 50 0 -600 -600 -600 -600 -600

12 55 0 -600 -600 -600 -600 -600

13 60 0 -600 -600 -600 -600 -600

14 65 0 -600 -600 -600 -600 -600

15 70 0 -600 -600 -600 -600 -600

16 75 0 -600 -600 -600 -600 -600

17 80 0 -600 -600 -600 -600 -600




9- g (i+7j+%) 10- g (i-%2,j+7%) 11- C (9(ij+%)) 12- K (@(i+%2j+%)) | 13-K (@(i-V2j+%)) 14- Az- 15- Az+
w(i+7))+ w(-%))+
(W(i+7))-w(i+7-1))12 | (w(i-74)-w(i-74-1))/2 (dependen del suelo)  |(gependen del suelo){dependen del suelo)  (2()-2(i-1)) (2(i+1)-2(i))

0 0 0 1,230E-05 0,0000123 0 5

-599,676 0 8,233E-05 1,850E-08 1,230E-05 5 5

-600,000 -599,676 8,215E-05 1,848E-08 1,850E-08 5 5

-600,000 -600,000 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5

-600 -600,000 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5

-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5

-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5

-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5

-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5

-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5

-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5

-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5

-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5

-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5

-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5

-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5

0 -600 8,215E-05 0,0000123 1,848E-08 5 0




16- Az 17-A 18-B 19-C 20-D 21-[matriz] 22- @ (ij*1) | 23- @ (i,j+1)
BCO
11/At+ ABC
(0)-2(-1))-(2(i+1)-2())) | (-13/14*16) |(13/14™16)+(12115™16) | (.12/15*16) | (11/A)*4-(12-13)/16-3 0 AB]

25 * * -9,84E-07 * 0 0,495
5 -4,92E-07 1,18E-06 -7,399E-10 -0,0004088 -347,127 0,268
5 -7,399E-10 6,86E-07 -7,392E-10 -0,0004107 -599,727 0,238
5 -7,392E-10 6,86E-07 -7,392E-10 -0,0004107 -600,000 0,238
5 -7,392E-10 6,86E-07 -7,392E-10 -0,0004107 -600 0,238
5 -7,392E-10 6,86E-07 -7,392E-10 -0,0004107 -600 0,238
5 -7,392E-10 6,86E-07 -7,392E-10 -0,0004107 -600 0,238
5 -7,392E-10 6,86E-07 -7,392E-10 -0,0004107 -600 0,238
5 -7,392E-10 6,86E-07 -7,392E-10 -0,0004107 -600 0,238
5 -7,392E-10 6,86E-07 -7,392E-10 -0,0004107 -600 0,238
5 -7,392E-10 6,86E-07 -7,392E-10 -0,0004107 -600 0,238
5 -7,392E-10 6,86E-07 -7,392E-10 -0,0004107 -600 0,238
5 -7,392E-10 6,86E-07 -7,392E-10 -0,0004107 -600 0,238
5 -7,392E-10 6,86E-07 -7,392E-10 -0,0004107 -600 0,238
5 -7,392E-10 6,86E-07 -7,392E-10 -0,0004107 -600 0,238
5 -7,392E-10 6,86E-07 -7,392E-10 -0,0004112 -600 0,238

2,5 -1,478E-09 ** ** -0,0004132 -600 0,238




Iteracion 3

1-NODO | 2-PROFUNDIDAD 3-S (i) 4-y (i) 5 (i,j-1) 6- @ (i-%4.j) 7- @ (iVaj1) 8- (ij+%)
(i) ((i-1)*Az) (un. g(1/s)) resp. iteracion 2 (resp. iteracion 1) (w(-1.)*wiNM.5) [(w(i-1,j-1) *w(ij-1))M )N (w (i) H(w(ij)-w(ij-1))/2)
1 0 0 0 0 0 0 0
2 5 0 -347,127 -599,353 -456,269 0 -221,014
3 10 0 -599,727 -599,999 -599,863 -456,269 -599,590
4 15 0 -599,999 -599,999 -599,999 -599,863 -600,000
5 20 0 -600 -600 -600 -600,000 -600,000
6 25 0 -600 -600 -600 -600,000 -600
7 30 0 -600 -600 -600 -600 -600
8 35 0 -600 -600 -600 -600 -600
9 40 0 -600 -600 -600 -600 -600
10 45 0 -600 -600 -600 -600 -600
11 50 0 -600 -600 -600 -600 -600
12 55 0 -600 -600 -600 -600 -600
13 60 0 -600 -600 -600 -600 -600
14 65 0 -600 -600 -600 -600 -600
15 70 0 -600 -600 -600 -600 -600
16 75 0 -600 -600 -600 -600 -600
17 80 0 -600 -600 0 -600 -600




9- g (i+%aj+%) 10- g (i-Va,j*%) 11- C (w(i,j+%) 12- K (@(i+7,j+%)) | 13-K (@(i-%4.j+%)) 14- Az- 15- Az+
W(i+%%)+ w(i-"2)+
(W(i+72)-w(i+Y-1))/2 | (w(i-%)-w(i-Y4-1))/2 | (dependen del suelo)  |(dependen del suelo){dependen del suelo)  (2(i)-2(i-1)) (2(i+1)-2())

0 0 0 1,230E-05 0,0000123 0 5

-456,269 0 3,095E-04 2,998E-08 1,230E-05 5 5

-599,863 -456,2689492 8,223E-05 1,849E-08 2,998E-08 5 5

-600,000 -599,8631211 8,215E-05 1,848E-08 1,849E-08 5 5

-600,000 -599,9998522 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5

-600 -599,9999998 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5

-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5

-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5

-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5

-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5

-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5

-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5

-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5

-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5

-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5

-600 -600 8,215E-05 1,848E-08 1,848E-08 5 5

0 -600 8,215E-05 0,0000123 1,848E-08 5 0




16- Az 17-A 18-B 19-C 20-D 21-[matriz] | 22-y (ij+1) | 23- @ (ij+1)
[BCO
11/t ABC

(20)-26-1))-(2(+1)-20)) | (-13114*16) |(13114*16)+(12/15*16) | (.12/15*16) | (11/A0*4-(12-13)/16-3 0AB] 0 0,495
25 ** ** -9,84E-07 ** -290,838 0,279
5 -4,92E-07 3,07E-06 -1,199E-09 -0,0008928 -599,184 0,238
5 -1,199E-09 6,87E-07 -7,395E-10 -0,0004109 -599,999 0,238
5 -7,395E-10 6,86E-07 -7,392E-10 -0,0004107 -600,000 0,238
5 -7,392E-10 6,86E-07 -7,392E-10 -0,0004107 -600 0,238
5 -7,392E-10 6,86E-07 -7,392E-10 -0,0004107 -600 0,238
5 -7,392E-10 6,86E-07 -7,392E-10 -0,0004107 -600 0,238
5 -7,392E-10 6,86E-07 -7,392E-10 -0,0004107 -600 0,238
5 -7,392E-10 6,86E-07 -7,392E-10 -0,0004107 -600 0,238
5 -7,392E-10 6,86E-07 -7,392E-10 -0,0004107 -600 0,238
5 -7,392E-10 6,86E-07 -7,392E-10 -0,0004107 -600 0,238
5 -7,392E-10 6,86E-07 -7,392E-10 -0,0004107 -600 0,238
5 -7,392E-10 6,86E-07 -7,392E-10 -0,0004107 -600 0,238
5 -7,392E-10 6,86E-07 -7,392E-10 -0,0004107 -600 0,238
5 -7,392E-10 6,86E-07 -7,392E-10 -0,0004107 -600 0,238
5 -7,392E-10 6,86E-07 -7,392E-10 -0,0004112 -600 0,238
2,5 -1,478E-09 ** * -0,0004132 -600 0,238
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