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RESUMEN

Titulo: MODELO CINEMATICO DIRECTO PARA EL ROBOT KUKA
KR120-2P® MEDIANTE EL USO DE CUATERNIOS EN UN AM-
BIENTE MATLAB®. ™

Autor:  JOHN JAIRO QUIROGA OROZCO™"

Palabras claves: Cuaternios, roboética, cinemaética directa, Matlab®), Aprendizaje

Basado en Proyectos.

Descripcion:

En este proyecto de monografia se desarrolla un modelo cinematica directo del robot KUKA
KR120-2P® mediante el uso de los cuaternios de Hamilton (Q = qo + q17 + g2 + qgl%, donde
q0,q1, 92,93 € R), como método para representar transformaciones de rotaciones y orientaciones
en R3. En el primer capitulo es referido a los conceptos preliminares, como los espacios vectoria-
les, transformaciones lineales y localizacion espacial por medio de las matrices de transformaciéon
homogénea, donde se utilizard como método comparativo a las rotaciones realizada con los cau-
ternios. En el segundo capitulo se presentan los cuaternios de Hamilton, donde se incluye una
nota historica respecto a su aparicion, se expone el algebra de cuaternios y se define el operador
de rotacion Lg(¥) = Q(0+ 0)Q*, el cual @ es un cuaternio, se prueba que es una trasformacion
lineal y se verifica que cumple con la rotaciéon de puntos en el espacio. En el tercer capitulo se
hace la presentacion del robot KUKA KR120-2P®. En el cuarto capitulo se desarrolla el modelo
cinematico directo del robot KUKA KR120-2P® usando cuaternios, donde se valida al realizar
simulaciones con Matlab®. Por tltimo, en el capitulo 5, se propone que esta monografia pue-
de leerse como una propuesta de innovacién en el aula para la ensenanza y aprendizaje de las

transformaciones lineales en un curso de Algebra Lineal.

“*Trabajo de grado.
M.Sc. JORGE VILLAMIZAR MORALES, Director.

M.Sc. JOHN FABER ARCHILA DIAZ, Codirector.
“"Licenciatura en Mateméticas, Escuela de Mateméticas, Facultad de Ciencias,

Universidad Industrial de Santander.



ABSTRACT

Title: DIRECT KINEMATIC MODEL FOR THE ROBOT KUKA KR120-
2P® THROUGH THE USE OF QUATERNION IN A MATLAB®
ENVIRONMENT. ™

Author: JOHN JAIRO QUIROGA OROZCO™

Keywords: Quaternions, robotics, direct kinematics, Matlab®), Project Based Learning.

Description:

The aim of this monograph is to develop a direct kinematic model for the robot KUKA KR120-
2P® using Hamilton’s quaternions (Q = qo + q1% + q2] + qsk, where qo, q1,¢2,q3 € R) based on
lineal transformations. In the first chapter begins with preliminary concepts, real vector spaces,
linear transformations and spatial locations in R? using the transformation matrices containing
homogeneous coordinates, which is used as the comparative method to rotations made with
quaternions. The second chapter presents the Hamilton’s quaternions, one historical note is
discusses his appearance and you will see the conceptual development of quaternion emphasizing
on their most important properties, mainly rotation operator Lg(¥) = Q(0 + 0)Q*, where @
is a quaternion and @Q* it’s yours conjugate, is proof to be a linear transformation and verified
to comply with the rotation of point in the spaces. In the third chapter presents the robot
KUKA KR120-2P®. In the fourth chapter develops the direct kinematic model of the robot
KUKA KR120-2P® using quaternions and the validity of this model there will be simulations
in Matlab®. Finally, in the fifth chapter, there will be a proposal of innovation in the classroom
for teaching and learning in regards to the lineal transformations based on the direct kinematic

project in an actual course of lineal algebra.

“**Graduation project.
M.Sc. JORGE VILLAMIZAR MORALES, Undergraduate Dissertation Director.
M.Sc. JOHN FABER ARCHILA DIAZ, Undergraduate Dissertation Codirector.
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Bachelor’s degree in Mathematics, School of Mathematics, Faculty of Science,

Universidad Industrial de Santander.



INTRODUCCION

os cuaternios nacen del ingenio de Sir Rowan Hamilton, considerado uno de los

matematicos mas eminentes de los pueblos de habla inglesa, después de Isaac
Newton. Al principio los cuaternios fueron considerados dificiles en su manejo hasta
inttiles, sin embargo hoy en dia son ampliamente utilizados en la resoluciéon de problemas
de la mecéanica clasica y en disciplinas contemporaneas mediante la elaboracion de
software para el control de movimientos de robots. No obstante, los cuaternios son poco
conocidos en las aulas de clase donde se esta desaprovechando toda la riqueza matematica

y aplicabilidad que ofrece.

Esta monografia se apoya en el campo de la robética industrial al indagar y dar respuesta
al problema cineméatico directo mediante cuaternios de uno de los robots de la casa
matriz alemana KUKA - ROBOTICS® el KR 120-2P®. Para esto se presenta una
exposicion amplia del élgebra de cuaternios, incluyendo una nota historica. Ademas se
exponen la cinemética del robot, se define el KR 120-2P® y luego se desarrolla el modelo
cinemético directo. Para validar el modelo definitivo se aproveché de las potencialidades

de Matlab® donde se elaboraron simulaciones con las especificaciones técnicas del robot.

Es preciso tener presente otros trabajos relacionados con la temética central, como es el
caso de los cuaternios y la robética. Ervvin Javier Lozano Chacén en su trabajo mono-
grafico Cuaternios de Hamilton [3] presenta una disertacion amplia de los cuaterniones,

enfocdndolos en el algebra abstracta. Hace un relato histérico de cuando Sir William
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Rowan Hamilton logré solucionar el conflicto algebraico de los nacientes cuaternios.
Adicionalmente se dan dos aplicaciones desde un punto de vista algebraico: fractales y

robotica. En cuanto a robética trabaja alrededor del problema cinemaético directo del
robot SCARA®.

Mauricio Tarazona Alvarez en el trabajo de investigacion de maestria denominado Apli-
cacion software para un brazo robdtico usando un modelo geométrico basado en el dlgebra
de cuaternios |2| define un modelo cinematico directo por medio de matrices homogéneas
y de cuaterniones para representar geométricamente el robot SMA - V3R T® .
Ademas contrasta la eficiencia computacional entre los método de matrices homogéneas

y el método de cuaternios, utiliza para ello ambientes de simulaciéon Q-robot.

John Faber Archila Diaz y Max Suell Dutra, en su articulo Estudio y modelamiento del
robot KUKA KR 6 [1], exponen el modelamiento del robot KUKA KR 6, del laboratorio
de robotica de la Universidad Federal de Rio de Janeiro. Presentan el modelo CAD del
robot, la cinematica directa usando matrices de transformaciéon homogénea e inversa por
el método de ecuaciones cuadréticas. También establece un modelo dinamico con base
en las ecuaciones de Euler Lagrange donde focaliza los efectos inerciales por medio del
tensor de inercias y realiza el control cinematico mediante el jacobiano del manipulador.
Este trabajo lo presentan como la primera etapa para el control del robot planteando la
implementacion del modelo cinematico inverso en un DSP de la familia Texas Instruments

donde analiza su desempeno.

Por dltimo, ésta monografia puede leerse como una propuesta de innovaciéon en el aula
para la ensenanza y aprendizaje de las transformaciones lineales en un curso de algebra
lineal, convirtiéndose asi en un material de consulta amplio para matemaéticos, licenciados

en matematicas e ingenieros.

skoksk sk ok

Construido por Carlos Gerardo Hernédndez Capacho, profesor de la Universidad Pontificia Bolivariana

Seccional Bucaramanga 2002.
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CAPITULO 1

COMPONENTE MATEMATICO

n este primer capitulo se abordara la fundamentacién conceptual requerida para la
modelacion del robot KUKA KR120-2P®), donde se muestra la aplicabilidad de
las transformaciones lineales, la cual provee herramientas de interés para la localizacion

espacial de cualquier objeto.

1.1. Preliminares

Para el desarrollo conceptual que contiene este trabajo, es imprescindible tener presente
los axiomas de campo de R, la cual permitira dar validez a cada definicién y proposicion

que se presentan.

1.1.1. Axiomas de campo de R

Se asume la existencia de un conjunto R, con dos operaciones + (suma), - (producto),

que satisfacen los siguientes axiomas:

1. Las operaciones + y - cumplen con la propiedad clausurativa. Es decir, Vz,y € R:

r+y=z€Ryzx-y=rekR.

2. Las operaciones + y - cumplen con la propiedad conmutativa. Es decir,Vz,y € R:

THy=y+r,yr-y=y-z

14



3. Las operaciones + y - cumplen con la propiedad asociativa. Es decir,Vz,y, 2z € R:

(z+y)+z=c+y+2)y(r-y) 2=z (y 2)
4. Existen 0,1 € R tal que:

s Ve eRx+0=uz.

s VzeRzx-1=ux.
5. Para todo z € R existe —x € R (inverso aditivo) tal que = + (—z) = (—x) + x = 0.
1

6. Paratodo r € R existe 7! € R (inverso multiplicativo) tal que z-x~! = (z7)-z = 1.

7. V2, y,z€R, (z+y) z=x-2+y- 2.

1.1.2. Espacios vectoriales

Un espacio vectorial es un conjunto de elementos de naturaleza cualquiera sobre el que
pueden realizarse dos operaciones llamadas adiciéon y multiplicacién por un escalar, donde

cumple de forma anéloga las propiedades expuestas en los axiomas de campo de R.

Definicion 1.1. Sea V' un conjunto, donde V. # 0. El conjunto V se llama espacio

lineal si satisface los siguientes axiomas:

Axioma 1 A todo par de elementos x e y corresponde un unico elemento de V' llamado

suma de x ey, designado por x +y.

Axioma 2 A todo x € V y Va € R corresponde un elemento de V' llamado producto de

a por x, designado por a-x o ax.
Axioma 3 Vz,y € V, se tiene que vt +y =y + .
Axioma 4 Vz,y,z € V, se tiene que (v +y) + 2z =z + (y + 2).
Axioma 5 FExiste un elemento en V', designado por 0, tal que x +0 = x Vx € R.
Axioma 6 Para todo x de 'V, el elemento (—1)-x tiene la propiedad que x+(—1)-x = 0.
Axioma 7 Vz,y € V yVa € R, se tiene que a(x +y) = ax + ay.

Axioma 8 Vx € V yVa,b € R, se tiene que a(bx) = (ab)z.
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Axioma 9 Vx € V yVa,b € R, se tiene que (a+b)-z=a-z+b-x.

Axioma 10 Para todo x de V', tenemos 1 -x = x.

1.2. Transformaciones lineales

Las transformaciones lineales se pueden considerar como mapeos de particular importancia
en el estudio del algebra lineal y sus aplicaciones. Estas transformaciones se realizan entre

espacios vectoriales que conservan la suma y la multiplicaciéon vectorial por un escalar.

Definicion 1.2. S0 V y W son dos espacios lineales, una funcion T : V. — W se llama
transformacion lineal de V en W (también es denominado operador lineal), si tiene las

siguientes propiedades:

a) Propiedad aditiva: T(z +y) = T(z) + T'(y) para todo xz,y € V.

b) Propiedad homogénea: T'(cx) = ¢T'(z) para todo x € V y c € R.

Las dos propiedades se pueden combinar para asi formar una férmula que establece que
T(ax +by) = aT(x) + b1 (y) Ve,y € V y a,b e R. (1.1)

Ejemplo 1.1 (Transformacién identidad). Sea V' un espacio vectorial y w € V. La

funcion:
T7:V — V
u +— T(u)=u
es una transformacion lineal.

Ejemplo 1.2 (El operador derivacion). Sea V' un espacio lineal de todas las funciones
reales f derivables en un intervalo abierto (a,b). La transformacion lineal que aplica cada
funcion f de V en su derivada [’ se llama operador derivacion y se designa por D. De

esta forma, se tiene que:

D es una transformacion lineal.
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Ejemplo 1.3 (El operador integracion). Sea V' el espacio lineal de todas las funciones
reales continuas en un intervalo [a,b]. Si f € V, se define g = T(f) como la funcion T

dada por:
ng(f)z/ ft)dt sia<xz<b

T es una transformacion lineal.

Proposicién 1.1 (Transformacion lineal de reflexiéon respecto al eje y). Sea R?

un espacio vectorial, la funcion
T:R*> — R?
() = 0)-()
Y Y Y
T es una transformacion lineal.

Demostracion. Sean v7,v; € R% donde 17 = (2,9) y v = (j,8) y a € R. Se verifica el

cumplimiento de la propiedad aditiva, en efecto,
() =G =G+ () =) ()
y+s y+s Y S Y S
Se verifica el cumplimiento de la propiedad homogénea, en efecto,
) () () (7)) ¢
y ay oy Y Y

Proposicion 1.2 (Transformacion lineal de R™ a R™). Sean R™, R™ espacios vecto-
Ty
. - L2 o .
riales con & = ) , £ € R" y A una matriz de m x n. Se define,

‘/L‘n
T es una transformacion lineal.

17



Demostracion. Se verifica el cumplimiento de la propiedad aditiva, en efecto,

T+ T U1
To + T

A+ =a| P2 oal P leal P | =az4 a7
Ty + Yn Ty Yn

Se verifica el cumplimiento de la propiedad homogénea, en efecto,

ary
Ay =A| “7 | =aaz. O

T,

A continuacién se presenta la construccion de la matriz de rotacion. Sea v = , donde
/
/

TeR2y v = (90
1.1).

), vector correspondiente a una rotacion de ¥ con angulo 6 (ver Figura

Figura 1.1: Rotacion del vector ¥ con angulo 6.

Es de notar que r es la longitud (norma) de 7, la cual se tiene que x = r cosa, y = rsen «,

' =rcos(f +a)yy =rsen(d + «). Aplicando identidades trigonométricas, se obtiene

"\  [rcos(@ +a)\ [(rcosfcosa—rsenfsena
v )  \rsen(d+a)) \rsenfcosa-+rcosfsena)’

18



Como z =rcosa y y = rsena, se tiene
(x’) rcos —ysend cosf —senf (x)
Yy xsenf ycosf senf)  cosf y)
Con este resultado se presenta la transformacion lineal de rotacion

Proposicion 1.3 (Transformacién lineal de rotacién). Sea R? un espacio vectorial,

la funcion:
T:R? — R?
<x) i T(x): cos) —senf (x) (1.2)
Y Y senfl cosf Y
cosf —senf (x
Yy

Es una transformacion lineal de rotacion cuando > es la rotacion en

senf cosf

x
sentido antihorario de ( ) con un dngulo 0 .

Y

Demostracion. Se verifica el cumplimiento de la propiedad aditiva, en efecto,

T(az—i—r) _ ((:U—l—’r’)cos@ —(y+m)sen9>

y+m (x+7r)senf (y+m)cosb
_ [cosf —send (a:)+ cosf —sené <'r’>
senfl  cos@ Y senf)  cosf m
- 7(0)+7(0)
Y m
Se verifica el cumplimiento de la propiedad homogénea, en efecto,
- (x> (ax)cosf —(ay)send cosf —senf (ax)
« == =
y (ax)senf  (ay)cosb senf  cosf ay
_ . cosf) —senf <x> :T<ax> (1.3)
senf cost Y ay

Por lo tanto el operador de rotacién T' cumple con la propiedad aditiva y homogénea, por

lo que se concluye que T es una transformacion lineal. [
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1.3. Localizacién espacial

Para el cumplimiento de los ejercicios que se establecen en la ejecuciéon de una tarea para
un brazo roboético, es imprescindible identificar la posicién y orientacion de los elementos
a manipular con respecto a la base del robot [4]. Por lo tanto, es necesario determinar
herramientas mateméticas que permitan realizar la localizacion espacial de cualquier
objeto (incluyendo las configuraciones propias del robot) con respecto a un punto fijo del

mismo (que por lo general es la base de soporte del robot).

Para la representacion de un objeto en el espacio existen diferentes métodos, tales como:
coordenadas cartesianas, polares, esféricas, cilindricas, entre otros. Métodos como las ma-
trices de rotacion, cuaternios, angulos de Euler, matrices de transformaciéon homogénea
se usan para la representacion de orientaciones tnicamente. A continuacion se presentan

los métodos de interés para este proyecto.

1.3.1. Matrices de rotacién

Las matrices de rotacion son el método més versatil para la descripcion de orientaciones,

principalmente por la comodidad proporcionada por el uso del dlgebra matricial.

ﬁ
Cuando se desea rotar un vector P = (z,y) = zi + yJ, donde i, j son vectores unitarios
correspondientes a los ejes coordenados del sistema OXY (plano XY), un angulo 6, se

utiliza el operador de rotaciéon mencionado en el epigrafe capitulo anterior, la cual se

presenta de una forma mas compacta como
cosf@ —senb
R(0) = )
senf cosf

La matriz R(f) se denomina también matriz de cosenos directores, donde ademas R es

ortonormal.

Es de importancia asociar un sistema de ejes de referencia fijo al vector P, y tam-
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bién a éste asociarle ejes solidarios (ejes moviles) segin la rotacion o traslacion que

se haga con respecto al sistema fijo, la cual son de utilidad en el anélisis espacial de objetos.

De forma analoga, se definen matrices de rotacion para espacios vectoriales V' de dimension

3 (R®), que tienen la siguiente forma:

1 0 0
Rotxf = | 0 cosf —senf | . (1.4)

0 senf cosb

De la expresion (1.4), el sistema OZXY respecto al sistema solidario generado al rotar
un vector P € R3, siendo este el sistema OUV W, se obtiene que el eje U coincide con el
eje X, mientras que los ejes V', W se encuentran girados un angulo 6 respecto a los ejes

Y, Z correspondientes (ver Figura 1.2).

A Aol

Figura 1.2: Rotacion en el eje .

cos¢ 0 seng
Roty¢ = 0 1 o |- (1.5)

—seng 0 cosg

De la expresion (1.5), el sistema OZ XY respecto al sistema solidario generado al rotar
un vector P € R3, siendo este el sistema OUV W, se obtiene que el eje V coincide con el
eje Y, mientras que los ejes U, W se encuentran girados un angulo ¢ respecto a los ejes

X, Z correspondientes (ver Figura 1.3).

21



<

A Ao

4

Figura 1.3: Rotacion en el eje y.

cosoc —seno 0
Rotzo = | senoc cosoc 0. (1'6)
0 0 1

De la expresion (1.6), el sistema OZXY respecto al sistema solidario generado al rotar
un vector P € R3 , siendo este el sistema OUV W, se obtiene que el eje W coincide con el
eje Z, mientras que los ejes U, V' se encuentran girados un dngulo o respecto a los ejes

X, Y correspondientes (ver Figura 1.4).

A Ao

Figura 1.4: Rotacion en el eje z.
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Rotaciones en R? como transformaciones lineales.

Como se defini6 para R? en (1.2) una transformacion lineal de rotacion, se obtiene de
forma analoga transformaciones de rotaciones lineales en el espacio de la forma que sigue:
Consideremos el espacio vectorial R®. Sean J, S, M, donde v = (vg,vy,v,), W =
(Way Wy, ws), D= (Pas Dys P2), VU, W, 0 € R3, se tiene que J, S, M son transformaciones

lineales, donde dicho operadores tienen la forma:

J:R* — R?
(Va, vy, 02) = (Ve 0y, 02)) = (U, 0y, 0,) = (Rotx 0) - (v, vy, v.)
S:R* — R3

(wx7wy7wZ> = J<<w17wy>w2>> = (w;ww;?wlz) = (ROtyg) ) <w$>wy7wz>

M:RP — R3
(Par Dys 02) = T((Pa, Py, 02)) = (P, 0y, 02) = (Rotz o) - (s, Dy, P2)

Nota: Se deja la verificacion al lector de que las funciones J, S 'y M son trasformaciones

lineales.

1.3.2. Matrices de transformacién homogénea

Las matrices de transformaciéon homogénea son de gran interés por permitir representar
conjuntamente la posicion y orientacion de un sélido en el espacio, logrando de esta forma
ampliar las posibilidades ofrecidas por las matrices de rotacion.

Coordenadas homogéneas.

Los puntos en el espacio se pueden representar por medio de coordenadas homogéneas.
Sea el espacio vectorial R?, donde V& € R?, tiene la forma ¢ = v, + v,) + v, k. Las

coordenadas homogéneas involucran una cuarta componente, un escalar g, a la expresion

de los vectores en R3. donde ésta representa un factor de escala.
b
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Definiciéon 1.3. Un wvector se representa por medio de coordenadas homogénea (para
abreviar c.h.) al introducirle un pardmetro o € R, que representa un factor de escala,

donde:

Ue.h, = . (1.7)

Matrices de Transformaciéon Homogéneas.

Luego de definir las coordenadas homogéneas se presenta la definicién de las matrices

homogéneas, el cual permiten representar rotaciones y traslaciones en el espacio.

Definicion 1.4. Una matriz de transformacion homogénea se define como una matriz
de dimension 4 x 4, el cual representa la transformacion de un vector de coordenadas
homogéneas de un sistema coordenado a otro. En general, las matrices de transformacion

homogénea son representaciones de transformaciones lineales:

T= , (1.8)

donde Rsy3 corresponde a las matrices de rotacion, Pix3 corresponde a un vector fila
ue representa la perspectiva, Tsyq1 corresponde a un vector columna que representa la
4

traslacion y Fyx, corresponde a un escalar que representa el factor de escala.

En el caso de s6lo describir la posicion y orientaciéon de un objeto donde éste no se le
aplique parametros de escalado y perspectiva (es decir, Pjy3 corresponde al vector nulo 0
y Eix1 = 1), la matriz de transformacion homogénea se reduce a

R3><3 T3><1

T ) (1.9)
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Principales Matrices homogéneas.

Como se observo en el epigrafe capitulo referente a las matrices de rotacion, se establecen

matrices de transformacion homogéneas para rotaciones en los ejes X, Y y Z:

1 0 0 0
0 0 — 6 0
Rotxf = |~ 0 %% , (1.10)
0 senf cosf® O
0 O 0 1
cos¢ 0 seng O
1 0 0
Roty ¢ = y (1.11)
—seng 0 cosg
0 0o 0 1
cosoc —seno 0 0
senoc coso 0 0O
Rotzo = (1.12)
0 0 10
0 0 0 1
Para expresar solo las traslacion de un vector P = P,i + P,j+ P,k se tiene:
1 00 P,
. 010 P
T(P)(o) = Y 1.13
(P)(o) 001 P (1.13)
0 00 1

Para realizar rotaciones y traslaciones con matrices de rotacion homogénea es necesario
establecer nueve elementos, el cual contrasta con los cuaternios, que se presenta en el

siguiente capitulo, donde solo requiere cuatro elementos.
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CAPITULO 2

CUATERNIOS

ﬁ demas de las matrices de transformacién homogénea, existen otros métodos, como es
el caso de los cuaternios, el cual es el centro conceptual de este trabajo. A continua-
cion se hace una nota histérica y una exposicion del algebra de cuaternios con algunas

consideraciones geométricas de interés para el proyecto.

2.1. Historia

Sir Rowan Hamilton es considerado, después de Isaac Newton, como el matemético
més eminente de los pueblos de habla inglesa. Nacié el 4 de agosto de 1805 en Du-
blin, Irlanda, y murié el 2 de septiembre 1865 en la misma ciudad. A los 5 anos ya
demostraba sus grandes capacidades al emplear otros idiomas como el griego, el latin,
el hebreo y dominaba a los diez anos otras lenguas orientales. Estudié en el Trinity
College de Dublin. A la edad de 22 afos era ya astréonomo real de Irlanda, director
del Observatorio de Dunsink y profesor de Astronomia. Public6 tempranamente un
trabajo sobre rayos en Optica, y estudié otros fenémenos naturales cuya teorizacion y
validacién experimental le dieron enorme prestigio, tanto como para ser elevado a la
nobleza a los 30 anos. Ademas, fue la primera persona que presenté6 un trabajo ori-

ginal sobre el algebra de nameros complejos, siendo el primero en formalizarlo en 1833 [13].

Sir William Rowan Hamilton estudié los ntimeros complejos como parejas de nimeros
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Figura 2.0.1: Sir William Rowan Hamilton. Tomado de BBC' British History [16].

reales, donde profundizd en la relacion geométrica que establecian como rotaciones en
el plano. Con base en lo anterior, Hamilton por varios anos busco extender los nimeros
complejos a nimeros de dimensiéon 3, donde éstos lograran de forma analoga representar

rotaciones en el espacio [14].

Los ntimeros complejos tienen la forma a + bi, donde ¢ es la unidad imaginaria. Hamilton
considerd la expresion a + bi + ¢j, donde a,b,c € R e ¢ y 7 son unidades imaginarias.
Hamilton intenté definir las operaciones algebraicas con esta expresion. Para lograr lo
anterior, debfa asegurar que esta nueva algebra cumpliera la propiedad clausurativa al
efectuar cualquier operacion algebraica. La suma y la resta no poseian dificultad. En la
multiplicacion, aparece un gran problema. Al extender las operaciones algebraicas de los

numeros reales al producto de la expresion definida por Hamilton, se obtiene:

(a+bi+cj)d+ fi+gj) =ad+ afi+ agj+ bdi + bfii + bgij + cdj + cfji + cgj7,

donde lo anterior tiene validez si se puede expresar como x + yi + zj, donde x,y,2z € R
e 7 y 7 son unidades imaginarias. Sin embargo, aparecia el inconveniente de reducir

los productos ¢ -4, i -7, j-t¢y j-j. Hamilton tom6é como consideracion que tanto ¢
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y 7 son unidades imaginarias que cumplen con las mismas propiedades. Por lo tanto,
como el producto i - i = —1, con la unidad imaginaria j sucede lo mismo, por lo tanto
1-1 = j-j = —1. No obstante, hacia falta determinar los otros productos, i - j y
j - 1. Las unidades i y j son linealmente independientes, por lo cual, si al efectuar el
producto 7 - j = a, donde a es un ntimero real y se multiplica a ambos lados por i, se
obtiene que i -i-j = i - a, por lo tanto —j = i - a, lo cual es contradictorio. Pero si se
considera @ no como un numero real sino como un numero imaginario de la forma bz,
se tiene que que i - j = b, es decir, j = b, donde b es un ntmero real y nuevamente
se obtiene otra inconsistencia. Tampoco a puede ser de la forma c¢j, porque eso im-

plicaria que ¢ = 1. Este problema le tom6 a Hamilton varios anos sin llegar a una solucion.

Unos meses antes de su muerte, Hamilton escribié una carta a su hijo Archibald, donde
le explicaba aquel momento de inspiracion que lo condujo a su gran descubrimiento, el
16 de octubre de 1843:

". .. Cada manana en la primera mitad de ese mes (octubre de 1843), cuando bajaba
a desayunar, tu hermano y ti me solias prequntar:«;Bueno, Papd, ya sabes multiplicar
ternas?» Y yo tenia que responder, con un movimiento triste de la cabeza: «No, sdlo sé
sumarlas y restarlasy. Pero el dia 16 de ese mes —que era lunes, y dia de Consejo en la
Real Academia Irlandesa— estaba paseando hacia alli para asistir y presidir la reunion, y
tu madre caminaba conmigo, a lo largo del Canal Real; y aunque ella me decia cosas aqui
y alld, una linea de pensamiento se iba formando en mi mente, que por fin dio resultado,
del cual inmediatamente comprendi la importancia. Parecid como si un circuito eléctrico

se cerrara y saltara una chispa . . ." [14].

Y continua describiendo:

"No pude reprimir el impulso y grabé con una navaja en el Brougham Bridge (puente
de Brougham), la formula fundamental con los simbolos i, j y k, . . . que contiene la

solucion del problema”. En ese lugar existe una placa recordando el suceso, Ver Figura 3.2.

Lo que resuelve Hamilton es adoptar un cuarto componente, otra unidad imaginaria,

quien la denominé k. De esta forma emplea la expresion a+bi+cj+dk, donde a, b, ¢,d € R
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Here as he walleed by

| on the 16th of October 1843

‘ SirwWilliam Rowan Hamilton
in a flash of genius discovered

ol the fundamental formula for
quaternion multiplication |

' i’= j’= R*= ijh=-I

£ cutit on a stone of this bridge

i BT Y

Figura 2.0.2: Placa conmemorativa de Sir William Rowan Hamilton. Puente Brougham,

Dublin, Irlanda. Tomado de Cuaternios de Hamilton [3|.

con i, j y k unidades imaginarias linealmente independientes. A esta combinacién lineal

lo llamo, cuaternios.

Hamilton al indagar por la interpretacion geométrica que se podian desprender de los
cuaternios, descubrié que al hacer que la parte real, a, fuera igual a cero, las unidades
imaginarias 7, j y k podian representar puntos en el espacio y ademas, los cuaternios

permitian realizar rotaciones de estos puntos.

Hamilton después de su descubrimiento envi6é una carta a John Graves donde le explicaba
el gran suceso. El 26 de octubre de 1843 le responde Graves con elogios y expone una
inquietud que le surge, ;hasta que punto era posible agregar mas unidades imaginarias?
El 26 de diciembre de 1843 Graves le envia una carta a Hamilton explicaindole que
habia logrado crear un algebra de dimension 8, donde extiende los cuaternios, generando
expresiones como a + bi + ¢j + dk + le + mo + su+ fw, donde a,b,c,d,l,m,s, f € R, con
1, j, k, e, o, u y w unidades imaginarias , la cual las llamo octavas. Hamilton encontro
que las octavas perdia la propiedad asociativa del producto, la cual posee los cuaternios.
En 1845, Arthur Cayley independientemente de Hamilton y Grave present6 su traba-

jo sobre los octonios, un trabajo anélogo al realizado por Grave, un algebra de dimension 8.
El resto de su vida Hamilton la dedic6 a estudiar el algebra de cuaternios. El pensaba

que los cuaternios serfan de gran utilidad en la matematica y en la fisica. Su trabajo

monumental sobre los cuaternios fue publicado en 1853, Treatise on Quaternions. Después
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trabajo una extension, Elements of Quaternions, la cuél no pudo terminar por su muerte

en 1855, sin embargo su hijo lo publicé en 1866.

2.2. Algunos conceptos importantes

Los cuaternios son una extension de los niimeros reales, que es generada por los vectores

1= 1(1,0,0), 7=(0,1,0), k= (0,0,1) que forman una base ortonormal [9].

Definicion 2.1. Sean qo,q1,92,93 € R, un cuaternio es una combinacion lineal
Q = q + @t + ¢) + q3lAc, donde i,j,/% son la base ortonormal estindar en Rs
(i=(1,0,0),7=(0,1,0),k = (0,0,1)).

En los cuaternios se reconocen dos componentes, la parte real (escalar), qo, y la parte

vectorial, ¢ = q17 + @27 + q3l;:. De esta forma se puede expresar un cuaternio como:

QZQO+Q13+sz+Q3]AfZQO+J

Ejemplo 2.1. Q = 8 + 51+ 407 + 19k es un cuaternio, donde 8 es la parte real y ¢ =
o1+ 407 + 19k la parte vectorial.

NOTA: Se denotara al conjunto de cuaternios por H(R) y para cada cuaternio se

utilizara Q = qo + g1 4 jgz + kgs = qo + ¢, donde qo, q1, g2, g3 € R y 7 € R3.

Definicién 2.2. Para todo (Q1,Q2 € H(R), se dice que son cuaternios igua-

les si y solo si tienen exactamente los mismos componentes, es decir, Si

Q1= qo+iq +jCI2+i€Q3 Yy Q2 = po + ip1 +jp2+l%p3,

se tiene que,

Qi=0Q2q = PoyYq =p1Yqg=Dp2Yq=ps.

Definicion 2.3. Sea el cuaternio QQ = qo + 1q1 + jg2 + l%q;g. El cuaternio () se denomina

nulo cuando gy = ¢ = q2 = q3 = 0.

Definiciéon 2.4. Sea el cuaternio Q) = qo + 1q1 + jq2 + l%qg. El cuaternio conjugado de Q)
(denotado por Q) es aquel donde la parte vectorial de Q, ¥ tiene invertidos los signos, es
decir,

Q=q — i1 — jg2 — fﬂ]?)-
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Definicion 2.5. Dado el cuaternio QQ = qo + q17 + q2) + q3l%, su cuaternio opuesto es

—Q = —qo — 17 — @) — q3k.

2.3. Algebra de cuaternios

2.3.1. Suma y resta de cuaternios

Definicion 2.6. Sean Q1,Q2 € H(R), donde Q1 = qo + iq1 + jg2 + kgs y Qs = po+ ip1 +

p2 + kps. Se define la suma entre cuaternios, como la suma componente a componente,

~

Q1+ Q2= (g +po) + (1 +p1)i + (g2 + p2)] + (g5 + p3)k. (2.1)
Ejemplo 2.2. Dados Q1 = —3 + 61+ 7) — 8k,Q, = 1 + 127 — 7j — 11k
Qi+ Qy=(=34+1)+(6+12)i+(7T—T7)j+ (=8 — 11)k = —2 + 18i — 19k.

Definiciéon 2.7. De forma andloga a la suma se define la resta o diferencia, es decir, si

Q1,Qs € H(R), donde Qy = qo +iqu + jgo + kqs y Q2 = po + ip1 + jps + kps, entonces,

~

Q1 — Q2= (q0 —po) + (@1 = p1)i + (g2 — p2)j + (g3 — p3)k. (2.2)
Ejemplo 2.3. Dados Q1 = —3+6i+7)— 8k, Qu =1+ 12i — 7j — 11k
Qi—Qy = (=3—1)+(6—12)i+ (7T+7)j+ (=8 +11)k = —4 — 6i + (14)j + 3k.

La suma de cuaternios cumple con las propiedades conmutativa y asociativa, la cual se

presentan a continuacién.

Proposicion 2.1. Dados Q1,Qs € H(R), donde Q1 = qo + ¢t + ¢ + Gk y Qr =
Do + pit —i—pgj—l—pgl%, se tiene que Q1 + Q2 = Q2 + Q1.

Demostracion. Sean Qq, Qs € H(R), donde Q1 = qo + q17 + ¢2) + qsk v Q2 = po + p1d +
poj + psk, se tiene que

Q1+ Q2= (g +po)+ (1 +p1)t+ (g2 +p2)j+ (g5 + pg)k, como la operacion aditiva en
R es conmutativa (ver axiomas de campo de R) se tiene que qo, po, ¢1, 1, @2, P2, G3, P3 € R,
entonces Q1 + Q2 = (qo+po) + (g1 +p1)i+ (G2 +p2)j+ (g5 +p3)k = (Po+qo) + (p1 + @) +
(P2t @)i+ P+ a)k=Q:+ Q1. O
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Proposicion 2.2. Dados Qy,Qs, Q3 € H(R), donde Q1 = qo + q1i + q2) + qsk, Q2 =
po+p15+p23+p3]§? Yy Q3= T0+T15+T2j+T3]%; se tiene que (Q1+Q2)+ Qs = Q1+ (Q2+Q3).

Demostracion. Sean Q1,Qq, Q3 € H(R), donde Q1 = qo + 12+ ¢27 + @3k, Qo = po + pri+
pgj—l—pg,l% v Q3 =1rg+rit+ry)+ Tg]%. Utilizando los axiomas de campos de R se tiene que

(Q1+Q2) +Qs = (qo+ @i+ aqoj+ ask +po+ pri + paj + psk) + 1o + i + 9] + 13k
(g0 +po) + (@1 +p1)i+ (g2 + p2)j + (g3 + p3)k + 10 + 110 + 19] + 13k

= ((qo+po) +70) + ((q1 +p1) +71)i+ ((g2 + p2) +72)] + ((g3 + p3) + 7“3)7%
(90 + (po+70)) + (@1 + (1 +71))i + (g2 + (p2 +72))7 + (g3 + (ps +73))k
(Po +70) + (p1 +711)i + (2 + 12)j + (s + 13)k + qo + @1 + @2 + gk

= Qi+ (Q:+Q3) O

2.3.2. Producto de cuaternios

Definicion 2.8. Sic es un escalar, c € R, y Q € H(R), donde Q = qo + q1i + 2] + gk,

entonces el producto de un cuaternio y un escalar estd dado por
cQ = cgo + qui + go] + sk (2.3)
Ejemplo 2.4. 51 Q =5+ 81+ 6) + 21k, entonces 3Q =15+ 241+ 18) + 63k.

Antes de abordar el producto de cuaternios se debe tener en cuenta los productos definidos

por Hamilton con las unidades imaginarias 2, j y k.

P=P=k=0ijk=-
De esta ecuacion se deduce los siguientes productos:

~

=k ji=—kj k=4 kei=j1 k=)

>

>

.j:_

NOTA: De ahora en adelante se obviara - en los productos (es decir, a - b = ab).

Ahora, utilizando las reglas ordinarias de multiplicacion algebraica, junto a los productos

anteriores, se tiene que si Q1,2 € H(R), donde Q1 = qo + @17 + ¢2] + Gk y Qs =
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Do + pit + p2) + pgl%, entonces

Qi1Qs = (qo+ qui + q2j + gsk)(po + pri + poj + psk)
qoPo + qop1i + qopa + qops3

q1pod + @up1i® + qup2i) + Q1p35/2?
Gapoj + @p1Ji + @pa)’ + QZI)?J/%

+ o+ o+

qspok + qsprki + qspak + qspsk’

Al utilizar los productos definidos por Hamilton se tiene que

Q1Q2 = qopo + qopri + qop2] + qopsk + ot — iy + @pak — Qupsi + Gapod — @ik
— @D + Gapst + qspok + qsp1] — qspai — gsps

Al reagrupar términos, la expresion anterior se puede expresar de la forma qg + ¢, donde

@ €ERyqeR.

Definiciéon 2.9. Dados Q1,Q2 € H(R), donde Q1 = qo + q1i + ¢ + gk y Qo =
Po + p1t + pa) + pgl;', se define su producto

1Q2 = (qopo — ¢ — @22 — q3p3) + (qop1 + @1po + @2ps — gsp2)i

+ (qop2 — @13 + G2po + q3p1)J + (qops + q1p2 — q2p1 + gapo)k (2.4)
La ecuacion (2.4) se puede reescribir de una forma més concisa. Para esto, al considerar
Q1 = go+ i, Q2 = po + @, donde i = q1i+ o] + qsk, G5 = pri+ paj + psk y al reagrupar

nuevamente los términos se obtiene

Q1Q2 = pogo — (P1q1 + P2g2 + P3q3)
qo(p12 + paj + P3]%) + po(qit + 27 + Q3i€)

~

(g2p3 — q3p2)i + (gsp1 — ips)] + (@1p2 — Gapr)k

—~ -

= qopo — V103 + QU3 + Povi + U1 X U3 (2.5)

Ejemplo 2.5. Sean Q1,Q2 € H(R), donde Q1 = 3+qi, Q2 = 2+¢3, donde ¢; = 1—2)+k,

G =—1+2]+ 3k. Realizando el producto punto entre los vectores
g =(1,-2,1)(-1,2,3) = =2,
y el producto cruz entre los vectores
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—8i — 4j.

=1
X
I~
I
—_
|
(\W)
L =
I

De acuerdo a la ecuacion (2.5) se tiene

Qi1Qs = 6—(=2) +3(—i+2j+3k) +2(i — 2§+ k) + (=8 — 4))
= 8—9i—2j+ 11k.

Es de notar, que los productos 1, j,l;: no son conmutativos, por lo tanto, el producto de
cuaternios tampoco lo es. Sin embargo si cumple con la propiedad asociativa para el

producto.

Proposicion 2.3. Dados Q,Q2,Q3 € H(R), donde Q1 = qo + q12 + q2] + Gk, Qs =
Po + pit +P2§+P37§7 Yy Qs =19+ 1rt+1)+ 7’3]2?; se tiene que (Q10Q2)Qs = Q1(Q2Q3).

Demostracion. Sean (Q1,Q9,Q3 € H(R), donde @1 = qo + q1i + 2] + gk,
Q2 = po + p1t +p2) —i—pg/% vy Q3 =19+ 7110+ 1)+ 7’3/%7 se tiene que

(Q1Q2)Q3 = [(q0po — q1p1 — G202 — q3p3) + (qop1 + @10 + G2P3 — G3P2) i+ (G2p0 — qop2 — q3P1 —
¢1P3)j+ (3P0 —qops —g2p1 — (]1]?2)/%] Q3 = (qoPoro—T0q1P1 —T0G2P2 —T0q3P3—Poq1T1 —GoP171+
q3P2T1—q2P371 —P1G2T2—(G3P1T2 —GoP2T2+q1P3T2 — PoqaT3+qaPiT3—q1Pp2T3—qop3rs) +(PoroqL+
qoToP1—T0g3P2 +T0q2P3+qoPoT1 — q1P171 —G2P2T1 —q3P3T1 —Poga3T2 T 2P1T2 — q1P2"2 — qoP3T2+
Pogar3+qspirs+qop2rz—q1psrs)it+(porogat+rogspi+qorop2a—Troq1P3+Pog3T1 —G2p1r1+q1peri+
qopsT1 + qoPoT2 — 1P1T2 — G2P2T2 — q3P3T2 — PodiTs — qopiTs + q3pars — G2psrs)] + (Porods —
T0q2P1 +T0q1P2+qoToP3 —Poq2T1 —q3P171 — qoP2T1 T 1P37T1+Poq172 +qoP172 — g3P2l2 +q2P3T2 +
qopPoT3 — q1P17'3 —q2P2T3 — 93]937“3)/% = (qo+q1i+q2j+ 613];?) [(poro—p171 —p2r2 —p3rs) 4 (p1ro+

~

Por1—psra+parsi+(paro+psri+pore—pirs)j+ (psro—pari+pire+pors)k] = Q1(Q2Q3) O

2.3.3. Norma de un cuaternio

Sea el cuaternio Q = qo + g1 + jg2 + kqs, se define su norma por

1Ql = /a2 + ¢ + ¢ + ¢ (2.6)
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Ejemplo 2.6. Dado Q = 8 + 5i + 407 + 19k

Q| = V824524402 + 192 = v/2050(|Q|| = 5v/82

2.3.4. Normalizacién de un cuaternio

Sea Q € H(R) donde ||Q]| # 0. Para normalizar @ se define un nuevo cuaternio, ()’, donde

Q = W La norma de @’ es uno, es decir [|Q']| = 1.

Proposicion 2.4. Para todo Q) € H(R), se tiene que ||Q'|| = Hﬁ“ =1.

Demostracion. Sea Q = qo + 1q1 + jq2 + /qug, con ||Q| = \/qg + @+ g+ ¢

Tenemos que

qo + iq1 + g2 + /27%
2 2 2 2
V@R +E+ 6+ d

_ @t d+E+a | o
%+ 4+ a5+ a3

@H—'

-

Ejemplo 2.7. Dado QQ = 8 + 51+ 40) + 19k el cuaternio unitario asociado a este es

Q Q 1 A X , P 8] 19k

V=TRT T 5 s/ms oA 19k) = mf_ VSR TRENS

Proposiciéon 2.5. Sea Q,Q € H(R), donde Q = Qo+ i+ @i+ gk vy Q = qo—qri—qgoj—qsk,

el producto

QQ =5+ a1+ + a5 (2.7)
Demostracion. Con base en la ecuacion (2.4), se tiene

QQ = (G+G+6+a)+ (—n + g — 6203 + gsp2)i
+ (—90q2 + 193 + 0290 — @301)] + (—qoqs — 1G2 + q2p1 + quo)if
= ¢+@+@g+aq O (2.8)

Observacion.Se puede reescribir la norma de un cuaternio teniendo en cuenta (2.8), de

|@H=¢%+ﬁ+£+%=v@@ (2.9)
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la siguiente forma:




Proposicion 2.6. Sea Q1,Q2 € H(R), se tiene que el conjugado de un producto de

cuaternios es iqual al producto de los conjugados en sentido opuesto, es decir

Q1Q2 = Q- Q1 (2.10)

Demostracion. Sea Q1,Q2 € H(R), donde Q1 = qo + ¢17 + q27 + gsk v Qs = po + prb +
poj + pskRecuerde que

1Q2 = (qopo — G — @22 — q3p3) + (qop1 + @1po + @2ps — gsp2)i

+ (qop2 — q1p3s + q2po + q3p1)) + (qops + @1p2 — G2p1 + Gspo)k

Por otro lado

1Q2 qoPo — 11 — G2P2 — q3p3) — (qop1 + q1Po + q2ps — q3p2)i

~

qop2 — q1P3 + q2po + q3p1)] — (qops + q1p2 — G2p1 + q3po)k

~

(

(

(qopo — q1p1 — q2p2 — @3p3) + (—qop1 — Q1po — G2p3 + qzp2)i
(—qop2 + q1p3 — q2po — q3p1)] + (—qops — @12 + q2p1 — q3po)k
= @ . @ 0

Ejemplo 2.8. Dados Q1 = 5 + 8 + 40j — 19k y Qs = 6 + 21i — 15j + 17k, donde
Q1 =5—8 —40j+ 19k y Qs = 6 — 217 + 15) — 17k se tiene que

Q2 Q1

(30 — 168 4 600 + 323) + (105 + 48 — 680 + 285)i

+ (=75 + 136 + 240 + 399)j + (85 + 120 4 840 — 114)k
785 — 242i + 700j + 931k.

Q1Q2

Observaciéon.Para una mayor comodidad para el lector, la expresion referida al conjugado

del cuaternio ) sera también representado por @Q*.

Proposicion 2.7. Sean Q1,Qs € H(R), se tiene que la norma del producto de dos cua-

ternios es el producto de la norma individual de cada cuaternio, es decir:

1Q1Q2 | = [[Qu[I[|Q2]l (2.11)
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Demostracion. De las ecuaciones (2.9) y (2.10) se tiene que

1@:Q:|] = \/(Qle)(QlQ2)*

= /Q1Q205Q7; asociando cuaternios,
= V(Q:Q1)(Q2Q3) como los productos Q,Q% > 0, Q2Q5 = j > 0,

= V@1Q1v/ Q205
= HQ1HHQ2” u

2.3.5. Inverso de un cuaternio

Aplicando las ideas del conjugado y la norma de cuaternios, se podra demostrar que todo
cuaternio no nulo tiene inverso multiplicativo, para la cual se desarrollard una férmula

para esto.

Definicion 2.10. Sea Q € H(R). Si se designa el inverso de un cuaternio como Q7'.

Aplicando la definicion general de inverso, se tiene que
Q'Q=QQ '=1+0=1

Ahora, si se hace el producto a ambos lados de la anterior igualdad por el cuaternio

conjugado QQ* se obtiene
Q'QQ = Q QY = Q"
Dado que QQ* = +/(QQ*)? = ||Q|?, se puede reescribir lo anterior como
Q7
Corolario 2.1. Sea Q € H(R), donde ||Q]|| = 1, se tiene que el inverso de Q) es simple-

Q1 (2.12)

*

mente el cuaternio conjugado, esto es Q7! = Q*.

Demostracion. La demostracion es sencilla y se le deja al lector. l

2.4. Consideraciones algebraicas

El interés principal de trabajar con los cuaternios es desarrollar un método para

determinar la orientacion de un objeto en el espacio tridimensional [7]. Un objeto en R?
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puede ser considerado como un conjunto de puntos en R®. Se puede identificar de forma
sencilla esos puntos como vectores en R3. La orientacion del objeto puede ser estudiada
por medio de las operaciones vectoriales. Si se desea obtener lo anterior utilizando un
operador definido en términos de cuaternios, aparece la sensaciéon de incongruencia
por el hecho de que los cuaternios estan inmersos en R*. Afortunadamente, hay una
relacion directa, la cual permite establecer una correspondencia entre los cuaternios y los
vectores, por el hecho de que Un vector v € R? se puede considerar simplemente como

un cuaternio Q € R* donde la parte escalar es cero.

Estos tipos de cuaternios son denominados ¢uaternios puros”. Al considerar Qg como el
conjunto de todos los cuaternios puros, Qy C H(R), se considera a los vectores v € R3
como elementos del conjunto Qq. Por lo anterior se puede definir una correspondencia uno

a uno de la forma

7€ RRev=0+7¢€Q,C H(R).

El facil verificar que la adiciéon y multiplicacién por un escalar en esta correspondencia
es plausible. Por ejemplo, la suma de cualquier par de vectores en R3 corresponde a la

suma de sus correspondientes cuaternios puros en Q.

2.5. Consideraciones geométricas

Sea el cuaternio Q € H(R), donde ||Q|| = 1. Q esta expresado por Q = « + ¢ donde
a € R y es ¥ es la parte vectorial, por el hecho de ser un cuaternio unitario, se tiene que
o +[|Q|* = 1.

Sin embargo, para cualquier angulo 6 € R se tiene la identidad trigonométrica
cos?f +sen?f = 1.

En consecuencia del cuaternio unitario y la identidad trigonométrica, se puede establecer

la siguiente relacion:

cos’f = o’y sen’d = ||Q|?
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Para que se cumpla la anterior relacion, 6 debe satisfacer la restriccion: —m < 6 < 7.

Ahora es conveniente reescribir el cuaternio () en términos del angulo 6. Supéngase que
se define un vector unitario u, la cual representa la direccion de la parte vectorial del

cuaternio v, donde se tiene

) U
U= = :
lv]]  sen6
De esta forma se puede escribir ) como:
Q =a+7U=cost +usen. (2.13)

Al substituir —6 por 6 en un cuaternio expresado por la ecuacion (2.13), se obtiene el

cuaternio conjugado de Q, es decir,

cos(—0) + usen(—60) = cosf + usen(—0) = cosf — usenfh = Q* (2.14)

Usando (2.13) y (2.14) se puede desarrollar interesantes propiedades geométricas para

el producto de cuaternios, las cuales serviran para establecer el operador de rotacion en R3.

Ahora supongase que se tienen dos cuaternios, Q1,Qs € H(R), donde la parte vectorial
de cada cuaternio es el mismo vector u. Se asocia el angulo « para el cuaternio (); y el

angulo 3 para el cuaternio (),. Se tiene que
Q1 = cosa+Usena y Qs = cos 3+ usen
Por el producto de cuaternios definido en (2.4) se obtiene que

Qs = Q1Q2 = (cosa+ wsena)(cos [+ isen 3)
= cosacosf — (Usena)(usen 3) 4 cos a(usen [3) + cos f(usen )
+(usen ) x (dsen ) = cos(a + ) + usen(a + )
= cos7y + usenvy.
Se observa que al multiplicar los cuaternios ()1 y ()2, se obtiene un tercer cuaternio ()3

con la misma componente vectorial @ de @)1 y J2, ademas, el angulo asociado en el

producto corresponde a la suma angular asociado a cada factor, es decir, v = a + (.
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2.6. El operador de rotacién por cuaternios

Se define el operador de rotacién por cuaternios, L¢, asociado con el cuaternio unitario

Q, el cual se aplica un vector ¥ € R? por la ecuaciéon

Lq(0) = Qu@* = Q(0 + 7)Q" (2.15)

En esta seccion se mostrara dos propiedades algebraicas del operador L¢. La primera de
ellas es que el operador L es una transformacion lineal y la segunda es que le operador

Lg proporciona rotaciones en R3.

Proposicion 2.8. Sea R3, el cuaternio Q € H(R), donde Q = qo + ¢, con ||Q|| =1 y
v € Qy, donde v =0+ 7 con ¥ € R3. La funcion

.R?) N RS

q -

L

—

U — Ly¥) =Q(0+70)Q" es una transformacion lineal. (2.16)

Demostracion. Para realizar la prueba basta probar que el producto de cuaternios estable-
cido en Lg cumple con la propiedad homogénea y aditiva de la definicion 2.2. Utilizando

la propiedad distributiva del producto de cuaternios, la funcién L¢ se puede escribir como

- -

Lo(ad+b) = Q(ad+b)Q" = (aQd + Qb)Q*
= aQaQ" + QbQ* = aLqy(@) + Lo(b) O
Proposicién 2.9. Sea Q) = qo+ ¢ yv =0+ 0. El operador L¢ se puede reescribir como:
Lo(v) = QuQ* = (g0 + @)(0 + 7)(q0 — @) (a5 — 171*)7 + 2(q0) 7+ 2q0(7 x )~ (2.17)

Demostracion. Multiplicamos los dos primeros cuaternios:

> Qu=(g0+(0+7) = (=qU+ gl +7x V) =

Luego se hace el producto de los cuaternios QQ1Q*

Q" = (—qU+ qoV + X V)Q" = (—qU + qo¥ + ¢ X V)(q0 — ) =
(=G0 + G090 + G(q % V) + (q0) + 437 + 0(q % ¥) + (q0¥ + 7 x ¥) x (=)
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Se observa del producto anterior que la parte real es cero:

—qUqo + qvqo + q(g % ) =0
Utilizando propiedades del producto cruz se obtiene:
(0+ (V)7 + go7 + qo(q x ) + (0¥ + 7 x ) x (=q)) =
(0+ (@G + 457 + qo(@ % F) + (a7 + q0(7 x T) — [|711*)7 + (q¥) =

(@ — 11€11*) + 2(q0)q + 240(7 x ¥) O

La proposiciéon anterior ademas de establecer una forma alternativa de la expresion
(2.15), también muestra que para cualquier vector en R® al ser operador por Lg, su

imagen corresponde a otro vector que también pertenece a R3.

Ahora se prueba que el operador L es un operador de rotacién espacial.

Proposicion 2.10. Para cualquier cuaternio unitario () = qo+ ¢ = cosf + usenf, con

@ unitario y cualquier vector © € R3, el operador

Lo(V) = Qu@Q* = Q(0 + 7)Q”

rota el vector v un dngulo 20 alrededor del vector q.

Para realizar la prueba se vale del siguiente razonamiento:

Sea ¢ € R? la parte vectorial de (). Entonces, dado un vector ¥ € R3, se consideran dos
componentes de 7, el vector @ que se encuentra a lo largo del vector ¢, correspondiente a

la, proyeccion ortogonal de @' sobre ¢’y el vector 7 normal a ¢ (Ver Figura 2.3).

Entonces, se mostrara que bajo el operador Lg, €l vector @ es invariante (fijo), mientras
que el vector 7 es rotado alrededor de ¢ por un angulo 26, donde 6 es un angulo asociado
con el cuaternio (). Al probar lo anterior se tiene que Ly se puede interpretar como una

rotacion en R3 con un angulo 26 alrededor de §.

Demostracion. Sea v = d + 11, donde @ es la proyeccion ortogonal sobre ¢’y el vector 77 es

la componente de ¢/ la cual es normal a la parte vectorial de ). Dado que el vector @ || ¢,
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Figura 2.1: Componentes vectoriales de ' .

entonces a@ es multiplo de ¢, es decir:
a = kq para algin escalar k£ € R.

Aplicando el operador L al vector a se obtiene

Lo@)  =Q0+k9)Q" = (qp — 4I1")kq + 2(qkd)T + 240(7 x kq)
= (g5 — 1q1*)kq + 2(qkq)q) = kasd — kI|q11°T + 2k(171*q
= kqoq + k||q1*°7 = k(q3 + ||1q]|*)@, como Q = cos @ + @isen

= k(cos? 0 +sen’ )7 = kq = a.

Lo anterior prueba que @ es un vector fijo (invariante). Para completar la demostracion
hace falta mostrar que el operador L¢ rota la componente 7 un dngulo 260 alrededor de

q. Para esto se usa la expresion (2.17), la cual se obtiene:

Lo(@) = (g5 — @17 + 2(q7)q + 2qo(q x 1)
= (q 171*)7 + 2qo(q x ), Se utiliza le hecho de que @& = ﬁ
= (g5 — Q17 + 2qol|q11(@ x @), sea nil = @ x 7i
= (g5 — 191*)72 + 2qo|| g1l (2.18)

Ahora se probara que n] y 7 tienen la misma norma (longitud):

[l = [l7 < all = 7] - ||allsen(8).

El angulo que forma los vectores n] y 7 es =, lo cual se tiene que:

—

17l - 1l @llsen(5) = [4]].
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Finalmente, utilizando el hecho de que ) = cos @+ wsen 6, se puede reescribir (2.18) como:

Lo(l) = cos*6 — sen? 0)ii + 2 cos f sen O}

= cos(20)7 + sen(20)n] .
Lo cual prueba que el operador L rota el vector 77 un angulo 20. [J

En resumen se tiene que L (V) = Lg(@)+ Lq(i1) = d+m donde m = cos(26)ri+sen(20)n |
(ver Figura 2.4).

T.sen20

7 cos20

Figura 2.2: Componentes del vector rotado ¥.
Ejemplo 2.9 (Rotacion del punto (0,3,2) alrededor del eje x con un angulo de 90°.). El
valor angular que se empleard en el cuaternio es g = 45° junto al vector unitario 2, el cual

representa el eje x.

Sea () = cos45° + 1sen45° = \/75 + ‘/755 y P=1(0,3,2).
El punto P escrito como cuaternio puro: @, = (0,0,3,2).

La rotacion es efectuada al aplicar el operador L,(P), donde se obtiene.

2 + \/751) (0,0,3, 2> ( — \/751) = (0,0, —2,3)
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De esta forma, el punto al ser rotado con un dngulo 90° en torno al eje x es el punto

R=1(0,-2,3).

2.6.1. Perspectivas

Al realizar rotaciones con cuaterniones pueden adoptarse dos perspectivas distintas. Una
considerando fijos los ejes del marco de referencia, y otra considerando fijo el punto a
rotar. Al considerar el marco de referencia, el operador L¢ representa una rotacion del
punto en sentido antihorario. Al definir un nuevo operador J, como J,(¥) = Q*(0 + 7)Q,
donde los cuaternios @Q,Q* € H(R) estan expresado por la Definicién 3.9 y ¢ € R3,
representa una rotaciéon del punto en sentido horario. Este tipo de perspectiva se

denomina rotacién con perspectiva central.
De esta forma, se cuenta con el marco conceptual suficiente para poder desarrollar el

modelo cinemético directo de robot KUKA KR120-2P® por medio del operador trans-

formacion de rotacion con cuaternios [9)].
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CAPITULO 3

ROBOT KUKA KR120-2P®

n el presente capitulo se define la cinematica del robot que incluye los problemas
de interés de esta campo de la robodtica, que corresponde a la cinemética directa
e inversa. Luego se hace la resolucion del modelo cinematico directo del robot KUKA
KR120-2P® por medio de los cuaternios, donde se fundamenta con la base conceptual

expuesta en los apartados anteriores.

3.1. Cinematica del robot

La cinematica del robot estudia el movimiento de éste respecto a un marco de referencia.
El interés de la cinematica es la descripcion analitica del movimiento espacial del
robot como una funciéon del tiempo, y en particular las relaciones entre la posicion y
la orientacion del extremo final del robot con los valores que toman sus coordenadas

articulares.

Existen dos problemas principales en la resolucion de la cinematica de un robot (ver

Figura 4.1): el problema cinematico directo y problema cinematico inverso [4].
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Cinematica directa
Valor de las }
coordenadas

articulares

Posicion y
orientacion del

extremo del robot
Q) < (x,y,z,4,8,5)

(d;, 9, Ay -

Cinematica inversa

Figura 3.1: Relacion entre cinematica directa e inversa.

3.1.1. EIl problema cinematico directo

La resolucion del problema cinemético directo permite obtener la posicion y orientacion
que adopta el extremo del robot cuando cada una de las variables que pertenecen a éste

adquieren un valor predeterminado (ver Figura 3.1).

La obtencion del modelo cinematico directo puede ser estructurado bajo dos enfoques
diferentes, los métodos geométricos y los métodos basados en cambio de sistema de refe-
rencia. El método geométrico tiene fundamento en estructuras roboéticas sencillas, como
en el caso de manipuladores industriales de tres movimientos espaciales independientes
entre si. Mientras que los métodos basados en cambio de sistema de referencias utilizan
referentes como las matrices de transformacion homogénea y cuaternios, donde éste ultimo

es el objeto en estudio de este trabajo.

3.1.2. EIl problema cinematico inverso

El objetivo del problema cinemético inverso consiste en determinar los valores que deben
adoptar las coordenadas articulares del robot para que su extremo se posicione y oriente

seglin una determinada localizacion espacial (Ver figura 3.1).

Se han desarrollado algunos procedimiento genéricos que se pueden trabajar de forma
eficiente computacionalmente, de tal forma, que a partir del conocimiento de la cinematica
directa del robot se pueda obtener los valores articulares que posicionan y orientan su

extremo.
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3.2. Definicién del robot KUKA KR120-2P®

El robot KR120-2P® (ver Figura 3.2) es un manipulador industrial con seis grados’
de libertad con articulaciones cinematicas para tareas de control con trayectorias punto

a punto y trayectorias continuas, perteneciente a la casa matriz alemana KUKA-

ROBOTICS®.

Figura 3.2: Robot KUKA KR120-2P®.

Trayectorias punto a punto (Trayectorias discretas)

Cada articulacion cambia su posicion inicial a la final sin realizar consideraciones
alguna sobre el estado de las demés articulaciones. Este proceso lo puede realizar por
movimiento eje a eje o movimiento simultaneo de ejes. El movimiento entre los puntos

que se establecen no tiene una trayectoria predeterminada.

Trayectorias continuas

Realiza movimientos siguiendo una serie de puntos preestablecidos de forma continua y

* . . . . L.

Los manipuladores son robots industriales que se asemejan al brazo humano. El brazo roboético se
compone de articulaciones y eslabones, la cual determinan una caracteristica propia del robot. El niimero
de movimientos espaciales que el manipulador ejecuta en cada articulaciéon de forma independiente entre

si se denomina grados de libertad.
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controlada en su totalidad por el operario.

3.2.1. Especificaciones técnicas

Las especificaciones técnicas del robot KUKA KR120-2P®) se resumen en la Tabla 1.

Carga dutil. 120 kg
Carga adicional brazo. 50 kg
Carga maxima total. 170 kg
Cantidad de ejes. 6
Variante. Foundry
Posicion de montaje. Suelo, plataforma de montaje
Repetibilidad. +0,20 mm, -0,20 mm
Unidad de control. KR C2
Peso (sin unidad de control), aprox.. 1465 kg
Datos de los ejes. Campo Software. Velocidad.
Eje 1 (A1). 185°, -185° 102°/s
Eje 2 (A2). +70° /-120° 96°/s
Eje 3 (A3). +155° /-119° 83°%s
Eje 4 (A4). 350°, -350° 121%s
Eje 5 (A5). 125°, -125° 124°/s
Eje 6 (AB). 350°, -350° 184°/S

Tabla 1: Especificaciones técnicas robot KUKA KR120-2P®.

Servicios

El robot KUKA KR120-2P® es ideal para carga y descarga en concatenaciones de prensa,

incluso de piezas de gran tamano gracias a los enormes alcances que posee (ver Figura
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3.3). También ofrece servicios como manipulacion, embalado y expedicion de productos.

< / -185° \\
, //_; \
- [ [ s A |
| s
\‘\\ \\ ;31‘575;/ //
\ 0 /

1975

DIMENSIONES
AREA VOLUMEN
DE A B (o D E F G
TRABAJO
3,450 mm | 5,425 mm | 3,5 mm 2,108 mm | 1,392 mm | 1,376 mm | 1,500 mm | 145.0 mm

Figura 3.3: Dimensiones del robot KUKA KR120-2P®.

3.3. Modelo cinematico directo

El procedimiento que se seguirda para el desarrollo del modelo cineméatico directo del
robot KUKA KR120-2P®) es obtener la expresion que permite conocer las coordenadas
de la posicion y orientacion del sistema de referencia asociado al extremo del robot 5
con respecto al sistema de referencia asociado a la base Sg (ver Figura 3.4). Esta relacion
seré funcion de las longitudes Uy, lo, I3, Iy, l5, lg y I7 ( ver Figura 3.3) de los elementos del

robot asi como los valores angulares de los ejes 0y, 6o, 03, 04, 05 v 0.

Para obtener la relacion entre Sy y Sg se ird convirtiendo sucesivamente Sg) en Ss5,55 en

Sy, Sy en S3, S3 en Sy, Sp en S1, S en Sy, segin la siguiente serie de transformaciones:

1. (S¢ — Ss). Desplazamiento de Sg una distancia l; a lo largo del eje z5 hasta Sy y

rotacion con angulo g alrededor del eje xs.

2. (S5 — S4). Desplazamiento de S5 una distancia lg a lo largo del eje x4 hasta Sy y

rotacion con adngulo 5 alrededor del eje ;.
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Ejes

—— x

— Z

Figura 3.4: Sistema de referencia del robot KUKA KR120-2P®.

3. (Sy — S3). Desplazamiento de Sy una distancia [5 a lo largo del eje 3 hasta S3 y

rotacion con angulo 64 alrededor del eje x3.

4. (S3 — S3). Desplazamiento de S3 una distancia [ a lo largo del eje x5 hasta Sy y

rotacion con angulo 03 alrededor del eje ys.

5. (Sy — S1). Desplazamiento de S, una distancia I3 a lo largo del eje z; hasta Sy,

rotacion con angulo 0y alrededor del eje y;.

6. (S; — Sp). Desplazamiento de S; una distancia I, a lo largo del eje z;, que es el
punto colineal con S;, desplazamiento /; a lo largo del eje z; hasta Sy y rotacion

con angulo 6; alrededor del eje z.

Los desplazamientos quedaran definidos de la siguiente forma D, = (11,0,0), Dy =
(0,0,12), Dy = (0,0,13), Dy = (14,0,0), D5 = (15,0,0), D = (I5,0,0) y Dr = (0,0,17).

Lo anterior se debe expresar como cuaternios puros para poder efectuar el desarrollo
algebraico: 77 = (0,11,0,0), 7o = (0,0,0,05), T35 = (0,0,0,13), Ty = (0,14,0,0), T5 =
(0,15,0,0), Ts = (0,16,0,0) y T7 = (0,0, 0, 7).
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La representacion de los giros estaran dados por los cuaternios ()1 = (6'1,0,0,51),

QQ = (0270752a0>7 Q?) - (03707‘9370)7 Q4 - (047547070)7 Q5 - (057075570) y
Qs = (Cs,55,0,0), donde C; = cos (%) y S; = sen(%).
Observacion:

Se deben tener presente las identidades trigonométricas basicas durante el desarrollo del

modelo:

sen(a £ ) = senacos [ £ senacos 3 (3.1)

cosa+ (3 = cosacosf Fsenasen[ (3.2)

La representacion para cos#; y senf; seran respectivamente Cj, .5;, es decir, C; = cos6;,

S; = sen ;.

Ciclo 1. Paso del sistema Sg al sistema S5

Desplazamiento de Sg una distancia l7 a lo largo del eje z5 hasta Ss y rotacion con dngulo

Os alrededor del eje xs.

Para iniciar el proceso, partimos del vector iy = (0,0,0) asociado al sistema S6, el cual

expresado como cuaternio puro es Ty = (0,0,0,0). De esta forma se tiene que Sg
TO + T7 - (07070717) - A17

QGAIQE - (067 567 07 0) (07 07 07 l7>(067 _567 07 0)

Nota: El producto de la terna de cuaternios, se realizard primero, la multiplicacion de
los dos primeros (contando de izquierda a derecha), dicho producto seré identificado por
». Posteriormente, del resultado anterior, se efectiia la ultima operaciéon con el cuaternio

restante, donde estara representado el procedimiento por ».

> QGAI = (067 g67 07 O)(07 07 07 l7) = (07 07 _17567 l706> Yy

< (07 07 _l7‘§67 l7C6)Q2; - (OJ 07 _l75’67 l7éﬁ)<éﬁa _g67 07 0) — (07 07 _17567 Z7Cﬁ> - AQ‘
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Ciclo 2. Paso del sistema S; al sistema (5))

Desplazamiento de S5 una distancia lg a lo largo del eje x4 hasta Sy y rotacion con dngulo

05 alrededor del eje .
Ay + T = (0,16, 1756, 1:Cs) = A3

Q5A3Q§ = (057 07 557 0) (OJ lﬁ? _17567 l7C6)(é57 07 _557 0)7
> (C5,0,55,0)(0,l5, —1:S6, 17Cs) = (125655, 1:Cs55 + 16Cs, —17.96Cs, 17C6Cs — 1695) v
< (l786557 170655 + lﬁéEn _l736057 Z7C665 — 1655)(05, 0, —55, 0) = (0,17CsS5 + 16Cs5,
—1756,17CsC5 — 1gS5) = Ay.

Ciclo 3. Paso del sistema S, al sistema S5

Desplazamiento de Sy una distancia ls a lo largo del eje x3 hasta Sz y rotacion con dngulo

04 alrededor del eje 3.
Ay +T5 = (0,0;C6S5 + 16C5 + l5, —1756, 1;CsCs — 1655) = As,
Q4A5QZ = (é47 S'47 07 0>A5(é47 _547 07 0)7
> (C4,54,0,0)A45 = (Cy, S4,0,0)(0,1;C5Ss5 + 1sCs + I5, —17S6, 17CsCs — 16S5) =
(—[17C6S554 + 160554 + 1554), 1:CsS5Cy + lgC5Cy + 15Cy, —17[CsCsSy + SsCl] + 165554,
l7[060504 - 5654] - Z6S5é4) y
€ (—[1:C55554 + 16C58, + 1554], 1:C5S5Cy + 16C5Cy + 15Cy, —17[CCsSy + SsCu + 165554,

1;[CsC5Cy — S6S4) — 1655C4)(Cy, —S4, 0,0) = (0,17;C5 S5 +
l6Cs + U5, l7|—C6C5S54 — SCla) + 165554, 17]CeC5Cy — SeSa| — 1655Cy) = Ag .
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Ciclo 4. Paso del sistema S3 al sistema S,

Desplazamiento de S3 una distancia ly a lo largo del eje xo hasta Sy y rotacion con dngulo

03 alrededor del eje ys.

A+ Ty =
(0,17C6S5 + 16C5 + ls + 1y, lz[—CC5S54 — SeC4a) + 165554, 1z[CsC5Cy — S6S54] — 1655C) = Az,

Q3A7Q§ = (037 07 537 0)A7<037 07 _537 0)7

> QsA; = (Cs,0,55,0)A; =

(—[l7[~CsC5S4S3 — SCyS3] + 16555455, 17[CsCsCyS5 + C5S5C5 — S5.5455)
+15[C5Cs — S5C4S5] + 15Cs + 14Cs, 17— CsC5.84Cs — SsCyCs] 4 165554 s,
1:[CsC5CCs — CyS555 — S554C5] + lg[—S5C4Cls — C5S5] — 1555 — 1453) v

< (—[l7]—C5C55455 — SeC3Ss] + 16555455], I [CsC5Cy.S5 4+ CsS5C5 — S6.5455]
+16[C5C5 — S5C185] + 15C5 + 14Cs, 17— CsC5.84C5 — S6CiCls] + 165554C,

17[CsC5C4Cs — CgS553 — S554C5] 4 Ig[—S5C4Cs — C5S5] — 1555 — 14,55)(Cs, 0, — S5, 0) =
(0, 1:[CsC5C4S5 4 CsS5Cs — S65453] + I6]C5Cs — S5C4Ss] + 15Cs 4 14Cs, l[—CCs Sy —
SeCi] + 165554, 17]CsC5C4Cs — CS585 — S654Cs] + lg[—C555 — S5C4Cs] — 1555 —

14S3) = As.

Ciclo 5. Paso del sistema S, al sistema 5

Desplazamiento de Ss una distancia l3 a lo largo del eje zy hasta Sy, rotacion con dngulo

Oy alrededor del eje y;.

Ag + T3 =

(0,17]CsC5CyS5 + CS5C5 — 565453 + l6[C5Cs — S5C4S5] + 15C5 + 14Cs, 17| —CC554 —
S6Ca) + 165554, 17]CsC5C4Cy — CS553 — S54C3) + lg[—C5S55 — S5C4Cs] — 1555 —

[4S5 + l3) = Ao,

QZAQQ; = (027 07 527 0)A9<é27 07 _527 0)7
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> QuAg = (C,0,5,,0)Ag =

(—[l7[—CsC584Sy — S5C4Ss] + 15555455)],

1:[CsC5C4C3S5 — C5S55555 — S654C580] + lg[—C5S355 — S5C4CS,]

—155555 — 148555 + 1355 4 1;[C5C5C485C, + CS5C5C, — S55455Cs] + 16[C5C5Cly
—55C4S5C5] 4 15C5C, 4 14,C5Cy, 1:[—CsC55,Co — SeC4Ch) + 165554C
I:[~CsC5C4S555 — C5S5C585 4 S6545355] 4 Ig[—C5Cs85 4 S5C4S55,] — 15055, —
14C555 + 17[CsCsC1C5Co — CyS5S95Cs — S654C5Cs] 4 Ig[—C555Cs — S5C4C5Ch) —
1555C, — 14S5Cs + 13Cy) v

< (—[l7]—CsC55455 — SeC4Ss] + 16555455],

1:[CsC5C4C3S — C555355 — S654C585) + l[—C55355 — S5C4CS,]

—1553Sy — 145555 + 1355 + I7[CsC5C4S5Cy 4 CoS5C3Cs — S55455Cs] + 15[C5C3Ch
—S5C485Ch] + I5C5C5 + 143C5Ch, Ir[—CC584Co — SsCyCh] + 15555,Ch
I:[~CsC5C4S555 — C5S5C585 + S65459355] + Ig[—C5C585 + S5C4.S555] — 150355 —
14C555 + 17[CsCsC4C5Co — CS5S95Cs — S654C5C5] 4 Ig[—C555C, — S5C4C5Ch) —
1555C, — 148505 + 15C5)(Cy, 0, =S5, 0) =

(0, 17[C6C5C4S5C, + CS5C5Cy — S65455Cs] + 16]C5C5Cs — S5C4S5Cs] + 15C5Cy +
1,05C + 1;[CC5CyC3Sy — C5S5555 — S5S4C58,] + lg[— 55555 — S5C4CsSs] —
155555 — 145555 + 1552, I:[—CsC5Sy — SsC4) + 165554, 17[CsCsC4CsCy — CS5S5Cs —
S654C5C5] + 5| —C555C, — S5C4C3Ch] — U555Cs — 1455Cs + 13C, + lr[—CCsCy.S555 —
CS5C3S + S5545355) + lg[—C5C3Sy + S5C48555] — 15C5Sy — 14,C5S5) = Ajp.
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Ciclo 6. Paso del sistema S; al sistema S

Desplazamiento de S7 una distancia ls a lo largo del eje Z(/), desplazamiento 1y a lo largo

del eje x1 hasta Sy y rotacion con dngulo 0, alrededor del eje zy.

A +1To+ 1) =

(0, 17]CsC5C4S5C + CS5C5C, — SS5453C5] 4 16[C5C3Cy — S5C1.535Cs] + 15C3C +
1,C5C5 + 17[CC5C1C3Sy — CS55559 — S654C58,] 4 l6[—C55552 — S5C4C35] —

l553S2 — 14535 + 1359 + 11, 17— CsC5S54 — SCl4) + 165554, l7]CsC5C4C5Cy — CpS555C —
S651C3C5] + l6[—C5535C — S5C1C5Cs) — 1553C — 14550 + 13C5 + 17| —CC5C4.5555 —
CS5C555 + 8651539 + lg[—C5C352 4+ S5C15352) — l5C585 — 14C555 + o) = Ay

Sean U = l7[0605045302 + 06550302 - 56545302] + l6[050302 — 55045302] + 150302 +
[4,C3Cy + 17[CsC5C4C3S5 — CpS55359 — S6S54C35s,] + l6[—C55352 — S5C4C3.55] —
55359 — 145355 + 1355 + 1.
Sea 2 = 17[_060554 - 5604] + 165554-
Sea d =7 [0605040302 - 06553302 - 86340302] + ZG[_C55302 — 35040302] — l5S302 —
1453C + I3C5 + 1:[—CsC5C S35, — CsS5C5S5 + S6545352] + l6[—C5C352 + S5C4S552) —
l50352 — l40352 + lg.

62114116}(1< = (617 07 07 Sl)(07 \Ij> Qa (D)<Ola 07 07 _51)?

> Q1A = (C1,0,0,8)(0,0,Q,®) = (=50, —5,Q+ C1 ¥, 5,0 + C1Q,C1d) y

| (—Sltb, —519 + 6'1‘1’, 91‘11 + 619, C’lq))(él, 0,0, —51) =
(0,C1¥ — $1Q,C1Q + S, T, D) = Ay,
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La parte vectorial del cuaternio puro A;, indica que el extremo del robot referido al

sistema de su base Sy, esta posicionado en

r=C¥—-50=

17]CsC5C1S3C2C + CgS5C5C5C — S6S495C5Ch + CsC55451 + SeCuS1 +
CsC5C1C35:C — C5S55352C1 — S651C352C | + 16[C5C3C2Cy — S5C1.S3C2C —
555451 — C55555C1 — S5C4C355C1] + I5[C5C2Cy — S355C1] + 14]C5C,Cy — S35:CH] +
[35,C1 + 1L (1, (3.3)

y=CiQ+ 50 =

17[CsC5C4S5Ca St + CS5C3CaSt — S6S1S5CS) — CsCs84C — SeCaCy +
CsC5C1C03858) — C5S55552S1 — S651C35551] + 6[C5C5CS, — S5C4S5CsSy
555401 — C553558) — S5C4C35551] + I5[C5CaSt — S58251] + 1a[C5CS) — S3555:] +
155,85 + 1S v (3.4)

z=0 =

l7[CeCs5C4C3C, — CS593C — S6S51C3C, — CsC5C1S3C — CS5C3Ca + S65153Cs] +
lg[—C553Cy — S5C,C3Cy — C5C3Ss + S5C45355] + I5]— S50 — C3.55] +

l4[—5302 — 0352] -+ lgcg -+ l2. (35)

Por lo cual, las expresiones (3.3), (3.4) y (3.5) permiten conocer la localizacion del extremo
del robot referidas al sistema de la base en funciéon de los valores angulares de los ejes
(01, 05,03,04,05,06) y las dimensiones del robot, correspondientes, por tanto, a la solucién

del problema cinematico directo.

o6



CAPITULO 4

MODELAMIENTO
COMPUTACIONAL

1 potencial que ofrece los cuaternios frente al modelado de robots industriales esta
dado por su eficiencia computacional|2| en comparacion con otros métodos, como en

el caso de las matrices de transformacion homogénea. El modelo que se desarrollo en el
caoitulo anterior, ahora se validara simulandolo en un lenguaje de programacion de alto
nivel, como es Matlab®. Para lo anterior se presentan dos codigos elaborados: el primero
para el desarrollo de la simulaciéon y el segundo para la interaccion inmediata del usuario

por medio de una interfaz grafica.

4.1. Matlab®

Matlab® es un lenguaje de alto nivel y un entorno interactivo para el desarrollo de
algoritmos, visualizacion de datos, anélisis de datos y calculo numérico. Es este el entorno
en el cual se desarrolla y simula el modelo cinematico directo del robot KUKA KR120-
2P®.

La version que se utilizé para la ejecucion operacional del modelo es Matlab R2009a®
7.8.0.347 32-bit(win32).
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4.1.1. Caracteristicas principales

A continuacion se enumeran las caracteristicas principales de este software
= Lenguaje de alto nivel.
= Entorno para la gestion de cédigos, archivos y datos.

= Herramienta interactiva para la exploracion iterativa, diseno y resolucién de proble-

mas.

= Funciones mateméticas para algebra lineal, estadisticas, analisis de Fourier, filtrado,

optimizacion e integracion numérica.
= Graficador de funciones en dos y tres dimensiones.
= Herramientas para la construcciéon de interfaces graficos para el usuario.

= Funciones de Matlab® para la integracion de algoritmos basados en aplicaciones
externas y otros lenguajes, tales como C, C++, Fortran, Java, COM y Microsoft

Excel.

4.2. Caja de herramientas "Robotics" para Matlab®

Una caja de herramientas (toolbox) en Matlab®), son archivos de texto con extension
".M" llamados archivos M-file, que provee funcionalidades que no se encuentran por
defecto en este. Existe una caja de herramientas especializado para roboética llamado
Robotics Toolbox for Matlab® de Peter 1. Corke”, que incluye métodos de representacion

cinemética y dindmica para manipuladores industriales.

Se utiliz6 este toolbox dado su facilidad de manejo y completo campo conceptual que

enmarca los cuaternios. Los comandos utilizados de esta caja de herramientas son:
x "quaternion", definiciéon de cuaternios.

x "+" suma de cuaternios.

* . . . . .,
Se puede obtener de forma libre la caja de herramientas en la direccion www.petercorke.com
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x "x" producto de cuaternios.
% "inv", conjugado de cuaternios.
x "Q.v", parte vectorial del cuaternio.

A continuacion se muestra cada comando por medio de un ejemplo.

Ejemplo 4.1 (quaternion, definicion de cuaternios). Desde la ventana de comando de
Matlab®, para definir el cuaternio; Q1 = (5,8, 40, 20):

>> Ql=quaternion([5 8 4020])

Ql =

5 <8, 40, 20>

Ejemplo 4.2 (+, suma de cuaternios). Desde la ventana de comando de Matlab®), suma
de los cuaternios Q1 = (5,8,40,20) y Q2 = (1,2,3,4):
>> Ql=quaternion([5 8 40 20])

Ql =

5 <8, 40, 20>

>> (Q2=quaternion([1 2 3 4])

Q2 =

1 <2, 3, 4>

>> Q3=Q1+Q2

Q3 =

6 <10, 43, 24>

Ejemplo 4.3 (* producto de cuaternios). Desde la ventana de comando de Matlab®),
producto de los cuaternios Q1 = (5,8,40,20) y Q2 = (1,2,3,4):

>> Q4=Q1*Q2
Q4 =
211 <118, 63, -16>

® inv. Conjugado de cuaternios:
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Ejemplo 4.4. Desde la ventana de comando de Matlab®), conjugado del cuaternio Q1 =
(5,8,40,20)

>> Q5=inv(Q1)

Q5 =

5 <-8, -40, -20>

Ejemplo 4.5 (Q.v, parte vectorial del cuaternio). Desde la ventana de comando de
Matlab®, parte vectorial del cuaternio Q1 = (5,8, 40, 20)

>> vl=ql.v

vl =

8 40 20

4.3. Cdbdigo simulacién

En esta seccion se presenta una explicacion completa del cdédigo hecho en Matlab®
del modelo cinematico directo del robot KUKA KR120-2P®En primera instancia se

establecen las condiciones iniciales para la posiciéon inicial del robot.

Observacion: El texto que aparezca en cursiva representa el codigo extraido del archivo
M-file de Matlab® donde se escribi6 el codigo. Los comentarios que no pertenecen al

c6digo en Matlab® estaran precedidos por .

% Es necesario establecer los limites donde se presentara los movimientos del robot, para
esto se definen los rangos por medio del comando axis para luego graficar los vectores

unitarios correspondientes a cada eje.

%% POSICION INICIAL clear

all

cle

% Vectores unitarios

i =1[1,0,0]; 5 = [0,1,0]; k = [0,0,1]; n = [0,0,0]; % RANGOS EJES
% AXIS(/XMIN XMAX YMIN YMAX ZMIN ZMAX])

azis (-3800 3800 -3800 3800 0 3700])

plot3(i,n,n, m—") hold on
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azis([-8800 3800 -3800 3800 0 3700])
plot3(n, j,n, g=") hold on
azis([-3800 3800 -3800 3800 0 3700])
plot3(n,n, k' B") hold on

% Se establecen los valores angulares en cero.
tetal = 0; teta2 = 0; tetad = 0; tetad = 0; tetad = 0; tetab = 0;
% Se hacen las representaciones de las rotaciones.

Q1=quaternion([cos(tetal/2) 0 0 sin(tetal/2)]); CQl = inv(Q1);
Q2=quaternion([cos(teta2/2) 0 sin(teta2/2) 0]); CQ2 = inv(Q2);
Q3=quaternion([cos(teta3/2) 0 sin(teta3/2) 0]); CQ3 = inv(Q3)
Q4 =quaternion([cos(tetas/2) sin(tetaq/2) 0 0 [); CQ4 = inv(Q4);
Q5=quaternion([cos(tetab/2) 0 sin(teta5/2) 0]); CQ5 = inv(Q54);

Q6=quaternion([cos(tetab/2) sin(teta6/2) 0 0]); CQ6 = inv(Q6);

I

% Se hacen las representaciones de las traslaciones.

T0=quaternion([0 0 0 0]); T1=quaternion([0 750 0 0]);
T2=quaternion([0 0 0 700]); T3=quaternion([0 0 0 1250]);
T4=quaternion([0 1000 0 0]); T5=quaternion([/0 500 0 0]),
T6=quaternion([0 230 0 0]); T7=quaternion(/0 0 0 200)),

% A continuacion se realiza el modelo desarrollado en el capitulo anterior.

% %CICLO 1. PASO DEL SISTEMA S6 AL SISTEMA S5
AO=T7+1TO0;

Al = Q6 x A0 x CQO6;

% %CICLO 2. PASO DEL SISTEMA S5 AL SISTEMA S
A2 = A1+ T6;

A3 = Q5% A2 x C'Q5;
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%% CICLO 3. PASO DEL SISTEMA S} AL SISTEMA S3
A4 = A3+ T5;

A5 = Q4 x Ad x CQ4;

%% CICLO 4. PASO DEL SISTEMA S8 AL SISTEMA 52
A6 = A5+ T4;

AT = Q3 x A6 x CQ3;

%% CICLO 5. PASO DEL SISTEMA S2 AL SISTEMA S1
A8 = AT+ T3,

A9 = Q2% A8 x C'(Q)2;

%% CICLO 6. PASO DEL SISTEMA S1 AL SISTEMA S0
A10 = A9+ T2+ T1;

A1l = Q1 % A10 % CO1:

% Ahora se definen las posiciones de cada sistema referido a la base del robot Sy (ver

Figura 3.3).

% %ESLABON 1 DEL MODELO CINEMATICO
Bl1=T2+T1;

B2 =Q1xBlxCQ1;

% %ESLABON 2 DEL MODELO CINEMATICO
Cl=Q2xT3*CQ2;

C2=C1+4+T2+1T1,

C3=Q1xC2xCQ1,;

% %ESLABON 3 DEL MODELO CINEMATICO
D1 =Q3xT4xCQ3;

D2 = D1+ 1T83;

D3=0Q2xD2xCQ2;

D4=D3+T2+T1,;

D5 = Q1% D4 xCQ1;

% %ESLABON 4 DEL MODELO CINEMATICO
E1=Q4«T5xCQ4;

E2 =FE1+T4;

E3 =Q3x E2xCQ3;
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F4 = E3+1T3;
E5 = Q2% B4 % CQ2;
E6=FE5+T2+T1;
E7= Q1% E6xCQ1;
% %ESLABON 5 DEL MODELO CINEMATICO
F1=0Q5xT6* CQ5;

F2=F1+T1T5;
F3=0Q4x F2xCQ4,
F4=F3+T4;
F5=Q3x F4xCQ3;
F6=F5+1T3;

F7=Q2% F6xCQ2;
F8=F7+T2+T1;
F9=0Q1% F8x(CQ1,
% %ESLABON 6 DEL MODELO CINEMATICO
Al = Q6 xTT7 * CQ6;

A2 = A1+ T6;
A3 = Q5% A2 x CQ5;
A4 = A3+ T5;
A5 = Q4 x Ad x CQ4;
A6 = Ab + T4,
AT = Q3 % A6 x CQ3;
A8 = AT+ T3;

A9 = Q2% A8 x C'Q2;

A10=A9+T2+T1,

All = Q1 % A10 x CQ1,

% Se definen los vectores correspondientes a cada eje, para luego graficarlos.

Vi=B2.wv; V2=C3.v; V38=Db.v; Vj=ETv; V5=F9.v; V6=A11.v;

% Primer vector
X=[0 Vi(1)]; Y=[0 V1(2)]; Z=[0 V1(3)];
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% Segundo Vector
X1=[V1(1) V2(1)]; Y1=[V1(2) V2(2)]; Z1=[V1(3) V2(3)],

% Tercer vector
X2=[V2(1) V3(1)]; Y2=[V2(2) V3(2)]; Z2=[V2(3) V3(3)];

% Cuarto vector

X3=[V3(1) V4(1)]; Y3=[V3(2) V4(2)]; Z5=[V3(3) V4(3)];

% Quinto vector

Xg=[V4(1) V5(1)[; Y4=[V4(2) V5(2)[; Z4=[V4(3) V5(3)];

% Sexto vector
X5=[V5(1) V6(1)];
Y5=[V5(2) V6(2)], Z5=[V5(3) V6(3)];

% Con los vectores definidos, se establecen los parametros para la graficacion.

hold on

azis([-3800 3800 -3800 3800 0 3700])
plot3(X,Y,Z, 'ro-’,’Line Width’,3)

hold on

azis(|-3800 3800 -3800 3800 0 3700))
plot3(X1,Y1,71,’bo-", Line Width’,3)
hold on

azis([-3800 3800 -3800 3800 0 3700])
plot3(X2,Y2,72, ’go-", Line Width’,3)
hold on

azis(]-3800 3800 -3800 3800 0 3700])
plot3(X3,Y8,723,'mo-", Line Width’,3)
hold on

azis(J-3800 3800 -3800 3800 0 3700))
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plot3(X4,Y4,74,y-", Line Width’,3)
hold on

azis([-3800 3800 -3800 3800 0 3700])
plot3(X5,Y5,725,’k+-", Line Width’,3)

title(’MODELO DE CINEMATICA DIRECTA DEL’;’ROBOT KR 120-2P CUATER-
NIOS’,’FontSize’, 14, Color’,’k’,’Edge Color’,’k’)

zlabel(’eje X’,"FontSize’, 16, Color’,’B’)

ylabel(’eje Y’,’FontSize’, 16, ’Color’,’B’)

zlabel(’eje Z’,’FontSize’, 16, ’Color’,’B’)

grid on

box on

% Al ejecutar esta primera parte del codigo, se obtiene la Figura 4.1.

MODELO CINEMATICO DIRECTO
ROBOT KR 120-2P CUATERNIO

3000

2000

ejeZ

1000

0

0

-2000 ~2000

ejeY eje X
Figura 4.1: Posicién inicial robot KUKA KR120-2P® en Matlab®).

% En la ejecucion del modelo se deben definir los valores angulares de cada eje para
efectuar el movimiento de las articulaciones desde la posicion inicial hasta la deseada.

Sin embargo, se debe tener en cuenta los limites angulares de cada eje que se encuentran
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establecidos en la referencias técnicas del robot (ver Tabla 1.). A continuacion se presenta
el codigo que efectiia la recoleccion de datos, condicionédndolos a los valores angulares

definidos para cada articulacion.

while(A1>185 || A1<-185)

disp(’ Eje 1. El dngulo debe estar entre [-185,185]’)

Al=input(’ Digite el valor del dngulo correspondiente al Eje 1 °);
Al=round(Al);

if(A1>185 || A1<-185)

disp(’ ’) end end disp(’’)

while(A2 > 70 || A2 < —120)

disp(’ Eje 2. El dngulo debe estar entre [-120,70]’)

A2=input(’ Digite el valor del dngulo correspondiente al Eje 2 °);
A2=round(A2);

if(A2 > 70 || A2 < —120)

disp(’ ’) end end disp(’’)

while(A3 > 65 || A3 < —209) disp(’ Eje 3. El dngulo debe estar entre [-209,65]’)
A8=input(’ Digite el valor del dngulo correspondiente al Eje 3 °);
A3=round(A3);

if(A3 > 65 || A3 < —209)

disp(’’) end end disp(’’)

while(A4 > 350 || A4 < —350)

disp(’ Eje 4. El dngulo debe estar entre [-350,350]")

A4 =input(’ Digite el valor del dngulo correspondiente al Eje 4 °);
Aj=round(A4);

if(A4 > 350 || A4 < —350)

disp(’ ’) end end disp(’’)
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while(A5 > 125 || A5 < —125)

disp(’ Eje 5. El dngulo debe estar entre [-125,125])

Ab5=input(’ Digite el valor del dngulo correspondiente al Eje 5 °);
Ab=round(Ab);

if(A5 > 125 || A5 < —125)

disp(" ")

end end disp(’’)

while(A6 > 350 || A6 < —350)

disp(’ Eje 6. El dngulo debe estar entre [-350,350])

A6=input(’ Digite el valor del dngulo correspondiente al Eje 6 °);
Ab6=round(A6);

if(A6 > 350 || A6 < —350)

disp(’ ’) end end disp(’’)

s Ahora se efectia de nuevo el modelo que se encontrara condicionado a los valores que
fueron ingresados por el usuario. Se debe tener presente que Matlab®) trabaja los valores
angulares en radianes, lo cual, para facilitar el uso del simulador, se efectiia el codigo de

conversion de grados a radianes y se continua con el modelo.

Ani=input(’ Simular, presione ENTER ’);% % Orden para iniciar la simulacion.

tetal=((A1%*pi)/180);
teta2=((A2%pi)/180);
teta3=((A3%pi)/180);
tetas=((A4*pi)/180);
tetab=((A5%pi) /180);
tetab=((A6%pi)/180),

i=[1,0,0]; j=[0,1,0]: k=[0,0,1]: n=[0,0,0]; azis(|-3800 3800 -3800 3800 0 3700])
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plot3(i,n,n,’m-’) hold on
azis(]-3800 3800 -3800 3800 0 3700])
plot3(n,j,n,’g-’) hold on
azis(|-3800 3800 -3800 3800 0 3700])
plot3(n,n,k,’B’) hold on

Q1=quaternion([cos(tetal/2) 0 0 sin(tetal/2)]); CQI1=inv(Q1);
Q2=quaternion([cos(teta2/2) 0 sin(teta2/2) 0]); CQ2=inv(Q2);
Q3=quaternion([cos(teta3/2) 0 sin(teta3/2) 0]); CQ3=inv(Q3);
Q4 =quaternion([cos(tetas/2) sin(tetal/2) 0 0 |); CQ4=inv(Q4);
Q5=quaternion([cos(tetab,/2) 0 sin(teta5/2) 0]); CQ5=inv(Q5);
Q6=quaternion([cos(teta6/2) sin(teta6/2) 0 0]); CQ6=inv(Q6);

T0=quaternion([0 0 0 0]);
T1=quaternion([0 750 0 0]);
T2=quaternion([0 0 0 700]);
T3=quaternion([0 0 0 1250]);
T4 =quaternion([0 1000 0 0]);
T5=quaternion([0 500 0 0]);
T6=quaternion([0 250 0 0]);
T7=quaternion([0 0 0 200]);

B1=T2+T1; B2=Q1*B1*CQ1;
C1=-Q2*T3*CQ2; C2—C1+T2+T1;
C3=Q1*C2*CQ1;
D1=Q3*T4*CQ3; D2=D1+T3;
D3=Q2*D2*CQ2; D}~D3+T2+T1;
D5=Q1*D}*CQ1;
E1-Q)*T5*CQ/; E2=E1+T/;
E3=Q3*E2*CQ3; E,—E3+T3;
E5=Q2*E}*CQ2; E6—E5+T2+T1;
E7=Q1*E6*CQ1;

F1=Q5*T6*CQ5; F2=F1+T5;
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F3=Q4*F2*CQ4; F{=F3+T/;
F5=Q3*F,*CQ3; F6-=F5+T83;
F7—Q2*F6*CQ2: F8—F7+T2+T1;
F9—Q1*F8*CQ!1;

G1=Q6*T7*CQ6; G2=G1+1T6;
G3=Q5*G2*CQs5; G4=G3+T5;
G5=Q4*GL*CQ4; G6=G5+T/;
G7=Q3*G6*CQ3; G8=GT+T83;
GI9=Q2*G8*CQ2; G10=GI9+T2+1T1;
G11-Q1*G10*CQ1;

Vi=B2.v; V2=C8.v; V3=Db.v; Vj=FE7.v; V5=F9.v; V6=G11.v;

X=[0 V1(1)]; Y=[0 V1(2)]; Z=]0 V1(3)],

X1=[V1(1) V2(1)]; Y1=[V1(2) V2(2)]; Z1=[V1(3) V2(3)];
X2=[V2(1) V3(1)]; Y2=[V2(2) V3(2)]; Z2=[V2(3) V3(3)]
X3=[V3(1) V4(1)]; Y5=[V3(2) V4(2)]; Z3=[V3(3) V4(3)];
X4=[V4(1) V5(1)]; Y4=[V4(2) V5(2)]; Z4=[V4(5) V5(3)];
X5=[V5(1) V6(1)]; Y5=[V5(2) V6(2)]; Z5=[V5(3) V6(3)];

hold on

azis(]-3800 3800 -3800 3800 0 3700])
plot3(X,Y,Z, ro-’,’Line Width’,3) hold on
azis(]-3800 3800 -3800 3800 0 3700))
plot3(X1,Y1,71,’bo-", Line Width’,3) hold on
azis(]-3800 3800 -3800 3800 0 3700])
plot3(X2,Y2,72,’go-", Line Width’,3) hold on
azis(]-3800 3800 -3800 3800 0 3700))
plot3(X3,Y3,Z3,’'mo-", Line Width’,3) hold on
azis(]-3800 3800 -3800 3800 0 3700])
plot3(X4,Y4, 24, y-", Line Width’,3) hold on
azis(]-3800 3800 -3800 3800 0 3700))
plot3(X5,Y5,725,’k+-", Line Width’,3)
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title("MODELO CINEMATICO DIRECTO DEL’;’ROBOT KR 120-2P CUATER-
NIOS’, ’FontSize’, 14, Color’,’k’,’EdgeColor’, ’k’)

zlabel(’eje z’,’FontSize’, 16, Color’,’B’)

ylabel(’eje y’, 'FontSize’, 16, Color’,’B’)

zlabel(eje 2, "FontSize’, 16, ’Color’,’B’)

grid on

box on

disp(’Fin’)

% Al ejecutar el M-file con el codigo desarrollado, se presenta en la ventana de comandos

de Matlab® lo siguiente:

Robot KR 120-2P.
Ingrese los valores angulares de cada eje
para hacer su simulacion, se verifica graficamente.

Modelo Cinemdtico Directo Cuaternios robot KR 120-2P

FEje 1. El dngulo debe estar entre [-185,185]

Digite el valor del dngulo correspondiente al Eje 1 |

% De esta forma, se tiene el cédigo completo del modelo computacional utilizando
Matlab® del robot KUKA KR120-2P® por medio de cuaternios, por lo cual se encuentra

listo para su ejecucion.

4.4. Validacion

Después de hacer la programacion en Matlab® del modelo cinemético directo del robot
KUKA KR120-2P® se efectia la validacion del modelo elaborado y expuesto en el
capitulo anterior, por medio del ingreso de datos de posiciones angulares para cada

articulacion y asi obtener las posiciones del elemento terminal del robot.

% Mapeo de posicion para los angulos:
1. Ay =0° A2=10°, A3 =0° Ay =0°, A5 =0° Ag = 0°.
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2. A =20° A2 = —25° A3 =64°, Ay =210 A5 =2, Ag = 45.
3. Ay =85° A2 =65°, A3 = —100°, Ay = 50° A5 =1°, Ag = 280°.

4. Ay = —60°, A2 = —15°, Ay = —45°, A, = —12° A5 = 25° , Ag = 300°.

MODELO CINEMATICO DIRECTO
ROBOT KR 120-2P CUATERNIO

3000

2000

eje z

1000

0

0

-2000 ~2000

ejey eje x

Figura 4.2: Mapeos de posiciones 1. del robot KUKA KR120-2P®.
% Mapeo de posicion para los angulos:
1. Ay =0° A2 =0°, A3 =0°, Ay =0°, A5 = 0°, Ag = 0°.
2. Ay = —175° A2 =13°, A3 = —47, Ay = —32 A5 = -8 , Ag = —1.

3. Al — 850, A2 - 700, Ag — —50, A4 = 349 ,A5 = 100 y AG = —15°.

4.5. Interfaz grafica de usuario

Se estableci6 una interfaz grafica del usuario a la programacion que se realizo referente
al modelo cinematico directo del robot KUKA KR120-2P® para lograr un mayor
dinamismo en la interacciéon del usuario al ejecutar el codigo. Al correr el codigo que se
presento, tiene la desventaja de que se deben manejar tres ventanas individualmente para

realizar las simulaciones, una primera ventana que corresponde al "M-file" que contiene
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MODELO CINEMATICO DIRECTO
ROBOT KR 120-2P CUATERNIO
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2000

eje z

1000

0
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ejey eje x

Figura 4.3: Mapeos de posiciones 2. del robot KUKA KR120-2P®.

el codigo, la segunda ventana denominada ventana de comandos (Command Windows)
donde se introducen los valores angulares y la ultima que corresponde a la ventana que

presenta la graficacion.

Para solucionar lo anterior se realiz6 una integracién del codigo que se desarrolld en
una interfaz gréafica de usuario (GUI en sus siglas en inglés: graphical user interface),
donde en una sola ventana se ingresan los valores angulares y se observa directamente los
movimiento que se realizan en las simulaciones. Ademaés, la interfaz gréafica de usuario
tiene la posibilidad aplicar varias simulaciones a la vez y restaurar su valores a los

parametros iniciales.

En la Figura 4.3 se muestra la interfaz grafica de usuario al ser ejecutado.

72



John Jairo Guiroga Orozco
Proyecto de Grado
ROBOT KUKA KR 120-2P Facultad de Ciencias
Escuela de Matematicas
Universicad Industrial de Santander

Eje 1. El dngulo debe estar ertre [-185,185] Bucaramanga, Julio 2011

0 SIMULAR ‘ BORRAR ‘

Eje 2. El angulo debe estar entre [-120,70]

0

Eje 3. El d4ngulo debe estar ertre [-209,65]

0

Eje 4. El dngula debe estar ertre [-350,350]

0

Eje 5. El angulo debe estar ertre [-125,125]

0

Eje 6. El dngulo debe estar ertre [-350,350]

gje y aje x

584020

Figura 4.4: GUI robot KUKA KR120-2P®.

A continuaciéon se presentan la interfaz grafica de usuario en ejecuciéon con datos ingre-
sados. La Figura 4.5 presenta el movimiento de 100° del eje 1. La Figura 4.6 presenta
el mapeo de movimientos miltiples del eje I con valores angulares: 0°, 50°, 100°, 150°,
185°, —50°, —100°, —150°. En el pantallazo mostrado en la Figura 4.6 se observa en
la parte del ingreso de los valores solamente el tltimo registro realizado. La Figura 4.7
presenta el mapeo de movimientos miltiples del eje 2 con valores angulares: 20°, 40°,
60°, —20°, —40°, —60°, —80°, —100°. La Figura 4.8 presenta el mapeo de movimientos

miltiples de todos los ejes.

El cédigo de la GUI se presenta en el Anexo 1, pagina 72.
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Eje 1. Bl éngulo debe estar entre [-185,185]

100

Eje 2. El angulo debe estar entre [-120,70]

Eje 3. El #ngulo cebe estar entre [-209 65)

Eje 4. Bl dngulo debe estar entre [-350,350]

Eje 5. Bl angulo debe estar entre [-125,125]

Eje 6. Bl éngulo debe estar entre [-350,350]

ROBOT KUKA KR 120-2P

John Jairo Guiroga Orozoo
Proyecto de Grado
Facultad de Cienciazs
E=zcLela de Matematicas
Universidad Industrial de Santander
Bucaramanga, Julio 2011

SIMULAR

BORRAR ‘

564020

Figura 4.5: GUI movimiento eje 1 del robot KUKA KR120-2P®.

Eje 1. El dngulo debe estar entre [-185,185]

-150

Eje 2. El énaulo dehe estar entre [-120,70]

Eje 3. El angulo dehe estar entre [-209 65]

Eje 4. El 4ngulo debe estar entre [-350,350]

Eje 5. El dngulo debe estar entre [-125,125]

Eje 6. El angulo debe estar entre [-350,350]

ROBOT KUKA KR 120-2P

John Jairo Quiroga Orozco
Proyecto de Grado
Facultad de Ciencias
Escuela de Matematicas
Universidad Incustrial de Santander
Bucaramanga, Julio 2011

SIMUL AR

BORRAR ‘

584020

Figura 4.6: GUI movimientos multiples eje 1 del robot KUKA KR120-2P®.
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Eje 1. El dngulo debe estar entre [-185,185]

Eje 2. Bl angulo debe estar entre [-120,70]

-100

Eje 3. Bl 4ngulo debe estar entre [-209 65]

Eje 4. El angulo debe estar entre [-350 350]

Eje 5. El dngulo debe estar entre [-125 125]

Eje 6. El dngulo debe estar ertre [-350 350]

ROBOT KUKA KR 120-2P

John Jairo Quirogs Orozco
Proyecto de Grado
Facuttad de Ciencias
Escuela de hMatematicas
Universidad Industrial de Santander
Bucaramanga, Julio 2011

SIMULAR

‘ BORRAR ‘

3500
3000
2500
N 2000
o]
o 1800
1000
500

554020

Figura 4.7: GUI movimientos multiples eje 2 del robot 3 KUKA KR120-2P®.

Eje 1. Bl éngulo debe estar entre [-155,165]

-80

Eje 2. El dngulo debe estar entre [-120,70]

15

Eje 3. El angulo debe estar entre [-209 65]

15

Eje 4. Bl éngulo debe estar entre [-350,350]

-25

Eje 5. El dngulo debe estar entre [-125,125]

40

Eje 6. Bl angulo debe estar entre [-350,350]

-255

ROBOT KUKA KR 120-2P

John Jairo Guiroga Orozco
Proyecto de Grado
Facultad de Ciencias
Escuela de Matematicas
Universidad Incusttial de Santancer
Bucaramanga, Julio 2011

SIMULAR

‘ BORRAR ‘

3500
8000 .
2500
2000
1800

gje z

1000
500 .

584020

Figura 4.8: GUI movimientos multiples de los ejes del robot KUKA KR120-2P®.
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CAPITULO 5

PROPUESTA DE INNOVACION EN
EL AULA

|1 trabajo de grado que se ha expuesto se centrd en el desarrollo de un modelo
E cinematico directo del robot KUKA KR120-2P® mediante el uso de cuaternios,
donde luego se valido el modelo al programarlo en Matlab®. Todo este proceso elabora-
do abre las posibilidades de establecer una propuesta de innovacién en el aula para la

ensefianza y el aprendizaje de transformaciones lineales en un curso de Algebra Lineal[17].

Historicamente los cursos de Algebra Lineal, que son impartidos por lo general en el
segundo nivel de estudios, han presentado altos niveles de desaprobacion, por lo cual se
establece la necesidad de proponer y desarrollar estrategias pedagogicas que optimicen
el aprendizaje en ésta area. Es de interés el Algebra Lineal ya que es un componente de

gran importancia para la formacion de profesionales en ciencias e ingenierias.

Ademés, es de interés el formar profesionales con aptitudes en competencias comunica-
tivas, disciplinares, interpersonales, investigativas y tecnologicas, lo cual incentiva a la
incorporacion del trabajo por proyectos en las dindmicas del aula, esto con el proposito
de orientar el aprendizaje de las transformaciones lineales mediante el desarrollo del
modelo cinematico directo del robot KUKA KR120-2P®.
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La propuesta consiste en que los estudiantes elaboren un proyecto donde presenten
y validen el modelo cinematico directo del robot en cuestion. Para el desarrollo del
proyecto se realizara de forma cooperativa, donde cada grupo de estudiantes desarrollara
el modelo usando geometrias de transformacion lineal, los cuaternios como representacion
de transformaciones lineales y la herramienta computacional Matlab®. Durante la
elaboracion del proyecto, los estudiantes planifican, ejecutan y evaltian el desarrollo del
modelo del robot, donde les permite encontrar relacion directa entre las matematicas y
la robotica (se hace una traspolacion de la tradicional matematica abstracta teorica a
la matemética aplicada), entre los conceptos y la realidad en que ellos son empleados,
ademas de utilizar de forma conjunta los conocimientos previos. Al finalizar el proyecto,
los estudiantes deben presentar los resultados obtenidos y sustentarlos, utilizando como
soporte los medios electronicos y elaborando un poster de trabajo realizado. El desarrollo
del proyecto se puede considerar como una situacion adidactica en la conceptualizacion

de las transformaciones lineales.

Una experiencia de este tipo representaria a los participante de los proyectos, un

aprendizaje significativo (Ausubel, 1976).

Otro proposito del trabajo por proyectos en el aula, es el de integrar otras areas del
conocimiento para el estudio del Algebra Lineal, teniendo como referente las tendencias
mundiales en el desarrollo cientifico, tecnologico e industrial alrededor de un tema de

gran interés para los estudiantes, la robdtica.
La presente propuesta de innovacion en el aula para la ensenanza y el aprendizaje de

transformaciones lineales en un curso de Algebra Lineal abre la posibilidad de generar

proyectos de investigacion relacionados con la aplicaciéon de la misma.
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CAPITULO 6

RESULTADOQOS

= Se demostr6 que para el espacio vectorial R? | los cuaternios Q, Q* € H(R) expresado
por (3.9) y ¥ € R®. La funcion

R — R’
U= Ly(V) = Q0+ 9)Q"

L

q

es una transformacion lineal y define la rotacion del vector ¢ un angulo 26 alrededor

del vector ¢.

= Se desarroll6 el modelo cinemético directo del robot KUKA KR120-2P® utilizando

el operador de transformacion de rotacion de cuaternios, obteniendo que

r=CV¥—-50=

17]CeC5C1S3C2C + CsS5C5C5Cy — S5S4S5C5Ch + CsC55451 4+ SeCuS1 +
CsC5C4C55,C1 — Cg85535:C1 — S651C35:C1 ] + 15]C5C3C2C — S5C153C,Ch —
555151 — C55555C) — S5C4C555C] + I5[C5CCy — S5585C1] + 14]C5CLCy — +
S35:C1]135:C + 1, Ch.
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y=CQ+ S0 =

17[CsC5CyS5CoS) + C5S5C5CS) — SeSuS3C2S1 — CsCsS4Ch — SeCaCh +
C5C5C4C5555, — CS555555, — S554C5555:] + 15| C5C5CaSy — S5CuS3C5S,
+5554C1 — C55939581 — S5C4C359551] + I5[C5CaS) — S55551] + L[C5CS; —
S3S251] + 135551 + 1.Sh.

z=0 =

I[CsC5C1C5Cy — CgS553Cs — S5S4C3C, — CeCsCyS3Cy — CpS5C3Cy +
S65193C5) + lg[—C595Cy — S5C1C3Cy — C5C3.55 + S5C1555s] + l5[—S3C —
0382] + l4[—8302 — 0352] + lgcg + lg.

donde (z,y,z) son las coordenadas del extremo del robot referidas a la base del
robot (Sp)

En los graficos 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.5, 4.6, 4.7 y 4.8 se evidencia la validacién del
modelo cinematico directo realizado al robot en cuestion, al ser mapeados distintos

valores angulares para cada articulacion.

Se desarrollé una interfaz grafica que integra la programacion hecha sobre el modelo
cinematico directo del robot KUKA KR120-2P®), que se muestra en las Figuras
4.4, 4.5, 4.6, 4.7 y 4.8 donde permite de una forma mas practica desarrollar las

simulaciones de los movimientos de cada articulacién del robot.

Se complementa una propuesta de innovaciéon en el aula para la ensenanza y el
aprendizaje de transformaciones lineales en un curso de algebra lineal, apoyado en
la ejecucion de trabajos por proyectos, en la modelacion del robot KUKA KR120-

2P® empleando cuaternios para luego ser validado utilizando Matlab.®
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CONCLUSIONES

Los cuaternios se pueden considerar como transformaciones lineales de rotacion y

orientacion de objetos en el espacio tridimensional.

Los cuaternios es una herramienta alternativa en las representaciones geométricas

de rotaciones de objetos en R3.

Los cuaternios pueden ser usados para resolver el problema cinemético directo de

robots industriales.

El desarrollo del modelo cinemético directo del robot KUKA KR120-2P®), consiste
en la composicion de rotaciones lo que resulta computacionalmente muy practico,

ya que son multiplicaciones de cuaternios entre si.

Los cuaternios permite la representacion de rotaciones mediante sélo 4 elementos,

frente a los 9 utilizados por las matrices de transformaciéon homogénea.

Los cuaternios son un campo alterno en el estudio de las transformaciones lineales
que favorece en su conceptualizacion, dado a su aplicabilidad y la cercania directa
que posee su algebra con el algebra vectorial, puesto que los cuaternios son sus

precursores.

La presente monografia donde esta inmerso la elaboraciéon del modelo cinemaético
directo del robot KUKA KR120-2P® mediante el uso de cuaternios, permite esta-
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blecerse como prototipo en la ejecucion de proyectos de aula en cursos de algebra

lineal.

La integracion de una interfaz grafica en la validacion del modelo cinemético directo
del robot KUKA KR120-2P® se convierte en una herramienta practica para la

interacciéon del usuario con la simulacién.

Matlab® es un entorno propicio para la programaciéon del modelo cinematico di-
recto del robot KUKA KR120-2P®), ya que permite generar archivos ejecutables
(.exe) para ser utilizados en equipos con sistema operativo Microsoft Windows (XP
o superior) y asi convertirse en un software de simulacion. Ademas su arquitectu-
ra posibilita la conversion a otros lenguajes que tienen una estructura similar a

Matlab® como lo son C, C++ y java.
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ANEXO 1

A continuaciéon se presenta el codigo completo de la interfaz grafica presentada en la
seccion 5.5.

function varargout = GUIKUKAKR1202P (varargin)

% Begin initialization code - DO NOT EDIT
gui_Singleton = 1;

gui_State = struct('gui Name', mfilename,
'gui Singleton', gui Singleton,
'gui OpeningFcn', @GUIKUKAKR1202P OpeningFcn,
'gui_OutputFcn', @GUIKUKAKR1202P OutputFcn,
'gui_LayoutFcn', [1
'gui_Callback', (1)

if nargin && ischar(varargin{l})
gui_State.gui Callback = str2func(varargin{l});
end

if nargout
[varargout{l:nargout}] = gui mainfcn(gui State, varargin{:});
else
gui_mainfen(gui_State, varargin{:});
end
% End initialization code - DO NOT EDIT

% --- Executes just before GUIKUKAKR1202P is made visible.
function GUIKUKAKR1202P OpeningFcn (hObject, eventdata, handles, varargin)

handle.i=[1,0,0];
handle.j=[0,1,0];
handle.k=[0,0,1];
handle.n=[0,0,0];

% CAJA GRAFICA

% AXIS([XMIN XMAX YMIN YMAX ZMIN ZMAX])
axis ([-3800 3800 -3800 3800 0 3700])
plot3 (handle.i,handle.n,handle.n, 'm-")

hold on

axis ([-3800 3800 -3800 3800 0 37007]) -
plot3(handle.n,handle.j,handle.n, 'g-') %Representacién de Rotaciones

hold on Ql=quaternion([cos (tetal/2) 0 0 sin(tetal/2)]1);
axis ([-3800 3800 -3800 3800 0 3700]) COl=inv(Ql);%%%%Conjugado de Q1
plot3(handle.n,handle.n, handle.k, 'B') Q2=quaternion ([cos (teta2/2) 0 sin(teta2/2) 01);
hold on CQ2=1inv (Q2) ;

9o o o000 o S 3 Q3=quaternion([cos (teta3/2) 0 sin(teta3/2) 0]);
tetal=0; CQ3=inv (Q3);

teta2=0; Q4=quaternion([cos (tetad4/2) sin(tetad4/2) 0 0 1);
teta3=0; CQ4=inv (Q4) ;

tetad=0; Q5=quaternion([cos (teta5/2) 0 sin(teta5/2) 0]);
teta5=0; CQ5=inv (Q5) ;

teta6=0; Q6=quaternion([cos (teta6/2) sin(teta6/2) 0 0]);

CQ6=1inv (Q6) ;
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%Representacidén de Traslaciones
TO=quaternion ([0 O 0 0]);

Tl=quaternion

0 750 0 01);

(L
T2=quaternion ([0 0 0 700]);
T3=quaternion ([0 0 0 1250]);
T4=quaternion ([0 1000 0 0]);
T5=quaternion ([0 500 0 01]);
Té=quaternion ([0 230 0 0]);
T7=quaternion ([0 0 0 2001]);

%%%%%%%SOPERADOR

%%CICLO 1.
AQ=T7+TO0;
Al=Q6*A0*CQ6;
%$%CICLO 2.
A2=A1+T6;
A3=Q5*A2*CQ5;
%%CICLO 3.
A4=A3+T5;
A5=Q4*RA4*CQ4;
$%CICLO 4.
A6=A5+T4;
AT7=Q3*A6*CQ3;
$%CICLO 5.
AB8=AT+T3;
A9=Q2*A8*CQ2;
$%CICLO 6.
A10=A9+T2+T1;

Al11=Q1*A10*CQl;

PASO DEL

PASO DEL

PASO DEL

PASO DEL

PASO DEL

PASO DEL

SISTEMA

ROTACION CUATERNIOS

S6 AL

SISTEMA S5 AL

SISTEMA S4 AL

SISTEMA S3 AL

SISTEMA S2 AL

SISTEMA S1 AL

oo
5

oo o
560

ESLABONES

$%$ESLABON 1 DEL MODELO CINEMATICO

B1=T2+T1;
B2=Q1*B1*CQ1;

$%ESLABON 2 DEL MODELO CINEMATICO

Cl=Q2*T3*CQ2;
C2=C1l+T2+T1;
C3=Q1*C2*CQ1;

$%ESLABON 3 DEL MODELO CINEMATICO

D1=Q3*T4*CQ3;
D2=D1+T3;
D3=Q2*D2*CQ2;
D4=D3+T2+T1;
D5=Q1*D4*CQ1;

$%ESLABON 4 DEL MODELO CINEMATICO

E1=04*T5*CQ4;
E2=E1+T4;
E3=Q3*E2*CQ3;
E4=E3+T3;
E5=Q2*E4*CQ2;
E6=E5+T2+T1;
E7=Q1*E6*CQ1;

o
S

SISTEMA S5

SISTEMA S4

SISTEMA S3

SISTEMA S2%%

SISTEMA S1%%

SISTEMA

o
S

o
o
o°

o
o
o°

o\°
o\
o

o

o°

83



%%ESLABON L5 DEL MODELO CINEMATICO
F1=05*T6*CQ5;
F2=F1+T5;
F3=04*F2*CQ4;
F4=F3+T4;
F5=Q3*F4*CQ3;
F6=F5+T3;
F7=Q2*F6*CQ2;
F8=F7+T2+T1;
F9=Q1*F8*CQ1;
$%ESLABON L6 DEL MODELO CINEMATICO
A1=0Q6*T7*CQ6;
A2=A1+T6;
A3=Q5*A2*CQ5;
A4=A3+T5;
A5=Q4*A4*CQ4;
A6=A5+T4;
AT7=Q3*A6*CQ3;
A8=AT+T3;
A9=Q2*A8*CQ2;
A10=A9+T2+T1;
Al11=Q1*A10*CQ1;

%%%%%5%%SVECTORES DEL GRAFICO

% 1° Vector

handle.X=[0 V1(1)];
handle.Y=[0 V1(2)];
handle.Z=[0 V1(3)];

% 2° Vector

handle.X1=[V1(1) V2(1)];
handle.Y1=[V1(2) V2(2)]1;
handle.Z1=[V1(3) V2(3)];

% 3° Vector
handle.X2=[V2 (1) V3(1)1;
handle.Y2=[V2(2) V3(2)];
handle.Z2=[V2(3) V3(3)]

% 4° Vector
handle.X3=[V3 (1) V4(1)]1;
handle.Y3=[V3(2) V4(2)];
handle.z3=[V3(3) V4(3)];
% 5° Vector
handle.X4=[V4 (1) V5(1)];
handle.Y4=[V4(2) V5(2)];
handle.z4=[V4 (3) V5(3)]

’

% 6° Vector

handle.X5=[V5(1) Vo (1l)];
handle.Y5=[V5(2) V6(2)];
handle.zZ5=[V5(3) V6(3)];



% Grafico Modelo cinematico

hold on
% AXIS([XMIN XMAX YMIN
axis ([-3800 3800 -3800

YMAX ZMIN ZMAX])
3800 0 370071)

plot3 (handle.X,handle.Y,handle.Z, 'ro-"', 'LineWidth', 3)

hold on
axis ([-3800 3800 -3800

plot3 (handle.X1l,handle.

hold on
axis ([-3800 3800 -3800

plot3 (handle.X2, handle.

hold on
axis ([-3800 3800 -3800

plot3 (handle.X3,handle.

hold on
axis ([-3800 3800 -3800

plot3 (handle.X4,handle.

hold on
axis ([-3800 3800 -3800

plot3 (handle.X5, handle.

% Texto Grafica

3800 0 37007])
Y1l,handle.Zzl, 'bo-"', 'LineWidth', 3)
3800 0 3700])

Y2,handle.Z2, '"go-"', 'LineWidth', 3)

3800 0 37001)
Y3,handle.Z3, 'mo-', 'LineWidth', 3)

3800 0 370071)
Y4,handle.Zz4, 'y-', 'LineWidth"', 3)
3800 0 37007])

Y5,handle.z5, 'k+-"', 'LineWidth', 3)

% title ({'MODELO DE CINEMATICA DIRECTA DEL'; 'ROBOT KR 120-
2P'}, 'FontSize',12, 'Color', 'k', '"EdgeColor', 'k")

xlabel ('eje X', 'FontSize',10, 'Color','B")

ylabel('eje Y', 'FontSize',10, 'Color"', 'B")

zlabel ('eje Z','FontSize',10, 'Color','B")

grid on

box on

Choose default

% command line output for GUIKUKAKR1202P
handles.output =

hObject;
% Update handles structure
guidata (hObject, handles) ;

3

UIWAIT makes GUIKUKAKR1202P wait for user response
uiwait (handles.figurel);

(see UIRESUME)

a°

% —--- Outputs from this function are returned to the command line.
function varargout = GUIKUKAKR1202P OutputFcn(hObject, eventdata, handles)

% varargout cell array for returning output args (see VARARGOUT) ;
% hObject handle to figure

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)

a0

Get default command line output from handles structure
varargout{1l} = handles.output;

function editl_Callback (hObject, eventdata, handles)

Val=get (hObject, 'String'); %Almacenar valor ingresado

NewVal = str2double(Val); %$Transformar a formato double
handles.editl=NewVal; %Almacenar en identificador
guidata (hObject,handles) ; %Salvar datos de la aplicacidn
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% —--- Executes during object creation, after setting all properties.
function editl CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to editl (see GCBO)
% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles empty - handles not created until after all CreateFcns called

a0

Hint: edit controls usually have a white background on Windows.
See ISPC and COMPUTER.
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'), get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))
set (hObject, 'BackgroundColor', "white') ;
end

o

function edit2_Callback (hObject, eventdata, handles)

Val=get (hObject, 'String'); %Almacenar valor ingresado
NewVal = str2double (Val); %$Transformar a formato double

handles.edit2=NewVal; %Almacenar en ide -
guidata (hObject, handles) ; %Salvar datos d
% —--- Executes during object creation, after setti

function edit2_CreateFcn (hObject, eventdata, handl

hObject handle to edit2 (see GCBO)

eventdata reserved - to be defined in a future

handles empty - handles not created until after all CreateFcns called

o° o

o

o°

Hint: edit controls usually have a white background on Windows.
See ISPC and COMPUTER.
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'), get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end

a0

function edit3 Callback (hObject, eventdata, handles)

Val=get (hObject, 'String'); %Almacenar valor ingresado
NewVal = str2double(Val); $%$Transformar a formato double

handles.edit3=NewVal; %Almacenar en identificador

guidata (hObject, handles) ; %$Salvar datos de la aplicacidn

% —--- Executes during object creation, after setting all properties.
function edit3 _CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to edit3 (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB

% handles empty - handles not created until after all CreateFcns called

o

Hint: edit controls usually have a white background on Windows.
See ISPC and COMPUTER.
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'), get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor"'))
set (hObject, 'BackgroundColor', "white');
end

o
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function edit4_Callback (hObject, eventdata, handles)

Val=get (hObject, 'String'); %Almacenar valor ingresado

NewVal = str2double(Val); S%Transformar a formato double
handles.edit4=NewVal; %$Almacenar en identificador
guidata (hObject, handles) ; %Salvar datos de la aplicacién

o

--- Executes during object creation, after setting all properties.

function edit4_CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to editd4 (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB

% handles empty - handles not created until after all CreateFcns called

o

Hint: edit controls usually have a white background on Windows.
See ISPC and COMPUTER.
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'), get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor")
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end

oe

function edit5_Callback (hObject, eventdata, handles)

Val=get (hObject, 'String'); %Almacenar valor ingresado

NewVal = str2double(Val); S%Transformar a formato double
handles.edit5=NewVal; %$Almacenar en identificador
guidata (hObject,handles) ; %Salvar datos de la aplicacién

o

--- Executes during object creation, after setting all properties.

function edit5_CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to edit5 (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB

% handles empty - handles not created until after all CreateFcns called

o

Hint: edit controls usually have a white background on Windows.
See ISPC and COMPUTER.
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'), get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor")
set (hObject, 'BackgroundColor"', 'white');
end

a°

function edit6_Callback (hObject, eventdata, handles)

Val=get (hObject, 'String'); %Almacenar valor ingresado

NewVal = str2double(Val); S%Transformar a formato double
handles.edit6=NewVal; %$Almacenar en identificador
guidata (hObject,handles) ; %Salvar datos de la aplicacién

o

--- Executes during object creation, after setting all properties.

function edit6_CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to edit6 (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB

% handles empty - handles not created until after all CreateFcns called

o

Hint: edit controls usually have a white background on Windows.
See ISPC and COMPUTER.
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'), get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor")
set (hObject, 'BackgroundColor"', 'white');
end

a°
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o

% —--- Execu

function sim Callback (hObject, eventdata, handles)

% hObject
% eventdata
% handles

Al=handles.
A2=handles.
A3=handles.
Ad=handles.
A5=handles.
A6=handles.

tes on button press in sim.

handle to sim (see GCBO)

reserved - to be defined in a future version of MATLAB

structure with handles and user data

editl;
edit2;
edit3;
edit4;
edith;
edité6;

handle.i=[1,0,0
handle.j=[0,1,01;
handle.k=[0,0,1]
handle.n=[0,0,0];
axis ([-3800 3800 -3800 3800 0 37001])
plot3(handle.i,handle.n,handle.n, 'm-")
hold on

axis ([-3800 3800 -3800 3800 0 3700])
plot3(handle.n,handle.j,handle.n, 'g-")
hold on

axis ([-3800 3800 -3800 3800 0 3700])
plot3(handle.n,handle.n,handle.k, 'B")

hold on

tetal=((Al*pi)/180);
teta2=((A2*pi)/180);
teta3=((A3*pi)/180);
tetad=((A4*pi)/180);
teta5=( (A5*pi)/180);
teta6=((A6*pi)/180);

Ql=quaternion([cos (tetal/2) 0 0 sin(tetal/2)]);

CQl=inv(Ql);
Q2=quaternion ([cos (teta2/2) 0 sin(teta2/2) 0]);
CQ2=inv (Q2) ;
Q3=quaternion([cos(teta3/2) 0 sin(teta3/2) 0]);
CQ3=inv (Q3) ;
Q4=quaternion([cos (tetad/2) sin(tetad/2) 0 0 1);
CQ4=inv (Q4) ;
Q5=quaternion ([cos (teta5/2) 0 sin(teta5/2) 0]);
CQ5=inv (Q5) ;
Q6=quaternion ([cos (teta6/2) sin(teta6/2) 0 0]);
CQ6=1inv (Q6) ;

%Representacién de Traslaciones

TO=quaternion ([0 0 0 0]);
Tl=quaternion ([0 750 0 0]);
T2=quaternion ([0 0 0 700]);
T3=quaternion ([0 O 0 12507);
T4=quaternion ([0 1000 0 0]);
T5=quaternion ([0 500 0 0]);
Té=quaternion ([0 230 0 0]);
T7=quaternion ([0 0 0 200]);

88

(see GUIDATA)

B1=T2+T1;
B2=Q1*B1*CQ1;

Cl=0Q2*T3*CQ2;
C2=C1+T2+T1;
C3=Q1*C2*CQ1;

D1=Q3*T4*CQ3;
D2=D1+T3;
D3=Q2*D2*CQ2;
D4=D3+T2+T1;
D5=Q1*D4*CQ1;

E1=Q4*T5*CQ4;
E2=E1+T4;
E3=Q3*E2*CQ3;
E4=E3+T3;
E5=0Q2*E4*CQ2;
E6=E5+T2+T1;
E7=Q1*E6*CQ1;

F1=05*T6*CQ5;
F2=F1+T5;
F3=Q4*F2*CQ4;
F4=F3+T4;
F5=Q3*F4*CQ3;
F6=F5+T3;
F7=02*F6*CQ2;
F8=F7+T2+T1;
F9=Q1*F8*CQ1l;

G1=Q6*T7*CQ6;
G2=G1+T6;
G3=05*G2*CQ5;
G4=G3+T5;
G5=Q4*G4*CQ4;
G6=G5+T4;
G7=Q3*G6*CQ3;
G8=G7+T3;
G9=0Q2*G8*CQ2;
G10=G9+T2+T1;
G11=Q1*G10*CQ1;



V1=B2.v;

V2=C3.v;

V3=D5.v;

V4=E7.v;

V5=F9.v;

V6=Gll.v;

handle.X=[0 V1(1)];
handle.Y=[0 V1(2)];
handle.Z=[0 V1(3)];
handle.Xl=[V1(1) v2(1)1;
handle.Y1=[V1 (2 ) vV2(2)1;
handle.z1=[V1(3) V2(3)];
handle.X2=[V2 (1) V3(1)];
handle.Y2—[V2( ) v3(2)1;
handle.zZ2=[V (3) V3(3)1;
handle.X3=[V3 (1) V4 (1)];
handle.Y3=[V3(2) V4(2)];
handle.ZB—[V3(3) V4 (3)];
handle.X4=[V (1) V5(1)1;
handle.Y4=[V4(2) V5(2)];
handle.Z4=[V4(3) V5(3)1];
handle.X5—[V5(1) V6 (l)];
handle.Y5—[V5(2) Ve (2)]1;
handle.z5=[V5(3) V6(3)];
hold on

axis ([-3800 3800 -3800 3800 0 37001])

plot3 (handle.X, handle.Y,handle.Z, 'ro-"', 'LineWidth', 3)
hold on

axis ([-3800 3800 -3800 3800 0 37001)

plot3 (handle.X1l,handle.Y1l,handle.Z1l, '"bo-", 'LineWidth', 3)
hold on

axis ([-3800 3800 -3800 3800 0 37001)

plot3 (handle.X2,handle.Y¥2,handle.Z2, '"go-', 'LineWidth', 3)
hold on

axis ([-3800 3800 -3800 3800 0 3700])

plot3 (handle.X3,handle.Y¥3,handle.Z3, 'mo-", 'LineWidth', 3)
hold on

axis ([-3800 3800 -3800 3800 0 37001])

plot3 (handle.X4,handle.Y4,handle.z4, 'y-", 'LineWidth', 3)
hold on

axis ([-3800 3800 -3800 3800 0 37001)

plot3 (handle.X5,handle.Y¥5,handle.Z5, "k+-", 'LineWidth', 3)
% Texto Grafica

% title ({'MODELO DE CINEMATICA DIRECTA DEL'; 'ROBOT KR 120-2P
JJQO'}, 'FontSize',16, 'Color', 'k', '"EdgeColor', 'k")

xlabel ('eje x','FontSize',16, 'Color','B")

ylabel ('eje y', 'FontSize',16, 'Color', 'B")

zlabel('eje z', 'FontSize',16, 'Color','B")

grid on

box on

oe

--- Executes on button press in borrar.

function borrar Callback(hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to borrar (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)

cla (handles.axesl, 'reset')
guidata (hObject, handles);
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