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DESCRIPTION:

This monograph is a consultation material for mathematicions that they want to
know some interesting results about the curves in the plane and it taking account

the applicability in some topology thems.

This work consists of three interesting chapter: introduction about plane curves,
the rotation number of a closed curve, applicability. In the first chapter appear the
curve concepts, tangent vector, reparametrizacion, bow length, field of vectors,
curvature of a curve and as a important part is the fundamental theorem of the

plane curves. Where it show us that the curvature function define the curve.

The second chapter has the concepts of angle oriented and the rotation number
of a plane curve with its different properties. Furthermore in the section of the
angles properties oriented, we must to have present the congruencies theme that

it is studied in the curse of numbers theory.

And in the third chapter shows some interesting applications of the rotation num-
ber concept in the continue functions of disc in the plane and in the Brower theo-
rem; and this compasses a great topological content that it must are studied care-

fully for understand it so well.

Monograph.
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DESCRIPCION:

La presente monografia es un material de consulta para matematicos que quiera
saber algunos resultados interesantes, sobre las curvas en el plano teniendo en

cuenta su aplicabilidad en algunos temas topoldgicos.

Este trabajo consta de tres capitulos interesantes: Preliminares sobre curvas planas,
el nimero de rotacién de una curva cerrada, aplicaciones. En el primer capitulo se
presentan las definiciones de curva, vector tangente, reparametrizacion, longitud
de arco, campo de vectores, la curvatura de una curva y un resultado muy esencial
es el teorema fundamental de las curvas planas, donde nos demuestra de cierta

forma, que la funciéon curvatura determina una curva.

El segundo capitulo contiene las respectivas definiciones de dngulo orientado y del
nimero de rotaciéon de una curva cerrada con sus diferentes propiedades. Ademas
en la seccién de angulos orientados se debe tener muy presente el tema de con-

gruencias que es estudiado en el curso de teoria de niimeros.

Por ultimo el tercer capitulo muestra algunas aplicaciones interesantes del con-
cepto del niimero de rotacion en las funciones continuas del disco en el plano y el
teorema de Brower; los cuales abarcan un gran contenido topolégico, que debe ser

cuidadosamente estudiado para una mayor comprension del tema.
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Introduccion

Una de las nociones mas utilizadas dentro de cualquier ciencia es, sin lugar a dudas,
la nocién de curva,ya que intuitivamente ella aparece representada por medio de
graficas que ilustran datos estadisticos, trayectorias de una particula, conjuntos de

puntos en el plano, dibujos, lineas, etc.

Es por eso que en este trabajo nos preocuparemos por estudiar alginos resultados
interesantes de geometria y topologia referentes a las curvas planas; de manera
consecuente lo que realmente nos interesa estudiar es el niimero de rotacién de
una curva cerrada. Para esto es necesario abarcar un buen contenido de céalculo y
geometria diferencial, los cuales encontraremos en el primer capitulo, donde explo-
ramos el concepto de curvatura de una curva plana, mostrando que ella determina

la curva.

En el segundo capitulo iremos a estudiar las curvas cerradas en el plano desde un
punto de vista global, enfatizando el niimero de rotacién de una curva y alginas

de sus propiedades.

En el tercer capitulo utilizamos la nocién del nimero de rotacién de una curva
para obtener algtinas aplicaciones, como lo es el teorema fundamental del algebra

y el teorema de Brower.

Esta monografia se desarrollo dentro del proyecto de investigacion: GEOMETRIA DE
VARIEDADES HOMOGENEAS ASOCIADAS A GRUPOS SEMISIMPLES COMPLEJOS,

financiado por Colciencias.



Capitulo 1

Preliminares sobre curvas planas

1.1. Curvas

Intuitivamente podemos imaginar una curva en el plano como la trayectoria de
un punto en movimiento o una deformacién continua de un intervalo, (ver Figura

1.1).

De la misma manera inspirandonos en la Geometria Analitica, podriamos conside-
rar una curva en R? como un conjunto de puntos (x,y) € R? tales que satisfagan
una ecuacién F'(z,y) = 0, donde F es una funcién de dos variables (Ver Figura

1.2).

En Geometria Diferencial consideramos una curva como la trayectoria continua
del movimiento de una particula sobre el plano, donde un punto «(t) representa la
posicion de una particula con movimiento continuo, cuando ¢ varia en un intervalo

[a,b] y el conjunto C = {a(t) € R? t € [a,b]} es el recorrido de a.

Como es sabido, el concepto de curva ha sufrido diversas modificaciones. Para
evitar casos complejos en este trabajo, definiremos formalmente lo que es una

curva.

Definicién 1.1. Una curva continua en R? es una aplicacién continua a: I — R?
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Figura 1.1: Curvas.

definida en un intervalo I C R; donde « estd dado por a(t) = (z(t),y(t)) y es

continua si cada funciéon coordenada x,y: I — R es continua.

El conjunto imagen C' de la aplicacién « esta dado por

C ={a(t) = (2(1),y(t)); t € I},

De esta manera a(t) = (z(t),y(t)) es llamada la representaciéon paramétrica de a

y denominaremos a t el parametro de la curva a.



NV

ar +by+c=0 y—f(z)=0

42 (2> = 1) +y* =0

Figura 1.2: Curvas
1.1.1. alginas curvas

Definicién 1.2. Si la curva « esta definida en el intervalo I = [a,b] y a(a) = a(b)

en C diremos que « es una curva cerrada. (Ver Figura 1.3).

Ejemplo 1.1. La circunferencia con centro en O = (0,0) y radio R; Sg(O) es la
curva continua cerrada o, definida por a(t) = (Rcos(t), Rsen (t)),t € [0, 2x]. (Ver
Figura 1.3).

De manera mds general la circunferencia Sg((a,b)) es la curva o : R — R? dada



a(0) = a(2m)

LY

Figura 1.3: Circunferencia

pora(t) = (a + Rcos(t),b+ Rsen (t)). Observemos que cuando t recorre la recta
real, a(t) se mueve sobre Sg((a,b)) en sentido antihorario un nimero infinito de

veces

Ejemplo 1.2. La elipse es la curva continua cerrada definida por

a: [0,2r] — R?
t —  «a(t) = (acos(t),bsen (t)), con a,b> 0.

(Ver Figura 1.4).

Si tomamos las funciones © = acos(t) y y = bsen (t) y hacemos una serie de

operaciones nos damos cuenta que obtenemos la ecuacién geométrica de la elipse.

En efecto sea © = acos(t) y y = bsen (t) y eleviandolos al cuadrado obtenemos

22 = a®cos?(t) y y* = b?sen ?(t). Entonces igualando las ecuaciones obtenemos

2 2
2 200y _ T Y
cos(t) +sen“(t) = PR
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Por tanto tenemos

1.1.2. Curvas periddicas

Una curva a: R — R? se dice que es periédica si existe un ntimero real [ > 0 tal
que «a(t + 1) = «(t), para todo t € R. El menor valor [y para el cual se cumple
la ecuacién anterior se llama el periodo de «a. Es claro que la curva periédica «
estd completamente determinada por su restricciéon a un intervalo de la forma

[to, to + lo].(Ver Figura 1.5).

Ejemplo 1.3. La curva definida por a(t) = (t,sent) es una curva periédica con

periodo lg = 2.

1.1.3. Curvas simples

Definicién 1.3. Una curva o : I — R? se dice que es simple si o es inyectiva

(Ver Figura 1.6).

Ejemplo 1.4. La curva definida por a(t) = (t,t%), para todo t € R, es simple.
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Figura 1.5: sen ()
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aft) = (£%,1°)
Figura 1.6: Curva simple

1.1.4. Curvas simples cerradas

Definicién 1.4. La curva « : [a,b] — R? se dice que es cerrada y simple si

a(t) # a(s), para todo t # s € [a,b) v a(a) = a(b).

Las curvas simples cerradas también se acostumbran llamar curvas de Jordan (Ver

Figura 1.7).

Ejemplo 1.5. La circuferencia y la elipse son ejemplos de curvas simples cerradas.
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Figura 1.7: Curva Jordan
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1.2. Curvas suaves

Definicién 1.5. Sea a: I — R? una curva dada por «a(t) = (z(t), y(t)). Decimos
que « es una curva suave si y solo si cada funcién coordenada x,y : I — R
es una funcién de clase C* o equivalentemente x,y: I — R son infinitamente

diferenciables (Ver Figuras 1.8 y 1.9).

En este caso también decimos que « es una curva parametrizada suave o un camino

y llamamos a t el pardmetro.

Figura 1.8: Curva conestante

Ejemplo 1.6. La curva a : R — R? dada por a(t) = (a,b) es llamada la curva

conestdnte y es una curva Suauve.

Ejemplo 1.7. a: R — R? dada por a(t) = P+ t(P — Q) = (ag + t(a1 — ag), bo +
t(by — by)) con P = (ap,by) # Q = (a1,b1), la recta determinada por los puntos P

Yy Q €S una curva suave.
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Figura 1.9: Recta

1.3. Vector tangente

Mediante la representacion paramétrica de a no solo se obtiene la curva como un
conjunto de puntos, sino que estos puntos quedan con su orientaciéon determinada.

La direccién de una curva, corresponde a la orientacién de sus tangentes.

Definicién 1.6. Sea « : I — R? una curva parametrizada dada por «a(t) =
(z(t),y(t)). El vector tangente o vector velocidad dex en ty € I estda dado por

o/ (tg) = (2'(to), ¥ (to)) (Ver Figura 1.10).

Cuando o/(tp) # (0,0) dicho vector apunta en la direccién de la recta tangente a

la curva « en el punto a(ty).

La velocidad escalar de a en ¢y € I es dada por la norma del vector velocidad

a/(tg), esto es

lo (to) | = v/ (2" (o)) + (¥ (t0))2.

Definicién 1.7. Decimos que una curva parametrizada o: I — R? es regular en

to € I si /(tg) # (0,0) o equivalentemente si ||/ (to)|| # O.

Definicién 1.8. La curva « es regular en [ si es regular para todo ¢t € 1.

Si « es una curva regular entonces el vector tangente o/ (¢) apunta en la direccién

tangente a la curva « en el punto «(t). Podemos entonces definir la recta tangente



Y

Figura 1.10: Vector tangente

a la curva regular « en el punto a(t) por

donde u € R.

1.4. Reparametrizacién

Definicién 1.9. Sea a: I — R? una curva parametrizada definida por a(t) =
(z(t),y(t)) y sea h: J — I una funcién de clase C*>°. Podemos considerar una

nueva curva 3: J — R? definida por

A(t) = (aoh)(t) = alh(t)).

La curva [ es por tanto una curva parametrizada de clase C'*°. Decimos que la

nueva curva (3 es una reparametrizacion de «.

Aplicando la regla de la cadena tenemos que el vector tangente de 3 en t € [

esta dado por

10
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La velocidad escalar de 8 entonces es dada por

15" @ = lla’ (R IR @]

1.5. Longitud de arco

Supongamos que la curva « estd definida en un intervalo cerrado [a,b] y tomamos
una particion arbitraria del intervalo, o sea a = ty < t; < ty < ... < t,,, = b.
La sumatoria Y . |la(t;) — a(t;—1)|| representa la suma de las longitudes de los

segmentos de recta que une a(t;_1) y a(t;) para cada ¢ = 1, ...,m (Ver Figura 1.11).

Figura 1.11: Longitud de arco

Entre mas fina sea la particion, la suma de las longitudes de los segmentos de
rectase aproxima mejor a la longitud de la curva. De manera que el limite de la

sumatoria cuando el maximo de las diferencias t; — t;_1 tiende a cero, esta dado

b
/ o ()]l de.

Definicién 1.10. Sea a: I — R? una curva parametrizada dada por a(t) =

(z(t),y(t)). La funcién L,: I — R definida por

por la integral

La(t) = / /(&) de = / V@O T (@)%,

con ty € I es denominada longitud de arco.



Observamos que si « es regular en I entonces la funciéon L, es de clase C*.

Para t; <ty , t1,t5 € I, llamamos longitud de arco de « entre los puntos t; y t5 al

numero
L(aliy 1) = La(ta) — La(t1)

_ / " o(€) e — / ol (©)llde

= [ el

t1
Notese que la definicién de longitud de arco no depende de la escogencia del punto

tg € I. Si consideramos otro punto sy € I y definimos

Talt) = / o ()]l de,

entonces

Lagy — Talt) = / o (€)]|de — / o (€)]|de = / (6 e

Es decir que la funcién longitud de arco de a esta determinada de forma tnica a

menos de una conestante.

Definicién 1.11. Diremos que una curva a: I — R? estd parametrizada por
longitud de arco si el pardmetro t es, a menos de una conestante, igual a L, (t),

esto es

Obsérvese que si ||/(t)]| = 1, para todo t € I, entonces

Lo(t) = / o' (€)]lde = / ds =t — .

De donde se concluye que « estd parametrizada por la longitud de arco.

Reciprocamente si

12



tenemos que ||a/(t)|| = L.,(t) = 1. Es decir que hemos probado el siguiente resul-

tado:

Proposicién 1.1. Una curva o: I — R? estd parametrizada por longitud de arco

siy solo si ||/ (t)|| = 1.

Ejemplo 1.8. Considere la circunferencia de radio R parametrizada por a(t) =

(Rcost, Rsent). Luego

o/ (t)|| = v/(—Rsent)? + (Rcost)? = \/R2(sen 2t + cos?t) = R,
entonces tomando ty = 0 tenemos que

La(t) = / o/ (©)llde = / Rdé = Rt.

En particular si consideramos la restriccion de o al intervalo [0,27], « ‘[07%], la
longitud de o es 2w R. Si damos k vueltas alrededor del origen, es decir si tomamos

a|[0,2kx], tenemos que la longitud de « es 2km R.

Teorema 1.1. Toda curva reqular a: I — R? puede ser reparametrizada por lon-
gitud de arco. De forma mas precisa, fijando tg € I, existe una biyeccion h: J — I
del intervalo J en el intervalo I de clase C*, con 0 € J y h(0) = ty, tal que la
curva 3: J — R? dada por B3(s) = (a o h)(s) satisface que ||3'(s)|| = 1, para todo

seJ.
Demostracion. Puesto que « es regular, la funcién longitud de arco satisface
Lo(t) = lo/(t)[| > 0

luego L, es estrictamente creciente y por tanto inyectiva. Debido a la continuidad
de L,, tenemos que L,(I) debe ser igual a algin intervalo J, por consiguiente L,

tiene inversa diferenciable. O sea

L)t=h:J—1 (1.1)

13



y como Ly(tg) = 0 € J y h(0) = to, luego vamos a probar que [ definida por

B(s) = « o h(s) estd parametrizada por la longitud de arco. Como h = L',
entonces
N 1 B 1
MO S LHG) T Tt
Luego,
B'(s) = [(ao h)(s)]" = o' (h(s))(s).
Por tanto,

15" ()| = lle/ (R(s)) P (s)I] = NP ls)I[[A ()] = 1.

Ejemplo 1.9. Sea o la curva dada por

a(t) = (e "cos(t), e 'sen (t)),t € R.

La grafica de la curva o describe una espiral tal que

la'@®)| = +/(—e tcos(t) +—etsen(t))2 + (—e tsen (t) + e tcos(t))?,

/(e=2t cos2(t) + 2e~2t cos(t)sen () + e~ 2fsen 2(t) — 2e~2f cos(t)sen (t) + e~ 2t cos2(t)),

V/2e72t cos2(t) + 2e2fsen 2(1),

V/2e=2t(cos2(t) + sen 2(t))

V2et.

t
Lalt) = [ (€)1 = V(1 - ),
0
en particular
L7'(s) = —In(1 — s/V2).
Por tanto una reparametrizacion por longitud de arco de o es dada por
B(s) = (1 —s/V2)(cosIn(1 — s/v/2),sen In(1 — s/v/2)),

donde
3:[0,v2) — R~

14



1.6. Campo de vectores a lo largo de una curva

Intuitivamente un campo de vectores X (¢) a lo largo de una curva parametrizada
a: I — R? es una aplicacién que para todo ¢t € I asocia un vector con origen en

a(t) (Ver Figura 1.12).

Figura 1.12: Campo de vectores X (t) a lo largo de «

Definicién 1.12. Un campo de vectores de clase C" a lo largo de « es una
aplicacién X : I — R? de clase C". Geométricamente, el campo de vectores X es

dado, en cada puto «a(t), por el vector de extremos a(t) y X (t).

Si a(t) = (x(t),y(t)) es una curva parametrizada regular entonces T'(t) =
(2'(t),y'(t)) es un campo de clase C* a lo largo de a. T es llamado el campo

tangente.

En el caso que a esta parametrizada por longitud de arco, T es un campo unitario,
esto es || T'(t)|| = 1. Entonces el campo N(t) = (—y/(t),2/(t)) es también un campo

de clase C'™ a lo largo de la curva a. Observemos que para todo t € [

(T(t), N(t)) = ="(t)y' (1) + v/ (D)2’ (1) = 0,

es decir que N y T son campos perpendiculares. NV es llamado el campo normal.

15



Dados dos campos X y Y de clase C" a lo largo de o y una funcion f: I — R de
clase C" podemos definir X +Y y fX por

(X+Y)(t)=X(t)+Y(¢)

(FX)@) = F(6)X (),

los cuales también seran campos de clase C” a lo largo de a.

Si X(t) = (Xi(t), Xa(t)) es un campo de clase C" con r > 0 definimos la derivada
de X por
XI'(t) = (Xq(1), X5(t))-

En este caso X’ es un campo de clase C"™1 a lo largo de o y cumple las siguientes

propiedades
L (X+Y)=X"+4+Y',
2. (JX) =X+ fX,
3. (XYY =(X")Y) + (X, V).

Proposicién 1.2. Si || X]|| es conestdnte entonces X'(t) es perpendicular a X (t),

para todo t € I, esto es
(X, X"y =0.

Demostracion. Como || X|| es conesténte entonces (X, X) = K, con K conestéante.

Derivando esta ecuacién obtenemos
(X, X) = (X', X) +(X,X) =0,
de donde se tiene que

2AX, XN =0 = (X,X')=0.

16



Proposicion 1.3. 5i X y Y son perpendiculares, para todo t € I, entonces
(XY) = —(X,Y").
Demostracion. Como X y Y son perpendiculares entonces
(X,Y)=0.
Derivando esta ecuaciéon obtenemos
(X,VY =(X")Y)+(X,Y') =0,

entonces

(X', Y) = —(X,Y").

1.7. Curvatura y féormulas de Frenet

Consideramos ahora curvas a: I — R? parametrizadas por longitud de arco,
a(s) = (z(s),y(s)). En este caso o/(s) # 0, entonces estd bien definido el campo
T(s) = ((z'(s),y'(s)) de vectores tangentes a lo largo de «, los cuales ademds son

unitarios. 7'(s) es llamado el vector tangente a la curva « en el punto af(s).

También podemos definir el campo N a lo largo de « de tal forma que, para todo
s € I, el par {T, N} forman una base positiva de R?. Esto es, existe una rotacién
del plano que lleva el vector (1,0) € T'(s) y el vector (0,1) € N(s), para cada

s € I. Asi, el campo

es un campo normal y unitario (es decir cada verctor N(s) es unitario) a lo
largo de a de clase C'™. La aplicacién que a cada s € I le asocia N(s) esllamada
campo vectorial normal a la curva «. Para cada s € I, N(s) es llamado vector

normal a la curva «a ena(s).

17



Definicién 1.13. Sea a: I — R? una curva parametrizada por longitud de arco.

Entonces la base {T'(s), N(s)} es llamada referencial de Frenet de «.

Como ||T'|| = 1 entonces tenemos que T"(s) y T'(s) son perpendiculares. Como T’
y N generan a R? tenemos que para cada s € I, T'(s) es paralelo a N(s). Esto

significa que existe una funcion k, tal que
T'(s) = k(s)N(s), s € I. (1.2)

Definicién 1.14. La funcién k definida por la tdltima ecuacion la llamaremos

curvatura de «. k(s) es llamada la curvatura de a en el punto a(s), s € I.

Obsérvese que

k(s) = (T"(s), N(s)) = —=(N'(s),T(s))-
Por lo tanto, k: I — R? es una funcién de clase C*, cuando a es de clase C.

Geométricamente como ||T'(s)|| = 1y |k(s)| = ||T"(s)] la funcién curvatura es una
medida de la variacién de la direccién de T'. Por tanto, k(s) mide la variacién de

cambio de direccién de la recta tangente a a en «(s).

La curvatura entonces es una medida de cuanto una curva deja de ser una rec-
ta. En general se dice que una linea recta no se dobla y que dados dos circulos
concéntricos “el circulo interior” se dobla mas que el exterior. Esto sugiere pensar
en la recta como un circulo “degenerado” de radio oo, asi el inverso de su radio

mide razonablememnte cuanto se estd doblando esta recta: cero. (Ver Figura 1.13).

Proposicion 1.4. La curvatura de una curva reqular o es idénticamente cero si

y solo si la grdafica de a estd contenida en una recta.

Demostracion. =) Supongamos k(s) = 0, entonces 0 = |k(s)| = ||T'(s)||. Por
tanto, T"(s) = (0,0). Como T estd definida en un intervalo I podemos concluir
que T'(s) es un vector conestante Vj. Esto implica que

a(s) = al(sy) + /s T(&)dé = a(so) + Vo(s — so). (1.3)

S0

18



@ Punto maximo de doblamiento

Figura 1.13: Grado de doblamiento de una curva

de donde se sigue que la grafica de a esta contenida en la recta que pasa por el

punto a(sp) y es paralela al vector V4.

<) Si la grafica de a estd contenida en una recta y « estd parametrizada por

longitud de arco entonces tenemos que
a(s) = Py+sVy, con [V = 1. (1.4)

Luego T'(s) = Vp y por tanto T'(s) = (0,0). Por tanto, concluimos que k(s) =
0.

—_

Ahora veamos que sucede con la variacién del campo N. Como |N(s)|| = 1,
obtenemos que N'(s) es perpendicular a N(s) y por tanto paralelo a T'(s). Si
a(s) = (x(s),y(s)) entonces la ecuacién (1.2) se puede escribir de la siguiente

(@"(s),4"(s)) = k(s)(=¢/(s),2'(s)),
= (=k(s)y'(s), k(s)2'(s)).

De donde concluimos que

Asi, tenemos que

N'(s) = (=y"(s),2"(s)) = (=k(s)a'(s), =k(s)y (),
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Es decir, hemos probado que los campos Ty N satisfacen el siguiente sistema de

ecuaciones

T'(s) = k(s)N(s),
N'(s) = —k(s)T(s).

(1.5)

Las ecuaciones de este sistema son llamadas Ecuaciones de Frenet de la curva

Q.

Definimos ahora la curvatura de una curva regular no necesariamente parametriza-
da por longitud de arco. Recordemos que toda curva admite una reparametrizacién

por longitud de arco.

Definicién 1.15. Sea a: I — R? una curva parametrizada y regular y sea 3: J —
R? una reparametrizacién por longitud de arco de a. Definimos la curvatura de

a en t € [ por la curvatura de fen el punto s € J, tal que ((s) = a(t).

Proposicién 1.5. Sea a: I — R? una curva reqular definida por a(t) =

(z(t),y(t)). Entonces la curvatura de o en't € I es dada por la expresion

k(s) = (1.6)

Demostracion. Sea 3: J — R? una reparametrizacién positiva de a por longi-
tud de arco, entonces si escribimos [((s(t)) = «a(t) = (z(t),y(t)) y la derivamos

obtenemos
_dg
—s

(@), (1) = '(t) = T5'(0). (1.7)

Derivando nuevamente obtenemos

(@"(),y"(1)) = (1) = i%fs/(t) + %8"@)- (1.8)

Usando la ecuacion (1.7) y el hecho de que s'(t) > 0 tenemos que s'(t) = ||/ (t)||
y por lo tanto
(1), 0" (t))
§(t) = {2, "W). (1.9)
le’ ()]
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Entonces,

(=4 (1), 2'(2)). (1.10)

De la ecuacién de la curvatura de o tenemos que

ks(0) = (G (0, (0 ) (111)

y sustituyendo las expresiones de Y N en la ecuacién anterior obtenemos
s

1 " 1" 1" 1 ’ ’
k(s(t)) = <W [(@7,y") = T(s(t)s” (D], NICatES0aL) (=y, =z )>
7 ll (I Y ) $ 1 [
L/2+y/2 ( ’ V@D + (¥)2 (t)> V&2 + (y /)2< Yo )>

", y") (s" ()’ s" (D)y") (=y',2") >
@2+ @)% V(@) + )23 V@) + )2

B V@) + @)2)° EVICOEESCRE

(V@2 + @)2%2",/@ENZ+ W)2y'") — (s" (D', s (t)y')  (=y',2") >
V@2 + )23 "V @D+ )2

_ < V(@) + D3, y") - (" (), s" (D)y") (=y',2") >

(VENTF @)% 2" — "M, V@2 + W2y —s" (1)) (—y,2)) >
V@EDZT+ )23 "V ENTF )2

1 < V@) + )2 2" —s" (D', V(@)2 + (¥)2 v’ —s"(1)y") =y m,>>
V(@)Z+ ()2 (x)2 + (y')? '

N (/@242 2" =" (1)) (—y)+() @) 2+w)2 v —s" (1)) ()
\/(z’)2+(y’)2 ((.7:’)2+(y/)2)

: V@22 oy 45" 02y + () ()24 )2 v = () )
V(@24 ()2 (2D



Sabemos que s”(t)z'y’ — s"(t)y’'x’ = 0 porque N y T son ortogonales. Por tanto

obtenemos
k(S(t)) = 1 — (I,)2 + (y’)2 :L'”y/ + (.I")Q + (y/)Q y”x’
(') + (y)? (@) + (y)?

_ 1 ( —SIJ//yl +y//x/ )
V) + )2 \ V@) + )

-2y +y"x
((@)? + (y)?)*

1.8. Teorema fundamental de las curvas planas

Nuestro objetivo es demostrar que, de cierta forma, la funcién curvatura determina

la curva. Este hecho es demostrado por el siguiente resultado

Teorema 1.2. Sea k: I — R wuna funcion de clase C*°. Dados tq € I,P =
(P, Py) e R? y Vo = (V1, Vo) € R%, con ||Vyl| = 1, existe una unica curva parame-
trizada por longitud de arco a: I — R?, tal que la curvatura en cada punto o(t)

es dada por k(t), a(ty) = P y o/ (to) = V.

Demostracion. Supongamos que «, definida por a(s) = (z(s),y(s)), es una curva
parametrizada por longitud de arco y posee curvatura k. Las ecuaciones de Frenet,
implican que las funciones x e y satisfacen el sistema de ecuaciones diferenciales
2"(s) = —k(s)y'(s),
y'(s) = k(s)a'(s),
con condiciones iniciales dadas por z(ty) = Py, y(to) = P, 2'(to) = Vi e ¥/ (to) =

V5. El sistema anterior tiene una primera integral dada por

P(s) = cos (/s:k:(f)df 4 a) |
y(s) = sen ( /S:k<s>ds+a),

(1.12)
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donde a esta determinada por las relaciones

cosa=V; y sena=V;.

Integrando las ecuaciones (1.12) obtenemos

2(s) = P1+/S:COS (/S:k(g)d§+a) dr,
y(s) = Pg—l—/S:sen (/ k(f)d§+a) dr.

Es facil verificar que una curva dada por «(s) = (z(s), y(s)) satisface las condicio-

nes del teorema.

Probemos ahora la unicidad de tal curva. Supongamos que existen dos curvas,
definidas por a(s) = (z(s),y(s)) y B(s) = (u(s),v(s)) con las condiciones del

teorema. Por las ecuaciones de Frenet para o y (§ tenemos que las funciones

satisfacen el sistema

Esto implica que

S+ 8 (5) = F(9)(5) + g(s)9/(5) =

luego (f? + ¢?) es una funcién conestéante y como es nula en s = sy tenemos que

(f*+ ¢*)(s) = 0. Por tanto, f(s) = g(s) =0 y asi concluimos que
a(s)=0'(s), Vsel.

Ahora, usando el hecho de que a(sg) = [(sg) = Py, obtenemos que a(s) = ((s).
[l



Como corolario del teorema anterior tenemos el siguiente resultado el cual nos dice

que la curvatura determina una curva a menos de su posicion en el plano.

Corolario 1.1. Dos curvas «, 3: I — R? parametrizadas por longitud de arco con
la misma funcién de curvatura k: I — R? son congruentes, esto es, existe una

rotacion A: R? — R? y una traslacion por un vector b € R? tal que para todo s € 1

B(s) = (Aoa)(s) +b.

1.9. Forma canonica local

Veremos aqui que la curvatura es una medida de cuanto una curva difiere de la
tat t t 5xi 1 punto estudiado. Sea a: I — R?

recta tangente para puntos préximos al punto estudiado. Sea a.: I — R* una curva

regular parametrizada por longitud de arco. Considerando una aproximacion por

el polinomio de Taylor de cada coordenada de o tenemos

xz(s) = x(so) + (s — so)x'(s0) + @x”(so) + (5_3—!50)1'"/(50) +71(s),
_ _ / (S - 30)2 " (3 - 80)3 "
y(s) = y(so) + (s —s0)y'(s0) + 5 Y (s0) + ar Y (s0) +12(s).
' (1.13)
Por las ecuaciones de Frenet, obtenemos que
("(s0),4"(s0)) = a"(s0) = (k(s)N(s))" |s=s
= K'(s0)N(s0) + k(so)N'(s0)
= k/(So)N(So) — k2(80)T(80).
Por lo tanto,
a(s) = a(so) + (s —s0)T(s0) + (s _280) k(so) N (so)+
(5= 50, : Y
g [K(30)N(s0) — k*(s0)T(s0)] + R(s),

donde
o ARG
S s —sr

24



La ecuacién (1.14) demuestra que k(sp) determina cuanto «(s) difiere de la recta
tangente a la curva « en sy, para puntos cercanos a a(sg). De hecho, a(s) difiere
de la recta tangente por el factor

(s — 80)?
2

(s — s0)?

k(so)Nso+ i

[k(s0)N (s0) — k*(s0)T (s0)] + R(s),

para puntos cercanos de Sg.

Escojamos un sistema de coordenadas de R? de tal forma que a(sg) = (0,0) y que
la base candnica sea (T(so), N(so)), esto es, T'(so) = (1,0) y N(so) = (0,1). Si
en relacién a esta base una curva « estd dada por a(s) = (z(s),y(s)), la ecuacién
(1.14) nos dice que

(s — s0)3

2(s) = (s—s0)— k*(s0) 1

+ Rl(s),
(1.15)
(s — 50)*
21

(s —80)°

y(s) = ks -

+k,(80) —I—RQ(S)

La representacion (1.15) es llamada forma canénica local de a y describe el com-
portamiento de cualquier curva regular en una vecindad de un punto «(sg). En
particular, nos dice que si k(sg) # 0 entonces la grafica de « estd a un lado de la

recta tangente a « en sg.
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Capitulo 2

El nimero de rotacion de una cur-

va cerrada

En este capitulo, analizaremos curvas cerradas planas desde el punto de vista
global, enfatizando sobre el niimero de rotacién de una curva, el cual tendré un

papel importante en las aplicaciones geométricas y topoldgicas.

2.1. Angulo orientado

Sean V y W dos vectores no nulos en R2. La medida del Angulo entre V y W,

denotada por Z(V, W), es dadade forma tnica por Z(V, W) € [0, 7] con

cos = e - : i
(£(V,W)) VW <||VH’IIW||>'

De la definicién anterior vemos que la nocién de angulo puede ser generalizada

facilmente para espacios vectoriales con producto interno.

La nocién de angulo orientado entre V' y W que introduciremos a continuaciéon es
mas refinada, sin embargo, ésta sélo es una caracteristica del espacio Euclidiano

bidimensional R?. La razén para esto es que en R? dado un vector V = (V3, V) #
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(0,0, ), podemos asociarle el vector
V= (V) (2.1)

tal que el par {V,V+} es una base de R? con la misma orientacién de la base

canonica {eg, es} en el sentido de que, si hacemos una rotaciéon de modo que e;
VJ_

v V=
v VA
Esto esté relacionado con el hecho de que, en el plano R?, es natural hablar de

es enviado en el vector entonces e, necesariamente es enviado en
rotaciones en los sentidos horario y antihorario las cuales no pueden ser definidas,

por ejemplo, en R3.

Definicién 2.1. Dados dos vectores V' y W no nulos de R?, la medida del &ngulo

orientado (o simplemente el angulo orientado) de V- a W, £(V, W), es dada por

V) — LV, W), si(VEW) >0, 02)
’ —Z(V,W), s (VE W) <o '

Obsérvese que £(V, W) € (—m,r|. De hecho, tenemos que
|L(V. W) = L(V, W)

y por tanto —m < L(V,W) < 7. Para verificar que £(V,W) > —m, observemos
que si £(V,W) = 7 entonces (V+, W) = 0 y consecuentemente, £(V, W) = 7 (Ver
Figura 2.1).

La definicién de £(V,W) es tal que, si fijamos V' y dejamos que W varie en
el sentido antihorario para la posicién en la direccién de —V entonces £ (V, W)
decrece continuamente desde 7 (incluido) hasta —m (excluido). Luego la funcién
que a cada W # (0,0) le asocia £(V, W) es discontinua y tiene un salto de 2,

exactamente, cuando W atraviesa la semirecta determinada por —V'.

2.2. Propiedades del angulo orientado

Las proposiciones que presentamos a continuacion nos dan las principales propie-

dades del dngulo orientado £(V, W).
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Figura 2.1: Angulo orientado

Proposicién 2.1. Si L(V,W) # 7 entonces
LV, W) =—=L(W,V).
Sin embargo, si £(V,W) = m entonces
LV,W)=4LW, V) =m.
Demostracion. La demostracién es inmediata de la definicién de £(V, W). O

Proposicion 2.2. Las siguientes ecuaciones son verdaderas para cualquier par de
vectores no nulos V. y W en R?

(V. W)

(V- w)
IV

cos(«(V: W)) = Tl

sen (£(V,W)) =

Demostracion. La primera ecuacién resulta de la definicién de £(V, W) observando

que cos § = cos(—0). Para la segunda, notemos que

(i) + (i) =
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Por tanto,
(V4 w)
sen (L(V,W)) =+ (—
VI
y el signo positivo es consecuencia de la definicion de £(V, W). ]

Proposicién 2.3. Sean V,W € R?, tales que £(V,W) # 7. Si (W,)nen €s una

sucesion cualquiera en R?, tal que W, # (0,0),Vn € N y que satisface que

ltm W, = W # (0,0),

n—oo
entonces

Itm £(V,W,) = £L(V,W).

n—oo

Demostracion. Tenemos que b, = £(V, W,,) es una sucesién limitada en el intervalo
(—m, 7] entonces por el teorema de Bolzano—Weierstrass ella posee una subsucesién
(by,, ) que converge a un punto by € [—m, 7]. Usando la continuidad de las funciones
seno, coseno y producto interno, obtenemos

(VWo,) _ (VW)

cosby = lim cosb,, = lim = = cos(L(V,W)),
RETEE Comee [[VI[IW I VTV
) o (VEWL) (Ve W)
senby = lim senb,, = lim AL = = sen (L(V,W)).
P meo C e VW L VI
De donde se concluye que by = £(V, W). O

Corolario 2.1. Sea o: I — R? una curva continua que no pasa por el origen
(0,0). Sea a € R?, cona # (0,0), tal que £ (a,a(t)) # m, para todo t € I. Entonces
una funcion f: I — R, definida por

es una funcion continua (Ver Figura 2.2).

Para enunciar la propiedad aditiva de £(V, W), introducimos la siguiente notacién:

decimos que z es congruente a y modulo 27 y escribimos

r=y mod 2T,
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Figura 2.2: Como la grafica de a no intersecta la semirecta OB, la funcién f(t) =

£ (a,a(t)) es continua

— Y € 7. Observemos

. . . S X
si la diferencia x — y es un multiplo entero de 27, esto es,

que las relaciones
COST =COSYy Yy Ssenx =seny

se verifican si y solamente si = y mod 27.

Ahora podemos presentar la relacién de aditividad de £(V, W).

Proposicién 2.4. Sean U,V y W wvectores no nulos de R%. Entonces
LU V)+ LV, W)= LU, W) mod 27 (2.3)
Demostracion. Es suficiente probar que

cos (L(U, V) + £L(V,W)) = cos(£L(U,W)) (2.4)

sen (L(U, V) 4+ L(V,W)) = sen (L(U, W)). (2.5)
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Usando la expresion del coseno de la suma de dos angulos, tenemos que

cos (L(U, V) 4+ L(V,W)) = cos(L(U,V))cos(L(V,W)) —sen (L(U,V))sen (L(V,W)),

<IIZII’ II¥II > <IIKII’ IXII > - < IIU;’ II“i||> < IK/LII’ II%I > ’
- <||g||’ II“;II > <IIKII’ I%II > i < IIg’ IK/LII> < IK/LII’ II$II > ’

_ <U W>
1ol 1wl /-

= cos(L(U,W)),

donde usamos (U+, V) = —(U, V). Para probar la ecuacién (2.5) se procede de
forma andloga, utilizandose la expresién del seno de la suma de dos angulos (Ver

Figura 2.3). O

@)

Figura 2.3: Propiedad de aditividad de £(U, W)

Observacién 2.1. Obsérvese que en la ecuacion (2.3) no es posible sustituir la
equivalencia mddulo 27 por igualdad, como se muestra en la Figura 2.4). Ademds,

(2.3) no se verifica si usamos la medida del dngulo no orientado.

Usando induccion obtenemos el siguiente resultado como consecuencia de la pro-

posicion anterior
Corolario 2.2. Si Uy,...,U, son vectores no nulos de R?, entonces

LU, Up) + £(Us, Uz) + -+ + L(U,—1,Un) = L(U1,U,) mod 27 (2.6)



Figura 2.4: Tlustracion de la observacién 2.1

2.3. El numero de rotacion de una curva cerrada

Teorema 2.1. Sea « : [a,b] — R? una curva continua, y sea P, un punto que no
pertenece a la grdfica de o. Entonces eziste una funcion continua ¢ : |a,b] — R
tal que

o(t) = L(afa) — Py, a(t) — Fy) mod 2,

para todo t € [a,b]. Ademdas, si 1 es otra funcion como la anterior, entonces ¢ y

WY difieren por un multiplo de 27, esto es

p(t) = P(t) + 2km

para todo t € [a,b] y para algin k € Z fijo. En particular, existe una unica funcion

@ tal que p(a) = 0.

Demostracion. Probemos inicialmente la segunda parte del teorema. Por hipétesis

tenemos que

esto es,
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para todo t € [a, b].

Como es una funcién continua y asume valores en Z entonces debe ser una

T
conestante k. Por tanto

o(t) = Y(t) + 2km.
Esto implica que ¢ estd univocamente determinada, si ¢(a) = 0. Ahora vamos a

probar la existencia de una funcién ¢ tal que ¢(a) = 0. Para esto, sean
h(t)=a(t)— Py vy Vo= ala)— Py = h(a).
Por hipétesis, h(t) # 0, para todo t € [a,b]. Por tanto, tenemos que estd bien

definido el 4ngulo orientado entre Vi y h(t), £(Vo, h(t)), para todo ¢t € I. Escogemos

una particién (ver observacién 2.2)
a=tg<th1 < - <th_1 <t,=b
del intervalo [a, b] de modo que
er(t) = £L(h(te), h(t)) < m,
para todo t € [tg,tgs1],k = 0,...,n — 1. Por el Corolario 2.1, tenemos que las

funciones ¢y, son continuas en [ty, tx,1]. Vamos a definir la funcién ¢, pegando las

funciones ¢}, de la siguiente manera

SOO(t)a si te [t07t1];
p(t) = — ,
oe(t) + D @iltipr), st tE bt k=1, ,n—1
i=0

Puesto que ¢k (tr) = 0, tenemos que ¢ esta bien definida y

Im_ (t) = lim_¢(t) = @(tr).

t—tr— t—tpt

Es decir que ¢ es una funcién continua. Por el corolario 2.2 obtenemos

olt) = (iahm),h(m») + £(h(t), (1)

= L(h(to),h(t)) mod 27
= L(Vo,h(t)) mod 2m,

lo que concluye la prueba del teorema. O
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Observacién 2.2. Para demostrar la existencia de particiones como las usadas en
la prueba del teorema anterior, observemos inicialmente que una funcion continua
en un intervalo cerrado [a,b] es de hecho uniformemente continua en ese intervalo.

Considerando la funcion h definida antes tenemos que como Py no estd sobre la

= ) = (u(t),v estd bien definida

las funciones u,v son uniformemente continuas en [a, b] y satisfacen u?(t)+v*(t) =

grdfica de «, la funcion f, dada por f(t)

1. Por tanto, dado € = 1, existe 6 > 0, tal que

u(t) —u(s)] < 1,
() —v(s)] < 1,

st 0 < s—t<d. En caso contrario tendriamos

h(t) h(s)

@I k)

o equivalentemente,

lo que tmplica
u(t) —u(s)] = 2fu(d)] < 1y [o(t) = v(s)| = 2o()] < 1.
Por tanto obtenemos que
4 = 4P (t) + 43 (t) < 2,

lo cual es una contradiccion. Asi cualquier particion del intervalo |a,b], a =ty <
ty < - - <tp,=0b, tal que t; 11 —t; < O satisface la ecuacion (2.7), lo cual concluye

la demostracion.

Definicién 2.2. La funciéon ¢, dada por el teorema 2.1, depende del punto Fj.

Llamamos a ¢ la funcién angular de « con respecto al punto F.
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Observe que si t, s € [a, b], entonces la funcién angular ¢ satisface
o(s) — o(t) = L(a(s) — Py,a(t) — Py) mod 2.

Ademas, si t, s estan suficientemente préximos; por ejemplo, [t — s| < §, con ¢

escogido como en la observacion 2.2, tenemos que
p(s) — o(t) = L(a(s) — Po, a(t) — Fp).

La 1ultima observacion es consecuencia del hecho de que fijado s, la funcién g
definida por
1

"o

9(t) [p(t) = »(s) = L(a(t) = Fo, as) = Rl

es continua si |t — s| < 4, g(t) € Zy g(s) =0.
Sea 3: [c, d] — R? una reparametrizacién positiva de a: [a, b] — R?, esto es, existe
una biyeccién creciente y continua o: [¢,d] — [a,b], tal que B(t) = aoo(t). Asi, si
¢ es una funcién angular para « en relacién a Py entonces la funcién ¢: [c, d] — R,
dada por
p(t) = p(o(t) — ¢(a(c)), (2.8)
es una funcién angular para (3, con ¢(c) = 0. De hecho
p(o(s)) = 4Llala) = Ry, alo(s)) — R)
= 4L(afa) = By, a(o(c)) = Ro) + £L(afo(c)) — Po, afo(s)) — Fo)
= @(o(s)) + £L(B(c) = P, B(s) — Fo).

El resultado siguiente nos da una expresion para la funciéon angular de la curva o

si ella es una curva diferenciable.

Proposicién 2.5. Sea a: [a,b] — R? una curva diferenciable y sea Py € R? un

punto que no estd sobre la grdfica de . Entonces la funcion ¢: |a,b] — R?, dada

1 (ale) - Bt a(0)
o) = [ PR (29)

es una funcion angular de la curva o, con relacion a Fy.

por
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Demostracion. Obsérvese que, si consideramos una curva (3(t) = «(t)— P, tenemos
que la funcién angular para «, con relacién a Fy, sera una funcién angular para (3,
con relacién a (0,0). Podemos entonces suponer, sin pérdida de generalidad, que

Py, =(0,0).

Notemos que si consideramos la curva v, definida por (t) = , tenemos que

(@]
a y 7 poseen la misma funcién angular. Ademas,
(at(0),0'() _ (-(0,(0)
la(@)]1? (@)l

@), la® "y (#) + la(®)l1+'(2)

lac()]l

= (v (1),7®).
Por tanto debemos probar (2.9) en el caso en que Py = (0,0) y |la(t)|| = 1, esto
es, t
o0 = [ ot (2.10)
Inicialmente vamos a demostrar que la funcién angular ¢ es de clase C!. Como

|la(t) = 1]| y ¢ es una funcién angular en relacién al origen, tenemos
cosp(t) = (afa),alt)),
seng(t) = {at(a),a(t)).

Puesto que, para t suficientemente préximo de ¢y € [a,b], las funciones seno y

(2.11)

coseno son estrictamente mondtonas y, por tanto, poseen inversas diferenciables,
concluimos que ¢ es de clase C*([a, b]). Entonces derivando las ecuaciones (2.10)

obtenemos
—¢'(t)senp(t) = (ala),d'(t)),
¢ (t)cosp(t) = (a(a),a'(t)).

Combinando las ecuaciones (2.11) y (2.12) vemos que

p(t)sen?p(t) = —(afa),d/(t))(a(a), a(t)),
'(t)cos?o(t) = (at(a),o'(t))(afa), a(t)).

(2.12)
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Luego, como a(t) y a*(t) son ortonormales

y
(a*(a), o™ () = —(a(a), a(t))
Por tanto,
P'(t) = —(ala),at(t)){a(a), a(t)) + (a*(a), a™(t)){ala), at))
= (d(t), 0" (1)),
lo cual concluye la demostracién. O]

Ahora, estamos listos para definir el nimero de rotaciéon de una curva cerrada en
el plano en relaciéon a un punto Py, que no pertenece a la curva. Sea «: [a,b] —
R?, a(a) = a(b), una curva cerrada y continua y sea Py un punto que estd fuera
de la grafica de . Sea ¢ una funcién angular de a con relacién a Py, con ¢(a) = 0.

Como «(a) = a(b), tenemos que
o(b) = L(a(a) — Py,a(b) — P)) =0 mod 27.

Definicién 2.3. El numero

1
W(a, Py) = %gp(b) €,

es llamado el nimero de rotacién de « en relacion a F.

Intuitivamente, el nimero de rotacién W («, Fy) mide el numero dlgebraico de
vueltas que el vector posicién V, relativo al punto P, dado por V(t) = a(t)— P, da
alrededor de P, cuando t varia entre t = a y t = b. Toda la discusién desarrollada
en este capitulo, hasta ahora fue para precisar esta idea. Si « es una curva de clase

C' entonces por (2.9)

L (el - B a(9)
Wer) =5 [ g AE 219

Sorprendentemente el miembro derecho de esta ecuacion es siempre un nimero

entero.



Ejemplo 2.1. Paran € Z, n # 0, consideremos la circunferencia con centro en

el punto Py € R? y radio R dada por la parametrizacion a,,: [0,2n] — R?
ay,(t) = Py + (Rcosnt, Rsennt).

Por la ecuacion (2.9) tenemos

" ((=Rsenné&, Rcosné), (—nRsenné, nR cos né
= [ XC D e
0
Luego ¢(t) = nt. Por lo tanto,
W(apn, Py) = n.
Obsérvese que cuando n = 0, la curva definida por ag(t) = Py es una curva
conestdante y
W(a(), Pl) = 0,

SZ.P17£P0.

El ejemplo anterior demuestra que cualquier n € Z se puede obtener como el

namero de rotacién de una curva plana.

Ejemplo 2.2. La Figura 2.5 indica el nimero de rotacion de cada una de las

curvas en relacion a los puntos marcados con .

2.4. Propiedades del nimero de rotacién

La primera propiedad del nimero de rotacién de una curva que vamos a demostrar
nos dice que, el nimero de rotacion de « en relaciéon a puntos suficientemente

diestantes de «, es nulo.

Proposicién 2.6. Sea a: [a,b] — R? una curva cerrada y continua. Entonces

existe R > 0 tal que para todo P € R?, con ||P| > R,

W(a, P) = 0.
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Figura 2.5: Ejemplos del nimero de rotacion de una curva

Demostracion. Como |la(t)|| es una funcién continua en [a,b] entonces alcanza
un valor méximo Ry en [a,b]. Tomemos R > Ry y observemos que si P € R?
con ||P|| > R, la grafica de « estd completamente contenida en el semiplano que
contiene el origen v es determinado por la recta perpendicular a OP y que pasa
por P. Entonces la funcién angular de «, ¢(t), con p(a) = 0, satisface (ver Figura
2.6)

o(t) = L(afa) — Pa(t) — P) <7, Vté€la,b.

Luego
p(b) =0,
y consecuentemente,
W(a, P) =0,
lo que concluye la demostracion. O]

La siguiente proposicion nos dice como cambia el niimero de rotacion de la curva

a cuando consideramos reparametrizaciones de .

Proposicién 2.7. Sea a: [a,b] — R? una curva cerrada y continua y sea P €

R? un punto que no estd sobre la grifica de o. Considere una funcién continua
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Figura 2.6: Figura 2.6

o:le,d] — [a,b], con o(c) = a y o(d) = b. Entonces la reparametrizacion de «,
B: [e,d] — R?%, dada por 3(t) = aoo(t), es una curva cerrada, continua y su

numero de rotacion coincide con un numero de rotacion de «, esto es,
W(B,P)=W(aoo,P)=W(a,P).

Demostracion. Usando la expresion de la funcion angular de una reparametriza-

cién, ecuacién (2.8) tenemos que

Luego, ¢ = 0 y por tanto

W5, P) = W(aoo, P) = o-3(d) = 5-p(b) = W(a, P).

[
Observacion 2.3. Si o revierte la orientacion de «, esto es, si o(c) =b y o(d) =

a, entonces

W(B,P)=W(aoo,P)=—-W(a,P).
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De hecho,

y o(c) = 0. Por tanto,

1 1 1

W(B, P) = 5_[2(d) = #(c)] = 5 -lp(o(d)) — (b)) = —5—¢(b) = —~W(e, P).

Obsérvese que, como a: [a,b] — R? es una curva cerrada (a(a) = a(b)), podemos
considerar el nimero de rotacién de « en relacién a otro punto inicial/final. Para

eso consideremos la curva
a: [a,2b —a] — R?,
dada por
a(t), sia<t<hb,
alt—(b—a)), sib<t<2b-—a.
Claramente la curva @ es continua. Si o fuera cerrada y de clase C*, esto es, si
para todo 1 < m < k,
d"« d"o
—(a) = ——(b
entonces @ es de clase C*. Observemos que, por definicién, para todo s € [a, b],

tenemos

a(s) =a(s+ (b—a)).

Definamos la curva ay: [a,b] — R? por
as(t) =a(t+s—a),

entonces a; describe la misma curva que «, sin embargo su punto inicial/final es
a(s). Tenemos que «a,4(t) = ap(t) = a(t), para todo t € [a,b], sin embargo, si
a < s < b, az no es una reparametrizacién de a.

Estudiemos ahora la dependencia de W («, P) en relacién al punto inicial/final de

«. Considerando la construccion anterior, tenemos el siguiente resultado.
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Proposicién 2.8. Sea a: [a,b] — R? una curva cerrada y P € R? un punto que

no esta sobre la grdfica de . Entonces, para todo s € [a,b],
W(a, P) = W(as, P).
En particular, W («a, P) no depende del punto inicial/final de «.

Demostracion. Con la notacién anterior, sean ¢ y » funciones angulares para o y

@ en relacién al punto P, con p(a) = p(a) = 0. Entonces,

e(t), si a<t<b,
D) +pt—(b—a)), si b<t<2b—a.

Puesto que a4 es una reparametrizacion de §|[S bts)) EDTONCES la funcién angular

de a; en relacién a P, ¢, que satisface ps(a) = 0 estda dada por

ps(t) =@t + 5 —a) = B(s).

Luego, para los niimeros de rotacién obtenemos

1 1

P = e = —(0 — — 0
Wi P) = 50,b) = 5=(@ls + (b — @) — 2(s)
1
= 5 () +o(s) = @(s)) = W(a, P).
Por tanto, W (as, P) no depende de s y concluimos la demostracion. Il

Consideremos ahora dos curvas continuas oy, as: [a,b] — R?, tales que a;(b) =

ap(a). Definimos una nueva curva continua oy * s por (ver Figura 2.7)

b
ap(2t —a), si a<t<a;_ ,

Qg k ap(t) = )
as(2t — b), s a2 <t<b

Geométricamente, significa que usamos la primera mitad del intervalo [a, b] para
parametrizar «; y la segunda mitad para parametrizar «s. La condicién oy (b) =

as(a) implica que g *ay es continua en [a,b]. Observemos que, en general ap*y no



%)

(651

Figura 2.7: Grafica de la curva a; * ay

estd definida. Suponga ahora que las curvas ay, as: [a, b] — R? son curvas cerradas
y continuas con aj(a) = a;(b) = as(a) = az(b). En este caso oy *x ag y ag * a3

estdn bien definidas y son curvas cerradas y continuas (ver Figura 2.8).

Figura 2.8: ag * ay

La siguiente proposicion nos da la propiedad de aditividad del namero de rotacién

en relacion a la operacién *.

Proposicion 2.9. Sean ay,as: [a,b] — R? curvas cerradas y continuas con
a1(b) = as(a). Sea P un punto que no estd sobre la grdfica de oy * ay. Enton-
ces

W (o % ag, P) = W{(ay, P) + W(az, P)

Demostracion. Sean @1, y ¢ las funciones angulares con respecto a P de las
curvas de oy, e y aj % g respectivamente y supongamos que ¢1(a) = po(b) =

¢(a) = 0. Entonces tenemos que

b
©1(2t — a), si agtga; ,

o(t) = e
©1(b) + @a(2t —b),  si <t<b.
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Por tanto

Wl 2, P) = o —p(6) = 5 _(1(8) + pa(b) = Wiau, P) + W (e, P).

O

En las condiciones de la proposicién anterior, aq * o y aig *x a7 estan bien definidas.

Esas curvas son, en general, distintas. Como
W(ag * ay, P) = W(ag, P) + W(ay, P) = W(a * ag, P)
los niimeros de rotacion de aq * as v @i * o coinciden.

Ejemplo 2.3. Sea a: [a,b] — R? una curva cerrada y continua y sea P un punto
que no estd sobre la grifica de o. Consideraremos la curva o~ : [a,b] — R?, dada
por

a (t) =alb+a—1).

a~ recorre la misma grafica de oo con una orientacion contraria a la de . Entonces
W(axa~, P) = W(a,P)+ W(a~, P) = W(a, P) — W(a, P) = 0.

Intuitivamente es claro que el nimero de rotacion W (a, P) de una curva cerrada y
continua «: [a,b] — R?, en relacién a un punto P que no estd sobre su grafica, no
cambia si movemos “ligeramente” o o P. Para hacer claridad sobre esta afirmacion,
vamos a introducir la nocién de deformacién continua de una curva en R?, ver

Figura 2.9.

Sea a: I — R? una curva en R? y sea J C R un intervalo tal que 0 € J. Una
deformacién (o familia a un pardmetro) de « es una aplicacién continua H: J X
I — R?, tal que

H(0,t) =a(t), Vtel.

La continuidad de H significa que fijados (o € J y ty € I, para todo € > 0, existe
0 > 0 tal que
||H(C7 t) - H(CO) tO) || <€,
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P

Figura 2.9: Las curvas oy, ag,, a¢, poseen el mismo ntmero de rotacion en relacion
al punto P
si|¢— ol <Oy |t —to] <9, esto es,
lim  H({,t) = H((o,to)-
() gy T (61) = H o, T0)

Luego, para cada ¢ € J, una curva a,: [ — R? dada por

acw = H((, 1),

es continua en R? y es llamada curva de deformacién. Vamos a usar indistintamente

las funciones H y o, para denotar una deformaciéncurva de la curva o.
Ejemplo 2.4. La aplicacién H: R x [0,27] — R?, dada por
H((,t) = eS(cost,sent),

es una deformacion continua de una circuferencia de radio uno. Las curvas de la

deformacion son circunferencias concéntricas.
Ejemplo 2.5. La aplicacién H: [0,1] x [0,27] — R?, definida por H((,t) =
((cost,sent), es una deformacion de la curva conestdnte «, dada por a(t) = (0,0).

Las curvas de deformacion son circulos concéntricos.



Ejemplo 2.6. La aplicacion H: [0,27] x [—1,1] — R?, definida por H((,t) =

t(cos(,sen() es una deformacion continua del segmento

{(t,0):t € [-1,1]}.

Las curvas de deformacion son segmentos de recta que pasan por el origen.

Sea a¢, ¢ € J, una deformacién de una curva cerrada «: [a,b] — R? tal que
para todo ¢ € J, a¢: [a,b] — R? es una curva cerrada. Sea P un punto que no
estd sobre ninguna curva de deformacion. En este caso estan bien definidas las
funciones angulares ¢, de cada curva a, en relacién al punto P, con ¢¢(a) = 0.
Aqui una pregunta natural es si las funciones ¢, varfan continuamente con ¢, la

respuesta a esta pregunta es dada por el siguiente resultado.

Proposicién 2.10. Sea a¢: [a,b] — R?, ¢ € J una deformacién continua de
curvas cerradas y sea P({) una curva continua tal que para cada ¢ € J, el punto
Pr = P(() no estd sobre . Denote por @, la funcion angular de la curva o, la
cual depende del pardmetro t, en relacion al punto P, con ¢c(a) = 0. Entonces ¢
depende continuamente de ¢ y t. En particular, para todo t € [a,b] fijo, la funcién

que a cada ¢ asocia pc(t) es una funcion continua en J.

Demostracion. Fijamos (o € J y vamos a demostrar inicialmente que existe 6 > 0
tal que

L(ag(t) = Py ac(s) — ) <, (2.14)
si|C—Co| <dy|t—s|<d. Note que, si definimos

ac(t) — P

= facy — BT

la ecuacion (2.14) es equivalente a

(ve(t), ve(s)) # —1. (2.15)
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Supongamos, por contradiccién, que (2.15) no es verdadera. En ese caso, existen

sucesiones (, en J y t,, s, en [a, b], tales que

1
|<n_CO| <E, \VITLEN,

1
|tn_8n| <_7 VnGN,
n
con
<Vcn(tn>7V<n(sn)> = _1

Entonces tenemos que lim (, = (5. Ademas, como las sucesiones t,, y s, estan
n—oo

definidas en un intervalo cerrado y acotado podemos suponer que

lim ¢, = lim s, =ty € [a, b

n—oo n—oo

Por hipétesis, a¢(;) depende continuamente de ¢ y ¢, entonces

—1 = lim (v, (tn), v, (5n)) = (Ve (t), v (80)) = 1,

n—oo
lo cual es una contradiccién. Luego (2.14) es verdadera.

Consideremos ahora una particién de [a,b], a =ty <t < -+ < t,1 <t, =0, tal

que tgp1 — tr < 0 para todo k = 0,1,...,n. Si |¢ — (o| <, entonces, por (2.14)

e
—

ey = ) L(ve(ti), ve(tivn)) + L(ve(te), ve(t)),

i

Il
o

para t;, <t < {1, es una suma de funciones continuas, con lo cual queda demos-

trada la proposicion. O

El siguiente teorema garantiza que el niimero de rotacion de las curvas de una

deformacion es conestante.

Teorema 2.2. Sea a¢: [a,b] — R?, ¢ € J una deformacién continua de curvas
cerradas y sea P una curva continua tal que para cada ¢ € J, el punto P = P(() no
estd sobre la grdfica de a¢. Entonces el nimero de rotacion W (o, Pr) no depende

de C, esto es, W es una funcion conestante en relacion a (.
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Demostracion. Por la proposicién (2.10) la funcién W dada por

1

Wiag, ) = 5—c(b)

es continua como funcién de (. Puesto que la funcion W asume valores enteros y

estd definida en un intervalo, se sigue que W es una funciéon conestante. O]

2.5. Calculo del nimero de rotacién y del ntiime-

ro de interseccion

En esta seccion, vamos a ver varios métodos para el calculo del niimero de rotacién
de una curva cerrada en el plano. Como consecuencia, vamos a demostrar que el
numero de rotacién es conestante en cada componente conexa del complemento de

la grafica de una curva cerrada.

Inicialmente vemos como el nimero de rotacién W («, P) de una curva cerrada en
relacion a P varia, cuando P recorre una curva que intersecta la curva de a. En
este estudio vamos a restringirnos a rayos partiendo de P, esto es, una semirecta
con origen en P. Veremos que ese caso es suficiente para las principales aplicaciones

geométricas y mucho mas simples de demostrar.

Introduciremos la nocién de “nimero de intersecciones” entre una curva continua
a: [a,b) — R? y un rayo r con origen P en la direccién de un vector unitario
V. Tenemos que r puede ser parametrizado por r: [0,00) — R? r(s) = P + sVj,.
Suponga que « intersecta el rayo r para algin ¢ € (a,b). En tal caso, a(t) = r(3),
para algiun 5 € (0,00). Decimos que esa interseccién es transversal si para todo t
suficientemente cercano a t, «(t) estd contenida en uno de los semiplanos abiertos
determinados por la recta que contiene r. De forma mas precisa, existe § > 0, tal

que, en el intervalo [t — §,¢ + d] la funcién continua f dada por

() = {a(t) — (D), V5,
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Figura 2.10: Ntimero de intersecciones

se anula solo en t = t y cambia de signo en ese punto. En caso de intersecciones
transversales, vamos a definir el niimero de intersecciones v(t) de o y r en ¢ por

(a(t) — o(f), Vi)

off) = signo ((oft) — off),Vi')) = T o m AT

si0 < t—t < 4. Silacurva a(t) intersecta el rayo r en a(t) de derecha a izquierda,
en relacién a la direccion Vp, cuando t crece, tenemos que v(¢) = 1. Si cambiamos
el sentido de la interseccién, entonces v(t) = —1 (ver Figura 2.10). De forma mas
precisa, escoja el sistema de coordenadas de R? de tal forma que el origen sea a(t)
y el eje Ox tenga la direcciéon y sentido del vector V4. En relacién a ese sistema
de coordenadas considere la curva «, dada por a(t) = (x(t),y(t)). Obtenemos, por
ejemplo, que v(t) = 1, si y(t) < O parat < ty y(t) > 0 para t > ¢, cuando ¢

estd suficientemente cercano a t (ver Figura 2.10).

Usando la definiciéon anterior, se sigue inmediatamente que

u(t) = —signo({a(t) — a(?), V5)),
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si0<t—t<d (ver Figura 2.11).

Figura 2.11: Numero de intersecciones

Si la curva «a es de clase C* en una vecindad de £ y {a/(t), Vi) # 0 entonces «

intersecta el rayo r transversalmente en ¢ y tenemos que
v(t) = signo((e/ (1), V5)).

De hecho, como f(t) = (a(t) — a(t), V") es de clase C! y por tanto f/(t) =
(o (), V4") es continua en una vecindad de #, tenemos que la hipétesis sobre o/ (%)
implica que f'(t) # 0 en algin intervalo [t — €,f + €]. Luego f es estrictamente

mondétona en ese intervalo y

signo(f(t)) = signo(f'(t)), para 0<t—t<e.

Observemos que la transversalidad de la interseccién de o y r en ¢ implica apenas
que, para t suficientemente cercano a t, la curva « no intersecta el rayo r. La

Figura 2.12 ilustra varias situaciones, incluyendo puntos de intersecciéon multiples

((a(t1) = af(te) € r((0,00)), con ty # ty y t1,ty € (a,b)).
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Figura 2.12: P,, P; v Fs no son puntos de interseccién transversal. El nimero de
intersecciones en Py, P; y Py es igual a 1 mientras que en los otros puntos este

numero es igual a —1

Si la curva « intersecta a r en t , pero no transversalmente, entonces o puede
intersectar a r un nimero infinito de veces en toda vecindad de t. Por ejemplo,

considere la curva a: R — R?, dada por

oft) = (t,t2 sen <%>) . si t#£0,

(0,0), si t=0.

En relacién al rayo r(s) = (=1 + s,0), s > 0, tenemos que « intersecta a r en
t = 0, pero tal interseccion no es transversal. El nimero de intersecciéon entre « y

ren (0,0) no estd definido.

Supongamos ahora que «(ty) € r, para algin ¢ty € (a,b) y que «(t) & r, sit
estd suficientemente proximo a tg, t # to. En ese caso, decimos que la interseccion
de o con 7 en ty es aislada. Si «a(tp) es una interseccién aislada de « con r, pero
no transversal, podemos definir el nimero de interseccién v(ty) de « en relacion
a r como v(ty) = 0. Obsérvese que la interseccién no ser transversal significa, que
la grafica de a estd localmente de un lado del rayo r . Esa interseccion es, en
cierto sentido, no esencial puesto que podemos hacerla desaparecer después de una
pequena deformacion de o o de r. Nétese que esto no es posible si v(tg) = +1.
Varios de los resultados que mostraremos seran validos aun si la hipotesis de

interseccién transversal es sustituida por interseccion aislada.
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Veremos que el nimero de intersecciones, entre una curva cerrada « y un rayo r

mide el salto de W (a, P), cuando P se mueve a lo largo de r.

Para un mayor entendimiento en la demostracion de la siguiente proposicién de-

bemos tener presente la definicion de homotopia.
Definicién 2.4.

Proposicién 2.11. Sea a: [a,b] — R? una curva cerrada continua y sea r: [0, 00)
— R? un rayo dado por r(s) = P+ sVy. Supongamos que « intersecta a r trans-
versalmente en ty € (a,b), esto es, ¢ = a(t,) = r(so) para algin sy > 0 y a(t) # q
para todo t # ty. Si 0 < s, < 59 < $* son tales que r(s) no pertenece a la grdfica

de « para todo s € [s,, s*]|, s # s¢ entonces
Wi(a,r(s)) — W(a,r(S™)) = v(to).

Demostracion. Como una intersecciéon en ty es transversal podemos escoger a <
t, <ty < t* < bdemodo que {a(t) —q, Vi) # 0, para todo t € [t,,t*], t # to, esto
es, a(t) € r([0,00)), para todo t € [t t*], t # to. Vamos a considerar dos curvas

cerradas y continuas a,,a*: [a,b] — R? dadas por (ver Figura 2.13)

( to—t t—t, _
by %) be <1< 1,
to—t*a( )+ to_t*'r(s) si 0
¢ t—t, _
o, (t . # to <t <t
(=) f=pr () +mpa), s <<t
alt), en caso contrario.
\
(g —t t—t, ,
by "), te <t < to,
to—t*a< )+t0_t*r(s) si 0
* tr—1 t—to )
a*(t . t* to<t<tt
( ) t — t0r<8 >+ * —toa( )7 SL o >U>1,
a(t), en caso contrario.
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Figura 2.13: Curvas «, y o

Observamos que «, y o difieren de « apenas en el intervalo [t,,t*], donde a es
sustituida por dos segmentos de recta con extremos en r(s.), y r(s*), respectiva-
mente. Ahora, a* y a, son homotépicas en R* — {r(s*)} con deformacién dada,

por ejemplo, por

Entonces

Por otro lado, podemos trasladar continuamente r(s*) hasta ¢, sin intersectar a.

Por tanto por el teorema 2.2
W(a., r(s") = W(aw, q).
Usando el mismo argumento para «, o* y 7(s.), obtenemos
Wi(a,r(s.)) = W(a", q).
Entonces tenemos que
Wi(a,r(s.)) — W(a,r(s*)) = W(a*, q) — W(as, q). (2.16)

Veamos que el miembro derecho de (2.16) no depende del comportamiento global

de a, y de a* y que es igual al nimero de interseccion v(ty) de . y r en tg, que es



54

un invariante local. Para eso, sea a = t; < ty < ... < t,, = b una particién de |a, b|

tal que th_1 = t,, ty =ty y thy1 = t*, y suficientemente fina de modo que

Lo (ts) = q, aultiyr) — q) <,

L(a"(t;) = ¢, as(tivr) — q) <.

Por tanto tenemos que

n—1

Wlasq) = - Y Llau(t) — g, aultinn) — q),

=1

n—1

1

Wie™q) = o > L(ar(ti) = g, " (i) — q)-

i=1
Como a, y a* coinciden con «, excepto, posiblemente, en el intervalo [ty_1,tx1],
tenemos que casi todos los términos de la diferencia W (a*, ¢) —W (a., q) se cancelan

y, por consiguiente

W(a*,q) — W(aw,q) = %[i(a*(t)\fl) —q,a"(tx) —q) + L(a"(tx) — ¢, " (tr+1) — q)
—L(ax(ta-1) — ¢, ax(tr) — q) — L(ax(tr) — ¢, a(trs1) — q)]
1

= —5-[4lalt) —a,r(s) —a) + £L(r(s") — ¢, alt") —q)
—L(a(ty) = q,7r(s:) — q) — £(r(s4) — g, (t) — q)].

Usando la proposicion 2.1 podemos reagrupar esos cuatro angulos para obtener

W(a*,q) — W, q) = %[K(a(t*) —q,7(s") —q) + £L(r(s*) — ¢, a(t”) — q)
+4(a(t*) = q,7(s.) — q) + £(r(s.) — ¢, a(ts) — q)]

(2.17)
Observemos que por la proposicién 2.6, la suma de los cuatro angulos del lado
derecho de la ecuacién anterior es igual a £(a(t.) — q, a(t.) — ¢) mod 27 = 0 mod
2m. Usando ahora las definiciones de nimero de intersecciones y angulo orientado,
tenemos que los cuatro angulos que aparecen en el lado derecho de la ecuacién
(2.17) pertenecen al intervalo (0,7), si v(tg) = 1. Tales dngulos pertenecen al

intervalo (—m,0), si v(tg) = —1. Asi, tenemos que

L(a(te)=q,r(s") =) +£(r(s") = ¢, a(t") =) + L(a(t”) =g, 7(s:) —q) + L (r(s:) = ¢, a(ts) —q) = 2,



siv(tg)) =1y
L(a(t) =g, 7(s") =) +L(r(s") =, a(t") =)+ L (a(t) =g, 7(52) ~) + £ (r(52) ¢, ate) —q) = —2m,

si v(tp) = —1. De donde concluimos que
W(a®, q) = W(ax, q) = v(to).

Usando el resultado anterior y la ecuacién (2.16) se complementa la demostracion.

]

El préximo resultado, que es una consecuencia directa de la proposicién anterior,
nos da un método para el calculo del niimero de rotacion W (a, P) a través de un

proceso simple de conteo.

Teorema 2.3. (Férmula del nimero de intersecciones)

Sea a: [a,b] — R? una curva cerrada continua y sea P un punto por el que no
pasa a. Sea r: [0,00] — R? un rayo con origen en P, r(s) = P+ sVy. Suponga que
« intersecta a v en un numero finito de puntos ty,...,tx € (a,b) y que todas esas

ntersecciones sean transversales. Entonces

k

W(a,P)=> u(t;) (2.18)

i=1
Demostracion. Para cadai = 1,...,k sea s; € (0,00), tal que a(t;) = r(s;) . Obser-
vemos que la igualdad s; = s; para ¢ # j significa que o posee interseccion multiple
con r . Vamos inicialmente a “remover” todas las intersecciones multiples. Suponga
que, por ejemplo, s; = s9. Escoja s* > 0, con s* # s;, para todo 7. Construyamos
una curva cerrada o*: [a,b] — R? exactamente como en la demostracién de la
proposicién anterior, que coincide con « fuera de un intervalo pequenio [t,,t*], con
centro t; y que hace un desvio en una vecindad de a(t;), usando dos segmentos de

recta con vértices en r(s*) (ver Figura 2.14).

Como antes

W(a, P) = W(a™, P),
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Figura 2.14:

puesto que o y o* son homotopicas en R? — { P}. Ademaés, por construccién, los
numeros de interseccién v(t;) de o y v*(¢;) de a* son iguales. Por tanto, si el
teorema es valido para o* también sera valido para «. Tenemos que el niimero de
intersecciones multiples de a* es igual al nimero de intersecciones multiples de «
menos una unidad. Luego, repitiendo ese proceso, después de un niimero finito de
pasos obtenemos una curva que posee apenas intersecciones simples con el rayo r
en los puntos tq,...,t; con el mismo nimero de rotacién y los mismos nimeros
de interseccones que la curva «. Por tanto, es suficiente demostrar la formula del

nimero de interseccion en el caso de que los s; son distintos.

Reordenando, si es necesario, podemos suponer que
0<s1 <89 <...< 8.

Observemos que los t; no estdn necesariamente ordenados. Escojamos o; € [0, 00)

de manera que
O=0p <851 <01 <8< < 0op_1 <8 <0y
Sea P; = r(0;), por la proposicién anterior, para todo i = 1, ..., k tenemos

W(Oé, -Pi—l) — W(Oé, R) = U(tz)
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Por tanto,

Zv(ti) = Z[W(a, P_y) —W(a,P)] = W(a, By) — W(a, P).

i=1 i=1
Como la curva a no intersecta al radio 7|, ), tenemos que W(a, P;) = 0, luego

k
W(a,P)=W(a,Po) = > ult),

=1

lo que concluye la demostracion. O]

La formula del niimero de intersecciones tiene una hermosa y sorprendente conse-
cuencia: El miembro derecho de la ecuacién (2.18) no depende de la eleccién del
rayo partiendo del punto P a pesar de que el niimero de puntos de interseccion de
« con un rayo partiendo de P puede variar considerablemente cuando variamos la

direccion V; del rayo (ver Figura 2.15).

T4

Figura 2.15:

Supongamos que la curva «a: [a,b] — R? es una curva cerrada y de clase C! y sea

P un punto que no esta sobre la curva « . Es posible demostrar que, para cada
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vector unitario V € R?, existe un vector unitario V, suficientemente cercano a Vj,
para el cual el rayo r(s) = P + sV intersecta la grafica de @ en un nimero finito
de puntos ty, ..., tx. En este caso usando la ecuacién (2.13), la férmula del nimero

de intersecciones en relacion al rayo r puede ser escrita como

o L[l = P o)
2 v(t) =WiewP) = o R e
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Capitulo 3

Aplicaciones

En este capitulo presentamos alginas aplicaciones del concepto de numero de

rotacion.

Antes de iniciar vamos a introducir el concepto de homotopia entre caminos. De-
cimos que a,: [0,1] — R? son caminos homotdpicos si existe una aplicacién

continua H: [0,1] x [0,1] — R? tal que

para cualquier s,t € [0, 1].

3.1. Funciones Continuas del Disco en el Plano

El teorema de Bolzano o teorema del valor intermedio para funciones continuas
en la recta dice que si f: [a,b] — R? es una funcién continua en [a,b], f(a) y
f(b) tienen signos opuestos entonces existe ¢ € [a,b] tal que f(c¢) = 0. En otras

palabras, el teorema de Bolzano garantiza que la ecuacién

ft)=0
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tiene solucién en el intervalo [a, b], bajo ciertas condiciones en la frontera del do-
minio de f. jSera que, en algin sentido, este teorema puede ser generalizado para
funciones F': U C R? — R?? La primera aplicacién que veremos serd una genera-

lizacién de este teorema en el caso de funciones definidas en un disco en R2.

Sea D, = {(z,y) € R* : ||(z,y)| < r} el disco con centro en (0,0) y radio r y
sea S, = 0D, = {(z,y) € R? : ||(z,y)|| = r} su frontera. Consideremos una curva
continua a,: [0,1] — R? dada por a,(t) = (rcos2nt, rsen 2mt). Obsérvese que la

curva «, recorre a S, una sola vez en sentido antihorario.

Consideremos ahora una funcién continua F: D, — R?. Queremos obtener con-
diciones sobre el comportamiento de F' en la frontera de D, de tal forma que la

ecuacion

F(P) = (0’0)7

tenga solucién en D,. La funcién F estd asociada a la curva ap: [0,1] — R? |
ap(t) = (Foa,)(t), la cual es cerrada y continua. En realidad, ar es una restriccion
de F a S,. Si (0,0) estd sobre la grafica de ap es claro que la ecuacién anterior
tiene solucién en D,. Supongamos entonces que ap no pasa por el punto (0,0).

Tenemos entonces el siguiente resultado, que generaliza el teorema de Bolzano.

Teorema 3.1. Con la anotacion anterior, si W(arp,(0,0)) # 0 entonces existe
(x07y0) € DT; tal que
F(xo,40) = (0,0).

Demostracion. Hacemos la demostracion por contradiccion. Suponga que (0,0) no

pertenece a F'(D,). Construyamos una homotopia H entre ap y la curva constante

3 dada por () = F(0,0). Sea H: [0,1] x [0,1] — R?, definida por
H(¢,t) = F(r¢ cos2mt, r( sen 2mt).
Claramente,

1. H es continua;
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2. H(1,t) = ap(t), vt € [0,1];
3. H(0,t) = F(0,0) = 8(t), Vt € [0, 1];

4. H(C,0) = F(r¢,0) = H(C, 1).

Luego H es una homotopfa entre ar y 3 en R2—{(0,0)}, puesto que (0,0) & F(D,.).
Ademas, los nimeros de rotacién de ar y [ en relacién al punto (0,0) estan bien

definidos. Por tanto, como esas curvas son homotdpicas, tenemos que
W(ar, (0,0)) = W(g,(0,0)).
Ahora, como [ es una curva conesténte, W (3, (0,0)) = 0, por tanto,
W(ar, (0,0)) =0,
lo que contradice la hipdtesis. O]

Como aplicaciéon del teorema anterior, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.2. (Teorema Fundamental del dlgebra) Todo polinomio de grado

n > 1 sobre el cuerpo de los niumeros complejos C posee raiz en C
Demostracion. Sea F': C — C un polinomio, dado por
F2)=2"4+a2" "+ a2" * + ...+ an_12 +a,, n>1

n
Vamos a considerar F|p, la restriccon de F' al disco D,, donde r = 2 + Z ||a;]|.
Sea «, dada por «,.(t) = (rcos(27t),rsen (27t)) una parametrizacién dze:lla cir-
cunferencia de radio r con centro en el origen. Mostraremos que la curva ag,
dada por ap(t) = (F o «,)(t), tiene nimero de rotacién no nulo en relacién
al punto (0,0). En ese caso, por el teorema anterior, existe zy que pertenece a

D,, tal que F(z)) = (0,0) y por tanto quedaria demostrado el teorema. Para

calcular el nimero de rotacién de ap en relacién a (0,0) vamos a considerar
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la funcién auxiliar ¢,: D, — C ~ R? dada por (,(z) = 2". Observemos que

(Cnoa,)(t) = Cu(r)e?™ = rre?™it Tuego

W (¢, 0 oy, (0,0)) = n.

Ahora, Nétese que para todo t € [0, 1], si consideramos z = re®, tenemos que

lar(t) = (Guoan) @Il = [IF(re™) = Gulre®)],

laiz" ' 4+ ..+ an12 + anl

< aalllz" 7+ - A+ lan-alllzl + llanll,
< laallr™=" o+ Hlan-allr + flanll,

< " Hllall o+ llan-a ]l + llanl),

< =G oa )]

Ahora usando el teorema de Rouché, obtenemos que
W<aF7 (07 O)) - W(Cn O O, (0, 0)) =n>0.

Por tanto la ecuacién F(z) = (0,0) posee raiz en D, C C. O

Para la préxima aplicacién del teorema (3.1), vamos a introducir una nocién de

funcion impar para funciones definidas en subconjuntos de R". Decimos que U C

R™ es simétrico en relacién al punto (0,...,0) si y solamente si para todo P € U,
—Pel.
Definicién 3.1. Sea U € R™ un conjunto simétrico con relacién a (0,...,0). Una

funcién continua f: U — RF es impar si

f(P)=—f(-P), VYPeU.

Dada una curva cerrada «: [0,1] — R? y dado P un punto que no estd sobre
«, podemos escoger un sistema de coordenadas de R? de modo que P = (0,0) y
a(a) = (A,0), A > 0. La curva « estd asociada, de modo tnico, a una aplicacion

continua a: S' — R2, tal que

a(t) = a(cos 2rt, sen 27t), t € [0, 1].
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Definicién 3.2. Decimos que « es una curva cerrada e impar, si la curva @ es

impar.

Lema 3.1. Sea a: [0,1] — R? una curva cerrada impar, con a(t) # (0,0), para
todo t € [0, 1]. Entonces su nimero de rotacion con relacion a (0,0) es un nimero

mpar.

Demostracion. Sea ¢ una funcién angular para « tal que ¢(0) = 0. Por ser « una

1
curva cerrada e impar, tenemos que existe k € Z tal que, para todo 0 <t < 3

p(t) =¢ <t + %) — 2k + D).

Luego

]

Consideremos, la esfera unitéria S* = {(z,y,2) € R® : 2 + y* + 22 = 1} en R
Observemos que toda funcién continua impar f: S? — R se anula en, por lo menos,
un punto de S%. De hecho, como S? es conexo, f(S?) es un intervalo y como f es
impar este intervalo se reduce a {0} o contiene puntos positivos y negativos. Luego
existe g € S?, tal que f(xg) = 0. El siguiente resultado es una generalizacién de

este hecho.

Teorema 3.3. (Teorema de Borsuk) Sean F,G: S? — R dos funciones continuas

impares definidas en la esfera unitaria S*. Entonces existe Py € S? tal que (ver
Figura 3.1)
F(Py) =G(F) =0.

Demostracién. Sea la funcién h: Dy — S? dada por (ver Figura 3.1)

h(z,y) = (z,y, V2 + y?),

63



h(z,y)

Figura 3.1:
la cual es un homeomorfismo de D sobre la semiesfera

M = {(z,y,2) € S*: z > 0}.

Definamos la funcién f: D; — R? por

f(z,y) = (F(h(z,y)), G(h(z,y)).

Si (0,0) € f(Dq), no hay nada que demostrar. Supongamos que (0,0) & f(D;), en
este caso estd bien definido el nimero de rotacién de la curva a(t) = (foay)(t) en
relacion a (0,0), donde «y (t) = (cost,sent), t € [0,27r]. Como F'y G son funciones
impares, la curva cerrada « es impar y por el lema 3.1 tenemos que W («(0,0)) es

impar. Por tanto,

W (a, (0,0)) # 0.

El teorema 3.1 implica que existe gy € Dy, tal que f(qo) = (0,0). Ahora, usando
la definicién de f, tenemos que F'(h(q)) = 0 = G(h(q)), lo que concluye la
prueba. O

Corolario 3.1. No existe minguna funcion continua e inyectiva definida en la

esfera S?* y con valores en R?.

Demostracion. Supongamos que f: S? — R? es una funcién continua sobre S2.

Vamos a probar que existe P € S?, tal que f(P) = f(—P) y por tanto f no
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es inyectiva. Supongamos que f(q) = (fi(q), f2(q)), ¢ € S?, entonces las funcio-
nes fi, fo: S? — R son funciones continuas en S?. Consideremos las funciones

F,Fy: S? — R definidas por

Fi(q) = filg) — fi(—q),
Fy(q) = folq) — f2(—q).

Como estas funciones son continuas e impares tenemos, por el teorema de Borsuk,
que existe P € S?, tal que Fi(P) = Fy(P) = (0,0). Luego para P, f(P) =
(f1(P), [o(P)) = (f1(=P), [2(=P)) = [(=P). [

3.2. Teorema de Brower

Sean V' y W dos espacios vectoriales de dimencién n y m respectivamente. Un
resultado bien conocido del Algebra lineal dice que V' y W son isomorfos si y
solamente si n = m. Este hecho es conocido como invarianza algebraica de la

dimensién. El equivalente topoldgico de este resultado es el teorema de Brower.

Teorema 3.4. (Teorema de Brower) Sean @ C R™ y I' C R™ dos conjuntos

abiertos no vacios. Si existe un homeomorfismo h: 0 — I', entonces n = m.

Vamos a demostrar el teorema anterior solo en los casos m =1y m = 2, el dltimo

caso es una aplicacién a la teoria del nimero de rotacién de una curva cerrada.

Demostracion del caso m = 1. Sea P € ). Como (2 es abierto en R”, existe r > 0,
tal que la bola con centro en Py radio r, B,(P), esta contenida en 2. Como B,.(P)
es conexo y h es un homeomorfismo, h(B,(P)) es un conjunto conexo abierto de
R y por tanto es un intervalo abierto, el cual llamaremos (a, b). Sea ¢ € (a,b) y sea
Q) € B.(P) tal que h(Q) = c. Por tanto, tenemos que (a,b) —{c} es un conjunto no

conexo de I', y nuevamente, por ser h un homeomorfismo tenemos que B, (P)—{Q}



no es conexo, lo que solo es posible cuando n = 1.

Demostracion del caso m = 2. Por el caso anterior, podemos suponer que n > 2.

Sea P € 2y sea r > 0 tal que la clausura de la bola con centro en P y radio r,

B,.(P), esté contenida en (2. Luego la frontera de B,(P), 0B,(P), es una esfera
de dimensién n — 1 en R™. Observemos que la restriccion de h a esta esfera es
aun una funcion inyectiva. Sin — 1 > 2, tenemos que 8% contiene una esfera
bidimensional Y. Por tanto la restriccién de h a ¥ es una funcién inyectiva y

continua de ¥ en R2, lo que contradice el corolario 3.1.
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