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GLOSARIO

Abstraccion Reflexiva. Mecanismo que nos sirve para extraer o separar una
caracteristica de un objeto, a partir no exactamente de los objetos, sino de las
acciones que realizamos sobre ellos. La palabra Reflexiva tiene doble
connotacion: una es reflexionar sobre nuestras acciones, otra es proyectar nuestra

accion sobre el plano de las operaciones.

Accion. Es el resultado de una operacion mental o fisica repetible que transforma
de alguna manera un objeto fisico o mental. Es, de manera general, algoritmica y

con estimulos externos.

Centracion. Es la accion donde el sujeto, del total de variables posibles en un
evento, centra la atencioén en algo. Es decir, centrar toda la atencion en un evento

especifico de un suceso

Construccion. Se refiere a las acciones y procesos mentales en los que el
individuo se involucra y que dichas acciones y procesos mentales permiten formar

ideas y conceptos.

Correlacién. Se refiere a la direccion de una relacion lineal entre dos variables.
Se considera que dos variables cuantitativas estan correlacionadas cuando los
valores de una de ellas varian sistematicamente con respecto a los valores de la

otra.

Covariacion. Es una relacidbn que se establece entre dos variables, en un
fendbmeno de variacion. Por ejemplo en el descenso del agua, se establece la
relacion entre la variable diametro del orificio de desagle y tiempos de

evacuacion del.
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Fendmeno de cambio. Se refiere a la observacion de los cambios que sufren las

medidas de las magnitudes en una determinada situacion experimental.

Interiorizacion. Es la construccion de procesos internos como una manera de
atribuir sentido a fendmenos observados. En este mecanismo mental es posible
gue una accion o acciones se transformen en un proceso. Piaget se refiere a esa
construccion como “traduccién de una sucesion de acciones materiales en un

sistema de operaciones interiorizadas”. (Dubinsky 1991a).

Magnitud. Propiedad fisica que puede ser medida.

Proceso. Es el resultado de la interiorizacién de una accioén o acciones. En esta
construccion el individuo no se deja llevar por los estimulos externos, sino por los

internos.

Situaciones experimentales. Se refiere a los experimentos que fueron disefiados
para la obtencion de evidencias, a favor o en contra de nuestra hipotesis. Estas
situaciones experimentales tuvieron como marco fenébmenos de cambio en que se

involucraban la variacién de las medidas de dos magnitudes.

Teoria APOE: La teoria APOE es una interpretacion de la teoria constructivista
que se basoé principalmente en el concepto de abstraccion reflexiva, introducida
por Piaget, para describir el desarrollo del pensamiento l6gico en los nifios, y

extiende la idea de nociones mateméaticas mas avanzadas. (Dubinsky, 1991a)
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RESUMEN

TITULO CONCEPTO DE VARIABLE: PROCESOS QUE FAVORECEN SU
CONSTRUCCION®,

AUTORES  MARCO ANIBAL ORDONEZ VELASQUEZ,
OSCAR LEONARDO TORRES SALGAR™

PALABRAS CLAVES Teoria APOE, Descomposicion genética, Razonamientos de cambio.
Situaciones experimentales.

DESCRIPCION

En ocasiones la variable ha sido descrita como “Cosa”, “Letra acompafiante” o “Numero
escondido”. Igualmente, se han definido los procesos que favorecen la construccién de la nocion
de variable en nifios de 5 a 8 afnos, independientemente del uso que se le da. Es en este punto del
conocimiento donde nos cuestionamos si es necesario construir procesos para formar el concepto
de variable en los estudiantes, sin necesidad de los usos de esta. Por esta razon pretendemos dar
respuesta a la siguiente pregunta: ¢Qué procesos favorecen la construccién del concepto de
variable en estudiantes de octavo y hoveno? Para obtener respuesta a este cuestionamiento nos
propusimos como objetivo aplicar la teoria APOE (Acciones, Procesos, Objetos, Esquemas) con el
fin de analizar los procesos que favorecen en la construccion del concepto de variable en
estudiantes de octavo y noveno grado del Instituto Técnico Superior DAmaso Zapata de la ciudad
de Bucaramanga.

Como metodologia la Teoria APOE nos proporcioné en su ciclo investigativo el planteamiento de
una descomposicidn genética que determind el camino que el estudiante hace para acercarse al
objeto de estudio. También nos brindé elementos tedricos, analiticos y el disefio de instrumentos
que permitieron definir el proceso que favorece la construccién del concepto de variable.

Con la aplicacién de estos instrumentos logramos recolectar evidencias del proceso que favorecio
la construccion del concepto de variable en ellos. Estas evidencias fueron en primera instancia
razonamientos de cambio de los estudiantes, cuando con sus propias palabras describian el
comportamiento de las medidas entre dos magnitudes correlacionadas. En segunda instancia la
simbolizacion de fenébmenos de cambio a través de expresiones algebraicas. En conclusion, la
aplicacién de la Teoria APOE permitié la busqueda de estas evidencias como parte de un proceso
que favorece la construccién del concepto de variable en los estudiantes.

* Trabajo de Grado.
* Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Licenciatura en Matematicas. Director(a): M. en C.
Solange Roa Fuentes
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SUMMARY

TITLE: CONCEPT OF VARIABLE: CONSTRUCTION PROCESSES THAT FAVOR®.

AUTHORS:  MARCO ANIBAL ORDORNEZ VELASQUEZ,
OSCAR LEONARDO TORRES SALGAR™.

KEY WORDS: APOE theory, Genetic descomposition, Changes of reasoning, Experimental
situations.

DESCRIPTION

Sometimes the variable has been described as “Thing”, “Companion Letter”, or “hidden number”.
Likewise, it has been defined the process in favor of variable-notion construction among children
between 5 and 8 years old, irrespective the given use. This gap in the knowledge is where we ask if
it is needed to build up processes to put up the concept of variable between students, without using
the concept. we proposed the next question: What processes favor the construction of the variable
concept among eighth and ninth grade students? To address this question we aimed to apply the
APOE theory (Actions, Processes, Objects, Schemes), with the objective analyze the processes
favor in the construction of variable concept in students from eighth and ninth grade from the
Instituto Técnico Superior Damaso Zapata in Bucaramanga city.

In the methodology, the theory APOE facilitated in the research cycle, the genetic decomposition
that determined the pathway that the student does to approach to the study objective. It also
provided theorical elements, analytical and the instrument design that allow defining the process
that favors the construction of the variable concept.

With these instruments we managed to collect evidences of the process that allowed the
construction of the variable concept between the students. These evidences were, first of all,
changes of reasoning between the students, whenever they described with their own words the
behavior of measurements between two correlated magnitudes. Secondly, the symbolization of
phenomenon changes throughout algebraic expressions. In conclusion, the application of APE
theory allowed the search of these evidences as part of a process that favor the construction of
variable concept between eighth and ninth grade students.

* Work of Grade.
** Ability of Sciences. School of Mathematics. Degree in Mathematics. Director: M. in C. Solange Roa
Fuentes
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INTRODUCCION

Las dificultades en el manejo del concepto de variable en estudiantes que por
primera vez tienen contacto con el algebra han motivado el desarrollo de
investigaciones en torno a dicho concepto. Los resultados encontrados tienen
diferentes formas de abordar el problema. Por ejemplo, algunos de ellos muestran
que las dificultades de los estudiantes estan asociadas con el significado que
representa una letra en expresiones algebraicas y en el manejo inconsciente de
tres usos que pueden ser asignados a la variable: como incégnita, como ndamero
generalizado y como relacion funcional (Kuchemann, 1980; Trigueros, M., Reyes,
A., Ursini, S. y Quintero, R, 1996; Ambrosio, 2006; Cogollo, 2006). Por otra parte,
algunos trabajos han realizado estudios que buscan determinar caminos de
construccion de esta area de la matematica. En este sentido, Gomez (2007)
tomando como fundamento la teoria APOE, plantea la busqueda de procesos que
favorezcan la construccién de una nocidon matematica independiente del uso que

se le puede dar en un contexto matematico.

En el analisis de los resultados de estos trabajos se puede observar aportes
enriqguecedores. Aun asi no nos interesé solo analizar la variable como letra o el
manejo exclusivo de sus usos. En nuestro trabajo buscamos analizar con base en
la teoria APOE desarrollada por Dubinsky y sus colaboradores (Asiala, M., Brown,
A., DeVries, D., Dubinsky, E., Mathews, D. & Thomas, K,1996), una descripcion
de las construcciones mentales (acciones, procesos) que pueden realizar los
estudiantes para acercarse al concepto de variable. Esta descripcion sisteméatica
de acciones especificas fue presentada mediante una descomposicion genética
preliminar, que permitié identificar conocimientos previos en los estudiantes y asi
encontrar evidencias de un proceso que les favoreciera en el acercamiento a dicho

concepto.
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El planteamiento de la descomposicion genética surge gracias al ciclo de
investigacion que propone la Teoria APOE. Este ciclo estd compuesto por tres
componentes: analisis tedrico, disefio y aplicacion de instrumentos y analisis y
verificacion de datos. En el desarrollo de nuestro analisis tedrico diseflamos una
descomposicion genética preliminar del concepto de variable y con base en dicho
andlisis diseflamos situaciones experimentales, talleres basados en estas
situaciones y entrevistas semi-estructuradas, las cuales son parte del tercer
componente del ciclo de APOE que permite enriquecer el analisis tedrico mediante

datos empiricos.

Los instrumentos disefiados permitieron detectar habilidades y conocimientos que
los estudiantes han adquirido en sus clases de matematicas y asi aportar
elementos claves en la refinacion de la descomposicidén genética. Las preguntas
disefiadas en estos instrumentos permiten a los estudiantes la realizacién de
acciones especificas que nos dan informacion enriquecedora de la manera de
ellos expresarse respecto a fendbmenos de cambio. Estos instrumentos fueron
aplicados a los estudiantes de octavo y noveno grado del Instituto Técnico

Superior Damaso Zapata.

La descomposicion genética refinada muestra algunas evidencias de los
estudiantes cuando observan fendmenos de cambio; la primera de ellas son los
razonamientos de cambio hechos por los estudiantes, donde con sus propias
palabras describian el comportamiento de las medidas entre dos magnitudes
correlacionadas y la segunda son las posibles simbolizaciones que ellos hicieron
de fendbmenos de cambio a través de expresiones algebraicas. El uso de la
variable como relacion funcional fue fundamental en la obtencion de dichas

evidencias.

18



Nuestro trabajo estd organizado en seis capitulos, los cuales describimos a

continuacion:

Capitulo 1 Planteamiento y Justificacion del Problema, Objetivos de la
Investigacion y Antecedentes. En este capitulo presentamos una descripcion de
los trabajos cuyo objetivo es analizar las dificultades que los estudiantes
presentan con relacion al concepto de variable, la letra como variable y sus usos.
Los antecedentes estan organizados bajo dos puntos de vista distintos; primero el
sentido y uso que los estudiantes hacen de la variable y segundo el concepto de
variable desde la perspectiva de la teoria APOE. Es en este punto donde surge
nuestro problema de investigacion acerca de los procesos que favorecen la
construccion del concepto de variable sin dejar a un lado los usos que los

estudiantes hacen de esta.

Capitulo 2 Marco tedrico. Con base en la descripcion de los antecedentes,
decidimos tomar como referencia tedrica la teoria APOE ya que desde esta
perspectiva es posible definir procesos (interiorizacién de acciones) que favorecen
la construccion del concepto de variable. En la descripcion de la teoria APOE
hacemos énfasis en la definicion de algunas construcciones y mecanismos
mentales con el fin de encontrar habilidades y evidencias en los estudiantes que
aporten a los procesos. De la misma manera presentamos una explicacion del
ciclo investigativo de la teoria APOE en el cual nos interesa plantear una
descomposicion genética.

Capitulo 3 Analisis teorico, intencion de los instrumentos y andlisis preliminar
sobre las construcciones. En este capitulo se presenta la metodologia por la cual
se gui6 nuestro trabajo. Esta se fundamento en el ciclo de investigacion de APOE.
En el andlisis tedrico como primer componente de dicho ciclo se plante6 una

descomposicion genética preliminar del concepto de variable.
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Capitulo 4 Disefio y Analisis a priori de las situaciones experimentales. Con base
en la descomposicion genética preliminar del concepto de variable, se disefiaron
los instrumentos y se describié su analisis a priori (Situaciones experimentales,

talleres basados en estas y entrevistas semi-estructuradas).

Capitulo 5 Observacion, analisis y verificacion de datos: Analisis a posteriori.
Aqui se muestran los conocimientos previos y habilidades que tienen los
estudiantes acerca de la tabulacion de datos, representaciones graficas,
generalidades de la proporcionalidad y otros, los cuales permitieron encontrar
evidencias y resultados empiricos en el momento de aplicar los instrumentos de

diseno.

Capitulo 6 Conclusiones. En este capitulo gracias a las evidencias obtenidas en el
andlisis y verificacion de datos se describe la descomposicion genética refinada.
En esta parte del trabajo se confronta la pregunta de investigacion y los objetivos
propuestos con base en la descomposicion genética refinada. También sugerimos
con base en la Teoria APOE, el planteamiento de disefios de actividades
didacticas que permitan la adecuada asimilacion de conceptos que se relacionan

con la variable.

20



1. PLANTEAMIENTO Y JUSTIFICACION DEL PROBLEMA, OBJETIVOS DE LA
INVESTIGACION Y ANTECEDENTES

1.1 PLANTEAMIENTO Y JUSTIFICACION DEL PROBLEMA

En algunas investigaciones se han dado respuestas a un nimero considerable de
cuestionamientos que se presentan actualmente en las aulas de matematicas,
sobre las dificultades de los estudiantes en la construcciébn de conceptos
matematicos. Uno de estos cuestionamientos se presenta cuando los estudiantes
de octavo grado tienen contacto por primera vez con el algebra, donde aparece la
variable en sus diferentes modalidades (Trigueros, Reyes, Ursini y Quintero,
1996).

La transicidén de la aritmética al algebra se convierte en un gran desafio para cada
estudiante, quien debe pasar de utilizar nUmeros, a considerar el significado que
representa una letra dentro de una expresidbn que modela una situacion. Al
parecer el problema radica en la poca asimilacién que tienen los estudiantes del
concepto de variable y la dificultad que surge cuando se enfrentan a situaciones

gue implican el uso de este concepto.

Estas dificultades radican en diversas causas, una de ellas es que la variable
como tal no aparece en el curriculo de matematica, sino que surge de la
necesidad de desarrollar otros conceptos y nociones matematicas. De tal manera
que previo al trabajo con expresiones algebraicas, los maestros hacen una
introduccidén sobre lo que puede ser esa X (0 cualquier otra letra) como valor
desconocido dentro de una situacion matematica. Ahora bien, la complejidad de
definir algunos conceptos matematicos, como en este caso la variable, motivé el
trabajo de Chevallard (1995) quien define las ideas que se desarrollan en

matematicas como: nociones matematicas, pro-matematicas y para-matematicas.
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De tal manera que la variable cabe dentro de las nociones para-mateméticas, ya
que tiene un nombre asignado dentro de la clase de mateméticas pero no se
desarrolla un proceso o una actividad educativa sobre ella. Trabajar sobre el
concepto de variable es crucial e importante, ya que estas dificultades
presentadas en el algebra también contribuyen a la escasa asimilacion de temas

referentes a la variable, tales como: funciones, limites y derivadas.

Por otro lado, estas dificultades motivaron el desarrollo de investigaciones y
trabajos sobre la ensefianza y el aprendizaje de la variable enfocandose en el
manejo del concepto de variable a partir del significado del simbolo o la letra y sus
usos. La mayoria de estos trabajos muestran las dificultades que presentan los
estudiantes con el tratamiento de la letra como variable (Kuchemann, 1980;
Trigueros y otros 1996; Ambrosio, 2006; Cogollo, 2006). Por otra parte, trabajos
como el de Gomez (2007) consideran que un proceso correcto para construir el
concepto de variable es utilizar herramientas didacticas que permiten una mejor
comprension de este, dejando a un lado los usos y la aplicacion que se puede
hacer del mismo en diversos contextos. En conclusion, Gomez (2007) plantea que

la construccidn de este concepto matematico es independiente de su uso.

Nuestro trabajo tiene como eje principal identificar habilidades y conocimientos
en los estudiantes que aporten en la formacion de procesos cognitivos que
favorecen la construccién del concepto de variable en ellos sin dejar a un lado el
uso que los estudiantes hacen de él. Para cumplir este fin, la teoria APOE
(Acciones, Procesos, Objetos, Esquemas) proporciona herramientas para realizar
este andlisis cognitivo, mediante el planteamiento de una descomposicién
genética, es decir la descripcibn de un camino que le permita al estudiante
evidenciar habilidades que favorezcan la comprension del concepto de variable,
de tal manera, que logre abordar con éxito situaciones que involucren el concepto

de variable y sus diferentes usos.
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En este proyecto describiremos cémo los estudiantes se acercan al concepto de
variable a partir de la descripcion de fendmenos de cambio en situaciones
experimentales.  Consideramos que las habilidades y evidencias de los
estudiantes en estas descripciones aportaran en la formacion de procesos
(interiorizacion de acciones) para contribuir en la evolucion de la variable dentro
de otras nociones matematicas. Por tanto cuando en este trabajo nos referimos al
concepto de variable, estamos haciendo mencion a los procesos que favorecen su
construccion. En este sentido, no hablamos desde la teoria APOE de “concepto”
en términos de un concepto mateméatico propiamente definido dentro de esta area,
sino como lo muestran recientes trabajos con APOE, como un area de estudio
para las matematicas. En este sentido, en este trabajo el término nocion o

concepto son equivalentes.

Por lo tanto profundizaremos en cémo estudiantes de octavo y noveno grado
pertenecientes al Instituto Técnico Superior Damaso Zapata de la ciudad de
Bucaramanga, tratan de acercarse al concepto de variable. Analizaremos los
mecanismos mentales para identificar habilidades en los estudiantes que aporten
a los procesos que favorezcan la construccion de dicho concepto, sin dejar a un
lado el uso que el estudiante hace de la variable. Consideramos que los
resultados obtenidos en este trabajo nos permitirdn confrontar las ideas de Gémez
(2007), en el sentido de construir nociones 0 conceptos matematicos

independientes del uso que se le da a dicho concepto.

Esta problematica entre si es necesario construir procesos para formar el concepto
de variable en los estudiantes sin necesidad de los usos de esta, o que con sélo
un paso por los usos de la variable bien explicados es suficiente para comprender
Su naturaleza, motivé nuestra investigacion; por lo que nuestro trabajo pretende
responder a la siguiente pregunta: ¢Qué procesos favorecen la construccion del
concepto de variable en estudiantes de octavo y noveno grado?, pero sin dejar a

un lado los usos que el estudiante hace de la variable.
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2. OBJETIVOS

2.1 OBJETIVO GENERAL
Aplicar la teoria APOE con el fin de analizar procesos que favorezcan la

construccion del concepto de variable en estudiantes de octavo y noveno grado

del Instituto Técnico Superior Damaso Zapata de la ciudad de Bucaramanga.

2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

e Analizar el uso que el estudiante da a la variable a través del disefio y

ejecucion de actividades en el aula.

e Definir los procesos que favorecen la construccion del concepto de variable

mediante el disefio y aplicacion de una descomposicion genética.
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3. ANTECEDENTES

Aunque el concepto de variable causa mucha confusion y es de dificil
comprension para los estudiantes, es muy importante para el desarrollo del
pensamiento variacional y construccion de sistemas algebraicos. Ademas es de
gran importancia para el entendimiento de otros conceptos como el de funcion y
limite, entre otros. Por esta razén en nuestra investigacion mencionamos algunos
trabajos que se han desarrollado acerca de la variable. Estos antecedentes estan
categorizados de la siguiente manera: El sentido y uso que los estudiantes hacen

de la variable y el concepto de variable desde la perspectiva de la teoria APOE.

3.1 SENTIDO Y USO QUE LOS ESTUDIANTES HACEN DE LA VARIABLE.

Kuchemann (1980), realizé un estudio con mas de tres mil estudiantes de edades
entre 13 y 15 afios, con el fin de determinar la forma en que ellos interpretan los
simbolos literales usados para representar las variables en un contexto algebraico
escolar. Para ello aplicO un cuestionario escrito, en el cual se pedia a los
estudiantes que interpretaran y manipularan expresiones algebraicas, resolviendo
problemas en los que las variables estaban representadas por simbolos literales.
El autor se centr6 en analizar las diferentes formas que tienen los estudiantes de
interpretar los simbolos literales y estudiar el significado asociado con la letra,

determinando seis formas de interpretacion.

A continuacion describimos brevemente cada una de ellas y un respectivo

ejemplo:

Letra evaluada: A la letra se le da un valor numérico en lugar de tratarla como un

valor desconocido.
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Por ejemplo, en la pregunta: “e+ f =8, ¢cuanto es e+ f +g?”, el alumno

contesta 12 en lugar de 8 + g (Kuchemann, 1980).

Letra no usada: La letra es ignorada o su existencia es reconocida pero no se le

atribuye ningun significado.

Por ejemplo, en la siguiente pregunta: “sumale 2a3n” los estudiantes

respondieron 5 o 5n en lugar de 3n + 2.

Otro ejemplo de errores de los estudiantes se presentd al resolver la operacion
2x + 3y, el resultado de la mayoria fue 5xy. En este caso, los estudiantes no se
dan cuenta que x ey son términos que no se pueden combinar a través del

proceso de adicion (Kuchemann, 1980).

Letra como objeto: Se considera la letra como una abreviacion del nombre de un

objeto o como a un objeto en si.

Por ejemplo, el autor observd en la expresiébn “4n+ 3n” que los estudiantes
pensaron en “4 naranjas y 3 naranjas” o “4 enes mas 3 enes, lo que para ellos
significa 7 enes juntas”, esta forma de operar suele ser apropiada cuando se

suman términos semejantes, pero en otros contextos no es conveniente.

Estas primeras tres interpretaciones de la variable mencionadas son muy bésicas

y de bajo nivel.

Letra como incognita: En esta forma la letra se concibe como un numero
desconocido Yy el estudiante opera con la letra para obtener dicho numero. Aun
asi, los estudiantes solo ven la letra como incégnita cuando es un numero

desconocido Unico.
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Por ejemplo, en la ecuacion 6 = x — 2, x es para los estudiantes un nimero Unico
que satisface la ecuacion. Aunque en algunas ocasiones tenga algunos
inconvenientes como en las respuestas 8+ g0 3n+ 2 mencionadas

anteriormente.

Letra como ndamero generalizado: Aqui la letra representa valores y no sé6lo un

valor especifico.

Por ejemplo: si A+ B =12y Bes menor que A, ¢qué valor puede tener A? Los
estudiantes que lograron responder este tipo de problemas mostraron un nivel un
poco mas elevado de la compresion de la variable. Otro ejemplo se presenta en
la inecuacion x < 7, donde x se refiere al conjunto de los nUmeros menores que
7 (Kuchemann, 1980).

Letra como variable: En este caso la letra representa un rango de valores; el
alumno es capaz de describir el grado con el cual los cambios de un conjunto se
determinan por los cambios de otro, estableciendo al menos una relacion de
segundo orden. Por ejemplo, a=b+ 2, el autor observd que muy pocos
estudiantes analizaron que el valor de a es el valor de b aumentado en 2. Otro
ejemplo de este tipo de problema fue la ecuacion lineal y = 2x. Aqui la variable y
puede referirse a una cantidad infinita de valores, dependiendo del valor que se le
asigne a la variable x. Para este caso sélo un pequefio porcentaje de alumnos

notaron esta relacion (Kuchemann, 1980).

Segun Kuchemann (1980), estos resultados muestran categéricamente dos
niveles de comprension en los estudiantes: el primero abarca las tres primeras
categorias y refleja un bajo nivel de respuesta, mientras que las tres categorias

restantes indican que el estudiante se esta acercando al algebra.

27



Entonces, el estudio realizado por Kuchemann resalta el hecho de que los
estudiantes tienen diferentes formas de interpretar las letras usadas para
representar las variables. Esto indica que estudiantes de octavo grado, quienes
entran por primera vez en contacto con el algebra, consideran que los simbolos
literales pueden interpretarse desde diferentes perspectivas y que su significado
puede variar con el problema. En este sentido, Kuchemann concluye: “Esto
muestra que la interpretacion de la variable dada no es siempre la apropiada, y
frecuentemente es la fuente de respuestas erroneas. Cambiar de una
interpretacion a otra en el curso de la resolucion de un problema hace que sea
dificil para el individuo, y se pierde el verdadero significado de ser utilizada"
(Kuchemann, 1980, p. 110).

Ya que los estudiantes buscan su propia forma de interpretar la variable,
Kuchemann considerd que la clasificacion de la interpretacion de los simbolos
literales previamente analizados refleja un grado de dificultad creciente en los
estudiantes y afirmé al respecto: “que un nifio habra comprendido perfectamente
el uso de los simbolos literales en algebra cuando sea capaz de trabajar con la
letra como variable” (Kuchemann, 1980; p. 111). El orden que Kuchemann
propone sugiere que es mas facil para el nifio trabajar con la letra como incognita
especifica, en lugar de la letra como numero generalizado. Igualmente sugiere
gue es mas facil trabajar con la letra como nimero generalizado en lugar de la

letra como variable.

A continuacion discutiremos el trabajo de Trigueros, Reyes, Ursini y Quintero
(1996) donde se resaltan un poco mas algunos aspectos de la variable

presentados por Kuchemann (1980).

Trigueros y otros (1996), presentan una investigacion cuyo objetivo es el estudio
de la interpretacién, simbolizacién y manipulacion que los estudiantes hacen de la

variable y sus usos. El desarrollo de este trabajo se realizO a traves de un
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cuestionario de 52 preguntas aplicado a 98 estudiantes, que previamente habia
sido disefiado para estudiantes de 13 afios. Sin embargo, este trabajo se adapto
para estudiantes de primeros niveles de universidad. El cuestionario buscaba
explorar en ellos cdmo interpretaban, simbolizaban y manipulaban la variable en
diversas situaciones que involucran tres distintos usos del concepto de variable:

como incognita, como numero general y como relacién funcional.

Seguidamente, describiremos como Trigueros y otros (1996) caracterizan estos

tres usos de la variable:

La variable como incégnita: Un manejo adecuado de la variable como incégnita

implica la capacidad de:

e Interpretar la variable como un namero cuyo valor o valores especificos se

pueden determinar a partir de las restricciones de un problema dado.

¢ Manipular los elementos que componen una ecuacion, parametros e incégnita,

independientemente de la operacion o las operaciones involucradas.

e l|dentificar y simbolizar la incégnita en problemas especificos, susceptibles a

representarse mediante una ecuacion. (Trigueros y otros, 1996; p.353).

La variable como un nimero general: Lo que se espera aqui del estudiante es la

capacidad de:

e Interpretar la variable como representacion de un numero cualquiera en

expresiones algebraicas tales como tautologias y expresiones abiertas.
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¢ Identificar y simbolizar el objeto general en situaciones particulares que pueden
describirse en términos de una regla o método general. (Trigueros y otros,
1996; p. 353).

La variable en una relacién funcional: La idea de relacion funcional puede
considerarse desde dos perspectivas: una estatica, en la que la relacidn se
concibe como la correspondencia punto por punto entre dos conjuntos de valores;
otra dinamica, en la que se resalta variacion interdependiente de las variables. El

manejo competente de este uso de la variable implica la capacidad de:

e Reconocer las relaciones funcionales (en su representacion analitica, grafica o
tabular) e interpretar las variables involucradas en forma tanto estatica cuanto

dindmica, dependiendo de la naturaleza del problema.

e Manipular las variables para determinar los valores o intervalos de variacion
que cada una de ellas puede tomar en términos de la otra; simbolizar
situaciones que involucran una relacion funcional. (Trigueros y otros, 1996; p.
353).

El enfoque que los autores hacen de las tres categorizaciones o usos de la
variable los llevaron a incluir items tales como: Interpretacién, simbolizacion y
manipulacion, que permitieron observar si los estudiantes interpretaban
correctamente la variable involucrada, y asi comprobar si tenian la capacidad para
simbolizar una situacion en la que aparecia cierta caracterizacion de la variable y
por ultimo ser capaces de manipular las variables que aparecian en una

expresion.

30



Trigueros y otros (1996), para desarrollar los items mencionados analizaron tanto
las fortalezas como las dificultades que tienen los estudiantes cuando resuelven
problemas que involucran cada uno de los usos de la variable por aparte y de igual
modo problemas que requieren en su solucion los tres usos de la variable en

conjunto.

Debido a esto nos interes6 como los autores, para tener una informacion mas
amplia acerca de la comprension de la variable, se enfocaron en la variable como
relacion funcional, incluyendo en su investigacion items que requerian graficacion.
Por ejemplo, Trigueros y otros (1996) sefialan: “la posibilidad de representacion de
la informacion que proporciona una formula o una tabla de datos mediante una
grafica es de suma importancia en la comprensiéon de la variable”. Para nuestro
trabajo, los items utilizados por Trigueros y otros (1996), dardn aportes
enriguecedores para la realizacion de las acciones en nuestros estudiantes,
teniendo en cuenta también los apuntes acerca de la variable como relacion
funcional que sera parte fundamental para el desarrollo de nuestro objetivo.
Trigueros y otros (1996) senalan: “Este disefio pretende facilitar un diagnéstico
acerca de cdmo los estudiantes interpretan, manipulan y simbolizan cada una de
las distintas manifestaciones de la variable y con cuales tienen mas dificultades”.
El autor concluye diciendo que se presenta una mayor dificultad cuando los

estudiantes analizan la variable como relacion funcional.
A continuacién se muestra un ejemplo del cuestionario donde los estudiantes

deben interrelacionar las tres caracterizaciones de la variable, resaltando la

variable como relaciéon funcional.
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Encuentra la ecuacién de la linea que pasa por el punto (6,2) y cuya

pendiente es 11.

Partiendo de la relacion que hay entre los puntos de una recta y su
pendiente, expresada mediante y =mx + b, se espera que el
estudiante sea capaz de concebir las variables como numeros
generales, es decir que puedan ver que pueden asumir cualquier
valor. Sin embargo para una recta, m y b no son nimeros generales,
sino constantes. Por ejemplo, la pendiente m, tiene un numero
asignado y debe sustituirse, y b es una incognita que puede
determinarse usando los datos.x e y son dos variables
interrelacionadas bajo una relacién funcional: x puede considerarse
una magnitud variante a la que se le pueden asignar diferentes
valores, mientras los valores de y cambian con

correspondencia.(Trigueros y otros, 1996; p. 353).

Trigueros y otros (1996), recalcan que para resolver este problema, los
estudiantes deben ser capaces de trabajar con nimeros generales, constantes,
incégnitas y variables en una relacion funcional, para poder pasar de una a otra
interpretacion; incluso aun cuando estas diferentes caracterizaciones de la
variable tengan la misma representacion simbdlica. Los Autores notaron un pobre
dominio del concepto de variable como relacion funcional y la dificultad en

interpretarla, simbolizarla y manipularla.

Otro caso especifico son las preguntas 44 y 45, que requerian la determinacion de

intervalos numéricos.
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Considera la siguiente expresion y = 3 + x.

44. Si queremos que los valores de y sean mayores que 3 pero mas

pequefios que 10, ¢qué valores puede tomar x?

45. Si x toma valores entre 8 y 15, ¢entre qué valores caeran los valores de

y?
(Trigueros y otros ,1996; p. 357).

Las respuestas de los estudiantes en estas preguntas, mostraron su incapacidad
para concebir la variacion de manera dinamica. Lo cual puede ser el resultado de
una centracién de atencidn exagerada en el aspecto estatico de la funcién, esto

es, en la correspondencia entre variables (Trigueros y otros, 1996).

Trigueros y otros (1996), demostraron a partir de los resultados de su estudio, que
los estudiantes universitarios tienen una concepcion muy pobre de la variable,
debido a que la ensefianza escolar no ayuda a superar las dificultades que tienen

los estudiantes, al manipular y simbolizar la variable.

Por su parte Ambrosio (2006), recalca que ver la dificultad de los estudiantes
desde el punto de vista de la letra tiende a contribuir hacia un tipo de malentendido
causado por una ‘“carencia de referente numérico” (Ambrosio, 2006). Por
ejemplo, en su trabajo encontr6 que los estudiantes en clase de 4algebra
confunden la expresion 4m debido a la representacion aritmética que tenian
formada desde sus clases de ciencias naturales y geometria, para los estudiantes
esta expresion sigue siendo 4 metros. Ambrosio advierte que el estudiante de
octavo grado que entra en contacto por primera vez con la variable, sin presentarle
los usos adecuados de esta, tendra serias dificultades en la comprension de

situaciones que la involucren. En este trabajo se presentd un cuestionario de 38
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preguntas que fue aplicado a 100 estudiantes de octavo grado. Ambrosio (2006)
toma como referencia los aspectos considerados como mas relevantes para un
manejo competente del algebra elemental y que han sido destacados en otras
investigaciones como Trigueros y otros (1996), estos aspectos son: el uso de la
variable como incognita, como numero general y como una relacién funcional
(Ambrosio, 2006).

El andlisis detallado de las respuestas dadas por los estudiantes al cuestionario
aplicado por Ambrosio (2006) en su trabajo y las respuestas dadas por cuatro
estudiantes durante entrevistas especificas, sugieren dificultad para discernir entre
la variable como incognita y la variable como nimero general. A diferencia del
trabajo de Trigueros y otros (1996), Ambrosio (2006), no hace relevancia en

caracterizar la variable como una relacion funcional.

Esto lo podemos ver en algunas preguntas del cuestionario:

19. ¢Cudl seria un caso particular de la siguiente ecuacion general? (m + 2)x? +
SImx+6=m-+2

20. Si x =0 ¢la expresion que se obtiene puede considerarse aiun una ecuacion?

Explica tu respuesta.

21. Si m= - 2 ¢la expresion que se obtiene puede considerarse aun una
ecuacion?

Explica tu respuesta. (Ambrosio, 2006, p. 35).

En las preguntas anteriores se requiere identificar el pardmetro, lo cual implica
interpretar a la variable como nimero general. Las preguntas anteriores tienen en

comlUn que conceptualizan a la variable como numero general, pues debe ser
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interpretada, simbolizada o manipulada. En estas preguntas al menos el 40% de

los estudiantes contestaron correctamente, muy pocos identificaron el parametro.

Otro ejemplo, en la pregunta 14:

14. ¢ Para qué valores de x la ecuacion no tiene soluciéon?

Dada la ecuacién 3x? + px + 7 = 0 (Ambrosio, 2006; p. 35).

En este ejercicio Ambrosio comenta que hubo una dificultad al diferenciar la
variable como incognita y el parametro como numero general. Los estudiantes de
octavo grado trabajaron sobre la ecuacion de tal forma que al pardmetro p lo

tomaron como incognita.

Ambrosio (2006) concluye:

... Esto es una muestra de una conceptualizacion superficial de
la variable como incognita y como numero general porque la
pregunta claramente pedia encontrar un valor para la incégnita.
Aqui los estudiantes no supieron diferenciar entre parametro y
variable en la expresion dada, ya que confundieron los papeles

gue estos jugaban (Ambrosio, 2006; p. 52).

En estos trabajos tomados como antecedentes los autores coinciden en la
dificultad que tiene los estudiantes para interpretar, simbolizar y manipular la
variable en sus diferentes usos por separado en diferentes contextos, lo que
implica una dificil comprension cuando éstas se deben interrelacionar en una

determinada situacion.
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Para detallar un poco més estas dificultades vamos a considerar el trabajo de
Cogollo (2006); quien a partir de las dificultades que presentaron los estudiantes
de un grupo de séptimo grado en algebra, determiné los significados que tenia la
variable para los estudiantes. Siguiendo este camino, el autor, después de
realizar una amplia revision bibliografica sobre las relaciones de la aritmética y el
algebra y el estudio de la variable en distintas actividades algebraicas, llegé al
siguiente planteamiento: ¢ Cual es el sentido que los estudiantes de séptimo grado
dan a la variable en actividades algebraicas?, pregunta que enfocdé en la
identificacion y significado dado por los estudiantes a la variable en actividades
algebraicas. El estudio de su investigacion fue desarrollado a través de
encuestas, dialogos, entrevistas y de la observacion directa de los estudiantes en
cada una de las clases de algebra, para esto trabajo con un total de cinco
estudiantes del Colegio Saucara del Municipio de Floridablanca. EI desarrollo y

conclusiones de esta investigacion las presento a través de cuatro secciones.

En la primera seccidn se centrd no soélo en buscar una solucién metodologica que
al implementarla le permitiera reducir el alto indice de pérdida de la asignatura
algebra de sus estudiantes, sino también en la observacion detenida de los
errores que sus estudiantes presentaban cuando trabajaban con el algebra. Esto
lo llevé a enfocar su trabajo hacia las dificultades y errores de los estudiantes en

el algebra.

En la segunda parte de su trabajo mostr6 una serie de errores a partir de
observaciones hechas a sus estudiantes. Una leve diferencia con los anteriores
trabajos es que el autor concluye que algunos estudiantes ven el algebra como un

juego de simbolos muy bueno para la mente.
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A continuacién se presentan algunas entrevistas hechas por Cogollo (2006) a sus
estudiantes:

Tulio, en la entrevista realizada el tres de diciembre de 2004,
comentd que consideraba el algebra importante porque:

“Ahi también se empieza a trabajar la mente, a saber..., para uno
no quedarse sin saber nada de eso” (Entrevista, Tulio; 3/Dic./04)
Por otro lado, Crisanto y Nacho veian el &lgebra como el estudio
de la mezcla entre niUmeros y letras:

“El algebra es como una ciencia que estudia los signos, se
mezclan los numeros y letras para formar expresiones algebraicas
y también tiene temas interesantes” (Entrevista, Crisanto;
3/Dic./04).

“Entiendo que el algebra es una matematica que comprende las
expresiones de los numeros y letras en cantidades variables”
(Entrevista, Nacho; 3/Dic./04).

Ademas, Isidoro dijo que el algebra es una matematica mas
complicada cuyo Unico objetivo era resolver incégnitas.

“Es como una rama de las matematicas que nos ayuda a resolver
incognitas” (Entrevista, Isidoro; 3/Dic./04).

Igualmente expresaban que el algebra era complicada, porque era
una generalizacion de la matematica que ellos habian visto hasta
el momento (aritmética). Es decir, percibian el algebra como
aritmética generalizada. Al respecto, Tulio dijo:

“Es una forma mas avanzada de la matematica, donde se obtiene
operaciones de mas alto grado” (Entrevista, Tulio; 3/Dic./04).
(Cogollo, 2006, pp. 14y 15)
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El autor concluye esta parte de su trabajo reconociendo que esta vision que tenian
los estudiantes acerca del algebra se debia en gran parte a la ensefianza que el
profesor hace de esta, generalmente es presentada al estudiante como un “sinfin
de reglas y algoritmos estrictos” (Cogollo, 2006, p. 19), dejando a un lado el
significado de las letras y mas aun sin dejar lugar al estudiante que la relacione

con la vida real.

Otros errores que evidencié Cogollo (2006), en sus estudiantes a través del disefio
y ejecucion de cuestionarios fueron que en ejercicios como: 3a + 5 la respuesta
para ellos era 8a 0 en el siguiente ejemplo, Sie+ f = 8,entoncese+ f+g=___,

la respuesta de la mayoria fue: e + f + g = 10.

Con base en estas respuestas Cogollo (2006), aclar6: “Segun Socas y otros
(1986-96), un conocimiento de los errores basicos en algebra es importante para
el profesor, porque lo provee de informacion sobre la forma en que los nifios
interpretan los problemas y como utilizan los diferentes procedimientos

algebraicos”.

A continuacion presentamos otras evidencias de los errores cometidos por los

estudiantes en la solucion de una pregunta en un primer cuestionario.

¢, Quién es mayor 2nén + 2 ?

En esta pregunta lIsidoro, Jacinto y Crisanto fueron iguales,
aungue en diferentes términos:

Isidoro: “Son Iguales”

Jacinto:” es lo mismo”

Crisanto “Son iguales, porque 2n = n+ 2” (Cogollo, 2006; p. 21-
22)
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El autor noté que los estudiantes no tuvieron en cuenta que la variable n podia
tener valores y que de esos valores dependia la respuesta. Ademas veian la letra
n como un objeto coleccionable, asi n + 2 era unir (literalmente) el simbolo 2 con

la n, y por lo tanto la respuesta era “igual”. (Cogollo, 2006).

En el desarrollo de un segundo cuestionario, el autor aclara que a los estudiantes
se les dificultd bastante su desarrollo, incluso hasta el punto de no contestar

muchas de las preguntas.

A continuacioén se presentan algunas entrevistas hechas por Cogollo (2006) a sus

estudiantes:

1. Luis tenia 8 canicas; jugando gano algunas mas y ahora tiene 12. ;Cuantas canicas gano?
Escribe una expresion simbélica que represente la anterior situacion, la cual le permita resolver el
problema.

gX+ 4X = |2X

Cogollo (2006) pudo observar que el estudiante Crisanto responde el
cuestionamiento limitAndose simplemente a agregar x a todos los nUmeros que
intervenian en la situacion para decir que era una expresion algebraica y que

debia llevar x porque se trataba de una ecuacion.

Booth (1984) dice: “Muchos alumnos nunca logran captar
apropiadamente como se puede usar una letra para representar
un ndmero generalizado. Ellos tienen la tendencia a ver, digamos,
2m + 3b como dos manzanas mas tres bananos, usando las
letras como unidades de medicibn y no como simbolos que
pueden tomar diferentes valores: (dos veces el numero de

manzanas...). (Tomado de Cogollo, 2006; p.26)
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Los demas estudiantes se limitaron a escribir una respuesta dada como expresion

aritmética y no escribieron ninguna respuesta como expresion algebraica.

En la tercera parte de su investigacion Cogollo (2006) analiz6 el sentido que los
estudiantes atribuyen al concepto de variable, partiendo de la nocién que ellos
tenian acerca de esta. Para ellos la variable era una letra que se usaba en el
algebra y significaba “algo que cambia’. Esto se puede evidenciar en las

respuestas dadas por Jacinto, Tulio e Isidoro en sus entrevistas respectivamente:

“variable es como formas de cambiar... estados de animo, actos,
etc.” (Entrevista, Jacinto; 3/Dic./2004/).

Es evidente que su respuesta esta influenciada por el lenguaje
coloquial; por ejemplo, en las frases como ‘el profesor tiene un
estado de animo variable” o “en este aspecto influyen muchas
variables” se notan las influencias externas y el inconveniente y la

dificultad que a veces generan estas relaciones equivocas.

Tulio e Isidoro expresaron de la variable:

“es como que varia” (Entrevista, Tulio; 3/Dic./2004/).

Que se podria llamar definicién de diccionario. A si mismo,

“Como la palabra lo dice, la que varia, se encuentra 0 no se
encuentra” (Entrevista, Isidoro; 3/Dic./2004/).

“‘Sefialo que son “definiciones de diccionarios”, ya que se
asemejan a ciertas definiciones que dan los diccionarios de

“variable”. Por ejemplo, el diccionario de la Real academia de la
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Lengua Esparfiola define variable asi: que varia o puede variar.
Inestable, constante, inconstante y mudable. Esta definicion fue
bastante comun entre la mayoria de estudiantes, pero estas
respuestas cambiaron de interpretacion cuando se les sugirié
desde el contexto matematico”. (Cogollo, 2006, p. 30)

El autor observé que la nocion que tenian los estudiantes acerca de variable
estaba dominada por el lenguaje coloquial, entonces procedio a indagarlos bajo el
contexto matematico y concluyé que desde esta perspectiva los estudiantes
interpretaban la variable como una letra que se utiliza en algebra, como lo

expresaron Crisanto y Nacho en su entrevista:

“Pues, lo que yo creo que es variable son las consonantes que se

utilizan, por ejemplo la x”. (Entrevista, Tulio; 3/Dic./2004/).

“Variable es lo que uno trata de buscar en cada ejercicio...y
entonces ¢seso a qué es igual? A esa variable, la letra”.
(Entrevista, Tulio; 3/Dic./2004/).

Considero aqui que los estudiantes asociaron la variable desde el
contexto matematico como letra que se utiliza en el trabajo
algebraico. En consecuencia, la variable, de aqui en adelante,
para este estudio sera considerada como una letra segun lo
expresado por los estudiantes. Pero entonces, ¢qué sentido le
dan los estudiantes a las letras? (Cogollo, 2006, p.31).
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En la cuarta parte de su trabajo Cogollo (2006) hace tres categorizaciones de la
variable como resultado de lo observado en sus estudiantes, el analisis de la

literatura y la reflexion del marco tedrico.

Antes de definirlas algo que resaltd este autor fueron los aportes que los
estudiantes hicieron cuando trataban de encontrarle un significado a la variable,
“para la mayoria la palabra variable significa que “cambia”, pero no el cambio que
tiene en matematicas sino el cambio en el contexto real, en otras palabras, es
aguella cosa que no es permanente” (Cogollo, 2006, p. 29). Al enfrentarse a una
situacibn en un contexto matematico estas respuestas cambiaron de
interpretacion, ya que sus interpretaciones en un lenguaje coloquial para un
contexto real no era base suficiente para comprender el verdadero significado de

la variable en el contexto matematico para el autor.

Al igual que en Cogollo (2006), en nuestro trabajo también ser4d de suma
importancia la manera en que se expresen los estudiantes en las entrevistas,
cuando estén analizando fendbmenos cambiantes propuestos en las diferentes

situaciones experimentales.

Siguiendo con el andlisis de este trabajo hemos querido resaltar algo importante:
Cogollo (2006), concluyé que sus estudiantes interpretaban la variable como la
letra que se utiliza en el algebra.

Retomando una de las respuestas de las entrevistas:

“Pues, lo que yo creo que es variable son las consonantes que se
utilizan, por ejemplo la x”. (Entrevista, Tulio; 3/Dic./2004/).
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Debido a esto Cogollo (2006), se hace otra pregunta, entonces: ¢ qué sentido le da

los estudiantes a la letra? De ahi vienen sus tres categorizaciones de la variable:

La variable como “cosa”. El autor resaltdé la dificultad que presentaron los
estudiantes al pasar de la aritmética al &lgebra, y sus respectivas
representaciones, la confusién se da cuando por ejemplo: en primaria trabajaron
10m como 10 metros y en algebra 10m puede expresar diez veces un numero no

identificado.

“Indiscutiblemente, no cabe duda de que mis estudiantes le atribuyen a la variable
la idea de algun objeto o cosa especifica dependiendo del contexto del problema,
a observar: “Para reemplazar el valor numérico de algo, como patas, cocos,
monedas, ect.”(Entrevista, Isodoro; 3/Dic. /2004/).” (Cogollo, 2006, p.32).

Los estudiantes pensaron que la letra representaba cualquier “cosa”, pero en
casos donde era un “objeto” determinado, las letras para los estudiantes
representaban ese “objeto”, y por lo general la letra representativa de ese “objeto”
era su inicial. Por ejemplo 3p + 3m, los estudiantes lo asociaban con (peras,
pepas, melones, manzanas) y en el caso de “en un barril caben 3 melones” la

expresion que comunmente escribian era 1b=3m (Cogollo, 2006; p. 32).

La variable: ‘letra acompafante”, escolta: Cogollo (2006), observé que sus
estudiantes en algunos problemas identificaron la variable como una letra
acompafante del numero. “Es claro que aqui Isidoro le dio sentido a la variable
como una decoracién, y lo reafirmé cuando se le pregunta ¢Qué puede ser la m
en esta expresion 10m + 20m = 30m? Algo que acompana los numeros”.
(Entrevista, Isidoro; 3/Dic./2004), (Cogollo, 2004; p.38).

Aunque el resultado es cierto, solo fue una coincidencia puesto que los

estudiantes pensaron que en el algebra todo niumero debe ir acompafado de una
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letra, luego operaban aritméticamente y agregaban la letra, pero en otro caso

como a la instruccién: “Afade 4 a 3n”, la mayoria respondieron 7n.

La variable como “numero escondido”. Segun el autor, es cuando sus estudiantes
le dan sentido a la variable como una “incégnita”. Cogollo (2006), concluyé que el
estudiante piensa que una letra es determinada por un solo valor, como es el caso
de la ecuacion x + 5 = 8, pero no logran entender como la letra puede representar

varios valores como en el caso de la igualdad:

(x+1)2 =x?+2x + 1. Para los estudiantes siempre que aparezca una letra, en
la mayoria de los casos x, serd una incognita, esto se refleja en una de las

respuestas a la entrevista hecha por el autor:

“Pues, lo que yo creo que es variable son las consonantes que se utilizan por
ejemplo la x, y el valor que tiene que encontrar por cada letra” (Entrevista,
Crisanto; 3/Dic./2004).

Cogollo (2006), plantea que parte de la confusion que tiene los estudiantes en esta
categoria se debe mucho a la cantidad de palabras diferentes que utilizan los
docentes al tratar de explicar sobre la variable y temas referentes a esta (variable
dependiente e independiente, restriccion, parametros), estas expresiones

comunes son:

x toma..., X viene a ser..., xes..., Seax... Sixesiguala..., elvalorde

X..., X representa..., x es cualquier..., xesun...

Al ser complicado la explicacion de la variable y temas referentes a esta, Cogollo

(2006), sugiere sinceridad con los estudiantes y admitir que es dificil ser preciso.
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Estas dificultades de la letra como variable y el uso que los estudiantes dan de la
variable en esta primera categorizacion de nuestros antecedentes, aporta ideas

importantes para nuestro trabajo.

3.2 EL CONCEPTO DE VARIABLE DESDE LA PERSPECTIVA DE LA TEORIA
APOE

Una de las investigaciones importantes en nuestro trabajo, es la realizada por
GOmez (2007); en su trabajo, el autor se centra en explicar qué tipo de
construcciones y mecanismos mentales estan asociados a la construccion del
concepto de variable con base en el marco teérico ofrecido por APOE (Acciones,

Procesos, Objetos y Esquemas).

GoOmez utilizé Situaciones experimentales: “...experimentos que fueron disefiados
para la obtencion de evidencias, a favor o en contra de la hipétesis. Estas
tuvieron como marco fenémenos covariacionales como el descenso y ascenso del
volumen de un liquido respecto al tiempo.” (Gédmez, 2007, p. 1). En estas
situaciones el autor observé cédmo los nifilos hacian la construccion del concepto
de variable, los experimentos fueron disefiados para que los nifios centraran su

atenciéon en dos variables.

Tomaremos como ejemplo la siguiente situacion experimental, realizada con nifios

de 5 a 8 afnos:

Descenso de un liquido: El objetivo de esta actividad fue a
analizar el fendbmeno de descenso de la altura de un liquido por
medio de un embudo. Las variables a observar fueron el
descenso del nivel del agua respecto al tiempo. Los

instrumentos utilizados: un embudo de separacion, un vaso de
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precipitado, agua colorada (rosa), 6 fotocopias del embudo de
separacion, marcador, grabadora (Gémez, 2007; p.68).

En el procedimiento se le pidi6 a los estudiantes que observaran detenidamente
lo que iba a suceder en el embudo de separacién (lleno de agua color rosa) y se
les indic6 de hay una valvula en la parte inferior que controlaria la salida del
liquido la cual caeria al vaso de precipitado. Dicha salida del liquido se realizaria
contando en intervalos de aproximadamente 5 segundos haciendo un total de 4

intervalos.

Para esto se le proporcionaron varios dibujos del embudo de separacion donde
cada estudiante hizo una marca de cada descenso del liquido, desde que estaba
lleno hasta quedar vacio, en donde cada uno de ellos realiz6 un total de 6
dibujos. Al finalizar, se les pidié que realizaran la seriacidén de los dibujos (dados
en desorden) de acuerdo a lo sucedido, asi que cada estudiante hizo la seriacién

para luego ser confrontados en una pequefa entrevista por el docente.

Cada estudiante dio su punto de vista y sus respuestas a la entrevista con base
en la situacion experimental. Alguna de las repuestas que los nifios expresaron
fueron: “al principio estaba lleno” y después “se le fue saliendo el agua” vy al final
estaba “vacio”. (Gomez, 2007, p. 77). Los nifios veian por escenas el descenso
del liquido en el embudo y expresaban la seriacion con palabras como “al

principio, después y al final”.

De esta forma se manifiesta la relacion de las dos variables y los nifios establecen
estadios de cambio, propios de la variacion como son en este caso: al principio
“estaba lleno” (estado inicial), después “se le fue saliendo el agua” (segundo
estado) y al final “vacio” (estado final).
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Jesus (8 afios) mostro las siguientes respuestas:

Figura 1. Dibujos del embudo utilizados por Gomez (2007).

3. Orden de marcacién y seriacion. Jesus (8 afos)

[

e i
<

Gdémez (2007), expresa en esta situacion experimental desarrollada por Jesus: “La
idea de cambio esta presente en el nifio al marcar en los dibujos los distintos
niveles del liquido” (Gémez, 2007, p. 79).

Esta idea de cambio le da aportes importantes a Gémez en cédmo identificar los
procesos para formar el concepto de variable en el nifio y por medio de una
entrevista profundizar sobre las construcciones del estudiante dando aspectos
realmente enriquecedores para empezar a formar en el nifio los procesos que

intervienen en la formalidad de un concepto de variable.

Ahora a continuacién un breve cuestionario planteado por el autor a Jesus para
fortalecer la situacion experimental.

E: ¢ Como estaba al principio?

J: Lleno.
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E: ¢Qué le fue sucediendo al agua?

J: Se fue cayendo.

E: ¢ Qué le paso al agua, cambié o no cambid?

J: Cambid.

E: ¢Por qué? Explica.

J: Se fue este...vaciando al vasito. (Extracto de entrevista,
tomado de Gomez, 2007).

GOmez (2007), comenta sobre los resultados de la entrevista que este estudiante
manifestd centracion en el fendbmeno mismo de flujo, para él “se fue vaciando al
vasito” o bien “se fue cayendo” refiriéndose al liquido. Ademas es notorio en sus
respuestas que lo que cambia sucedié porque el agua estaba cayendo, es decir
para él los cambios fueron causados por el vaciado del liquido. Esto nos hace
suponer una relacion de causalidad entre los cambios y sus causas usada por

JesUs en sus respuestas.

En el experimento del descenso del liquido, la mayoria de los nifios argumentaron
que al principio “estaba lleno”, después “se fue bajando” al final “vacia”, “se acabd,
se fue bajando” y “Estaba lleno, un poquito al medio y otra vez lleno”,
respectivamente. Estas respuestas dan a entender que la idea de variable esta
implicita y lleva a GOmez a analizar que teniendo como base dos entes
cambiantes, se puede formar procesos que contribuyen al desarrollo del concepto

de variable.

En nuestro trabajo Gémez (2007), aportd aspectos necesarios e importantes,
como lo fueron las situaciones experimentales y las entrevistas donde el
estudiante manifiesta su percepcion de variable. Esto debido a las acciones

propuestas por el autor y realizadas por los estudiantes; centracion, casualidad y

48



seriacion, las cuales seran descritas como analisis anteriores en nuestra

descomposicion genética preliminar.

3.4 CONCLUSION DE LOS ANTECEDENTES

En conclusién, podemos observar en los trabajos presentados por Kuchemann
(1980), Trigueros y otros (1996), Cogollo (2006) y Ambrosio (2006), que gran
parte de las dificultades que los estudiantes presentan en los diferentes usos de la
variable en distintos contextos, se debe a la escasa asimilacion del concepto de
variable, lo que contribuye a la poca comprension de temas referentes a esta. Lo
anterior también se sustenta en que estos trabajos que se centran en la variable y
sus usos, parten de la idea de que el concepto de variable tiene existencia en
forma de simbolo, y sélo se hacen investigaciones en torno a su significado. Se
preocupan por investigar las dificultades que se presentan en los alumnos al
operar con simbolos en la transicion de la aritmética al algebra y la confusion
acerca del significado de la letra. Pero aun asi destacamos a lo largo de los
antecedentes apuntes realmente importantes para nuestro trabajo, como las
entrevistas hechas por cogollo (2006) y el trabajo de la variable como relacion

funcional de Trigueros y otros (1996).

A diferencia de lo anterior, Gémez (2007), no esta interesado en el concepto de
variable como simbolo, ni se centra en los usos que se le puede dar a esta en
diferentes contextos, sino en los mecanismos mentales que favorecen el proceso
de construccion de este concepto en los estudiantes con base en la teoria APOE.
Observando que aunque dio resultados interesantes, los estudiantes presentaron
dificultades cuando las ideas de cambio adquirieron un lenguaje matematico. Los
aportes de Gémez (2007) para nuestro trabajo radican en el uso de herramientas

didacticas y las entrevistas reflexivas.

49



Ahora, ambos puntos de vistas descritos son importantes, basados en el analisis
de los antecedentes observamos que el concepto de variable como simbolo y sus
usos, sin trabajar en un proceso adecuado de construccion, influye en la dificultad
del estudiante al trabajar la variable en diversos contextos. De la misma manera
al trabajar el concepto de variable como proceso sin tener en cuenta el simbolo y
los usos de esta, hace que el estudiante mas adelante presente dificultades en

simbolizarla en un determinado lenguaje matematico.
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4. MARCO TEORICO

En nuestro trabajo, el marco tedrico se fundamenta en la teoria APOE. En este
capitulo explicaremos sus principales caracteristicas y componentes como los son:
Las construcciones mentales (accion, proceso, objeto y esquema) y los
mecanismos  mentales  (Interiorizacion, Coordinacion, Encapsulacion,

Generalizacion, Reversion).

4.1 LA TEORIA APOE

La Teoria APOE (Accion, Proceso, Objeto, Esquema) toma como marco de
referencia epistemologico la teoria de Piaget. A partir de las ideas piagetianas
acerca de la manera como se pasa de un estado de conocimiento a otro, en la
teoria APOE se hace un modelo para hablar de la manera en que se construyen
conceptos mateméaticos. En sus inicios, la teoria fue elaborada por el doctor
Dubinsky. Con el tiempo y con la colaboracién de nuevos investigadores se ha
probado en distintos contextos de las matematicas. Hoy sigue creciendo vy
adaptandose a las necesidades de este importante campo de investigaciéon a
través de los trabajos de los miembros del grupo RUMEC (Research in
Undergraduate Mathematis Eduacation Community) y de otros investigadores que

la utilizan (Trigueros, 2005).

Segun Dubinsky: “Puesto que el conocimiento matematico de un individuo es su
tendencia a responder a las situaciones matematicas probleméaticas en un
contexto social, es necesario construir acciones, procesos y objetos y organizarlos
en esquemas con el fin de manejar las situaciones y resolver los problemas”
(Dubinsky & McDonald, 2001, p. 276). Es decir, la teoria APOE nos permitira
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identificar las acciones y procesos que favorecen la construccion en nuestro caso

particular, del concepto de variable en estudiantes de octavo y noveno grado.

Segun la teoria APOE, la construccion del conocimiento matematico pasa por tres
etapas bésicas: accion, proceso y objeto. En estas construcciones se puede
pasar de una a otra. Una persona puede pasar mucho tiempo en etapas
intermedias e incluso estar en una etapa de construccion para ciertos aspectos de

un concepto y en otra para otros. (Trigueros, 2005).

El mecanismo principal en la construccion de conocimiento matemético en esta
teoria es, como en la de Piaget, la abstraccion reflexiva. La abstraccion reflexiva
le permite a un individuo a partir de las acciones sobre objetos, inferir sus
propiedades o relaciones entre objetos en un cierto nivel de pensamiento. Lo que
implica, entre otras cosas, la organizacién o la toma de conciencia de dichas
acciones, su distincion por sus contenidos, e insertar esta informacion en un
marco intelectual reorganizado en un nivel superior. Este mecanismo se activa a
través de acciones fisicas o mentales que el sujeto hace sobre el objeto de

conocimiento.

En la teoria APOE se parte de un analisis de los conceptos matematicos previos
en el que se ponen de relieve las construcciones cognitivas que pueden ser
enriquecidas en la medida en que un individuo enfrenta la solucion de situaciones
problematicas. A este analisis se le conoce como descomposicién genética del
concepto. Inicialmente, son los investigadores quienes proponen un analisis
tedrico hipotético que describe las construcciones y los mecanismos mentales que
un individuo puede realizar para construir un concepto determinado. Una vez se
tiene este analisis hipotético, dicha descomposicion se refina por el andlisis de
datos empiricos de modo que dé cuenta de una manera mas real sobre cdémo los

individuos construyen los conceptos matematicos (Trigueros, 2005).
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“Una descomposicion genética parte del andlisis de las
construcciones que el sujeto hace conforme aprende el concepto
matematico en términos de lo que es observable. Estas
construcciones se caracterizan bajo los rubros de accion, proceso y
objeto” (Trigueros, 2005; p.8).

4.1.1 Construcciones Mentales. Acciones, Procesos, Objetos y Esquemas. Una
accion es la transformacion de un objeto que es percibida por el individuo como
externa. La transformacion se lleva a cabo como una reaccion a una indicacién
gue da informacion precisa sobre los pasos que se van a seguir. Si una persona
s6lo puede resolver problemas haciendo uso de dichas transformaciones, se dice

que esta en nivel accion (Trigueros, 2005).

‘Es importante recalcar que una persona con un nivel de
comprension mas profundo de los conceptos matematicos puede
resolver un problema haciendo transformaciones cuando es
apropiado; lo que la distingue es que no esta limitada a seguir
realizando acciones y posee una concepcion accion” (Trigueros,
2005; p.9).

Cuando una accion se repite y el individuo reflexiona sobre ella, puede ser
interiorizada en un proceso. El proceso es una transformacion basada en una
construccion interna, ya no dirigida por estimulos que el individuo percibe como
externos. El individuo puede describir los pasos involucrados en la transformacion
e incluso invertirlos, es decir, tiene mas control sobre la transformacion. Si una
persona resuelve problemas y da muestras de utilizar transformaciones de tipo
proceso, cuando el problema lo requiere, decimos que tiene una concepcion

proceso del concepto estudiado (Trigueros, 2005).
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En nuestro trabajo estamos interesados en que los estudiantes realicen unas
primeras acciones que evidenciardn un nivel accién. Seguidamente en la
repeticion de estas primeras acciones y otras los estudiantes adquiriran una
concepcion accion. Posteriormente al profundizar e interiorizar estas acciones

definiran una concepcion proceso.

Los conceptos se pueden construir de dos formas: una es encapsulando un
proceso para que el individuo pueda hacer nuevas transformaciones sobre él. Es
decir, cuando el individuo es consciente del proceso como una totalidad, puede
pensar en €l como un todo y es capaz de actuar sobre él, se dice que el individuo
tiene una concepcion objeto del concepto. La otra manera de construir un objeto
ocurre cuando un individuo reflexiona y puede actuar sobre un esquema, de lo que

hablaremos mas adelante.

Cuando se utiliza la teoria APOE en la investigacion o en el disefio de material
didactico, se empieza siempre haciendo una descomposicién genética de los
conceptos de interés. En ella se destacan las acciones y los distintos procesos,
ademas de la forma de irlos estructurando para posibilitar la construccion de un
objeto y para propiciar después la construccién de las relaciones entre dichas
acciones, procesos Yy objetos que determinan un esquema. De esta manera se
fomenta la construccién de los esquemas que se consideran necesarios para el
aprendizaje de la parte de las matematicas que se esta trabajando. Esta primera
descomposicion genética es utilizada como base tedrica para disefiar materiales
gque se emplean en el salén de clase. Se elaboran también instrumentos de
investigacion utilizados a lo largo del proceso de ensefianza y se hace una
revision de lo que sucede en la clase y del conocimiento de los alumnos después
de haber seguido un proceso de instruccion. Los resultados de esta investigacion
se utilizan para mejorar la descomposicidn genética para que sea mas exacta con
la manera como realmente aprenden los estudiantes. Este procedimiento se

repite, en principio, todas las veces que sea necesario, hasta que se considere
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que la descomposicion en cuestion es muy cercana a la manera como un individuo

puede comprender un concepto matemético (Trigueros, 2005).

“En la teoria APOE, un esquema para una parte especifica de las
matematicas se define como la coleccién de acciones, procesos,
objetos y otros esquemas que estan relacionados consciente o
inconscientemente en la mente de un individuo en una estructura
coherente y que pueden ser empleados en la soluciéon de una
situacion problematica que involucre esa érea de las matematicas”
(Trigueros, 2005; p.11).

Cuando un individuo se encuentra frente a un problema especifico en el ambito de
las matematicas, evoca un esquema para tratarlo. Al hacerlo, pone en juego
aguellos conceptos de los que dispone en ese momento y utiliza relaciones entre
esos conceptos.  Trigueros (2005), plantea que el uso del esquema en
investigacion y ensefianza es mas reciente y se cuenta con menos referencias de
su aplicacion al andlisis de la manera como los estudiantes construyen los

conceptos matematicos.

A continuacion presentamos una descripcion de las construcciones mentales que

fundamentan la teoria APOE.

Accién: Diremos que un estudiante posee una concepcién accion
de un concepto determinado si su entendimiento esté limitado por
la realizacion de acciones especificas motivadas por estimulos
externos. Por ejemplo un estudiante con una concepcion accion
de funcion, relaciona el concepto con la accion de reemplazar

ciertos valores dados en una formula para obtener otros valores,
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por ejemplo en la expresionf (x) = x? + 1 (Roa-Fuentes, 2008; p.
25).

Proceso: Cuando el estudiante puede pensar y reflexionar en un determinado
concepto sin actuar de manera directa sobre él, diremos que dicho concepto ha
sido interiorizado por el estudiante en un proceso. En contraste con las acciones,
los procesos se perciben como algo interno donde el individuo tiene el control y
esta en capacidad de describir el concepto sin actuar de manera directa sobre él
(Roa-Fuentes, 2008; p. 25).

Objeto: cuando un individuo reflexiona sobre las operaciones aplicadas a un
proceso particular, tiene consciencia de dicho proceso como un todo y puede
identificar las transformaciones (acciones o procesos) que puede aplicar sobre él,
diremos que el proceso ha sido encapsulado en un objeto. Y por tanto el individuo
posee una concepcién objeto del concepto. En esta concepcion el mecanismo de
desencapsular es tan importante como el de encapsular; mediante este
mecanismo un individuo puede regresar al proceso por el cual gener6 un

determinado concepto (Roa-Fuentes, 2008; p. 26).

Esquema: es una coleccion de procesos y objetos. Esta coleccion puede ser mas
0 menos coherente, pero el estudiante la utiliza para organizarse, comprender y
crear un sentido del fendbmeno o conceptos observados (Roa-Fuentes, 2008; p.
26).

De estas construcciones, para el desarrollo de nuestro trabajo enfatizaremos en
las acciones de los estudiantes, es decir, las transformaciones que realizan
resultado de las indicaciones o estimulos externos, lo cual nos dara informacién
precisa sobre los pasos que pueden generar y los procesos que pueden

interiorizar.
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4.1.2 Mecanismos Mentales. Presentamos una descripcion teniendo como
referencia los trabajos realizados por RUMEC (Research in Undergraduate
Mathematics Education Community), liderado por Ed Dubinsky (Tomado de Roa-
Fuentes, 2008; p. 32).

Interiorizacion: Piaget caracteriz6 este mecanismo como la traduccion de una
sucesion de acciones materiales a un sistema de operaciones interiorizado.
Dubinsky resume este mecanismo como la transferencia de una actividad
especifica del mundo externo al mundo interno. Mediante este mecanismo es
posible que una accién sea transformada en un proceso (Roa-Fuentes, 2008; p.
32).

Coordinacion: Este mecanismo fue descrito por Piaget como la coordinacion
general de acciones, refiriéndose a todas las maneras de usar una 0 mas acciones
para construir nuevos objetos o acciones. Mediante este mecanismo dos o mas
procesos pueden coordinarse para generar nuevos procesos (Roa-Fuentes, 2008;
p. 33).

Encapsulacion: Este mecanismo es considerado como el mas importante para la
construccion del conocimiento matematico y consiste basicamente en la
conversibn de un proceso (una estructura dinamica) en un objeto (una

construccion estatica) (Roa-Fuentes, 2008; p. 33).

Generalizacion: Este mecanismo esta relacionado con la capacidad del individuo
para aplicar un determinado esquema en un contexto distinto, esta determinado
por su capacidad para determinar los alcances de sus construcciones. En este
mecanismo los esquemas no cambian, pero otros objetos pueden ser asimilados
por un esquema para ser contextualizados en otros contextos (Roa- Fuentes,
2008; p. 33).
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Reversion: Este mecanismo fue agregado por Dubinsky como un caso particular
de abstraccion reflexiva. Consiste basicamente en desencapsular un objeto o
revertir el mecanismo que lo generd. De esta manera un individuo puede regresar

sobre el proceso siempre que lo requiera (Roa-Fuentes, 2008; p. 33).

Para el desarrollo de nuestro trabajo también nos apoyaremos en uno de los
mecanismos mentales presentados por la teoria APOE: la interiorizacion, ya que
este mecanismo permitirA a los estudiantes interiorizar acciones y formar
procesos que favorezcan la construccion del concepto de variable en estudiantes
de octavo y noveno grado. La interiorizacién de las acciones en nuestro caso es
el elemento enriquecedor que contribuird a refinar la descomposicion genética del

concepto de variable.

En general el siguiente grafico muestra la estructura de un esquema e identifica

las construcciones que influyen.

Figura 2. Construcciones y Mecanismos (Dubinsky, 1991).

Interiorizacion

Accidon
OBJETOS PROCESOS

Coordinacion

Encapsulacién

Las acciones son parte fundamental para el desarrollo de un concepto, ya que
estas acciones se realizan sobre objetos matematicos dentro del ambito de
experiencia del estudiante. Conforme una accion se interioriza a través de una

secuencia de repeticion de la accion y el reflejo de la misma, la accion ya no se

58



maneja por influencias externas, pues se vuelve una construccion interna llamada

proceso.

4.2 CICLO INVESTIGATIVO DE LA TEORIA APOE.

La teoria APOE proporciona un ciclo de investigacion compuesto por tres
componentes: Analisis tedrico, disefio y aplicaciéon de instrumentos y analisis y

verificacion de datos.

Figura 3. Esquema del Ciclo de Investigacion de la Teoria APOE (Asiala et al.,
1996).

Analisis tedrico

Observacion, analisis y — Disefio e implementacion de
verificacion de datos ensefianza

Este ciclo permite obtener una descripcion mas detallada y cercana a los
conceptos matematicos mediante su repeticion. Asi tanto el analisis teérico como
los instrumentos se mejoran como resultado del analisis de los datos empiricos

obtenidos en el desarrollo de la tercera componente.

e Andlisis tedrico: Este ciclo de investigacion parte de un analisis tedrico sobre el
concepto matematico que es objeto de estudio, en donde con base en el
analisis de los antecedentes, literatura y en la experiencia personal de los

investigadores se disefia una descomposicion genética del concepto en estudio
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(Tomado de Roa-Fuentes, 2008; p. 35). En la teoria APOE se parte de un
andlisis de los conceptos mateméaticos previos en el que se ponen de relieve
las construcciones cognitivas que pueden ser enriquecidas en la medida en
qgue un individuo enfrenta la solucion de situaciones problematicas. A este
analisis se le conoce como descomposicion genética del concepto. (Trigueros,
2005).

Disefio y aplicacion de instrumentos: Definida una descomposicién genética
preliminar del concepto en estudio, es necesario validar con datos empiricos
los aspectos considerados teéricamente. Por tanto, es necesario disefiar y
aplicar instrumentos que permitan determinar si en la realidad los estudiantes

poseen las habilidades que tedricamente se ha considerado.

Andlisis y verificacion de datos: Con los instrumentos de disefio y aplicacion se
obtienen datos empiricos sobre si las habilidades, conocimientos previos y las
evidencias aportan al objetivo de la investigacién. Al ser analizados estos
datos de una forma mas profunda, nos llevara a la discusion si la
descomposicion genética preliminar es viable, ya que éstos permiten analizar
qué elementos no han sido considerados siendo realmente importantes o qué
construcciones mencionadas por el trabajo no se ven claramente en los

estudiantes.
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5. ANALISIS TEORICO, INTENCION DE LOS INSTRUMENTOS Y ANALISIS
PRELIMINAR SOBRE LAS CONSTRUCCIONES

La metodologia que implementaremos en el desarrollo de nuestro trabajo se
fundamenta en el ciclo investigativo de la Teoria APOE.

Andlisis tedrico: Esta componente parte de un analisis tedrico sobre el concepto
de variable, en donde basandonos en los antecedentes, en nuestra experiencia
personal como docentes y en los diferentes aspectos a tomar en nuestro trabajo,
disefilamos una descomposicion genética del concepto de variable, considerada
como un andlisis preliminar. De este modo en conjunto con algunos elementos
tedricos de la teoria APOE hacemos un andlisis de habilidades y conceptos
matematicos previos de estudiantes de octavo y noveno grado en el que se ponen
de relieve las construcciones cognitivas que pueden ser enriquecidas en la medida
en que un individuo enfrenta la solucion de situaciones probleméaticas. A este
analisis se le conoce como descomposicion genética del concepto. (Trigueros,
2005).

Disefio y aplicacion de instrumentos: Definida la descomposicion genética
preliminar del concepto de variable, es necesario establecer qué tan viable es el
andlisis realizado. Es decir, si el camino descrito hace que los individuos se
acerquen al concepto matematico. Los instrumentos disefiados y posteriormente
a aplicar, van a permitir determinar si el modelo de pensamiento que pretendiamos
de cada estudiante es adecuado y permitiran analizar los procesos que favorecen

la construccion del concepto de variable.

Los instrumentos que aplicaremos con los estudiantes estaran dados por
situaciones experimentales, talleres con preguntas reflexivas y una entrevista

semi-estructurada relacionados con ideas y razonamientos de cambio. Estos
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fendbmenos de cambio a observar nos permitiran identificar habilidades en los
estudiantes, obtener evidencias y respuestas que nos daran aportes en nuestro

objetivo.

Andlisis y Verificacion de datos: Gracias a las situaciones experimentales como
instrumentos de disefo, a las actividades basadas en estas situaciones y a la
entrevista semi-estructurada  se obtendran datos empiricos y evidencias

necesarias para nuestro trabajo.

5.1 ANALISIS TEORICO

Este primer componente del ciclo investigativo parte de una descomposicion
genética preliminar del concepto de variable. Vamos a describir esta

descomposicion y un analisis anterior.

5.1.1 Andlisis Anteriores. En este andlisis tedrico queremos resaltar dos
aportes importantes de los antecedentes: en primer lugar la variable como relacion
funcional descrita por Trigueros y otros (1996) y en segunda instancia tomaremos
como punto de referencia algunas herramientas y caracteristicas de la

descomposicion genética presentada por Gomez (2007).

La variable como relacion funcional. Por parte de Trigueros y otros (1996).

En este trabajo se observa la variable como relacién funcional, concebida como
la correspondencia punto por punto entre dos conjuntos de valores y la variacion

interdependiente de las variables. El manejo competente de este uso de la

variable implica la capacidad de:
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Reconocer las relaciones funcionales (tanto en la tabulacion como en la
representacion gréfica) e interpretar las variables, dependiendo de la naturaleza

del problema.

Manipular las variables para determinar los valores o intervalos de variacion que
cada una de ellas puede tomar en términos de la otra; simbolizar situaciones que

involucran una relacion funcional (Trigueros y otros, 1996; p. 353).

El uso adecuado de la variable como relacion funcional busca desarrollar items de
interpretacion, simbolizaciéon y manipulacion. Esto permite observar si los
estudiantes interpretan correctamente la variable involucrada, y asi comprobar si
tienen la capacidad para simbolizar una situacién en la que aparece cierta
caracterizacion de la variable y por ultimo ser capaces de manipular las variables

que aparezcan en una expresion (Trigueros y otros, 1996).

Nos interesa como los autores, para tener una informacion mas amplia acerca de
la compresion de la variable, se enfocaron en la variable como relacion funcional,
incluyendo en su investigacion items que requerian de graficacion, ya que la
posibilidad de representacion de la informacion que proporciona una férmula o una
tabla de datos mediante una grafica es de suma importancia en la comprensién de
la variable (Trigueros y otros, 1996). Los items utilizados por Trigueros y otros
(1996) y la forma de ver la variable como relacion funcional, aportan para el

desarrollo de acciones en nuestros estudiantes.

Otro aporte importante que queremos resaltar es el de Gémez (2007). Antes de
describir nuestra descomposicion genética preliminar del concepto de variable,

analizaremos algunas herramientas y caracteristicas presentadas por él.

Gbomez (2007), en su trabajo analiza la variable como proceso. El camino que

seflala en su andlisis lleva a los nifios a formarse una idea de cambio, que es la
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base para el desarrollo de la nocion de variable en nifios de 5 a 8 afios. Este
camino se describe por medio de acciones tomadas de Piaget e Inhelder (1981) y
adaptadas por Gomez (2007) para el concepto de variable, a continuacién

presentamos este andalisis:

Centracion: Es la accién donde el sujeto, del total de variables posibles en un
evento, centra la atencion en algo. Es decir, centrar toda la atencién en un

evento especifico de un suceso (Gomez, 2007, p. 1).

Causalidad: Es una consecuencia de la accion. La causalidad es una explicacion
de los hechos encontrados a partir de la accién de centracion. Es una forma de
organizacién intelectual que resulta de filtrar las consecuencias efectivas de todas
las manipulaciones que hace el nifio en las situaciones experimentales (Gémez,
2007, p. 1).

Seriacion: Es una actividad que relaciona un evento respecto al tiempo,

estableciendo estadios del suceso (Gémez, 2007, p. 2).

GOmez (2007), resalta dos elementos importantes en el proceso que favorecio la

construccion de la nocidn de variable en nifos de 5 a 8 afos:

Para Gomez, este primer elemento del proceso ocurre cuando se relacionan las
tres acciones mencionadas: la centracion, la causalidad y la seriacion. Gémez
(2007) esperaba que la mayoria de los nifios obtuvieran una seriacion correcta,
es decir, en el caso del descenso de un liquido, organizar los dibujos de los
embudos marcados con el nivel de agua, de mayor a menor nivel segun el estadio
(etapa o fase de un proceso). Lo anterior seria posible si los nifios centraran su
atencion (centracion) en el flujo del agua, ya que se suponia que sus respuestas a

los cuestionamientos se basarian en ello. Luego en las entrevistas, los nifios al
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explicar las causas de los cambios en los estadios por el vaciado del liquido,

realizarian la accion causalidad.

El segundo elemento del proceso que consideré Gomez, fueron los argumentos
que dieron los nifios al pedirles que explicaran con sus propias palabras lo
sucedido en cada situacion experimental. En el caso del descenso de un liquido
los nifios argumentaron mediante expresiones como: “estaba lleno”, después “se
fue bajando”, al final “vacia”, “se acabo, se fue bajando”; y “Estaba lleno, un
poquito al medio y otra vez lleno”. Cuando los nifios utilizaban los términos
“antes”, “después”, “al final”, esta es manifestacion de la percepcion de variable,
ya que estos términos son los elementos primordiales de la variacion. Los usos de
estos términos mencionados fueron para el autor los que contribuyeron a

desarrollar la nocidn de variable en nifios de 5-8 afios.

GoOmez concluyé que los nifios de 5-8 afilos empiezan a desarrollar una leve idea

de cambio como resultado de los dos elementos que fueron parte de este analisis.

5.1.2 Una Descomposicién genética preliminar del concepto de Variable. Nos
interesa presentar una descomposicidn genética del concepto matematico en
estudio, en nuestro caso la variable. Para la construccion de la descomposicién
genética haremos uso de las construcciones mentales: acciones y procesos; y por

tanto del mecanismo mental de interiorizacion.

De acuerdo con la teoria APOE, cuando un individuo reflexiona sobre una accion
esta puede ser interiorizada en un proceso (descripciébn de las acciones sin
necesidad de repetirlas). Los estudiantes deberan partir de acciones; en nuestro
caso estas acciones estaran determinadas por los talleres basados en las
situaciones experimentales y caracteristicas del uso de la variable como relacion

funcional. Las acciones permitiran la construccién de ideas intuitivas de cambio,
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que al ser interiorizadas formaran en los estudiantes razonamientos de cambio.
Dubinsky (1991) expone: “que la descomposicion genética refleja la manera en
que un individuo en particular analizaria el concepto para formular un método de
comprension”. Esperamos que las acciones identifiquen en los estudiantes ese

método de comprension para acercarse al concepto de variable.

Acciones: Las acciones que consideramos que los estudiantes pueden llegar a
ejecutar son: Toma de datos, Analizar Magnitudes, Tabular Datos, Graficar,

Analizar Comportamientos y Analizar Variables.

El término magnitud hace referencia a las magnitudes fisicas a observar en las
situaciones experimentales. Para nuestro trabajo: “Una magnitud fisica es una
propiedad o cualidad de un objeto o sistema fisico a la que se le pueden asignar
distintos valores como resultado de una medicién cuantitativa. Existen magnitudes
basicas y derivadas que constituyen ejemplos de magnitudes fisicas como la
masa, la longitud, el tiempo, el peso, la densidad, la temperatura, la velocidad, la
aceleracion. De aqui se desprende la importancia fundamental del instrumento de

medicion en la definicion de la magnitud” (Mons6é, 2008).

En resumen, magnitud es toda propiedad de los cuerpos que puede ser medida y
esta se cuantifica usando un patron definido en la magnitud, tomando como
unidad la cantidad de esa propiedad que posea el objeto patron. Por ejemplo,
para la longitud del metro el patron es 1. En el desarrollo de la actividad los
docentes haran aclaracién a los estudiantes acerca de qué se entendera por
magnitud y medida de una magnitud. Puesto que la magnitud es la propiedad,
pero la medida es cuanto de eso tiene la magnitud. Por ejemplo, la longitud es

una magnitud, pero 20 metros es una cantidad o medida.

En nuestra accion Analizar Variables, no se va a mencionar la palabra variable en

el transcurso de la observacion de las situaciones experimentales ni en los
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talleres. Esta accion simplemente indica la naturaleza cambiante de la variable

cuando varian las medidas de alguna magnitud.

Toma de datos: Esta accion estara enfocada en el momento en que los docentes
estén realizando cada una de las situaciones experimentales; solo es necesario
registrar medidas de una sola magnitud debido a que esta depende de las
medidas de otra magnitud que seran dadas en el correspondiente taller de la
situacion experimental. Se les pedira a los estudiantes que registren los valores

de esta magnitud en una hoja de trabajo en blanco.

Analizar Magnitudes: Los estudiantes tendran los datos de una magnitud,
posteriormente el disefio de los talleres los llevara a identificar todas las
magnitudes observadas en cada situacion experimental. De estas magnitudes los
estudiantes identificardn cuales de ellas entran en juego para el desarrollo del

taller y cuales no.

Tabular: En cada actividad se presentara una determinada situacion experimental
en la que los estudiantes podran observar un fendmeno de cambio y a partir de
este podran registrar los valores de una primera magnitud observada. Se espera
gue los datos obtenidos de las medidas de la magnitud observada en la situacion
experimental sean correctamente registrados en la tabla. Posteriormente uno de

los docentes dictara las medidas de una segunda magnitud.

Pretendemos que los estudiantes analicen que en la tabulacién de datos de cada
una de las situaciones experimentales, se puede observar una correspondencia
uno a uno y un importante cambio en las medidas de las magnitudes. Se espera
gue los estudiantes por primera vez noten una leve idea de cambio, la cual sera

una base enriquecedora para nuestro trabajo.
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Graficar: Pretendemos que los estudiantes propongan un plano cartesiano y una
ubicacion correcta de las medidas de las magnitudes sobre los ejes. Esto
permitira a los estudiantes localizar parejas ordenadas como nube de puntos que

Se acerquen a una curva.

Los estudiantes de octavo y noveno grado no tienen claro los conceptos de
funcién lineal, funcién cuadratica, funcidon exponencial o0 mas aun del concepto
formal de funcion. Del mismo modo, para ellos la representacion de una funcion
en un plano cartesiano no es clara. Aun asi desde sus estudios iniciales los
estudiantes han tenido un acercamiento con el plano cartesiano. Lo que
pretendemos con la nube de puntos en el plano es analizar la naturaleza
cambiante entre las medidas de dos magnitudes, es decir, que ellos expresen una
lectura coherente de los datos. Por ejemplo, si dicha nube de puntos muestra una
distribucién creciente hacia el noreste del primer cuadrante, ellos podran identificar
gue las medidas de las magnitudes tienen una correlacion directa, es decir,
cuando las medidas de la primera magnitud aumentan las medidas de la segunda

también aumentan.

En estos grados de escolaridad los estudiantes han profundizado muy poco en lo
gue concierne a las representaciones graficas de relaciones matematicas. Sin
embargo, debido al estudio de la ecuacion de la recta y su grafica en clases de
algebra hace que las representaciones de puntos sobre el plano sea para ellos
casi siempre una recta. Es por esto que los estudiantes estan familiarizados con
la representacion grafica sin haberla estudiado formalmente. De ahi que nos
interesa analizar las percepciones de cambio que ellos observaran en una
distribucion bidimensional de una nube de puntos y no tanto el estudio formal de

representaciones graficas de funciones.

Analizar Comportamientos: Este tipo de accién es particular de la actividad que se

esté realizando. Los estudiantes observaran la grafica y tendran la capacidad de
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explicar el porqué del comportamiento de las medidas de las dos magnitudes
observadas y su respectiva variacion. La accion buscard que los estudiantes
clasifiquen la relacién que tienen las medidas de las magnitudes entre ellas. Es
decir, deben explicar con sus propias palabras si las medidas de las magnitudes

tienen una correlacién directa o inversa.

En esta accion cuando hablamos de explicar una correlacion nos referimos a
establecer la relacibn o dependencia que existe entre las medidas de dos
magnitudes, las cuales intervienen en una distribucion bidimensional en el plano.
En otras palabras, determinar si los cambios en las medidas de una magnitud
influyen en los cambios de la otra. En caso de que esto suceda, diremos que las
medidas de las magnitudes tienen una correlacion directa o inversa. Una
correlacion directa se da cuando al aumentar las medidas de una magnitud las
medidas de la otra también aumentan o cuando al disminuir las medidas de una
magnitud las medidas de la otra también disminuyen. Una correlacion inversa se
da cuando al aumentar las medidas de una magnitud las medidas de la otra

disminuyen o viceversa.

Analizar Variables: En esta accién pretendemos que el estudiante se cuestione e
identifique la razén por la cual las medidas de una magnitud cambian respecto a
otra y sea un factor determinante para comprender algunas caracteristicas de la
naturaleza de la variable. Se espera con la accién que los estudiantes observen
que a partir de los cambios que experimentan las medidas de una primera
magnitud, siempre se afectan las medidas de la segunda magnitud. Aqui Los
estudiantes deben llegar a comprender y explicar las caracteristicas de

dependencia e independencia que posee la variable como relacion funcional.

Hacemos la aclaracion que en esta accién no se va a mencionar por parte de los

docentes la palabra variable. Este analisis de las medidas en las magnitudes y
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las acciones de cada estudiante van a hacer que ellos se familiaricen con algunas

caracteristicas de la variable, sin actuar sobre su definicién o concepto.

Interiorizacion.

Esperamos que los estudiantes en las acciones Toma de Datos, Analizar
Magnitudes, Tabular y Graficar desarrollen un nivel accion (propuesto en la Teoria
APOE) del concepto de variable, esto sera evidenciado cuando adquieran una
leve idea de cambio. Posteriormente en la accién Analizar Magnitudes,
esperamos que los estudiantes con sus explicaciones del comportamiento de las
medidas de las magnitudes y su correlacién directa o inversa, formen una

concepcion accion (propuesto en la Teoria APOE) del concepto.

La dependencia de lo especifico 0 acciones especificas repetitivas sin reflexionar
en ellas, hacen que los estudiantes asimilen una leve idea de cambio, pero sélo
estarian enfocados en acciones especificas que dan muy poco aporte al
acercamiento del concepto de variable. Como la idea es pasar de esas acciones
especificas a un proceso general, deseamos ir mas alla de una leve idea de
cambio, como lo pretendia Gémez (2007) en el analisis previo.  Cuando los
estudiantes interioricen las acciones en un proceso describiran caracteristicas de

la variable que estaran relacionadas con el contexto de cada situacion.

En la realizacion de acciones los estudiantes observaran que se cumplen para
algunos casos especificos presentados en las situaciones experimentales. Pero
en el momento en que los estudiantes reflexionen y cuestionen las acciones
especificas en el desarrollo de los talleres esperamos que formen un proceso
donde ya no ven casos especificos, sino adquieran un proceso general. En dicho
proceso pretendemos que los estudiantes ya no dependan de acciones

especificas.
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El proceso general que esperamos que interioricen los estudiantes, es una sefal
de que ellos han logrado poseer una concepcion proceso del concepto. Entonces
la pregunta es: ¢ Cual es la sefal evidente de que los estudiantes han interiorizado
las acciones en un proceso general, como evidencia de una concepcidn proceso

mas adecuado?

Una de estas evidencias la aportaran los estudiantes cuando la interiorizacion de
acciones les permita desarrollar razonamientos de cambio. Es decir, para nuestro
trabajo, esta no es solo la capacidad de percibir la idea de cambio sino también de
interiorizar en ella, siendo capaz de deducir la correlacion directa o inversa y las
caracteristicas de dependencia e independencia entre las medidas de dos
magnitudes. Esta evidencia dara aportes importantes para uno de nuestros
objetivos como lo es analizar el uso que el estudiante da a la variable a través del
disefio y ejecucion de actividades en el aula. En nuestro caso, el uso que
pretendemos que los estudiantes analicen es el de la variable como relacién

funcional.

Otra de las evidencias de la interiorizacion de acciones se dara cuando los
estudiantes durante el desarrollo de los talleres, busquen una posible
simbolizacién del fenbmeno observado en cada situacion experimental con ayuda
de las correspondientes tabulaciones, gréaficas y el analisis de datos y magnitudes.
Ahora bien, cuando en los respectivos talleres de cada situacion se refiere a una
posible expresion algebraica estamos conscientes de que los estudiantes tienen
pocas herramientas para modelar situaciones y no poseen conocimientos acerca
de aproximaciéon, correlacién lineal y estimacion. Sin embargo, nuestras
situaciones experimentales fueron disefiadas de tal manera que los estudiantes
logren visualizar el tipo de proporcibn que existe entre las magnitudes,

permitiendo asi que ellos se acerquen a una posible modelacion.
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Un posible camino que esperamos que sigan los estudiantes en la

descomposicion genética preliminar es:

Con la correspondencia uno a uno en la tabla de datos y una lectura coherente de
la representacion grafica, los estudiantes expresaran la correlacion directa e
inversa y las caracteristicas de dependencia e independencia entre dos
magnitudes (razonamientos de cambio), seguidamente de una posible
simbolizacion del fendbmeno de cambio. Estos razonamientos y la simbolizacion
seran evidencias de una concepcion proceso que favorece la construccion del

concepto de variable.

5.2 DISENO Y ANALISIS A PRIORI DE LOS INSTRUMENTOS

A continuacion presentamos los elementos que hacen parte del disefio y

aplicacién de instrumentos.

Situaciones Experimentales: Nuestro disefio se basa fundamentalmente en
situaciones experimentales, las cuales fueron disefiadas para la obtencion de
evidencias, a favor o en contra de nuestra descomposicion genética preliminar del
concepto de variable. Estas situaciones en las cuales participaran los estudiantes
fueron disefiadas considerando fendmenos de variacion con dos factores
cambiantes, tales como el tiempo de desagle del agua a medida que aumenta de
diametro el orificio de desaglie de una serie de tapas en un embudo adaptable,
aumento del alargamiento de un resorte a medida que aumenta el peso de objetos
redondos y la disminucion del alargamiento de un resorte a medida que disminuye
el peso de objetos redondos. Las situaciones experimentales con dos factores
cambiantes tienen como objetivo, observar las percepciones de los estudiantes en

fendbmenos de cambio, para su posterior analisis, manipulacion y argumentacion.
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Talleres basados en las Situaciones Experimentales: En segundo lugar, en
nuestro disefio estan los talleres con preguntas claves basadas en las situaciones
experimentales, donde cada estudiante serd cuestionado y analizara los
fendbmenos de cambio en dichas situaciones. La Teoria APOE expresa que la
repeticion de acciones especificas (concepcion accion) al ser analizadas forma en
los estudiantes una interiorizacion (concepcion proceso). Por esta razoén los
talleres tendran algunas preguntas similares debido al objetivo comun de repetir
acciones e interiorizar para formar un proceso (descripcion de las acciones sin

necesidad de repetirlas).

Entrevistas Semi-estructuradas: Las entrevistas semi-estructuradas constan de
preguntas ya estructuradas pero a medida que se interactia con el estudiante y
segun sus respuestas se van adoptando nuevas preguntas. De estas entrevistas
podemos extraer datos y argumentos importantes sobre sus razonamientos a

medida que transcurre el desarrollo de los talleres.

Entonces, para nuestro trabajo pretendemos obtener informacién significativa que
nos permita corroborar nuestra descomposicibn genética preliminar.
Consideramos que tres talleres iniciales para cada situacion experimental y
entrevistas semi-estructuradas en algunos momentos del desarrollo de cada
actividad, son las herramientas que nos permitiran obtener tal informacién de los

estudiantes.

Se realizaran tres actividades, cada una de las cuales se distribuird en dos fases:

Primera fase: Observacion de la Situacion Experimental y

Toma de datos.

Segunda fase: Desarrollo del taller acompafiado de Entrevistas semi-

estructuradas.
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Se presenta a continuacion el andlisis a priori de las tres actividades.

El andlisis a priori de los talleres se basa en una descripcion de lo que
pretendemos que los estudiantes contesten en cada una de las preguntas. El
desarrollo que presenten los estudiantes de los talleres permitird identificar las
habilidades que han adquirido en sus clases de matematicas, para asi poder
constatar las acciones de nuestra descomposicion genética preliminar del
concepto de variable: Tabular, Analizar Magnitudes, Graficar, Analizar
Comportamientos y Analizar Variables. Por lo anterior las descripciones de cada
taller se haran en términos de las acciones de la descomposicion genética.

Finalizando con el andlisis de cada taller en general.
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6. DISENO Y ANALISIS A PRIORI DE LAS SITUACIONES EXPERIMENTALES.

6.1 SITUACION EXPERIMENTAL |

“Tiempo de evacuacion del agua por un embudo respecto al diametro del orificio

de desaglie del mismo”.

Objetivo: Analizar el fenomeno de cambio de tiempo de evacuacion del agua de

un embudo respecto al diametro del orificio de desagie del mismo.

Las variables a observar: El tiempo del descenso del agua y el diametro del orificio
en cada tapa del embudo adaptable.

Instrumentos: Un embudo adaptable de separacion, cinco tapas de diferente
orificio de desagtie de menor a mayor didmetro respectivamente, un vaso, agua y

un cronémetro.

Procedimiento:

e Se le pide a cada estudiante que observe detenidamente lo que va a suceder
en el embudo adaptable (lleno de agua) con la primera tapa de orificio de
menor diametro y se le indica que observe la salida del agua hasta caer en el

vaso.

e Durante la salida del agua uno de los docentes registrara el tiempo con un
cronometro desde que sale el agua hasta que haya sido evacuada totalmente
del embudo.

75



e Este registro sera mostrado y dictado por los docentes a los estudiantes que lo

anotaran en una hoja de trabajo.

e Los docentes cambiaran la tapa del embudo con un orificio de mayor diametro,
donde también sera tomado el tiempo de desagtie por uno de los docentes y
asi sucesivamente con el resto de las tapas con orificio de menor a mayor

diametro.

e Estos datos posteriormente seran llevados como registros para el desarrollo
del taller.

Figura 4. Dibujo del embudo adaptable y las cinco tapas de diferente didmetro

(Situacion experimental 1).

6.1.1 Taller I: Descripcion y analisis:

Objetivo: Analizar el comportamiento del tiempo de evacuacién del agua de un
embudo respecto al diametro del orificio de desagiile, como una relacion de dos

magnitudes inversamente correlacionadas.

Descripcién basada en las acciones: Toma de Datos, Analizar Magnitudes,

Tabular, Graficar, Analizar Comportamientos y Analizar variables.
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Pregunta 1: ¢Cudles son las magnitudes fisicas que intervienen en la situacion

experimental?

Toma de Datos: En la situacion experimental cada estudiante en una hoja de
trabajo registrara el tiempo de desagiie del agua del embudo donde fueron
adaptadas tapas con orificios de diferentes diametros. Este tiempo es tomado por
uno de los docentes con crondémetro en mano. Los valores de esta magnitud
seran analizados en esta pregunta ya que por obvias razones estos valores
representan una de las magnitudes que entran en juego para el desarrollo del

taller.

Analizar Magnitudes: En el primer punto, aunque parece una pregunta sencilla,
identificar magnitudes dentro de un problema, creemos serd una dificultad en
algunos de los estudiantes. En esta pregunta, esperamos que los estudiantes
escriban todas las magnitudes que ellos crean que observaron en la situacion

experimental.

Los estudiantes deberan identificar que el diametro del orificio de cada tapa del
embudo adaptable necesariamente tuvo que sufrir alguna modificacion, ya que el
nivel de agua es el mismo en el embudo cuando se le cambiaron sucesivamente
las cinco tapas, pero en cada momento el tiempo de evacuacion del agua va a ser
menor y la velocidad de desaglie va aumentar. Aqui los estudiantes observaran
que el tiempo serd cada vez menor cuando la tapa con orificios de diferente
diametro se cambia. Lo anterior los llevara a analizar que las magnitudes en
juego son: el diametro del orificio de desaguie de las tapas del embudo cuyas
medidas estaran dadas en centimetros, y el tiempo de desagle cuyas medidas

estaran dadas en segundos.
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Esperamos que los estudiantes desprecien la magnitud velocidad del agua al
momento del desagilie, argumentando que ésta no influye para el desarrollo del

taller.

Pregunta 2: Completa la tabla de datos segun lo observado en la situacion

experimental.

Tabla 1. Modelo de la tabla de datos de la segunda pregunta del Taller 1.

Didmetro del orificio Primer Segundo Tercer Cuarto Quinto
de desagie diametro diametro diametro diametro diametro
Tiempo de

evacuacion del

agua

Tabular: En nuestra segunda pregunta, los estudiantes completaran los datos
obtenidos del tiempo de desaglie en cada uno de los embudos de la situacion

experimental junto a los datos del diametro de orificio de las tapas.

Gracias a los datos registrados pretendemos que cada estudiante observe la
correspondencia uno a uno de los datos y forme una leve idea de cambio en cada
registro. Aqui se especificara por parte de los docentes que el diametro del orificio
de desagle estar4 dado en milimetros y el tiempo de evacuacién del agua en

segundos.
Pregunta 3: Representa graficamente las magnitudes observadas.
Graficar: En nuestra tercera pregunta, esperamos que los estudiantes grafiquen en

la hoja de trabajo los puntos (parejas ordenadas) de los datos obtenidos en la

tabulacion y que la correspondiente nube de puntos se acerque a una curva. Aqui
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nos interesa la lectura coherente que hagan de los datos en la gréafica, con la cual

puedan observar el comportamiento de las magnitudes.

Los estudiantes tendran que proponer un plano cartesiano y ubicar los puntos en
este. Ellos observaran el comportamiento de las medidas de las magnitudes en la
grafica como base para resolver las acciones subsiguientes, ya que pretendemos
gue la representacion en el plano muestre a cada estudiante la correlacion inversa
entre las medidas de la magnitud tiempo de desagie y diametro del orificio de las

tapas.

Pregunta 4 ¢Qué sucede al hacer cada vez mas grande el orificio de salida del

agua? ¢ Como relacionas el comportamiento de estas magnitudes?

Analizar Comportamientos: En nuestra pregunta 4, los estudiantes observaran
tanto la tabla de datos como la grafica en el plano cartesiano. Al responder la
pregunta pretendemos que los estudiantes se den cuenta de la relacion que existe
entre las medidas de las dos magnitudes a medida que estas cambian. De
acuerdo a lo observado en la situacién experimental, el estudiante debe analizar
que a medida que aumenta el diametro del orificio de desagle de las tapas, va
disminuyendo el tiempo de desagtie y también identificar factores externos como
el aumento de la velocidad del agua al tener mas espacio para caer. Esperamos
también, que esta observacién lleve a los estudiantes a identificar un tipo de
relacion entre las magnitudes, que en este caso sera una correlacion inversa y a
analizar que si las medidas de una magnitud aumentan, las medidas de la otra

disminuyen.
Pregunta 5: Al observar el comportamiento de las magnitudes y su variacion, ¢queée

puedes concluir de la variacién en las medidas de las magnitudes cada una por

aparte?
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Analizar Variables: Se espera que los estudiantes al haber analizado la relacién
entre las magnitudes tiempo de desagle y diametro del orificio de desagué del
embudo, comprendan la naturaleza cambiante que posee la variable. Aqui
pretendemos que los estudiantes analicen las caracteristicas de dependencia e
independencia que posee la variable la cual se profundizar4 cuando se estén

realizando las actividades subsiguientes.

Pregunta 6: Con lo observado en la grafica, construye una posible expresion

algebraica que modele la situacion experimental.

(Hacemos una aclaracion al poner el término expresion algebraica. Los
estudiantes han estudiado problemas en sus respectivas clases de algebra donde
modelan algun contexto en una expresion funcional, sin haber estudiado de una
manera formal el término funcidn, sino que utilizan términos como expresion

algebraica, para poco a poco ir desarrollando las caracteristicas de la funcién).

Interiorizacion: Los estudiantes al haber analizado el comportamiento de las
medidas de las magnitudes tiempo de desagie y diametro del orificio de desagile
como una correlacion inversa y al dar explicaciones de las caracteristicas de
dependencia e independencia que posee la variable, daran un segundo paso que
es la simbolizacibn en una expresion algebraica de lo visto en la situacién

experimental.

Cuando nos referimos a una posible expresion algebraica estamos conscientes de
que los estudiantes tienen pocas herramientas para modelar situaciones. Sin
embargo, nuestras situaciones experimentales fueron disefiadas de tal manera
que los estudiantes logren visualizar el tipo de proporcion que existe entre las
magnitudes y asi, a partir de esta, puedan llegar a una posible generalizacion del
fenbmeno de cambio. De esta manera se espera que los estudiantes observen

que la correlacion inversa que existe entre las medidas de las dos magnitudes se
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puede generalizar cuando encuentran que el producto entre dichas medidas

siempre se aproxima a una constante.

6.1.2 Andlisis tedrico del Taller N°1. Elementos de la descomposicion genética.

En el desarrollo de esta situacién experimental y del taller, el fendmeno de cambio
a observar es la disminucion del tiempo de desagle del agua debido al aumento
del diametro en los orificios de cada tapa en el embudo adaptable. Puesto que
segun Dubinsky & McDonald (2001, p. 276): “el conocimiento matematico de un
individuo es su tendencia a responder a las situaciones matematicas
problematicas en un contexto social’”, vamos a observar en la situacion
experimental del embudo de qué forma los estudiantes analizan fenbmenos de
cambio en un contexto no matematico, esto nos permitira ver como el estudiante

se expresa antes de trabajar con nimeros y letras como variables.

Trigueros (2005) plantea: “Una descomposicion genética parte del analisis de las
construcciones mentales que el sujeto hace conforme aprende el concepto
matematico en términos de lo que es observable” (p.8). En este sentido lo
observable por los estudiantes es el fendbmeno de cambio que después de ser
expresado en un lenguaje no matematico, pasa a ser formalizado en un lenguaje

matematico con ayuda de la interiorizacion propuesta.

Segun la teoria APOE, “la construccion del conocimiento matemético pasa por tres
etapas basicas o construcciones mentales: accion, proceso y objeto” (Trigueros,
2005, p. 7). Esta Teoria propone una construccion, o modelo, de la manera en
gue se construyen o aprenden conceptos matematicos por medio de estas etapas

0 construcciones mentales.

En nuestro experimento del embudo la construccion accion y proceso son la ayuda

para profundizar en la observacion del fendmeno de cambio.
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Concepcion accién: Vamos a analizar en esta actividad las construcciones
mentales de accion y proceso propuestas por la Teoria APOE, para esto
empezaremos por las acciones vistas y descritas anteriormente en este andlisis:
Toma de Datos, Analizar Magnitudes, Tabular, Graficar, Analizar
Comportamientos y Analizar Variables. En la descripcibn hecha en el taller
expresamos como pretendemos que los estudiantes realicen estas acciones al

contestar cada una de las preguntas del taller.

La Teoria APOE propone: “... la conciencia de acciones actuando en ellas para
separarlas o unirlas provee informacion, e insertar esta informacién en un marco
intelectual reorganizado en un nivel superior hace que este mecanismo se active a
través de acciones fisicas generales que el sujeto hace sobre el objeto de
conocimiento, formando un nivel accién” (Trigueros, 2005, p. 7). Por consiguiente
las acciones Toma de Datos, Analizar Magnitudes, Tabular y Graficar en la
situacion experimental del embudo provee informacién gracias a los datos
registrados en la hoja de trabajo que posteriormente son llevados y reorganizados
en la tabla de datos. Al realizar estas acciones los estudiantes deben notar una
leve idea de cambio al analizar las magnitudes, y esta leve idea de cambio es la

evidencia de nuestro nivel accién en los estudiantes.

En nuestra accién Graficar, segin sus conocimientos previos en clases de
matematicas nos interesa que los estudiantes propongan una representacion
grafica en un plano cartesiano, de lo contrario se presentarian algunas dificultades
para ver en un plano bidimensional el comportamiento de las medidas de las
magnitudes tomadas de la situacién experimental del embudo. Es muy comun ver
graficas cuando dos variables tienen una correlacion directa, pero en nuestra
experiencia como docentes hay cierta dificultad cuando dos variables tienen una

correlaciéon inversa.
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Figura 5. Ejemplo de una gréfica de correlacion inversa.

La correlacion inversa se da cuando al aumentar las medidas de una magnitud las
medidas de la otra disminuyen y la nube de puntos se agrupa cerca de alguna
curva, es decir, si los puntos no se distribuyen alrededor de una recta, diremos
que no hay una correlacion lineal y la grafica no acercara a una recta. Ahora bien,
en estos grados de escolaridad los estudiantes no han tenido un estudio formal de
gréficas de funciones, ni mucho menos de aproximaciones lineales, es por esto
gue nos interesa que los estudiantes con su nube de puntos hagan una lectura
coherente de los datos y no necesariamente una exacta representacion grafica.
Aun asi pretendemos que si los estudiantes localizan la nube de puntos,
esperamos que esta nube se acerque a una curva que represente una correlacion

inversa.

Las acciones: Toma de Datos, Analizar Magnitudes, Tabular y Graficar permitiran
al estudiante observar la correlacion inversa entre las magnitudes tiempo de

desagie del agua y diametro del orificio de las tapas del embudo adaptable.

Concepcidn proceso: Un estudiante posee una concepcion accion de un concepto
determinado si su entendimiento esta limitado por la realizacion de acciones

especificas. Por esta razbn no nos interesa Unicamente que los estudiantes
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tengan una leve idea de cambio, que es nuestra sefial de evidencias de nivel
accion y parte de la concepcion-accion, sino que logren profundizar en ella y
explicar con sus propias palabras del porqué del cambio de las medidas de la
magnitud tiempo de desagiie del agua cuando el diametro del orificio de las tapas

va aumentando.

Segun la Teoria APOE “decimos que el individuo posee una concepcidén proceso
del concepto cuando puede reflexionar sobre el concepto, sin seguir realizando
acciones especificas sobre él”. (Roa-Fuentes, 2008; p.25). Podemos decir que el
estudiante habra comprendido el propdsito de las acciones, y las ha interiorizado
en un proceso cuando reflexionen y expliguen con sus propias palabras la
correlacion inversa entre el tiempo de desaglie del agua y el diametro de orificio
de cada tapa; y que ademas puedan describir las caracteristicas de dependencia e

independencia que posee la variable como relacion funcional.

Las primeras explicaciones del fenébmeno de cambio, las llamaremos
razonamientos de cambio, estos seran profundizados en el analisis de nuestro
altimo taller, por lo que estos razonamientos junto a la simbolizacion de cada
fendbmeno de cambio en las situaciones experimentales son las evidencias del

proceso que favorecera la construccion del concepto de variable.

Los miembros del Grupo RUMEC sefialan: “con una concepcion-proceso un
individuo puede programar un algoritmo logrado gracias a la interiorizacion de
acciones en un proceso, ya que con una formula explicita pueden comprobar las
propiedades que les interesan”. Revista Latinoamericana de Investigacion en
Matematicas Educativa (2010) 13 (1): 89-112. En esta actividad, nos interesa que
los estudiantes hagan una simbolizacion (expresion algebraica) que modele el
fenbmeno de cambio visto en la situacion experimental del embudo, al lograr esto
decimos que el estudiante ha interiorizado las acciones y posee una concepcion-

proceso.
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6.2 SITUACION EXPERIMENTAL II

“Alargamiento de un resorte respecto al aumento del peso de objetos redondos”

Objetivo. Analizar el fendmeno de cambio de alargamiento de un resorte respecto
al aumento de peso de objetos redondos de menor a mayor tamafio.

Las variables a observar: Alargamiento de un resorte y el peso de objetos

redondos.
Instrumentos: Un artefacto construido en forma de una balanza graduada, cuatro
objetos redondos de menor a mayor peso y menor a mayor tamafio, una hoja de

trabajo para registrar las medidas tomadas por el artefacto.

Procedimiento:

Al principio se presentan la balanza y los cuatro objetos redondos, después se

le proporciona a los estudiantes una hoja de trabajo.

e Se les indica que observen la balanza y registren el dato sefialado por la regla
de la balanza al poner en ella el primer objeto redondo de menor pesoy menor
tamano.

e Asi sucesivamente los estudiantes registraran los datos que sefiale la balanza
con los otros tres objetos redondos.

e Estos datos posteriormente seran llevados como registros para el desarrollo

del taller.
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Figura 6. Dibujo de la balanza y los cinco objetos redondos (Situacion
experimental 2).

6.2.1 Taller Il: Descripcion y analisis:

Objetivo: Analizar el comportamiento del alargamiento de un resorte respecto al
aumento del peso de objetos redondos.

Descripcién basada en las acciones: Toma de Datos, Analizar Magnitudes,

Tabular, Graficar, Analizar Comportamientos y Analizar variables.

Pregunta 1: ¢Cuales son las magnitudes fisicas que intervienen en la situacion

experimental?

Toma de datos: En la observacion de la situacion experimental los estudiantes
obtendran los datos de valores de una magnitud, en este caso, el alargamiento del
resorte. Los datos seran trabajados por los estudiantes en el desarrollo del taller.
Cada estudiante sabra que una de las magnitudes a trabajar es el alargamiento
del resorte, el resto del taller los llevara a analizar las demas magnitudes que

entran en juego.
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Analizar Magnitudes: Los estudiantes analizaran las magnitudes que intervienen
en la situacion experimental de esta actividad, sabiendo de ante mano que el
alargamiento del resorte es una de ellas. Los estudiantes observaran que hay un
tamafo y peso diferentes para cada objeto redondo, y el alargamiento de un

resorte debido al peso de estos objetos.
En esta accidn esperamos que los estudiantes analicen que el peso de los objetos

redondos y el alargamiento del resorte son las magnitudes que nos interesan y el

tamafio sélo es un factor externo que no interviene en el desarrollo del taller.

Pregunta 2: Completa la tabla de datos segun lo observado en la situacion

experimental.

Tabla 2. Modelo de la tabla de datos de la segunda pregunta del Taller 2.

Peso del objeto Primer Segundo Tercer Cuarto

Redondo peso peso peso peso

Alargamiento del

resorte

Tabular: Los estudiantes observaran el cambio de la medida de la balanza cuando
se van poniendo los objetos redondos de menor a mayor peso en el resorte. En la
correspondiente situacion experimental los estudiantes van a estar pendientes de
tomar la medida de cada uno de los pesos en la hoja de trabajo. Después de
hacer el andlisis de las medidas de las magnitudes, los estudiantes registraran los
datos de la hoja de trabajo en la tabla mostrada en la pregunta dos.

Debido a la correspondencia uno a uno de los datos en la tabla, los estudiantes

observaran que entre mayor es el peso del objeto redondo mayor sera la el
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alargamiento del resorte. Lo anterior llevara a los estudiantes a asimilar una leve
idea de cambio que nos proporcionara una base importante para la accion

subsiguiente.

Pregunta 3: Representa graficamente las magnitudes observadas.

Graficar: En la tercera pregunta se espera que las parejas ordenadas de los
datos obtenidos en la tabulacién sean ubicados por los estudiantes en un plano
cartesiano propuesto por ellos mismos. Seguidamente se espera que la nube de
puntos representada por los estudiantes se acerque a una recta. Los puntos
ubicados en el plano mostraran evidencia de los cambios presentados en las

medidas de estas magnitudes.

Pregunta 4 ¢ Qué ocurre cuando el peso de los objetos redondos va en aumento?

¢, Como relacionas el comportamiento de estas magnitudes?

Analizar Comportamientos: Para esta pregunta los estudiantes analizaran que a
medida que aumenta el peso de los objetos redondos, también va aumentando el
alargamiento del resorte. Lo anterior debido a lo que observaran en la tabla de
datos y la representacion gréfica de las magnitudes peso de objetos redondos y
alargamiento de un resorte. Los estudiantes expresaran con sus propias palabras
que la relacién en el comportamiento entre las medidas de las magnitudes sera la

de una correlacion directa.
Esperamos que los estudiantes no tengan en cuenta el factor externo como lo es

el aumento del tamafio de los objetos redondos, ya que esta magnitud no

necesariamente es determinante en el peso de estos objetos.
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Pregunta 5: Al observar el comportamiento de las magnitudes y su variacién, ¢qué
puedes concluir de la variacion en las medidas de las magnitudes cada una por

aparte?

Analizar Variables: Se espera en esta pregunta que el estudiante haya formado y
profundizado ideas de cambio como parte fundamental de la naturaleza de la
variable. Esperamos que debido al desarrollo del primer taller los estudiantes
puedan analizar facilmente las caracteristicas de dependencia e independencia
que posee la variable, en este caso, entre las magnitudes peso de objetos
redondos y alargamiento de un resorte.

Pregunta 6: Con lo observado en la gréafica, construye una posible expresion

algebraica que modele la situacion experimental.

Interiorizacion: El estudiante pasara a construir una posible modelacion del
fenbmeno de cambio visto en la situacion experimental donde se observaran las
magnitudes peso de objetos redondos y alargamiento de un resorte. Ahora bien,
esperamos que los estudiantes realicen una adecuada formacion de esta
expresion algebraica modelando la situacién experimental observada con ayuda
de la tabulacion y grafica. La simbolizacién nos permitira recolectar evidencias de

una interiorizacion de acciones en los estudiantes.

Aunque los estudiantes tienen pocas herramientas para modelar situaciones.
Esta actividad se diseid con el fin de que puedan llegar a una posible
generalizacion del fenbmeno de cambio. Aqui esperamos que los estudiantes
observen que la correlacion directa que existe entre las medidas de las dos
magnitudes se puede generalizar cuando encuentran que el cociente entre dichas

medidas siempre sera una constante.
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6.2.2 Andlisis tedrico del Taller N°2. Elementos de la descomposicion genética.

En el desarrollo de esta situacion experimental y del taller, el fenbmeno de cambio
a observar es el aumento del alargamiento de un resorte cuando aumenta el peso

de objetos redondos de menor a mayor tamafo.

Concepcion — accién: Las acciones a observar en esta actividad son: Toma de
Datos, Analizar Magnitudes, Tabular, Graficar, Analizar Comportamientos y

Analizar Variables.

En cada una de las preguntas del taller se hizo una descripcion de lo que
esperamos que los estudiantes respondan con base a las acciones de la

descomposicion genética.

La piedra angular mas importante para formar un proceso general que favorezca
la construccion del concepto de variable para nuestro trabajo es la accion. Asiala y
otros (1996) expresan: “la comprensién de un concepto mateméatico se origina
mediante la manipulacion de objetos fisicos 0 mentales previamente construidos
para formar acciones”. Ahora, “Una accion se equipara con cualquier operacion

mental o fisica repetible” (Meel, 2003).

Las acciones en esta actividad Toma de Datos, Analizar Magnitudes y Tabular,
adquieren un sentido repetitivo respecto a la actividad anterior del embudo, ya que
en estas acciones los estudiantes tendran un mayor cuidado en las respuestas del
taller. La manipulacién de objetos mentales antes construidos hara que los
estudiantes tengan un antecedente importante para el analisis del fenomeno de

cambio en esta actividad.

Segun la Teoria APOE: “si una persona solo puede resolver problemas haciendo

uso de las transformaciones (acciones), se dice que esta en nivel accidon”, pero
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en esta actividad esperamos que el nivel accion ya se pueda evidenciar a partir de
las acciones Toma de datos, Tabular y Graficar gracias a la actividad anterior. En
este punto y debido a las primeras acciones los estudiantes lograran deducir que
las magnitudes a observar son solo dos; peso de objetos redondos y el

alargamiento de un resorte.

Los estudiantes al tener las herramientas de la actividad anterior y la repeticién de
acciones como: Toma de Datos, Analizar Magnitudes y Tabular en este taller,

pretendemos que adquieran una concepcién-accion un poco mas profunda.

En las acciones Analizar Comportamientos y Analizar Variables, pretendemos que
para los estudiantes ahora sea mas sencillo describir la correlacion directa que
existe entre las magnitudes peso de objetos redondos y alargamiento de un
resorte. Por lo tanto puedan tener mas claras las caracteristicas de dependencia e

independencia entre las magnitudes.

Al igual que en la actividad anterior nos interesa que los estudiantes realicen una
adecuada representacion gréafica de los datos obtenidos en las magnitudes peso
de objetos redondos y alargamiento de un resorte.

Figura 7. Ejemplo de una grafica de correlacion directa.
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Una correlacion directa se da cuando al aumentar las medidas de una magnitud
las medidas de la otra también aumentan y la nube de puntos se distribuye cerca
de una recta. Si esto ocurre diremos que hay una correlacion lineal.  Por lo
anterior se espera que si los estudiantes localizan la nube de puntos y logran
unirlos entre si, se acerguen a una recta que represente una correlacion directa.
Sin embargo, hacemos relevancia en el interés que tenemos de que los
estudiantes hagan una lectura coherente de los datos y no precisamente en una

exacta representacion grafica que hagan de la situacion.

Concepcion — proceso: Con base en la grafica y en la tabulacion de los datos, los
estudiantes explicardn con sus propias palabras que el aumento en el
alargamiento del resorte depende del aumento del peso de objetos redondos, para
luego analizar las caracteristicas de dependencia e independencia que posee la
variable como relacion funcional. Estos argumentos junto a la posible
simbolizacién que los estudiantes hagan de la situacidon a través de una expresion
algebraica, serdn evidencias de una interiorizacion de las acciones en esta

actividad.

6.3 SITUACION EXPERIMENTAL Illl: “ALARGAMIENTO DE UN RESORTE

RESPECTO A LA DISMINUCION DEL PESO DE OBJETOS REDONDOS”

Obijetivo: Analizar el fendmeno de cambio de alargamiento de un resorte respecto

a la disminucion del peso de objetos redondos de menor a mayor tamafo.

Las variables a observar: Alargamiento de un resorte y el peso de objetos
redondos.

92



Instrumentos: Un artefacto construido en forma de una balanza graduada, cuatro
objetos redondos de mayor a menor peso y menor a mayor tamafio, una hoja de

trabajo para registrar las medidas tomadas por el artefacto.

Procedimiento:

e Al principio se presentan a los estudiantes la balanza y los cuatro objetos
redondos.

e Después se les proporciona una hoja de trabajo.

e Se les indica que observe la balanza y registre el dato sefialado por la regla de
la balanza al poner en ella el primer objeto redondo de mayor pesoy menor
tamarno.

e Asi sucesivamente los estudiantes anotaran los datos que sefale la balanza
con los otros tres objetos redondos.

e Estos datos posteriormente seran llevados como registros para el desarrollo

del taller.

Figura 8. Dibujo de la balanza y los cinco objetos redondos (Situacion
experimental 3).

§
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6.3.1 Taller lll: Descripcion y anélisis:

Objetivo: Analizar el comportamiento del alargamiento de un resorte respecto a la

disminucién del peso de objetos redondos.

Descripcion basada en las acciones: Toma de Datos, Analizar Magnitudes,

Tabular, Graficar, Analizar Comportamientos y Analizar variables.

Pregunta 1: ¢Cudles son las magnitudes fisicas que intervienen en la situacion

experimental?

Toma de datos: Los estudiantes en una hoja de trabajo registraran los datos de los
valores de la medida del alargamiento del resorte de la situacion experimental.
Los valores de esta magnitud seran trabajados por los estudiantes en el

desarrollo de las preguntas de este taller.

Analizar Magnitudes: Esperamos que los estudiantes identifiquen que el tamafio
de los objetos redondos es un factor externo y que esta magnitud no va estar
asociada en el desarrollo del taller. Debido a lo anterior concluiran que el peso de
un objeto no depende necesariamente del tamafio de éste. Ahora bien, los
estudiantes analizaran que el peso de cada objeto redondo influira en la medida
qgue sefale la balanza observando que las magnitudes a analizar en la actividad
de esta situacion experimental son las mismas que las de la actividad anterior; el

peso de los objetos redondos y el alargamiento del resorte.

Pregunta 2: Completa la tabla de datos segun lo observado en la situacion

experimental.
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Tabla 3. Modelo de la tabla de datos de la segunda pregunta del Taller 3.

Peso del objeto Primer Segundo Tercer Cuarto

Redondo peso peso peso peso

Alargamiento del resorte

Tabular: En esta pregunta la balanza indicara un cambio en la medida de las
magnitudes en el alargamiento del resorte, pero cada vez de menor longitud

debido a que el peso de los objetos redondos va disminuyendo.

Al igual que en las actividades anteriores los estudiantes tabulardn los datos
obtenidos, los cuales permitiran a los estudiantes observar importantes cambios
en las medidas de las magnitudes debido a la correspondencia uno a uno de
estos. Es en este punto donde se especificara por parte de los docentes que el
peso de los objetos redondos estara dado en gramos y el alargamiento del resorte

en centimetros.

Pregunta 3: Representa graficamente las magnitudes observadas.

Graficar: La representacion de las parejas ordenadas resultado de la recoleccién
de los datos de la situacién experimental, seran observados como parejas
ordenadas y ubicados como nube de puntos en un plano cartesiano propuesto por

cada estudiante.

Esperamos que esta nube de puntos se acerque a una recta y que los estudiantes
realicen un aporte importante al observar el comportamiento de la grafica. Los
estudiantes empezaran a formarse una explicacién del porqué del cambio de la
magnitud alargamiento del resorte cuando varia el peso de los objetos redondos,
que en este caso sera de mayor a menor peso, permitiéndoles analizar una

relacion entre las magnitudes presentadas.
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Pregunta 4: ¢(Qué ocurre cuando el peso de los objetos redondos disminuye

sucesivamente? ¢ Como relacionas el comportamiento de estas magnitudes?

Analizar Comportamientos: En esta pregunta pretendemos que los estudiantes
se den cuenta de la relacion que existe cuando cambian los valores de las
magnitudes y asi ellos logren analizar que cuando disminuye el peso de los

objetos redondos, también va disminuyendo el alargamiento del resorte.

Debido a la actividad anterior esperamos que los estudiantes no se confundan en
sus explicaciones a causa del tamafio de los objetos redondos, siendo éste soélo
es un factor externo que no tiene gran influencia. Por esta razon esperamos que
analicen las magnitudes que estan en juego y el tipo de relacion que hay entre
ellas, las cuales son: el peso de los objetos redondos y el alargamiento de un
resorte, que en este caso estan dadas bajo una correlacién directa.

En general, los estudiantes deberan observar que en este tipo de situaciones si las
medidas de una magnitud disminuyen, las medidas de la otra también

disminuyen.

Pregunta 5. Al observar el comportamiento de las magnitudes y su variacion,
¢,qué puedes concluir de la variacion en las medidas de las magnitudes cada una

por aparte?

Pregunta 6: ¢Necesariamente una magnitud debe depender de otra para su

variacion?
Analizar Variables: Al contestar la pregunta cinco esperamos que los estudiantes

analicen las caracteristicas de dependencia e independencia de una variable

como relacién funcional.
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En la pregunta seis pretendemos que los estudiantes identifiquen la razén por la
cual la magnitud alargamiento de un resorte cambia debido a que depende del

peso de objetos redondos.

Pregunta 7: Con lo observado en la grafica, construye una posible expresion

algebraica que modele la situacion experimental.

Interiorizacion: Cuando el estudiante ha comprendido la causa del cambio en las
magnitudes peso de objetos redondos y alargamiento de un resorte es un buen
indicio para nosotros que ha llegado a adquirir razonamientos de cambio,
mostrando como sefial mas clara que ha interiorizado cada una de las acciones al
responder la pregunta numero siete. La simbolizacion evidenciara la
interiorizacion de las acciones, ya que la expresion algebraica reflejara un
entendimiento mas claro de lo analizado en la tabla de datos, la grafica y la

realizacién de cada punto del taller.

Esta actividad también fue disefiada con el fin de que los estudiantes lograran una
posible modelacién del fendmeno de cambio. Aqui esperamos que los estudiantes
observen que la correlacién directa que existe entre las medidas de las dos
magnitudes se puede generalizar cuando encuentran que el cociente entre dichas

medidas siempre sera una constante.

6.3.2 Analisis tedrico del Taller N°3: Elementos de la descomposicion
genética. En el desarrollo de esta situacién experimental y del taller, el fenbmeno
de cambio a observar es la disminucion del alargamiento de un resorte cuando

disminuyen el peso de objetos redondos de menor a mayor tamario.

Concepcién — accion: En esta actividad los estudiantes estaran familiarizados con

cada una de las acciones de nuestra descomposicion genética gracias a las dos
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actividades anteriores; Toma de Datos, Analizar Magnitudes, Tabular, Graficar,
Analizar Comportamientos y Analizar Variables. En cada una de las preguntas del
taller se hizo una descripcion de lo que esperamos que los estudiantes respondan

con base a las acciones de la descomposicion genética.

Con este taller esperamos que las acciones sean algo mas profundas, con
respuestas mas formales para su posterior interiorizacion y formar asi los
razonamientos de cambio (argumentos en la explicacion de los fenbmenos de

cambio).

En estas actividades y en especial ésta Ultima, los estudiantes debido a las
acciones repetitivas construiran una concepcion-accion mas solida. Lo anterior
permitird la interpretacion, simbolizacion y la manipulacion de algunas

caracteristicas de la variable por parte de los estudiantes.

En la actividad anterior se prevé que no se presentaran complicaciones, puesto
que el aumento del alargamiento del resorte depende del aumento del peso de
los objetos redondos. En este caso el tamafio al tener una relacion directa con el
peso y el alargamiento del resorte creemos no confundira a los estudiantes. Sin
embargo, en esta actividad a medida que disminuyen el peso y el alargamiento del
resorte, aumenta el tamafio de los objetos. Por lo que esta relacién inversa puede
confundir a los estudiantes, pero esperamos que ellos logren despreciar la

magnitud tamafio y ver esto s6lo como un factor externo.
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Figura 9. Dibujo de la balanza y los cinco objetos redondos (Situacion

experimental 3).

La correlacion directa, en este caso, se da cuando al disminuir las medidas de una
magnitud las medidas de la otra también disminuyen. Debido a lo anterior
esperamos que la nube de puntos dibujada por los estudiantes en el plano se
distribuya cerca de una recta. Sin embargo, nuevamente aclaramos que nuestro
interés se centra en que los estudiantes hagan una lectura coherente de los datos

Yy N0 necesariamente una exacta representacion grafica de la situacion.

Figura 10. Ejemplo de una grafica de correlacién directa.
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En las acciones Analizar Comportamientos y Analizar Variables, esperamos que la
explicacion por parte de los estudiantes acerca de una correlacion directa y la
dependencia e independencia entre variables sea mas adecuada que en las
anteriores actividades. Estos argumentos son los que daran evidencias de las

acciones interiorizadas en razonamientos de cambio.

Concepcidn proceso: Los dos elementos claves que nos permitiran evidenciar en
los estudiantes la interiorizacién de las acciones son los Razonamientos de
cambio y la Simbolizacién del fendmeno de cambio visto en la situaciéon

experimental.

Razonamientos de cambio: Segun lo propuesto en nuestra descomposicion
genética preliminar, las acciones en conjunto con las habilidades y conocimientos
previos en el aula de clases permitiran la formacion de ideas intuitivas de cambio,
que al ser interiorizadas formaran en los estudiantes razonamientos de cambio.
Estos seran los argumentos expresados por los estudiantes al tratar de explicar
las preguntas cuatro, cinco y seis del taller. Por ejemplo, en la pregunta 4 ¢Qué
ocurre cuando el peso de los objetos redondos disminuye sucesivamente?
¢ Como relacionas el comportamiento de estas magnitudes?, pretendemos que
los estudiantes establezcan la relacion que existe a medida que cambian los

valores de las magnitudes.

En la pregunta 4 los estudiantes observaran que cuando disminuye el peso de los
objetos redondos, va disminuyendo el alargamiento del resorte. Los estudiantes
describiran con  sus propias palabras la explicacion del andlisis de los
comportamientos de las medidas de las magnitudes, en este caso una correlacion

directa.

Ahora en las preguntas 5 y 6 junto con la pregunta anterior. Al observar el

comportamiento de las magnitudes y su variacion, ¢qué puedes concluir de la
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variacion en las medidas de las magnitudes cada una por aparte?,
¢Necesariamente una magnitud debe depender de otra para su variacion?
Esperamos que las respuestas permitan a los estudiantes analizar las
caracteristicas de dependencia e independencia que posee la variable, y asi junto
con el andlisis de la correlacion directa entre las magnitudes aportar las evidencias

para nuestros objetivos.

Simbolizacion: En la simbolizacion esperamos que cada estudiante determine la
proporcion equivalente de las medidas. Ahora bien, esta misma proporcion se va
a dar en los datos de la actividad anterior, pues, el resorte que se va a utilizar en
ambas situaciones experimentales es el mismo. Con lo anterior pretendemos que
los estudiantes vean que la férmula planteada es igual a la anterior
independientemente de que los objetos redondos sean totalmente distintos en
masas y pesos. Pretendemos que los estudiantes observen esta formula como
una expresion general de todos los pesos de objetos redondos que se ubiquen en

el resorte.

6.4 DISENO Y DESCRIPCION DE LAS ENTREVISTAS SEMI-
ESTRUCTURADAS

Las entrevistas semi-estructuradas tienen como objetivo conocer el razonamiento
de los estudiantes que participaron en las actividades. Las entrevistas reforzaran
algunos puntos de los talleres, donde nos interesa saber como los estudiantes
resolvieron una determinada pregunta o que dudas quedaron y asi poder
profundizar un poco mas en el analisis de los razonamientos de cambio en los

estudiantes.

Se entrevistara a los estudiantes con un sistema de preguntas flexibles ya

estipuladas. Ahora bien, dependiendo del estudiante y de la pregunta, si se
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requieren hacer mas cuestionamientos a medida que avanza la conversacion, se
formularan nuevas preguntas que irdn ligadas a las respuestas del estudiante
seleccionado de acuerdo a la actividad o experimento en el que se esté
reflexionando. Se trata de que los estudiantes con sus propias palabras expresen

sus ideas referentes al tema que se esta tratando en el momento.

Para este fin se utilizara una grabadora donde se registrara cada respuesta.

Descripcion de las Preguntas de las Entrevistas semi-estructuradas:

e ¢ Por gqué ubicas los valores de la magnitud tiempo de evacuacién del agua
sobre el eje vertical? (se le sefiala con la mano al estudiante el eje vertical en

el posible plano dibujado por él).

e Sialguno de los estudiantes realizé una gréfica adecuada en cualquiera de las
actividades, sefialando con una flecha hacia donde sigue dirigiéndose las
medidas, se le preguntara ¢ Por qué dibujé una flecha sefialando hacia arriba
(abajo), en la representacion gréafica? (se le sefiala con la mano al estudiante la

grafica hecha por él).

Descripcion: Esperamos con las respuestas y formulacién de nuevas preguntas
reforzar la accion Graficar. En la conversacion con el estudiante o estudiantes
seleccionados por los docentes pretendemos enriquecer los datos obtenidos en
esta accion. Aqui queremos observar si los estudiantes empiezan a tener ideas
de generalizacién en los datos. De la misma manera pretendemos crear en los
estudiantes los primeros indicios de las caracteristicas de dependencia e
independencia que posee la variable como relacion funcional, al averiguar como y
por qué ubicaron las medidas de las magnitudes en los ejes del plano que el

estudiante seleccionado propusiera.
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e Al observar el comportamiento de las medidas de la magnitud que no

dependia de otra ¢ Qué puedes concluir?

e En esta actividad ¢Cual cree que es la magnitud independiente de esta

situacion experimental?

Descripcion: Pretendemos que en la conversacion que surja en estas preguntas
dependiendo del estudiante o estudiantes, profundizar en la accion Analizar
Variables, es decir, en la comprension de las caracteristicas de dependencia e

independencia que posee la variable como relacién funcional.

e (COmo lograste representar la relacion entre las dos magnitudes como una

expresion algebraica?

Descripcion: Los estudiantes al haber interiorizado las acciones de nuestra
descomposicion genética en cada una de las actividades y al haber formulado una
expresion algebraica, es decir, una modelacién de una situacion especifica
realizaran un proceso de algo especifico a una expresion general. Con esta
pregunta pretendemos reforzar nuevamente la accion Analizar Magnitudes vy
Analizar Variables, haciendo énfasis en como los estudiantes logran modelar la
expresion algebraica y por ende analizar las propiedades que posee la variable

como relacién funcional.
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7. OBSERVACION, ANALISIS Y VERIFICACION DE DATOS: ANALISIS A
POSTERIORI

Teniendo en cuenta las habilidades y conocimientos previos que tienen los
estudiantes y en conjunto con la busqueda de elementos, argumentos e ideas que
aportaran al fortalecimiento y corroboracion de nuestra descomposicion genética
preliminar aplicamos los talleres descritos en el capitulo anterior, basados en el
andlisis de los fendmenos de cambio presentados en tres situaciones

experimentales.

En esta actividad participaron cinco estudiantes del Instituto Técnico Superior
Damaso Zapata, tres del noveno grado y dos del octavo grado. Los estudiantes
de noveno grado fueron: Yibey Rodriguez, Miguel Rivera y Ana Rocio Quemba.
Los estudiantes de octavo grado fueron: Manuel Yesid Medina y Klizman Yair

Cardenas.

A través de las preguntas de los talleres buscamos conocer los argumentos de los
estudiantes y las simbolizaciones que hicieron acerca de los fendmenos de
cambio observados. Las situaciones experimentales, talleres y entrevistas
pretendian la interiorizaciébn de acciones propuestas a partir de nuestro marco
tedrico con respecto a la Teoria APOE. Las evidencias de esta interiorizacion
fueron los argumentos expresados por los estudiantes tales como razonamientos
de cambio y la posible simbolizacion que hicieron de los fenbmenos de cambio de

cada situacion.

Observamos en las respuestas y analisis de los estudiantes aportes importantes
para el cumplimiento de nuestro objetivo, pero como investigadores detallamos
algunos elementos que se pasaron por alto y que causaron dificultad a la hora de

expresar resultados mas exactos por parte de los estudiantes. Por ejemplo, una
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de estas dificultades se presentd en la situacion experimental del embudo, que
aunque fue adecuada para describir un fenémeno de cambio, se pudo observar
gue para los estudiantes, al momento de simbolizar exactamente dicho fenémeno,
no era suficiente tener claro Unicamente las propiedades de la proporcionalidad.

Por ejemplo:

En la respuesta de Yibey (noveno grado) a la pregunta: Con lo observado en la

grafica, construya una posible expresion algebraica que modele la situacion
experimental fue: (y = %, 30 = %, “‘comprobacion” para mi x = diametro, y=
tiempo). Se observa que Yibey solo tuvo en cuenta el primer dato del tiempo de
evacuacion del agua y diametro del orificio de desague, generalizando que como
los deméas productos se acercaban a 240 entonces asi deberia ser la expresion
algebraica. En esta parte del trabajo no se tuvo en cuenta el error, puesto que el
valor verdadero de cierta magnitud que se mide es siempre imposible de
determinar por las limitaciones tanto del operador como de los instrumentos de
medida. Toda medida va afectada de un error, también imposible de determinar,

pero cuyo valor podemos acotar dentro de unos margenes adecuados.

Debido a que en estos grados de escolaridad los conceptos de aproximacion
lineal y error no estan lo suficientemente claros, la dificultad en expresar una
modelacidén correcta del contexto de la situacion experimental no es adecuada.
Aun asi las posibles modelaciones de los estudiantes muestran el claro dominio de

otros conocimientos matematicos.

Precisamente el dominio de conocimientos matematicos previos y habilidades de
los estudiantes adquiridas en el aula, nos permitieron observar otro elemento que
no se tuvo en cuenta en la descomposicion genética preliminar, en los disefios de
los instrumentos, ni en el analisis a priori. Qué hubiese sucedido si los

estudiantes carecieran del manejo de las generalidades de la proporcionalidad y
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no hubiesen visto problemas algebraicos donde simbolizaban diversas

situaciones.

Este tipo de problemas vistos en clases de éalgebra tanto de octavo como de
noveno grado permitieron a los estudiantes tener conocimientos previos para la
representacion algebraica de los fendmenos de cambio vistos en cada situacion
experimental. De la misma forma se observé que los estudiantes tenian un leve
dominio tanto en tabular datos como en el dibujo de un plano cartesiano y en la
ubicacion de medidas sobre los ejes. Aunque algunas gréaficas fueron un poco
mas acertadas que otras, destacamos el conocimiento previo que tenian del dibujo

del plano y la localizacién de la nube de puntos en este.

Los conocimientos previos y las habilidades mateméticas de los estudiantes nos
permitieron analizar que las acciones de la descomposicion genética describen un
camino para hallar las explicaciones de los fendmenos de cambio, pero son
precisamente estos conocimientos y habilidades los que permiten a los
estudiantes desarrollar y dar resultados cercanos a lo que pretendiamos en
nuestro andlisis a priori. Es decir, las acciones de nuestra descomposicion
genética guiaron a los estudiantes con preguntas claves sobre los fendmenos de
cambio a la concepcidn proceso (interiorizacion de acciones), pero no se puede
decir que son precisamente estas acciones las que llevaron a los estudiantes a
desarrollar una concepcion proceso del concepto. Puesto que las acciones sélo
sefialaron el camino que permitieron a los estudiantes con sus conocimientos

previos y habilidades llegar a esta concepcion.
A continuacion se mostraran los aportes y dificultades mencionadas, a través de

los argumentos expresados por los estudiantes en las preguntas claves de los

talleres propuestos, junto al analisis a posteriori de cada situacion experimental.

106



7.1 ANALISIS A POSTERIORI: TIEMPO DE EVACUACION DEL AGUA EN UN
EMBUDO RESPECTO AL DIAMETRO DEL ORIFICIO DE DESAGUE DEL
MISMO

El objetivo del taller N°1 basado en esta situacion experimental es analizar el
comportamiento del tiempo de evacuacion del agua de un embudo respecto al
diametro del orificio de desagiie como una relacibn de dos magnitudes

inversamente correlacionadas.
Con base en lo observado en las respuestas y argumentos del taller por cada

estudiante vamos a organizar por cada pregunta las cinco respuestas dadas por

los cinco participantes en nuestra actividad.

Figura 11. Fotos tomadas en la situacion experimental 1.
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Continua figura 11...

Pregunta 1: ¢Cuales son las magnitudes fisicas que intervienen en la situacion

experimental?

Tabla 4. Resultados de la primera pregunta del Taller 1.

Estudiante

Respuesta

Yibey

(Noveno grado)

Hempo, ©elocidad | digmedro de la depa,

Miguel (Noveno

grado)

fmm, X}(M‘\%.’ Y Sv momento, m\{\c(o,godzamoho

Ana Rocio

(Noveno grado)

& QY ae

e\ oupl(0  de \A rolsg

Q™bio @& oisa

Manuel

(Octavo grado)

El diametro del onpicio de Ta Fapa gqiq salr el

¢Cudles son las magnitudes fisicas que intervienen en la situacién experimental?
La velocidad de sawda del aqua en cada embodo

Foe reaistivado por
gis v R ONRIC\O “ Yoo cada yez era mas
Completa la tabla de datos segfin lo observado en la situacién experimental. Gyonde

U%UO(

Klizman

(Octavo grado)

(o velygcrdad, ¢f //em/;&,
de la tapé.

o/ J//ama/fo

0//3/‘ oy [t

108



En esta pregunta se analizaron las acciones Toma de Datos y Analizar
Magnitudes. Segun la descripcion hecha en el andlisis a priori pretendiamos que
los estudiantes escribieran todas las magnitudes que observaron en la situacion
experimental. Aqui se puede observar que Yibey, Manuel y Klizman identificaron
las tres magnitudes involucradas en la situacion experimental; tiempo, velocidad y
diametro del orificio de las tapas, pero Ana Rocio y Miguel identificaron sélo una o
dos de las magnitudes. Los estudiantes observaron que la velocidad y el tiempo
variaban debido al cambio del diametro del orificio de desagtie en las tapas del
embudo adaptable, lo que fue la puerta de entrada para que ellos empezaran a
relacionar las dos magnitudes en las que estdbamos interesados; diametro del

orificio de desague y el tiempo de evacuaciéon del agua.

Pregunta 2: Completa la tabla de datos segun lo observado en la situacion

experimental.

En esta actividad se analizo la accion Tabular. Este punto fue el Unico que no
dependia exclusivamente de los estudiantes, ya que cada registro fue dado
adecuadamente por uno de los docentes. Creimos que fue prudente que las
medidas de los tiempos fuesen tomadas por uno de los docentes, esto para evitar
el mal uso que se le pudiese haber dado al cronémetro por parte de los
estudiantes y alterar significativamente la toma de los datos. Aun asi se les
mostrdé a cada estudiante el tiempo que registraba el cronometro durante cada
momento del experimento, analizando que al no tener en cuenta el error se iba a

producir dificultad en el momento de graficar y simbolizar.

Debido a que los datos fueron los mismos, cada estudiante registro los valores
correctamente en la tabla de datos presentada en el taller. Seguidamente fue
aclarado por los docentes que el diametro del orificio en cada tapa es dado en
milimetros y su escritura debia ser de la siguiente manera para evitar confusiones,

por ejemplo, 8 mm, lo mismo para el tiempo de evacuacion del agua que se
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representd de la siguiente manera 30 s, la medida de la magnitud se dio en

segundos.

Tabla 5. Resultados de la segunda pregunta del Taller 1.

Diametro del orificio Primer Segundo Tercer Cuarto Quinto

de desagie diametro diametro diametro diametro diametro
8 mm 9mm 10 mm 11 mm 12 mm

Tiempo de

evacuacion del agua 30s 269 s 23.8s 21.8s 20s

Al tabular los datos del tiempo de evacuacion del agua, los estudiantes se dieron
cuenta que en cada registro se observaba un importante cambio en la magnitud
tomada respecto a la magnitud dada por los docentes del didmetro del orificio de
desagiie. Este cambio que se logré observar en la tabla mostr6 a los estudiantes
una correspondencia uno a uno entre las medidas del diametro del orificio de
desagie y el tiempo de evacuacion del agua, la cual fue fundamental para que
ellos analizaran la proporcionalidad que se presentaba entre las magnitudes y dar
una posible simbolizacion de este fendmeno de cambio.

De acuerdo a nuestro andlisis a priori los estudiantes formarian hasta ese
momento un nivel accion, que seria profundizado a medida que fuesen
desarrollando las acciones subsiguientes, teniendo en cuenta que mas que las
acciones son los conocimientos previos y habilidades mateméaticas las que

permiten encontrar evidencias de este nivel accion.
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Pregunta 3: ¢ Representar graficamente las magnitudes observadas?

Tabla 6. Resultados de la tercera pregunta del Taller 1.

Estudiante Respuesta

Yibey
(Noveno grado)

Miguel (Noveno grado)
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Ana Rocio (Noveno

grado)

Manuel

(Octavo grado)

Klizman (Octavo grado) Tk I .'\:

En esta pregunta se analizo la accion Graficar. En la descripcion y analisis del

taller esperabamos que los estudiantes graficaran la nube de puntos (parejas
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ordenadas) de los datos obtenidos en la tabulacion, proponiendo un plano
cartesiano y ubicando en él dicha nube de puntos. En el analisis a priori
pretendiamos que los estudiantes realizaran una grafica de correlacion inversa

como la siguiente nube puntos y quizas una posible unién de estos:

Figura 12. Ejemplo de una grafica de correlacion inversa.

En primera instancia observamos que todos los estudiantes no tuvieron en cuenta
la proporcion correcta en la ubicacién de las medidas de las magnitudes sobre los
ejes. Un ejemplo es el caso de Miguel donde asigna la misma distancia entre 20
y 21.8, y, 23.8y 26.9 en el eje donde ubico el tiempo de evacuaciéon del agua y
por tal razén la nube de puntos que se deberia acercar a una curva, se acerca
mas a una recta. Aunque lo anterior no fue previsto en el analisis a priori, se
puede observar que las graficas son un aporte valioso porgue nos muestran que
los estudiantes tienen una idea de relacion entre las magnitudes diametro del
orificio de desague y tiempo de evacuacion del agua, y empiezan a formarse

argumentos de la correlacién inversa que hay entre dichas magnitudes.

Los estudiantes propusieron la idea de plano cartesiano y ubicaron las medidas de

las magnitudes sobre los ejes adecuados suponiendo que la magnitud tiempo de
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evacuacion del agua deberia ir sobre el eje vertical, ya que esta dependia de los
ajustes al didmetro del orificio de evacuacion del agua.

Esto se puede evidenciar en la siguiente entrevista realizada durante el desarrollo

de la actividad.

Entrevistador: ¢ Por qué ubicas los valores de la magnitud tiempo
de evacuacion del agua sobre el eje vertical? (se le sefiala con la
mano al estudiante el eje vertical en el plano dibujado por él).
Miguel: Porque son los valores que salen cuando se desocupa el
embudo.
Entrevistador: ¢y por qué no los ubicaste en el eje horizontal?
Miguel: Porgue en el horizontal van los valores que a uno le dan y
en el otro los que salen como por culpa de los que a uno le dieron,

pues, asi nos ha explicado la profesora.

Aungue la nube de puntos se asemeje a una recta, las gréficas de los estudiantes
Yibey, Miguel y Ana Rocio se acercaron en algunas caracteristicas a una gréfica
de correlacion inversa. En el caso de Manuel y Klizman, aungue no lograron una
adecuada ubicacion de las medidas de las magnitudes sobre el eje vertical, pues
las colocaron de mayor a menor, aun asi se logra evidenciar por medio de una
entrevista que trataron de hacer una lectura coherente de una correlacién inversa

entre las magnitudes.

Entrevistador: ¢ Por qué ubicas los valores de la magnitud tiempo
de evacuacion del agua sobre el eje vertical? (se le sefiala con la
mano al estudiante el eje vertical en el plano dibujado por ella).
Klizman: Porque son los tiempos que salen en cada ejercicio.

Entrevistador: ¢ Qué quieres decir con eso?
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Klizman: Pues,.., que esos tiempos son porque es lo que dura el

agua en salir cada vez que se cambia la tapa, y como son los que

se hallan van sobre ese eje.

Entrevistador: ¢Por qué ubicas los tiempos de mayor a menor en

el eje? (se le sefala con la mano al estudiante el eje vertical en el

plano dibujado por él).

Klizman: Ah porque los ejercicios me dieron primero el tiempo de

30 segundos y asi los voy poniendo de pa’ arriba.

Entrevistador: ¢ Explicame como analizas tu grafica?

Klizman: ¢ Cémo asi?

Entrevistador: ¢Es decir, qué sucede cuando los valores del eje

horizontal van cambiando? (se le sefala con la mano al

estudiante el eje horizontal en el plano dibujado por él).

Klizman: Ah porgue los ejercicios me dieron primero el tiempo de

30 segundos y asi los voy poniendo de pa’ arriba.

Entrevistador: ¢ Explicame de nuevo como analizas tu grafica?

Klizman: Ah, pues, que ahi se ve, si usted va subiendo, cada

aumento del orificio el tiempo es menos.

Entrevistador: y observando la grafica. Por qué haces un
diagrama de barras.

Klizman: Porque asi son los gréficos que estamos viendo en clase

de matematicas.

Frases como: “ahi se ve, si usted va subiendo, cada aumento del orificio el tiempo
es menos”, se puede observar que aunque la grafica hecha por Klizman no es
acertada segun los referentes matematicos, se evidencia que hace una lectura
coherente de los datos en expresar la correlacion inversa entre las medidas de las

magnitudes.
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En la siguiente grafica se muestra el movimiento de Klizman al explicar la

correlaciéon inversa.

Figura 13. Gréfica de las magnitudes dadas en la situacion experimental | hecha

por Klizman.
14%“—‘ vab 1 i |

[I.%ﬁji’— r TE T

Se observa también que Klizman presenta su grafica como un diagrama de
barras, esto debido a la influencia de sus Ultimas clases de matematicas
relacionadas con estadistica. Sin embargo, para nuestro trabajo no importa
necesariamente como se grafiqguen los datos en el plano cartesiano siempre y
cuando el estudiante haya dado una lectura coherente de estos. Aun asi los
resultados hubiesen sido mas completos y enriquecedores si los estudiantes en
sus representaciones graficas de nube de puntos se hubiesen acercado a una

curva.

Gracias a los conocimientos previos y habilidades de los estudiantes en realizar la
correspondencia uno a uno en las tablas de los talleres y las representaciones
graficas cercanas a una descripcion de la correlacion inversa entre las
magnitudes, permitieron que las primeras acciones hubiesen sido la base para las

acciones Analizar Comportamientos y Analizar Variables.
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Pregunta 4: ¢Qué sucede al hacer cada vez mas grande el orificio de salida del

agua? ¢ Como relacionas el comportamiento de estas magnitudes?

Tabla 7. Resultados de la cuarta pregunta del Taller 1.

Estudiante

Respuesta

Yibey
(Noveno
grado)

Miguel
(Noveno

grado)

Ana Rocio
(Noveno
grado)

Manuel
(Octavo
grado)

Klizman
(Octavo
grado)
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En esta pregunta se analizé la accidon Analizar Comportamientos. En nuestro
andlisis a priori pretendiamos que los estudiantes se dieran cuenta de la relacion
gue existe entre las dos magnitudes a medida que estas cambian. Lo anterior se
pudo evidenciar en las respuestas de la mayoria de los estudiantes como son los
casos de Yibey, Ana Rocio y Klizman, quienes escriben respectivamente: “La
relacion de las magnitudes es cuando el diametro de la tapa es mas grande que el
anterior, el tiempo es menos”; “a mayor tamafio del orificio menor es el tiempo de
salida del agua” y “...mientras si el orificio es mas pequefio, el agua tarda mas

tiempo en salir”.

En esta situacién experimental buscabamos que el estudiante expresara con sus
propias palabras que a medida que aumentan la medida del diametro del orificio
de desaglie del embudo, va disminuyendo la medida del tiempo de evacuacion del
agua. Aqui se logra observar que las expresiones escritas por los estudiantes se

aproximaron a la descripcion de esta relacion.

En el andlisis a priori también detallamos la posibilidad de que los estudiantes
analizaran factores externos como el aumento de la magnitud velocidad del agua
al tener mas espacio para caer. Segun los resultados de los estudiantes
observamos que algunos de ellos detallaron el factor externo magnitud velocidad.
Por ejemplo, Ana Rocio: “cuando se hacia mas grande el orificio salia méas rapido
el agua”; Manuel: “en cada tapa se expulsa cada vez mas rapida [el agua]”y

Klizman: “sucede que el agua va saliendo con mas velocidad”.

Lo que pretendiamos que los estudiantes argumentaran en esta pregunta se logro
alcanzar. Pues, los estudiantes observaron que en la correlacion directa de esta
situacion experimental si una magnitud aumenta la otra disminuye. Estas
expresiones son muy importantes para el desarrollo de nuestro trabajo, ya que las
explicaciones por parte de los estudiantes mostraron las primeras evidencias de

sus razonamientos de cambio. Estos razonamientos acerca del fendmeno de

118



cambio visto en esta situacién experimental fueron la base para detallar un poco

mas las explicaciones de las otras dos actividades.

Pregunta 5: ¢ Al observar el comportamiento de las magnitudes y su variacion, qué

puedes concluir de la variacion de las magnitudes cada una por aparte?

Tabla 8. Resultados de la quinta pregunta del Taller 1.

Estudiante Respuesta

Yibey
(Noveno

grado)

Miguel
(Noveno

grado)

Ana Rocio
(Noveno
grado)

Manuel
(Octavo
grado)

Klizman

V‘t hihan (awhi M@lg
414@,/) Wﬁ%ﬁ/’@ﬁﬂ"@g

(Octavo
grado)
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En esta pregunta se analizo la accion Analizar Variables. En las respuestas a esta
pregunta esperdbamos que los estudiantes comprendieran las caracteristicas de
dependencia e independencia entre dos variables sin mencionar la palabra
variable. Esta comprension se analiz6 cuando los estudiantes describieron el

cambio de las medidas de cada magnitud por aparte.

Por ejemplo, los estudiantes escriben: Miguel: “DIAMETRO: su diametro era mas
grande en cada tapa. TIEMPO: en sus diametros de cada uno, es mas corto el
tiempo”; Manuel: “DIAMETRO: los didmetros aumentaban en cada embudo.
TIEMPO: el tiempo disminuia cada vez que cambiaban el diametro de la tapa en el
embudo” y Klizman: “DIAMETRO: a medida que iban cambiando de ejercicio el
diametro de orificio iba aumentando. TIEMPO: Mientras el didmetro aumentaba

tardaba menos en Salir el agua”.

En las anteriores respuestas se puede observar que los estudiantes analizaron
primero la magnitud didmetro del orificio de desagle y expresaron que ésta
aumentaba a medida que trascurria la actividad, pero no relacionaron su cambio
debido a otro factor, es decir, la magnitud diametro era independiente de cualquier
otro cambio de magnitud. Es aqui cuando los estudiantes se acercan a la
comprension de la caracteristica de independencia que posee la variable. Por
ejemplo, Klizman comenta: “DIAMETRO: a medida que iban cambiando de

ejercicio el diametro de orificio iba aumentando.

Se observa también en las respuestas el analisis de la magnitud tiempo en
relacion al cambio que sufria la magnitud diametro del orificio de desague, dando
bases de la caracteristica de dependencia que posee la variable. Por ejemplo,
Manuel comenta: “TIEMPO: el tiempo disminuia cada vez que cambiaban el

diametro de la tapa en el embudo”.
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En el siguiente extracto de la entrevista de Klizman se aprecia con detalle

elementos que consideramos en nuestro analisis a priori.

Entrevistador: Al observar el comportamiento de las medidas
de la magnitud que no dependia de otra ¢Qué puedes
concluir?

Klizman: ...Pero, ¢se refiere al diametro?

Entrevistador: ¢ Crees que el diametro del orificio de cada tapa,
es la magnitud que no depende de otra?

Klizman: Ah, si claro. ElI diametro es la magnitud que no
depende de nada... El diametro ya estad porque las tapas ya
estan hechas. [Risas]Al menos que las pueda estirar mas.
Entrevistador: Entonces ¢ Cudl es la magnitud que depende de
otra?

Klizman: Pues,...En lo que estamos haciendo seria el tiempo
cuando sale el agua.

Entrevistador: ¢ Por qué?

Klizman: Porque cuando anotamos los tiempos dados, fueron
cambiando porque se le fue cambiando la tapa al embudo.
Entrevistador: Entonces ¢el tiempo cambia por la tapa del
embudo?

Klizman: Bueno, por el orificio que hay en la tapa de plastico.
Como anote en la pregunta el tiempo cambiaba si aumentaba
el didmetro de ese orificio en las tapas.

Entrevistador: ¢ El tiempo de evacuacion del agua siempre va a
variar?

Klizman: Claro. Creo, que si ustedes siguen poniendo tapas
con diametros cada vez mas grandes, me imagino que el

tiempo va ser menos si sigue cambiando de tapas.
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Entrevistador: Entonces, en conclusion ¢el tiempo de
evacuacion seria la magnitud dependiente y el diametro de
orificio de desague seria la magnitud independiente?

Klizman: ... Si... El diametro es la magnitud independiente
porque ya esta ahi, como dijimos no depende de nada y el
tiempo es la magnitud dependiente, porque como Vvimos

depende del cambio de las tapas.

Con lo observado en las respuestas de los estudiantes en el taller y la entrevista
podemos ver la forma de como empiezan a explicar el fenbmeno de cambio de la

situacion experimental del embudo.

Aqui los estudiantes reflexionaron y explicaron con sus propias palabras que la
disminucién del tiempo de desagle del agua depende del diametro de orificio de la
tapa y ademas siempre cuando una de las medidas de una de estas magnitudes
disminuye la otra aumenta; debido a esto y segun la Teoria APOE vy el andlisis a
priori de esta actividad, podemos decir que el estudiante ha comprendido el
propésito de las acciones y ha aportado a la asimilacibn de una concepcion-
proceso del concepto de variable, teniendo en cuenta que esto se logré gracias a

los conocimientos previos y habilidades de los estudiantes.

Pregunta 6: Con lo observado en la grafica, construya una posible expresion

algebraica que modele la situacion experimental.
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Tabla 9. Resultados de la sexta pregunta del Taller 1.

Estudiante Respuesta
Yibey s AG —
- 2 AO — e O = 20
(Noveno 9 % s, e | ey & .
grado) L "Compro@ e LS
\.‘ Po*iq o -” *’d§GmPT?D ]
. \/" —T.empo
Miguel
(Noveno
grado)
Ana Rocio R, . . L T S
(Noveno z .i 0\<\‘“€“0 4 ?Ockﬂ)oﬁw{\pb g i C\C\ o
grado) ¥ = Tetnbo. ==
< p & 7/
67 A
240
Manuel o[ | clidnheld el e
(Octavo : e U %
grado) T G
[ g dech T T —
Klizman ¥ ;
(Octavo /[/0; d/m 0 (UQ/‘?ZG gc/( a/ mu/v/fp/(m o/ //?W/o VA4 cz/
grado) daelro 205 ba s Jolt@40, y riga feas  vame s

@Va{tz,gﬁdo Ao ;a a alar NG (an ’[/dad 0/”OXfVM_cA Jd
B, e N AN |
T =140/ .

En esta pregunta se analizd la interiorizacion de las acciones de nuestra

descomposicion genética preliminar del concepto de variable. Aqui espardbamos
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que los estudiantes simbolizaran en una expresion algebraica el fendmeno de

cambio de la situacion experimental del embudo.

La complejidad para registrar datos precisos del tiempo de evacuacion por el
crondmetro del docente hizo que estos presentaran pequefias diferencias en la
proporcionalidad al momento de multiplicar cada tiempo de evacuacion del agua
por el diametro del orificio de desagiie. Lo anterior no se tuvo en cuenta en
nuestro analisis a priori, ya que el valor verdadero de cierta magnitud que se mide
es siempre imposible de determinar por las limitaciones tanto del operador como
de los instrumentos de medida. Toda medida va afectada de un error, también
imposible de determinar, pero cuyo valor podemos acotar dentro de unos
margenes adecuados. Sin embargo, nos interesaba que los estudiantes se
aproximaran a una posible modelacién de los datos, pero no se predijo cémo
harian para obviar estas diferencias en las medidas. Ahora bien, observamos en
los estudiantes un claro dominio de algunas de las generalidades de la
proporcionalidad, las cuales fueron de gran importancia para la simbolizacion en
una posible expresion algebraica no solo de esta situacion experimental sino
también de las actividades subsiguientes y del manejo de la formula para verificar
propiedades de generalizacion para cualquier medida del diametro. Esto es

evidente en las siguientes entrevistas hechas a los estudiantes Klizman y Yibey:

La respuesta de Klizman a la pregunta: Con lo observado en la gréfica, construya
una posible expresion algebraica que modele la situacion experimental fue: (Nos
dimos cuenta que al multiplicar el tiempo por el diAmetro nos va a dar cerca de
240, y mientras vamos avanzando nos va a dar una cantidad aproximada a 240,
T=240/d").

Entrevistador: ¢Como lograste representar la relacion entre las
dos magnitudes como una expresion algebraica?(sefialando con

la mano la expresion que el estudiante realiz0)
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Klizman: Me di cuenta de la proporcion entre las medidas al
multiplicar cada tiempo por el diametro, eso va a dar
aproximadamente 240. Y yo habia visto un ejercicio parecido en
clase y me guie por eso.

Entrevistador: Pero, ¢cdémo lograste deducir la expresion
T=240/d?

Klizman: Bueno, como le habia dicho la multiplicacion entre el
tiempo y didmetro es aproximadamente 240, si lo expreso con
incégnitas es: Txd=240. El diametro pasa a dividir y nos queda lo
que importa la T de tiempo.

Entrevistador: Y, ¢cémo sabes que T=240/d es la expresion
correcta?

Klizman: Ah, pues, facil, en la calculadora se pone 240 y lo divido
en los didmetros y nos da aproximadamente el tiempo que se
hallo.

Entrevistador: ¢Sera que esta férmula funcionard para cualquier
otro diametro?

Klizman: Me imagino que si,... Porque si lo probamos con varios y

funcioné.

La respuesta de Yibey a la pregunta: Con lo observado en la grafica, construya
una posible expresion algebraica que modele la situacién experimental fue: (

240 240 croy p . s .
y=—,30=—, comprobacion” para mi x = diametro, y= tiempo).

Entrevistador: ¢Como lograste representar la relacion entre las
dos magnitudes como una expresion algebraica? (sefialando con
la mano la expresion que la estudiante realiz0)

Yibey (noveno): Lo que observe,... Fue que... 240 divido en 8 me

da 30, y en el resto de las divisiones de 240 sobre cada diametro
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me da cerca a 240. Luego 240 sobre la x que es para mi el
diametro me dara siempre la y que es para mi el tiempo, y asi

creo que para todos los diametros que le meta.

. ., L, . 240
Para una posible modelacion de este fendmeno de cambio, y =0 fue la

expresion que la mayoria de los estudiantes propusieron. Esta expresion no es la
mas acertada por el grado de complejidad de la situacion, pues, se necesitaria
conceptos de aproximacion, error, precision, que en estos grados no se estudian
formalmente. Aun asi nos interes6 el manejo que tiene los estudiantes de la

proporcionalidad logrando deducir una posible modelacion del fenémeno.

En este punto también se analizé que debido a los conocimientos de la
correspondencia uno a uno en una tabla de datos, la representacion grafica y el
manejo de las generalidades de las proporciones, fueron los que permitieron con
la guia de las acciones acercarse a una concepcion proceso del concepto de
variable. Por lo que nuestra descomposicién genética preliminar, donde se habia
sefialado que las acciones llevarian a esta concepcion se complementa
Gnicamente si los estudiantes tienen habilidades y conocimientos previos, si no

fuera asi, la descomposicién seria inadecuada.

7.2 ANALISIS A POSTERIORI: ALARGAMIENTO DE UN RESORTE
RESPECTO AL AUMENTO DEL PESO DE OBJETOS REDONDOS DE MENOR
A MAYOR TAMANO

El objetivo del taller N°2 basado en esta situacion experimental es analizar el
comportamiento del alargamiento de un resorte respecto al aumento del peso de
objetos redondos como una relacion de dos magnitudes directamente

correlacionadas.
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Con base en lo observado en las respuestas y argumentos del taller por cada
estudiante vamos a organizar por cada pregunta las cinco respuestas dadas por

los cinco participantes en nuestra actividad.

Figura 14. Dibujo de la balanza y los cinco objetos redondos (Situacion

experimental 2).

-~ -
O
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Figura 15. Fotos tomadas en la situacion experimental 2.
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Pregunta 1: ¢Cudles son las magnitudes fisicas que intervienen en la situacion

experimental?

Tabla 10. Resultados de la primera pregunta del Taller 2.

Estudiante Respuesta

Yibey NOLO Lavn A ~ e Ao M

(Noveno ' bt
grado)

Miguel o
(Noveno

grado)

Ana Rocio
(Noveno AN \QAYQG ¢ OO |

grado) SR =50 6 5y B o Rl )

Manuel 1. ¢Cuéles son las magnitudes fisicas que intervienen en la situacién experimental?

(Octavo
grado)

(Octavo é/ 4 /g,'y Ve cle veiov /8’
grado) ‘

Klizman f/ /7(?/0 (5/5 /ﬂc/a /’5’/5'7Z a, 6'/ /ﬁw]a’h’f@ f/xj (ﬂ&/ﬁ

Y /0 /0//

En esta pregunta se analizaron las acciones: Toma de Datos y Analizar
Magnitudes. Con la pregunta se pretendia que los estudiantes anotaran todas las
magnitudes que creen que se observaron en la situacion experimental. Se pudo
observar en las respuestas que todos los estudiantes identificaron por lo menos
tres magnitudes en la situacion experimental, escritos tal vez con diferentes
nombres, pero coincidieron en que estas magnitudes observadas fueron: el peso

de los objetos redondos, el tamafio de los objetos redondos y el alargamiento del

resorte.
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Los estudiantes observaron que el alargamiento del resorte variaba debido al
cambio sucesivo de los objetos redondos puestos en la balanza. Lo anterior los
llevd poco a poco a analizar cuales magnitudes iban a entrar en juego en el

desarrollo del taller.

Pregunta 2: Completa la tabla de datos segun lo observado en la situacion

experimental.

Los datos obtenidos para esta situacion experimental fueron los mismos para los
talleres de cada estudiante, ya que uno de los docentes tomé cada una de las
medidas del alargamiento del resorte cuando puso los objetos redondos en la
balanza graduada. Cada estudiante registro los valores correctamente en la tabla

de datos presentada en el taller.

Fue explicado por los docentes que el alargamiento del resorte es dado en
centimetros y su escritura debia ser de la siguiente manera para evitar
confusiones 20 cm, lo mismo para el peso de los objetos redondos que se
representd de la siguiente manera 100 g, la medida de la magnitud se daba en

gramos.

Tabla 11. Resultados de la segunda pregunta del Taller 2.

Peso del objeto Primer Segundo Tercer Cuarto
Redondo peso peso peso peso
100 g 180 g 260 g 340 g
Alargamiento del resorte
20 cm 36cm 52cm 68 cm
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Los estudiantes observaron que en cada dato registrado se notaba un importante
cambio en la magnitud que fue tomada por uno de los docentes. Este cambio se
hizo sobresaliente cuando los estudiantes tabularon los datos de las dos

magnitudes y observaron la correspondencia uno a uno entre ellos.

En esta actividad la concepcion-accion ya se puede evidenciar a partir de la
primera accion, puesto que en el nivel accion, que es evidenciado por una leve
idea de cambio ya lo han reflejado los estudiantes sabiendo de ante mano que
sélo se analizaran dos magnitudes por el antecedente de la actividad anterior.

Pregunta 3: ¢ Representar graficamente las magnitudes observadas?

Tabla 12. Resultados de la tercera pregunta del Taller 2.

Estudiante Respuesta
Yibey } |
(Noveno grado) ¥ ' BE 5 {\ ¢
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En esta pregunta se analizo la accion Graficar. Los estudiantes se aproximaron a
una grafica de correlacion directa, aunque con el mismo error de la actividad
anterior en la ubicacion de las distancias de las medidas sobre los ejes. Aun asi la
lectura coherente de los datos permiti6 a los estudiantes analizar el

comportamiento de las medidas de las magnitudes.

Figura 16. Ejemplo de una gréafica de correlacion directa.
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La accion de algunos estudiantes muestra que la nube de puntos se acercé a una
recta. Aqui las gréficas son un aporte valioso porque reflejlan que los
estudiantes tienen una idea de relacion entre las magnitudes peso de objetos
redondos y alargamiento del resorte. Es en este punto donde ellos empiezan a
formarse argumentos de la correlacion directa que hay entre dichas magnitudes.
Las graficas que no se asemejan a una recta como las que presentan diagramas
de barras no son necesariamente inadecuadas, puesto que nos interesa la lectura
coherente que hacen los estudiantes de la correlacion directa de los datos que
presentan en sus graficas mas que la representacién exacta que podrian hacer de

ésta.

Al finalizar esta pregunta se vuelve a realizar una entrevista a uno de los

estudiantes acerca de su representacion gréfica.

Entrevistador: ¢ Por qué ubicas los valores de la magnitud peso de
objetos redondos sobre el eje horizontal? (se le sefiala con la
mano a la estudiante el eje horizontal en el plano dibujado por
ella).

Ana Rocio: Pues, yo creo que en ese eje debe ir. Pues, es la
primera magnitud.

Entrevistador: ¢Qué quieres decir con eso de que la magnitud
peso es la primera magnitud?

Ana Rocio: Si, la magnitud peso ya estaba,... Como cuando uno
toma los valores de “x” en una recta en la clase.

Entrevistador: ¢ De una recta?, me podrias explicar.

Ana Rocio: Bueno, uno hace una tablita parecida a la de la
segunda pregunta. Y se pone en los valores de “x” los que uno

quiera. Luego es la primera que ya esta. Las de “y” se hallan

cuando uno reemplaza en la formula que la profe da.
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Entrevistador: ¢Entonces a eso te refieres como la primera
magnitud?

Ana Rocio: Si claro, en clases vimos que la primera se pone en el
eje de abajito.

Entrevistador: ¢ El eje vertical?

Ana Rocio: Si, en ese.

En esta entrevista se pudo observar la razén por la que Ana ubico las medidas de
las magnitudes en los ejes correspondientes. Ahora bien, las gréaficas de Ana,
Manuel y Klizman no muestran una recta continua, hacen suponer saltos entre las
parejas ordenadas. Sin embargo, al no tener mecanizado este tipo de
representaciones, ellos entienden que hay una continuidad en los datos, lo cual se

refleja en las preguntas subsiguientes.

Pregunta 4: ¢ Qué ocurre cuando el peso de los objetos redondos va en aumento?

¢ Como relacionas el comportamiento de estas magnitudes?

Tabla 13. Resultados de la cuarta pregunta del Taller 2

Estudiante Respuesta

Yibey ( '
(Noveno "
grado) (

- 1 OEEVREE el ™Y T 1 LR

CUIITPUT TR T { \ g\0y "\ 1) A A
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En esta pregunta se analiz6 la accion Analizar Comportamientos. Pretendemos
qgue los estudiantes se den cuenta de la relacion entre las magnitudes peso de
objetos redondos y alargamiento de un resorte. Lo anterior se hace notorio en
todas las expresiones hechas por los estudiantes. Por ejemplo, Yibey comenta:
“cuando el peso del objeto redondo aumenta, el resorte se alarga mas” y Ana
Rocio comenta: “cuando el peso de la bolita aumenta el resorte que lo sostiene se
alarga”.

Con base en el andlisis y la descripcion de esta situacion experimental, cada
estudiante analizé que la relacion en el comportamiento entre las magnitudes
observadas fue de una correlacién directa. Aqui Los estudiantes observaron en

esta relacion que si una magnitud aumenta la otra también va en aumento. Por
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ejemplo, Klizman comenta: “cuando el objeto redondo va pesando mas, el resorte

va alargandose de acuerdo al peso del objeto redondo”.

En el andlisis a priori detallamos la posibilidad de que los estudiantes analizaran
factores externos como la magnitud tamafio de los objetos redondos. Aqui vemos
que los estudiantes no notaron este factor externo, debido a la correspondencia
directa entre el aumento del tamafio de objetos redondos a medida que aumenta
el peso de estos. Lo que no sucedio en el caso de la actividad anterior del
embudo, cuando los estudiantes mencionaron el factor externo velocidad del agua

en sus respuestas a la pregunta equivalente.

La Teoria APOE propone que la repeticion de acciones permite mejorar la
concepcion-accion del objeto en estudio y asi formar adecuadamente la
concepcion-proceso. Aqui se observar que no es sélo las acciones repetitivas que
acerca a los estudiantes a la concepcion accion, sino también los conocimientos
previos en problemas similares y habilidades adquiridas en clases de

matematicas.

Pregunta 5: ¢ Al observar el comportamiento de las magnitudes y su variacion, qué

puedes concluir de la variacion de las magnitudes cada una por separado?

Tabla 14. Resultados de la quinta pregunta del Taller 2.

Estudiante Respuesta
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En esta pregunta se analiz6 la accion Analizar Variables. Los estudiantes tenian
que hacer una descripcion de lo que sucedia con cada una de las magnitudes por
aparte, para asi analizar las caracteristicas de independencia y dependencia de la

variable.

Es notoria la confusion en el estudiante Miguel al analizar las magnitudes como
una relacién, pero se observa que Ana Rocio, Manuel y Klizman escriben: “PESO:
a medida que cambia las bolitas el peso va aumentando. ALARGAMIENTO: El
alargamiento también aumenta”; “PESO: al cambiar los objetos observe que
necesariamente cambiaba el peso de cada uno. ALARGAMIENTO: El resorte
aumenta cada vez que se cambi6 de objeto”; “PESO: mientras iban cambiando las
pelotas cada una iba pesando mas que la anterior. ALARGAMIENTO: Mientras las
pelotas pesaban mas, el resorte iba estirando mas que la anterior”
respectivamente. De esta manera se logra evidenciar un acercamiento al analisis
a priori de esta actividad.

Ahora bien, segun nuestro analisis a priori, observamos la comprension de la

caracteristica de la independencia de la variable en los estudiantes por medio de
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sus expresiones. Por ejemplo Ana Rocio escribe: “PESO: a medida que cambia
las bolitas el peso va aumentando”. Seguidamente también detallamos la
compresion de la caracteristica de la dependencia de la variable por los
estudiantes segun sus expresiones. Por ejemplo Manuel escribe:

“‘“ALARGAMIENTO: El resorte aumenta cada vez que se cambio de objeto”.

Se completé y se logré observar parte de lo que esperabamos en la siguiente

entrevista:

Entrevistador: Al observar el comportamiento de las medidas de
la magnitud que dependia de la otra magnitud ¢Qué puedes
concluir?

Manuel: ¢La que dependia de otra? ¢ Como asi?

Entrevistador: Si, ¢Cual magnitud cambiaba si la otra también
cambiaba?

Manuel: Ah ya, por supuesto, el aumento del resorte. El resorte se
estiraba mas dependiendo del objeto que se colocara.
Entrevistador: Entonces ¢ Cual es la magnitud que no depende de
otra, la magnitud independiente?

Manuel: Seria, entonces,... Logico, el peso, pues los objetos ya
tienen un peso cada uno, mientras que el resorte es igual

siempre, solo cambia cuando se pone diferentes objetos.
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Pregunta 6: Con lo observado en la gréafica, construya una posible expresion
algebraica que modele la situacion experimental.

Tabla 15. Resultados de la sexta pregunta del Taller 2

Estudiante

Respuesta

Yibey
(Noveno
grado)
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En esta pregunta se analizé la interiorizacion de las acciones propuestas en
nuestra descomposicion genética preliminar.  Aqui pretendiamos que los
estudiantes fueran confrontados a construir una posible modelacion del fenémeno
de cambio visto en la situacion experimental. Observamos que los estudiantes
realizaron una adecuada formacion de esta expresion algebraica, debido a la
proporcion similar de dividir cada peso del objeto redondo entre cinco lo cual daba

como resultado las medidas del alargamiento del resorte.

La expresion que coincidieron la mayoria fue: a = %, siendo a el alargamiento del

resorte y p el peso de objetos redondos. La Unica excepcidon fue la expresion

hecha por la estudiante Ana Rocio, donde realizd el siguiente procedimiento:

100x
20y

100x

=5- = 20y, lo cual daria x = y. Observamos que captaba la idea de

la proporcién que al dividir las medidas de los pesos por cinco daba las medidas
de los alargamientos del resorte, pero se confundio al tratar de representarlo en

una expresion algebraica.
Para obtener mas evidencias realizamos la siguiente entrevista:

La respuesta de Yibey a la pregunta fue: (Observé que al dividir el peso en 5 nos
p _ 100

da el alargamiento. Ej= A = < 20= - “comprobacion”).
Entrevistador: ¢COomo lograste representar la relacion entre las
dos magnitudes como una expresion algebraica? (sefialando con
la mano la expresion que la estudiante realiz0)
Yibey: ... S6lo observé que al dividir el peso de las pelotas en

cinco, siempre me iba a dar el alargamiento del resorte.

Entrevistador: ¢ Como lograste deducir la expresion A = E?

Yibey: Ah, facil si A es el alargamiento y P es el peso, entonces el

alargamiento es igual al peso sobre cinco.
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Entrevistador: ¢Como lograste representar esa division que viste
en las proporciones por medio de letras? (sefialando con la mano
la expresion que la estudiante realizo)

Yibey: No entiendo, ¢,cémo asi?

Entrevistador: Es decir, ¢cdmo supiste utilizar las letras para
hacer esa representacion algebraica?

Yibey: Ah ya, bueno en clase hemos visto mucho eso. Por
ejemplo, esos problemas, de por ejemplo, Juan tiene el doble de

la edad de Pedro, entonces uno pone J=2P.

Con base a la grafica y en la tabulacién de datos, los estudiantes explicaron con
sus propias palabras que el aumento en el alargamiento del resorte dependié del
aumento del peso de objetos redondos, comprendiendo una de las caracteristicas
de la variable como relaciéon funcional y su correlacion directa, cuando las
medidas de una de las magnitudes aumentan las medidas de la otra también

aumentan.

Observamos que gracias al manejo de algunas generalidades de la
proporcionalidad (observé que al dividir el peso de las pelotas en cinco, siempre
me iba a dar el alargamiento del resorte), y la representacion en letras de algunos
contextos (por ejemplo, Juan tiene el doble de la edad de Pedro, entonces uno
pone J=2P), los estudiantes lograron una posible modelacién del fenbmeno de
cambio en este contexto. Lo anterior evidencia que son estos conocimientos
previos lo que refuerzan la interiorizacion de acciones, que las acciones actuando

por si solas en los estudiantes.
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7.3 ANALISIS A POSTERIORI: ALARGAMIENTO DE UN RESORTE
RESPECTO A LA DISMINUCION DEL PESO DE OBJETOS REDONDOS DE
MENOR A MAYOR TAMANO

El objetivo del taller N°3 basado en esta situacion experimental es analizar el
comportamiento del alargamiento de un resorte respecto a la disminucién del peso
de objetos redondos como una relacibn de dos magnitudes directamente

correlacionadas.
Con base en lo observado en las respuestas y argumentos del taller por cada

estudiante, vamos a organizar por cada pregunta las cinco respuestas dadas por

los cinco participantes en nuestra actividad.

Figura 17. Dibujo de la balanza y los cinco objetos redondos (Situacion

experimental 3).
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Figura 18. Fotos tomadas en la situacion experimental 3.
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Pregunta 1: ¢Cudles son las magnitudes fisicas que intervienen en la situacion

experimental?

Tabla 16. Resultados de la primera pregunta del Taller 3.

Estudiante Respuesta

Yibey i v I ‘ e G

(Noveno PRiO , AQIqamieo, Yamg A ¢
grado) F h |

Miguel
\I Fi ! | . § | ~ ™ * A
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En esta pregunta se analiz las acciones Toma de Datos y Analizar Magnitudes.
La correcta identificaciéon de las magnitudes en la situacion experimental de la
disminucién del resorte da bases suficientes para que el estudiante pase de un
nivel accion a una concepcion-accion. Seguidamente se observé en los datos que
todos los estudiantes identificaron por lo menos tres magnitudes en la situacion
experimental, coincidiendo que estas magnitudes observadas fueron: el peso de
los objetos redondos, el tamafio de los objetos redondos y el alargamiento del
resorte. Hasta este momento la idea de cambio ya ha sido profundizada en los
estudiantes debido al desarrollo de las actividades anteriores y la identificacion

adecuada de las magnitudes en esta pregunta.
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Pregunta 2: Completa la tabla de datos segun lo observado en la situacion

experimental.

Al igual que la actividad anterior los datos obtenidos para esta situacion
experimental fueron los mismos para los talleres de cada estudiante. Los
docentes tomaron cada una de las medidas del alargamiento del resorte cuando
se pusieron los objetos redondos de menor peso y mayor tamafio sucesivamente
en la balanza graduada. Cada estudiante registro los valores correctamente en la
tabla de datos presentada del taller. Seguidamente fue explicado por los docentes
que el alargamiento del resorte es dado en centimetros y su escritura debia ser de
la siguiente manera para evitar confusiones 60 cm, lo mismo para el peso de los
objetos redondos que se represent6 de la siguiente manera 300 g, la medida de la

magnitud se daba en gramos.

Tabla 17. Resultados de la segunda pregunta del Taller 3.

Peso del objeto Primer Segundo Tercer Cuarto
Redondo peso peso peso peso
300 g 250 g 200 g 150 g
Alargamiento del resorte
60 cm 50 cm 40 cm 30 cm

La tabulacién de datos y la correspondencia uno a uno de estos, da argumentos a
los estudiantes para analizar de antemano las acciones subsiguientes sin
necesidad de haber actuado en ellas. De acuerdo con la Teoria APOE: “si una
persona so6lo puede resolver problemas haciendo uso de las transformaciones

(acciones), se dice que esta en nivel accion”, pero los estudiantes en este
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momento mostraron mas allad de un nivel accion, pues, ellos dieron respuesta a
esta pregunta en muy poco tiempo evidenciando un claro dominio en esta accion
como en la anterior de Analizar Magnitudes. Las respuestas a esta pregunta y la

anterior evidenciaron una concepcion-accion mas elaborada.

En esta actividad los estudiantes ya han estado familiarizados con cada una de las
acciones de nuestra descomposicion genética gracias a las dos actividades
anteriores: Toma de Datos, Analizar Magnitudes, Tabular, Graficar, Analizar
Comportamientos y Analizar Variables. Aun asi se hace evidente los elementos
que no fueron tomados en cuenta como el dominio que los estudiantes ya poseian

en el manejo de tabla de datos y representaciones graficas.

Pregunta 3: Representar graficamente las magnitudes observadas.

Tabla 18. Resultados de la tercera pregunta del Taller 3.

Estudiante Respuesta

Yibey 3 8 BRI LS B A

(Noveno grado)
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Miguel
(Noveno grado)

Ana Rocio
(Noveno grado)

Zap
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Manuel 50 lerd T ; ‘

(Octavo grado) W J

Klizman

(Octavo grado)

En esta pregunta se analiz6 la accién Graficar. Hasta este momento se observo
que los estudiantes no poseian simplemente un nivel accion como en la primera
actividad. Aunque la repeticibn de acciones es necesaria para formar una
adecuada concepcién-accién, cuando esta ya ha sido profundizada por los
estudiantes, empiezan a generalizar sin necesidad de seguir repitiendo acciones

(concepcién proceso).

Aunque en algunas graficas como las de Miguel, Manuel y Klizman los puntos
correspondientes a cada eje fueron ubicados de mayor a menor medida de
magnitud y sus representaciones no concuerdan con una recta continua, ellos

lograron comprender que los datos pueden seguir extendiéndose y que en los
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saltos entre las parejas ordenadas puede haber mas puntos, esto debido a las
respuestas dadas en las preguntas subsiguientes.

Fue de gran importancia conocer que los estudiantes tuvieron una lectura
coherente de los datos y lograron comprender la caracteristica de correlacién
directa entre variables, a medida que disminuyen las medidas de una magnitud las

medidas de la otra también disminuyen.

Ejemplo de la lectura de la grafica realizada por Manuel:

Figura 19. Gréafica de las magnitudes dadas en la situacion experimental 3

realizada por Manuel.

Los estudiantes presentaron falencias al ubicar las medidas de las magnitudes en
los respectivos ejes debido al orden de mayor a menor en que tomaron los datos.
Aun asi, logran una adecuada ubicacién de parejas ordenadas en el plano, lo cual
permite observar que los estudiantes tienen claro el comportamiento que deben
presentar las graficas, concluyendo que a medida que disminuyen las medidas de

una magnitud las medidas de la otra también disminuyen. En nuestro analisis a
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priori esperdbamos que los estudiantes realizaran una grafica de correlacion

directa como la siguiente:

Figura 20. Ejemplo de una grafica de correlacion directa.

Pretendiamos que en esta correlacion directa la distribucion de la nube de puntos
la acercaran a una recta. A continuacion presentamos algunas graficas que se

aproximaron a lo esperado:

Figura 21. (Gréaficas de las magnitudes dadas en la situacién experimental 3

hechas por Yibey y Ana Rocio respectivamente).
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Observamos que las graficas de Yibey y Ana Rocio se aproximaron un poco a lo
que esperabamos en nuestro andlisis a priori. Las estudiantes observaron y
comprendieron el comportamiento de las magnitudes al sefialar con una flecha
hacia abajo que las medidas de las magnitudes son cada vez menores. Al
finalizar esta pregunta se vuelve a realizar una entrevista a uno de los estudiantes

acerca de su representacion gréfica.

Entrevistador: ¢Por qué dibujo una flecha sefialando hacia
abajo, en la representacion grafica? (se le sefiala con la mano a
la estudiante la grafica hecha por ella).

Yibey: ... Pues, creo que,... Es evidente que las medidas siguen
bajando.

Entrevistador: ¢ Podrias explicarlo mejor?

Yibey: Pues, mira, (mostrando la gréfica), cuando el peso era
300 g el resorte se alarg6 60 cm, cuando era 250 disminuyd su
alargamiento a 50 cm, y asi sigue y sigue, pues la flechita me

indica que sigue bajando en general para todas las medidas.

Estos argumentos fueron comun denominador en la mayoria de los estudiantes,
debido a que empezaron a generalizar la situacion sin aun haberla modelado a
través de una expresion algebraica. Por ejemplo, Yibey (noveno) comenta: “la

flechita me indica que sigue bajando en general para todas las medidas.”
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Pregunta 4: ¢(Qué ocurre cuando el peso de los objetos redondos disminuye

sucesivamente? ¢ Como relacionas el comportamiento de estas magnitudes?

Tabla 19. Resultados de la cuarta pregunta del Taller 3.

Estudiante

Respuesta

Yibey
(Noveno
grado)

Miguel
(Noveno

grado)

Ana Rocio
(Noveno
grado)
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En esta pregunta se analizdé la accion Analizar Comportamientos.

Debido a la

complejidad de la actividad, observamos que algunos estudiantes no tuvieron la

misma facilidad que en actividades anteriores para definir la relacion entre las

magnitudes a causa del factor externo magnitud tamafo de objetos redondos.

La idea de la relacion del comportamiento entre las magnitudes peso de objetos

redondos y alargamiento del resorte estaba claro en cada uno de los estudiantes.
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De ahi esperabamos que respondieran que a medida que disminuyen las medidas
del peso de objetos redondos, también disminuyen las medidas del alargamiento
del resorte, pero el factor externo magnitud tamafo, hizo que algunos de los

estudiantes se les dificultara expresar sus respuestas.

En el caso de Manuel se evidencia esta dificultad por el factor externo del tamafio
de los objetos redondos. Manuel escribe: “Que ahora la pequefia pesa mas y
tiene menos tamafio y las demas son mas grandes y pesan menos”. Cuando lo
que se pedia era la relacion entre las magnitudes peso de objetos redondos y
alargamiento del resorte.

Ahora bien, en los casos de Miguel y Ana Rocio, su confusién no radicé en
involucrar la magnitud tamafio, sino que quisieron expresar que el tamafio en si,
no importaba, pero en el momento de hacer la aclaracion, la cual no se pedia, se
les hizo confuso describir la relacidn entre las magnitudes que si estaban
involucradas. Miguel comenta: “No importa el tamafo, sino el peso que se
prolongue, disminuye cada una”; Ana Rocio escribe: “Que el tamafio del objeto no

afecta nada al peso”.

Las descripciones que pretendiamos en nuestro andlisis a priori fueron mas
cercanas en algunos estudiantes. Por ejemplo, Yibey y Klizman escriben: “a
menor peso, menor alargamiento” y “cuando el peso del objeto disminuye,

sucesivamente el resorte va disminuyendo” respectivamente.

Se logra observar que Unicamente Yibey y Klizman lograron expresar la
correlacion directa entre las magnitudes. Sin embargo, el resto de estudiantes
tuvo una idea clara del comportamiento de estas magnitudes, solo que se les

dificult6 escribirlo en el taller por el factor externo.
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Preguntas 5y 6.

Pregunta 5: ¢ Al observar el comportamiento de las magnitudes y su variacion, qué

puedes concluir de la variacién en las medidas de las magnitudes cada una por

aparte?

Tabla 20. Resultados de la quinta pregunta del Taller 3.
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Pregunta 6: ¢Necesariamente una magnitud debe depender de otra para su

variacion?

Tabla 21. Resultados de la sexta pregunta del Taller 3.
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En estas dos preguntas se buscé analizar la accién Analizar Variables. En las
anteriores actividades hubo un claro dominio por parte de los estudiantes en la
comprension de las caracteristicas de la dependencia e independencia de la
variable. La complejidad en esta actividad pretende averiguar la profundizacién de

este entendimiento.
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En la pregunta cinco y seis de esta actividad nos interesé averiguar los
razonamientos que los estudiantes poseen de la naturaleza de independencia y

dependencia de la variable.

Al igual que en la pregunta cinco de la actividad anterior se observa en algunos
estudiantes una confusidén en sus respuestas, en este caso, en las estudiantes
Yibey y Ana Rocio al analizar las magnitudes como una relacion, lo que se pedia
en la pregunta cuatro, ellas mencionaron el factor externo magnitud tamafo.
Ahora bien, podemos observar que el estudiante Miguel, hace una descripcion de
lo que sucedi6 en cada momento del experimento, mostrando evidencias del

comportamiento de las magnitudes por aparte.

Observamos nuevamente como en la actividad anterior que Manuel y Klizman
describieron cada una de las magnitudes por aparte. Por ejemplo Manuel
escribe: “PESO: observé que al poner los objetos empezaron a disminuir los
pesos. ALARGAMIENTO: Yo observé que al colocar los objetos el resorte
aumentaba”; Klizman: “PESO: mientras el ejercicio avanzaba el objeto redondo
disminuia su peso. ALARGAMIENTO: Mientras el peso del objeto disminuia, el

resorte hacia lo mismo”.

La comprension de la caracteristica de la independencia de la variable fue notoria
en algunos estudiantes a través de las explicaciones que dieron en las respuestas
a la pregunta cinco. Por ejemplo, Klizman comenta: “PESO: mientras el ejercicio
avanzaba el objeto redondo disminuia su peso”. Seguidamente detallamos la
compresion de la caracteristica de la dependencia de la variable por los
estudiantes segun sus expresiones. Por ejemplo, Klizman comenta:
‘ALARGAMIENTO: Mientras el peso del objeto disminuia, el resorte hacia lo

mismo”.
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Fue fundamental hacer nuevamente una entrevista para la pregunta cinco y

reforzar lo que esperabamos:

Entrevistador: En esta actividad ¢ Cual cree que es la magnitud
independiente de esta situacidbn experimental? Teniendo en
cuenta lo descrito en las anteriores actividades.

Miguel:... Pues, creo que el peso, como en la pasada actividad, el
peso, porque el peso de cada bola ya esta dado.

Entrevistador: Si, ¢Por qué no lo describiste de esa forma en la
pregunta cinco? (sefialando con la mano su respuesta a la
pregunta 5).

Miguel: La verdad, no habia entendido la pregunta bien, pero
ahora si la entiendo, la magnitud independiente es el peso de las
bolas, porque ya estan dados los pesos, pero estos si influyen
para el cambio del resorte.

Entrevistador: Entonces ¢la magnitud del alargamiento del resorte
gue magnitud viene siendo?

Miguel: Pues, viene siendo légico la otra, la dependiente, ya que

cada alargamiento depende del peso que se da en ese momento.

Las entrevistas ayudaron a aclarar las dudas y confusiones en algunos momentos
de las preguntas del taller. Ahora bien, en esta actividad se agregd una nueva
pregunta que no hizo parte de los talleres anteriores. La pregunta seis:
¢ Necesariamente una magnitud debe depender de otra para su variacion?, esta
se disefio en la ultima actividad para reforzar las caracteristicas de dependencia e
independencia que posee la variable. Lo anterior lo podemos observar en los
siguientes ejemplos: Yibey escribe: “Segun lo que vimos una magnitud si depende

de otra, ya que observamos que si un objeto cambia la otra magnitud también” y
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Klizman escribe: “Segun lo que vimos una magnitud dependia de la otra, porque

para que el resorte bajara tenia que tener cada vez un peso mayor que el otro”.

Con el analisis de esta pregunta, se pudo concluir que las acciones Tabular,
Graficar, Analizar Comportamientos y Analizar Variables, les permitieron a los
estudiantes identificar conocimientos previos y habilidades para explicar de una
forma apropiada la correlacion directa de las magnitudes peso de objetos
redondos y alargamiento del resorte y las caracteristicas de dependencia e
independencia que posee la variable. Hasta este momento los estudiantes han
adquirido facilidad al explicar los fendmenos de cambio presentados en cualquiera
de las tres actividades. Estas expresiones en las respuestas de los tres talleres y
las entrevistas hechas a los estudiantes son las evidencias de los razonamientos

de cambio.

Los razonamientos de cambio son la primera evidencia que logramos obtener de
los estudiantes como parte de la formaciébn de la concepcién-proceso
(interiorizacion de acciones).

Pregunta 7: Con lo observado en la gréafica, construye una posible expresion

algebraica que modele la situacion experimental.

Tabla 22. Resultados de la séptima pregunta del Taller 3
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En esta pregunta se analiz6 la interiorizacion de las acciones de nuestra
descomposicion genética preliminar del concepto de variable. Podemos observar
en las respuestas de cada estudiante que comprendieron la causa del cambio en
las magnitudes peso de objetos redondos y alargamiento de un resorte. Lo
anterior se convierte en un importante indicio para nuestro trabajo que los
estudiantes han llegado a adquirir adecuados razonamientos de cambio. Las
expresiones algebraicas mostraron como sefial mas clara que los estudiantes
interiorizaron las acciones debido al manejo de las generalidades de la

proporcionalidad, las representaciones graficas y la tabulacion de datos.

La expresion de esta relacidn que esperabamos que los estudiantes describieran

era de la siguiente forma: a =§ ,  Donde a representa el alargamiento del

resorte y p el peso de cada objeto redondo.

Lo que se puede observar en cada una de las expresiones hechas por los

estudiantes es que todos lograron una posible modelacion del fenbmeno de
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cambio, pero gracias a los conocimientos previos descritos a lo largo del analisis
de resultados, guiados por las acciones de la descomposicion genética preliminar.

Ejemplos:

Figura 22. (Expresiones algebraicas construidas por Yibey y Ana Rocio, para

modelar la situacion experimental 3, respectivamente).

Se logra observar que los estudiantes analizaron las proporciones entre las
magnitudes y concluyeron segun sus propias palabras que la formula que
modelaron coincidian con la de la actividad anterior, pues, se trataba del mismo

resorte. Lo anterior se puede reforzar en la siguiente entrevista:

La respuesta de Ana Rocio a la pregunta fue: “Al dividir el peso en 5 daba como

300 _

resultado el alargamiento. k= peso, L= alargamiento. g =L, ?—60”

Entrevistador: ¢Como lograste representar la relacion entre las
dos magnitudes como una expresion algebraica? (sefialando con
la mano la expresion que la estudiante realiz6).

Ana (noveno): Observé que al igual que la actividad que hicimos
antes al dividir el peso entre cinco nos daba como resultado lo

gue se estira el resorte.
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Entrevistador: ¢ Como lograste deducir la expresion s = L?

Ana (noveno): En la actividad que hicimos antes me habia
confundido al poner las letras, pero ahora sé que se hace asi,
porque cada peso que yo lo llamé k, al dividirlos en cinco me va a
dar los alargamientos que yo llamé L.

Entrevistador: ¢Y esta formula entonces serviria para todos los
objetos redondos no importando sus tamafnos y pesos?

Ana (noveno): emm, Si, creo que si, si sirve para los pesos que
hicimos ahorita, debe servir para todos los pesos que yo ponga en

el resorte.

Los argumentos en la explicacion de los fendmenos de cambio que hemos
llamado razonamientos de cambio y la simbolizacion de cada uno de estos
fendbmenos fueron las evidencias que esperdbamos encontrar en los estudiantes
para la interiorizacion de las acciones (concepcidn-proceso), pero esto gracias a
los conocimientos previos y habilidades que los estudiantes han adquirido en la

realizacion de temas matematicos en el aula de clases.
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CONCLUSIONES

En la descomposicion genética refinada del concepto en estudio se tienen en
cuenta los aportes de las acciones de la descomposicion preliminar, pero también

los elementos que se pasaron por alto y no se analizaron debidamente.

Se pretendia analizar las construcciones mentales accion y proceso propuestas
por la Teoria APOE. Segun Trigueros (2005): “Una descomposicion genética
parte del andlisis de las construcciones mentales que el sujeto hace conforme
aprende el concepto matematico en términos de lo que es observable” (p. 8). Las
construcciones mentales se evidenciaron en los estudiantes gracias a la
aplicacion del ciclo investigativo de la Teoria APOE. Ahora bien, en el andlisis
tedrico de este ciclo se plante6 una descomposicidbn genética preliminar del
concepto de variable. En este andlisis se disefiaron instrumentos de aplicacion
tales como: situaciones experimentales, tallares y entrevistas semi-estructuradas,
de las cuales esperabamos nos dieran evidencias para alcanzar el objetivo del
trabajo. Seguidamente, la recoleccion de los datos en los talleres realizados por
los estudiantes fue analizada y verificada haciendo posible el mejoramiento de la

descomposicion genética preliminar.

Como primera observacion se analizO que no necesariamente las acciones
planteadas y fundamentadas en los talleres fueron claves para obtener dichas
evidencias, ya que estas sefialaron el camino que debian seguir los estudiantes,
mas no les proporcionaron las herramientas suficientes para lograr poseer la
concepcion proceso (interiorizacién de acciones). Posteriormente fue analizado
que es debido a los conocimientos de los estudiantes acerca de la
correspondencia uno a uno en una tabla de datos, a la representacion grafica y al
manejo de las generalidades de la proporcionalidad, los que permitieron con la

guia de las acciones acercarlos a una concepcion proceso del concepto de
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variable. Por lo que nuestra descomposicion genética preliminar, donde se habia
sefalado que las acciones llevarian a esta concepcion proceso se complementaria
Gnicamente si los estudiantes tienen habilidades y conocimientos previos, de no

ser asi, la descomposicién genética y sus acciones no serian para nada utiles.

Por todo lo anterior la siguiente descomposicion genética refinada del concepto de
variable se dio gracias a los conocimientos previos, habilidades matematicas y
temas desarrollados por los estudiantes en el aula de clase en conjunto con la
observacion, analisis y descripcion de las acciones planteadas en la
descomposicion preliminar. Los talleres lograron resaltar en los estudiantes
dichas habilidades y conocimientos previos, los cuales permitieron que las
acciones fuesen interiorizadas produciendo en los estudiantes la concepcion

proceso que se buscaba.

La observacion, analisis y descripciones hechas por los estudiantes se hicieron
con base a fenomenos de cambio donde intervinieron dos factores cambiantes en
las situaciones experimentales. Estas fueron: el tiempo de desagie del agua a
medida que aumenta de diametro el orificio de desaglie de una serie de tapas en
un embudo adaptable, alargamiento de un resorte en relacion del aumento de
peso de objetos redondos de menor a mayor tamafio y alargamiento de un resorte
en relacion de la disminucién del peso de objetos redondos de menor a mayor

tamano.

Ahora bien, el paso de una concepcion accién a concepcion proceso del concepto
en estudio se logré gracias al manejo que tenian los estudiantes de temas
esenciales y al mecanismo mental de interiorizaciébn propuesto por la Teoria
APOE. Los estudiantes que participaron en las actividades dieron evidencias de
adquirir una concepcion accion y al haber interiorizado las acciones formaron una

concepcion proceso. En el anélisis de resultados observamos que las evidencias
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expresadas por los estudiantes dieron aportes enriquecedores pero no debido

esencialmente a las acciones de nuestra descomposicion genética preliminar.

Debido a todo lo anterior, la descomposicion genética refinada se fundamenta en
que las acciones guian a los estudiantes a identificar conocimientos previos y
habilidades mateméticas y asi nosotros poder llegar a encontrar evidencias de una
concepcion proceso en ellos. Por lo tanto nuestra descomposicion genética

refinada se ha estructurado de la siguiente manera:

En primer lugar presentamos una descripcibn de la concepcion acciéon que
lograron los estudiantes gracias a los conocimientos previos y habilidades
matematicas durante el desarrollo de las actividades propuestas. En esta parte de
la estructura se describe el nivel accién que lograron los estudiantes finalizando
con las evidencias de la formacion de la concepcion accién en ellos. Como
segunda componente mostramos una descripcidbn de la concepcion proceso
lograda por los estudiantes y evidenciada por dos elementos: Razonamientos de
cambio y Simbolizacion de los fenbmenos de cambio vistos en las situaciones

experimentales propuestas.

Concepcidn accion.

Los conocimientos previos y las habilidades mateméaticas adquiridas por los
estudiantes en el aula de clases permitieron desarrollar las siguientes acciones:
Toma de Datos, Analizar Magnitudes, Tabular, Graficar, Analizar
Comportamientos y Analizar Variables. Estas acciones estan descritas en nuestra
descomposicion genética refinada a medida que se vaya explicando la estructura
de esta. Asiala y otros (1996) identifican: “la comprension de un concepto
matematico se origina mediante la manipulacion de objetos fisicos 0 mentales

previamente construidos para formar acciones”.
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Nivel accion.

A continuacion se describen las primeras acciones realizadas por los estudiantes

que permitieron evidenciar el nivel accién en cada uno de ellos.

Toma de datos: Esta accion estuvo enfocada en el momento en que los docentes
realizaron cada una de las situaciones experimentales. Los estudiantes
registraron en una hoja de trabajo en blanco las medidas de una de las

magnitudes observadas en dichas situaciones.

Analizar Magnitudes: En esta accion los estudiantes al haber presenciado cada
situacion experimental describieron y analizaron todas las magnitudes que

observaban en ellas. Por ejemplo:

Klizman: Velocidad, tiempo y didmetro del orificio de la tapa, en la situacion
experimental 1 del embudo; Ana Rocio: Peso de la bolita, alargamiento del resorte
y tamafo de la bolita. En la situacién experimental 2 del aumento del alargamiento
del resorte; Manuel: El tamafio, el peso, el alargamiento del resorte. En la

situacion experimental 3 de la disminucion del alargamiento del resorte.

Tabular: En esta accidn los estudiantes al registrar los datos en la hoja de trabajo
en blanco hicieron una tabulaciébn de los datos obtenidos en cada situacion
experimental. Ellos observaron en la tabla de datos la correspondencia uno a uno
y esto los llevd a observar los cambios importantes en las magnitudes analizadas
de cada situacion. Por ejemplo, de la situacion experimental 3 de la disminucién

del alargamiento del resorte.
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Tabla 23. Ejemplos de resultados situacion experimental Ill.

Peso del objeto Primer peso Segundo peso | Tercer peso Cuarto peso
Redondo 300 g 250 g 200 g 150 g
Alargamiento del resorte 60 cm 50 cm 40 cm 30 cm

La Teoria APOE propone: “la conciencia de acciones actuando en ellas para
separarlas o unirlas provee informacién, e insertar esta informacién en un marco
intelectual reorganizado en un nivel superior hace que este mecanismo se active a
través de acciones fisicas generales que el sujeto hace sobre el objeto de
conocimiento, formando un nivel accion” (Trigueros, 2005). Las acciones Toma de
Datos, Analizar Magnitudes y Tabular en las situaciones experimentales

proveyeron tal informacion.

La informacién se dio gracias a los datos registrados en la hoja de trabajo que
posteriormente los estudiantes llevaron y reorganizaron en la tabla de datos. Esta
informacion reorganizada se evidencio cuando los estudiantes ordenaron los datos
en la tabla, lo cual les permiti6 observar la correspondencia uno a uno de los
registros. Precisamente la correspondencia uno a uno fue el aporte enriqguecedor
de dicha informacion e hizo que los estudiantes adquirieran una leve idea de
cambio al analizar los cambios de medidas en las magnitudes, y esta leve idea de

cambio fue la evidencia del nivel accion en cada uno de los estudiantes.
Evidencias de la concepcion accion.

Los estudiantes al analizar las magnitudes y organizarlas en una tabla obtuvieron
una leve idea de cambio, lo cual evidencié el nivel accion que poseian los
estudiantes hasta ese momento. Ahora bien, para profundizar en esta idea de

cambio, se propuso las acciones Graficar y Analizar Comportamientos, que en
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conjunto con los conocimientos ya ha adquiridos por los estudiantes en clases de

matematicas desarrollaron una concepcion accion del concepto en estudio.

Graficar: Trigueros y otros (1996), proponen: “la posibilidad de representacion de
la informacion que proporciona una férmula o una tabla de datos mediante una
grafica es de suma importancia en la comprension de la variable”. En esta accién
los estudiantes hicieron una representacion grafica de la nube de puntos (parejas
ordenadas de los datos) en un plano cartesiano, y aungque no se tuvo en cuenta la
posibilidad de errores cuando la nube de puntos mostrara un acercamiento a una
curva inadecuada, nos interesé la forma en que los estudiantes hicieron una
lectura coherente de la correlacion directa o inversa entre las magnitudes. Por

ejemplo, se presentan graficas de las tres situaciones respectivamente:

Ana Rocid (Situacion experimental 1), Yibey (Situacién experimental 2) y Yibey

(Situacion experimental 3)

Figura 23. Ejemplos de gréficas realizadas en las situaciones experimentales por
las estudiantes Ana Rocio y Yibey.
(SR ] T ¥l | af

~ - f

168



A continuacion ejemplos de algunos de estos argumentos que permitieron tener
una base para la accion Analizar Magnitudes: la entrevista hecha a Miguel en la
Accién Graficar de la actividad del embudo, parte de la entrevista hecha a Ana en
la Accion Graficar de la actividad del aumento del alargamiento del resorte y la
entrevista hecha a Yibey en la Accion Graficar de la actividad de la disminucion del

alargamiento del resorte.

Entrevistador: ¢ Por qué ubicas los valores de la magnitud tiempo
de evacuacion del agua sobre el eje vertical? (se le sefiala con
la mano al estudiante el eje vertical en el plano dibujado por
ella).

Miguel: Porque son los valores que salen cuando se desocupa el
embudo.

Entrevistador: ¢y por qué no los ubicaste en el eje horizontal?
Miguel: Porque en el horizontal van los valores que a uno le dan
y en el otro los que salen. Como por culpa de los que a uno le

dieron, pues, asi nos ha explicado la profesora.

Entrevistador: ¢Qué quieres decir con eso de que la magnitud
peso es la primera magnitud?

Ana Rocio: Si, la magnitud peso ya estaba,... Como cuando uno
toma los valores de “x” en una recta en la clase.

Entrevistador: ¢De una recta?, me podrias explicar.

Ana Rocio: Bueno, uno hace una tablita parecida a la de la
segunda pregunta. Y se pone en los valores de “x” los que uno
quiera, luego es la primera que ya esta. Las de “y” se hallan
cuando uno reemplaza en la formula que la profe da.
Entrevistador: ¢Entonces a eso te refieres como la primera

magnitud?
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Ana Rocio: Si claro, en clases vimos que la primera se pone en
el eje de abajito.

Entrevistador: ¢ El eje vertical?

Ana Rocio: Si, en ese.

Entrevistador: ¢Por qué dibuj6 una flecha sefalando hacia
abajo, en la representacion gréfica? (se le sefiala con la mano a
la estudiante la grafica hecha por ella).

Yibey:... Pues, creo que,... Es obvio que las medidas siguen
bajando.

Entrevistador: ¢ Podrias explicarlo mejor?

Yibey: Pues, mira, (mostrando la gréfica), cuando el peso era
300 g el resorte se alargé 60 cm. Cuando era 250 disminuy6 su
alargamiento a 50 cm, y asi sigue y sigue, pues la flechita me

indica que sigue bajando en general para todas las medidas.

Estos argumentos fueron muy importantes, ya que los estudiantes empezaban a
generalizar los fenémenos de cambio, aun sin haber analizado los
comportamientos de las medidas de las magnitudes y formulado la expresién
algebraica. Yibey (noveno) comenta: “la flechita me indica que sigue bajando en

general para todas las medidas’.

En la acciéon Analizar Comportamientos, los estudiantes observaron la tabulacion
de datos y la grafica expresando con sus propias palabras la relacion del
comportamiento de las medidas de las dos magnitudes involucradas en cada
situacion experimental. En estas descripciones los estudiantes expresaron la
correlacion directa o inversa del fendmeno de cambio de cada una de las

situaciones.
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Las frases expresadas reflejaron la facilidad de la mayoria de los estudiantes al
explicar la correlacion directa o inversa entre las magnitudes, pero también
reflejaron la dificultad que presentaron algunos, cuando se confundieron con
magnitudes llamadas factores externos. A continuacion presentamos algunos

ejemplos.

e En la situacion experimental 1 del embudo se describio la correlacion inversa
entre las medidas de dos magnitudes, es decir, para este caso si las medidas

de una magnitud aumentan, las medidas de la otra disminuyen.

Los estudiantes lograron expresarse sobre las experiencias con expresiones
como: Yibey comenta: “La relacidén de las magnitudes es cuando el diametro de la
tapa es mas grande que el anterior, el tiempo es menos”; Ana Rocio comenta: “a
mayor tamafio del orificio menor es el tiempo de salida del agua” y Klizman
comenta: “mientras si el orificio es mas pequefio, el agua tarda mas tiempo en

salir”.

Estudiantes que se les dificultd expresar la relacion: Ana Rocio comenta: “cuando
se hacia mas grande el orificio salia mas rapido el agua”; Manuel comenta: “en
cada tapa se expulsa cada vez mas rapido el agua”y Klizman “sucede que el agua

va saliendo con mas velocidad”. Factor externo de confusion magnitud velocidad.

e En la situacion experimental 2 del aumento del alargamiento del resorte se
describid la correlacion directa entre las medidas de dos magnitudes, es decir,
para este caso si las medidas de una magnitud aumentan, las medidas de la

otra también aumentan.

Los estudiantes lograron expresarse sobre las experiencias con expresiones
como: Yibey comenta: “cuando el peso del objeto redondo aumenta, el resorte se

alarga mas”; Miguel comenta: “el resorte aumenta o se alarga cuando es diferente
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su peso”; Ana Rocio comenta: “cuando el peso de la bolita aumenta el resorte que
lo sostiene se alarga”; Manuel comenta: “cuando el aumento del peso redondo se
pone en el resorte, se alarga mas el resorte” y Klizman comenta: “cuando el objeto
redondo va pesando mas, el resorte va alargandose de acuerdo al peso del objeto
redondo”. En esta situacion experimental vemos que los estudiantes no notaron el
factor externo magnitud tamafio de objetos redondos, debido a la correspondencia
directa entre el aumento del tamafio de objetos redondos a medida que aumenta

el peso de estos y el alargamiento del resorte.

e En la situacion experimental 3 de la disminucion del alargamiento del resorte
se describié la correlacion inversa entre las medidas de dos magnitudes, es
decir, para este caso si las medidas de una magnitud disminuyen, las medidas

de la otra también disminuyen.

Los estudiantes lograron expresarse sobre las experiencias con expresiones
como: Yibey comenta: “a menor peso, menor alargamiento” y Klizman comenta:

“cuando el peso del objeto disminuye, sucesivamente el resorte va disminuyendo”.

Estudiantes que se les dificultd expresar la relacion: Manuel comenta: “Que ahora
la pequefia pesa mas y tiene menos tamafio y las demas son mas grandes y
pesan menos”; Miguel comenta: “No importa el tamafio sino el peso que se
prolongue, disminuye cada una” y Ana Rocio comenta: “Que el tamafio del objeto
no afecta nada al peso”. En este experimento a medida que aumentaba el
tamafio, el peso y el alargamiento disminuian, esta relacion inversa confundié a

los estudiantes por el factor externo magnitud tamafo de los objetos redondos.

La profundizacion de la idea de cambio por medio de la explicacion de la relacion
entre el comportamiento de las medidas de las magnitudes hizo que los
estudiantes pasaran de un nivel accion a una concepcién accién. De acuerdo con

la teoria APOE: “La repeticion de acciones especificas har4 que el estudiante
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obtenga una concepciéon accion mas solida”. La profundizacion de la idea cambio
se observé cuando los estudiantes dieron repeticion a las acciones de una
actividad a otra, pero lo anterior gracias a los conocimientos previos y el manejo
adecuado que ya tenian los estudiantes acerca de la tabulacion de datos y una

idea de representaciones graficas.

Podemos observar en las respuestas de los estudiantes un avance en sus
explicaciones de un taller a otro. Las respuestas a la accion Analizar
Comportamientos comprueba lo planteado por la Teoria APOE, que la repeticion
de acciones permite mejorar la concepcidon accion del objeto en estudio y que al
ser profundizada por los estudiantes empiezan a no depender de su continua
repeticion, dando bases para formar adecuadamente la concepcién proceso en los

estudiantes.

Concepcion proceso.

Cuando el estudiante puede pensar en un determinado concepto sin actuar de
manera directa sobre él, diremos que dicho concepto ha sido interiorizado por el
estudiante en un proceso 0 que posee una concepcion proceso, es decir, la
descripcion de acciones sin necesidad de su repeticidn. Los estudiantes en la
accion Analizar Comportamientos dieron indicios de lo que podian comprender
acerca de una correlacion directa o inversa entre las medidas de dos magnitudes.
Lo anterior deja ver que los conocimientos previos y las habilidades matematicas
permiten a los estudiantes expresar argumentos, los cuales son estos las
evidencias de la concepcion accion del concepto de variable. Seguidamente esto
fue complementado con la comprension que mostraron poseer acerca de las
caracteristicas de dependencia e independencia de la variable como relacion

funcional y la simbolizacién en una expresion algebraica del fenbmeno de cambio.
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Entonces, la concepcion proceso (interiorizacion de las acciones realizadas
durante la totalidad de la actividad, gracias a los conocimientos previos y
habilidades matematicas de los estudiantes), fue evidenciada por los siguientes
elementos, razonamientos de cambios y la simbolizacién de los fenbmenos de

cambio.

Razonamientos de cambio.

Las acciones realizadas por los estudiantes evidenciaron Nivel accién (ideas
intuitivas de cambio), ideas que al ser profundizadas con la repeticién de las
acciones y las explicaciones de la correlacion directa o inversa entre dos
magnitudes formaron en ellos una concepcion accion. Seguidamente los
conocimientos previos, habilidades en temas esenciales de tabulacion de datos y
representacion grafica, permitieron a los estudiantes mostrar evidencias de
explicaciones, repeticion de acciones, y argumentos dados en la accion Analizar
Variables formando asi en los estudiantes razonamientos de cambio.

En la accion Analizar Variables los estudiantes analizaron las caracteristicas de
dependencia e independencia que posee la variable. Las palabras expresadas
por ellos dan una explicacién sobre los cambios de las medidas de la magnitudes
por aparte y lo que experimentan las medidas de una segunda magnitud que

depende de una primera. Por ejemplo:

En la situacién experimental 1 del embudo:

Los estudiantes lograron expresarse sobre las experiencias con expresiones
como: Miguel comenta: “DIAMETRO: su diametro era mas grande en cada tapa.
TIEMPO: en sus diametros de cada uno, es mas corto el tiempo”; Manuel
comenta: “DIAMETRO: los diametros aumentaban en cada embudo. TIEMPO: el

tiempo disminuia cada vez que cambiaban el diametro de la tapa en el embudo) y
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Klizman comenta: “DIAMETRO: a medida que iban cambiando de ejercicio el
diametro de orificio iba aumentando. TIEMPO: Mientras el diametro aumentaba
tardaba menos en salir el agua”. Los estudiantes analizaron primero la magnitud
diametro del orificio de desaglie y expresaron que este aumentaba a medida que
trascurria la actividad, pero no relacionaron su cambio debido a otro factor. Es
decir, la magnitud diametro era independiente de cualquier otro cambio de
magnitud. Luego, se observo el analisis que hicieron de la magnitud tiempo con

relacion al cambio que sufria la magnitud diametro del orificio de desague.

Las explicaciones se complementaron con la siguiente entrevista semi-

estructurada.

Entrevistador: Al observar el comportamiento de las
medidas de la magnitud que no dependia de otra, ¢qué
puedes concluir?

Klizman (octavo): ... Pero, ¢se refiere al diametro?
Entrevistador: ¢ Crees que el didmetro del orificio de cada
tapa, es la magnitud que no depende de otra?

Klizman: Ah, si claro, el diametro es la magnitud que no
depende de nada,... El didmetro ya esta porque las tapas
ya estan hechas [Risas], al menos que las pueda estirar
mas.

Entrevistador: Entonces ¢Cudl es la magnitud que si
depende de otra?

Klizman: Pues,..., En lo que estamos haciendo seria el
tiempo cuando sale el agua.

Entrevistador: ¢ Por qué?

Klizman: Porque cuando anotamos los tiempos dados
fueron cambiando porque se le fue cambiando la tapa al

embudo.
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Entrevistador: ¢ Entonces, el tiempo cambia por la tapa del
embudo?

Klizman: Bueno, por el orificio que hay en la tapa de
plastico, como anote en la pregunta el tiempo cambiaba si
aumentaba el diametro de ese orificio en las tapas.
Entrevistador: ¢ EIl tiempo de evacuacion del agua siempre
va a variar?

Klizman: Claro... Creo, que si ustedes siguen poniendo
tapas con didmetros cada vez mas grandes, me imagino
gue el tiempo va ser menos si sigue cambiando de tapas.
Entrevistador: ¢Entonces, en conclusion el tiempo de
evacuacion seria la magnitud dependiente y el diametro
de orificio de desague seria la magnitud independiente?
Klizman: ... Si... El diametro es la magnitud independiente
porque ya esté ahi, como dijimos no depende de nada y el
tiempo es la magnitud dependiente, porque como vimos

depende del cambio de las tapas.

Frases que resaltan la comprension de las caracteristicas de dependencia e
independencia que posee la variable como relacion funcional: “el diametro es la
magnitud que no depende de nada, el diametro ya esta porque las tapas ya estan

hechas”, “cuando anotamos los tiempos dados fueron cambiando porque se le fue
cambiando la tapa al embudo”, “el tiempo cambiaba si aumentaba el diametro de
ese orificio en las tapas”, “el diametro es la magnitud independiente porque ya
estd ahi, como dijimos no depende de nada y el tiempo es la magnitud

dependiente, porque como vimos depende del cambio de las tapas”.

En la situaciéon experimental 2 del aumento del alargamiento del resorte.
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Los estudiantes lograron expresarse sobre las experiencias con expresiones
como: Ana Rocio comenta: “PESO: a medida que cambia las bolitas el peso va
aumentando. ALARGAMIENTO: El alargamiento también aumenta)’; Manuel
comenta: “PESO: al cambiar los objetos observe que necesariamente cambiaba el
peso de cada uno. ALARGAMIENTO: El resorte aumenta cada vez que se cambid
de objeto” y Klizman comenta: “PESO: mientras iban cambiando las pelotas cada
una iba pesando mas que la anterior. ALARGAMIENTO: Mientras las pelotas
pesaban mas, el resorte iba estirando mas que la anterior”. Los estudiantes
analizaron la magnitud peso de objetos redondos como una magnitud
independiente y el aumento del alargamiento del resorte como una magnitud
dependiente del peso. A continuacion las explicaciones se complementaron con la

siguiente entrevista semi-estructurada.

Entrevistador: Al observar el comportamiento de las medidas
de la magnitud que dependia de la otra magnitud ¢ Qué puedes
concluir?

Manuel (octavo): ¢La que dependia de otra, como asi?
Entrevistador: Si, ¢Cual magnitud que cambiaba si la otra
también cambiaba?

Manuel (octavo): ah ya, por supuesto, emm, el aumento del
resorte, el resorte se estiraba mas dependiendo del objeto que
se colocara.

Entrevistador: Entonces ¢ Cudl es la magnitud que no depende
de otra, la magnitud independiente?

Manuel (octavo): Seria, entonces, ehh, I6gico, el peso, pues los
objetos ya tienen un peso cada uno, mientras que el resorte es

igual siempre, solo cambia cuando se pone diferentes objetos.
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Frases que resaltan la comprension de las caracteristicas de dependencia e
independencia que posee la variable como relacion funcional: “el aumento del
resorte, el resorte se estiraba mas dependiendo del objeto que se colocara”, “el
peso, pues los objetos ya tienen un peso cada uno, mientras que el resorte es

igual siempre, solo cambia cuando se pone diferentes objetos”.

En la situacion experimental 3 de la disminucion del alargamiento del resorte.

Manuel comenta: “PESO: observe que al poner los objetos empezaron a disminuir
los pesos. ALARGAMIENTO: Yo observe que al colocar los objetos el resorte
aumentaba” y Klizman comenta: “PESO: mientras el ejercicio avanzaba el objeto
redondo disminuia su peso. ALARGAMIENTO: Mientras el peso del objeto
disminuia, el resorte hacia lo mismo”. Estas expresiones se fortalecen con la

siguiente entrevista semi-estructurada.

Entrevistador: En esta actividad ¢ Cudl cree que es la magnitud
independiente de esta situacidn experimental? Teniendo en
cuenta lo conversado en las anteriores actividades.

Miguel (noveno): emm, pues, creo que el peso, como en la
pasada actividad, el peso, porque el peso de cada bola ya esta
dado.

Entrevistador: Si, ¢ Por qué no lo describiste de esa forma en la
pregunta cinco? (sefialando con la mano su respuesta a la
pregunta 5).

Miguel (noveno): La verdad, no habia entendido la pregunta
bien, pero ahora si la entiendo, la magnitud independiente es el
peso de las bolas, porque ya estan dados los pesos, pero estos
si influyen para el cambio del resorte.

Entrevistador: Entonces ¢la magnitud del alargamiento del

resorte que magnitud viene siendo?
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Miguel (noveno): Pues, viene siendo logico la otra, la
dependiente, ya que cada alargamiento depende del peso que

se da en ese momento.

Frases que resaltan la comprension de las caracteristicas de dependencia e
independencia que posee la variable como relacion funcional: “la magnitud
independiente es el peso de las bolas, porque ya estdn dados los pesos, pero
estos si influyen para el cambio del resorte”, “la dependiente, ya que cada

alargamiento depende del peso que se da en ese momento”.

En conclusion, las explicaciones de los estudiantes (razonamientos de cambio)
dieron argumentos sobre la comprension de las caracteristicas de dependencia e
independencia que posee la variable en una relacién funcional, sin necesidad de
haber trabajado el concepto de variable de una manera mas formal. Lo anterior
hace notorio lo que caracteriza una concepcidn proceso para nuestra

descomposicion genética refinada.

Simbolizacion.

Los miembros del Grupo RUMEC sefialan: “con una concepcion-proceso un
individuo puede programar un algoritmo logrado gracias a la interiorizacion de
acciones en un proceso, ya que con una férmula explicita pueden comprobar las
propiedades que le interesa”. Aqui no se tuvo en cuenta que los contextos que se
pueden simbolizar son situaciones problematicas escritas donde no se presentan
datos experimentales. Ahora bien, se presentaron dificultades sobre todo en la
situacion experimental del embudo, que aunque fue adecuada para describir un

fenébmeno de cambio, en el momento de simbolizar dicho fenémeno, nos dimos
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cuenta que tener claro generalidades de la proporcionalidad no era suficiente para

simbolizar correctamente este tipo de contextos.

La proporcionalidad y la correspondencia uno a uno que se observaba en los
datos les permiti6 deducir a los estudiantes un posible modelo mateméatico para
simbolizar los fendmenos de cambio de cada situacion experimental. Ahora bien,
este adecuado uso de algunas de las generalidades de la proporcionalidad fue el
soporte para la simbolizacion de los fenémenos de cambio. Por lo tanto son estos
conocimientos con la guia de las acciones los que lograron en el estudiante
modelar el fendbmeno de cambio de cada situacién experimental reflejandolo en
una expresion algebraica (llamada asi, para no confundir a los estudiantes con el
término funcion). A continuacién algunos ejemplos de los estudiantes cuando

simbolizaron los fenédmenos de cambio:

En la situaciéon experimental 1 del embudo.

Tabla 24. Ejemplos de resultados situacién experimental II.

Diametro del orificio Primer Segundo Tercer Cuarto Quinto
de desagie didametro didametro diametro diametro diametro
8 mm 9mm 10 mm 11mm 12 mm
Tiempo de
evacuacion del agua 30s 269 s 23.8s 21.8s 20s

. . . . 240
Los estudiantes propusieron una modelacion similar a t = — donde d representa

las medidas del diametro y t la medida del tiempo.
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Los cinco estudiantes participantes se dieron cuenta de la proporcion similar al
multiplicar cada diametro por cada tiempo, en este caso las multiplicaciones se

aproximaban a 240.

30 x 8 =240, 26.9x9=242.1, 23.8 x 10 =238, 21.8 x11 =239.8, 20 x 12 =
240.

Aunqgue los datos no representaban una proporcion exacta debido a un margen de
error, la cercana modelacién de los estudiantes fue muy enriqguecedora para
nuestro trabajo. De otra manera se pudo comprobar a través de las respuestas y
argumentos de los estudiantes propiedades de generalidad que se pueden

analizar con la simbolizacién del fendbmeno de cambio, ya sea cercana o correcta.

Klizman (Nos dimos cuenta que al multiplicar el tiempo por el diametro nos va a
dar cerca de 240, y mientras vamos avanzando nos va a dar una cantidad
aproximada a 240, T=240/d)

Entrevistador: ¢CoOmo lograste representar la relacion entre las
dos magnitudes como una expresion algebraica?(sefialando con
la mano la expresion que el estudiante realizé)

Klizman (octavo): Me di cuenta de la proporcién entre las
medidas al multiplicar cada tiempo por el diametro eso va a dar
aproximadamente 240. Y yo Habia visto un ejercicio parecido en
clase y me guie por eso.

Entrevistador: ¢Pero, cémo lograste deducir la expresion
T=240/d?

Klizman (octavo): Bueno, como le habia dicho la multiplicacion
entre el tiempo y diametro es aproximadamente 240, si lo pongo
como con incognitas es: Txd=240, el diametro pasa a dividir y

nos queda lo que importa la T de tiempo.
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Entrevistador: ¢Y como sabes que T=240/d es una expresion
algebraica adecuada?

Klizman (octavo): ahh, pues, fécil, en la calculadora se pone 240
y lo divido en los didmetros y nos da muy cercano a los tiempos
gue se ven ahi.

Entrevistador: ¢Sera que esta férmula funcionara para cualquier
otro diametro?

Klizman (octavo): Me imagino que si, emm, porque si lo

probamos con varios y funcioné.

La respuesta de Yibey a la pregunta fue: “y = Z;Cﬁ, 30 = %, “Comprobacioén”.

Para mi x=diametro, y=tiempo”.

Entrevistador: ¢ Como lograste representar la relacion entre las
dos magnitudes como una expresion algebraica? (sefialando
con la mano la expresion que la estudiante realiz0)

Yibey (noveno): Lo que observé, emm, fue que, emm 240
divido en 8 me da 30, y en el resto de las divisiones de 240
sobre cada didmetro me da cerca a 240, luego 240 sobre la x
gue es para mi el diametro me dara siempre la y que es para
mi el tiempo, y asi creo que para todos los diametros que le
meta)

Frases que evidencian un proceso general: “¢Sera que esta formula funcionara
para cualquier otro diametro?, Me imagino que si, porque si lo probamos con
varios y funciond”, “240 sobre la x que es para mi el diametro me dara siempre la 'y
qgue es para mi el tiempo, y asi creo que para todos los didmetros que le meta”

En la situacion experimental 2 del aumento del alargamiento del resorte.
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Tabla 25. Ejemplos de resultados situacion experimental II.

Peso del objeto Primer Segundo Tercer Cuarto
Redondo peso peso peso peso
100 g 180 g 260 g 340 g
Alargamiento del
resorte 20 cm 36cm 52cm 68 cm

Debido a la razén encontrada por los estudiantes entre el peso de los objetos y la
constante cinco, lograron la obtencion del valor del alargamiento del resorte. Los

estudiantes coincidieron en representar este fenébmeno de cambio de la siguiente

forma a =2, donde a representa el alargamiento del resorte y p el peso de cada

5 )

objeto redondo.

Yibey escribe: “Observé que al dividir el peso en 5 nos da el alargamiento. Ej=

A=2E
51

100
20—?

“comprobacion

Entrevistador: ¢ Coémo lograste representar la relacion entre las

dos magnitudes como una expresion algebraica? (sefialando

con la mano la expresién que la estudiante realizo)

Yibey (noveno): emm, solo observé que al dividir el peso de las

pelotas en cinco, siempre me iba a dar el alargamiento del

resorte.

Entrevistador: ¢ Cémo lograste deducir la expresion A = E?

Yibey (noveno): ahh, facil si A es el alargamiento y P es el

peso, entonces el alargamiento es igual al peso sobre cinco.
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Entrevistador: ¢(Como lograste representar esa division que
viste en las proporciones por medio de letras? (sefialando con
la mano la expresion que la estudiante realizo)

Yibey (noveno): No entiendo, ¢ cémo asi?

Entrevistador: ¢Es decir, COmo supiste utilizar las letras para
hacer esa representacion algebraica?

Yibey (noveno): Ahh ya, bueno en clase hemos visto mucho
eso, por ejemplo, esos problemas, de por, ejemplo, Juan tiene

el doble de la edad de Pedro, entonces uno pone J=2P.

Frases que evidencian un proceso general: “observé que al dividir el peso de las

pelotas en cinco, siempre me iba a dar el alargamiento del resorte”

En la situacion experimental 3 de la disminucién del alargamiento del resorte.

Tabla 26. Resultados de la primera pregunta del Taller Il.

Peso del objeto Primer Segundo Tercer Cuarto
Redondo peso peso peso peso
100 g 180 g 260 g 340 g

Alargamiento del resorte

20 cm 36 cm 52 cm 68 cm

Los estudiantes en esta actividad profundizaron en ese proceso general, ya que

percibieron que al ser el mismo resorte la expresion algebraica seria la misma o

similar a la de la situacién experimental anterior. a :g , donde a representa el
alargamiento del resorte y p el peso de cada objeto redondo.
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Ana Rocio escribe: “Al dividir el peso en 5 daba como resultado el alargamiento.

k= peso, L= alargamiento. lg( =L, %=60”.

Entrevistador: ¢Como lograste representar la relacion entre las
dos magnitudes como una expresion algebraica? (sefialando con
la mano la expresion que la estudiante realiz0)

Ana (noveno): Observé que al igual que la actividad que hicimos
antes al dividir el peso entre cinco nos daba como resultado lo

gue se estira el resorte.
. , . .,k
Entrevistador: ¢ Como lograste deducir la expresion o= L?

Ana (noveno): En la actividad que hicimos antes me habia
confundido al poner las letras, pero ahora sé que se hace asi,
porque cada peso que yo lo llamé k, al dividirlos en cinco me va
a dar los alargamientos que yo llamé L.

Entrevistador: ¢Y esta férmula entonces serviria para todos los
objetos redondos no importando sus tamafios y pesos?

Ana (noveno): emm, Si, creo que si, si sirve para los pesos que
hicimos ahorita, debe servir para todos los pesos que yo ponga

en el resorte.

Frases que evidencian un proceso general: “, porque cada peso que yo lo llamé Kk,
al dividirlos en cinco me va a dar los alargamientos que yo llamé L”, “si sirve para
los pesos que hicimos ahorita, debe servir para todos los pesos que yo ponga en
el resorte”. Con la expresion algebraica como evidencia de un proceso general se

pudo comprobar propiedades que ya habian visto en las acciones especificas.
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Los conocimientos previos y habilidades matematicas guiadas por las acciones
descritas en la descomposicion genética refinada permitieron a los estudiantes
simbolizar los fendmenos de cambio, dichas simbolizaciones junto con los
razonamientos de cambio son las evidencias de que los estudiantes lograron
adquirir una concepcion proceso (interiorizacion de las acciones de la

descomposicion genética refinada del concepto de variable).

En conclusién, por medio de los razonamientos de cambio y la simbolizacion de
los fendbmenos de cambio en cada situacion experimental, se pudo evidenciar la
concepcion proceso en los estudiantes. La concepcion accién y la concepcion
proceso en los estudiantes alimentan y fundamentan nuestra descomposicion

genética refinada del concepto de variable.

Conclusiones tedricas basadas en la Descomposicion Genética Refinada.

Los resultados de la observacion de las situaciones experimentales propuestas,
los talleres y las entrevistas semi-estructuradas, nos proporcionaron evidencias de
la formacion de una concepcidn proceso que favorece la construccion del
concepto de variable. Por lo que la pregunta que nos planteamos en nuestra
investigacién ¢Qué procesos favorecen la construccion del concepto de variable
en estudiantes de octavo y noveno grado?, sin dejar a un lado el uso que el
estudiante hace de esta, queda contestada al parecer cuando los estudiantes,
segun la teoria APOE, logran adquirir una concepcién proceso del concepto de
variable propuesta en una descomposicion genética refinada del concepto en

estudio en el presente trabajo.

Ante la posibilidad de encontrar varios trayectos asequibles para acercar al
estudiante al concepto de variable, se parti6 del disefio de instrumentos que

permitieran encontrar un proceso o una concepcion proceso, que posteriormente
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fuese definida en la descomposicién genética refinada de dicho concepto. En la
descomposicion genética refinada se hace visible la forma de como los
estudiantes pueden adquirir una concepcion proceso, debido a que esta es
alimentada gracias a los conocimientos previos y habilidades matematicas que los
estudiantes ya tenian debido a sus clases de algebra. Lo anterior no se habia
tenido en cuenta, pues se suponia que las acciones de la descomposicién
genética preliminar guiarian por si solos a los estudiantes en una concepcion
proceso del concepto. Por lo que la descomposicién genética preliminar hubiese
sido inadecuada sin el complemento de estos conocimientos previos en los
estudiantes. Ahora bien, como uno de nuestros objetivos nos interesaba definir
los procesos que favorecen la construccion del concepto de variable mediante el
disefio y aplicacion de una descomposicion genética, se observdé que la
descomposicion genética preliminar no era tan viable sin tener en cuenta otros
conceptos o conocimientos fundamentales para acercarse al concepto de variable.
Aun asi estos conocimientos y habilidades matematicas complementaron nuestra

descomposicion genética, mejorandola de fondo.

Los conocimientos previos y habilidades matematicas adquiridas en el aula de
clases permitieron formar en los estudiantes dicha concepcion proceso del
concepto y lo anterior al momento de ser guiados por las acciones: Toma de
Datos, Analizar Magnitudes, Tabular, Graficar, Analizar Comportamientos y
Analizar Variables de la descomposicidn genética refinada. Seguidamente en esta
descomposicion se define que las ideas de los estudiantes sobre Razonamientos
de cambio (explicaciones escritas y verbales de fendbmenos de cambio vistos en
situaciones experimentales) y la simbolizacién (generalizacién y modelacion en un
proceso general de acciones especificas), son los elementos que evidencian la

concepcion proceso del concepto de variable en los estudiantes.
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En conclusidn, el disefio y aplicacién de una descomposicidon genética refinada fue
clave para definir el proceso que favorece la construccion del concepto de

variable.

GoOmez (2007), plantea que encontrar procesos que favorezcan la construccion de
una nociébn o concepto de la variable en cualquier grado de escolaridad es
independiente del uso que se le puede dar a esta. En nuestro trabajo nos
planteamos como un claro objetivo analizar el uso que el estudiante da a la
variable a través del disefio y ejecuciéon de actividades en el aula, confrontando lo
propuesto por Gémez (2007). El uso de la variable como relacién funcional
propuesta por (Trigueros y otros, 1996), fue uno de los elementos claves para la

formacién de la concepcion proceso del concepto en los estudiantes.

La variable como relacion funcional en un primer plano propone dos clases de
correlaciones entre variables. A continuacibn mencionamos las caracteristicas
gue se observaron en nuestro trabajo. La correlacidon inversa expresa que cuando
las medidas de una magnitud aumentan las medidas de la otra disminuyen o
viceversa y la correlacién directa expresa que cuando las medidas de una
magnitud aumentan las medidas de la otra también aumentan o cuando las
medidas de una magnitud disminuyen las medidas de la otra también disminuyen.
Frases similares a estas fueron elaboradas por los estudiantes, (a mayor tamafio
del orificio menor es el tiempo de salida del agua), (cuando el objeto redondo va
pesando mas, el resorte va alargandose de acuerdo al peso del objeto redondo),
(a menor peso, menor alargamiento), (cuando el peso del objeto disminuye,

sucesivamente el resorte va disminuyendo).

Los estudiantes también lograron por medio de algunas preguntas de los talleres y
entrevistas semi-estructuradas realizadas en las acciones Graficar y Analizar
Variables, expresar frases que hacian comprender las caracteristicas de

dependencia e independencia que posee la variable como relacién funcional. Por
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ejemplo, “DIAMETRO: a medida que iban cambiando de ejercicio el diametro de
orificio iba aumentando. TIEMPO: Mientras el diametro aumentaba tardaba menos
en salir el agua”; “el peso, pues los objetos ya tienen un peso cada uno, mientras
que el resorte es igual siempre, solo cambia cuando se pone diferentes objetos”;
“el diametro es la magnitud que no depende de nada, el diametro ya esta porque

las tapas ya estan hechas”.

En conclusion, las expresiones dadas por los estudiantes a la hora de explicar la
correlacion directa o indirecta entre las medidas de dos magnitudes y la
comprension que tuvieron de las caracteristicas de dependencia e independencia
de la variable como relacién funcional, son los elementos que les permitieron
analizar el uso de la variable como relacion funcional y esto a través del disefio y

aplicacion de las actividades propuestas.

Como objetivo general nos planteamos aplicar la teoria APOE con el fin de
analizar los procesos que favorecen la construccion del concepto de variable en
estudiantes de octavo y noveno grado del Instituto Técnico Superior Damaso
Zapata de la ciudad de Bucaramanga. La Teoria APOE propone que la
interiorizacion de acciones consiste en construir una estructura mental o un
proceso general, en este proceso general los estudiantes pueden pasar de lo

especifico a lo general y viceversa.

Los tres estudiantes de noveno y los dos estudiantes de octavo grado del Instituto
Técnico Superior Ddmaso Zapata, lograron acercarse a un proceso general
cuando por medio de los conocimientos previos y habilidades matematicas
interiorizaron acciones simbolizando en una posible expresion algebraica los
fendbmenos de cambio vistos en las situaciones experimentales. Ahora bien, en el
desarrollo de esta interiorizacidbn se presentaron dificultades, ya que no fue
previsto por los investigadores que las situaciones experimentales al ser basadas

en fendbmenos de cambio donde se tenian que medir cantidades con instrumentos
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de medicidn, necesariamente se presentarian errores, para esto se necesitaria el
manejo de aproximaciones lineales y acotamiento del error, lo cual los estudiantes
de estos grados no dominan. Debido a estas dificultades no se puede concluir en
este trabajo que los estudiantes hayan desarrollado un exacto proceso general en
la simbolizacion de los fendmenos. Aun asi las ideas de generalizacion se
evidenciaron en los estudiantes gracias a sus conocimientos previos de tabulacion
de datos, graficacion de algunos contextos, generalidades de la proporcionalidad y

simbolizacién de situaciones problematicas.

.z . 240 . .. .
En conclusidn, posibles modelos como: y = — . €en la situacion experimental del

embudo y a =§ , en las dos situaciones experimentales del alargamiento del

resorte, seguidamente de expresiones verbales como: “240 sobre la “ x” que es

[

para mi el diametro me dara siempre la “y” que es para mi el tiempo, y asi creo
que para todos los didmetros que le meta”; “porque cada peso que yo lo llamé k, al
dividirlos en cinco me va a dar los alargamientos que yo llamé L”; “Si sirve para
los pesos que hicimos ahorita, debe servir para todos los pesos que yo ponga en
el resorte”; corrobora que la Teoria APOE con la utilizacién de sus elementos
tedricos permiti6 aproximarse a un proceso general, el cual favorecio
sensiblemente el acercamiento del concepto en estudio en una primera etapa

escolar.
Conclusiones didacticas y sugerencia para futuras investigaciones.

Como parte de una conclusion didactica, recomendamos a los docentes trabajar
algunos conceptos matematicos relacionados con la variable (ecuacion de una
recta, funciones, proporcionalidad), partiendo de la observacién de fenbmenos de
cambio pero en situaciones problematicas donde no se requieran datos
experimentales, puesto que la dificultad en la medicion de estas magnitudes no

permitira una adecuada formacién de un proceso general. AuUn asi destacamos
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que la interaccibn de observar, analizar y argumentar caracteristicas de un
determinado concepto, sin actuar aun sobre la formalidad de este, provee al
estudiante de una informacion que le permitird comprender caracteristicas del
concepto de una forma mas participativa. Opinamos que estos argumentos
expresados por los estudiantes de un determinado concepto sin actuar aun sobre
él, pueden mejorar sensiblemente la comprension de este cuando se tenga que

pasar a una formalidad matematica.

El proceso general permitira al estudiante pasar del contexto no matemético a un
contexto matematico, también le permitird comprobar propiedades, y pasar de
argumentos especificos a expresiones generales y viceversa, siempre y cuando

las situaciones problematicas no manejen datos experimentales.

Proponemos con base a lo observado en nuestro trabajo, el desarrollo de futuras
investigaciones que implique el uso de la Teoria APOE y la implementacion de
una descomposicion genética donde se propongan acciones especificas basadas
en fendbmenos de cambio y disefios de actividades apropiadas. Un tema para
analizar en alguna de estas investigaciones podria ser el planteamiento de
situaciones problematicas y actividades didacticas que favorezcan la construccién
del concepto de recta como funcion lineal. Lo proponemos porgue en una
expresion como y =mx + b, no sblo esta inmersa la variable como relacion
funcional, sino la variable como numero generalizado (b), y la variable como
incognita (m), es decir, los tres usos de la variable en conjunto. Ahora bien, las
situaciones problematicas que se observan en fisica de décimo y once grado
cuando trabajan con movimiento rectilineo uniforme podria ser un aporte
enriqguecedor antes de formalizar el concepto de recta como funcion lineal y sus
caracteristicas. Por ejemplo en observar la distancia que recorre un automaovil
debido al tiempo y la velocidad, dando datos no experimentales para que los
estudiantes tabulen dichos datos y traten de simbolizar la situacién problematica

en una relacion funcional.
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ANEXOS



Anexo A. Talleres realizados por los estudiantes

TALLER N° 1
Pregunta 1: ¢Cuales son las magnitudes fisicas que intervienen en la situacion

experimental?

Pregunta 2: Completa la tabla de datos segun lo observado en la situacion

experimental.

Didmetro del Primer Segundo | Tercer Cuarto Quinto
orificio de diametro | didmetro | diametro diametro diametro
desagie
Tiempo de

evacuacion del

agua

Pregunta 3: ¢Representar graficamente las magnitudes observadas? (En la hoja

de trabajo).

Pregunta 4: ¢;Qué sucede al hacer cada vez mas grande el orificio de salida del

agua? ¢ Como relacionas el comportamiento de estas magnitudes?
Pregunta 5: ¢ Al observar el comportamiento de las magnitudes y su variacion, qué
puedes concluir de la variacién en las medidas de las magnitudes cada una por

aparte?

Pregunta 6: Con lo observado en la grafica, construya una posible expresion

algebraica que modele la situacién experimental.
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TALLER N° 2
Pregunta 1: ¢ Cuales son las magnitudes fisicas que intervienen en la situacion

experimental?

Pregunta 2
Completa la tabla de datos segun lo observado en la situacion experimental.
Preso de objetos | Primer | Segundo | Tercer Cuarto Quinto
redondos peso peso peso peso peso

Alargamiento del

resorte

Pregunta 3: ¢Representar graficamente las magnitudes observadas? (En la hoja

de trabajo).
Pregunta 4: ;Qué sucede al hacer cada vez mas grande el orificio de salida del

agua? ¢ Como relacionas el comportamiento de estas magnitudes?

Pregunta 5: ¢ Al observar el comportamiento de las magnitudes y su variacion, qué
puedes concluir de la variacién en las medidas de las magnitudes cada una por

aparte?

Pregunta 6: Con lo observado en la grafica, construya una posible expresién

algebraica que modele la situacién experimental.
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TALLER N° 3

Pregunta 1

¢, Cudles son las magnitudes fisicas que intervienen en la situacion experimental?

Pregunta 2
Completa la tabla de datos segun lo observado en la situacién experimental.
Preso de objetos | Primer | Segundo | Tercer Cuarto Quinto
redondos peso peso peso peso peso

Alargamiento del

resorte

Pregunta 3: ¢Representar graficamente las magnitudes observadas? (En la hoja

de trabajo).

Pregunta 4 : ;Qué sucede al hacer cada vez mas grande el orificio de salida del

agua? ¢ Como relacionas el comportamiento de estas magnitudes?
Pregunta 5: ¢ Al observar el comportamiento de las magnitudes y su variacion, qué
puedes concluir de la variacion en las medidas de las magnitudes cada una por

aparte?

Pregunta 6: ¢Necesariamente una magnitud debe depender de otra para su

variacion?

Pregunta 7: Con lo observado en la gréafica, construya una posible expresion

algebraica que modele la situacion experimental.
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