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RESUMEN

Titulo : ESTUDIO DE LA INFLUENCIA DE LA RADIACION SINCROTRONICA EN LA ACE-
LERACION AUTO-RESONANTE ESPACIAL DEL ELECTRON: FRENADO POR RADIACION
EN AUSENCIA DE CAMPO DE MICRO-ONDAS.".

Autores : Torres Amaris, Daniel David .

Palabras Claves: Radiacién sincrotrénica, fuerza de frenado, método de Boris-Buneman, técnica
Leap-Frog.

DESCRIPCION:

El presente trabajo se enmarca en la rama de la electrodindmica encargada del estudio de la radiacién
producida por la particulas con carga eléctrica diferente de cero y que se encuentran aceleradas. Para el
caso en cuestion, nos centraremos en la radiacion del sincrotrén en el caso relativista y la introduccion
de los efectos de este fendmeno en los célculos de la trayectoria de un electrén. Por lo tanto se decide
abordar el problema de manera tedrica y computacional, ya que la experimentacién en estos casos es
costosa y los datos no son de fécil acceso, como si lo son en la simulacién computacional.

Para la solucién del problema se empleé el método de Boris-Buneman, el cual es un esquema Leap-
Frog en diferencias finitas centradas. Hubo que realizar una modificacién para conseguir una variante
de este método convencional con el fin de incluir la fuerza producida por la radiacién que aparece
como consecuencia de la conservaciéon del momentum del sistema particula-radiaciéon sincrotrénica.
Este trabajo permite esclarecer el rol de la radiacién sincrotrénica en la dindmica de la Aceleracion
Espacial Auto-resonante - SARA (Por sus siglas en inglés Spatial Auto Resonant Acceleration).

"Trabajo de grado
tFacultad de Ciencias, Escuela de Fisica, Valeriy Dugar-Zhabon (Director). Eduardo A. Orozco
(Codirector)



ABSTRACT

TITLE:

STUDY OF THE SYNCHROTRON RADIATION INFLUENCE IN SPATIAL AUTO-RESONANT
ACCELERATION OF THE ELECTRON: RADIATION DAMPING IN ABSENCE OF FIELD OF
MICROWAVE.".

Autores : Torres Amaris, Daniel David .

KEY WORDS: Synchrotron radiation, damping force, Boris-Buneman method, Leap-Frog scheme.

DESCRIPTION:

This work is part of the branch of the electrodynamics responsible for the study of radiation pro-
duced by the particle with a non-zero electric charge and which are accelerated. In this very case, we
will focus on in the relativistic case of the synchrotron radiation and the introduction of the effects
of this phenomenon in the calculations of the trajectory of an electron. It is therefore decided to deal
with the problem by two ways, theoretical and computational. Experimentation in these cases is costly
and the data are hardly accessible, while in computer simulations, it is the opposite. Inside the FITEK
(because of the spanish acronym of grupo de Fisica y Tecnologia del plasma y Corrosidn.) with the
guidance of Valeriy Dugar-Zhabon Ph.D. we are working on this problem, this is the very first step in
the calculations including this force of radiation term.

The Boris-Buneman method which is a Leap-Frog scheme in centered finite differences, was used for
the solution of the problem. We had to make a change to get a variant of this conventional method
that includes the force produced by the radiation particle - synchrotron radiation appears as a result
of the preservation of the momentum of the system. This work allows clarifying of the role of the
synchrotron radiation in the dynamics of the Spatial Auto-Resonant Acceleration - SARA (for its

english acronym).

"Trabajo de grado
tFacultad de Ciencias, Escuela de Fisica, Valeriy Dugar-Zhabon (Director).Eduardo A. Orozco
(Codirector)
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Introduccion

En 1932 se puso en marcha el primer Ciclotrén, construido por Ernest Lawrence de la
Universidad de California, Berkeley [1]. En el ciclotrén el electrén se mantiene en una
trayectoria circular mediante un campo magnético perpendicular a su trayectoria. Todo
el movimiento del electrén sucede en un plano dentro de un cilindro de vacio de altura
reducida. Este cilindro se corta a mitades y estas se separan una distancia bastante
pequena. Estos semi-cilindros se llaman duantes y entre ellos se aplica un potencial de
alta frecuencia. Cada vez cuando el electron pasa por el espacio entre los duantes el
campo eléctrico éste es acelerado.

En 1962, Kolomenskii y Lebedev descubrieron el fenémeno de resonancia ciclotroni-
ca autosostenida en un campo magnético homogéneo y estatico [2]. Este régimen de
aceleracion se logra manteniendo la frecuencia de la onda electromagnética igual a la
frecuencia ciclotrénica homogénea. Este tipo de autoresonancia se observa si se cumple
la condicién: w = wy = eBy/my7y, donde e es la carga del electrén, mg su masa en reposo

y v es el factor relativista.

Entre 1980 y 1997, K. S. Golovanisky llevo a cabo un estudio detallado de la estabilidad
de la fase de la interaccién resonante entre una onda estacionaria y el movimiento ci-
clotrnico del electréon también en campos magnéticos homogéneos pero crecientes en el
tiempo. El propuso el esquema de acelerador GYRAC donde se encuentra la realizacion

de sus ideas acerca automantenimiento de la igualdad w = wy.

Investigaciones realizadas con ayuda de RS dan informacién importante para enten-
dimiento de la estructura electrénica de soélidos, por ejemplo sobre zonas prohibidas,
posibles transiciones entre diferentes estados etc. Durante los tultimos anos la firma IBM
llevé a cabo una serie de estudios que mostraron grandes ventajas de aplicacion de la RS
ante otros métodos en la micro-litografia para fabricacién de micro-esquemas electréni-
cos. La potencia de RS se puede usar para realizar fotosintesis, analisis de hidrocarburos,
estudio de éxidos de nitrégeno y otras combinaciones quimicas. La RS monocromética
en el rango rayos X puede encontrar su aplicacion en rentgeno-diagnostico que per-
mitird disminuir en muchos 6rdenes de magnitud la carga por radiacién que recibe el
cuerpo humano en laboratorios de rayos X.

11



En recientes trabajos realizados en el grupo FITEK de la UIS, mediante una serie
de estudios analiticos y numéricos, se encontré un fenémeno de autosostenimiento de
condiciones de resonancia ciclotronica electrénica en campos magnéticos estacionarios
no homogéneos. Este fenémeno obtuvo nombre Aceleracion Autorresonante Espacial o
SARA por sus siglas en inglés de Sincrotron AutoResonant Acceleration.

Todos los tipos de aceleracién autoresonate aprovechan el efecto de dependencia que
tiene la energia del electron de su masa, lo que significa que estos fenémenos son pura-
mente relativistas. Principalmente en sistemas SARA el haz de electrones en la etapa
final se mueve en un plano que se llama el plano de reflexién (ver Fig.1) formando un
anillo de alta energia que se muestra en la figura 1 y en la figura 2 se presenta la configu-
racién 3D del campo magnético estacionario (cuyos valores de configuracion se encuen-
tran en la Tabla 1) que asegura auto-mantenamiento de la resonancia. Actualmente
ya se ha demostrado que SARA garantiza aceleracién hasta energias de centenas de
kilo-electrén-voltios, sin embargo en ciertas condiciones la energia puede alcanzar el
rango ultrarelativista. El tinico efecto que limita absolutamente el valor de la energia
alcanzable es el frenado sincrotrénico, también llamado frenado ciclotrénico (terminos
procedentes de aceleradores ciclicos, sincrotrones y ciclotrones). En los estudios reali-
zados hasta ahora no se ha tenido en cuenta cémo afecta la radiaciéon sincrotrénica a
la aceleracion autorresonante, pues bajo las energias de centenas de keV la radiacién
sincrotronica practicamente no afecta el movimiento de electrones SARA. La fuerza de
frenado sincrotrénica aparece debido a la intensa emisién de ondas electromagnéticas
(llamada radiacién sincrotrénica) por parte de electrones ultrarelativistas y finalmente
puede compensar completamente la aceleracion autoresonante. El efecto limitador de
aceleracion tiene una significancia practica muy importante. La frecuencia de la radia-
ci6én sincrotrénica (RS) depende del radio de la trayectoria circular y la energia de los
electrones. Los rangos de frecuencias de esta radiacién que se utilizan con mayor efec-
tividad son de ultravioleta de vacio y de rayos X. En una primera aproximacién a la
solucién del problema, es decir, la influencia de la radiacion sobre la resonancia, en este
trabajo, se abordara el modelado de la radiaciéon de particulas en ausencia de un campo
eléctrico externo, esto con el fin de comprender los mecanismos que originan este fre-
nado. De esta manera, podemos obtener cierta informaciéon acerca de como acelerar al
electréon hasta estas energias puesto que acelerarlo seria el proceso inverso a dejar decaer
su energia por radiacion. Para llevar a cabo el propdsito de este trabajo, se realizé una
revision tedrica del fenomeno de radiacién de partaculas cargadas aceleradas y la fuerza

12



Figura 1: Trayectoria tipica de electrones en el sistema SARA

de frenado que esta radiacién produce, luego, mediante el método de Boris-Buneman
se hicieron calculos con las ecuaciones obtenidas, que permitieron obtener gréficas de
potencia radiada, energia del electrén y diametro de su trayectoria en el tiempo.
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Figura 2: Ejemplo del perfil de campo magnético del sistema SARA
0.1 Planteamiento del problema

En el grupo Laboratorio de Fisica y Tecnologia del Plasma y Corrosion FITEK se
han llevado a cabo estudios tedricos y numéricos sobre el mecanismo de aceleracion de
particulas SARA, pero ninguno que traiga luz sobre como afecta la fuerza de frenado
a la autorresonancia cuando las energias son muy altas, es asi que el estudio de tal
fendmeno toma interes si se persigue obtener particulas con estas energias. En nuestra
metodologia, el problema se ha dividido en dos partes, en una primera etapa abordar el
estudio de la radiacién tnicamente, sin campo de micro-ondas para observar el efecto
de ésta y una segunda etapa seria tener en cuenta la radiacién, compensar la pérdida
de energia y a su vez aumentarla con un campo de micro-ondas (esta segunda parte
serd estudiada en un trabajo posterior).

Por lo tanto, en este trabajo, orientado hacia el desarrollo de la primera etapa, se
propone el estudio de la radiacion de una particula en el esquema SARA a partir del

plano de retorno y luego de que el campo externo de micro-ondas es removido.
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Tabla 1: Pardmetros del sistema de bobinas

[ Bobina | Ry(em) | Re(em) | Ly(em) | J(A/mm?) | z(em)

E 60 (200 |60 .48 —5,75

|2 .0 [ 20,0 7,6 1,23 9,25
3 6.0 20.0 10,0 L,20 22,75

0.2 Marco teodrico

En la teoria SARA no figura el hecho de que en un movimiento acelerado, la particula
cargada emite energia electromagnética. En un campo magnético, la particula se mue-
ve sobre una trayectoria circular con una aceleracién centripeta, consecuentemente el
electron emite ondas electromagnéticas. El campo elctromagnético producido por estas
cargas en movimiento se caracteriza por la desisdad de carga j y se describe por las

15



ecuaciones no homogéneas para los potenciales vectorial y escalar:

1 0%A 4,
AA — 2or _?J<r7t)7 (1)
1 9%p
T aaE —4mp(r,t), (2)

donde las densidades de corriente y de carga p son funciones arbitrarias de las coorde-
nadas y del tiempo. Supongamos que las fuentes se encuentran en un elemento finito
de espacio y que tenemos los potenciales creados por estas cargas en todo el espacio.
Las deducciones se hacen en suposicién de que la influencia inversa del campo de ra-
diacién al movimiento de las cargas es pequena y puede ser despreciada; mas adelante,
se mostrard que esta suposicion es correcta incluso hasta para las energias del orden de
100 MeV.

La solucién de las ecuaciones no homogéneas se encuentra mediante el uso de funciones
de Green. La funcién de Green G(r,t,1’,t') es la solucién a la ecuacion
1 6°G

en todo el espacio; donde en la ecuacién (3), §(r —r’)d(¢t — ¢') son funciones de Dirac, ¢’
es el instante de tiempo en que es emitida la onda electromagnética y t es el tiempo en
el instante de llegada de la onda al punto de observacién en r. El campo de la radiacion
emitida se presenta como los potenciales vectorial y escalar que se describen a partir
de las ecuaciones integrales

1
A(r,t) = —/G(r,t,r’,t')j(r,t,r’,t’)d3r’dt’ (4)
¢
y
o(r,t) = /G(r,t,r’,t’)p(r,t,r',t')d?’r/dt’. (5)

Anotemos que las ecuaciones anteriores las satisfacen no sélo una funciéon sino una
amplia serie de funciones de Green que conducen a diferentes soluciones de A(r,t)
y @(r,t). Para obtener una tnica solucién que se adecie al problema de estudio es
necesario tener en cuenta las condiciones de frontera y la fisica. En nuestro caso de
interés, las ondas electromagnéticas en el espacio infinito, no hay fronteras como tal,

asi que basta con usar el principio de causalidad, este principio exige que la causa
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(el movimiento de cargas que produce en radiacién) precede a la consecuencia (que es
la exitacion del campo en el punto de observacién). Los potenciales que satisfacen el

principion de causalidad se llaman, potenciales retardados.

La integracién de los potenciales se realiza con la ayuda de la funcién J y el resultado

s(p 4 ezl
Alr,t) = l/J(r’t—c)dV’ (6)

c |r — /|

O |
o) = [y )

v — |

tiene la forma:

en la que la estructura del argumento temporal muestra que el campo en el punto r en el
momento ¢ se determina por el estado de las fuentes en el intante de tiempo precedente
t'=t-— @, es decir, difiere en el tiempo de propagacién de la perturnacion desde la
fuente hasta el punto de observacién. Estos potenciales retardados nos dan la soluciéon
completa del problema del campo electromagnético que se produce por un sistema de
cargas en movimiento en el espacio infinito. Durante todo este proceso, se supone que

se conoce la ley de movimiento de las cargas.

0.3 El campo a gran distancia de un sistema de car-
gas

Se considerara el campo producido por un sistema de cargas méviles a distancias grandes
comparadas con las dimensiones del sistema. En este caso se puede tratar a la onda
emitida como una onda plana en pequenas regiones del espacio.

Se buscara la forma del potencial escalar y vectorial, y la ecuacién de onda para el

primero es:
1 0%¢
EX TR —4mo, (8)

la cual es una ecuacién diferencial no-homogenea de segundo orden; su solucién general

Vi —

esta dada por la combinacién lineal de dos soluciones; la solucién a su correspondiente

ecuacién homogenea més una particular de (8).
Gracias a la linealidad de (8), podemos dividir el espacio en pequenos elementos de

volumen y determinar el campo producido por las cargas contenidas en dicho elemento,
luego el campo total serd igual a la suma de los campos producto de cada elemento

17



diferencial.

Ubicando el origen de coordenadas en el elemento dV con una cantidad de carga dq(t)

(esta cantidad depende del tiempo), obtenemos la densidad de carga como

o(t) = dq(t)o(R), (9)

donde esta distribucién es cero en todo el espacio excepto en R = 0. Asi, (8) toma la

siguiente forma
1 9%¢
2 —
y por la naturaleza de la distribucién (9) se tiene
10%

2 — _— =
Vo 290 (11)

para cualquier punto en que R # 0. Aplicadas estas condiciones, se llega a un problema

. s ., , s . * ’
con simetria central; la solucién sera natural en coordenadas esféricas . Es asi que se

1[0 [ ,00 10%
72 [@ (R @)] Y (12)

y haciendo el cambio de variable ¢ = @ en (12), se obtiene

escribe

P 1 0%

N 13

OR? ¢ Ot? (13)

De esta manera, con la excepcion de el origen de coordenadas, el potencial ¢ tendra la
forma ( R)
ot — 7

I ¢/ 14

6= (14)

La ecuacién (14) no determina a ¢, esta funcién debe escojerse tal que coincida con el
valor del potencial en R — 0. En otras palabras, para R — 0 debe reducirse a la ley de

Coulomb; esto es asi debido a que para estos valores de R, el crecimiento de la derivada
1 9%¢

espacial es tal que se puede despreciar el término 5 5.5 y entonces nos quedamos con

V¢ = ed(R), (15)

que es la ecuacion cuya solucion es ¢ = %, de esta manera el potencial queda determi-

=
nado como:
dq(t — &)

=%

(16)

* .7 . . Yo
En la ecuacién (12) se ha escrito el laplaciano en coordenadas esféricas.
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Usando este resultado, se puede calcular el potencial para una distribucion arbitraria
de carga haciendo la sustitucion dq(t) — o(t)dV e integrando sobre todo el espacio. La
solucion general estara dada entonces por la suma de esta integral y la solucién de la

ecuacion homogénea ¢y, obteniendo

gf):/‘/%g(r’,t—?)d‘/—l—qbo, (17)

en donde R es la distancia desde el elemento de volumen dV hasta el lugar donde se
quiere calcular el campo.

De manera similar, a partir de

va ) = __ja (18)

se obtiene la expresion para el potencial vectorial
1 1 R

A== —jlr',t—=|dV + A,. 19

c /V R (r, c) + A (19)

La parte integral de las ecuaciones (17) y (19) es lo que se llama potenciales retardados,
estos aparecen cuando la distribucién de cargas se encuentra en movimiento; en el caso
estacionario, este par de cantidades se reducén a cero entonces obtenemos las expresiones

convencionales para el potencial.

0.4 Potenciales de Lienard-Wiechert

Las ecuaciones anteriores son muy utiles para solucionar problemas cuya distribucion
de carga sea complicada, pero en el caso de tener el problema de una sola carga, es mas
pertinente utilizar los potenciales de Lienard-Wiechert.

De acuerdo a las formulas para potenciales retardados, el campo en el punto de observa-
cion P(z,y, z) en el instante ¢, es determinado por el estado de movimiento de la carga
en el tiempo anterior t', que es el tiempo de propagacién del campo a la velocidad de la
iz desde el punto rj, donde la carga estaba localizada, hasta el punto P; la diferencia
de tiempos es t — t'.

19



Sea R(t) = r — ro(t) el radio-véctor desde la carga e hasta el punto P, como ry(t) es
funcién dada del tiempo, entonces t' es determinada por la ecuacién
R(t)

c

t'+ =t. (20)
Dado que la R(t) representa el véctor con inicio en e y final en P, su magnitud repre-
senta la distancia entre la carga y el punto de observacién en el tiempo ¢, entonces R(t')
serd dicha distancia para el tiempo t'. Asi, el tiempo empleado por el campo en llegar

a el punto P sera %ﬂ).

En un sistema de referencia en el que en ¢, v = 0, el potencial en el tiempo t viene

determinado por el potencial de Coulomb punto de observacién, es decir

6= Ty (21)
ya que
A =0, (22)
lo cual se puede escribir .
¢ = m : (23)

Para obtener una expresién para el potencial en un sistema de referencia arbitrario se
debe escoger uno que coincida con estas ecuaciones en el caso V = 0. Los potenciales

adecuados serian
(24)

A:m. (25)

Todas estas cantidades en funcién de t' son llamados potenciales de Lienard-Wiechert,
y a partir de estas formulas se puede calcular la intensidad de los campos eléctrico y

magnético usando las expresiones:

10A
E = oo - Vo, (26)
y
H=VxA. (27)
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Estas féormulas determinan el campo con base en derivadas con respecto a x,y, 2 y t,
pero nuestro potencial esta dado en funcién de estas coordenadas y ¢ asi que para poder

calcular se hace derivacién implicita con respecto a t’' y luego respecto de ¢, obteniendo

E:e(Rl__—é)3 (R—%R)JFWRX [(R—%R) xv}, (28)
Y 1
H- -RxE, (29)
con\'/:%.

En la expresion para el campo eléctrico se puede ver que la primera parte depende solo
de v lo que nos dice que éste seria el campo producido por una carga en movimiento

uniforme y decae como %. En cuanto a la segunda parte, que depende tanto de v como
1

7> esta es la que tiene que ver con la energia radiada por la carga.

de v y decae como

0.5 Ecuaciones del campo a grandes distancias

Poniendo el origén de coordenadas en algin lugar de la distribucién de cargas y tomando
a Ro como el véctor desde el origén hasta el punto de observaciéon P(z,y, z) con su
correspondiente vector unitario n y el radio vector del elemento de carga dqg = pdV es r
y sea R el vector desde dg hasta P, tenemos R = Ry — r, entonces a grandes distancias

del la distribucién de cargas R >> r tenemos
R=|Ry—r|= Ry—r-n. (30)

Sustituyendo esta expresion en las ecuaciones para el potencial retardado se obtiene

1 RO n
QS:EO/VQ(t—?—I‘-E)dV, (31)

1 RO n
A=— [jlt——=—1-—)daV. 32
cRO/V‘]( c c> (82)

en el factor % de (31) y (32) se ha despreciado r-n en comparacién con Ry. En el
parametro t — }—j de las densidades, no se puede hacer lo mismo pues la importancia de

este término depende de cuanto varie ¢ y j respecto r - 7.
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En la zona de ondas de radiacién, se tiene
E=H X n, (33)

H=VxA. (34)

Luego, para la total determinacion del campo solo se necesita describir el potencial
vectorial A. Pero como para el caso de ondas planas tenemos que

1.
H=VxA=-AXxn (35)
c

E = %(Axn) X 1. (36)

Es de notar que el campo es proporcional al inverso de Ry y que el tiempo siempre
entra en las formulas en la forma ¢t — Rf. Para el calculo de la radiacion producida por
una carga en movimiento arbitrario es conveniente usar las formulas de los potenciales
de Lienard-Wiechert teniendo en cuenta que a largas distancias podemos reemplazar el
vector R por el vector constante Rg. Para el tiempo primado se hace uso de la relacién

R = Ry — rg - n, de esta manera
ev(t')
cRy <1 — —n'v(t,)> ’

c

A:

(37)

la relacion entre el tiempo t y el tiempo ¢’ se encuentra a partir de la distancia recorrida
por el campo a la velocidad ¢ de la siguiente manera

_nlt) o (38)

C C

t/

Las ondas electromagnéticas radiadas transportan una energia cuyo flujo viene dado
por el vector de Poynting S y la intensidad dI a travéz de el elemento de angulo sélido
dO = RZdQ) (elemento de superficie esférica) se encuentra como el producto S - ndO,

asl

H2
dl =S -ndO = c—
ndO = ¢ yym (39)
entonces
H2

dI es constante e independiente de Ry pues H es inversamente proporcional a Ry. Esto
era de esperarse pues la energia que acarrea el campo electromagnético se propaga a
la velocidad de la luz llenando todo el espacio sin pérdida ni acumulacién en ningin

punto.
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0.6 Las principales fuentes de radiacién sincrotréni-
ca

0.6.1. Radiacién del dipolo.

En este caso, las expresiones para los potenciales son:

1 RO n
_ _ b A1
o= [olt="wr Byav. (41)
1 . RO n
= R J(t—7+r'z)dva (42)

se puede despreciar el término de tiempo r - 2 si la distribucién de cargas no cambia

s

mucho en este lapso.

Si T es el periodo durante el cual la distribucion de cargas cambia apreciablemente,
entonces, si a es el orden de magnitud de las dimensiones del sistema, se debe cumplir
que

r

~ Ev (43)

asi la condicién que debe cumplir nuestro sistema es

n a
Cc

a < T, (44)

que se puede escribir como
a << A\ (45)

Las dimensiones del sistema deben ser mucho mayores que la longitud de la onda
radiada.

observando el sistema a distancias grandes comparadas con la dimensiones del sistema
y asumiendo que a condicion anterior se cumple, aseguramos que el problema queda
determinado conociendo el potencial vectorial. A estas distancias, el campo puede ser
considerado como ondas planas

1
A=— [ j.dV. 46
Ry / Jt (46)
en esta ecuacién, t' = t — % no depende de la variable de integracién, entonces, se

puede sustituir j por pv, obteniendo

A= c_ll%o (Z ev) (47)



y como Yy ev = % der = d, con d, el momento dipolar del sistema,

1
A= — 48
e (48)
con lo cual, el campo magnético queda como
H = czROd X n (49)
y el eléctrico
E = =y (d x n) x n. (50)

El campo de radiacion depende de la segunda derivada del momento dipolar. Este tipo
de radiacion, se denomina radiacion dipolar.

Como d = > ev, entonces, este tipo de radiacién se da solo en particulas aceleradas,
las cargas en movimiento uniforme no radian. La intensidad de esta radiacién viene

dada por

1 ) d2
= o (d x n)°do =

donde 6 es el dngulo entre d y n. La expresién anterior nos da la intensidad radiada

dl sin? 0dS2 (51)

mcd

hacia el elemento de angulo sélido do. La distribucién angular de la radiacién la da el
factor sin? 6.

Haciendo el cambio do = 27sinfdf e integrando sobre 6 en el intervalo (6 — w) se

encuentra la radiacién total

2 ..
I=_—d?
3c3

para el caso de una sola carga, d = er y d = ev; v = aceleracion de la carga. Entonces

(52)

2e20?
3c¢3

(53)

Para un sistema de particulas aisladas, la radiacion dipolar es cero, luego

d= Zer = Z%mr = cteZmr, (54)
> mr=R» m=0, (55)

entonces, la intensidad dI radiada sera cero.
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0.6.2. Radiacion de una carga que se mueve rapidamente.

Examinar la radiacién de una carga que se mueve con una velocidad que no es pequena
comparada con la velocidad de la luz requiere hacer unas consideraciones a la hora de
aplicar as ecuaciones desarrolladas antes. Para este objetivo, es necesario considerar un
sistema de referencia en el que la particula se encuentre en reposo. Eso es posible, solo
para el caso de una solo particula, pues en general no existe tal sistema de referencia
para una configuracién de muchas particulas.

En tal sistema de referencia, la energia radiada en el intervalo dt viene dada por

2¢* ,
y el momentum total radiado es cero
dP = 0. (57)

Esto se debe a que esta cantidad depende de la densidad de flujo del momentum a través
de una superficies que encierre la particula; en el caso del dipolo, existe una simetria tal
que la cantidad radiada en una direccion es igual en magnitud, pero opuesta en signo

a la que se radia en la direccién opuesta.

En un sistema de coordenadas arbitrario, el cuadrivector de momentum se escribe de

la siguiente manera

; ; 2¢* du® duy,
e e e L vl (58)

En esta ecuacion en nuestro sistema de referencia de particula en reposo, todas las

componentes espaciales de la velocidad son cero

du® d )2
Ll (59)
ds ds ct
de esta manera, solo queda la componente temporal
2¢*

la integral de la ecuacién (58) nos da el momentun total radiado durante el tiempo que

la particula se encuentra dentro del campo electromagnético, esto es:

; 2¢? [ du duy
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la cual se puede reescribir en términos del tensor electromagnético usando la ecuacion

dup, e !
r_ZF 62
mc s . AR VA (62)
se obtiene
Y / (Bl (F¥"u,,)da’ (63)
= U Uy, )dT’,
3m2cd M

cuya componente temporal nos da la energia total radiada, que en componentes carte-

sianas se escribe

2 2 0 52 (vx¥)
</ L= (64)

T 33 ) (1-2)*"
0, en término de los campos eléctrico y magnético externos:
2
2¢e? /‘X’ [E+1lvxH| - 5E-v)?

3m2c3

AU =

dt. (65)

Para velocidades cercanas a la de la luz, el numerador en la ecuacién anterior es practi-
camente constante y la energfa total radiada depende escencialmente como [1— —] ! La
unica excepcion se da cuando la direccién de movimiento es pararela a la del campo, en
este caso, el factor [1 — ] ! del denominador, se cancela con uno identico que aparece
en el numerador y la radlacwn no depende de la energia de la particula. Para la parte
de la distribucion angular de la radiaciéon, para una carga que se mueve rapidamente,
usando las expresiones de los potenciales de Lienard-Wiechert, y tomando sélo la parte

que depende como l pues a grandes distancias la parte de R12 contribuye muy poco,

nos queda
¢ nx[(n %) V]
b= 2R (1—nv (66)
Yy
H=nxE. (67)

Expandiendo el denominador de E como un triple producto vectorial de la forma A x
B x C=B(A -C)— C(A-B) y resolviendo el producto E - E se obtiene

. 623 2n-¥)(v-¥) ¥ 4_(1——><n6v) .
e e(l=x2) (1= (1—+2)

C C Cc

(68)

Para determinar la distribucion angular total de la radiacién a lo largo de todo el
recorrido de la particula, es necesario integrar la la intensidad en el tiempo teniendo en
cuenta que el integrando es funcién del tiempo ¢', luego, debemos hacer el cambio

_at , n-vy ,
dt = odt' = (1— - )dt. (69)
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0.7 Radiacion sincrotronica

Se considera una partacula en movimiento circular en un campo magnético uniforme
(fig 3). El radio de giro r y la frecuencia angular del movimiento se pueden expresar en
términos de la intensidad del campo magnético H y la velocidad de la particula v de la

siguiente forma:

p=—2 (70)
eH — Z—;
v eH v?
= =""4/1-=. 71
o r mc c? (71)

La intensidad de la radiacién emitida se puede calcular usando la ecuacién (65) con
E =0 y omitiendo la integral respecto del tiempo, obteniendo asi
2¢* H?v?

I = 72
3m2cd (1 — Z—;) ’ (72)

esta intensidad es proporcional a el cuadrado del momentum, siendo entonces una

cantidad considerable, pues las velocidades del problema son relativistas.

AZ

Figura 3: Esquema de citclotron.
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Desarrollando los productos en la ecuacién 68 escribimos

4772,2 2 2 1—2—2 00820+(§—sinﬁcos¢)2
ar = S0 (1—“—)/ ) do,  (73)
0

8m?m?c c (1 — “sinf cos ¢)5

resolviendo la integral se obtiene

et H?p? <1 — Z—j) 94 Z_j cos2 0 <1 — Z—j) (4 + Z—; cos? 9) cos? 6
dl = df) ST2m2ch 2 o \5/2 2 o \7/2
(1_?2005 9) 4(1—0—2003 9)

(74)
La razoén entre la intensidad de radiacién a un angulo = 0 y la intensidad para 6 = 7 /2
(en el plano de la drbita) es

aQ/ 2
@0 (-2 )

entonces, el intervalo angular de méxima intensidad es

2
Ag 12 (76)

c2’

0.7.1. Amortiguamiento por radiacion

Haciendo la expansiéon de la potenciales hasta orden tres para ¢ y orden dos para A en
% se obtiene:

¥ = _GLW/ f'edV, (77)
AD = —%—/Jdv

de aqui se toma sélo el término de orden dos del potencial vectorial para que la fun-
cion de Lagrange sea correcta, ya que el potencial vectorial va multiplicado por % en la
funcion de Lagrange:

=32 Z ev, (78)

asi, el campo magnético queda siendo nulo pues el rotacional del potencial vector es
igual a cero dado que las coordenadas no aparecen explicitamente, mientras que el
campo eléctrico es

1., 2

B lii_ 2 .
c 303d7 (79)
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aqui se puede ver que los términos de tercer orden en la expansion del potencial conducen

a la aparicién de fuerzas, que no se encuentran en la funcion de Lagrange, dadas por
2e ...

i
3c? d (80)

El promedio de la integral de trabajo en la unidad de tiempo de esta expresion

d fv= _ (81)

3c3

da como resultado el valor medio de la energia radiada por el sistema (salvo el signo).

Asi pues, la fuerza descrita en la ecuacion (80) da cuenta de el efecto de la radiacién
sobre las cargas. Este tipo de fuerzas, son llamadas fuerzas de amortiguamiento o fuerzas

de rozamiento de Lorentz.

Para una sola carga, se da también el amortiguamiento por radiacion, la fuerza se calcula
mediante el valor medio de la derivada del momento angular respecto del tiempo y da
como resultado

2e” .
incluyendo esta fuerza en la ecuaciéon de movimiento
e 2¢?
mv=cE+-vxH+-—Vv 83
c 3c3 (83)

y usando el hecho de que v = -=E, se obtiene la ecuacién de la fuerza

2e3 . 2¢t

- 3me3 + 3m2ct

f ExH. (84)

0.7.2. Distribucion angular de la radiacion
Caso no relativista.

En este caso v < ¢, entonces se puede despreciar los términos de orden v/c que que

aparecen en la densidad de flujo, luego

dJ e . v e2v?
0" [V2 — (n— 2)2] = 1 sin?4, (85)

donde @ es el angulo entre el vector de aceleracién (en t') y el sentido de observacién.

la radiacién esta distribuida simétricamente respecto al sentido de v y es maxima en la

direccion perpendicular a este vector.
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Caso ultrarelativista

Nos interesa la radiacién de una particula ultrarelativista (7 > 1) cuya aceleracién
es perpendicular a la direccién del movimiento, v v. El flujo de energia del campo

electromagnético a través del angulo sélido a grandes distancias es

dJ €nx(n—Y)xv?

g 8
ds) drc3(1 —n¥)s (86)
haciendo unos cambios en el numerador, obtenemos
dj € v (1-%)(nv)? (&)
dQY  Arc® | (1—nY¥)? (1—=mn¥)s |’

introduciendo el 4ngulo ¢ que es el 4ngulo entre los planos (vn) y (vv), la ecuacién 87

queda en la forma

dJ  e*v? 1 (1-— Z—;) sin? 0 cos? ¢
(1 —2cosf)* (1 —Ycosh)s ’

dQ 473 (88)

_d&
i’

mas comoda para describir la radiacién ya que, a diferencia de la intensidad, ésta es un

la potencia radiada (energia perdida por unidad de tiempo) es una caracteristica

invariante relativista.

La pérdida total de energia en la unidad de tiempo por parte de la particula cargada en

movimiento se encuentra haciendo integracién sobre todo el angulo sélido como sigue:

d€ d*E nv(t'), dJ
- == Y= [(1—- —df) 89
dt’ / dt'ds) /( c )dQ ’ (89)
en el caso no relativista, la integracion en {2 da
A& 2e*v?
= 3s (90)

La expresiéon anterior se llama Formula de Larmor.

Para el caso ultrarelativista, cambiamos a v? por un invariante relativista que tiende a
v cuando v — 0. Tal invariente es el cuadrado de la 4-aceleracién y se toma con el signo
opuesto —w*wy,. Bajo la condicién v — 0, la componente temporal de w* se vuelve cero,

k , . . . . , 2 ’
Cill. Aqui, d7 es el diferencial del tiempo propio de la particula, dr = /1 — %dt’, asi la

T C
componente espacial se transforma en v, entonces la potencia resulta de la siguiente
manera

& 2e*
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La pérdida de momentum en el sistema propio de la particula es dpg = 0. Por otra parte,

en el sistema de coordenadas del laboratorio, utilizando transformaciones de Lorentz:

dp = ﬂ7 (92)

2 _v?
donde d&es la energia de radiacion en el sistema propio para el tiempo dt;, = dr. La

relacién entre d€ y d€y puede ecnontrarse con ayuda de las transformaciones de Lorentz
2

—dE = —d&)(1- )3, (93)
c
y como dt' = dr/(1 — ”Z—j)%, tenemos entonces —% = —%_ Por ende, la pérdida de

momentum (28) en el intervalo temporal en el sistema del laboratorio dt’ es:

dp v d&y \% d&
A N I AT 4
( dt,) (04)

dt’ C2 \/_7101_; dt C2

Esta formula es valida para cualquier velocidad de la particula. El cuadrado de la 4-

kwk — _76 [\',2_

aceleraciéon se puede representar mediante valores de tres dimensiones: w
(v x v)?/c?). Esto permite escribir la generalizacién relativista de la férmula de Larmor
a través de valores tridimensionales:
2.6 -2
d€ 2% [, (vxV)
T ea |V T2 |
dt 3c

(95)

c2

En el caso en el que la particula se mueve por una trayectoria circular, cuando H # 0
y la aceleracién es perpendicular a la velocidad v_Lv la potencia de pérdida de energia
por parte del electréon es

B (dé’) _ 20" H*v* _ 2e'y?H? 2 ¢! 22, _ 272]{20@ s 2HPT

at’ AT T T e T T s
(96)
aqui rg = W% es el radio clasico del electron y 7 = ¢ = 9.3 x 10~2*s. Esta energia

205 2.3 342
3mzc 3mzc 3m;

radiada produce una fuerza que frena la particula

dp v [ dE 2e25v [, (vxVv)?
Fpo=——b = — (=)= 22220 |
R a2 ( dt’) 36 | c? (97)

0.8 Influencia de la radiacion en el movimiento de
el electron

Para encontrar el grado de influencia de esta radiacion sobre el movimiento del electrén

es necesario comparar la energia ganada en un ciclo por resonancia con la energia
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perdida por radiacién sincrotrénica. El tiempo para un ciclo es

2r 2mmey
T = = 98
Wer eH '’ (98)

entonces, la energia radiada es

L 0E, Ametw

AE= =T =
£ oy 3 (99)

. . . 7 G /
La velocidad crece debido a la aceleracion resonante da—b; = eFccos ¢ durante una ro-

tacion, la fase queda en el rango de aceleracion 7/2,37/2. Asi, el aumento de energia

durante un periodo de rotacién es

2meFEc
= Y
w

AE' (100)

La energia maxima alcanzada por una particula en el esquema SARA viene dada por

E
Yim = 24/ =, (101)
w e

de esta manera, la energia limite alcanzada sera:

Yiim Y s€ calcula como

3
E
S = 25 2 (102)
w e

cuando se llega a este limite, toda la potencia entregada a la particula, es emitida en

forma de radiacién.

0.9 Método de solucion del problema

Para resolver el proble del electrén en resonacia ciclotrénica, esquema SARA, se usé ua

variante del método de Boris-Buneman en el que se incluyé un campo eléctrico total

*
rs?

E%., formado por un campo externo E* mas un campo de radiacién sincrotrénica E
que genera una fuerza contraria a al sentido de movimiento de la particula. La ecuacién

de movimiento en forma adimensional es:

d *
P _ (B +E) +v xB*, (103)
dr
donde, v* = v/ec, t* = w.t, a* = a/w.c, p* = p/m.cy B* = wcn]i/e. Para el caso de

estudio de este trabajo, el campo externo E* = 0 y el campo de radiacién se obtiene a
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partir de la fuerza de radiacién como

FR 6’}/6/,60 .9 (V X V)2
E =—=- - 104
" —e 6nc |° c? M (104)
6 en unidades adimensionales,
Ej, = K[0™ — (v xa”)’]v", (105)

donde I = L @ep246L0
Me C v 6m "

En su método, Boris propone resolver el problema con diferencias finitas centradas,
asi pues, usando las expresiones

1 n—% 4 n—l—%
v == (_M 5 & > , (106)

1 n—&-% n—%
a; = > (%) : (107)

se reescribe el campo de radiacion y la ecuacién de movimiento y se calculan usando el

siguiente algoritmo:

ler Paso: Calcular u~

u =u""? 4 gAr/2 (108)
2do Paso: Calcular t
V=14 (u)?? (109)
t = b"Ar/29" (110)
3er Paso: Calcular u’
u=u +u xt (111)
4to Paso: Calcular S
S =2t/(1+1%) (112)
5to Paso: Calcular u™
ut=u 4+u' xS (113)
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6to Paso: Calcular u™t'/2

u"? =ut +g"Ar/2 (114)

7mo Paso: Calcular nuevas coordenadas de la(s) particula(s)
Xn+1 = x" 4+ un—H/QAT/’}/TH_l/Q (115)

donde ,yn+1/2 — [1 4 (un+l/2)2]1/2'

0.10 Resultados y analisis de simulaciones

Las simulaciones de variacién de radio de rotacion y energia de electrones en campos
magnéticos respectivos de electrones con dependencia del niimero de rotaciones se pre-
sentan en las figuras que se muestran a continuacion. Las simulaciones se realizaron
para casos cuando el electron se inyectd con energias iniciales de 1MeV, 10MeV y
100MeV dentro de campos magnéticos homogéneos de 17", 57" y 107

Las figuras estan organizadas de la siguiente manera, gréafica (a) indica el didmetro de
la trayectoria como funcién del nimero de ciclos y esta representado por la distancia
entre las dos curvas, la grafica (b) muestra la energia en funcién del nimero de ciclos y
la grafica (c) es la potencia radiada vs el nimero de ciclos. Se conserva este orden para
cada campo y cada valor de energia de inyeccién, con la excepcién de 100M eV . Para la
energia de inyeccién de 100M eV, en la parte (a) se realizé un grafico de la componente
y de la trayectoria (ubicando z en la misma direccién del eje de simetria de la trayecto-
ria y x sobre el plano horizontal). Para el caso de inyeccién del electrén con la energia
de 1MeV (fig 4) no se observé una variacién apreciable de las variables observadas, el
diametro, la energia y la potencia radiada se mantuvieron constantes, esta tltima fue
practicamente cero. El resultado fue el mismo para todos los diferente campos aplicados
y por esta razon no fue incluida la gréfica para los demés casos. Esto muestra que para
las energias del orden de unidades de (eV') la radiacién es totalmete despreciable y no
es necesario tener en cuenta la fuerza de frenado. A partir de la energia de inyeccion
de 10MeV (fig 5), se comienza a ver el efecto de la radiacién sincrotrénica, el didmetro
decrece (fig ba) con el paso de los ciclos, resultado consistente con la teoria, ya que,
como el electrén pierde energia por radiacion (fig 5b) y (fig 5¢), su velocidad disminuye
y por tanto su radio de giro debe hacerlo también (esto, por el hecho de encontrarse

dentro de un campo magnético). En la (fig 6)7, que se refiere a la inyeccién del electrén
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Figura 4: Resultados para Campo magnético de 2 x 10717 y energia de 1MeV. a)

Diametro en (m) como la medida de la recta vertical que corta las dos curvas vs Nimero

de ciclos. b) Energia (keV') vs Nimero de ciclos. ¢) Potencia radiada (*<Y) vs Niimero

S
de ciclos.

co la energia de 100M eV, se nota a simple vista como se acentian las caracteristicas
observadas en la (fig 5).

Se puede ver que en todos los casos la energia disminuye en el tiempo y la pérdida de
energia es maxima en la etapa inicial de movimiento que es debido a que la radiacion
sincrotrénica es proporcional al cuadrado de la energia del electron. En su movimiento
por una trayectoria circular o casi circular la potencia total emitida por un solo electron

se determina por la expresién (96) que para el caso de energia inicial de 1M eV nos da

de
dt

y la magnitud del campo magnético correspondiente, ésta alcanza aproximadamente el

~ 10 — 21, esta potencia crece rapido con el aumento de la energia del electrén

valor del orden de 4 x 1071V para la energia de 100M eV . Estas estimaciones muestran

TAqui, el grafico del didmetro se cambié por el de la componente y del movimiento (el sistema de
coordenadas esta ubicado de tal forma que el plano zz es tangente a la figura formada por la trayectoria
del electrén).
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Figura 5: Resultados para Campo magnético de 2 x 107'T y energia de 10MeV. a)
Diametro en (m) como la medida de la recta vertical que corta las dos curvas vs Nimero
de ciclos. b) Energfa (keV') vs Ntimero de ciclos. ¢) Potencia radiada (*<“) vs Nimero
de ciclos.

que la pérdida de energia por radiacion es absolutamente despreciable. Sin embargo la
intensidad de radiacién es un efecto colectivo que consiste en la interferencia de ondas
emitidas por diferentes particulas y en la interaccion entre particulas. Se establece el
régimen de coherencia entre la ondas emitidas por diferentes electrones. En este ca-
so todo el conjunto de particulas emite como una sola particula y ya que la potencia
de emisién (en la férmula (61)) es proporcional al cuadrado de carga, toda potencia
de radiacién resulta proporcional al cuadrado del nimero de particulas aceleradas si-

multdneamente.

En el sistema SARA simultaneamente se aceleran el numero total de electrones que
encuentra en un haz de 0,14 y un haz de 1A. En estos casos précticos la potencia de
la radiacién sincrotrénica para un haz de 0,14 es todavia muy pequena de 0,1W (ver
figs 9 y 10) pero para el haz de 100M eV de una corriente también de 0,14 la potencia
de radiacion alcanza un valor de 40kW. En estas condiciones un haz de 1A emite la
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Figura 6: Resultados para Campo magnético de 2 x 1077 y energfa de 100MeV . a)
Componete y de la trayectoria en (m) vs Numero de ciclos. b) Energia (keV') vs Nimero

de ciclos. ¢) Potencia radiada (%) vs Numero de ciclos.

potencia a dos 6rdenes de magnitud mayor, 4MW. Es evidente que para mantener el
régimen SARA la potencia transmitida del campo de microondas al haz debe ser no
menor que la pétencia emitida, es decir la potencia de generador de microondas se
determina por estos valores. Aceleracién del haz de 1A hasta la energia de 1GeV es

posible si la energia de aceleraciéon es por lo menos igual a 1MW .

Se observa claramente, en los grafijos de las (figuras a) para la energia de 100M eV, que
la componente y tiene la forma de un coseno modulado por una funcién decreciente,

esto va de acuerdo con el hecho de la la disminucion de la energia cinetica de la particula.

La transmision de la energia de micro-ondas al haz de electrones con tanta velocidad
es posible si la tension eléctrica es muy grande, con valores limitados por la tensién de
ruptura del aire seco en la cdmara SARA, este valor es aproximadamente 10kV/cm.
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Figura 7: Resultados para Campo magnético de 17 y energia de 10MeV. a) Diametro

en (m) como la medida de la recta vertical que corta las dos curvas vs Nimero de ciclos.

b) Energfa (keV') vs Ntimero de ciclos. ¢) Potencia radiada (*) vs Nimero de ciclos.

Este valor determina la tension méxima de microondas y pone el limite técnico para
la energia de aceleracion. Es importante notar que la intensidad de la radiacion sin-
crotronica es mucho mayor que la intensidad de los dispositivos tradicionales de rayos
X, los cuales no superan 10WW. Una de las causas es que la radiacién sincrotronica se
propaga en un cono sélido de angulo pequeno 6, ~ % < 1 (conocido como efecto de
faro), cominmente no mayor de 10°, mientras que los rayos X forman un cono de 180°.
Para un observador que se encuentra en el plano de la érbita circular la particula emite
desde un pequena parte de su trayectoria en la cual la direccion de la velocidad cambia
un angulo del orden de %y Se puede suponer que en la longitud de esta parte de trayec-
toria la velocidad y aceleracion permanecen constantes. Esta longitud se llama longitud
de coherencia o longitud de generacién de la radiacién [, ~ 5, donde p es el radio de
curvatura. Es importante notar que las pérdidas de radiacién deben ser compensadas
constantemente y por eso es necesario que el proceso de aceleracion termine en unas
pocas rotaciones pues el problema de la fabricacion de generadores de microondas de
potencias mayores que 1MW todavia no esta resuelto.
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Figura 11: Resultados para Campo magnéfi®o de 57" y energia de 10MeV . a) Diametro
en (m)como la medida de la recta vertical que corta las dos curvas vs Numero de ciclos.

b) Energia (keV') vs Nimero de ciclos. c¢) Potencia radiada (*<-

keV) vs Niimero de ciclos.
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Figura 10: Resultados para Campo magnético de 107" y energia de 100MeV. a) Com-
ponente y de la trayectoria en (m) vs Numero de ciclos. b) Energia (keV') vs Nimero

de ciclos. ¢) Potencia radiada (%) vs Numero de ciclos.

Durante el tiempo de emision 7 ~ Z;ZL% ~ p/~v la fase de onda emitida con una frecuen-

cia w se cambia a A¢ = wr —nAS(7) &~ ;%. Se emitan solo ondas de frecuencias para
las cuales A¢p < 1. En el caso A¢ > 1 las ondas en el cono de radiaciéon tienen grandes
desplazamientos de fases y apagan una a otra. El rango de frecuencias emitidas se de-
termina por la condicién Aw < w,. = ¢y3/p. La frecuencia w, es critica, la intensidad cae
rapido y el maximo de radiacién corresponde a w = w,. Por ejemplo para H = 57 un haz
de energia 100 MeV (ver figs 11 y 12) emite en el rango w./27 = 109 Hz que pertenece

al espectro visible. Esto coincide completamente con los resultados experimentales.

0.11 Conclusiones y observaciones

En esta tesis se presenta un analisis y caracteristicas de la radiacién producida por mo-
vimiento acelerado de electrones conforme al acelerador SARA. Se hace una simulacién
de movimiento de los electrones que toma en consideracion la fuerza de frenado por ra-
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diacién sincrotrénica. Se muestra la fuerza por radiacion para cada uno de los periodos
de rotacién de Larmor en el sistema SARA influye poco sobre tales pardmetros como
la velocidad de los electrones y su energia pero se muestra que el balance energético
en el caso de haces electronicos depende significativamente de la potencia emitida por

radiacion. Se esclarecen limites fisicos y técnicos para fuentes de radiacion sincrotrénica.

El acelerador SARA se puede convertir en una fuente de radiacion sincrotrénica si en el
plano de reflexién del haz electrénico (ver fig 1) se crea un pozo magnético local. Se su-
pone que en este pozo tridimensional sucedera la captura de electrones y se formara un
anillo electronico de alta energia y alta densidad. Este pozo se puede formar ubicando
en el plano de reflexion una bobina delgada con la corriente dirigido en la direccion

opuesta a la corriente en las bobinas principales de SARA.
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