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DESCRIPTION

This work shows the outcome of a class proposal done in order to enable in the students the
development of probability intuition about the following topics: sample space, certainty and un-
certainty of an event, chance, nature of an experimental trial, structure of events, relations bet-
ween simple events and distributions, treatment of residuals, slantings associated with random
experiments, the law of the big numbers.

The activity was carried out with 19 students of sixth grade of Gimnasio Saucara under a focus
of solving problems, where they were given test to solve with the least possible help from the
teacher. The test were focused to make the students predict outcomes, define sample spaces,
discuss about the nature of experimental trials, and writing down their answers. The test were
developed under a playing environment, therefore, it was very interesting for the students and
they participated very motivated and giving the best of themselves.

From the analysis of the test, its comes to the conclusion in general terms, that while the
activities are being developed, the students are changing mistaken concepts, wrong learnt, like
the ones related to the nature of random experiments, at the beginning they think how can it
be influenced in some way the outcome obtain from throwing a dice; the same way not in all
activities the students take in account the relation between simple events and distributions; that
depending of the activities that are being done, since they change in structure, some students
in someway associate the sample space of the experiment with the individual outcomes.
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DESCRIPCION

Este trabajo presenta los resultados de una propuesta de aula realizada con el fin de posibili-
tar en el estudiante el desarrollo de la intuicién probabilistica acerca de los siguientes temas:
espacio muestral, certeza e incertidumbre de un suceso, azar, naturaleza de pruebas experi-
mentales, tratamiento de residuos, sesgos asociados a experimentos aleatorios, leyes de los
grandes ndameros.

La actividad se llevd a cabo con 19 estudiantes de sexto grado del Gimnasio Saucarg, donde se
les presentaban unos talleres para que los resolvieran con la menor ayuda posible del profesor.
Los talleres estaban enfocados a que los estudiantes predijeran resultados, definieran espacios
muestrales, discutieran acerca de la naturaleza de pruebas experimentales y fueran anotando
sus respuestas. Los talleres se desarrollaron en un ambiente de juego, motivo por el cual, a
los estudiantes les parecieron muy interesantes y participaron de ellos muy motivados y con
bastante entusiasmo.

Del analisis de los talleres se concluye, en términos generales, que algunos estudiantes a me-
dida que se van desarrollando las actividades, van cambiando algunos conceptos erréneos
y mal aprendidos como son los relacionados a la naturaleza de las pruebas experimentales,
pues al inicio piensan en cosas, por ejemplo, que se puede influir de alguna forma en el re-
sultado obtenido al lanzar un dado; igualmente que no en todas las actividades y no todos los
estudiantes tienen en cuenta las relaciones entre eventos simples y distribuciones; que depen-
diendo de las actividades que se realicen, pues ellas varian en estructura, algunos estudiantes
de alguna forma asocian el espacio muestral del experimento con los resultados individuales.
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PRESENTACION

La mayoria de los textos escolares que presentan los temas relacionados con esta-
distica y probabilidad proponen actividades que, para su desarrollo, requieren de un
lenguaje matematico y muy formal. En muy pocas oportunidades, en esos textos, se
deja espacio para poner al estudiante en el juego, en actividades ludicas, en espacios
donde él pueda interactuar con objetos de resultados aleatorios, dejando de lado una
gran oportunidad para despertar y desarrollar la intuicién y el pensamiento probabilis-

tico que tiene el estudiante.

Un aspecto, segun Fischbein (1975), por el cual se debe replantear la ensefnanza de la
probabilidad en etapa escolar, es el caracter exclusivamente determinista de los curri-
culos actuales y la necesidad de mostrar al estudiante una imagen mas equilibrada de

la realidad. En este sentido, Diaz y colaboradores (1996, p. 12) dicen

“en el mundo contemporaneo, la educacién cientifica no puede reducirse a
la interpretacion univoca y determinista de los sucesos. Una cultura cienti-
fica eficiente reclama una educacion en el pensamiento estadistico y pro-
babilistico. La intuicién probabilistica no se desarrolla espontaneamente,
excepto dentro de unos limites muy estrechos. La comprensién, interpreta-
cién, evaluacién y prediccion de fenédmenos probabilisticos no pueden ser
confiados a intuiciones primarias que han sido despreciadas, olvidadas, y
abandonadas en un estado rudimentario de desarrollo bajo la presion de

esquemas operacionales que no pueden articularse con ellos”
Con base en lo anterior, se plante6 la tarea de llevar al aula actividades de caracter
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ludico, cuyo objetivo general fue el de posibilitar el desarrollo de la intuicién proba-
bilistica en nifios de sexto grado con edades entre 11 y 12 afos, mediante el uso de
objetos con resultados aleatorios (para nuestro caso dados convencionales, seis caras

marcadas del 1 al 6) y su relacién con la medida de probabilidad.

El presente trabajo de grado esta organizado en cuatro capitulos que se describen

brevemente a continuacion.

En el primer capitulo, se presenta el marco tedrico tenido en cuenta en el desarrollo
de las actividades, en el cual se destacan algunos aspectos sicoldégicos que sobre
el azar y la incertidumbre hacen Piaget e Inhelder, igualmente se presentan aportes
hechos por Fischbein sobre las intuiciones, y resultados hechos por otros tedricos
acerca de la insensibilidad al tamafo de la muestra o la ley de los pequefos numeros,
concepciones erroneas de las secuencias aleatorias y diferentes clases de sesgos.
Heitele (1975) presenta ideas estocasticas fundamentales de las cuales se tomaron
para este trabajo las relacionadas con: espacio muestral, equidistribucién y simetria y

la ley de los grandes numeros.

Por otra parte se presenta como antecedentes, resumenes de un trabajo realizado
por Nury Jurado Herrera (1996) y otro por Daniel Moreno Caicedo (2000) tesis de
especializacién de la UIS Se presenta también el resumen de un trabajo realizado por
Jeffrey K. Horvath y Richard Lehrer (1991) en la universidad de Madison - USA que

sirvieron como base para el desarrollo del presente trabajo de grado.

En el segundo capitulo se describe el grupo de estudiantes con los que se trabajo,
igualmente se presenta con mas detalle cada uno de los cinco componentes o cate-
gorias a través de las cuales se analiza el desempeno de los estudiantes, igualmente
cada uno de los cuatro talleres, mostrando el objetivo de cada uno y se trata de justifi-
car el porqué de las preguntas que en cada uno de ellos se hizo y la intensidad horaria

de cada taller.

En el tercer capitulo se presenta las respuestas mas comunes y variadas de los estu-

diantes hechas a todas las preguntas, con un breve analisis por parte del profesor a
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cada una de ellas. El analisis termina con algunas conclusiones a cerca de cada taller

donde se determina el desempefo de los estudiantes a través del mismo.

En el cuarto capitulo se presentan las conclusiones generales, a través de las cinco
componentes que se tuvieron en cuenta para el analisis del desempefio de los estu-

diantes a lo largo de toda la actividad.
Al final del trabajo se presentan las referencias bibliograficas citadas en este texto.

En los anexos (cuatro en total) se presentan los textos de los talleres presentados a

los estudiantes.

Después de cada anexo se presenta un taller resuelto por un estudiante.
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Capitulo 1

MARCO TEORICO

Presentamos en este capitulo algunos aportes sicolégicos de Piaget e Inhelder acer-
ca de la idea de azar en los nifios; algunas consideraciones que hace Fischbein sobre
las intuiciones presentes en el pensamiento probabilistico de los nifios, aportes y con-
sideraciones que estan muy relacionados con las preguntas hechas en los talleres.
También se abordan algunas ideas estocasticas fundamentales que segun Heitele se
deben tratar en el estudio de la probabilidad y el azar, como son: el espacio muestral,
equidistribucion y simetria y la ley de los grandes numeros. Igualmente se hace refe-
rencia a los sesgos y malas concepciones presentes en los estudiantes cuando tratan
resultados repetitivos en experimentos aleatorios como el lanzamiento de dados o

monedas y en extraccion de balotas de una urna.

También mencionamos algunos trabajos realizados en la Escuela de Mateméticas de
la UIS, y un trabajo en particular desarrollado por investigadores de la Universidad
de Madison en los Estados Unidos, que es una referencia basica en el trabajo cuyos

resultados presentamos.

1.1. PIAGET E INHELDER

Piaget en sus trabajos se interesa por determinar el nivel de desarrollo intelectual en

el cual se encuentran los nifios en diversas edades, analizando su aprehension de los
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conceptos. El analisis y resultados acerca del azar, la asociacion de probabilidades a
determinados sucesos y las capacidades combinatorias de los nifios, las asocia a los
estadios preoperatorio, de operaciones concretas y operaciones formales. El siguiente
cuadro presenta un breve resumen de estas tres etapas del desarrollo del ser humano,
(Morris, CH. 1994)

Etapa Edad Ejemplo de Comportamiento

Los niflos pequefnos construyen conceptos y po-
seen simbolos, como en el lenguaje, para co-
municarse. Estas imagenes se limitan a su ex-
Preoperatoria De 2 a 7 afos periencia personal inmediata (egocéntrica). Sus
nociones de causa y efecto son muy limitadas, a
veces “magicas”, y tienen problemas para clasi-
ficar objetos y eventos.

Los niflos empiezan a pensar con logica, a clasi-
ficar en varias dimensiones y a comprender con-
Operaciones Concretas | De 7 a 11 afios | ceptos matematicos siempre que puedan aplicar
estas operaciones a objetos o eventos concre-
tos.

Los individuos pueden aplicar soluciones logicas
tanto a conceptos concretos como abstractos.
Pueden pensar sistematicamente todas las po-
sibilidades, proyectarse hacia el futuro o recor-
dar el pasado, y razonar mediante analogias y
metéforas.

Operaciones Formales | De 11 a 15 afios

Piaget e Inhelder (1975) afirman que la comprension del azar por parte del nifio es
complementaria a la de la relacién causa-efecto. De esta forma, mientras el nifio no

comprenda la idea de causa, no identificara los fen6menos aleatorios.

Esta carencia de la idea de causa junto con la falta de un pensamiento reversible que
le permita asimilar los fendmenos del azar, hace que Piaget piense que no existe una
idea intuitiva del azar en el niflo que se encuentra en el estadio preoperacional antes
de los 7 anos. Enigual forma es incapaz de estimar las posibilidades a favor y en contra
de los experimentos aleatorios ya que no posee ni los procedimientos combinatorios

ni el concepto de proporcidn.

En edades entre los 7 y los 11 anos cuando el niflo se encuentra en el estadio de las
operaciones concretas, empieza a comprender la interaccion de las cadenas causales

que conducen a sucesos impredecibles y a la irreversibilidad de los fendmenos alea-
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torios. Aunque el nifio no llega a comprender la idea de azar porque no comprende
la independencia de las causas. Pero el nifio en esta edad si estd en capacidad de
establecer comparaciones entre posibles eventos. Por ejemplo, el nifio advierten que
es mas probable obtener una balota roja de una bolsa que contiene 3 de estas balotas

de un total de 6, que de otra que contiene 3 de un total de 7.

Entre los 11 — 12 afos, cuando el nifio esta en el estadio de las operaciones formales
y desarrolla el pensamiento combinatorio, es cuando alcanza la idea de azar y de
probabilidad y adquiere la capacidad de asociar a un evento aleatorio cierta medida
de probabilidad.

Piaget e Inhelder (1975) evidencian una aproximacioén a la ley de los grandes numeros
en nifnos de 11 anos de edad. Evidencia adjudicada al uso de ruletas justas y sesga-

das.

1.2. FISCHBEIN Y LAS INTUICIONES

Fischbein (1975) afirma, por otra parte, que aunque los nifios no tienen formalmente el
concepto de probabilidad, ellos aprenden de sus experiencias diarias, estas experien-
cias contienen procesos estocasticos y desde éstos se puede obtener tal concepto.
Interesado por la formacién de estos conceptos y por la aparicién de intuiciones par-
ciales sobre los conceptos estocasticos, Fischbein se preocupd también por el efecto
de la instruccién. Fischbein apoya fuertemente la conveniencia de fomentar la edu-
cacion estocastica y advierte que es indispensable la instruccién para alcanzar un

razonamiento estocastico adecuado, incluso en la etapa de las operaciones formales.

La idea de intuicidén de Fischbein se fundamenta en la concepcion de que la cognicion
humana es fundamentalmente unitaria y por tanto intuicién e inteligencia nos hablan

de la misma realidad.

Las intuiciones se pueden clasificar de diferentes maneras segun el punto de vista

que se adopte. Respecto a la instruccién, las intuiciones se clasifican en primarias y
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secundarias. Las intuiciones primarias se adquieren directamente con la experiencia
sin necesidad de ninguna instruccién sistematica. Ejemplos de ellas son las intuiciones
espaciales elementales, como el célculo de distancia y localizacién de objetos, o el
admitir que al lanzar un dado todas las caras tienen la misma probabilidad de salir.
En otro plano, también son primarias las intuiciones implicadas en el razonamiento.
Son las intuiciones que nos permiten aceptar una conclusion como verdadera sobre la
base de unas premisas dadas, es decir, las intuiciones que se expresan en las reglas

formales de la l6gica.

Las intuiciones secundarias se forman como consecuencia de la educacion, principal-
mente de la escuela. Un ejemplo de intuicion secundaria es el principio de inercia fisi-
co: un objeto conserva su estado de movimiento o de reposo a menos que intervenga
una fuerza exterior. Las intuiciones secundarias, como todas las intuiciones, presupo-
nen una practica extensiva y una familiarizacion, es decir, requiere una cantidad de

experiencia acumulada y verificada.

Fischbein considera que la probabilidad por su caracter practico (esta estrechamente
ligada a la accién), y por ser el comportamiento humano en si mismo probabilistico,

es un area propicia para estudiar la relacién entre intuicién y accion.

1.3. IDEAS FUNDAMENTALES

Heitele, D. (1975) plantea diez ideas estocasticas fundamentales que se deben tener
en cuenta al estudiar los conceptos de azar y probabilidad, de esas diez ideas fun-
damentales, son tres las que estan mas relacionadas con el trabajo que se realiz6
y son ellas, a saber: el espacio muestral como conjunto de todas las posibilidades,

equidistribucion y simetria y la ley de los grandes numeros.
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1.3.1. El espacio muestral como conjunto de todas las posibilida-
des

La primera idea fundamental es la de asignar un espacio muestral de eventos ob-
servables a cada experimento aleatorio y representar los sucesos observables como
subconjuntos del espacio muestral, dando una interpretacién probabilistica a las ope-
raciones con eventos. Es decir, inventariar todos los posibles sucesos elementales
asignados a un experimento, considerarlo como un conjunto de referencia o universal
y aplicar toda la potencia del algebra de conjuntos para definir los demas eventos a

partir de los eventos elementales.

Esta idea permitio axiomatizar la probabilidad como medida normada aditiva, sobre
el algebra de conjuntos, puesto que las operaciones en esta algebra de conjuntos
permitian definir operaciones sobre la misma probabilidad. Puesto que todo evento
elemental forma parte del conjunto de referencia, se dota de sentido al muestreo, ya
que al observar repetidamente una serie de repeticiones del experimento, siempre

observaremos elementos del espacio muestral.

Por otro lado, si un conjunto esta incluido en un conjunto mayor, la probabilidad del
primero es menor que la del segundo. Esta propiedad permite, desde la escuela ele-

mental realizar actividades de probabilidad comparativa, incluso sin cuantificacion.

Elinventariar todos los posibles resultados del experimento tiene, sin embargo, a veces
dificultades para los niflos que no han alcanzado un nivel de razonamiento combina-
torio suficiente. La dificultad esta en que hay que considerar no sélo el evento que ha
ocurrido realmente o incluso el suceso de interés sino todos los sucesos que podrian
ocurrir. En la investigacidén del desarrollo del concepto de azar se ha mostrado que
los nifios, como algunos adultos supersticiosos, estan confinados estrechamente al

determinismo: creen en fuerzas ocultas que expliquen los fenémenos aleatorios.
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1.3.2. Equidistribucién y simetria

Es una idea estratégica descubrir y usar las simetrias fisicas o de otro tipo en las
situaciones problematicas, para decidir que ninguno de los resultados posibles tiene
mayor ventaja que el resto y que, por lo tanto, podemos asignarles la misma proba-
bilidad. Una vez que se acepta esta conclusion, a partir de los axiomas se llega con
facilidad al calculo de las probabilidades de los sucesos elementales en los espacios

muestrales finitos.

Por ejemplo, al lanzar un dado, la simetria supone que ninguna cara se distingue de
las demas. Esto es tomado como argumento para aceptar la igualdad de probabili-
dad en cada resultado y llegar a la regla de Laplace, que nos permite asignar una
probabilidad de un sexto a cada uno de los resultados posibles. Una vez calculadas
estas probabilidades elementales, podemos calcular la probabilidad de eventos mas

complejos como obtener un nimero par u obtener una suma par al lanzar 2 o 3 dados.

Hay que recalcar que la Equidistribucién (igualdad de probabilidad) de los eventos ele-
mentales de un experimento no puede ser separada de la simetria estadistica, es decir,

la simetria confirmada por los registros estadisticos de resultados del experimento.

Parece ser que la idea de simetria es dificil de aprender por parte de los nifos, por
este motivo y porque los nifios tienen creencias sobre que algunos resultados son mas
faciles que otros, a pesar de la simetria fisica. S6lo con el trabajo repetido de ejemplos

de diverso materiales simétricos y no simétricos se ira desarrollando esta idea.

1.3.3. La ley de los grandes ntimeros

La convergencia estocastica hace posible el estudio de los fendmenos aleatorios en
su conjunto, ya que individualmente son impredecibles. Para analizar la dificultad de
la comprension de la convergencia, hay que distinguir entre las leyes empiricas de los
grandes numeros (la que se observa al recoger datos estadisticos de cierto fenéme-

no) y las correspondientes leyes matematicas deducidas en forma de teoremas por
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diferentes probabilistas y que pueden ser demostradas formalmente.

La convergencia empirica es observable en la realidad, por ejemplo, la proporcion
de recién nacidos varones en un hospital a lo largo del afio termina equilibrandose
alrededor de los dos sexos. Es filos6ficamente interesante que una regularidad global
surja de la variabilidad local, que parece inherente al curso de la naturaleza “libertad
individual bajo restricciones colectivas”. Esa correspondencia empirica, hace que las
correspondientes leyes matematicas de los grandes nameros se justifiguen como un
buen modelo para los fenémenos aleatorios, aunque no contesta la pregunta de si es
posible que los alumnos sean capaces de diferenciar entre el modelo y la realidad,
ya que de hecho vemos que con frecuencia se espera una convergencia empirica

demasiado rapida o demasiado exacta.

Las propiedades didacticas de experiencias empiricas sobre la convergencia serian
deseables desde la escuela, para preparar la comprension posterior de los teoremas

matematicos.

Sin embargo, estas oportunidades son mas restringidas de lo que nos dicen los textos
escolares. Las sucesiones aleatorias obtenidas en clase convergen lentamente y a
veces fallan, cuando se precisan para una demostracion, lo que puede ser contrapro-

ducente.

1.4. SESGOS Y MALAS CONCEPCIONES

Es de gran importancia referirnos a esas malas concepciones que los estudiantes han
interiorizado a través de la escuela, conceptos y concepciones erroneas que estan pre-
sentes en los estudiantes cuando se realizan experiencias aleatorias repetidas veces.
Los estudiantes creen poder adivinar o inferir resultados futuros basados en observa-
ciones pasadas, predecir resultados sin tener en cuenta el tamafno de las muestras y

el de adjudicar igual probabilidad a resultados que no son equiprobables.

Los sesgos mas comunes son:
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1.4.1. Insensibilidad al tamano de la muestra o la ley de los pe-
quenos nimeros

Este sesgo de insensibilidad al tamaro de la muestra, segun indican Tversky y Kah-
neman (1971), se manifiesta cuando las personas hacen una extension indebida de la
ley de los grandes numeros y asumen que en las muestras pequenas debe reflejarse
la probabilidad de los eventos. En particular, las personas creen que para obtener el
valor de la probabilidad de un evento, basta con calcular la frecuencia relativa en un
namero reducido de ensayos, o, en otro sentido, asumen que los resultados obtenidos
en pequenas muestras deben ser proporcionales a la probabilidad de los eventos. Se
ha encontrado que este sesgo es indiferente al paso del tiempo y al crecimiento inte-
lectual de las personas. Fischbein (1975) lo describe en niflos que se inician en la vida

escolar y Tversky y Kahneman (1971) lo describen en sic6logos con experiencia.

1.4.2. El sesgo de equiprobabilidad

Este sesgo hace referencia a la creencia de las personas en adjudicarle igual medida
de probabilidad a todos los sucesos asociados a un experimento aleatorio. Para com-
probar esta creencia, Lecoutre (1985) realiza unos experimentos en los que propone
a las personas problemas en los que indaga si al lanzar dos dados hay la misma pro-
babilidad de obtener un 5 y un 6 que la de obtener dos veces un 5. Esta creencia se
manifiesta en diferentes contextos, en personas de diferentes edades, en diferentes
variaciones de la misma pregunta. Lecoutre argumenta que no se puede explicar este
error como una falta de razonamiento combinatorio, si no, que los modelos combinato-
rios no se asocian con las situaciones en las que interviene el azar. Las personas que
muestran el sesgo de equiprobabilidad consideran que el resultado del experimento
“depende del azar” y en consecuencia todos los posibles resultados son equiproba-

bles.
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1.5. ANTECEDENTES

A nivel local, en la Escuela de Matematicas de la Universidad Industrial de Santander,
se encontré un proyecto de grado para optar al titulo de especialista en educacion
matematica, llamado ENSAYO METODOLOGICO PARA LA CONSTRUCCION DEL
CONCEPTO DE PROBABILIDAD de Nury Jurado Herrera (1996). El objetivo de este
trabajo era sistematizar una practica para mostrar la importancia del juego en la cons-
truccion del concepto matematico de probabilidad, ademas de facilitar el desarrollo
de procesos de sensibilidad, imaginacién y sentido ludico como parte esencial en la

construccion del concepto de probabilidad.

El trabajo se realizé con 11 estudiantes del grado décimo del Colegio Oficial Integrado

Jornada nocturna, en Malaga (Santander).

Después de hacer una resena histdrica acerca de la probabilidad, de su surgimiento
en los juegos de azar y del campo conceptual asociado al mismo tépico, la autora

propone cinco actividades que se describen brevemente a continuacion:

La primera actividad la llamé actividad para descubrir las concepciones de los
alumnos. En esta actividad, la profesora propone a los estudiantes que disefien una
forma para determinar qué persona se llevara una mascota que se ganaron como

trofeo en un torneo de voleibol, esperando que planteen una rifa como lo mas justo.

Suponiendo que dos personas no participan de la rifa por diferentes razones, y que dan
su papelito al estudiante que mas puntos hizo en el torneo, la profesora pregunta sobre
la oportunidad de ganarse la mascota que tiene cada estudiante de los que quedan
participando de la rifa. Después de deliberar y proponer varias formas para sortear
la mascota, la profesora concluye lo siguiente: que los estudiantes en los diferentes
sorteos, manejaban muy bien el concepto de porcentaje y proporcionalidad directa e
inversa pero no de posibilidades numéricas como, 1 de 11 6 2 de 11 que tiene cada
jugador de ganar. Es decir, los estudiantes advertian que quien tuviera mas papelitos,

tenia mas posibilidades de ganar, pero no adjudicaban valor numérico a estas.
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La segunda actividad se llamé Casino y consistia en colocar bloques l6gicos de un
solo color en una bolsa negra, sacar uno y pedirles que apostaran a adivinar el color

del bloque escogido.
El premio eran chocolates para el que resultara ser el ganador.

Luego el juego variaba: se introducian seis bloques rojos y dos verdes; luego seis rojos
y seis verdes. Luego se colocaron todos los bloques l6gicos en la bolsa, se extraia
uno y se le pedia a los estudiantes que apostaran por el color que iba a salir, y que

argumentaran la razén de su eleccién.

- Después de jugar y escuchar a los estudiantes, la profesora concluyé que estas

practicas ludicas entusiasman mucho a los estudiantes.

- Para justificar la probabilidad que tenia una u otra ficha de ganar, los estudiantes lo

hacian a manera de fraccion y otros continuaban con los porcentajes.

- Se concluy6 que los estudiantes manejan la nocién de probabilidad pero con cierta

confusién en algunos casos.

La tercera actividad se llamé la suerte esta de mi lado, La profesora dibuj6 en la

cancha de basquetbol del colegio una tabla como la siguiente:

—_
o

= INW OO N ©

112/3/4|5/6|7|8[9|10| 1112

Cada estudiante escogia un numero de la parte inferior y se paraba sobre él; la profe-

sora tomé el nimero 7. Se lanzaban dos dados convencionales (seis caras marcadas
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del uno al seis) se sumaban los resultados y el estudiante que estuviera en la co-
lumna de esta suma, avanzaba una casilla; ganaba el juego la persona que primero

alcanzara 10 resultados a favor.

Después de varios lanzamientos, resultdé ganadora la profesora y los estudiantes se
quejaban del numero que habian escogido y argumentaban que salian mas los nu-

meros centrales es decir el 5, 6, 7, 8,y 9, pero que el 7 le ganaba a los otros.

Un estudiante explicé a sus compareros desde el tablero las posibilidades que tenia
cada resultado de salir teniendo en cuenta la conmutatividad, es decir, tomando un
2 en el primer dado y 3 en el segundo como una forma diferente de sumar 5 que si
saliera 3 en el primero y 2 en el segundo, y esto con todos los resultados en que se
presenta 7 como resultado. Sobre esta actividad la profesora resalto lo siguiente: hubo
apatia por parte de los estudiantes que escogieron niumeros que poco salian y que-
rian terminar rapido el juego; la actividad se grabd con una camara filmadora, lo que
interfirié en el desarrollo de la actividad puesto que esto fue un distractor para los es-
tudiantes; mediante las actividades realizadas hasta el momento, y bajo la orientacion
de la profesora los estudiantes logran determinar la probabilidad de un evento como la

razén entre el numero de casos favorables sobre el total de casos posibles.

La cuarta actividad se llamé Pilisimo, se trabaj6é por parejas y a cada una de ellas se

le dio un cuadro como el siguiente:

Lista de Juegos POSIBILIDADES SUYAS | POSIBILIDADES MIAS
SUYAS MIAS
PEDRO JUAN

Primer juego: Si lanza el dado y sale un uno,
gana usted; si sale otro nimero gano yo.
Segundo juego: Si sale un nimero impar ga-
na usted; si sale uno par gano yo.

Tercer juego: Si sale un numero mayor que
cuatro gana usted; si sale uno par gano yo.
Cuarto juego: Con los nimeros del 1 al 100,
si saca un namero menor que 40 o0 mayor que
90 gana; de lo contrario gano yo.

Quinto juego: Si de los numeros del 1 al 100
saca uno primo gana; si no gano yo.

Los estudiantes jugaron sin problemas puesto que segun su profesora ya tenian claro
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el concepto de probabilidad y ya lo aplicaban. La profesora les recordd lo que era
un numero primo y argumenta que los muchachos sin saberlo utilizaron la criba de

Eratdstenes para conseguir los primos entre 1y 100.

La quinta actividad, fue un taller con las preguntas siguientes:

1. Se supone que el nacimiento de un nifio es tan probable como el de una nifia.
Una pareja tiene una hija, ¢ Cuadl es la probabilidad de que tengan una segunda

nina?

2. Dos jugadores, Pedro y Javier tiran cada uno una sola vez un mismo dado, del
que cada una de las seis caras numeradas del uno al seis tiene la misma posi-
bilidad de salir; gana el que saque un numero superior al del otro. La partida es
nula si los dos jugadores sacan el mismo numero. Calcular:

a) La probabilidad que tiene Pedro de ganar.
b) La probabilidad de que no gane Pedro.

c) La probabilidad de que gane Javier sabiendo que Pedro sacd un cuatro.

d) Se sacan al azar dos fichas de una caja que contiene dos fichas rojas y dos

amarillas. ¢ Cual es la probabilidad de que las dos fichas sean amarillas?

e) En una loteria donde los billetes estan numerados desde el 0 hasta el
999.999, ;Cual es la probabilidad de que las seis cifras de un billete es-

cogido al azar sean diferentes?

Se presentaron dificultades en los ejercicios ¢, d y e y sélo los resolvieron con ayuda

de la profesora; puesto que se les esta introduciendo a otro tipo de probabilidad.

Las conclusiones didacticas que presenta la autora acerca de este trabajo, en términos

generales son:

- Que el juego bien dirigido en las personas adultas favorece la comprension de los

conceptos.
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- Las actividades favorecieron un acercamiento a la parte humana de cada uno de los

estudiantes por parte de la profesora.

- Laaplicacién de la probabilidad es inherente al ser humano, pero pasa desapercibida

en la mayoria de los casos.

- Actividades como estas permiten tener una concepcién individual cognitiva y sicolo-
gica de cada uno de los estudiantes, lo que conlleva a una educacion personalizada

y significativa.

La autora se queda mucho en que las actividades ludicas, promueven el conocimiento,
cosa que es cierta, pero no muestra resultados o respuestas propias de los chicos,

igualmente se nota que es un trabajo muy dirigido.

Estos aspectos se mejoraran en este trabajo, es decir, se le dara un tratamiento dife-
rente a las actividades desarrolladas, como el tener en cuenta las respuestas de los
estudiante y no se dirigiran extremadamente los talleres, en ese sentido es que sirve

de referencia el trabajo que se acaba de analizar.

Otro proyecto de especializacién en educacién matematica que aport6 para el desarro-
llo del presente trabajo fue DESARROLLO CONCEPTUAL DE LA ESTADISTICA EN
SEPTIMO GRADO UTILIZANDO LOS MEDIOS DE COMUNICACION ESCRITOS de
Daniel Moreno Caicedo (2000). El objetivo de este proyecto era disefiar una propuesta
metodolédgica que permitaiera desarrollar conceptos estadisticos como graficas, por-
centajes y medidas de tendencia central en estudiantes de séptimo grado utilizando

los medios de comunicacidn escritos como periédicos y revistas.

El desarrollo del proyecto se realizd con 40 estudiantes de séptimo grado del colegio
Santa Isabel de Hungria, que es una entidad educativa y de caracter privado creada

por la Arquidiécesis de Bucaramanga en 1989 ubicado en Floridablanca (Santander).

La metodologia propuesta se basé en un enfoque de resoluciéon de problemas. Para
alcanzar los objetivos propuestos, el autor realizé 4 situaciones didacticas. La primera
de ellas sobre tablas estadisticas, la segunda sobre gréficos estadisticos, la tercera

sobre porcentajes y la cuarta sobre medidas de tendencia central.
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Situacion didactica numero 1. Esta actividad se programo para tres horas de clase.
La actividad se dividioé en cuatro partes: la primera o induccion para explicar los temas
que se iban a desarrollar; la segunda para motivar al estudiante por medio de un juego:
en grupos de 4 estudiantes registraban en un cuaderno las sumas obtenidas al lanzar
dos dados. Cada estudiante lanzaba dos dados y sumaba los niUmeros resultantes en
cada dado, al estudiante que sacara la mayor suma en cada ronda, le daban tres pun-
tos, los demas no obtenian puntuacion, en caso de empate se daba un punto a cada
jugador. Se hacian 20 lanzamientos y ganaba el jugador que mas veces obtuviera la
suma mayor. Es de notar que en esta actividad los estudiantes solo registraban los
tres puntos del ganador y un punto para cada jugador en caso de empate; por tanto
la tabla de datos de esta actividad, solamente relacionaba el nombre del jugador con
la puntuacién total obtenida por el mismo, para luego en los diagramas leer la pun-
tuacién que habia obtenido cada jugador. La tercera actividad era para desarrollar la
comprension y andlisis de tablas y diagramas de barras, en esta parte el estudiante
busca, recorta y pega tablas de datos de los periédicos y revistas y luego los interpre-
ta. La cuarta actividad es de evaluacion para verificar la apropiacidon de los conceptos
relacionados en el andlisis de la informacidén presente en las tablas y diferentes dia-
gramas que aparecen en periédicos y revistas. Se hace una tabla de datos con los
cursos y numero de estudiantes de cada uno de la jornada de la tarde. El profesor
observaba como los estudiantes registraban en una tabla de datos, el curso y numero
de estudiantes que tenia el mismo, para luego con esta informacion, hacer diagramas
de barras y diagramas circulares con los porcentajes de estudiantes por curso. Luego
el profesor determinaba si los estudiantes leian e interpretaban bien la informacion vy,

si los diagramas que realizaron correspondian 0 no a la misma.

Las conclusiones del profesor sobre esta actividad fueron:

- Los estudiantes mostraron mucho interés por la actividad ya que todos llevaron dife-

rentes periddicos y revistas y les llamé la atencion hacer una clase diferente.

- La parte recreativa de la suma de los dados y adjudicar tres puntos al ganador, no la

entendian muy bien y fue necesario la explicacién del profesor para llevarla a cabo.
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- Se logré que los estudiantes fueran capaces de analizar las tablas de datos, que

leyeran correctamente la informacidn presente en las mismas.

- En los periédicos encontraron tablas en la seccion deportiva, econémica, judicial y
otros temas relacionados con biologia, de esta forma el profesor resalté la relacion

interdisciplinaria de las matematicas con otras areas del conocimiento.

Situacion didactica numero 2. Esta actividad se inicia con una tabla estadistica de
los resultados del campeonato de fatbol de cinco cursos de la jornada de la tarde. En
esta tabla hay informacién sobre partidos jugados, partidos ganados, partidos empa-
tados, partidos perdidos, goles a favor, goles en contra y nimero de puntos de cada
equipo. La idea es hacer que los estudiantes representen la informacion de las ta-
blas en diagramas de barras, diagramas lineales (diagramas en los cuales, se tiene
por ejemplo en el eje horizontal el nombre del equipo y en eje vertical el nimero de
partidos ganados; para cada equipo se representa la frecuencia de partidos ganados
con un punto y luego se unen todos los puntos con una linea) y diagramas circulares.
Luego de esto, se busca en los periédicos y revistas diferentes tipos de graficos para
recortar, pegar y analizar la informacidn presente en los mismos. El tiempo estimado

para esta actividad fue de 4 horas de clase.

Las conclusiones acerca de esta actividad fueron:

Los estudiantes se apropiaron de la actividad de una forma rapida y muy alegre ya

qgue son fanaticos del futbol y ellos estaban participando en el campeonato.

Los estudiantes comprenden y realizan con mas facilidad los graficos de barras que

los otros.

En los gréficos circulares se les dificulta lo relacionado a los porcentajes para la

subdivisién del circulo en partes que representen la frecuencia de cada dato.

Los periddicos y revistas fueron de gran importancia y ayuda en esta parte del trabajo

por la cantidad de graficos estadisticos que presentan en sus diferentes noticias.
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Situacion didactica numero 3. En horas extraclase se realiza una visita a un centro
comercial y se pregunta sobre los articulos que tienen descuento, precio inicial y precio
final, se registran estos datos y en la clase se determina la variacién del porcentaje
de dichos articulos. En los periddicos se consulta la variacién de los precios de los
combustibles en los ultimos meses y la variacién que tendra el salario minimo para
el préximo afno sabiendo que se aumentara en un 9 %. El tiempo estimado para esta

actividad fue de 5 horas de clase.

Conclusiones acerca de esta actividad:

- Los estudiantes calcularon rapidamente los porcentajes ya que este tema se habia

tratado con anterioridad en clase.

- Los estudiantes durante la actividad mantuvieron muchas expectativas ya que el
colegio es de carécter comercial y estos temas relacionados con los negocios les

llama mucho la atencién.

- Hubo gran variedad de resultados ya que no todos los estudiantes consultaron sobre

los mismos articulos.

Situacioén didactica numero 4. El tiempo estimado para esta actividad fue de 5 horas
de clase. Se presenta informacidn a los estudiantes sobre las medidas de tendencia
central: media aritmética, mediana y moda. En los periddicos se consulta precios del
café, el dolar y el UPAC durante el mes de agosto y se registran en una tabla de
datos, se realizan tablas de graficos y se sacan porcentajes. Se halla el promedio de
la variacién de estos articulos al igual que de la gasolina y se les pide a los estudiantes

que opinen al respecto, tratando de que se conviertan en estudiantes criticos.

Conclusiones acerca de esta actividad:

1. El uso de periddicos facilita al profesor llevar al estudiante a situaciones proble-

ma, donde el estudiante debe plantear soluciones a las mismas.

2. Los conceptos de medidas de tendencia central son interiorizados rapidamente

por los estudiantes y los aplican correctamente.
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3. Los estudiantes vieron la utilidad de los medios de informacién escritos como

revistas y periédicos.

Conclusiones generales acerca del proyecto.

- Las actividades de clase bajo esta propuesta, se realizan con mas dinamismo y son

muy bien acogidas por los estudiantes.
- Se fomenta el hbito de la lectura tanto en los estudiantes como en el profesor.

- El desarrollo de las actividades se realiza con datos reales y contextualizados, datos

reales del pais, mostrando al estudiante su entorno regional y nacional.

- Los medios de comunicacion escritos son de gran importancia como herramienta
educativa en estos temas, debido a la diversidad de tablas y graficos estadisticos
que presentan sobre diferentes temas, que permiten poner de manifiesto la interdis-

ciplinariedad en los temas educativos.

- El profesor manifiesta que se cumplieron los objetivos propuestos y, lo mas intere-
sante, que los estudiantes vieron en la estadistica una materia muy importante y facil

de aprender.

De estas actividades, se rescatan para el presente trabajo, las tareas propuestas para

el estudio y analisis de diagramas de barras y medidas de tendencia central.

En los dos trabajos analizados anteriormente, se detecta que aunque son trabajos
relacionados con probabilidad (el primero), y con estadistica (el segundo), no se da un
tratamiento desde el punto de vista frecuencial a la probabilidad, aspecto que motiva a
hacer un trabajo diferente en ese aspecto, ya que en la revisién hecha, no se encuentra

en la escuela de matematicas de la U.I.S. un trabajo de estas caracteristicas.

Otro trabajo que sirvi6 como referente para el desarrollo de las actividades fue uno
realizado por Jeffrey K. Horvath y Richard Lehrer llamado: PERSPECTIVA DE UN
MODELO BASADO EN EL DESARROLLO DE LA COMPRENSION DE LOS NINOS
ACERCA DEL AZAR Y LA INCERTIDUMBRE. En este trabajo los autores relatan
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el resultado de una experiencia que realizaron en 1991 en Madison (USA) con tres
grupos diferentes de personas: 25 estudiantes divididos en dos grupos de segundo
grado con edades entre 7 y 8 afnos; un par de estudiantes de cuarto y quinto grado

entre 9y 11 afnos, y un par de adultos con algo de experiencia en estadistica.

Las actividades que los autores realizaron con los tres grupos, incluian aparatos alea-
torios como ruletas, dados convencionales (seis caras numeradas del 1 al 6), dados
de seis caras no convencionales (cuatro caras marcadas con el nimero 2 y dos caras

marcadas con el numero 6), dados de ocho caras y dados de 12 caras.

Las actividades estaban enfocadas a que los estudiantes definieran el espacio mues-
tral de los resultados obtenidos al lanzar uno o dos dados, al lanzar dos dados y sumar
sus resultados, predijeran resultados, decidieran si un resultado era predecible 0 no,
determinaran la certeza o incertidumbre de un suceso, determinaran si el espacio

muestral de un conjunto de resultados estaba ligado a cada resultado individual o no.

Los estudiantes del segundo grado participaron en experimentos que involucraban
uno o dos dados de 6, 8 0 12 caras. Los estudiantes hacian predicciones, generaban
resultados, y justificaban las relaciones entre resultados esperados y obtenidos. Ellos
hacian uso extensivo de graficos de barras para recordar los resultados del espacio

muestral.

En un segundo estudio un par de estudiantes de cuarto y quinto grado y un par de
adultos con experiencia en estadistica participaron en un actividad titulada spinner
Sums Investigation (SSI) (La investigacién de sumas de la ruleta) disenada por el De-
partamento de Educacién de California. La actividad en el ISR involucraba una o dos
ruletas con tres regiones congruentes marcadas con los numeros 1, 2 y 3. Los suje-
tos predecian los resultados de un numero de pruebas dado, generaban resultados, y

explicaban algunos residuos.

El tamano de la muestra para grados cuarto y quinto (2) y adultos (2) fue pequefio en
comparacion con la del segundo grado (25). Sin embargo, el intento del estudio era

desarrollar un modelo de transicidon en el entendimiento estadistico de azar e incer-

30



tidumbre a través de los casos estudiados. Como un modelo, una vez desarrollado,

podria ser probado con grandes muestras futuras.

Uno de los grupos de estudiantes de segundo grado (salén A) participd en experimen-
tos que involucraban dados durante un periodo de 7 dias. La actividad de cada dia
duraba de 45 a 60 minutos aproximadamente. Durante los 7 dias los nifios participa-
ron en tres tipos de actividades diferentes. En la primera actividad, parejas de nifios
predecian los resultados més y menos frecuentes cuando lanzaban uno o més dados
generando resultados para mas de 30 pruebas y representando los resultados en un
grafico de barras. Ellos hicieron esto para uno y dos dados de seis caras y uno o dos
dados de ocho caras. Durante la segunda actividad, los niflos generaron el numero
de formas de obtener cada resultado posible para varias combinaciones de dados, y
representaron la frecuencia de cada resultado posible en un gréafico de barras. Para
cada una de estas primeras dos tipos de actividades, los estudiantes trabajaron en

parejas.

El otro salon de clases de estudiantes de segundo grado (salén B) particip6 en activi-
dades muy similares a las del salén A (haciendo predicciones, generando, anotando
y discutiendo resultados). Ellos también participaron en dos actividades adicionales
que eran idénticas en estructura a las otras tareas previamente descritas (predecir,
generar y explicar resultados de experimentos) pero usaron dados diferentes: una in-
volucraba un solo dado de 12 caras y otra involucraba un solo dado no estdndar de 6
caras (cuatro de estos lados estaban marcados con un 2 y los otros dos lados estaban

marcados con un 6).

En términos generales los autores concluyeron lo siguiente acerca del entendimiento
de azar e incertidumbre que tenian los tres grupos observados, en razén a las activi-

dades desarrolladas:

- Los nifos de segundo grado tenian una idea de certeza e incertidumbre previa, dife-
renciaban lanzamientos de dados de otras tareas mas determinadas en su salon de

clases como escribir, caminar de un lugar a otro y solucionar problemas aritméticos.
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Algunos estudiantes pensaban que podrian influir de alguna forma sobre el resul-
tado de los dados, rapidamente se dieron cuanta que los resultados al realizar el

experimento eran inciertos.

Los grupos de mayor edad, claramente entendieron la distincién entre certeza e

incertidumbre y vieron los resultados de las tareas que realizaron como inciertos.

Los estudiantes de segundo grado se dividieron entre los que podian y no podian
ver la incertidumbre como una estructura clara de la tarea. Buscaban asegurar que
cada resultado del lanzamiento del dado no fuera influenciado por ellos de forma tal

que ellos pudieran manipular los futuros eventos.

Los estudiantes de cuarto y quinto grado y los adultos mantuvieron a través de la
investigacion, la idea de incertidumbre de los resultados en los eventos experimen-

tales con objetos aleatorios. Es decir tomaban todos los resultados como inciertos.

Los estudiantes de segundo grado no advirtieron la relacién entre eventos simples
y distribuciones de eventos. Los resultados individuales eran inciertos para ellos en
tareas que involucraban dados, algunos estudiantes también analizaron las distribu-

ciones globales de resultados como incierto.

Los estudiantes de cuarto y quinto grado vieron los eventos individuales como im-

predecibles pero las distribuciones de resultados como predecibles.

Los adultos consideraban lo global como predecible, basandose en el entendimiento

del espacio muestral.

Después de la asistencia (conversaciones con el profesor y otros comparneros, grafi-
cos y diagramas de barras mostrados por un proyector), los estudiantes de segundo
fueron capaces de entender el espacio muestral y su influencia en los resultados,
aspecto que previamente no habian logrado y que no se mantuvo cuando se quitaba

la asistencia.

Al principio de la investigacién los estudiantes de cuarto y quinto predecian igual fre-

cuencia para los resultados ignorando informacién acerca del espacio muestral. Con
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alguna asistencia del profesor y el soporte del sistema notacional (graficos y diagra-
mas), los estudiantes de cuarto y quinto incorporaron facilmente ideas claves acerca
del espacio muestral dentro de su razonamiento y continuaron incluso después de

que la asistencia fue removida.

- Los adultos entendieron a través de toda la investigacion, como el espacio muestral

se relacionaba con los resultados y basaron cada decision sobre las dos relaciones

- Hubo una marcada diferencia entre los adultos y los nifios en el tratamiento de resi-
duos. Los adultos entendieron la naturaleza y la razén de los residuos en términos
de un modelamiento de procesos. Ellos entendieron que el modelo de azar e incer-
tidumbre fue una idealizacién del fenomeno fisico con que ellos estaban experimen-

tando (las ruletas).

- Los adultos se dieron cuenta que podrian haber diferencias entre lo ideal y lo real,
por lo tanto, los residuos eran una parte natural de los procesos de experimentacion

y explicables por el modelo.

En resumen los autores dejan ver en su trabajo que las ideas relacionadas con el azar
y la incertidumbre, varian mucho de un grupo de cierta edad a otro y en la medida en
que el nifo va teniendo mas edad, son mejores los conceptos que estos tienen acerca
del azar y la probabilidad y que estos conceptos en la edad adulta y para personas

con experiencia en el tema, deben estar bien arraigados.

Este trabajo, sirve como referente en la medida en que, en el presente proyecto, se
escoge un grupo de estudiantes como el segundo grupo que ellos estudiaron, o mejor
con edades muy similares, se trata de realizar actividades muy parecidas y contrastar

los resultados obtenidos con los que obtuvieron estos investigadores.

El andlisis que ellos hicieron, fue a través de las cinco componentes del modelo
clasico de estadistica y probabilidad: a). distincion entre certeza e incertidumbre,
b). naturaleza de las pruebas experimentales, c). relaciones entre resultados individua-

les y patrones de resultados, e). estructura de eventos y d). tratamiento de residuos.
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Es a partir de ese trabajo que estas mismas categorias se adoptan para el desarrollo

y analisis en el presente proyecto.
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Capitulo 2

LA PROPUESTA Y SU
METODOLOGIA

El presente trabajo tiene por objetivo realizar actividades de caracter ludico que po-
sibiliten el desarrollo de las ideas intuitivas que los estudiantes de sexto grado con
edades entre 11 y 12 afios puedan tener acerca de conceptos como: aleatoriedad,
espacio muestral, certeza o incertidumbre de un suceso, frecuencias absolutas, pro-
babilidad de un suceso aleatorio, graficos de barras y andlisis de los mismos. Los
talleres se desarrollaron en el grado sexto B del Gimnasio Saucara de Bucaramanga

(Santander), con un total de 19 estudiantes.

En estas actividades se presentaron a los estudiantes cuatro talleres para que ellos
solos, sin mucha ayuda del profesor, los desarrollaran: el primer taller se llamé taller
de graficos; el segundo taller, se llamd jugando con los dados I. Parte I; el tercer taller
se llamd, jugando con los dados I. Parte Il. El cuarto y ultimo taller se llamé jugando

con los dados |I.

Los dos primeros talleres se aplicaron durante sesiones de 90 minutos cada uno, el ter-
cer taller se aplicé durante 135 minutos y el cuarto taller se aplicé durante 180 minutos,
el cual era la parte central de todo el trabajo. Estos talleres tenian como idea posibi-
litar el desarrollo de la intuicion de los estudiantes en los siguientes temas: analisis
de graficos, azar, certeza e incertidumbre de un suceso, espacio muestral, frecuen-

cias absolutas, sesgos que se mantienen en los estudiantes en cuanto a resultados
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aleatorios, concepciones erréneas de las secuencias aleatorias y ley de los grandes
numeros. Para revisar el desarrollo de los conceptos anteriores en los estudiantes, se
analizaron las respuestas que ellos dieron a las preguntas planteadas en los talleres,
a través de cinco componentes o categorias del modelo clasico de estadistica y pro-
babilidad: a. Distincion entre certeza e incertidumbre, b. Naturaleza de las pruebas
experimentales, c. Relacidon entre eventos simples y distribuciones, d. Estructura de

eventos y e. Tratamiento de residuos.

Las actividades se realizaron bajo la supervisién del profesor, los estudiantes discutian
entre ellos, y respondian las preguntas. Cuando se trabajé en grupo (parte del cuarto
taller) se mantenian discusiones generales, de las cuales el profesor se mantenia
al margen, sélo intervenia cuando algun estudiante no entendia lo que se le estaba

preguntando.

Los estudiantes respondian las preguntas en espacios en blanco que se dejaron en
los mismos talleres, en tablas de datos y plantillas que se presentaron en blanco para
ser llenadas por los estudiantes en cada pregunta o ejercicio que lo requeria. Los
talleres resueltos eran recogidos por el profesor para, de la lectura de las respuestas
dadas por los estudiantes, desarrollar el analisis a cada una de ellas y de esta forma
determinar si los estudiantes cumplieron o no con los objetivos propuestos en cada

taller.

Igualmente se filmaron algunas sesiones de trabajo con los estudiantes, se hicieron
grabaciones y se mantuvieron conversaciones con los estudiantes, pero el profesor tra-
t6 de influenciar en lo mas minimo las respuestas de los estudiantes; las grabaciones
y el material filmico se recopil6 con el objetivo de facilitar el analisis y las conclusiones

que se presentan de toda la actividad.

Las actividades que se disefiaron y se aplicaron a los estudiantes fueron pensadas
teniendo en cuenta las siguientes categorias 0 componentes asociadas a la compren-
sidén de los procesos aleatorios, el azar y la incertidumbre: a. Distincién entre certeza e
incertidumbre, b. Naturaleza de las pruebas experimentales, c. Relaciones entre even-

tos simples y distribuciones, d. Estructura de eventos y d. Tratamiento de residuos.
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Estas cinco categorias se asumieron también como los ejes centrales sobre los cuales
gira todo el proceso de analisis de las respuestas de los estudiantes a las actividades

que se les propusieron.

Por la importancia que tienen estas cinco categorias para el desarrollo de este trabajo,

a continuacion se presenta una descripcion detallada de cada una de ellas:

2.1. CATEGORIAS A TRAVES DE LAS CUALES SE
DESARROLLA EL ANALISIS

A continuacién se presenta una descripcidon de cada una de las cinco categorias a
través de las cuales se realiza el andlisis de las respuestas dadas por los nifios en los

talleres.

2.1.1. Distincion entre certeza e incertidumbre

Se trata en este componente, que los estudiantes identifiquen cuando un resultado es
seguro y cuando no. Que asocien a las diferentes situaciones grados de incertidumbre
cuando estas lo ameritan, y que sepan diferenciar basicamente resultados inciertos
de resultados seguros. Determinar a qué edad los nifios entienden el concepto de
incertidumbre varia de unos teédricos a otros, por ejemplo Kuzmak y Gelman (1986)
encontraron que nifios de 4 afos de edad podian distinguir entre una situacién de
resultados seguros y una de resultados inciertos, mientras que Piaget (1975) asegura
que es en la etapa de operaciones formales cuando el nifilo adquiere la idea de azar
y probabilidad; es claro que estas observaciones dependen en gran medida de las

actividades que se realicen para sacar conclusiones al respecto.
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2.1.2. Naturaleza de las pruebas experimentales

En este componente la idea es que el estudiante determine cuando dos o més resulta-
dos pueden pertenecer al mismo experimento. Dos partes de un experimento pueden
ser comparadas si estas dos partes son idénticas respecto a la estructura de la tarea
que se este realizando. Por ejemplo, dos vueltas de una ruleta, un giro en el sentido de
las manecillas del reloj, y uno en sentido contrario, podrian ser consideradas como dos
muestras de un mismo experimento en la mayoria de los contextos respecto a lo incier-
to de los resultados. Alternamente dos vueltas de una ruleta, una suavemente y la otra
realizada vigorosamente podrian no considerarse pruebas de un mismo experimento

si la vuelta mas lenta es vista como menos generadora de resultados aleatorios.

De igual forma, esta categoria esta relacionada con el hecho de que algunos de los
estudiantes asuman que en cierta forma se pueda influir sobre los resultados que se
pueden obtener al realizar un experimento; para el caso concreto del lanzamiento de
los dados, algunos estudiantes creen que el resultado en gran medida depende de
la fuerza con que se lance el dado, de la forma como se haga el lanzamiento (si se
lanza desde la mano o desde un vaso) y de fuerzas extrafas que pueden determinar
el resultado a obtener y de niumeros de suerte (escojo el 3 por que es mi numero de

suerte).

2.1.3. Relaciones entre eventos simples y distribuciones

La idea con este componente es que los estudiantes adviertan lo impredecible de un
solo resultado (por ejemplo el giro de una ruleta o el lanzamiento de un dado) y la
convergencia o predicibilidad de los patrones de resultados al realizar muchas repeti-
ciones, por ejemplo, en el lanzamiento de un dado 600 veces o al girar muchas veces
una ruleta dividida en tres regiones de igual area, uno esperaria que cada resultado
apareciera con igual frecuencia. La tendencia emergente para la estructura global des-
de eventos localmente impredecibles es referida como “la ley de los grandes niumeros”.

Esta ley sugiere que en la realizacion de un mayor numero de repeticiones, el patrén
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de resultados convergira a alguna distribucion, es decir, cada resultado posible tendra
un valor de probabilidad de ser obtenido. La distribucion de probabilidades asociada a
un experimento aleatorio goza de propiedades elementales que pueden ser deducidas
por los estudiantes observando los resultados obtenidos; nos referimos en particular al
hecho de que la suma de todas probabilidades de los resultados individuales posibles

debe sumar uno.

2.1.4. Estructura de eventos

Este componente hace referencia a la habilidad que deben tener los estudiantes para

definir el espacio muestral asociado a un experimento.

Los modelos clasicos de azar dependen del concepto de espacio muestral, un modelo
que agrega estructura de resultados inherentes a los objetos aleatorios. El entendi-
miento del espacio muestral requiere la concurrencia de varias habilidades cognitivas.
Por ejemplo, considerar la tarea de predecir los resultados al lanzar dos dados con-
vencionales y sumar los resultados, siendo esta suma la que interesa para el estudio
(esto es, los numeros del 2 al 12). Primero se debe reconocer que existen diferentes
formas posibles de alcanzar algunos de los resultados (por ejemplo, hay dos formas
posibles de obtener el 3 como suma: un 1 en el primer dado y un 2 en el segundo y
viceversa); segundo, se podria tener una forma sistematica y exhaustiva de generar

estas posibilidades.

2.1.5. Tratamientos de residuos

Este componente trata sobre los resultados predichos y los resultados obtenidos. Los
modelos no son copias de fendmenos. Ellos son abstracciones de estructuras esta-
blecidas y relaciones presentes en el fendbmeno modelado. Por esto, habran residuos
(esto es, la diferencia entre lo predicho y los resultados obtenidos) entre el modelo
y el fendmeno modelado. En el modelo clasico, los grupos de datos pueden ser vis-

tos como aproximaciones del espacio muestral ideal. El espacio muestral provee una
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manera de pensar acerca de la variacion de los residuos prueba a prueba.

2.2. PRESENTACION DE LOS TALLERES

A continuacién se presenta una descripcion de cada uno de los talleres realizados,
se definen los objetivos propuestos para cada uno de ellos y se relatan todas las

actividades disefiadas para lograrlos.

2.2.1. Taller No. 1: Taller de Graficos

Su finalidad era introducir a los estudiantes al analisis de graficos de barras, que fueran
capaces de pasar de una tabla de frecuencias a un diagrama de barras y viceversa.
Se considerd necesaria la realizacion de este taller para dotar a los estudiantes de
una herramienta grafica que les permitiera organizar y analizar convenientemente la
informacion que pudieran obtener al realizar los experimentos aleatorios que se les
proponen en los demas talleres. Este taller contiene dos ejemplos con diagramas de
barras acerca de dos situaciones diferentes: edades de los nifios de un jardin y can-
tidad de ninos de cada edad, y cantidad de carros en un parqueadero durante una
semana, dia a dia. Los ejemplos iban acompanados de preguntas referidas a los mis-
mos, que llevaban a los estudiantes a interpretar las graficas (leer informacién de los
diagramas), para poder darles respuesta. En un punto del taller se le pedia al estudian-
te que llevara la informacion con los datos del parqueadero a un diagrama de barras.

Este taller se realizé en 90 minutos.

2.2.2. Taller No.2: Jugando con los Dados I, Parte 1

Este taller se realizé de forma individual. El taller esta disefiado para que el estu-
diante responda unas preguntas acerca de los resultados asociados al lanzamiento
de un dado sin efectuar la experimentacién. El objetivo era observar sus intuiciones

acerca de lo aleatorio, en particular la intencion era identificar si el estudiante tenia
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preferencia por uno de los posibles resultados (sesgos y numeros de suerte), si distin-
guia la condicién aleatoria del experimento (Distincion entre certeza e incertidumbre)
a que manifestara si es posible o no influir en el resultado obtenido (naturaleza de las
pruebas experimentales), y por ultimo a que si se lanzaba muchas veces el dado, argu-
mentara si se podia o no, predecir el nUmero de repeticiones con que terminaria cada
resultado (relaciones entre eventos simples y distribuciones). Este taller se realizé en

90 minutos.

2.2.3. Taller No. 3: Jugando con los Dados I, Parte II

El objetivo de este taller era que los estudiantes percibieran la estabilidad que se logra
en las frecuencias de los resultados asociados al lanzamiento de un dado, y que con
esta observacién pudieran asociar un valor de probabilidad a cada resultado posible

de este experimento.

Este taller se realizd en parejas, consistia en que cada estudiante escogiera tres de
los numeros del dado, argumentara su escogencia, lanzaran el dado durante 60 veces
ganando el estudiante que mas repeticiones obtuviera sumando las apariciones de

sus tres numeros.

Después de los 60 lanzamientos, que se registraban en una plantilla, el estudiante de-
bia construir una tabla de frecuencias con la informacion de los resultados obtenidos
y a partir de ella construir un diagrama de barras. Se debia comparar el resultado de
los 60 lanzamientos de cada pareja con la de otra, y sacar conclusiones de la com-
paracién, esto con el fin de buscar patrones de resultados en los 120 lanzamientos.
Ilgualmente se pedia al estudiante registrar el compendio de los lanzamientos de todas
las parejas (600 en total) en una tabla de frecuencias, para ver si podia inferir algo en
los resultados obtenidos al realizar 1200 lanzamientos. Para terminar este taller, se le
preguntaba al estudiante sobre la probabilidad de obtener cualquier resultado al lan-
zar un dado de ocho caras (marcadas del 1 al 8) durante 1600 veces, también se le

preguntaba sobre cuantas veces aproximadamente apareceria el numero 8.
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2.2.4. Taller No. 4: Jugando con los Dados 11

Se pretendia en este taller que los estudiantes percibieran la relacion existente entre
la probabilidad clasica, entendida como el cociente de resultados favorables al evento
al cual se le quiere calcular su probabilidad sobre el total de resultados posibles, y la
cantidad de resultados que se obtienen de ese evento cuando se repite el experimento
una cantidad grande de veces. Se pretendia que los resultados de esta experiencia,
que se ha demostrado causa dificultades en los estudiantes, permitiera observar a
la luz de las cinco categorias previamente definidas, la evolucion que los estudiantes

habian sufrido durante el desarrollo de todos los talleres.

Este cuarto y ultimo taller es la parte central de este trabajo. La idea de este taller con-
siste en lanzar dos dados convencionales (seis caras marcadas del 1 al 6) y sumar sus
resultados, siendo esta suma la que interesa a nuestro estudio. Las primeras pregun-
tas estan enfocadas nuevamente a que el estudiante determine el espacio muestral
de esta actividad. Se le pide al estudiante que en grupos de 11 personas, cada cual
escoja una posible suma y lancen los dados tantas veces como sean necesarias para
que en cada grupo (2 en total) halla un ganador, que sera la persona que primero
obtenga 10 veces la suma que escogi6. Se les pide que junten los resultados de los
dos grupos en un solo y, de ser necesario, hagan los lanzamientos necesarios hasta
que una de las sumas posibles se obtenga 20 veces. Nuevamente se pide consignar
la informacidn en tablas, que especulen al respecto, que justifiquen qué niumeros es-
cogerian para jugar y que numeros no escogerian para jugar, que manifiesten si los

resultados de una actividad como esta son predecibles o no.

Se registran en una tabla las sumas posibles y el numero de repeticiones de cada
suma después de juntar los resultados de los dos grupos. En otra tabla se registra
cada suma posible y el numero de formas de obtener cada una de ellas y se pide al

estudiante que escriba la relacion existente entre las dos tablas.

Para resaltar nuevamente esta importante relacion entre el modelo teérico que aporta

la probabilidad clasica y los resultados de la practica, se pregunta sobre los posibles
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resultados que se obtendrian si se lanzaran los dados 360 veces.

Para terminar el taller, y con el animo de saber si los estudiantes han captado esta
relacion fundamental entre la realidad y el modelo que la explica, nuevamente se pre-
gunta sobre las posibles sumas y el nimero de formas posibles de obtener cada una
de ellas en el caso hipotético de hacer la misma actividad pero con dados de ocho ca-
ras marcadas del 1 al 8, y los posibles resultados obtenidos al hacer 640 lanzamientos

con estos dados.
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Capitulo 3

ANALISIS DE RESULTADOS

A continuacién se hace un analisis sobre las respuestas mas sobresalientes dadas
por los estudiantes en cada uno de los talleres, pregunta por pregunta. Como eran 19
estudiantes, se caracterizaran las respuestas de los estudiantes con una e mayuscula

y un namero del 1 al 19, para identificar las respuestas del mismo estudiante.

3.1. TALLER No. 1: GRAFICOS

Gréficos”. El texto de la actividad que se les entregd a los estudiantes en el primer

taller es el siguiente:

A continuacion encontrara unos ejemplos, de como representar datos en graficos de barras,
cémo interpretar estos graficos, como pasar de las tablas y de los registros de datos a los

gréficos de barras, y del grafico de barras a las tablas y los registros de datos.

Ejemplo 1. En una pequefa escuela-jardin de la ciudad, la clasificaci 6n de estudiantes por
edades que se matricularon esta dispuesta en el siguiente gréafico, que realizé una profesora
de la escuela. En el eje vertical, frente a la segunda y cuarta columnas se colocaron a mano

los numeros 12 y 18 respectivamente.
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1. ESTE GRAFICO SE CONOCE COMO GRAFICO DE BARRAS

CANTIDAD DE HIRDS

1 2 a L}
EDAD OELOH NIROT.

Columna 1 = Cantidad de nifios de 3 afnos.
Columna 2 = Cantidad de nifos de 4 anos.
Columna 3 = Cantidad de nifios de 5 afos.
Columna 4 = Cantidad de nifios de 6 afos.

1.1 ¢Cuéntos nifios de 3 afos se matricularon en la escuela?
1.2 ¢Cuéntos nifos de 4 afos se matricularon en la escuela?
1.3 ¢ Cuantos nifios de 5 afnos se matricularon en la escuela?
1.4 ;Cuantos nifos de 6 anos se matricularon en la escuela?

1.5 ;Cual es el total de nifios que se matricularon en los 4 grados?

Los 19 estudiantes en su totalidad, respondieron sin ninguna dificultad estas pregun-
tas, leyeron correctamente la informacion que se les presentaba en el diagrama de

barras.

Algunos argumentaban que habian leido e interpretado graficos de este tipo en revis-

tas y otros libros, motivo por el cual se les facilitaba interpretarlos.
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Ejemplo 2. Para saber el nUmero de carros que hubo de lunes a viernes de la semana pasada,

en un parqueadero de la ciudad, se presenta el siguiente grafico.

e

60 1

o
=

CANTIDAD DE CARRDE.
=

0

DiA DE LA SEMANA,
Columna 1 =dialunes. Columna 2 = dia martes. Columna 3 = dia miércoles.
Columna 4 = dia jueves. Columna 5 = dia viernes.

Con base en el gréfico anterior, responda las siguientes preguntas.

2.1 ¢Cuantos carros se guardaron en el parqueadero el dia lunes?

2.2 ;Cuantos carros se guardaron en el parqueadero el dia martes?

2.3 ¢Cuantos carros se guardaron en el parqueadero el dia miércoles?

2.4 ;Cuantos carros se guardaron en el parqueadero el dia jueves?

2.5 ;Cuantos carros se guardaron en el parqueadero el dia viernes?

2.6 Observando el grafico, responda. ,Cual fue el dia que guardaron mas carros?
2.7 ¢Qué dia se guardaron menos carros?

2.8 ¢Cuantos carros se guardaron durante la semana?
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2.9 Complete la siguiente tabla.

Dia No. De Carros que se guardaron.

La mayoria de los estudiantes respondieron acertadamente estas preguntas relaciona-
das con el ejemplo numero dos. Las respuestas diferentes, fueron dadas a la pregunta
2.8, donde por desconcentracién algunos estudiantes hicieron mal la suma (a pesar

de tener las otras respuestas correctas), ellos fueron:

E4. 220 coches
E8. 300 carros durante la semana.
E9. 250
E14. 280 carros se guardaron durante la semana.

3. Con base en la siguiente informacion, que relaciona el modelo de los carros con la cantidad
de ellos que hubo en el mismo parqueadero la semana antepasada realice un grafico de barras.

Numero de carros que hubo
Modelo del carro
durante toda la semana.
1998 15
1999 20
2000 10
2001 25
2002 20

Observando el grafico que realizé o la tabla anterior responda.

3.1 ¢De qué modelo hubo mayor cantidad de carros?
3.2 ;De qué modelo hubo menor cantidad de carros?
3.3 Ordene de mayor a menor, y por modelos el nimero de carros que hubo en el parquea-

dero.
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Algunos estudiantes presentaron dificultad en este ejercicio, concretamente donde se
pedia pasar de la informacion de la tabla de modelo de carros al diagrama de barras.
Por la forma como se presentaron los ejemplos, era de esperarse que los estudiantes,
al realizar el gréafico, pusieran sobre el eje horizontal el modelo de los carros, y sobre
el eje vertical la cantidad de carros que hubo por cada modelo, puesto que, en los
ejemplos la frecuencia de cada dato se dejo sobre el eje vertical, sin embargo no

sucedio asi con todos los estudiantes.
Los errores fueron los siguientes:

E3 intercambié los ejes y ademas no tuvo en cuenta el orden sobre el eje horizontal,

el de la cantidad de carros para él.

E13 no tuvo en cuenta el orden sobre el eje vertical y no mantuvo las escalas corres-
pondientes a la cantidad de carros de cada modelo. Plasmé la informacién en el dia-

grama de acuerdo al orden que se le presentd en la informacion de la tabla.

E16 invirtié el orden en el eje vertical y no lo mantuvo en el eje horizontal, es decir, no

tuvo en cuenta ningun orden en este eje.

E19 invirtio los ejes, invirtio el orden en el eje vertical y no lo mantuvo en el eje hori-

zontal.

La dificultad presentada por estos estudiantes, en parte, se debe a que ellos no habian
tenido contacto con este tipo de diagramas y cuando se presenté el taller, el profesor
no explicod su interpretacion; el taller estaba disefiado para que los estudiantes solos

lo resolvieran.

Cuando se reviso el taller, se les aclar6 la forma como mejor quedaban presentados
los graficos. Los estudiantes citados anteriormente manifestaron que aunque el grafico
no quedo6 de la mejor manera, si se podia leer la informacion tal y como se habia

presentado en la tabla de frecuencias.

En términos generales, creo que el objetivo del taller se cumplié en un alto porcentaje,

ya que los estudiantes leyeron correcta y facilmente la informacion de los graficos y lle-
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varon la informacién de la tabla al diagrama de barras (ejercicio 3). Los inconvenientes

presentados solo se dieron en este ultimo ejercicio, con cuatro de los 19 estudiantes.

3.2. TALLER No. 2: JUGANDO CON LOS DADOS 1.
Parte I. Individual

Con este taller se trataba de ver las intuiciones de los estudiantes acerca de lo alea-
torio. Que el estudiante mostrara si tenia preferencia por algun resultado; que diferen-
ciara resultados seguros de resultados inciertos y que mostrara si podia o no influir en

el resultado al lanzar un dado convencional.
Este segundo taller inicia con la siguiente situacion:

1. Vamos a suponer que un amigo lo invita a que realicen el siguiente juego asociado al lanza-
miento de un dado: antes de lanzar el dado cada uno de los jugadores piensa en un numero
y lo anota en una hoja de papel (cada estudiante puede ver el nimero que escribié cada com-
parero, para que no lo repitan). Después uno cualquiera de los jugadores lanza el dado. Gana

el juego quien haya escogido el numero que se obtuvo.

1.1 ;Cuantas personas pueden participar en este juego, sabiendo que solo puede haber un

ganador? Explique su respuesta.

A esta pregunta le dieron respuesta acertadamente la mayoria de los estudiantes,
motivo por el cual se puede inferir que la mayoria de los estudiantes puede definir
el espacio muestral asociado al lanzamiento de un dado convencional. La respuesta
acertada a esta pregunta la dieron 16 de los 19 estudiantes, excepto los estudiantes
E3,E14y E17.

Estos estudiantes dieron las siguientes respuestas:
E3. 12, porque es el numero maximo que hay en el dado.
E14. Maximo 4 personas, porque hay mayor cantidad de gente.

E17. 4 Personas pueden jugar para que sobren dos numeros y sea justo, porque
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si nadie anota o gana, se le vuelve a dar.

Estos tres estudiantes no definen correctamente el espacio muestral asociado al lan-
zamiento de un dado. E17 propone una alternativa donde se presenta la oportunidad
de que no haya ganador, este estudiante interpreté mal la pregunta, pues se pedia

que hubiera un ganador.
1.2 Si tuviera que jugar ;qué numero escogeria y por qué?

Los estudiantes escogieron algun numero por ejemplo el 3 o el 4 también el 5, y sus
argumentos, en la mayoria de los casos, fue que ese niumero era el nUmero de su
suerte. Un estudiante escogid el seis argumentando que éste era un buen numero por
ser multiplo de tres. Otro escogié el numero cinco argumentando que era el primero
que se le habia venido a la mente. Algunos opinaban que el numero escogido era el
que mas veces salia: escojo el numero 2 por que es el que mas sale, por ejemplo.
E1 escogid el numero 3 y argumentd que tenia méas posibilidades de salir un numero

impar.

En estas respuestas se deja entrever las creencias de los estudiantes acerca de nu-
meros de suerte, y la inclinacion por tal o cual resultado por diversas razones. Los que
opinaban que el numero escogido era el que mas veces salia, argumentaban que en
ocasiones pasadas, cuando jugaban parqués, por ejemplo, cuando lanzaban un dado
este numero era el que aparecia la mayoria de veces. Fundamentan sus predicciones
en resultados muy particulares, es una heuristica de disponibilidad como la denominan

Tversky y Kahneman (1973).

1.3 ¢ Cree que el jugador que lance el dado tiene mas posibilidades de ganar? Explique su

respuesta.

Los argumentos mas comunes a esta pregunta fueron:

E13. Eljugador que lance tiene posibilidades de ganar si hace un truco para que salga

su numero.

E16. No, porque el jugador no sabe que numero saldra si revuelve el dado.
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E1. No, pues es cuestion de suerte.

E15. No, es cuestion de azar.

E4. No, el dado no es predecible.

E8. Si, el lanzador puede ganar si le transmite su energia al dado.
E12. No, esto es pura suerte, a menos que el lanzador haga trampa.

E14. Si, el lanzador puede ganar si tiene buena practica en el juego.

En estas respuestas se pueden ver que algunos estudiantes manejan términos co-
mo: el dado no es predecible, es cuestion de azar, que son términos propios de la
probabilidad, es decir, los niflos manejan, aunque no todos, cierta familiaridad con la
incertidumbre y aleatoriedad asociada al resultado a obtener cuando se lanza un dado

convencional.

En otras respuestas a la misma pregunta, como las de E8, E12, E13 y E14, se puede
evidenciar que estos estudiantes creen que de alguna forma se pueden influenciar
el resultado a obtener. E8 cree que fuerzas extranas, como la energia del lanzador
puede ser transmitida al dado para determinar el resultado, esta es una falsa creencia
presente en los nifos cuando se trabajan aparatos aleatorios. Estos estudiantes en
esta parte del trabajo, no ven los resultados obtenidos al lanzar un dado como una
practica aleatoria y asumen una conducta determinista, motivada, tal vez, por sus

experiencias con la matematica tradicional.

2. Sijugaran solo 2 personas, ¢ cudl seria una forma justa de distribuirse los nimeros del dado

para que ambos jugadores tuvieran las mismas posibilidades de ganar?

En las respuestas a esta pregunta, la mayoria de los estudiantes coincidieron en que
cada jugador tomara tres numeros y dejara igual cantidad al otro, sin explicar de que
forma se repartirian los numeros. Esta respuesta, muy comun en los estudiantes, hace
pensar que los estudiantes, de alguna forma, adjudican igual probabilidad a cualquier
resultado (equiprobabilidad) en el lanzamiento de un dado convencional. E17, opind

diferente a la mayoria de sus companieros, su respuesta fue:
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E17. Que cada jugador escoja dos numeros y se queden dos numeros sin escoger,

para que de esta forma haya posibilidad de que ninguno gane.

Este estudiante trata siempre de dejar en el juego resultados para que no haya gana-
dor, (por su respuesta a la pregunta 1.1). Parece ser que asume que el juego solo se
realiza una vez y que la Unica forma de repetirlo es que se obtenga un numero que no

fue seleccionado por ninguno de los jugadores.

2.1 ;Existe alguna forma de repartirse los nimeros que hagan que alguno de los jugadores

tenga mas ventaja en el juego? Explique su respuesta.

Esta pregunta arrojé, entre otras, respuestas como:

E1. No, es cuestion de suerte.

E5. No, los lados del dado son iguales.

E4. No, el dado no es predecible.

E8. Si, que un jugador escoja mas numeros que otro.

E12. Si, que un jugador escoja 5 numeros y el otro solamente uno.

Los estudiantes E5 y E4, dejan ver en sus respuestas la equiprobabilidad en el sentido
en que las oportunidades de ganar no dependen del numero de posibilidades que se

tengan ya que los resultados aleatorios tienen el mismo chance de ser obtenidos.

Los estudiantes E8 y E12, presentan respuestas que claramente le dan la ventaja a un
jugador sobre el otro, y tienen intuitivamente el concepto de probabilidad en el sentido
de que a mayor cantidad de numeros a favor, mayor serd la posibilidad de ganar que

tiene el jugador.

2.2 ;Sera qué escoger los numeros mas grandes aumenta el chance de ganar el juego? Ex-

pligue su respuesta.

Respuestas mas comunes a esta pregunta:
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E13. No, poco salen.

E5. No, son iguales a los pequerios.

E15. No, también pueden salir los pequefios como el 1 0 el 2.

E6. Si, porque en los dados, casi siempre salen los numeros del cuatro en adelante.
E11. No, hay igual posibilidad de que salga uno grande o uno pequerio.

E7. Si, los dados pueden estar cargados.

E18. Si, los numeros grandes tienen mas posibilidades.

E2. No, puede caer cualquier numero.

En las respuestas de los estudiantes E2, E5, E11 y E15, nuevamente se deja entrever
la idea de equiprobabilidad en los resultados asociados a este experimento; E11, E13
y E18 no tienen claro el concepto de equiprobabilidad que tienen los resultados de este
experimento, ellos de alguna forma manifiestan que si es mas probable que salgan los

nameros grandes o los pequenos.

El estudiante E7, segun su respuesta, cree que de alguna forma se pueden influen-
ciar los resultados, y tiene razén en el sentido de que si los dados estan cargados o

sesgados hacia un resultado especifico, es mas probable que éste salga.
3 ¢ Existe alguna forma de lanzar el dado para obtener un resultado especifico?

Hubo respuestas como las siguientes:

E19. No, lanzandolo como sea, siempre cae un par o un impar.
E14. Si, lanzandolo duro para que ruede bastante.

E2. No, puede caer cualquier numero.

E8. No, es cuestion de azar.

E6. Si, haciendo trampa.
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E4. No, es impredecible.

E15. Si, lanzandolo suave de tal manera que el dado no ruede.

Nuevamente, algunas respuestas (E2, E8) hacen pensar en la equiprobabilidad y otros
estudiantes piensan que dependiendo de la fuerza (E14 y E15), se puede obtener un
resultado en particular. Se puede ver de estas respuestas que E19, E2, E8 y E4,
tienen clara la idea de la naturaleza de las pruebas experimentales y aleatoriedad de

los resultados.

4. Si se realiza el juego 60 veces entre 6 jugadores, ¢ cuantos juegos aproximadamente ganara

cada jugador? Explique su respuesta.

Doce estudiantes argumentaron que de 60 lanzamientos, cada jugador ganaba apro-
ximadamente 10 veces y sus argumentos mas comunes fueron: “porque 10 x 6 = 60;
porque 10 es la sexta parte de 60; porque 60 dividido en 6 es 10; solo si cada jugador
gana por ronda, es cuestion de suerte mas o menos cada uno puede ganar 10 veces,
pueden ser 10 veces pero el resultado es variado”. Estos estudiantes relacionan la
probabilidad cldsica con el numero de resultados que se pueden obtener al realizar el
experimento un numero repetido de veces. Sin embargo, su prediccién es completa-
mente determinista y no admiten que los resultados puedan diferir un poco del calculo

aritmético directo que relacional el numero de repeticiones con la probabilidad.

Otras respuestas fueron:

E2. 10 veces cada uno, pero puede ocurrir que uno gane 60 veces y los otros no

ganen.

E4. El 1 sale 5 veces, el 2 sale 15 veces, el 3 sale 10 veces, el 4 sale 10 veces, el 5

sale 15 veces y el 6 sale 5 veces, por que el 1 y el 6 casi nunca salen.

E15. El 1 sale 6 veces, el 2 sale 14 veces, el 3 sale 10 veces, el 4 sale 16 veces, el 5

sale 4 veces y 6 sale 10 veces.

Estos estudiantes se aventuraron a ponerle a cada resultado un nimero especifico,
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entendiendo que un resultado puede tener cualquier frecuencia, frecuencias que son
poco probables pero igual existe la posibilidad que ocurran. Si bien podria pensarse
que estos estudiantes poseen una intuicién de la variabilidad, tal vez sea mas acep-
table pensar que se trata de una concepcién en la que en los experimentos aleatorios

todo es posible.

5. Cuando se juega muchas veces, ¢Cree que hay un resultado que sale mas que los otros?

¢Cual? ; Por qué?

La mayoria respondieron que al hacer muchos lanzamientos, si hay un numero que
sale mas que los otros. Y afirmaron que estos numeros eran el 3, el 4 y el 5. Argumen-
taban que estos numeros tenian mas posibilidad de salir que los otros pero no daban

mas explicaciones.

E7. Sale mas el 4 que otros, pues ya lo he hecho y este resultado se repetia mas.

Otros estudiantes, seis en total, manifestaron que no habia un nimero que saliera mas

que los otros, que era impredecible, que todos tenian la misma posibilidad.
En términos generales, se puede llegar a las siguientes conclusiones:

Los estudiantes poseen una intuicién de probabilidad clasica que les permite relacio-
nar la probabilidad de obtener un resultado con base en la razdén que representa el
resultado respecto al total de resultados. Sin embargo, al relacionar el valor de pro-
babilidad con los resultados que se puedan obtener al repetir el experimento varias

veces, utilizan un criterio determinista.

Aunque los estudiantes identificaron sin mayores complicaciones el espacio muestral
asociado al lanzamiento del dado, no comprenden del todo la naturaleza aleatoria del
experimento, muchos de ellos piensan que los resultados dependen de la habilidad

del lanzador y de la suerte del jugador.
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3.3. TALLER No. 3: JUGANDO CON LOS DADOS L.
Parte 11. Parejas

. Se presentan las preguntas del tercer taller, las respuestas mas comunes y variadas
de los estudiantes y su respectivo andlisis. El objetivo del taller era observar si los
estudiantes aplicaban los conceptos estudiados en los primeros talleres y asociaban el
valor de probabilidad con los resultados obtenidos al lanzar un dado convencional 600
veces. En este taller los estudiantes realizaron directamente las experimentaciones al

contrario del taller anterior donde las experimentaciones eran mentales.

Este taller comenzaba con la siguiente actividad: (como es continuacion del taller an-

terior, el primer ejercicio es el nUumero 6)

6. Ahora, en grupos de dos estudiantes, cada estudiante escoge 3 niumeros del dado. Realicen
60 lanzamientos y registren los resultados. Gana el estudiante que finalizados los lanzamien-

tos, sume mas resultados a favor de los tres nimeros que escogié.

Al escoger cada jugador los tres nuUmeros para participar, no hubo inconveniente, cada
jugador escogid sin problemas sus numeros. El argumento en la mayoria de los casos
fue que, estos numeros me gustan, son de mi suerte y salen mas. Me tocaron estos,

pues mi companero escogio primero.

El estudiante E4, estaba jugando solo y escogi6 los numeros 1, 6 y 4. Los otros nu-
meros se los adjudicd a un nombre ficticio. Otras explicaciones a la escogencia de los

numeros fueron:

E4. EI 6 lo tomé por la edad de mi hermana, el 1 por el numero de hermanas y el 4

por el numero de mi antigua casa.
E19. Escojo los numeros 4, 5 y 3, porque al multiplicarlos da 60.

E17. Escojo los numeros 2, 3 y 6, porque tienen mas posibilidades de salir, pero hay

que tirar el dado de cierta forma.

E11. Escojo los numeros 4, 5 y 6, porque casi siempre salen por ser los mas grandes.
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En esta escogencia, se nota que hay nifnos que al tratar de justificar sus nimeros es-
cogidos, creen que al lanzar el dado de cierta forma salen determinados niumeros en
particular, conducta que refleja un desconocimiento de la naturaleza de los experimen-

tos aleatorios.

Sin problema se realizaron y registraron los 60 lanzamientos en la plantilla correspon-
diente. La plantilla para registrar los resultados era como la siguiente, tenia 60 casillas,

aqui solo se presenta un bosquejo con 6 casillas.

REGISTRO DE LOS 60 LANZAMIENTOS.

Numero de RESULTADOS
lanzamiento 1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6

7. Reqistre los resultados del ejercicio anterior en la siguiente tabla.

Resultado del Lanzamiento | Numero de Veces que Sali

Este ejercicio 7 lo realizaron sin ningun problema, la totalidad de los estudiantes pa-

saron la informacién de los 60 lanzamientos de la plantilla a |a tabla de frecuencias.
8. Realicen un gréfico de barras, con la informacién anterior. (En una hoja auxiliar).

Al realizar el diagrama de barras con la informacion de los 60 lanzamientos no hubo
mayores inconvenientes, excepto por el estudiante E19 que intercambi6 los ejes, era
de esperarse que sobre el eje horizontal, se pusiera el posible resultado y sobre el

vertical el nimero de veces que salié cada uno.
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9. Observando la tabla anterior, ;qué puede decir, acerca de la cantidad de veces que se

obtuvo cada resultado?

Los estudiantes escribieron cual resultado habia salido mas y cual menos, también
qué numeros habian quedado empatados en el total de apariciones y qué estudiante
habia ganado con los tres numeros que cada uno habia escogido. Ademas se obtu-

vieron, entre otras, las siguientes respuestas:

E7 y E8. Que los numeros impares son mayores que los pares en los lanzamientos.

(pues salieron mas veces los impares en los 60 lanzamientos).
E6 y E10. Nuestros resultados no son muy repetitivos.
E5 y E14. Estuvo muy bueno el resultado, porque era algo inesperado.

E3 y E11. Estuvo muy reniido el juego, pero el 1 fue el que gand. (14 repeticiones).

En general, se podria decir que los estudiantes se limitaron a observar los resulta-
dos en forma individual pero fueron incapaces de realizar una vision global que les
permitiera percibir algunas similitudes en los resultados. La percepcién de similitudes
en resultados cuyos valores son diferentes implica un manejo de la variabilidad innata
a los procesos aleatorios que los estudiantes indudablemente no poseen. E6 y E10,
anotaron que sus resultados no eran muy repetitivos, como que estaban esperando
frecuencias muy parecidas para los seis resultados (¢ probabilidad de un sexto para
cada numero?), pues estos dos estudiantes en la pregunta del taller anterior sobre los
60 lanzamientos y 6 jugadores, afirmaron que cada uno ganaria en aproximadamente
10 veces. E3 y E11, obtuvieron empate entre los nimeros 3y 6 (11 repeticiones cada
uno), y entre el 4 y el 5 (9 repeticiones cada uno), el 2 obtuvo 6 repeticiones, razones

suficientes para su afirmacion.

10. Observen la tabla de resultados de otra pareja de comparneros y comparenla con la obte-

nida por ustedes. ;Qué puede decir como resultado de esta comparacién?

Algunas parejas compararon resultado a resultado y escribian esta comparaciéon. Hu-

bo respuestas como las siguientes.
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E3 y E11. Estuvieron casi iguales los resultados.

E13y E17. Es casiigual a los de los demas.

E5 y E14. Hubo poca diferencia entre los lanzamientos de ellos y los de nosotros.

La igualdad a la que se refieren estos dos estudiantes, es a la similitud que obtuvieron

las frecuencias de sus resultados con las frecuencias de los resultados de la otra

pareja.

11. Ahora retnan en una sola tabla los resultados obtenidos por todas las parejas y escriban

sus conclusiones acerca de las posibilidades de ganar que tiene cada jugador de acuerdo al

ndmero escogido.

Resultado del Lanzamiento

Numero de Veces que Sali6

El resultado de todas las parejas, arrojé un compendio que registraron en la anterior

tabla de frecuencias, y en el tablero con ayuda del profesor se registraron los resulta-

dos en un cuadro como el siguiente:

NUMERO DE REPETICIONES
No. | Grupo | Grupo | Grupo | Grupo | Grupo | Grupo | Grupo | Grupo | Grupo | Grupo | Total
No. 1 No.2 | No.3 | No.4 | No.5 | No.6 | No.7 | No.8 | No.9 | No. 10

1 8 9 11 8 13 8 11 14 9 7 98
2 14 8 10 13 11 10 8 6 12 11 103
3 13 13 12 14 10 5 11 11 8 6 103
4 11 8 7 9 8 10 9 9 12 11 94
5 9 12 10 5 12 13 12 9 7 17 106
6 5 10 10 11 6 14 9 11 12 8 96

Al analizar esta tabla, algunos estudiantes simplemente escribieron el numero que

mas habia salido y el que menos habia salido, durante los 600 lanzamientos que se

totalizaron al hacer el compilado de las 10 parejas.
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Otras respuestas fueron:

E6 y E10. Entre todos los grupos, salieron unos numeros muy grandes y muy
pocos repetitivos.

E2y E18. Que el promedio es de 94 a 106.

E9y E12. En promedio, el 5, el 3 y el 2 tienen mas posibilidades de salir.

Los estudiantes en general no hicieron un andlisis a fondo sobre los resultados de los
600 lanzamientos, se esperaba que advirtieran sobre lo parecido de las frecuencias
de cada resultado. Se observé con extrafeza que cuando se pregunto hipotéticamen-
te (no tenian a mano los dados) en el segundo taller, por las posibilidades de ganar
que tenia cada uno de los 6 jugadores al lanzar un dado 60 veces, la mayoria (12 de
19) afirmaron que 10 veces (la sexta parte); cuando se realizaron los 60 lanzamien-
tos (tercer taller), pocos advirtieron sobre lo afirmado en el segundo taller respecto al
mismo ejercicio y que al reunir los 600 lanzamientos, practicamente ninguna pareja
hizo referencia a la sexta parte de 600 y fueron muy pobres las conclusiones acer-
ca de esta observacion. Es decir, los estudiantes realizaron un mejor analisis con los
experimentos mentales que con los experimentos reales, situacion que se podria ex-
plicar por el desconcierto que hubiera podido causar el hecho de que los resultados
obtenidos no concuerdan exactamente con lo previsto, nuevamente la concepcion de-
terminista exacta heredada de los calculos aritméticos se constituyé en un obstaculo

para observar regularidades.

12. Por toda la experiencia realizada, ¢ Usted cree que se puede predecir mas o menos los
resultados que se obtendrian al realizar el juego, digamos 1200 veces, sin tener necesidad de

jugarlos?

Hubo estudiantes que no se animaron a predecir los posibles resultados al realizar
1200 lanzamientos, afirmaban que era algo de suerte. Los que respondieron argu-

mentaban que:
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E6y E10. Mas o menos el doble de los resultados anteriores.

E7y E8. No, por que no se puede predecir el futuro y menos de algo que sale
al azar.

E4. Cada numero sale entre 90 y 120 veces.

E6 y E10, de alguna forma, estan pensando en la probabilidad frecuencial al realizar
los 1200 lanzamientos, pues ellos afirman que el nimero de veces que saldria cada
resultado al lanzar el dado 1200 veces seria mas 0 menos el doble de los que apa-
recen si se lanzan 600 veces. Estos estudiantes son los que se habian referenciado
antes, en el taller 3 asumieron que cada jugador ganaria 10 veces al lanzar el dado 60
veces, y ahora estan pensando en la proporcionalidad de frecuencias al aumentar las
repeticiones. Se puede inferir que estos estudiantes poseen una intuicién valida que
les permite relacionar los valores de probabilidad con los resultados de las repeticio-

nes del experimento.

13. Si ahora el juego consistiera en lanzar un dado que tiene 8 caras, numeradas del 1 al 8,

¢cual seria la probabilidad de obtener cualquier resultado Si se lanzara este dado 1600 veces?

A esta pregunta algunos estudiantes no respondieron y otros respondieron cosas co-

mo:

E9y E12. Pues no sabemos, es muy impredecible sobre todo porque se tiran
1600 veces.

E2y E18. 200 veces cada uno.

E7y E8.  Muchas y muy diferentes, porque es muy dificil hacer que eso pase,
(que caiga lo que uno quiere).

Los estudiantes E7 y E8, dejan ver que no captaron las regularidades que se obtie-
nen para un ndmero grande de repeticiones, no manejan intuitivamente la relacién

presente entre eventos simples y distribuciones.

E2 y E18, dejan ver en su respuesta la transferencia determinista de la probabilidad

laplaciana a la frecuencia de los resultados obtenidos en la practica.
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E9 y E12, asumen que es dificil predecir el numero de repeticiones que tendra cada
resultado cuando se hace un numero grande de lanzamientos, asumen que como es
un proceso aleatorio y que cualquier resultado referido a las frecuencias se puede dar.
Estos estudiantes podrian estar pensando en predicciones exactas al mismo tiempo
que tienen en cuenta la variabilidad de los resultados, mezcla que les impide dar una
respuesta exacta y responder con una aproximacion, un mas o menos que hasta ahora

ningun estudiante ha expresado.

14. Si se lanzara el dado 1600 veces, ¢ en cuantas repeticiones aproximadamente se obtendria

el nimero 87

Esta pregunta arroj6 respuestas como:
E7y ES8. Unas 100 a 500.

E5y E14. 360 veces.
E13y E17. 128 veces.
E6y E10. 212 veces.
E2yE18.  200.

E9y E12.  Seria algo impredecible.

E2 y E8, siguen manteniendo la idea de probabilidad clasica o laplaciana, pues aso-
cian una probabilidad de un octavo al numero 8, aunque no manifiestan la probabilidad
numérica como tal, estos estudiantes manejan intuitivamente el concepto de probabi-
lidad.

Los otros estudiantes, a raiz de la experiencia, adjudican ciertos valores como frecuen-
cias para el numero 8, valores que son probables pues en este experimento cualquier

resultado puede aparecer.
En términos generales, se puede concluir de este taller lo siguiente:

Algunos estudiantes tienen una intuicién del concepto de probabilidad clasica, que a

su vez extrapolan para predecir el nimero de resultados que se pueden obtener al
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realizar varias lanzamientos de un dado, puesto que cuando se les preguntaba sobre
el numero de repeticiones favorables a un resultado especifico después de lanzar el
dado un numero determinado de veces, dividian el numero de lanzamientos entre 6
(para el caso de dados convencionales) o entre 8 (para el caso de dados de 8 caras).
Sin embargo, hay que aclarar que esta asociacidon es meramente aritmética porque
ellos no percibieron esta regularidad de las frecuencias al realizar en la practica las

repeticiones solicitadas.

Esta situaciéon no deja de ser curiosa, efectian relaciones mentales pero son incapa-
ces de ratificarlas en la practica. Se puede justificar esta desconexién por la naturaleza
misma de los experimentos aleatorios, en particular por la variabilidad innata que éstos

poseen.

Al escoger tres numeros del dado de 6 caras, para jugar algunos estudiantes no repa-
ran en tal escogencia, consideran los resultados como aleatorios y con igual oportu-
nidad de ganar y entienden la naturaleza de las pruebas experimentales, aunque no
todos, ya que algunos también manifestaban que de alguna forma se podia influenciar

el resultado a obtener.

3.4. TALLER No. 4: JUGANDO CON LOS DADOS II

Este taller, cuyo objetivo era que los estudiantes determinaran nuevamente el espacio
muestral asociado al experimento de lanzar dos dados y sumar sus resultados, que
los estudiantes tuvieran en cuenta el espacio muestral para predecir resultados y a
que advirtieran que los resultados individuales son altamente impredecibles pero que

los resultados globales siguen cierto patrén, empezaba con la siguiente actividad:

Este es un juego en el que intervienen dos dados, siendo el resultado, la suma de los numeros
obtenidos al lanzar los dos dados. Si, por ejemplo, al lanzar los dados en uno de ellos sale
2 y en el otro sale 3, el resultado que interesa es la suma de los dos resultados, es decir, 5.
Cada participante debe escoger uno de los resultados posibles de estas sumas y, escribirlo

en un papel, se lanzan los dados y se hace la suma, quien haya escogido este resultado es el
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ganador.

1. ; Cuéantos jugadores pueden participar de este juego, si cada jugador sélo puede escoger

una de las sumas posibles, es decir, solo habra un ganador en cada lanzamiento?

La mayoria de los estudiantes, respondieron acertadamente esta pregunta al afirmar
que podian jugar 11 personas. Otras respuestas que dieron otros estudiantes son las

siguientes:

E2. 11 personas porque los dos dados tienen 12 caras pero el 1 no puede salir.
E4. 35 perdedores y un ganador.

E8. Solo 21 jugadores pueden jugar.

E12. 12 jugadores porque la mayor suma es 12.

E17. 6 personas.

En esta pregunta, cuyo fin era determinar el nimero de sumas posibles, al lanzar dos
dados convencionales y sumar sus resultados, la mayor parte de los estudiantes lo
hizo acertadamente; E4, confundié la suma de los dos resultados, con el nUmero total
de parejas. E12, claramente entendié la actividad propuesta, pero no advirtié que no
era posible obtener un 1 como suma. E17, E12, evidencian en sus respuestas que
no entendieron el juego; parece ser que ES8, tiene en cuenta el numero de parejas
posibles de la siguiente manera: al 6 lo asocia con otros 6 niumeros, lo que le da 6
parejas; al 5 lo asocia con 5 numeros y descarta la pareja (5,6) — sacar 5 en un dado
y 6 en el otro-, pues la toma como igual a la pareja (6,5), lo que la da 5 parejas;
al 4 lo asocia con 4 numeros y descarta (4,6) y (4,5), lo que le da 4 parejas y asi
sucesivamente hasta obtener 21 parejas. Pero no se da cuenta por ejemplo que las
parejas (6,4) y (5,5) arrojan un solo valor (10) como suma; y que (6,2), (5,3), (4,4) son
un mismo resultado como suma (8) etc. De esta forma permite en su respuesta que

varios jugadores tomen el mismo namero sin darse cuenta.

2. 4 Cuales son los resultados posibles de la suma de los resultados de los dos dados?
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Algunos de los estudiantes (9 de 19) respondieron correctamente y escribian los posi-
bles resultados (2, 3, 4, 5,6, 7,8,9, 10, 11, 12).

Entre los que no respondieron correctamente se encuentran:

E12. 9, por que el 5 y el 4 son los que mas salen.
E15. ElI2y el 4 por que son los que mas salen.

E14. El maximo de la suma es 12 y no se puede escoger un numero mayor.

En esta pregunta, cuyo objetivo era ver si los estudiantes podian determinar el es-
pacio muestral asociado al lanzamiento de dos dados convencionales y sumar sus
resultados, se puede ver que 9 de los 19 estudiantes respondieron bien, es decir, hay

estudiantes que facilmente entienden la actividad.

Lo que se puede analizar de las respuestas de E12, E14 y E15, es que no entendieron

el juego como se les presentd.

Los resultados de la siguiente parte del juego, registrelos en la tabla que aparece a
continuacion, donde en la primera fila aparecen los valores posibles de la suma de los
dos dados. Cada equipo debe tener 11 jugadores, cada jugador toma la columna del
namero que escogio, y se ubica en la parte inferior. Paso seguido, se lanzan los dados
y se suman los resultados, quien haya escogido la suma obtenida, avanza una casilla
hacia arriba; coloreando o tachando la casilla a la cual avanza, para llevar el registro.

El ganador del juego es el jugador que primero llegue a la META.

3. Antes de empezar a jugar, ¢cree que el juego es justo? o, por el contrario, cree que alguno

o algunos de los jugadores tienen ventajas sobre los demas? ¢ por qué?

En esta pregunta (después de repartirse los numeros para empezar a jugar, donde
ganaba el que primero obtuviera 10 veces el resultado que habia escogido). se obtu-

vieron entre otras las siguientes respuestas.

E1. Es justo, pues todos los jugadores tienen la misma posibilidad de ganar.
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E15. Yo creo que es justo porque nadie tiene ventajas.

E16. Yo digo que es justo porque todos los jugadores tienen oportunidad de escoger

cualquier numero.

E14. Si porque el maximo de jugadores es 12 y algunos pueden tener mas ventajas

que otros.

E17. Si es justo, los participantes tienen las mismas oportunidades de ganar, tal vez

si saben tirar los dados, pero seria trampa.

E11. Si es justo, porque cualquier suma puede caer y los jugadores pueden jugar

facilmente.

E9. Si el juego es justo, y los jugadores no tienen ventajas sobre los demas porque

el juego es de suerte.

En esta pregunta se pretendia observar si los estudiantes se daban cuenta en estos
momentos, de que algunas de las sumas tenian ventajas sobre las demas, es decir
gue algunas sumas se pueden formar con mas frecuencia que las otras; pero la gran
parte del grupo asume que el juego es justo por diferentes razones, lo que indica
que los estudiantes no se habian dado cuenta de la ventaja de unas sumas sobre las
otras, y por el contrario en la mayoria de los casos le dan igual probabilidad a cada
resultado, cosa que es completamente falsa en esta actividad. Es decir la mayoria
de los estudiantes mantiene el sesgo de equiprobabilidad para los resultados de este

experimento.
4. ;Cudl es la probabilidad que de ganar tiene cada participante en el juego?

En esta pregunta, hubo respuestas como.

E9. 1de 11.

E6. EI que escoja el numero mayor como el 6 + 6 = 12 y le salga, podria ganar

facilmente.
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E18. La suerte que tenga.

E5. Todos tienen igual posibilidad de ganar.

E11. Tienen posibilidades de ganar en un porcentaje de 50 a 50.

E16. Sijuegan 11 jugadores, tienen una posibilidad de ganar, el numero que escogio.
E7. Uno sobre 22.

E4. Uno de 36.

E12. No se, porque es un juego de suerte.

Esta pregunta que nuevamente intentaba que el estudiante advirtiera ventajas de unas
sumas sobre las otras; no lo mostré6 de esa manera. Algunos estudiantes asociaron
cierta medida de probabilidad desde el enfoque clasico, —son 11 jugadores cada uno
escoge un numero, luego la probabilidad es 1 de 11— para el caso del estudiante E9,
que adjudica equiprobabilidad a los resultados. Igualmente E5, esta asumiendo que

todas las sumas aparecen con igual frecuencia, cosa que no es asi.

Parece ser que E7, quien afirma que la probabilidad de ganar que tiene cada parti-
cipante es de uno sobre 22, estuviera asumiendo que el numero de posibles parejas
fueran 22, tomandolas de la siguiente manera, el 6 tiene 6 formas de formar parejas,
el 6 de un dado con los 6 numeros del otro dado; el 5 formaria igualmente 6 parejas
pero descarta la pareja formada con el 6, pues ya lo contd; el 4 formaria 6 parejas
pero no se cuenta la que forma con el 6 y la que forma con el 5 y asi sucesivamente.
En total se obtendrian 21 parejas, el estudiante toma 22 parejas y por ello asocia la
probabilidad de 1 sobre 22.

E4 que asocia la probabilidad de uno de 36, esta teniendo en cuenta que son 36
parejas posibles, pero no toma en cuenta que varias parejas de esas determinan la

misma suma en la mayoria de los casos.

La actividad que seguia, era llenar la tabla donde se registraban los resultados obte-

nidos y ganaba quien completara 10 apariciones con su numero escogido. Para esto
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se dividié el curso en dos grupos. Como cada grupo requeria de 11 jugadores, los dos
grupos se completaron con el profesor y dos estudiantes de octavo grado que estaban

filmando la actividad, quienes escogimos un nimero en cada grupo.

Para terminar la actividad en el primer grupo, fue necesario hacer 40 lanzamientos y

gano el estudiante que habia escogido el nimero 6.

La tabla con los resultados, quedd de la siguiente manera:

META

X

X

X

XX

XX

X | X X

X XXX X
XX X X| XX X
XX XXX X| X | X
XXX X[ X[ X|X| X | X ]| X
2/3|4 /5|6 |7|8|9|10]11]12

Para el segundo grupo, hubo necesidad de realizar 61 lanzamientos y gané el estu-

diante que habia escogido el numero 7.

La tabla con los resultados, quedd de la siguiente manera:

META
X
X X X
X X[ X]|X
X X| X[ X]|X
X X[ X|X|X]| X
XX | X[ X]|X]| X
X | X XIX[| X[ X]|X| X | X
X | X X X[ X[ X]|X| X | X
X | X X X[ X[ X]|X| X | X
X | X XX X[ X|X| X | X|X
2/3|4/5/6|7|8]9|10 1112

5. ¢ Cuantos lanzamientos fueron necesarios para que hubiera un ganador?
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Los estudiantes del primer grupo necesitaron de 40 lanzamientos y los del segundo

grupo necesitaron de 62 lanzamientos para que en cada grupo hubiera un ganador.

6. ;El companero que gand qué numero habia escogido?

En el primer grupo gané el numero 6, y en el segundo grupo gané el nimero 7, cada

uno con 10 repeticiones.
Estos dos ejercicios, los resolvieron el total de los estudiantes sin mayor dificultad.

7. Escriba el orden en que quedaron los participantes, hagalo de mayor a menor de acuerdo

al numero de veces que se obtuvo el resultado escogido.

En este ejercicio, los estudiantes escribieron las sumas, con sus respectivas frecuen-
cias de mayor a menor. La idea con este ejercicio era que los estudiantes se dieran
cuenta que las sumas centrales (5, 6, 7, 8y 9), salian con mayor frecuencia que las

otras.
8. ;Puede dar alguna razén que justifique el porqué del orden que se obtuvo al jugar?

Esta pregunta arroj6 respuestas como:

E7. Porla suma de los numeros.

E1. No tengo ninguna razon.

E15. No tengo razon porque fue suerte.

E16. Porque los numeros 6 y 7 salen mas.

E10. Porque el 7 tiene mas sumas que dan su resultado.

E5. Cuando se juega con dos dados, el 7 tiene mas posibilidades de salir.

E2. Mucha suerte y el 7 tiene mas posibilidades de ganar, porque tiene tres sumas

en que puede salir.

E17. Porque el 7 sale con casi todos los numeros del dado, sumando los dos numeros

que caigan.

69



En estas respuestas se puede ver que los estudiantes sin haber sacado el numero
de formas posibles que tenian cada suma de salir, ya estan dandose cuenta que el
nuamero 7 tiene mas oportunidad de formarse como suma de los dos resultados obte-
nidos, (para el caso de, E2, E5, E10y E17).

E2, asume que el 7 tiene tres formas posibles de obtenerse, no tiene en cuenta la

conmutatividad, como la mayoria de los demas estudiantes.

Hay estudiantes que aun siguen argumentando que los resultados obtenidos es cues-
tibn de suerte, no han hecho un analisis profundo de los resultados obtenidos en el

lanzamiento de los dados durante el desarrollo de las actividades.

9. Consigne la informacién de cada suma y el nimero de veces que se repitid, durante las

veces que hubo que realizar el juego hasta obtener un ganador, en la siguiente tabla.

Los resultados fueron los siguientes:

Grupo No. 1.
Sumas 2134|566 |7/8/9]10]11]12
obtenidas
No.decasos | 1315|1107 14al5|2 | 4|1
favorables

Grupo No. 2.
Sumas o|13l4l5|6|7|8|9]10]11]12
obtenidas
No.decasos | , |, 15 1g|7|10l8|9|6 | 3|1
favorables

Estas tablas las llenaron todos los estudiantes sin inconveniente, el objetivo era nueva-
mente que los estudiantes reafirmaran (los que ya se habian dado cuenta), y los que

no, que notaran que los valores centrales, salen con mayor frecuencia como sumas.
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La siguiente parte de la actividad (ejercicio 10), consistia en juntar los resultados de los
dos grupos en una sola tabla y completar un solo juego donde el resultado ganador,
fuera el niumero que completara 20 apariciones, teniendo en cuenta los resultados

anteriores.

Al juntar las dos tablas, no aparecia ganador aun, y en total sumaban 101 lanzamien-

tos.
META
XX
X | X
X | X
X | X X
X | X X
X|X|X|X
X|X|X|X
X| X[ X|X|X
XXX | XX
X X[ X X[ X| X | X
X X X[ X X[ X| X | X
X X X[ X X[ X| X | X
X X| X[ X|X[X]| X | X
XX X X[ X|X[X]| X | X
X X[ X[ X[ X[ X[ X|X] X | X
X X[ X[ X[X[X|X|X|X|X]|X
XX XX X[ XX X|X|X]X
2(3/4|5|/6|7]8[9 10|11 |12

Para que hubiera un ganador, fue necesario completar 115 lanzamientos y, el nUmero

ganador en este juego fue el 7.
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La tabla resultante al completar los 115 lanzamientos, fue la siguiente:

META

X
X
XX
X | X
XX | XX
XX | XX
XX | XX
X|X|X|X
X| X[ X|X|X
X| X[ X|X|X
X| X[ X|X|X
X X[ XXX
X X[ X X[ X| X | X
X X X[ X X[ X| X | X
X X X[ X X[ X| X | X
X X X[ X|X[X]| X | X
X X[ X[ X[ X[ X[ X|X] X ]| X
X X[ X[ X[ X[ X[ X|X] X ]| X
X X[ X[ X[X[X|X|X|X|X]|X
XX XX X[ XX X|X|X]X
2345|6789 10|11 |12

11. Al juntar los dos juegos, ¢cudl es el orden en que quedarian si estos datos respondieran a

un solo juego donde el ganador seria la suma que primero se repitiera 20 veces?

Los estudiantes ordenaron los resultados y sus frecuencias sin mayores contratiem-
pos, en la mayoria de los talleres escribieron: 7, 20 repeticiones; 6, 18 repeticiones;
9, 16 repeticiones; 8, 16 repeticiones; 5, 12 repeticiones; 11, 8 repeticiones; 10, 8

repeticiones; 3, 7 repeticiones; 2, 4 repeticiones; 4, 4 repeticiones y 12, 2 repeticiones.
12. ; Qué explicacion daria para el orden obtenido en la pregunta anterior?

Algunas respuestas a esta pregunta fueron:

E8. Nada, que todo es suerte.
E12. Que el 7 gand y casi gana el 6. El 12 y el 2 son los que menos salen.
E16. Que el 7 y el 6 tienen 3 posibilidades de salir.
E2. Que el 7 tiene mas sumas que los otros, al igual que el 6 y el 8.
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E17. Por que el 7 tiene mas ventaja frente a los demas numeros, de la suma de los

numeros que caigan en los dos dados.
E11. Pues los numeros que no son primeros y ultimos, casi siempre caen.
E9. No se, siempre sera diferente.

En estas respuestas se sigue viendo la inclinacién de algunos de los estudiantes hacia
la idea de que el numero 7 tiene méas formas de obtenerse como suma. Ademas de
los estudiantes que afirmaron esto en la pregunta anterior, otros estudiantes aunque
no de la misma manera, estdn dejando ver la misma idea: por ejemplo el estudiante
E11 asegura que los nUmeros que no son primeros ni Ultimos, casi siempre caen. Se
mantienen algunos estudiante que culpan a la suerte del orden en que quedan los

resultados.

Los estudiantes sin tener claro el numero de formas posibles de obtener cada resulta-
do, pues no tienen en cuenta la conmutatividad, estan asociando el espacio muestral
con los resultados particulares y de alguna forma estan advirtiendo patrones de resul-

tados en esta actividad.

13. Consigne la suma y el nimero de veces que se obtuvo cada una de ellas en la siguiente

tabla, después de juntar los resultados de los dos grupos.

La tabla con los resultados de los 115 lanzamientos quedo de la siguiente manera:

Sumas 213145678910 11]12
obtenidas

No. de casos 41714112118 1201161161 8 | 8 | 2
favorables

A esta tabla se le llamo la tabla No. 1.

14. Si tuviera que volver a jugar, escriba las primeras cuatro opciones (numeros) que

escogeria: Explique el porqué de su escogencia.

15. Si tuviera que volver a jugar escriba cuatro nimeros que serian los Udltimos que

escogeria: Explique el porqué de su respuesta.

73



Algunos estudiantes para jugar escogian numeros centrales, cerca del 7 y el mismo 7,
ellos argumentaban que eran los que mas salian. Para no competir, escogian nimeros
cerca del 2 y numeros cerca del 12, argumentando que estos casi nunca salian y que

esto lo deducian en algunos casos de la actividad anterior.

También hubo respuestas como las siguientes:

E11. Para jugar escojo los numeros 9, 5, 7 y 6. Son numeros que casi siempre caen,
porque no son los primeros ni los ultimos. Para no jugar, escojo los numeros 2,

12, 4 y 3. Porque son de los primeros y los ultimos y casi nunca caen.

E17. Para jugar escojo los numeros 5, 7 y 6. Porque es en los que mas caen, y su-
mando los numeros de los dos dados, hay mas opciones para el 7 y de segundos
van el 5 y el 6. Para no jugar escojo los numeros 12, 11 y 2. Porque son los que

menos caen en los dados.

E2. Para jugar escojo los numeros 6, 7, 8 y 9. Porque son los que mas cayeron y
tienen mas sumas. Para no jugar, escojo los numeros 2, 3, 4 y 12. Porque son

los que menos sumas tienen.

E12. Para jugar escojo los numeros 6, 7, 8 y 9. Porque tienen tres formas de que la
suma dada de esos numeros. Para no jugar, escojo los numeros 12, 4, 3 y 5.

Porque fueron los que menos sumas tuvieron.

En estas respuestas, los estudiantes claramente han advertido la ventaja que tienen
los niUmeros centrales sobre los niumeros de los lados, de salir como suma, al escoger

los numeros centrales para jugar y los numeros de los lados para no jugar.

Esta parte de la actividad, permite inferir que los estudiantes a medida que se fue
desarrollando la actividad, fueron cambiando sus presaberes, es decir al principio no
creian que estos resultados se pudieran prever de alguna forma y adjudicaban en
algunos casos igual probabilidad a todas las sumas, pero ahora asumen por lo menos

que hay unos numeros que saldran mas que los otros como suma, a partir de los
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resultados obtenidos. De esta forma se va cambiando en el estudiante, mediante el

desarrollo del taller, el sesgo de equiprobabilidad que tenia al iniciar esta actividad.

16. ¢ Los resultados obtenidos eran “previsibles”? Es decir, existe alguna razén para pensar
antes de jugar, que obtener como suma el nimero nueve es mas probable que obtener el

numero 127
A esta pregunta, surgieron respuestas como:

E1. Siporque es mas probable obtener como suma el numero nueve que el 12 por-

que el 12 es un numero mas alto y es muy dificil.
E2. Claro porque el 9 tiene dos sumas y el 12 sélo una.

E15. Yo creo que si, porque tomamos como ejemplo el ejercicio anterior, el 9 salié 16

veces y el 12 solo salio 2.
E3. No porque es suerte.
E9. No porque es impredecible saber que numero va a ganar.

E11. Si porque es mejor escoger numeros que estan en el centro que los primeros o

ultimos.

E12. Pues hay que buscar una forma de que el numero que escoja de mas posibilida-

des.

Los estudiantes mantienen la tendencia de hablar sobre el nimero de formas de obte-
ner cada suma pero no tienen en cuenta la conmutatividad, es decir ellos afirman que
hay tres formas de obtener el siete como suma, tomando 6y 1,5y 2y 4y 3 como las
Unicas formas posibles de obtenerlo; y no caen en cuenta que 6 y1 son dos formas, 5
y2 son otras dos formas y 4 y3 son otras dos formas, todas ellas diferentes con lo que
se completarian 6 formas de obtener el 7 como suma. Ademas los estudiantes se fijan

mucho en el ejemplo anterior, predicciones basadas en experiencias pasadas.

Teniendo en cuenta las posibilidades de cada dado, es posible saber cuales son las

posibilidades de obtener cada suma?
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17. ¢ Teniendo en cuenta las posibilidades de cada dado, es posible saber cuales son las

posibilidades de obtener cada suma?

Al preguntarles por las posibilidades de obtener cada suma, la mayoria respondio sin
tener en cuenta la conmutatividad, es decir el 2 y el 3 los tomaban como una sola

oportunidad de sumar 5.
18. llene la siguiente tabla.

Al pedir que llenaran la tabla de posibilidades, este fue el resultado mas comun.

No. de posibilidades

m
Suma de obtenerla

2|3 |oNo o~ (wino
—|=ovojw|w|w(ho ==

12
A esta tabla se le llamd Tabla No. 2.

Dos estudiantes, E3 y E14 si tuvieron en cuenta la conmutatividad, el estudiante E14
no del todo, pues no considerd todos los casos para obtener el 7 y el 5 por ejemplo.
E3 si consider6 todas las formas posibles en cada resultado, fue este estudiante quien
realizé mejor este ejercicio. Pero en el ejercicio 17, habia contestado que no era posi-
ble saber cual era la posibilidad de obtener cada suma, puesto que todo era cuestién
de suerte. Por todo el desarrollo de los talleres fue muy comun casos como el anterior,
que un estudiante respondiera una pregunta acertadamente, pero al variarle la pre-
gunta o hacerle otra pregunta muy relacionada con la primera y donde se esperaba
que los estudiantes siguieran con la misma linea de pensamiento, no ocurria, esto de
alguna forma dificulta el identificar a algunos estudiantes para llevarles el analisis a

través de toda la actividad.
19. Escriba que relacion existe entre la tabla No. 1 y la tabla No. 2.
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Esta pregunta arroj6 respuestas como:

E9. Entre mas posibilidades, hay mas repeticiones.
E11. Hablan sobre el mismo tema, las posibilidades.
E3. Ninguna relacion, es cuestion de suerte.

E4. Que los resultados de menos posibilidades, se hacen mas pequenos en compa-

racion con el ganador.
E15. Que hablan del mismo tema.

E2. Que entre mas posibilidades de obtener una suma, mas numeros de repeticiones

hay.
E7. Que a la izquierda y derecha del numero 7, los numeros disminuyen.
E10. Que en ambas gana el 7.

E5. Que segun la tabla No.2, hay numeros que salen o que pueden salir mas veces

y la tabla no. 1 esta de acuerdo con eso.

Algunas comparaciones de los estudiantes, relacionan las dos tablas en el sentido en
que a mayor posibilidad de obtener una suma, ésta se repetird con mas frecuencia
al realizar muchos lanzamientos. Esto pone de manifiesto que algunos estudiantes
estan relacionando el espacio muestral con los resultados individuales. Pero esta re-
lacién del espacio muestral con los resultados individuales, no fue del todo completa
en el sentido de que la mayoria de los estudiantes (18 de 19), no tuvieron en cuenta
la conmutatividad para en la forma de obtener cada suma, es decir los estudiantes no
definieron correctamente el espacio muestral asociado al experimento de lanzar dos
dados convencionales y sumar sus resultados. E3, que si tuvo en cuenta la conmutati-
vidad al sacar las posibilidades para cada suma, extrafiamente no encuentra relacion
entre las dos tablas y opina que todo es cuestidén de suerte. Este estudiante tuvo en

cuenta la conmutatividad al para generar todas las sumas que lo ameritan, pero al
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igual que sus companeros no relaciond correctamente el espacio muestral con los re-
sultados individuales. Por esta razén se concluye que los estudiantes no tienen clara

la estructura de eventos para este experimento.

20. si se lanzaran los dados 360 veces, llene la siguiente tabla con el nimero aproximado de

veces que crea usted que apareceria cada suma.

Sumas
obtenidas
No. de casos
favorables

Todos los estudiantes escribieron numeros sin tener en cuenta la proporcionalidad con
el numero de posibilidades de obtener cada suma, en la algunos casos, ni siquiera el
total de repeticiones sumaba 360 en algunos casos. Sélo las frecuencias de 13 estu-
diantes sumaban 360 en el total de las repeticiones. Por lo menos la idea de que los
valores centrales aparecen con mas frecuencia, se mantuvo en algunos de los estu-
diantes, pues a pesar de no tener en cuenta la proporcionalidad de las posibilidades de
obtener cada suma con el numero total de lanzamientos, ellos le adjudicaron mayores
frecuencias a los valores centrales (5, 6, 7, 8, y 9). Es decir, segun el taller se seguia

removiendo de los estudiantes la idea de equiprobabilidad en este experimento.

21. Si se realiza el mismo juego pero con dados de 8 caras, marcadas con los nimeros 1, 2,

3,4,5,6,7y 8. Llene la siguiente tabla con las posibilidades de cada suma.

Sumas
obtenidas
No. de casos
favorables

Todos los estudiantes escribieron el espacio muestral (esa decir las posibles sumas,
nameros del 2 hasta el 16), pero sélo un estudiante (E3) escribié correctamente las
diferentes posibilidades con las que se podia obtener cada suma (el mismo estudiante
que lo habia hecho bien en el caso de los dados de seis caras), los demas estudiantes

no tuvieron en cuenta la conmutatividad al realizar las sumas. Pero si la mayoria,
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advertia la simetria en el nUmero de posibilidades para obtener cada suma, es decir
posibilidades para obtener como suma un 2 y un 16, una (1y1, 8y8) respectivamente;
para obtener 3y 15, una (2y 1, 7 y 8) respectivamente; para obtener 4 y 14, dos (3
y1,2y2:6y 8, 7 y7) respectivamente etc. No cayeron en cuentaque 3y 1, 1y 3: 6 y8,

8 y 6, eran dos formas diferentes de obtener 4 y 14 como sumas respectivamente.

22. Si se lanzaran los dados de 8 caras 640 veces, llena la siguiente tabla con el numero

aproximado de veces que aparecera cada suma.

Sumas
obtenidas
No. de casos
favorables

A 7 de los 19 estudiantes les sum6 640 lanzamientos en total, y todos escribieron
nameros en desorden, solo unos pocos estudiantes adjudicaron el mayor numero de
repeticiones a los numeros centrales, en este caso el 9, 8 y7. No se mantuvo la linea

de pensamiento que se habia generado en los ejercicios anteriores.

La parte final de esta actividad, consistia en la asistencia del profesor en cuanto al
numero de posibilidades que se tienen de obtener cada suma, cuando se lanzan dos
dados convencionales y se suman sus resultados. Se mostr6 una tabla donde se pre-
sentaba cada suma posible y el numero de formas de obtenerla, también se expuso
este resultado en un diagrama de barras; hubo necesidad de hacer lanzamientos con
dos dados diferentes en cuanto a tamanio, color, etc... Se mostro6 a los estudiantes que
era diferente obtener un dos en el dado pequefo y un tres en el dado grande; que, un
dos en el dado grande y un tres en el dado pequefio, y que ambos lanzamientos, eran
dos formas diferentes de obtener un cinco como suma, puesto que en cada caso se

trataba de un resultado diferente.

Como este ejemplo hubo necesidad de hacer muchos otros a fin de que los estudian-
tes comprendieran la conmutatividad en la forma de obtener cada suma. Con esta
exposicién, la mayoria de los estudiantes comprendieron la conmutatividad. El estu-

diante E2 en particular, no aceptaba que ejemplos como los anteriores fueran formas
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diferentes de obtener el mismo resultado, y argumentaba que era una sola forma de
obtenerlo, puesto que en ambos casos la suma era la misma. Este estudiante acep-
taba que habia sumas con mayor posibilidad de obtenerse pero de ninguna manera

aceptaba la conmutatividad.

También se expuso por parte del profesor, un acetato del diagrama de barras referido a
los 115 lanzamientos hechos y el numero de repeticiones que obtuvo cada suma en el
numeral 10 de este taller, y que ganaba el nimero primero obtuviera 20 repeticiones, y
que en este caso, gand el numero 7 con 20 repeticiones, seguido del nimero 6 con 18
repeticiones y el 8 y 9 con 16 repeticiones cada uno. Al preguntar en esta presentaciéon
a los estudiantes del porqué de estos resultados, en su mayoria afirmaban que esto
se debia a que estos numeros eran los que mas posibilidades tenian de salir puesto

que eran los que tenian mas formas de obtenerse como suma.

Para la siguiente clase se les pidié a los estudiantes que realizara una tabla con las
sumas obtenidas al lanzar dos dados de ocho caras marcadas del 1 al 8, y sumar
sus resultados, junto con las formas posibles de obtener cada suma y que registraran
estos datos en un diagrama de barras. La mayoria de los estudiantes realizaron bien el
trabajo, teniendo en cuenta la conmutatividad en las formas posibles de obtener cada

suma.
En términos generales se pueden sacar las siguientes conclusiones:

A medida que se desarroll6 este taller, algunos estudiantes fueron comprendiendo que
los resultados obtenidos al lanzar dos dados convencionales y sumar sus resultados,
de alguna manera se pueden prever en la medida en que hay algunas sumas que

tienen mas formas posibles de obtenerse que otras.

Algunos estudiantes asocian los resultados individuales -en el lanzamiento de dos
dados convencionales y sumar sus resultados- con el espacio muestral asociado a
esta actividad. Pero no tienen claro la estructura de los eventos, ya que definieron mal
el espacio muestral asociado al experimento. Debido a que a pesar de que la mayoria

de los estudiantes asociaron la probabilidad de obtener una suma con las posibilidades
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de obtener cada una de ellas, no tuvieron en cuenta (excepto uno) la conmutatividad

de las formas de obtener las sumas.

Es importante la asistencia (por parte del profesor) a los estudiantes para ayudar a
comprender mejor los conceptos presentados en los talleres, puesto que en la mayoria
de las preguntas el profesor se mantenia al margen de las mismas, ya que la intencion
era examinar los conceptos intuitivos que los estudiantes pueden tener a esta edad
sobre los conceptos que se estaban estudiando y, la asistencia exagerada del profesor,
puede convertir el desarrollo de los talleres en una actividad muy dirigida y se pierde

la esencia de la misma.
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Capitulo 4

CONCLUSIONES GENERALES Y
RECOMENDACIONES

A continuacidon se presentan conclusiones generales sobre el desempeno de los es-
tudiantes en la realizacién de los cuatro talleres a través de las cinco componentes

propuestas como categorias de analisis en el capitulo de metodologia.

4.1. DISTINCION ENTRE CERTEZA E INCERTI-
DUMBRE

Al principio de la actividad de lanzamiento de un solo dado, los estudiantes creian
que podian determinar el nimero a obtener, algunos afirmaban que saldria siempre
el nimero dos o el numero tres puesto que uno de estos numeros era su numero de

suerte.

Los estudiantes, a medida que se fueron llevando a cabo los talleres, pudieron esta-
blecer mas que la certeza, la incertidumbre de estos sucesos aleatorios; como son los
resultados obtenidos en el lanzamiento de los dados. En la actividad del lanzamiento
de los dados, coincidian en afirmar que, a pesar de saber cuales niumeros eran los
que podian salir —espacio muestral—, no tenian certeza de qué namero en particular
se obtendria en un lanzamiento aislado y aceptaban la variabilidad de los mismos.

Es decir, clasificaban esta actividad como de resultados inciertos. En este sentido, la
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actividad sirvié para cambiar algunas concepciones erréneas de los estudiantes.

4.2. NATURALEZA DE LAS PRUEBAS EXPERI-
MENTALES

Al principio de la actividad era general la sensacion de que cada estudiante podia
influir el resultado a obtener en el lanzamiento de un dado, creian los estudiantes que
al lanzar un dado el numero que salia dependia entre otras cosas de la cantidad de
fuerza que se le aplicara en el lanzamiento, de la forma como se lanzara, del nimero

de vueltas o giros que daba el dado antes de parar.

A medida que se realizaban las actividades, los estudiantes discutian sobre la influen-
cia o no, de ellos en los resultados, cada vez era mayor la cantidad de estudiantes
que se pasaba al grupo de los que creian no poder influir en el resultado. Cuando
se lanzaron dos dados, no objetaban el hecho de lanzar un dado grande y uno chico
para sumar sus resultados, uno verde y uno blanco, incluso tomaron como un solo
resultado la suma de los numeros que aparecieron cuando un estudiante lanzé un da-
do y otro estudiante lanz6 el otro al tiempo. Es decir, dos estudiantes lanzaron cada
uno un dado al tiempo, y la suma de los resultados obtenidos la registraron y tuvieron
en cuenta para el desarrollo de la actividad. En este sentido, los estudiantes en su
mayoria, entendieron la naturaleza de las pruebas experimentales asociadas al lan-
zamiento de los dados, a medida que se iban desarrollando las actividades. De igual
forma algunos estudiantes, hacia el final de la actividad, lanzaban el dado duro contra
el piso o contra la pared, encima de un cuaderno; ellos afirmaban que esto de ninguna
manera podia determinar el numero obtenido, de esta forma fueron aclarando la idea
de la naturaleza de las pruebas experimentales asociada al lanzamiento de los dados

y otros estudiantes afirmaban que todo era cuestion de suerte.
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4.3. RELACIONES ENTRE RESULTADOS INDIVI-
DUALES Y PATRONES DE RESULTADOS

Cuando se daba inicio a la actividad de lanzamiento de los dados en cada uno de los
talleres, a pesar de que los estudiantes en su mayoria definieron es espacio muestral
asociado a cada actividad, les era indiferente el niUmero que escogian para participar
en el juego donde ganaba el estudiante que habia escogido el nimero que resultara
como suma (taller cuatro), o como resultado del lanzamiento de un solo dado (talle-
res 2 y 3) ellos escogian cualquier nimero para participar argumentando que era su
namero de suerte en algunos casos, que era el numero de hermanos o hermanas
que tenian. Después de pedirles que escribieran las formas que tenia cada suma de
salir, aun sin tener en cuenta la conmutatividad, y a medida que se iban jugando, los
estudiantes se dieron cuenta que los numeros centrales — 7, 8, 6, 5 y 9— tenian mas
posibilidades de salir y (taller cuatro) se inclinaban por tomar estos numeros para par-
ticipar en el juego. Esto lo hacian porque se tenian los dados y se estaban realizando
lanzamientos y generando resultados y se estaban llevando registros de estos lanza-

mientos.

La tendencia de adjudicar mas repeticiones a los numeros centrales (debido a los
resultados que se iban obteniendo), se mantuvo cuando se les pedia que registraran
las cantidades de repeticiones que obtendria cada suma al lanzar los dados durante
360 veces, pero los estudiantes no hicieron cuentas para mantener la proporcionalidad

que es una de las cosas que se esperaban.

Cuando se les pididé que registraran las veces que ellos creian que apareceria cada
suma al lanzar dos dados de ocho caras durante 640 veces la mayoria de los estu-
diantes no tuvieron en cuenta la proporcionalidad, en la mayoria de los casos tampoco
adjudicaron mayores repeticiones a los numeros centrales, es de notar que en este
momento tampoco tenian las cantidades exactas de las formas posibles de obtener
cada suma, puesto que no habian tenido en cuenta la conmutatividad, y como era

una situacion hipotética, se les dificulté relacionar la actividad del lanzamiento de dos

84



dados convencionales y sumar sus resultados (en esta actividad estaban los dados
fisicos y ellos los manipulaban) con la de lanzar dos dados de ocho caras y sumar sus

resultados (situacion hipotética).

En esta parte creo que no se trabajé lo suficiente con los estudiantes, pues es necesa-
rio muchas mas practicas concretas, antes de pedirle a los estudiantes que extrapolen
un concepto de la forma como se pretendié. Tal vez si se hubieran tenido los dados de
ocho caras fisicamente y que los estudiantes hubieran hecho lanzamientos, los resul-
tados de las preguntas referidas a tales dados, hubieran sido con toda seguridad mas

alentadoras.

En este sentido y refiriéndome al caso concreto del lanzamiento de los dados conven-
cionales y sumar sus resultados, los estudiantes tuvieron presente (esto a medida que
iban generando resultados en las tablas, mediante la experimentacion que se estaba
haciendo ), las relaciones presentes entre resultados individuales y patrones globales

de resultados.

4.4. ESTRUCTURA DE LOS EVENTOS

Determinar el espacio muestral al realizar cada una de las actividades, no causoé di-
ficultad en los estudiantes. Al lanzar un solo dado, los estudiantes rapidamente de-
terminaron los posibles resultados, desde el numero 1 hasta el nimero 6. Cuando
se lanzaban dos dados y se sumaban los resultados les tomd un poco mas de tiempo
pero concluyeron acertadamente en que los posibles resultados eran desde el niumero
2 hasta el numero 12, y en la mayoria de los casos le adjudicaron inicialmente la mis-
ma probabilidad a cada suma o resultado, situacién que varié muchisimo a medida

que se fue jugando y generando resultados.

Una cosa es determinar el espacio muestral asociado a un experimento, y otra di-
ferente es determinar el niumero de formas posibles con que cada elemento de ese
espacio muestral puede generarse, esto es lo que se le dificulta al estudiante, porque

el estudiante no tiene en cuenta la conmutatividad en algunas formas de generar la
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mayoria de las sumas posibles del espacio muestral. Pero con la practica el estudian-
te se da cuenta que esa “equiprobabilidad” que creia presente en un comienzo, se va
derrumbando debido a que hay sumas que se generan mas facilmente que las otras.
Teniendo en cuenta la conmutatividad o no, igualmente los valores centrales tienen
mas posibilidades de salir y esto lo advierten los estudiantes y con la practica se pone

de manifiesto, y optan por apostar a estos valores centrales en el juego.

Descubrir la conmutatividad en este experimento ayuda a entender mejor el espacio
muestral asociado, pero este concepto de conmutatividad es un poco dificil de asimilar,
y los estudiantes excepto uno, llegaron a el en la parte final de la experimentacion y
s6lo cuando el profesor con ayuda de la asistencia notacional (diagrama de barras de
las sumas posibles y formas de obtener cada una) lo explicé en clase a todo el grupo,

la mayoria de los estudiantes aclararon esta idea.

4.5. TRATAMIENTO DE RESIDUOS

Los residuos, o sea la diferencia entre el valor esperado y el valor realmente dado,
ocasionaron serios inconvenientes a los estudiantes que no terminaron de asimilarlos
a pesar de todas las experimentaciones realizadas. Decimos que no los asimilaron
porque, no obstante que los achacaban a la naturaleza propia del azar, les impidieron
visualizar que de todas formas existian a medida que se aumentaban las repeticiones
se ganaba una estabilidad en los valores obtenidos que se acercaban bastante a los

valores predichos.

Una de las indicaciones que se generan de este trabajo es la necesidad de hacer
muchas mas experiencias aleatorias aspecto que se puede reforzar con el uso del
computador, no solamente por la velocidad de realizar montones de repeticiones sino
que esta misma ventaja de reducir los tiempos para generar datos, puede facilitar la

busqueda de regularidades por parte de los estudiantes.

También hay que reconocer que no se abordaron las frecuencias relativas de los re-

sultados obtenidos, aspecto que hubiera podido mejorar la percepcion de la ley de los
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grandes numeros en el sentido de la estabilidad de estas frecuencias en la medida
en que se aumenta el numero de repeticiones. Incluso, al percibir la estabilidad de
las frecuencias relativas, el estudiante podria haber percibido que estos valores se

asemejaban cada vez mas al valor dado por la probabilidad clasica.

Por todo lo observado a través de los cuatro talleres, pienso que esta forma de pre-
sentar conceptos referidos al azar, incertidumbre y probabilidad es bueno en cuanto
que es el mismo estudiante el que va generando o despertando sus intuiciones, y
con la practica estas intuiciones se van desarrollando y afloran los conceptos en los
estudiantes, conceptos que seran bien aprehendidos y significativos, ya que los estu-
diantes estan resolviendo problemas bajo un ambiente de juego y actividades ludicas,
y esta razoén es la que despierta el interés del estudiante y lo lleva a tomar las activi-
dades con muy buena disposicion. En este sentido se evidencia que actividades como

estas deben ser fomentadas en escuelas y colegios.

Una de las inquietudes que este trabajo plantea se relaciona con la asistencia que
el profesor debe ofrecer a los estudiantes en cada una de las actividades. En el de-
sarrollo de este trabajo opté por la posicidn de dejar casi completamente libres a los
estudiantes con el animo de conocer su forma natural, sus intuiciones primarias alre-
dedor del azar, pequé de ingenuo, y no contrasté varias de sus respuestas en forma
directa a través de un entrevista con el estudiante que argumentara de una forma que
no resultara tan clara. Practicamente sélo se hizo uso de las respuestas escritas. Este
error de alguna forma dificulta el andlisis sobre la forma como se fueron desarrollan-
do las ideas intuitivas de los estudiantes acerca de la aleatoriedad, su modelacién

matematica y su relacioén con la realidad.

La idea es buscar el punto medio en cuanto a la asistencia con el estudiante, para que
los resultados y andlisis de estos trabajos surtan mejores efectos en nuestra practica

docente.

Al tratar de comparar los resultados de este trabajo con los expuestos por Horvath y
Lehrer (1998), que sirvieron como referencia, se nota que los nifos a esta edad (9a 12

anos), estan como en el punto intermedio en cuanto a intuiciones probabilisticas, nifios
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de menor edad difieren mucho en cuanto al desempefo con aparatos de aleatoriedad,
y ese desempefo esta en un nivel mas bajo del observado en nifios entre 9 y 12 anos;
a su ves el desempenio de los nifios de edades entre los 9 y 12 anos, esta por debajo
del desempeno de las personas adultas en cuanto a las intuiciones acerca del azar y

la probabilidad.

Siguiendo con esta comparacion se nota que hay respuestas que se obtuvieron por
parte de los estudiantes, en ambos trabajos de forma idéntica, es decir los nifios con
que trabajaron Horvath y Lehrer dieron respuestas muy parecidas y en algunos casos
idénticas a las de los estudiantes que trabajaron los cuatro talleres, estas respuestas
en su mayoria, son las que tienen que ver con la naturaleza de las pruebas experi-
mentales, por ejemplo es comun en ambos trabajos que los nifios crean en numeros
de suerte, que tengan preferencia por determinado resultado y que crean que los re-

sultados se pueden determinar o influir por multiples factores.
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Anexo 1. Taller 1. “Taller de graficos”

A continuacidén encontrara unos ejemplos, de como representar datos en graficos de
barras. Como interpretar estos graficos: como pasar de las tablas y de los registros de
datos a los gréaficos de barras y, del grafico de barras a las tablas y los registros de

datos.

Ejemplo 1. En una pequefia escuela-jardin de la ciudad, la clasificacién de estudiantes por
edades, que se matricularon esta dispuesta en el siguiente grafico, que realiz6 una profesora
de la escuela.

ESTE GRAFICO SE CONOCE COMO GRAFICO DE BARRAS

CANTIDAD DE NINOS POR EDADES.

CANTIDAD IE HIRDS .

1 2 3 3
EDADDELCH NIROH,

Columna 1 = Cantidad de nifios de 3 afnos. Columna 2 = Cantidad de nifios de 4 afos.
Columna 3 = Cantidad de nifios de 5 afos. Columna 4 = Cantidad de nifios de 6 afos.
1.1 ¢Cuéntos nifios de 3 afios se matricularon en la escuela?
1.2 ¢ Cuantos nifios de 4 anos se matricularon en la escuela?
1.3 ¢Cuantos nifos de 5 afos se matricularon en la escuela?
1.4 ;Cuantos nifios de 6 afios se matricularon en la escuela?

1.5 ¢Cual es el total de nifos que se matricularon en los 4 grados?
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Ejemplo 2. Para saber el nimero de carros que hubo de lunes a viernes de la semana pasada,
en un parqueadero de la ciudad, se presenta el siguiente grafico.

5o

e
=5

CANTIDAD DE CARROS.
=]

a
i

1 2 3 4 5

DiA DE LA SEMANA.
Columna 1 =dialunes. Columna 2 = dia martes. Columna 3 = dia miércoles.
Columna 4 = dia jueves. Columna 5 = dia viernes.

Con base en el gréafico anterior, responda las siguientes preguntas.

2.1 ¢Cuantos carros se guardaron en el parqueadero el dia lunes?

2.2 ;Cuantos carros se guardaron en el parqueadero el dia martes?

2.3 ;Cuantos carros se guardaron en el parqueadero el dia miércoles?

2.4 ;Cuantos carros se guardaron en el parqueadero el dia jueves?

2.5 ;Cuantos carros se guardaron en el parqueadero el dia viernes?

2.6 Observando el gréafico, responda. ;,Cudl fue el dia que guardaron mas carros?
2.7 ¢Qué dia se guardaron menos carros?

2.8 ¢Cuantos carros se guardaron durante la semana?

93



2.9 Complete la siguiente tabla.

Dia No. De Carros que se guardaron.

3. Con base en la siguiente informacién, que relaciona el modelo de los carros con la
cantidad de ellos que hubo en el mismo parqueadero la semana antepasada realice un grafico.

Numero de carros que hubo
Modelo del carro
durante toda la semana.
1998 15
1999 20
2000 10
2001 25
2002 20

Observando el grafico que realiz6 o la tabla anterior responda.

3.1 ¢De qué modelo hubo mayor cantidad de carros?
3.2 ;De qué modelo hubo menor cantidad de carros?

3.3 Ordene de mayor a menor, y por modelos el nimero de carros que hubo en el
parqueadero.
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TALLER DE GRAFICOS.

A continuacién encontraras unos ejemplos, de como representar datos en eraficos.
Cémo interpretar estos graficos, como pasar de los datos a los graficos v del grafico a
los datos.

1. En una pequeia escucla-jardin de la ciudad, fa clasificacion de estudiantes por
edades, que se matricularon en los grados: Jardin A, Jardin B, Transicion y Primero,
esta dispuesta en el siguiente grifico, que realizé una profesora de la escuela

ESTE GRAFICO SE CONOCE COMO GRAFICO DE BARRAS
il CANTIDAD DE NIFIOS POR EDADES.

(O Seriet

CANTIDAD DE NINOS.
¢

5 £ R =8 R - RS -

"S'q's 6

EDAD DE LOS NINOS.
1.1 ;Cuantos nifios de 3 aflos se matricularon en la escuela? 2.0 niAos
1.2 ;Cuantos nifios de 4 afios se matricularon en la escuela? 12 MifDS
1.3 ;Cuéantos niftos de 5 afos se matricularon en la escuela? 15 nines
1.4 ;Cuantos nifios de 6 afios se matricularon en la escuela? 1% i Nes

1.5 ;Cual es el total de nifios que se matricularon en los 4 grados? ég ni nos
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2. Para saber el niimero de carros que hubo de lunes a viernes de la semana pasada,
en un parqueadero de la ciudad, se presenta el siguiente grafico.

CANTIDAD DE CARROS EN EL PARQUEADERO.

S e

S+

p

$

CANTIDAD DE CARROS.

10 -

DiA DE LA SEMANA.

Columna 1 = dia lunes. Columna 2 = dia martes. Columna 3 = dia miércoles.
Columna 4 =diajueves. Columna 5 = dia viemes.

Con base en el grafico anterior, responda las siguientes preguntas.
2.1 ;Cuéntos carros se guardaron en el parqueadero el dia lunes? B0 CaArms
2.2 ;Cuéntos carros se guardaron en el parqueadero el dia marles.? 65 cavyns
2.3 ;Cuantos carros se guardaron en el parqueadero el dia miércoles? UB ¢ 125
2.4 ;Cuéntos carros se guardaron en el parqueadero el dia jueves? 4O ¢ drroS
2.5 ;Cuéntos carros se guardaron en el parqueadero el dia viernes? 60 coves
2.6 Observando el gréfico, responda ;Cual fue el dia que guardaron mas carros? Q‘h?ﬁ'}ﬂs

2.7 ;Qué dia se guardaron menos carros? eL)ue ves
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2.8 ;Cuantos carros se guardaron durante la semana? a‘ O c ArrosS

2.9 Complete la siguiente tabla.

No. De Carros

Dia que se
guardaron.

&0
65
4s
4o
60

3. Con base en la siguiente informacion, que relaciona el modelo de los carros con
la cantidad de ellos que hubo la semana antepasada realice un grafico.

In | Wi |

Nuamero de
carros que hubo
Modelo del carro| durante toda la
semana.
1998 ¥ s
1999 20
2000 : 10
2001 25
2002 20

Responda las siguientes preguntas.

Observando el grafico responda.
3.1;De qué modelo hubo mayor cantidad de carros? hq.:le lb 2001
3.2 ;De qué modelo hubo menor cantidad de carros? M o) o 2000

3.3 Ordene de mayor a menor, y por modelos el nimero de carros que hubo en el
parqueadero.

L8 modelo 2001 1B model 1998

20 wodelo 1949 10 Modele 2 0o
20 modtlo ooz
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Anexo 2. Taller 2. “Jugando con los dados I”
Parte I (Individual)

Nombre: fecha:

A continuacidén encontrara una serie de actividades en las que se le invita a que jue-
gue con sus comparieros de clase. Al mismo tiempo se le pide que responda a unas
preguntas que estan relacionadas con los mismos juegos.

1. Vamos a suponer que un amigo lo invita a que realicen el siguiente juego asocia-
do al lanzamiento de un dado: Antes de lanzar el dado cada uno de los jugadores
piensa en un numero y lo anota en una hoja de papel. Después uno cualquiera
de los jugadores lanza el dado. Gana el juego quien haya escogido el nimero

que se obtuvo.

1.1 ;Cudantas personas pueden participar en este juego, sabiendo que solo pue-
de haber un ganador? Explique su respuesta.

2.2 Situviera que jugar ;,qué numero escogeria y por qué?

3.3 ¢Cree que el jugador que lance el dado tiene mas posibilidades de ganar?

Explique su respuesta.

2. Si jugaran solo 2 personas, ¢cual seria una forma justa de distribuirse los nu-
meros del dado para que ambos jugadores tengan las mismas posibilidades de

ganar?

2.1 ;Existe alguna forma de repartirse los nimeros que hagan que alguno de

los jugadores tenga mas ventaja en el juego? Explique su respuesta.

2.2 Sera que escoger los numeros mas grandes aumenta el chance de ganar el

juego? Explique su respuesta.
3. ¢Existe alguna forma de lanzar el dado para obtener un resultado especifico?

4. Si se realiza el juego 60 veces entre 6 jugadores, ¢ cuantos juegos aproximada-

mente ganara cada jugador? Explique su respuesta.
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5. Cuando se juega muchas veces, ¢ Cree que hay un resultado que sale mas que

los otros?

5.1 4Cual?

5.2 ¢Por qué?
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TALLER No. 1. PARTE L
JUGANDO CON LOS DADOS.

NOMBRES: E‘ FECHA. |

A continuaciéon vas encontrar una serie de-actividades en las que se te mvita a que juegues
con tus companeros de clase. Al mismo tiempo se te pide que respondas a unas preguntas
que estan relacionadas con los mismos juegos.

N

1. Vamos a suponer que un amigo te invita a que realicen el siguiente juego asociado
al lanzamiento de un dado: Antes de lanzar el dado cada uno de los jugadores piensa
en un namero y lo anota en una hoja de papel. Después uno cualquiera de los
jugadores. lanza el dado. Gana ¢l juego quien haya escogide el numero que se
obtuvo. '

o ;Cuantas personas pueden participar en este juego. sabiendo que solo puede
haber un ganador? Explica tu respuesta.

G oo e €l 9GO edo fene e s coon
Yy 00 puedlen SOCCh MTEH

o Situvieras que jugar jqué niimero escogerias y por que?

D el £,
\hﬁ%jéf\% ch%ede’p'fmﬂo qcﬁ e

o ,Crees que el jugador que lance el dado tiene més posibilidades de ganar?
Explica tu respuesta. '

NO pOrofR, €5 POk suerte o quenogo o,

2. Si jugaran solo 2 personas, jcudl seria una forma justa de distribuirse los numeros
del dado para que ambos jugadores tengan las mismas posibilidades de ganar?

63N codu U0 R Wes AunRICH
S N0 CoR (N0 qee &g depmi:rejpc?}? ,

2.1 ;Existe alguna forma de repartirse los nameros que hagan que alguno de los
jugadores tenga mas ventaja en el juego? Explica fu respuesta.

Se ge Qe D nunKSs y ol OO SAlo puedien

2.2 Sera que escoger los niimeros méas grandes aumenta el chance de ganar el juego? &Kﬂa
Explica tu respuesta.

NO pOI R @ unjueqo Qe Suerde.
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3. Existe alguna forma de lanzar ¢l dado para obtener un resultado especifico?

3 Q,\ NOVIIO 0 y\O sRiie wn
3\ mq pact qeecf)oeg'%p@y) ey muy piol e

4. Si se realiza el juego 60 veces entre 6 jugadores, jcuantos juegos aproximadamente
ganara cada jugador? Explica tu respuesta.

SN procion ses 0 paoel esliodd el wioae

5. Cuando se juega muchas veces, ;Crees que hay un resultado que sale mas que los
otros?

NO

5.1 (Cual?

5.2 (Por qué?

i GX & mpreckside o vohtoqo
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Anexo 3. Taller 3. “Jugando con los dados I”
Parte II (Parejas)

Nombre: fecha:

6. Ahora, en grupos de dos estudiantes, cada estudiante escoge 3 numeros del
dado. Realice 60 lanzamientos y registre los resultados. Gana el estudiante que
finalizados los lanzamientos, sume mas resultados a favor de los tres nimeros

que escogio.

Estudiante A:

NUmeros que escogio:

¢, Por qué escogi6 estos numeros?

Estudiante B:

NuUmeros que escogio:

¢, Por qué escogi6 estos numeros?

103



REGISTRO DE LOS 60 LANZAMIENTOS.

Numero de RESULTADOS NUmero de RESULTADOS
lanzamiento | 1 2 3 4 5 6 lanzamiento | 1 2 3 4 5 6
1 31
2 32
3 33
4 34
5 35
6 36
7 37
8 38
9 39
10 40
11 41
12 42
13 43
14 44
15 45
16 46
17 47
18 48
19 49
20 50
21 51
22 52
23 53
24 54
25 55
26 56
27 57
28 58
29 59
30 60

7. Reqgistre los resultados del ejercicio anterior en la siguiente tabla.

Resultado del Lanzamiento | NUmero de Veces que Salié

8. Realicen un grafico de barras, con la informacién anterior. (En una hoja auxiliar).
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

Observando la tabla anterior, ¢qué puede decir, acerca de la cantidad de veces

que se obtuvo cada resultado?

Observe la tabla de resultados de otra pareja de compareros y comparela con la

obtenida por ustedes. ¢ Qué puede decir como resultado de esta comparacion?

Ahora retnan en una sola tabla los resultados obtenidos por todas las parejas y
escriban sus conclusiones acerca de las posibilidades de ganar que tiene cada

jugador de acuerdo al numero escogido.

Resultado del Lanzamiento | NUmero de Veces que Salié

Por toda la experiencia realizada, ¢Usted cree que se puede predecir mas o
menos los resultados que se obtendran al realizar el juego, digamos 1200 veces,

sin tener necesidad de jugarlos?

Si ahora el juego consistiera en lanzar un dado que tiene 8 caras, numeradas del
1 al 8.¢4Cual seria la probabilidad de obtener cualquier resultado, si se lanzara

este dado 1600 veces?

Si se lanzara el dado 1600 veces, ¢en cuantas repeticiones aproximadamente

se obtendria el nUmero 8?
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A\ TALLER No. 1. PARTE L
JUGANDO CON LOS DADOS.(parejas).

g_;___g_@a | = FECHA: -} /29

NOMBHES:

==X

6. Ahora en grupos de dos estudiantes, cada estudiante escoge 3 nimeros del dado. Se
hacen 60 lanzamientos y se registraran estos resultados. Gana el estudiante que
finalizados los lanzamientos, sume mas resultados a favor de los tres nimeros que
escogio.

Estudiante A" £1 . Numeros que escogio: 6, ya

¢Por qué escogid estos nimeros? Ft;rggc e 9(15"0(7 7

Estudiante B EB __. Nuameros que escogio: 2, 4, 5
T s D 2T d
¢Por queé escogid estos numeros 1 poy oH,’g,aaé(')

REGISTRO DE LOS 60 LANZAMIENTOS.

RESULTADIO,
No. De

lanzamiento

XX
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No. Del
lanzamiento

RESULTADO.

10

11

12

A X

13

14

% X,

15

16

17

18

19

20

21

22

23

25

26

27
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RESULTAD®O
No. Del :

lanzamiento.
i 2 3 4

28

29 ><

30

31

32

33 : )(

34

=

36

17 bs 45

38 A

39 5

40 - A

41 X

2

43

44 %

45 ><

46

{4 IX |
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RESUVLTADO
No. Del

lanzamiento.

48

49 X

50 X

51 : »

52 A

53 S

54

55

56

X K

57 o

58

39 %

60 %

7. Registra los resultados del ejercicio anterior, en la siguiente tabla.
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Resultado del Nuamero de
Lanzamiento Veces que
Salio

1 q
2 8
3 13
4 8
) 12
) (@)

8. Realicen un grafico de barras, con la informacion anterior,

9. Observando la tabla anterior, jqué puedes decir, acerca de la cantidad de veces que
se nhtuvo cada resultado?
s . I YNoaeaes, quaz dog,
Poves e leanaa e Y

10. Observa la tabla de resultados de otra pareja de compaifieros y comparala con la
obtenida por ustedes. ;Qué puedes decir como resultado de esta comparacion?

QE los ywomeos (suradss so 60 v son difeente) unos
mas ales awe ohos .

11. Ahora retinan en una sola tabla los resultados obtenidos por todas las parejas y
escriban sus conclusiones acerca de las posibilidades de ganar que tiene cada

jugador de acuerdo al nimero escogido.

110



Resultado del Numero de
Lanzamiento Ve;:l; gue
1 -98

/4 103
3 03
2 q4
S 106
6 e

il Foedfl' -salo enTolad de Todas

12. Por toda la experiencia realizada, ;ta crees que se puede predecir mas o menos los
resultados que se obtendran al realizar el juego, digamos 1200 veces, sin tener

necesidad de jugarlos?

NO Porgee No se puede predecy

de ddgp 4 sele al azar.

Si ahora el juego consistiera en lanzar un dado que tiene 8 caras.

13. jeuadl seria la probabilidad de obtener cualquier resultado? Si se lanzara este dado
1600 veces. ,

hn:LcPa.s y (09 difesentes . Doy aue Eé«.my difiul de
LA €0 pmse (g @ign o loawe wo duere)

nas 100 & 500

111
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Anexo 4. Taller 4. “Jugando con los dados II”

Nombre: fecha:

Este es un juego en el que intervienen dos dados, siendo el resultado, la suma de los
nameros obtenidos al lanzar los dos dados. Si, por ejemplo, al lanzar los dados en
uno de ellos sale 2 y en el otro sale 3, el resultado que interesa es la suma de los dos
resultados, es decir, 5. Cada participante debe escoger uno de los resultados posibles
de estas sumas y, escribirlo en un papel, se lanzan los dados y se hace la suma, quien
haya escogido este resultado es el ganador.

1. ¢Cuantos jugadores pueden participar de este juego, si cada jugador sélo puede
escoger una de las sumas posibles, es decir, solo habrd un ganador en cada

lanzamiento?

2. ¢Cuales son los resultados posibles de la suma de los resultados de los dos

dados?

Los resultados de la siguiente parte del juego, registrelos en la tabla que aparece
a continuacién, donde en la primera fila aparecen los valores posibles de la suma
de los dos dados. Cada equipo debe tener 11 jugadores, cada jugador toma la
columna del numero que escogio, y se ubica en la parte inferior. Paso seguido,
se lanzan los dados y se suman los resultados, quien haya escogido la suma
obtenida, avanza una casilla hacia arriba; coloreando o tachando la casilla a
la cual avanza, para llevar el registro. ElI ganador del juego es el jugador que

primero llegue a la META.

3. Antes de empezar a jugar, ¢ cree que el juego es justo? o, por el contrario, cree
&
que alguno o algunos de los jugadores tienen ventajas sobre los demas? ¢ por

qué?

4. ;Cual es la probabilidad que de ganar tiene cada participante en el juego?

Jueguen hasta obtener un ganador.
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10.

META

213|4|5|6|7|8[9|10] 1112

¢, Cuantos lanzamientos fueron necesarios para que hubiera un ganador?

¢, El companero que gan6 qué numero habia escogido?

Escriba el orden en que quedaron los participantes, hagalo de mayor a menor de

acuerdo al numero de veces que se obtuvo el resultado escogido.

¢, Puede dar alguna razén que justifique el porqué del orden que se obtuvo al

jugar?

Consigne la informacién de cada suma y el numero de veces que se repitid,
durante las veces que hubo que realizar el juego hasta obtener un ganador, en

la siguiente tabla.

Sumas
obtenidas
Numero de
repeticiones

Junten los resultados obtenidos con los del otro grupo y realicen una tabla como

la de ustedes, pero de tal manera que quepan los resultados de ambos juegos.
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META

11. Al juntar los dos juegos, ¢cual es el orden en que quedarian si estos datos res-
pondieran a un solo juego donde el ganador seria la suma que primero se repi-

tiera 20 veces?

12. ¢Qué explicacidén daria para el orden obtenido en la pregunta anterior?
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13.

14.

15.

16.

Consigne la suma y el numero de veces que se obtuvo cada una de ellas en la

siguiente tabla, después de juntar los resultados de los dos grupos.

Sumas
obtenidas
Numero de
repeticiones

TABLA No.1

Si tuviera que volver a jugar, escriba las primeras cuatro opciones (nu-

meros) que escogeria: Explique el porqué de

Su escogencia.

Si tuviera que volver a jugar escriba cuatro nimeros que serian los ultimos que

escogeria: Explique el porqué de su respuesta.

¢, Los resultados obtenidos eran “previsibles”? Es decir, existe alguna razén para
pensar antes de jugar, que obtener como suma el numero nueve es mas probable

que obtener el numero 127
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17. ¢Teniendo en cuenta las posibilidades de cada dado, es posible saber cuales

son las posibilidades de obtener cada suma?

18. Llene la siguiente tabla.

No. de posibilidades
Suma de obtener cada su-
ma

2 1
3 1
4 2
5 2
6 3
7 3
8 3
9 2
10 2
11 1
12 1
TABLA No. 2.

19. Escriba que relacién existe entre la tabla No.1 y la tabla No.2.

20. Si se lanzaran los dados 360 veces, llene la siguiente tabla con el nimero apro-

ximado de veces que crea usted que apareceria cada suma.

Sumas obtenidas
NUmero de casos
favorables
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21. Si se realiza el mismo juego pero con dados de 8 caras, marcadas con los nu-
meros 1, 2, 3, 4,5, 6, 7y 8. Llene la siguiente tabla con las posibilidades de cada

suma.

Sumas obtenidas
NUmero de casos
favorables

22. Si se lanzaran los dados de 8 caras 640 veces, llena la siguiente tabla con el

namero aproximado de veces que aparecera cada suma.

Sumas obtenidas
NUmero de casos
favorables
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TALLER No.2 5 3

JUGANDO CON LOS DADOS No. 2.

NOMBRES:

FECHA:

Este es un juego en el que intervienen dos dados, siendo los resultados. la suma de los
numeros obtenidos al lanzar los dos dados. Si, por ejemplo. al lanzar los dados en uno
de ellos sale 2 y en el otro sale 3, el resultado que interesa es la suma de los dos
resultados, es decir, 5. Cada participante debe escoger uno de los resultados posibles de
esta suma y, escribirlo en un papel, se lanzan los dados y se hace la suma, quien haya
escogido este resultado es el ganador.

1. ;Cuantos jugadores pueden participar de este juego, si cada jugador sélo puede
escoger una de las sumas posibles, es decir, solo habra un ganador en cada
lanzamiento?-,

2. (Cuiles son los resultados posibles de la suma de los resultados de los dos
dados? {7 =DM I 8 <

El juego lo realizamos sobre una tabla como la que aparece a continuacion, donde en la
primera fila aparecen los valores posibles de la suma de los dos dados. Cada equipo
debe tener 11 jugadores, cada jugador toma la columna del nimero que escogio, y se
ubica en la parte inferior. Paso seguido, se lanzan los dados y se suman los resultados,
quien haya escogido esta suma, avanza una casilla hacia arriba; coloreando o tachando
la casilla a la cual avanza, para llevar el registro. El ganador del juego es el jugador que
primero llegue a la META.

3. Antes de empezar a jugar, ;crees que el juego es justo? o, por el contrario, crees
que alguno o algunos de los jugadores tienen ventajas sobre los demas? ;por

qué?NO aGlmencSa e nega Hice

4. ;Cual es la probabilidad que de ganar tiene cada participante en el juego?

SI O b soect
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Jueguen hasta obtener un ganador.

.

- - e - 2 P e 4

3x| 4X| 5X sk; 7 8X| 99X 10X 11X| 12¢

2
5. (Cuantos lanzamientos fueron necesarios para que hubiera un ganador?é4/
6. (El compaiiero que gan6 qué numero habia escogido? i
7. Escriba el orden en que quedaron los participantes, hagalo de mayor a menor de
acuerdo al nimero de veces que se obtuvg el resultado escogido.
ore @38ri6 @2z
e
@s:? QU5 -
B6noa @a:d
8. (Puedes dar alguna razén que justifique el porqué del orden que se obtuvo al
g NO O Que €5 v \ov Suer
9. Consigne la informacién, de cada suma y el nimero de veces que se repitio,
durante las veces que hubo que realizar el juego hasta obtener un ganador, en la
siguiente tabla.
Suma

obtenida.

e i
Numero de Z | G

repeliciones.

glslelzl&laliohihe
513191106 14la]16]0

r
%
196 B
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10. Junten los resultados obtenidos con los del otro grupo y realicen una tabla como
la de ustedes, pero de tal manera que quepan los resultados de ambos juegos.

2 33 4x| Bx| 6x| 72| 8] 9x] 1ox| 1ie| 12 |

11. Al juntar los dos juegos, jcudl es el orden en que quedarian si estos datos
respondieran a un solo juego donde el ganador seria el nimero que primero se

obtuviera 20 veces? (D;O{(ZO gg"a/éy?-: ,6

2.3

£ » silim
ido en la pregunta anterior?

12. ;Qué explicacion darias para el orden ob

mucha Sue e
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13. Consigne la suma y el nimero de veces que se obtuvo cada una de ellas en la
siguiente tabla, después de juntar los resultados de los dos 2rupos.

oenas | 2|3 1U|S 6|7 Jed ol |z

epeimones | A |16 161716116 17 f?zofa 3

TABLA No. |

14. Si tuvieras que volver a jugar, escribe las primeras cuatro opciones (nimeros)
que escogerias: Explica el porqué de tu escogencia.

o e’ BS numerdS
Gue % urdeJe QbHNERN

15. Si tuvieras que volver a jugar escribe cuatro nimeros que serian los altimos que
escogerias: ﬁ Z;Ié 6 g Explica el porqué de tu respuesta.
r ch (o5 humeco5
aue et Mayawfm

16. ;Los resultados obtenidos eran “previsibles™ Es decir, existe alguna razén para
pensar antes de j jugar, que obtener como suma el niimero nueve es més probable
que obtener el nimero 127 N

foc qu & de
mu hon SeC
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17. Teniendo en cuenta las posibilidades de cada dado, es posible saber cuiles son
las posibilidades de obtener cada suma? W

for que &5 de Suerte

18. Liene la siguiente tabla.

Numero de

e e
Suma.

2 1

: e S

3 3

; Y

sk

) 6

g s

5 Y

10 3

11 Z ]

5 1 |

b=343,511, 145,042,244,

STl e
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19. Escriba que relacion existe entre la tabla No. 1 y la tabla No. 2.

& la-Habla numerod. quno el nomér @,
Y 1 o Hable vmere 2 €l numéro Gel perS be;b:lzdade5

de salires el :]'

20. Si se lanzaran los dados 360 veces, llene la siguiente tabla con el nimero
aproximado de veces que crea usted que apareceria cada suma.

e o) P AT L& EFTS P b 08
e 102117520 52 10432 5028 |2/ 20

20. Si se realiza el mismo juego pero con dados de 8 caras, marcadas con los niimeros
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 y 8. Llene la siguiente tabla con las posibilidades de cada

suma.

suma

231U S|61FI8 190|123 d|15]16
e | 11213101516 F8(F6]91Y|3 |2 |}

cada suma

21. Si se lanzaran los dados de 8 caras 640 veces, llena la siguiente tabla con el
numero aproximado de veces que aparecera cada suma.

= o lalg5163|8/a]00[0] 2% /H5|i6

E@ QO@Q‘}OBZS?—QD G2 1190147 |46 34 323D %04

AN L
BR R N IR 7

124



= Ht, 846,610,
p=8445k516,? 16/ e
n=6+6,35,513, 448,679
=843 348, 7+, 447, 516, 6b
O=554618 (16,547, 743,248, 872
qf—ﬁﬂ/ 4*5/ 3%/&-?/2‘%;/%2/17)—8/&,—/
53 ((M/ 54(5,51”5, 7,46/642/ H
= 5% },?/B/ (%/6"'1/ (41L3/3*§’ |
6=343 5,5+, 244, 4+Z
5':342,2}3, 144, 441
U=242,3H, 143,
3=1+2 feg
7 =
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