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Lista de Simbolos

HadG H es subgrupo normal de G.

Og Grupo cuaternio de orden 8.

¢(G) Centro de G.

Ca(H) Centralizador de H en G.

G’ Conmutador del grupo G.

A(G) Ideal de aumento.

A(G,N) Ntcleo del epimorfismo candnico de F'G en F(G/H).
car(R) Caracteristica de R.

p||G| p divide al orden de G.

p1|G| p no divide al orden de G.

P Conjunto de los p-elementos.

Q Conjunto de los p’-elementos.

d(Q) Conjunto de los elementos de conjugacién finita.
®,(G) p-elementos de conjugacién finita.

Cly(G) Clase de conjugacién del elemento g en el grupo G.
n(FG) Suma de todos los ideales nilpotentes de FG.

G : H| Indice del subgrupo H en G.

J(FQ) Radical de Jacobson de F'G.

AR Anillos de fracciones de R con respecto a A.



TITULO: IDENTIDADES DE GRUPO EN UNIDADES Y UNIDADES SIMETRI-
CAS SOBRE ANILLOS DE GRUPO

AUTOR: ADRIANA MARIA ALZATE PATINO

PALABRAS CLAVES: Anillos de grupo, identidades de grupo, identidades po-

linomiales, involuciones y unidades simétricas.

RESUMEN:

Motivado por encontrar una conexién entre la estructura aditiva y multiplicativa
del algebra de grupo F'G, Brian Hartley conjeturd que si el grupo de unidades verifica
una identidad de grupo entonces el dalgebra de grupo verifica una identidad polinomial.

Considerando F'G el algebra de grupo del grupo de torsién G sobre un cuerpo
infinito F', Giambruno, Sehgal y Valenti en [12] confirman la conjetura. En el presente
texto se encuentra detalladamente estd respuesta (ver Teorema 2.1.1).

Ademss, si F'G es un dlgebra de grupo con involucién * inducida por la aplicacién
g + g~ ' (la involucién clasica), se plantea una versién de la Conjetura en términos
de las unidades simétricas [13, Teorema 6], cuyo objeto era verificar que si U (FQG) €
IG implica que U(FG) € IG 6 directamente que F'G € IP. En el tercer capitulo,
primero presentamos ciertos resultados donde F'G es un anillo con involucién clasica y
UT(FG) € IG, y luego se tiene en detalle la respuesta a la Conjetura de Hartley para

las unidades simétricas.



TITTLE: GROUP IDENTITIES ON UNITS AND SYMMETRIC UNITS ABOUT
GROUP RINGS

AUTHOR: ADRIANA MARIA ALZATE PATINO

KEY WORDS: Group rings, group identities, polynomial identities, involutions

and symmetric units.

ABSTRACT:

Motivated to give a connection between the additive and the multiplicative structure
of a group algebra F'G, Brian Hartley conjecture that if U (F'G) satisfies a group identity,
the FG satisfies a polynomial identity.

Let F'G be the group algebra of a torsion group G over an infinite field F', Giam-
bruno, Sehgal y Valenti in [12] confirm a conjecture. In this paper it found specifically
this answer (see Theorem 2.1.1).

Also, if FG is the group algebra with involution * induced by the map ¢ — ¢!
(classical involution), it propose a of conjecture in therms of the symmetric units [13,
Teorema 6], whose purpose was to verify if U1 (FG) € IG then U(FG) € IG or directly
FG € IP. In third chapter, we first present some results where F'G is a rings with

classical involution and U T (FG) € IG, and finally it have in specifically positive answer

to Conjecture’s Hartley for the symmetric units.



Introduccion

Los grupos y los anillos son quizéd dos de las ramas més estudiadas del algebra
abstracta. Evidentemente el tiempo y el esfuerzo de muchos a través de la historia las
han llevado a formar una gran teoria, de manera independiente para cada una. Los
anillos de grupo son un interesante punto de encuentro de estas dos teorias.

Alrededor de los anos 80’s Brian Hartley establecié su conjetura (ver Conjetura
2.1.1), en un intento por encontrar una conexién entre las estructuras aditiva y mul-
tiplicativa del dlgebra de grupo F'G de un grupo G sobre el cuerpo F'. Desde que la
conjetura fue planteada, el estudio de identidades de grupo dentro del grupo de unida-
des U(FG), del algebra de grupo F'G y sus implicaciones han sido objeto de multiples
estudios (ver [32], [25], [8], [12] y [21]).

Luego del teorema clasico de Amitsur referente a anillos con involucién (ver Teore-
ma 1.6.3) y al trabajo desarrollado por Herstein y colaboradores [17], se hizé natural
estudiar anillos de grupo desde este punto de vista. Asi las cosas, y luego de haberse
dado respuesta a la conjetura de Hartley, esta ultima fue planteada para el subconjunto
UT(FG) de las unidades U(F'G) para la involucién clésica, es decir, para la involucién
inducida de la aplicacién g — ¢! para todo g € G.

En [13], Giambruno, Sehgal y Valenti probaron la conjetura en el contexto anterior,
es decir, UT(FG) € IG implica que FG € IP, siendo G un grupo de torsién y F' un
cuerpo infinito con car(F) # 2. Ademds, en ese mismo trabajo, ellos clasificaron los
grupos G tales que U™ (FG) verifican una identidad de grupo; esta clasificacién depende

de la presencia o no del grupo cuaternio Qg = (z,y : 2* = 1,22 = y? yxy~™' = 271).



Nuestro proposito fue estudiar los resultados conocidos para la Conjetura de Hartley,
tanto en el caso de unidades como en unidades simétricas, dotando a F'G de la involucién
clasica, para escribir detalladamente la respuesta afirmativa a la conjetura en ambos
contextos. Por ello, se ha dividido el presente trabajo en tres capitulos. El primero
contiene las definiciones y resultados en teoria de grupos, anillos, anillos de grupos e
involuciones, necesarios para la compresién del presente texto. En el segundo capitulo
se encontrardan enunciados, y en su mayoria demostrados, resultados que llevan a la
respuesta afirmativa a la Conjetrua de B. Hartley (Teorema 1.6.3). Para la parte final,
se han preparado ciertos resultados que inducen la clasificacién de las dlgebras de grupo
con involucién clasica cuyas unidades simétricas satisfacen una identidad de grupo, y
por supuesto, se muestra la respuesta afirmativa a la Conjetura 2.1.1 en el contexto de

las unidades simétricas, donde la involucién es la cldsica (Teorema 3.2.6).
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Capitulo 1

Preliminares

En el presente capitulo se presentan algunos conceptos bdsicos y notaciones, nece-
sarios para comprender el resto del escrito. Esto es, definiciones y propiedades clasicas
en la teoria de grupos, teoria de anillos y teoria de anillos de grupo. La mayoria de los
resultados seran presentados sin demostracion, sin embargo estas pueden ser consulta-

dos en [29], [27] o en cualquier texto cldsico que contenga estos tépicos, por ejemplo

[2].

1.1. Grupos y anillos

Recuerde que si un grupo G es finito, entonces el nimero de elementos de G es
llamado el orden de Gy es denotado por |G|. Ademds si G verifica ab = ba para todos

a, b € G entonces el grupo es Abeliano.

Definicion 1.1.1. Sean N un subgrupo de G yn € N, N es un subgrupo normal si

1

y solo si g~ "'ng € N para todo g € G.

Ing, usualmente denotado por n9, es llamado el conjugado

El elemento de la forma g~
de n por g. Ademas, se denota por H < GG para indicar que H es un subgrupo de Gy

por H <1 G cuando H sea un subgrupo normal de G. A continuacién algunos ejemplos:

11



Ejemplo 1.1.2. Dado un grupo G, el centro de G se define por
((G)={g € G:gh=hg,Vh € G}.
Ademdas, para un subconjunto H de G se define el centralizador de H en G por
Ca(H) ={g € G : gh = hg; para todo h € H}.

Es facil ver que ((G) y Cq(H) son subgrupos de G, ain mds, ((G) < G.
Ademids, para todo H subgrupo de G se tiene que Ng(H) ={g € G : g 'Hg = H},

llamado el normalizador de H en G, es el mayor subgrupo de G en el que H es normal.

Sean g, h elementos en un grupo G, el conmutador de g y h es el elemento (g, h) =
g 'h~lgh € G. El grupo conmutador o derivado, denotado por G’, es el subgrupo
generado por todos los conmutadores de elementos de G. Debido a la importacia que

presenta en el desarrollo de esta tesis, se resalta el siguiente teorema.
Teorema 1.1.3. Sea G un grupo. Entonces,

» G'<G,

» El grupo factor G/Gl es Abeliano,

» Si H <G, el grupo factor G/H es Abeliano si y solo si G CH.

Sean Gy H dos grupos. Una aplicacién ¢ : G — H es un homomorfismo de grupos si
para todos g, h € G se tiene que ¢(gh) = p(g)p(h). No es dificil probar que ¢(eq) = eqy
y o(h™1) = (p(h))~! para todo h € G.

Definicion 1.1.4. Sea ¢ : G — H un homomorfismo de grupos entonces el kernel y

la tmagen de ¢ estan dados por:
Ker(p) ={z € G: p(z) = en},

Im(p) ={y € H:y=y(x),3r € G},

12



los cuales son subgrupos de G y H respectivamente. Mas atn, Ker(p) < G.

Dado ¢ un homomorfismo de grupos, ¢ es un monomorfismo si es inyectivo, es
decir, Ker(p) = {ec} y ¢ es un epimorfismo si es sobreyectivo, es decir, Im(y) = H.
Ademas, ¢ es llamado isomorfismo si es un homomorfismo inyectivo y sobreyectivo. Si

existe un isomorfismo ¢ : G — H, se dice que G y H son isomorfos, y se denota por

G~H.

Sean H y K subgrupos normales de un grupo G. Diremos que G es el producto
directo de H y K, denotado por G = H x K,si G=HK y HNK = {eg}. Si solo H
es normal en GG, pero se cumplen las otras condiciones, diremos que G es el producto
semidirecto de H por K, denotado por G = H x K.

Puede ser mostrado que en el caso donde G es el producto directo de H y K, la
multiplicacién es dada componente a componente, es decir, dados hk, 'k’ € H x K,
(hk)(W'K'") = (hh')(kK'). En ambos casos, siendo G el producto directo o semidirecto de
H y K, la primera condicién de la definicién implica que cada elemento g € G puede
ser escrito como un producto g = hk, donde h € H y k € K y, la segunda condicién que
tal producto es tnico. El hecho que el subgrupo K no sea necesariamente normal en
G, cuando G = H x K, afecta la forma de multiplicar los elementos. En efecto, dados

hi,he € H y k1,ky € K, se tiene
(k1h1)(kaho) = k1k2k51h1k2h2 = klkg(hlfz)hg.

A continuacién se tiene una clase especial de grupos, los cuales no solo son de
importancia en el presente trabajo, sino que también aparecen de manera natural en el

estudio de ciertas propiedades en anillos de grupo (ver [21, Capitulos 2,3,4,7]).

Definicion 1.1.5. Un grupo no Abeliano G donde todos sus subgrupos son normales

es llamado un grupo Hamiltoniano.

Como es bien conocido, todo grupo Hamiltoniano GG contiene un subgrupo isomorfo

al grupo cuaternio de orden 8, [29, Lema 1.8.4], dado por:
QS = <3§‘,y : $4 = 17332 = y27y$y_1 = 33‘_1>,
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mas aun, es posible mostrar que en G cualquier par de elementos que no conmuten
tienen orden potencia de 2. A continuacién se presenta una prueba detallada de la

caracterizacion de los grupos Hamiltonianos.

Teorema 1.1.6. Un grupo G es Hamiltoniano si y solo si G es el producto del grupo
cuaternio de orden 8, un 2-grupo Abeliano elemental E y un grupo Abeliano A cuyos

elementos son de orden impar.

Demostracion. Suponga que G es Hamiltoniano y denote por K = (z,y) al subgrupo

de G que es isomorfo a Qg. Se mostrara la necesidad en varios pasos.

Afirmacién 1. G = KCg(K).

Demostracion. Por contradiccién, suponga que existe un elemento g € G \ KCg(K).
Entonces, g no conmuta ni con z ni con y y asi 49 # g, caso contrario y = g. Dado que G
es Hamiltoniano y9 € (y). Si y9 = 1, se sigue que y = 1, que es una contradiccién. Como
Y y g no conmutan, el caso y9 = y no puede darse. Si y9 = y?, entonces y9y? = y* = 1.
Ahora bien, y9y9 = g~ 'y?g. Por tanto, y> = 1 que también es una contradiccién. Luego,
1

yd = 1y> =y~ ! es decir, o(y?)= 4. Note que

y(97) = g(g 7 yg)z = gy?z = gy 'z = g(y'z) = g(zy) = (92)y

Si ademds (gx)r = z(xg), se tendria que gx € Cg(K), contradiciendo la escogencia
de g. Asi, (gx)x # x(xg). Por tanto, 29 # x. Si 29% = 1 0 29° = 22 se obtiene z = 1 y
22 = 1 respectivamente, lo que es una contradiccién. Luego z9* = z~!'. Ademds como

1 se tiene que y = 2 'yxz~!. Ahora,

¥ =z~

z(gzy) = gz((g92) 'zgaly = gx(a9")y = gy = ga " lya ! = gatyz! = (gay)z.

Por otra parte, y(gzy) = y(g9z)y = (gzy)y pues gx conmuta con y. Luego gry € Cq(K).
Asi, g € KCq(K) pues g = gry(zy)~' = (zvy) lgzy € KCq(K), lo que contradice la
escogencia de g. Por lo tanto, G = KCg(K). O

14



Afirmacién 2. G es un grupo de torsioén.

Demostracion. Como K ~ Qg es un grupo de torsion, es suficiente mostrar que Cg(K)
es de torsién. Sean x,y € Cq(K) tales que (x,y) = ¢ # 1. Se tiene que (z) <G y (y) <G,
pues G un grupo Hamiltoniano. Luego, ¢ € (z) N (y). Asi, existen enteros positivos r y
s tales que ¢ = a" = y°.

Tome H = (x,y) = (z)(y). Note que ¢ € ((H). Entonces, por las propiedades del

conmutador,
' =(zy) =@y =(y =1

De lo anterior, o(c) es finito. Por lo tanto, o(x) y o(y) son finitos.
Bajo estos argumentos, si g es un elemento arbitrario en Cg(K) tal que (z,gy) =
(z,y)(z,9)Y = (x,y) = c. Entonces o(gy) es finito. Luego o(g) también es finito y como

g fue arbitrario, se puede concluir que G es de torsion. O
Afirmacién 3. C;(K) no contiene elementos de orden 4.

Demostracion. Por contradiccién suponga que existe g € C(K) un elemento de orden

4. Como se vi6 en la Afirmacién 2, (z,gy) # 1y o(gy)= 4. Observe que (gy)* = 1

implica que, x(gy)*x~! = zx~! = 1, es decir, gy = 1 lo que es una contradiccién.

Ahora, si (gy)* = gy o (gy)* = (gy)? también existe una contradiccién. En efecto, en

el primer caso se tiene que

1 1

(z,gy) = 27 gy) ta(gy) = 2 'y Lo ta(gy)” = 2 ety e gy = wyyr = 2t = 1,

y en el segundo caso

1= (gy)*(gy)* = (99)" (9y)" = 7 (gy)*x = 2" (gy)*x = x~%2%gy = gy.

Asi, (gy)” = (9v)® = (gy)~*. Entonces (gy,z) = (9v) " (gy)" = (g9y) *(gy)™' =

1 1 1

g 2y~% Como g € Cq(K), (9y,x) = (y,2) = (z,y) "' = ¢ . Pero (z,y) ' = (z7ly lay) ™' =

2 2

(x7tayy)~!t = y~2. BEsto es, g 2y~2 = y 2, es decir, g> = 1, lo que es una contradic-

cién. O
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Afirmacién 4. G = Qg x E x A.

Demostracion. Sea G como en el Teorema 1.1.6. Observe que si dos elementos en G
no conmutan, entonces ellos deben ser 2-elementos. Asi, los elementos en Cg(K) de
orden impar conmutan con todos los elementos en G y por tanto, el conjunto A de tales
elementos es un subgrupo central en G.

Entonces (zy)? = zyry = zyr 'y y, por ser (y) normal, (zy)? = y? = 1. Asf el
conjunto de 2-elementos en (¢ (K) es un 2-grupo Abeliano elemental.

De otro lado, si g, h € Cq(K), se sigue de la Afirmacién 3 que o(g)=o0(h)= 2. Luego,
(gh)? = ghgh = ghg='h. Como (h) es normal, (gh)? = 1 0 (gh)? = h y en ambos casos,
(gh)? = h? = 1. Por tanto, el conjunto de los 2-elementos en Cg(K) es un 2-grupo
Abeliano elemental.

Dado que A es central, claramente Cg(K) = B x A. Ademés como 22 € B, entonces

B = (z%) x E, donde E es un 2-grupo Abeliano elemental. Entonces se tiene
G=Cg(K)K ~(BxA)Qs = ((#?) x Ex A)Qg = E x A x Qg
como se queria demostrar. Ademés, esto implica que FE también es central en G. O

Reciprocamente, si G = Qg x A x E = Qg x E/ x A, sera suficiente mostrar que para
todo g € G, el subgrupo (g) es normal. Sea g = xabcon z € Qg, a € Ay b€ E.

Si o(xz)= 2, entonces x € ((G) y por tanto, g es central. Pero si o(z)= 4, la clase de
conjugacién de z es {z,z~'}. Luego, la clase de conjugacién de g sera {g,z 'ab}. Es
decir, se debe motrar que x~tab € (g). Como o(a) es impar, se tiene que s = 20(a)+1 =

3(mod4). Entonces, g° = x°a®b® =~ tab. Asf, x7tab € (g), como era deseado. U

Es interesante estudiar estructuras algebraicas con més de dos operaciones binarias,
por ejemplo los espacios vectoriales y los anillos. Estos ultimos fueron estudiados ini-
cialmente por R. Dedekind y L. Kronecker, aunque fue D. Hilbert quien los definié como
se conocen en la actualidad [29].

El anillo R bajo las operaciones de “+” y “” se denota por (R, +,-). Adema&s si

(R,+,-) es un anillo donde “” es una operacién conmutativa entonces R es un anillo
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conmutativo y si existe 1 € R, 1 # 0, tal que la = al = a entonces R es un anillo
con unidad.

Todos los anillos que se presentan a lo largo de este trabajo seréan anillos con unidad.
Un anillo R es un dominio si satisface que ab = 0 si y solosia = 06 b = 0. Los elementos
a,b € R no cero verificando ab = 0, son llamados divisores de cero, es decir, un dominio
es un anillo sin divisores de cero. Ademds, un dominio de integridad es un dominio
conmutativo con unidad.

Un elemento a € R es llamado invertible, si existe un elemento, que es denotado

1 1

por a~! € R y llamado el inverso de a, tal que aa~' = a~'a = 1. El conjunto

U(R) ={a € R: a es invertible},

es llamado el grupo de unidades de R. Un anillo es llamado un anillo con division si
todos sus elementos no cero son invertibles (es decir, si R\ {0} = U(R)). Un anillo con
divisiéon que también es conmutativo es llamado un cuerpo.

El siguiente ejemplo ilustra algunos de estos conceptos.
Ejemplo 1.1.7. Sean i, j y k simbolos y considere el conjunto
Hp = {xg + z1i + z2j + x3k : zg, 21, 22,23 € R}.
Se define la suma de dos elementos en Hg por:
(zo+xritmaj+zsk)+ (yo+yri+y2i+ysk) = (xo+yo)+ (z14+y1)i+ (w2 +y2)i+ (z3+ys3)k,

La multiplicacion es definida distributivamente, con multiplicacion de los simbolos

1, §J y k bajo las siguientes reglas:

ij =k =—ji,
Jk =1i=—kj,
ki=j=—ik

17



Es facil ver que Hr dotado de la suma y la multiplicacion definidas anteriormente
tiene estructura de anillo, llamado el anillo de cuaternios reales. Dado o = xg + x17 +
o + x3k un cuaternio, su conjugado es definido por & = xg — x1t — x2j — w3k Y su

norma wiene dada por:
lall = aq = 2§ + 2% + 23 + 23.

Ahora, si o € Hgr es no cero, entonces ||af| # 0, asi el inverso de o, denotado

1 1

por a~ ', estd dado por a~" = a/l||a||. Por lo tanto, todo elemento no cero de Hy es
invertible, es decir, Hr es un anillo con division y, como lo muestra la multiplicacion
de los stmbolos, i, j y k arriba, Hg no es un cuerpo.

Restringiendo los coeficientes en Hy al cuerpo de los nimero racionales Q, se obtie-
ne de manera andloga el anillo de cuaternios racionales Hg, donde todos los argumentos
arriba mencionados son vdlidos, por tanto Hg también es un anillo de division. De otro
lado, tomando los coeficientes en el cuerpo de los nimeros complejos, se tiene que Hc
tiene nuevamente estructura de anillo. Sin embargo, es este caso un cuaternio no cero

puede tener norma igual a cero. Ast, He no es un anillo con division.

Usando la misma construccion se puede definir
Hz = {xo + z1i + 225 + x3k| x0, 21, 72, 23 € Z},

llamado el anillo de cuaternios enteros. Dado que Hy, C Hg, y este tiltimo es un anillo
de division, entonces Hy no tiene divisores de cero. Sin embargo, el conjunto de sus
unidades es bastante pequeno. En efecto, si o € U(Hy) entonces, de la definicion de

norma es claro que ||a|| es un entero positivo. También se tiene que aa™"

=1y
ast ||| [[a~t|| = 1 y siendo enteros positivos se tiene que ||a = 1; es decir, ||a| =
:Eg —|—$% + x% —|—:17§ = 1. Como xq, 1, T2, x3 son enteros, esta igualdad solo puede ocurrir
si x; = 1 para algin 0 < i < 3, y x; = 0 para j # i. En consecuencia, el conjunto de

unidades de Hy esta dado por:

U(Hy) = {+1,+i, +j, £k}.
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A diferencia de lo que pasa con grupos, donde todo subgrupo H de G tiene como
elemento identidad el mismo de G, en los subanillos esto no siempre ocurre. Por ejemplo,
es conocido que Z x {0} es un anillo bajo las operaciones de suma y producto definidas
usualmente sobre Z x Z (Z x {0} es subanillo de Z x Z). Pero ez = (1,0), el
elemento identidad del subanillo, es diferente del elemento identidad del anillo, a saber,
ezxz = (1,1) y de hecho, ezy7 ¢ Z x {0}.

Sea a un elemento en un anillo R y m € Z™. Si se define el producto ma como la

suma de m términos de la forma

ma=a+a+a+---+a,

m—uveces

entonces la caracteristica de R es cero si no existe un entero positivo m tal que
ma = 0 para todo a € R. De no ser asi, el menor entero positivo m tal que ma = 0,
para todo a € R, es llamado la caracteristica de R y denotado por car(R). Si a, b son

elementos en un anillo R y p es un entero positivo, en la expresion
D D p p—1 p p—212 -1
(a+b)P =aP + aP” b+ al= b + -+ abP™" +bP
1 2

. C , . p
cada coeficiente es divisible por p. Asi las cosas, el coeficiente = 0 mod(p),

1 <k <p-—1. Es claro el siguiente resultado.

Lema 1.1.8. Sea R un anillo de caracteristica prima p. Entonces, para x,y € R y un

entero positivo n, se tiene que:

Los ideales han sido una herramienta importante en el estudio de la geometria
algebraica desde 1882, cuando Leopold Kronecker realizé las primeras investigaciones
alrededor de esta tematica. Sin embargo, el concepto actual es atribuido a Richard

Dedekind [29] quien desarrollé la teoria algebraica de nimeros.
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Definiciéon 1.1.9. Un subconjunto L no vacio de un anillo R es un ideal a izquierda

de R si las siguientes condiciones se verifican:
(I1) Sixz,y € L, entonces (xr —y) € L.
(I2) Stz €L yac€ R, entonces ax € L.

Anélogamente, se define ideales a derecha. Un subconjunto no vacio L de un anillo
R es un ideal (algunas veces llamado ideal bilateral) si él es tanto ideal a izquierda como
ideal a derecha de R. Los subconjuntos {0} y R de un anillo R son siempre ideales de
R. Un ideal L de R, diferente de estos, es llamado un ideal propio. Ahora, suponga que
L es un ideal a izquierda de un anillo R que contiene un elemento invertible a, entonces
L = R y por tanto no es ideal propio. En efecto, sea a € L invertible con L ideal a
izquierda de R. Entonces, 1 = a~'a € L y asi « = 1 € L para todo € R. Luego
L=R.

Un ideal propio I de un anillo conmutativo R es llamado ideal primo de R si dados
a,b € Ry ab e I implica que a € I 6 b € I. Ademds, I es llamado ideal maximal de
R si, siempre que J ideal de R e I C J C R, entonces J =1 6 J = R. Es decir, el
tnico ideal que contiene estrictamente a un ideal maximal I, es el anillo completo R.

El siguiente resultado caracteriza los ideales primos y maximales.

Teorema 1.1.10. Sean R un anillo conmutativo con unidad e I un ideal de R,
(1) I es un ideal primo si y solo si R/I es dominio entero.
(ii) I es un ideal maximal si y solo si R/I es cuerpo.

Definicién 1.1.11. Dos ideales I y J de un anillo R son llamado primos entre si (o

comazimales) si I + J = R.

Para ideales I, J primos entre si se tiene que I NJ = IJ. Claramente dos ideales [
y .J son primos entre si, si y solo si existen z € I, y € J tales que x +y = 1.

A continuacién un teorema cléasico, llamado Teorema Chino del Residuo:
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n n
Teorema 1.1.12. Si 4, Is, ... I,, son ideales primos dos a dos, entonces H I; = ﬂ 1;,
i=1 i=1
y por tanto, ' '
R E E R
Illﬁ.— [l ]2 Iﬁ‘

Un elemento e en un anillo R es llamado un idempotente si e

2 = e. Claramente, 0 y

1 son elementos idempotentes. Un idempotente diferente de estos es llamado no trivial.
Un elemento a en un anillo R es llamado nilpotente si exite n € N tal que a™ = 0. Para

los ideales se tiene la siguiente analogia:
Definicion 1.1.13. Dado R un anillo e I un ideal de R:

n [ es llamado ideal nil si todo elemento a € I es nilpotente. I serd llamado nil de

exponente acotado, si existe n € N tal que a™ = 0 para todo a € 1

n [ es llamado ideal nilpotente si existe un entero n > 1 tal que

I :{Ziﬂliﬂg"'l‘niiﬂiéf}: (0)

Note que, de acuerdo a la definicién arriba, un ideal I de un anillo R es nilpotente
si y solo si existe un entero positivo n tal que z1z2---x, = 0 para todas las posibles
escogencias de elementos x1,x9,T3,...,T, € I. En consecuencia, es claro que un ideal
nilpotente es también un ideal nil de exponente acotado, pero existen ejemplos que

muestran que su reciproco no es cierto, uno de ellos es el siguiente:

Ejemplo 1.1.14. Sean p un nimero primo y n € N con n > 1. Note que todos los

subgrupos de Zyn forman la siguiente cadena

0 < pn—lzpn < pn_2Zp” < e <& p2an < prn < an.

FEstos resultan ser los 1inicos ideales de Zyn, ademds todos son nilpotentes. Note que

pZyn contiene todos los ideales nilpotentes de Zyn. Ahora, si

I={(zy) € H Lpn =y, € Iy y (z4,) tiene un nimero finito de componentes no cero },
neN*
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donde [ [,,en+ Zpn denota el producto directo de los Zyn dotado de la suma y producto
usuales. Ast, el ideal I es un ideal nil pues cada elemento tiene un niumero finito de
componentes no cero. Observe que, dado un m € N* existe un producto de m + 1

elementos en I cuyo producto no es nulo, es decir, I no es un ideal nilpotente.

E. Noether en su libro Nichtkommutative Algebra [26], realizé un estudio sisteméti-
co de los médulos, concepto que aparecié de manera implicita en los trabajos de R.

Dedekind sobre teoria de nimeros.

Definicién 1.1.15. Sean R un anillo y M un grupo Abeliano (en notacion aditiva). M
es llamado un mdédulo a izquierda o R-mddulo, si existe una aplicacion p; : Rx M —

M dada por pi(a,m) = am, que verifica:

(My) (a+b)m = am+ bm,

(Mz) a(my +mz) = amy + ame,

(M3) a(bm) = (ab)m,

(My) Im =m,

para todos a, b € R y para todos m, my, ma € M.

De manera similar, se define mddulo a derecha o moédulo-R, considerando p, :
M x R — M dada por u,(m,a) = ma. Si K es un cuerpo, entonces el concepto de
K-médulo coincide con la nociéon de K-espacio vectorial.

Es claro que todo anillo R puede ser visto como médulo a izquierda o a derecha
sobre si mismo. Cuando este sea el caso, se denotara por gR y R respectivamente.

Ahora bien si G es un grupo Abeliano, g € G y m € Z, definiendo

a+a+a+---4+a, meN;
m—uveces

0, m = 0;
m(_a)7 m ¢ N,
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G tiene estructura de Z-moddulo.

Un subconjunto no vacio N de un R-médulo M es un R-submddulo de M si para
todoz, y € N setieneque z+y € N yrn € N paratodor € Ry n € N. Asi definido,
todo médulo M posee por lo menos dos submdédulos, M y (0). Si N es un submédulo
de M diferente de estos, entonces N es llamado submddulo propio de M. Ademés, M
es llamado mddulo simple si sus tinicos subméddulos son los triviales.

Un R-médulo M satisface la condicion de cadena descendente, (C.C.D), si toda
cadena de submédulos de M, My D My D ---M; D --- termina. Esto es, si existe un
indice t tal que M; = M;,; para todo i € N. Si los submddulos de M satisfacen la
C.C.D, se dice que M es un mddulo Artiniano.

Sea R un anillo conmutativo. El R-médulo A es llamado un dlgebra a izquierda o
R-algebra, si existe una multiplicacién definida en A tal que con la adicién inicial de A

y esta multiplicacion, A es un anillo que satisface la siguiente condicién:
r(ab) = (ra)b = a(rb),

para todos a,b € Ay todo r € R.

Si A como anillo tiene unidad, dados r € Ry a € A se tiene que:

ra =r(al) = a(rl) = ar,

y como Rl ~ R, entonces R C ((A).

Los cuaternios Hp, definidos en el Ejemplo 1.1.7, son un R-algebra. Note que si R es
un anillo conmutativo, entonces el anillo R[X]| = {p(x) : coef(p) € R} de polinomios
con coeficientes en R y el anillo de matrices cuadradas M, (R) = {(ai;)}';=; : aij € R}

son ejemplos de R-algebras.

1.2. Semisimplicidad

Es conocido que todo subespacio W de un K-espacio vectorial V' es sumando directo

de V (V. = W @ W), Esto no es cierto en el caso mas general de médulos sobre un
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anillo arbitrario, por ejemplo, Z no es un sumando directo de Q como Z-mdédulo. A
continuacion se presenta la clase de médulos que si tienen esta propiedad y que son de

suma importancia en el desarrollo del presente trabajo.

Definiciéon 1.2.1. Un R-mddulo M es llamado semisimple si cada submddulo de M

es un sumando directo de M.

Como consecuencia de la definicion se tiene que un submoédulo no nulo N de un
R-médulo M semisimple, es semisimple y contiene un submédulo N’ simple. A conti-

nuacién se caracterizan los modulos semisimples.

Teorema 1.2.2. Sea M un R-mddulo. Entonces las siguientes condiciones son equi-

valentes:
1. M es semisimple,
2. M es suma directa de submodulos simples, y
3. M es suma (no necesariamente directa) de submddulos simples.

Asi, dado un submédulo N de un mdédulo semisimple M siempre se puede encontrar

un subconjunto de indices Jy C I tal que M = N @ Ny con Ny = P;ecj,M;. Luego

M ®ierM;

~ 2 el M
NO @iEJOMi EBZEI\J() i

nos lleva al siguiente resultado.

Corolario 1.2.3. Sean M = ®;c1 M; una descomposicion de un modulo semisimple M
como suma directa de submaodulos simples y N un submddulo de M. Entonces existe

un subcongunto J C I tal que N ~ @jcjM;.

Dado que todo anillo R puede ser visto como R-mddulo se tiene la siguiente defini-

cién natural.

Definicién 1.2.4. Un anillo R es semisimple si el modulo a izquierda sobre si mismo

rR es semisimple.
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Como los submédulos de pR son los ideales a izquierda de R, entonces R es semi-
simple si y solo si todo ideal a izquierda de R es un sumando directo de R. La siguiente

es una caracterizacion de semisimplicidad en términos de elementos idempotentes.

Teorema 1.2.5. Un anillo R es semisimple si y solo si todo ideal a izquierda L de R

es de la forma L = Re, donde e € R es un elemento idempotente.

Los siguientes dos teoremas nos muestran en parte la estructura de los anillos semi-
simples. El primero de ellos, conocido en la literatura como Teorema de descomposicion
de Peirce, caracteriza los anillos semisimples como suma directa de ideales a izquier-
da minimales, usando idempotentes. El segundo resultado, conocido como Teorema de
Wedderburn-Artin, describe la estructura de anillos semisimples como suma directa de

ideales bilaterales minimales.

Teorema 1.2.6 (Teorema de descomposicién de Peirce). Sea R = ®!_;L; una des-
composicion de un anillo semisimple como una suma directa de ideales a izquierda

minimales. Entonces, existe una familia {ey,ea,...,e;} de elementos de R tales que:
1. e; # 0 es un elemento idempotente, 1 < i <.
2. Sii# j, entonces e;e; = 0.
. l=e+e+-+e

4. €; no puede ser escrito en la forma e; = €} + ¢ donde €} y e son idempotentes

tales que €}, e/ #0 yelel =0,1<i<t.

Reciprocamente, si existe una familia de idempotentes {eq,ea, ..., e} satisfaciendo las

condiciones anteriores, entonces los ideales a izquierda L; = Re; son minimales y
_ ot ,

R — @ZZILZ.

Si la familia de idempotentes del teorema anterior satisface las condiciones 1. 2. y
3., se denomina familia completa de idempotentes ortogonales. Un idempotente

satisfaciendo la condicién 4. anterior, es llamado primitivo.
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Teorema 1.2.7 (Teorema de Wedderburn-Artin). Un anillo R es semisimple si y solo

st R es una suma directa unica de dlgebras de matrices sobre anillos con division
R~ My, (D1) & - & My, (D).

Sea R un anillo. El radical de Jacobson de R, denotado por J(R), es la interseccién
de todos sus ideales a izquierda maximales. Cuando J(R) = (0) se dice que R es
semisimple o que no tiene radical de Jacobson. Por el Lema de Zorn se conoce que todo
anillo no cero con unidad tiene por lo menos un ideal maximal [29, Lema 2.4.3], entonces
J(R) siempre existe. Es posible mostrar que J(R) es un ideal bilateral [29, Proposicién
2.7.4], luego se puede contruir el anillo cociente R/J(R). Como consecuencia inmediata

de la definicién se tiene lo siguiente:

Teorema 1.2.8. Dado un anillo R. El anillo cociente R/J(R) es semisimple, esto es,

J(R/J(R)) = (Ors(R))-

Una relacién que nos interesa entre el radical de Jacobson J(R) y el grupo de

unidades del anillo R, U(R) es la siguiente.

Teorema 1.2.9. Sea I un ideal de un anillo R. Entonces, I C J(R) si y solo si cada

elemento de la clase lateral 1+ I tiene inverso en R, es decir, esta contenido en U(R).

Suponga que I = {(a) es el ideal generado por a € J(R), usando el anterior teorema,

se puede caracterizar el radical de Jacobson en términos de los elementos del anillo.
Corolario 1.2.10. Sea R un anillo.

1. a € J(R) siy solo si (1 —ra) € U(R) para todo r € R.

2. reU(R) siysolor+ JR)eU(R/J(R)).

3. El unico elemento idempotente en J(R) es el cero.

4. Cada ideal nil I de R esta contenido en J(R).
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Recuerde que todo ideal nilpotente es también un ideal nil, pero no reciprocamente

(ver 1.1.14). Sin embargo, en presencia de la C.C.D estos ideales coinciden.

Teorema 1.2.11 (Hopkins). Sea R un anillo Artiniano. Entonces J(R) es un ideal

nilpotente de R y cada ideal nil es nilpotente.

Si un ideal I contiene un elemento idempotente e, es claro que e” = e para todo
n € N. Lo anterior muestra que I no puede ser un ideal nilpotente, luego por el Teorema
1.2.5 se tiene que un anillo semisimple no contiene ideales nilpotentes. El reciproco es

un resultado de Brauer, [29, Lema 2.7.15].

Lema 1.2.12. Sea L un ideal a izquierda minimal de un anillo R. Entonces L? = (0)

o L es de la forma L = Re, donde e € R es un idempotente.

El siguiente resultado es la base para comprender la estructura de las algebras de

grupo semisimples, ademéas de caracterizar los anillos semisimples en otro sentido.

Teorema 1.2.13. Sea R un anillo semisimple. Entonces, R es Artiniano y las siguien-

tes condiciones se verifican
1. R no contiene ideales bilaterales nilpotentes no nulos.

2. R no contiene ideales a izquierda nilpotentes no nulos.

Reciprocamente, si R es Artiniano y una de las anteriores es cierta, entonces R es

semisimple.

Los nimeros racionales QQ se construyen béasicamente a partir del anillo de los enteros
Z. Imitando la construccién anterior para un dominio entero R, se obtiene el llamado
cuerpo de fracciones de R. Para llevar a cabo este proceso es necesario el siguiente

concepto.

Definicién 1.2.14. Sea R un anillo. Un subconjunto S de R es multiplicativamente

cerrado si 1 € R y S es cerrado bajo la multiplicacion.
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Sea = la relaciéon en R x S definida por (a,s) = (b,t) si y solo si (at — bs)u = 0
para algin u € S. Es claro que esta relacién es reflexiva y simétrica. Para probar que es
transitiva, suponga que (a,s) = (b,t) y (b,t) = (¢, u). Entonces existen v y w € S tales
que (at —bs)v =0y (bu — ct)w = 0. Eliminando b en estas dos ecuaciones se tiene que
(au—cs)tvw = 0. Como S es cerrado bajo la multiplicacién, tvw € S. Asi, (a, s) = (¢, u).
Luego se tiene que = es una relacién de equivalencia en R x S, donde a/s denotard la
clase de equivalencia de (a, s), es decir, [(a,s)] = {(b,t) € R x S : (a,s) = (b,t)}.

Sea STIR es el conjunto de las clases de equivalencia dotado de las siguientes ope-

raciones:

(a/s) + (b/t) = (at + bs)/st

(a/s)(b/t) = ab/st.

Entonces S~'R es un anillo conmutativo con elemento identidad, llamado el anillo de
fracciones de R con respecto a S. Luego, la aplicaciéon f: R — SR, x + f(z) = 2/1
es un homomorfismo de anillos que en general no es inyectivo. En el caso que R sea un
dominio de integridad y S = R — {0}, entonces S~' R es un cuerpo, denominado cuerpo

de fracciones de Ry cumple con las siguiente propiedad universal.

Proposicién 1.2.15. Sea g : A — B un homomorfismo de anillos tal que g(s) es

una unidad de B para todo s € S. Entonces existe un unico homomorfismo de anillos

h:S™'A— B tal que g=ho f.

Asi, el anillo ST'R y el homomorfismo f : R — S™!R tienen las siguientes propie-

dades:
1. Si s € S, entonces f(s) es una unidad en S™'R,
2. f(a) =0 implica que as = 0 para algin s € S, y

3. Cada elemento de S™'R es de la forma f(r)f(s)~! para algin » € R y algin

seS.
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M4s atin, estas tres condiciones determinan como es el anillo S~ R salvo isomorfis-

mos. Mds precisamente se tiene.

Corolario 1.2.16. Si g: A — B es un homomorfismo de anillos tal que:
1. Si s €S, entonces g(s) es una unidad en B;
2. Si g(a) =0, entonces as = 0 para algin s € S;
3. Cada elemento de B es de la forma g(a)g(s)™".

Entonces existe un inico isomorfismo h: STYA — B tal que g = ho f.

1.3. Anillos de Grupo

Dado un grupo G y R un anillo con unidad, se desea construir un R-médulo, tenien-
do los elementos de G como base, y usando conjuntamente las operaciones de G y R

para definir una estructura de anillo sobre él. Se denota por RG al siguiente conjunto:

RG = {Z Qg9 : g € Ry ag # 0 para un ntimero finito de ag}.
geG

Note que los elementos en RG son sumas finitas. Dado un elemento o = Z g9

geCG
el soporte de a es el conjunto de los elementos de G que efectivamente aparecen en la

suma, es decir,

supp(a) ={g € G : ag # 0}.

Es facil verificar que el conjunto RG es un anillo con unidad con las operaciones de

suma y producto dadas por:

(+) (Z agg) + (Z Beg) = Z(ag + Bg)9,

geG geG
() Zagg Z Brh = Z (agfBh)gh = Z ¢y, donde ¢, = Z agBh.
geG heG g,heG ueG gh=u
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con unidad dada por 1rg = Zozgg, donde a1 = 1y ay = 0, para todo g # 1.

geG
Ademas, Opg = Z Oggy —a = Z(—ag)g es el inverso aditivo de o € RG.
geG geG

Note que RG tiene estructura de R-médulo, con el producto i : R x RG — RG

definido por la expresion:

(A, Z agg) AN Z(Aag)g.

geG geG

Si R es un anillo conmutativo se tiene que RG es un R-dlgebra. En particular, tome

R = F un cuerpo, F'G es un F-algebra, méds aun F'G es un F-espacio vectorial.

Definicion 1.3.1. El conjunto RG con las operaciones anteriormente definidas es
llamado el anillo de grupo del grupo G sobre el anillo R. Ademds, si R es un

anillo conmutativo, entonces RG también es llamado el dlgebra de grupo de G sobre

R.

Observacién 1.3.2. La aplicacion i : G — RG dada por x — i(x) = Z agg donde

geG
ay =1 yay, =0 si g# x, nos permite ver a G inmerso en RG, que se denota por

G — RG. FEsta inmersion muestra claramente que G resulta ser una R-base para RG.
Ademas, si R es conmutativo y G finito entonces se puede establecer que el rango de
RG sobre R, rank(RG), es precisamente |G]|.

Ahora, considere v : R — RG la funcién dada por v(r) = Z agyg donde iy, =1

geG
yag =0 sig#lg. Asi, v define un monomorfismo de anillos y R puede verse como

subanillo de RG.

Teniendo presente las anteriores identificaciones, dados r € Ry g € G, se tiene que
rg = gr en RG. Por tanto, si R es conmutativo, R C ((RG).

A continuacién una importante propiedad para los anillos de grupo.

Proposicion 1.3.3. Sean G un grupo y R un anillo. Dado cualquier anillo A tal que
R C A y cualquier funcion ¢ : G — A tal que ¢(gh) = ¢(g)p(h), para todos g, h € G,

existe un unico homomorfismo de anillos ¢* : RG — A, el cual es R-lineal y tal que
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¢*oi= ¢ donde i : G — RG es la inclusion dada arriba. Es decir, se tiene el siguiente

diagrama conmutativo:
¢

N A

RG

G A

Ademas, si R es central en A (y asi A es un R-algebra) entonces ¢* es un homomor-

fismo de R-algebras. Luego, se tiene el siguiente caso especial de la anterior proposicién:
Corolario 1.3.4. Sea ¢ : G — H un homomorfismo de grupos. Entonces,

1. Eziste un inico homomorfismo de anillos ¢* : RG — RH tal que ¢*(g) = ¢(g),

para todo g € G,
2. S§i R es un anillo conmutativo, ¢* es un homomorfismo de R-dlgebras,

3. Si ¢ es un monomorfismo (respectivamente epimorfismo) entonces ¢* es un mo-

nomorfismo (respectivamente epimorfismo).

Si H = {1}, entonces del Corolario 1.3.4, la aplicacién G — {1} induce el homo-

morfismo de anillos € : RG — R dado por:
E<Z%g): S 4y
geG geG

Definicién 1.3.5. El homomorfismo € : RG — R definido arriba, es llamado la apli-
cacién de aumento de RG y su nicleo, Ker(e) = A(G), es llamado ideal de aumento
de RG.

Considere a = Zagg € RG. Si a € A(G) entonces E(Z agg) = Zag = 0.

geG geG geG
Luego, se obtiene que:

= Zagg_ Zag = Zag(g_ 1).
geG geqG geqG
Claramente, todos los elementos de la forma g — 1 con g € G, pertenecen a A(G),
es decir, {g—1:9 € Gy g # 1} es un conjunto de generadores de A(G) sobre R.

Ademas, es posible mostrar que este conjunto es linealmente independiente. Asi,
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Proposicién 1.3.6. El conjunto {g—1:g9g € G, g # 1} es una base para A(G) sobre
R y, por tanto:

A(G) :{Zag(g—l) 1g€G, a, € R},

geG

donde como es usual, solo un mimero finito de coeficientes ay # 0.

Note que si R es un anillo conmutativo y G es un grupo finito, entonces A(G) es
un R-mdédulo libre de rango rank(A(G)) = |G| — 1.

Sea N un subgrupo normal de G, entonces el homomorfismo natural G — G/N
induce el homomorfismo de anillos ey : RG — R(G/N), cuyo nicleo sera denotado por
A(G, N). Observe que A(G, N) es el ideal formado por sumas finitas de términos de la
forma rg(n—1),conr € R, g € Gy n € N. En particular, cuando N = G, se tiene que
e = g¢ es la aplicacién de aumento y que A(G) = A(G, G) es el ideal de la Definicién
1.3.5, que estd formado por términos de la forma r(g — 1), con r € Ry g € G como
se vi6 en el resultado anterior. El siguiente teorema, debido a Coleman [29, Teorema

6.3.1] permite clasificar los ideales nilpotentes de RG.

Teorema 1.3.7. Sea G un grupo y R un anillo con car(R) = p™, para algin p-primo.
Entonces el ideal de aumento A(G) de RG es nilpotente si y solo si G es un p-grupo

finito.

Corolario 1.3.8. Sean G un grupo y R un anillo conmutativo con car(R) = p™ siendo
p un primo. Si N es un subgrupo normal finito de G, entonces A(G,N) es un ideal

nilpotente si y solo si N es un p-grupo.
Demostracion. Como A(G,N) = RG(A(N)) = (A(N))RG, tenemos que
(A(G, N))" = (RG(A(N)))" = RG(A(N))".
Luego, el resultado se sigue del teorema anterior. O

Recuerde que un anillo Artiniano R es semisimple si y solo si R no contiene ideales

nilpotentes (Teorema 1.2.13). Para dlgebras de grupo F'G donde G es un grupo finito, la
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semisimplicidad esta dada como consecuencia del siguiente teorema debido a Maschke

[29, Teorema 3.4.7].

Teorema 1.3.9 (Teorema de Maschke). Sea G un grupo. Entonces el anillo de grupo

RG es semisimple si y solo si las siguientes condiciones se verifican

1. R es un anillo semisimple.

2. G es finito.

3. |G| es invertible en R.

Como F' es un cuerpo con car(F) = p, entonces F' es siempre semisimple. Asi, |G|

serd invertible en F' siy solo si |G| # 0 en F', es decir,

Corolario 1.3.10. Sea G un grupo finito y F' un cuerpo. Entonces, F'G es semisimple

si y solo si car(F) 1 |G|.

El siguiente resultado es consecuencia del anterior Corolario y de [29, Teorema

6.2.2).

Teorema 1.3.11. Sea FG el dlgebra de grupo del grupo finito G sobre el cuerpo F' con

car(F) = p > 0. Entonces FG tiene un ideal nilpotente (no cero) si y solo sip >0y
pllGl.

Sea G = (a) con a” =1y a"! # 1, el grupo ciclico de orden n y F un cuerpo tal

que car(F) 1 |G|. La aplicacién ¢ : F|x] — FG dada por
Flz] > £+% f(a) € FG,
es un epimorfismo de anillos y por tanto,

Pl
FC= Rer(o)

Dado que F[z] es un dominio de ideales principales, el Ker(¢) es el ideal gene-
rado por el polimonio ménico fy de menor grado, tal que fy(a) = 0. Bajo el ultimo
isomorfismo,

F
FG>aw z+(fo) € —F/.
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Dado que, a" = 1 se sigue que 2™ — 1 € Ker(¢). Note que si f = Y.I_ o’
es un polinomio de grado r < n, se tiene que f(a) = >.._, a;a’® # 0 debido a que
{1,a,a?,...,a"} es linealmente independiente sobre F. Asi, Ker(¢) = (2™ — 1), y por

tanto
FG ~ %
Sea 2" — 1 = f1fa--- f; la descomposicién de ™ — 1 como producto de polinomios
irreducibles en F[z]. Dado que car(F) { |G|, el polinomio es separable y asi, f; # f;
si i # j. ! Por el Teorema Chino del Residuo 1.1.12, el anterior isomorfismo se puede
reescribir como:
Flz]  Flx] Flz]

FGZWEBW@"'@W (1.1)

Los anillos de grupo semiprimos son decisivos en la clasificaciéon de las dlgebras
de grupo F'G cuyo grupo de unidades U(F'G) satisface una identidad de grupo (su
definicién se presenta en el siguiente capitulo). Un anillo R es semiprimo si no contiene
ideales (no cero) nilpotentes. Passman en [27, Lema 4.2.11.], demuestra que un anillo
es semiprimo si y solo si no contiene ideales, no cero, de cuadrado cero. En el contexto

de los anillos de grupo se tiene la siguiente clasificacién, debido a Passman:

Teorema 1.3.12. Sea F'G el dlgebra de grupo del grupo G sobre un cuerpo F. Las

stguientes afirmaciones son verdaderas:
1. ([27, Teorema 4.2.12]) Si car(F) = 0, entonces FG es semiprimo,

2. ([27, Teorema 4.2.13]) Suponga que car(F) = p > 0. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

a) FG es semiprimo.

b) G no contiene subgrupos normales finitos de orden divisible por p.

1Un polinomio irreducible f(z) € Flx] es llamado polinomio separable si todas sus raices son simples.

Luego, un polinomio f(z) € F[xz] es llamado separable si todos sus factores irreducibles son separables.
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c) ®(G) = {g € G : |cg(g)| < 0o} es un p'-grupo, donde clg(g) = {h~'gh :
h € G}, es la clase de conjugacion de g en G.

d) n(FG) = (0), donde n(FG) denota la suma de todos los ideales nilpotentes
de FG.

1.4. Unidades en el anillo de grupo

Desde comienzos de los 90's, y ya con algunos resultados en la decada anterior, el
grupo de unidades U(RG) de RG, viene presentando mucha actividad debido en parte,
a la conjetura de Hartley y algunos problemas relacionados con esta. La conjetura que
B. Hartley establecid, fue un intento por encontrar una conexién entre las estructuras
aditiva y multiplicativa del algebra de grupo F'G de un grupo G sobre el cuerpo F.
Como es conocido, el dlgebra F'G es una buena fuente de unidades.

Como se vi6 al principio de este escrito, el conjunto
UR)={x € R:zy=yx =1, para algin y € R},

es llamado el grupo (multiplicativo) de unidades de R. Ahora, si G es un grupoy R un
anillo entonces U(RG) simboliza el grupo de unidades del anillo de grupo RG.

Como ¢ : RG — R define un homomorfismo de anillos, entones £(u) € U(R) para
todo u € U(RG). Se denotara por U;(RG) al subgrupo de unidades de aumento 1 en
U(RG), es decir,

U1(RG) = {u e U(RQG) : e(u) = 1}.
Sea u € U(ZG) entonces e(u) = £1 y observe que
U(ZG) = £UL (ZG).
Es conocido en la literatura, que si R es cualquier anillo, entonces:

U(RG) = U(R) x U (RG).
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1.5. Teoria de representacion

Durante el Coloquio de Matematicas de 1879 en Evanston-Illinois, F. Klein plan-
ted la posibilidad de representar un grupo abstracto dado por un grupo de transfor-
maciones lineales. Esta idea inquieté a varios investigadores de la época, entres los que
estuvieron T. Molien, G. Frobenius, I. Schur, W. Burnside y H. Maschke. A ellos se
les atribuye las bases de la teoria de representacion de grupos. Sin embargo, quien pre-
sentd estas ideas de manera sistemdtica fue W. Burnside en un clésico libro sobre el

tema [29, pag. 167].

Definicién 1.5.1. Sean G un grupo, R un anillo conmutativo y V un R-mddulo libre
de rango finito. Una representacion de G sobre R, con espacio de representacion V.,
es un homomorfismo de grupos T : G — GL(V'), donde GL(V') denota el grupo de
R-automorfismos de V. El rango de V es llamado el grado de la representacion T, y

serd denotado por rank(V') = deg(T).

Para un elemento g € G se denotara por T, : V — V al automorfismo correspon-
diente bajo 1. Luego si g, h € G, debemos tener que Ty, = Ty o T} y T1, = Zdy.

Fijando una R-base en V', se define un isomorfismo de GL(V') en el grupo GL(n, R)
de matrices invertibles n x n con coeficientes en R, donde a cada automorfismo de

GL(V) se le asocia una matriz con respecto a la base dada.

Definiciéon 1.5.2. Sean G un grupo y R un anillo conmutativo. Una representacion

matricial de G sobre R de grado n es un homomorfismo de grupos T : G — GL(n, R).

SiT : G — GL(V) es una representacion de G sobre R con espacio de representacion
V' y se considera el isomorfismo ¢ : GL(V) — GL(n, R) asociado con una base dada
como se vi6 arriba, entonces ¢ o T : G — GL(n, R) es una representacién matricial de
G. De manera similar, dada una representacién matricial 7' : G — GL(n, R) se tiene
que ¢~ 1 oT : G — GL(V) es una representaciénde G sobre R. Debido a este hecho, no
se harda distincién entre las representaciones y las representaciones matriciales.

Los siguientes ejemplos ilustran estos conceptos.
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Ejemplo 1.5.3. Sean G un grupo y R un anillo conmutativo, la aplicacion T : G —
GL(n,R) que asocia a cada elemento de G la matriz identidad de GL(n, R) es llamada

la representacion trivial de G sobre R de grado n.

Ejemplo 1.5.4. Sea G el 4-grupo de Klein, el grupo G = {1,a,b,ab} con tres elementos

de orden 2. Es un ejercicio simple verificar que la aplicacion

T:G— GL(2,7)

dado por:
10 1 0
(1) = ; T(a) = ;
01 0 —1
-1 0 -1 0
T(b) = ) T(ab) - 3
0 1 0o -1

es una representacion de G.

Ejemplo 1.5.5. Sean G un grupo finito de orden n y R un anillo conmutativo. To-

mando RG como espacio de representacion, la aplicacion g — Ty, donde

T, : RG — RG

gi — Ty(9i) = 99,

define una representacion, llamada la representacion regular de G sobre R. En
efecto,

Tyn(y) = (gh)y = g(hy) = Ty(hy) = T,Th(y).

Como G es una R-base de RG, al etiquetar los elementos de G en algin orden,
G ={1l = g1,92,.-.,9n}, €s facil ver que la representacion matricial es una matriz
de permutacion.

Si G es especificamente el 4-grupo de Klein G = {1,a,b,ab}, con etiquetamiento

g1=1,go=a, g3=0by gs = ab se obtienen las matrices:
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1000 010 0
010 0 1000
p(1) = ; pla) = ,
0010 0001
0001 0010
0010 0001
0001 0010
p(b) = , p(ab) =
100 0 0100
0100 1000

1.6. Involuciones y subconjuntos especiales de RG

Después del trabajo de S. A. Amitsur, (ver [27, Seccién 5.1]) y el interés en anillos
con involucién desarrrollado a partir de la decada de los 70’s por Herstein y colabo-
radores [17], se ha tornado natural estudiar &dlgebras de grupo desde este punto de
vista.

Sea R un anillo cualquiera, una aplicaciéon * : R — R es una involucidn si verifica

las siguientes condiciones:
(i) (r4s)"=r"+s",
(ii) (rs)* =s*r*y,

(i) (s = s,

para todos r, s € R.

Note que (7) y (i) definen un anti-homomorfismo y (i74) muestra que * es de orden

El siguiente ejemplo muestra dos involuciones en el anillo de matrices.

Ejemplo 1.6.1. Dado un cuerpo F, la funcion que envia cada matriz de My, (F') en su
transpuesta cumple con las condiciones de la definicion anterior. Ademds, si n es par

y A1, A1z, Aa1, Aga € My, 5(F), la involucion simplética estd dada por:
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s

Ay Agg Ahy  —Al,
Ay Az —AY AL

donde t es la trasposicion usual de matrices.

Todas las involuciones en M, (F') pueden ser expresadas en términos de estas dos in-
voluciones. Mas exactamente, se tiene el siguiente resultado clasico debido a Kaplansky,

[21, Proposicién 2.1.4].

Proposicion 1.6.2. Sean D un anillo con division de caracteristica diferente de 2 y
n un entero positivo. Sea * una involucion arbitraria sobre M, (F). Entonces, excepto

automorfismos 0 de M, (D) tal que 0(A*) = (8(A))* para todo A € M, (D) se tiene que

vale solo una de las siguientes

1. Existe una involucion ~— en D y una matriz diagonal invertible

U1 0 0
0 Uoy - 0

tal que Ty = wy; para todo i, y si A = (a;;) € Mp(D), entonces A* = U~'BU,

donde b;; = @j; para todo i y j, o
2. D es un cuerpo, n es par, y * es la involucion simplética.

Como es usual, si R es un anillo con involucién *, se denotaran a los conjuntos de

elementos simétricos y anti-simétricos bajo x respectivamente por:
Rt={reRr*=r} y R ={reRr*=-r}

Ademas,

UT(R) =U(R) N R,

denotara el conjunto de las unidades simétricas de R.
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La importancia de estos conjuntos radica en conocer cuando propiedades sobre ellos
pueden ser extendidos a todo RG. Existen nimerosos estudios (ver [31, Teorema V.4.4
y V.6.1], [11], [9], [22], [21, Seccién 3.3], [6], entre otros) referentes a este tema que

fueron inspirados en uno de los resultados més famosos de Amitsur:

Teorema 1.6.3. [1, Teorema 1] Si R satisface una identidad polinomial de la forma:
p(T1, 22,y Tp, XY, T T ),

de grado d, entonces R satisface una identidad polinomial que no incluye los x}’s para
i=1,...,r. En particular, si R™ o R~ satisfacen una identidad polinomial, entonces

R también satisface una identidad polinomial, no necesariamente la misma.

Dado un anillo R con unidad, se dice que R satisface una identidad polinomial,
abreviada por R € IP, si existe un polinomio 0 # f(x1,...,x,) en el F-algebra libre
F(x1,...,Zp,...) en el conjunto infinito enumerable {z1,z,...,x,,...} de variables
no conmutativas tal que f(aj,ag,...,a,) = 0 para todos los a; € R.

El estudio algebraico de los anillos de grupo satisfaciendo una identidad polinomial
fue iniciado en 1949 por I. Kaplansky y fue potencializado doce afios después por el
trabajo de S. A. Amitsur. Desde entonces, este topico se ha tornado llamativo entre
un numero creciente de investigadores de Colombia, Bélgica, Italia, Brasil, Canad4,
Estados Unidos, etc, como Castillo, Jespers, Giambruno, Gongalves, Goodaire, Lee,
Passman, Polcino Milies, Spinelli, Sehgal, etc.

El siguiente importante lema, llamado Lema de Linealizacion es debido a Kaplansky;,

y una demostracién bien clara del mismo aparece en [27, Lema 5.1.1].

Lema 1.6.4 (Lema de Linealizacién). Si R es un F-dlgebra que satisface una identidad
polinomial de grado n, entonces R satisface una identidad polinomial lineal en cada

variable (multilineal), es decir, R satisface una identidad polinomial de la forma:

f(xl, To, ... ,a;n) = Z apa;p(l),a:p(2), ‘e ,xp(n).
pESh
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Las condiciones bajo las cuales algebras de grupo F'G € I P fueron determinadas en
resultados cldsicos debidos a Isaacs y Passman. Recuerde que para cualquier primo p,
un grupo G es llamado p-Abeliano si su subgrupo conmutador G, es un p-grupo finito.

Sip =0, G sera Abeliano.

Proposicion 1.6.5. Sean F' un cuerpo de caracteristica p > 0 y G un grupo. Entonces

FG e IP siy solo si G contiene un grupo p-Abeliano de indice finito.

Ahora bien, f(x1,x9,...,2,) es una identidad polinomial generalizada, para una

F-algebra R si ella es la suma de términos de la forma:

TOL; 71y * " TkLig 1 Th+1,

donde r; € Ry k es un entero, tal que f(ay,...,a,) = 0 para todo a; € R. Es decir,
en este caso no solo los coeficientes del cuerpo son permitidos aparecer en la identidad
polinomial generalizada, si no también los elementos del anillo. Aplicando el lema de
linealizacién 1.6.4 a una identidad polinomial generalizada, se obtiene una identidad

polinomial generalizada multilineal, que es de la forma

f(!El,ﬂ?Q,...,!En) = Z fg(x17$27"'7$n)7

CTGSTL

donde cada f es una suma de términos de la forma:

T0Zg(1)T1%5(2) = " Tn—1Lo(n) 'ns

para varios 1; € R.

Note que es insuficiente que la identidad polinomial generalizada sea no cero. En
efecto, si r € R es un elemento central, entonces R satisface rxz; — x17, pero esta iden-
tidad no es de muy util. Lo que obliga a exigirle a la identidad polinomial generalizada
una condicién adicional. Una identidad polinomial generalizada multilineal es llamada
no degenerada si, para algin o € S,, f7 no es una identidad polinomial generaliza-
da para R. Los anillos de grupo satisfaciendo una identidad polinomial generalizada

multilineal no degenerada fueron clasificados por Passman, [27, Teorema 5.3.15].
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Proposicion 1.6.6. Sean F un cuerpo y G un grupo. Entonces FG satisface una
identidad polinomial generalizada multilineal no degenerada si y solo si [G : ®(G)] < 0o
y (P(Q)) es finito. En particular, si FG satisface una identidad polinomial, entonces

(G @(G)] < o0y |(2(G)[ .

En la anterior proposicién [G : ®(G)] denota el niimero de clases laterales a izquierda
(o derecha) de ®(G) en G, conocido como el indice de ®(G) en G. El siguiente lema

serd necesario en el ultimo capitulo.

Lema 1.6.7. Sea R un F-dlgebra. Si R contiene un ideal a derecha I tal que I™ # 0
y satisface una identidad polinomial, entonces R satisface una identidad polinomial

generalizada multilineal no degenerada.

Suponga que R es un F-algebra con involucién *. Es posible definir una involucién
sobre el F-dlgebra libre F{x1,y1,22,Yy2,...} en un conjunto infinito enumerable de
variables, definiendo z} = y; y yf = x;. Es decir, F{z1,7,2z9,25,...} es el dlgebra
libre con involucién *, cuyos elementos son naturalmente polinomios en las variables
no comutativas x; y x;.
Se dice que R satisface una x-identidad polinomial, si existe 0 # f(x1,27],z2, 25, ..., &n, x)) €

F{zy,z%,...} tal que f(a1,a7,...,an,a)) =0, para todos a; € R.
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Capitulo 2

Identidades de grupo en anillos

de grupo

Sean F'G el algebra de grupo de un grupo de torsién G sobre el cuerpo infinito F, y
U(FG) su grupo de unidades. En este capitulo se establece en detalle la confirmacién
de la conjetura de Brian Hartley, debida a Giambruno, Sehgal y Valenti, [12], es decir,
se mostrara que si U(FQG) verifica una identidad de grupo, entonces F'G verifica una

identidad polinomial.

2.1. Una Conjetura de Brian Hartley

Sea U(R) el grupo de unidades de un anillo R, H C U(R) verifica una identidad
de grupo abreviada por H € IG, si existe una palabra no-trivial w (es decir, en la
representaciéon de w, no existen dos simbolos consecutivos de la forma z{'z; “, donde
€; = +1) en el grupo libre (x1,...,x,,...), sobre un conjunto enumerable de variables

tal que w(uy,ug,...,u,) =1, para todos los u; € H.

El dlgebra de grupo F'G del grupo G sobre el cuerpo infinito F', es una gran fuente
de unidades, [13]. En este espacio vectorial Brian Hartley conjeturé alrededor de 1980

lo siguiente:
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Conjetura 2.1.1. [21, Conjetura 1.1.3] Sean G un grupo de torsion y F un cuerpo
infinito. Si el grupo de las unidades U(FG) de FG satisface una identidad de grupo,

entonces FG satisface una identidad polinomial.

Los estudios para intentar resolver positivamente la conjetura no se hicieron esperar.
En 1981, Warhurst en su tesis doctoral, [32], trabajé con un tipo especial de identidades
de grupo que satisfacen las unidades U(F'G). En ese mismo ano, en carta privada
dirigida a B. Hartley, Pere Menal sugirié una solucién para algunos p-grupos [25].

En [8] Giambruno, Jespers y Valenti manejaron tanto el caso en caracteristica cero
como el de caracteristica p > 0, cuando G no tiene p-elementos. Usando la construccién
de P. Menal, Giambruno, Sehgal y Valenti muestran en [12], que si U (F'G) satisface una
identidad de grupo, entonces F'G satisface una identidad polinomial, es decir, confirman

la conjetura.

2.2. Algunos resultados clasicos

Los resultados presentados en esta seccién seran claves en la demostracion del Teo-
rema 2.3.2, €l cual responde afirmativamente a la Conjetura de Brian Hartley.

Recuerde que A(G, N) denota el kernel del epimorfismo canénico FG — F(G/N),
donde N es un subgrupo normal de G y, A(G) = A(G, G) es el ideal de aumento.

Ademids, ®(G) = {g € G : |clg(g)| < oo} representa el conjunto de los elementos de
conjugacién finita en G. Es posible mostrar que ®(G) es un subgrupo normal (llamado
el F'C-subgrupo) de G y que subgrupos y grupos cocientes de un F'C-grupos son F'C-
grupos.

Sean p la caracterfstica de F'y como es usual P = {g € G : o(g) = p* para algtin k}
el conjunto de los p-elementos de G. Un subgrupo asociado a ambos conjuntos, ®(G) y
P, es (PN ®(G)) denotado por ®,(G). También como es usual, Q = {g € G:pfo(g)}

denota el conjunto de los p’-elementos de G. Es claro que si p = 0, entonces P = {1} y

Q=a.
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Los siguientes resultados seran de ayuda para determinar la estructura de los anillos

de grupo que cumplen con la Conjetura 2.1.1.

Lema 2.2.1. Sean R un anillo con unidad semiprimo y
S ={a € R: para todos b,c € R,bc =0 implica bac = 0}.

51 S contiene todos los elementos de cuadrado cero de R, entonces S contiene todos los

elementos nilpotentes de R.

Demostracion. Sea a un elementos nilpotente. Usando induccién sobre el indice de
nilpotencia de a, se probara que si b, c € R son tales que bc = 0, entonces bac = 0. Por
hipétesis, si 22 = 0, se tiene que bxc = 0.

Hipétesis de induccién. Sea x € R, con 2™ = 0 y m < n, entonces b'zc’ = 0
siempre que b'd =0y V',c € R.

Si @™ = 0 para algtin n > 2, entonces (1—a)(1+a+a?+...+a" 1) = (1—a") =1,
es decir, (1 —a) € U(R).

Sean b, ¢ € R tales que bc = 0y r € R. Tomando by = b(1 —a)™' y ¢; = (1 —a)c se
tiene que

bici = b(1 —a) (1 —a)e = be=0.

Ademss, del hecho que (crb)? = (cr)be(rb) = 0, se tiene por por la hipétesis del
lema que bicrbe; = 0.

Ahora si m > 2 implica que m(n — 1) > n y por tanto, (a™)"~! = "1 = 0. Asi,
por la hipétesis de induccién ba™c¢ = 0 para todo m > 2, es decir, a?, a3,...,a" 1 € S

y por tanto,

bic=b(1—a) e =b(1+a+a’*+...+a" Ve = (be)+(bac)+(ba*c)+. . .4 (ba™'¢) = bac

bey = b(1 — a)c = be — bac = —bac.

Luego, bicrbe; = (bac)r(—bac) = —bacrbac. Por tanto, bacrbac = 0, para todo

r € R.
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Si bac # 0, el ideal bilateral RbacR = {Z ribacs; : r;,8; € R} sera no nulo, pues
bac € RbacR.
n m
Ademas, RbacR serd nilpotente. En efecto, sean 11 = Z ribacs; y xo = Z t;bacw;

i=1 j=1
con 7y, 8;,tj,w; € R. Luego,

129 = (f: m-bacsi) (i tjbacwj>
i=1 j=1

= E ribacs;t jbacw;
i7j

= Z ribaclijbacwj, Sitj = lij

(2]
=0
pues bacl;jbac = 0, para todo l;;.
Luego Rbac es no nulo y nilpotente de indice 2, lo que contradice el hecho que R

sea semiprimo, ver [27, Lema 4.2.11]. Por tanto, bac = 0, para todo elemento nilpotente

a € R,y todos b,c € R tales que bc = 0 O

En el marco de este trabajo de investigacién es de interés particular conocer las

algebras de grupo donde todo elemento idempotente es central.

Lema 2.2.2. Sea R un dlgebra sobre un dominio de integridad A. Suponga que para
todos a, b, ¢ € R tal que a®> = bc = 0 se tiene bac = 0. Entonces cada idempotente de

A~LR es central.

Demostracién. Sea e un elemento idempotente en A~'R. Entonces para algin r # 0,

rc Ay f=rec R setiene que f2 = (re)? = rere = r2e? = r2e. Luego

f(r—f)=re(r —re) =r’e —r?e =0.
Siu € AR, se tiene
(fu(r — £))* = fu(r — f)fu(r — f) =0,
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pues

(fu(r — )2 = (reu(r — re))? = (r’eu — reue)?

= rteueu — r*eueue — rteueeu + rteuecue = 0.
Asi, por la hipétesis, f(fu(r — f))(r — f) = 0. Por tanto, se tiene que

fCfulr = f))r = f(fulr = f))f =0,
N—_— —————

0

y en consecuencia f(fu(r — f))r =0 (x). Por otro lado,
f(fu(r — H)yr =rfulr — f) = r2®u(r — re) = rleu — rleue  (x%)

De (*) y (%), como r no es divisor de cero (r € A), se obtiene que eu = eue. De
manera analoga, eue = ue, y por tanto, se tiene eu = ue para todo idempotente de

AR y todo u € AR, es decir, todo idempotente de A™!R es central. O

El siguiente resultado debido a Levitzki, da una condicién necesaria para que el

anillo R sea semiprimo, [8, Corolario 3.].
Teorema 2.2.3 (Levitzki). Sean R un anillo y H(R) el conjunto

H(R) ={a € R: aR es ideal nil de indice acotado}.

Si R es un anillo semiprimo, entonces H(R) = (0).

El Lema 2.2.2, también se puede aplicar al caso en que e es un idempotente de R,
por tanto para que una algebra R tenga todos sus idempotentes centrales basta que,
para todos a,b,c € R, con a®> = bc = 0, se tenga que bac = 0. A continuacién con
la ayuda de [8, Proposicién 1] y el Teorema 2.2.3 (Levitzki), se mostrara que si una

algebra R es semiprima y U(R) € IG entonces tal condicién suficiente es satisfecha.

Teorema 2.2.4. Sea R un dlgebra semiprima sobre un dominio conmutativo infinito
A. SiU(R) € IG, entonces cada idempotente de A~ R es central y para todos b, ¢ € R

tales que bc = 0 se tiene que bac = 0, para todo elemento nilpotente a € R.
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Demostracion. Sean a,b, ¢ € R tales que a”™ = bc = 0, para algin n € N.

Afirmacién 5. a? = bc = 0 = bac = 0.

En efecto, por [8, Proposicién 1], bacR es un ideal nil a derecha de indice acotado.
Si bac # 0, se tiene por el Teorema de Levitzki 2.2.3 que R tiene un ideal nilpotente no
cero, que contradice la hipétesis de R ser semiprimo. Asi bac = 0, quedando demostrada
la afirmacién.

Por el Lema 2.2.2, se tiene que todos los idempotente de A™'R son centrales.

La ultima afirmacién sigue del Lema 2.2.1. O

El resultado anterior serd fundamental en la demostracién del teorema principal de
este capitulo, en el caso en que el anillo de grupo F'G sea semiprimo e indirectamente
cuando la suma de los ideales nilpotentes sea cero.

Posteriormente, debido al hecho de que un grupo libre no Abeliano no puede satisfa-
cer una identidad de grupo y al siguiente resultado debido a Gongalves [21, Proposicién
1.2.2], es posible preocuparse solo por el caso en que las dlgebras de divisién D; presentes

en la descomposicion de Wedderburn-Artin de un anillo semisimple, sean cuerpos.

Teorema 2.2.5. [21, Proposicion 1.2.2] Sea D un dlgebra con division no conmutativa
tal que D es finito dimesional sobre su centro. Entonces, U(D) contiene un grupo libre

no Abeliano.

Si R es un anillo e I un ideal de R es posible obtener identidades de grupo para
U(R/I) a partir de las identidades de grupo satisfechas por U(R) y viceversa. Ese es el
contenido de los siguientes dos resultados, cuyas demostraciones se pueden encontrar

en [21, Lema 1.2.17] [21, Lema 1.2.18] respectivamente.

Lema 2.2.6. Sean R un anillo e I un ideal de R. Si U(R) satisface la identidad
de grupo w(xi,...,x,) = 1, entonces U(R/I) satisface la misma identidad de grupo.
Reciprocamente, si car(R) = p primo, I es ideal nil de exponente p*, yU(R/I) satisface

la identidad de grupo v(zy,...x,) =1, entonces U(R) satisface (v(z1,...an))P" = 1.
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Sea G un grupo. Si para todo H subgrupo de G finitamente generado, se tiene que
H es finito, entonces G es llamado un grupo localmente finito. Del Teorema de Schmidt
[30, Teorema 14.3.1], es posible mostrar que si H y G/H son localmente finitos, entonces
G es localmente finito. En el contexto de dlgebras de grupo ese resultado es usado de

la siguiente manera.

Lema 2.2.7. Sea F' un cuerpo de caracteristica p > 0 y G un grupo, tal que U(FG)
satisface la identidad w(xy,xo,...,2,) = 1. Si N es un p-grupo normal de G, y N es

finito o G es localmente finito, entonces U(F(G/N)) satisface w(z1,x2,...,x,) = 1.
El siguiente lema sera necesario en la prueba del teorema principal de este capitulo.

Lema 2.2.8. Sean G un grupo finito y F un cuerpo infinito tal que U(FG) € IG. Si

car(F) =p > 0 entonces G es p-Abeliano.

Demostracion. Como la dimp(FG) = |G| < oo y todo ideal I de F'G es visto como
un F-espacio vectorial de dimensién finita, entonces toda cadena decreciente de ideales
en F'G se detiene, por tanto F'G es Artiniano. Sea J(FG) el radical de Jacobson de
FG. Del hecho que FG es Artiniano se sigue que FG/J(FG) también lo es, y ademés
por el Teorema 1.2.8, J(FG/J(FG)) = (0). Asi, del Teorema 1.2.13, FG/J(FG) es
semisimple.

Usando el Teorema de Wedderburn-Artin (Teorema 1.2.7), se tiene que:

FG
— My, (D).
7rey = DP9
iel
Como FG/J(FQG) es semisimple, por el Teorema 1.2.13(7), serd semiprimo y asi del

Teorema 2.2.4, se tiene que todo idempotente de F'G/J(FG) es central. Luego en la

descomposicién arriba, n; = 1 para todo %, es decir,
e
L¢P,
J(FQG) .
el

donde cada D; es un anillo con divisién tal que F' C {(D;).
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Como G es finito, se tiene que dimp(D;) < oo, y por tanto del Teorema 2.2.5,
cada D; es conmutativo, caso contrario, D; contendria un grupo libre no Abeliano y
asi su grupo de unidades U(D;), no podria satisfacer ninguna identidad de grupo, que
es una contradicién dado que siendo J(F'G) un ideal nilpotente (Teorema de Hopkins),
por el Teorema 2.2.6, U(FG/J(FQG)) € IG. Luego FG/J(FG) es suma directa de
cuerpos, y asi es conmutativo. Entonces para todo z,y € G, (z,y) = 1 mod(J(FG))
y as{, G’ C 1+ J(FG), y por [29, Proposicién 3.2.10] A(G') C J(FG). Asi, A(G)
sera nilpotente.

Sip > 0, por el Teorema 1.3.7 se tiene que G’ es un p-grupo finito. Si p = 0, entonces

como consecuencia del mismo teorema, G’ = {1}, y por tanto G es Abeliano. ]

A continuacién, se tiene una especie de reciproca del lema anterior, removiendo la

hipétesis de G ser finito.

Lema 2.2.9. Sean G un grupo y F un cuerpo con car(F) =p > 0. Si G es p-Abeliano
entonces U(FG) € IG, y FG satisface la identidad polinomial [x,y]P" = 0 para algin

m € N.

Demostracion. Sea 7’ : FG — F(G/G') el epimorfismo candnico. Del Teorema 1.1.3 se
tiene que G/G’ es Abeliano, luego F(G/G') ~ FG/A(G,G’) es conmutativo. Entonces
para todos u, v € F'G se tiene que 1 — (u,v) € Ker(n').
Del Corolario 1.3.8 se sigue que el Ker(n') = A(G,G’) es nilpotente. Asi, existe un
m € N, tal que
(1= (uw,0))"" =0,

y como car(F) = p > 0, entonces (1 — (u,v))P" =1 — (u,v)P". Luego se tiene que

(u,v)P" =1y por tanto U(FG) satisface la identidad de grupo

w(z,y) = (z,y)"".
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Mas aun, para x,y € F'G se tiene que

[JJ, y] = [Z Qg9 Z /th}

9eG hea
= anlg ]
g,heG
= ) an(gh — hyg)
g,heG
= > u(=hg)(1 — g h 7 gh)
g,heG

= ig/h/(l—(g,h))-

9h€CG cpa en(a)

Asi, [z,y] € FGA(G') = A(G,G’). Nuevamente por el Corolario 1.3.8, existe k € N
tal que [x,y]f”k = 0, para todos z,y € F'G, es decir, FG € IP. O

El siguiente resultado clasico, junto con la caracterizacién de &dlgebras de grupo
semiprimas debida a Isaacs y Passman (Teorema 1.3.12), serén claves en la demostracién

del teorema principal del capitulo.

Lema 2.2.10. (Passman) Suponga que car(F) =p > 0. Entonces n(F'G) es nilpotente
si y solo si ®,(G) es finito.

Recuerde que n(F'G) denota la suma de todos los ideales nilpotentes de F'G.

2.3. Respuesta afirmativa a la Conjetura de Brian Hartley

En esta seccién se presenta en detallle la respuesta afirmativa a la Conjetura de
Brian Hartley, debida a Giambruno, Sehgal y Valenti en [12].

Antes de enunciar y demostrar tal resultado, es necesaria la siguiente proposi-
cién, conocida en la literatura como el Argumento de Magnus. Se denota por A =
F(z1,z9,...,zy,)[|t|] al anillo de series de potencias en la variable conmutativa ¢ sobre

el F-algebra libre F(x1,xa,...,,).
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Proposicién 2.3.1. Sean F' un cuerpo de caracteristicap > 0y A = F(x1,22,...x,)||t]].

Entonces los elementos 1+ x1t, 1+ xaot, ..., 1+ x,t, generan un subgrupo libre de U(A).

Ahora se tienen las herramientas necesarias para enunciar y demostrar el teorema

principal de este capitulo.

Teorema 2.3.2. Sea FG el dlgebra de grupo de un grupo de torsion G sobre un cuerpo
infinito F. Si U(FQG) satisface una identidad de grupo, entonces FG satisface una

identidad polinomial.

Por comodidad del lector la demostracién sera divida en tres casos excluyentes bajo
los siguientes teoremas. Para empezar se tiene el caso donde n(F'G) es el ideal nulo, es

decir, F'G semiprimo (ver Teorema 1.3.122d).

Teorema 2.3.3. Sea F'G el dlgebra de grupo de un grupo de torsion G sobre un cuerpo
infinito F. Si U(FQ) satisface una identidad de grupo y FG es semiprima, entonces

FG satisface una identidad polinomial.

Demostracion. Sea car(F) = p. Siy € G es tal que su orden es m con p { m, considere

m—1
y* e FG.
k=0

e =

3 [
3|~

Luego,

1
= —(I+y+y’ + oy +y+y? 4oy

1
:W[(1+y+y2+-~-+ym*1)+(1+y+y2+~-~+ym*1)+~-~+(1+y+y2+-~-+ym*1)]

m—uvEeces

1
=—ml+y+y*+-+y"")
m
1
=E(1+y+y2+~~+ym‘l)=e,

y asi e = % € F'G es idempotente. Por tanto, del Lema 2.2.4, e es central.

Por tanto, gy = yg para todo g € G. Asi,
999~ =7
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1

ltgygt++gy™ gt =1+y+y*+- - +y™ L

1

Luego existe j tal que gyg~! = 37. Por lo tanto, (y) <t G para todo y € G.

Por el Teorema 1.1.6, se tiene que GG es Abeliano o Hamiltoniano.

» Suponga que car(F) = 0.
En caso de G ser Hamiltoniano, pues en este caso tendriamos que Qg < G y asi,
U(FQs) € IG, lo que es imposible debido al el Lema 2.2.8 (Qg seria Abeliano).
Luego G es Abeliano y F'G es conmutativo. Por tanto, F'G satisface la identidad
polinomial

p(z,y) = [r,y] = vy — yz.

= Suponga que p > 0.

Recordemos que Py @ denotan el conjunto de los p-elementos y los p’-elementos

respectivamente.

Afirmacién 6. P={1} y G = Q.

Demostracion. Considere g € P, entonces o(g)= p* para algin k& € N. Luego

(1—g)pk:1—gpk:O.SeaheP,

h(1—h)=h—hh=0.

Luego del Teorema 2.2.4 se tiene

0="h(1—g)(1—h) = (h—hg)(1 —h) =h(1 — h)—hg + hgh,
0

es decir,
hgh = hg,

-1

gh+hgh+---—|—hplflgh:g+hg+h29+..._|_hpl g,

1

Multiplicando a derecha por g~ se tiene
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L+h+h? 4+ b = ghg™ 4+ WP ghgTY

y por tanto existe m € N tal que h™ = ghg™!, es decir, (h) < P.

Observe que: Para todo ¢ € Q y todo h € P, se tiene ghqg~' = h. En efecto,
como (q) 4G, pues G es Abeliano o Hamiltoniano, el subgrupo H = (g, h) es
finito, dado que (g) y (h) lo son (G es de torsién), y ademds para todo ¢, existe s
tal que hqt = ¢°h (hg'h™! = ¢° € {¢) < G).

Usando el hecho que U(FG) € IG y que H C G se tiene que U(FH) € IG, luego
por el Lema 2.2.8, H = (g, h) es p-Abeliano.

Asi,
(¢.h)=q "hlqh=q"" € (q),
——
€(a)
para algun 7.
Por tanto, un elemento en (g) es de orden p*® para algin s, es decir es p-elemento

y p'-elemento. Luego (¢, h) = 1, es decir,
ghg™' = h,

para todo ¢ € Q y todo h € P. Luego (h) es normalizado por los elementos de @

y de P (h es p-elemento), por tanto por todos los elementos en G.

Dado que F'G es semiprima, G no contiene subgrupos normales finitos de orden
divisibles por p, ver Teorema 1.3.12(2b). Asi, h = 1 y por tanto, P = {1} y
G=0Q. O

En el caso particular de p = 2, ) no puede tener 2-elementos, no es posible que
Q = Qg x E x A pues tanto E¥ como Qg contienen 2-elementos. Asi () = G es Abeliano.

En todos los casos, G resulta ser Abeliano, luego F'G satisface la identidad polino-
mial

p(r,y) = zy — yz.
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Asi, queda demostrada la Conjetura 2.1.1 para el caso semiprimo. O

Debido al Teorema 1.3.12(1), en adelante se puede suponer car(F') = p > 0. Ahora

se tiene el segundo caso.

Teorema 2.3.4. Sea F'G el dlgebra de grupo de un grupo de torsion G sobre un cuerpo
infinito F. St U(FQG) satisface una identidad de grupo y n(FG) es un ideal nilpotente

no nulo, entonces F'G satisface una identidad polinomial.

Demostracion. Aunque en general, los p-elementos de un grupo no forman un grupo,

bajo las hipétesis de este teorema se establece que:

Afirmacién 7. ¢,(G) < G.

Demostracion. En efecto, sea h € ®,(G). Luego h = hihy...hy con hy,ha, ... hy €
PN o(G).
Luego para g € G,
9~ 'hg = (97" h1g)(g™ " h2g) ... (g7 hrg).
Es claro que o(g~th;g)=o(h;) y
a9~ hig) = {&~ g Thigr - x € G}
= {(92) " hi(gz) : x € G}
={g 'hig: g €G}

= clg(hi).

Por tanto, para cada i, se tiene que g~th;g € PN ®(G), es decir, g~1hg € ®,(Q),
para todo h € ®,(G) y todo g € G. Luego ®,(G) < G. O

Como 7n(F'G) es nilpotente, se tiene por el Lema 2.2.10 que ®,(G) es finito y por
tanto, del Lema 2.2.7, U(F(G/®,(G))) € IG.

Sean N = ®,(G) y h = hN € G/®,(G).
Afirmacién 8. (a) he ®(G) (b) @(G/P?,(G)) es p'-grupo.
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Demostracion. (a) Si h=hN € ®(G/®,(G)), entonces el conjunto

caya, ) (h) = {97 hgN : gN € G/N},
es finito. Como N es un conjunto finito, el conjunto
S={z:zeg 'hgN,gec G},

también serd finito. Luego si ¢ € G es tal que existe g con ¢ = g~ 'hg, entonces

q €S,y asiclg/p, (@) (h) es finito. Asf se tiene que h € ®(G).

Si el o(h)= m, m puede escribirse como m = pFa, con (a,p) = 1. Del Teorema de

Bezout, existen r, s € Z tales que 1 = rpk + sa, y por tanto

h — hrpk—i-sa — hsahrpk.

Ademas, se tiene que

(hsa)p’c _ pe)ap®) _ psm

(WP = B = = 1,
Luego de la definicién de orden, o(h*®) divide a p¥, y por tanto h** € P. Ademads
P J(o(h“”]c ), caso contrario, p dividiria a a. Luego hP* e Q.
Por tanto para todo h € G, h = hihe con hy € Py hy € Q.

Asi con las hipdtesis sobre h, h = hjhy con hy € Py ho € Q, h§ =1y h; € N.

Por tanto,

(hN)* = (hiNhaN)* = (hiN)*(haN)* = hgN = N.
hiEN
1€

Luego o(hN)| a, y como p t a entonces p fo(hN). Luego ®(G/®,(G)) no contiene

p-elementos.
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Del Teorema 1.3.12(2b), F[G/®,(G)] es semiprima y como U(F[G/®,(G)]) € IG,
por el Caso 1., G/®,(G) es Abeliano.

Del Teorema 1.1.3, G’ C ®,(G), es decir, G’ es un p-grupo finito (G es p-Abeliano).
Por tanto, del Lema 2.2.9, para algin m € N, F'G satisface una identidad polinomial
de la forma

p(x,y) =[x,y

lo que demuestra la Conjetura 2.1.1 en este caso. O

Finalmente se establece la Conjetura para n(F'G) nil no nilpotente. Esta disticién

es necesaria ya que existen ideales nil no nilpotentes, (ver Ejemplo 1.1.14).

Teorema 2.3.5. Sea FG el dlgebra de grupo de un grupo de torsion G sobre un cuerpo
infinito F. St U(FG) satisface una identidad de grupo y n(FG) es un ideal nil no

nilpotente, entonces F'G satisface una identidad polinomial.

Demostracion. Por [21, Lema 1.1.2], se puede suponer que U (F'G) satisface la identidad
en dos varibles w(z1, z2) = 1.

Sea A = F(x1,z2)[|t|]] el anillo de series de potencias sobre el F-dlgebra libre
F(x1,x3). Por el Argumento de Magnus (Proposicién 2.3.1), 1 + 21t y 1 4 xot generan
un grupo libre en U(A).

Luego

w(l+zt, 1 +xot) — 1 = Zpi(xl,xg)ti #0 (2.1)
i>1

donde los pis son polinomios homogéneos de grado i en F(xy,xa).

Asi por la ecuacién 2.1, existe [ € N tal que p;(x1,x2) es un polinomio no cero.

Afirmacién 9. n(FG) satisface p;(z1,22) = 0.

Demostracion. Sean 11, 2 € n(FG) y A € FG. Luego los elementos 1+ r;A € U(FG),

con inverso

(1 + Ti)\)_l =1—ri\+ rlz/\2 — 4 (—1)di_17”§li_1)\di_1,

o7



donde d; es el menor entero tal que rfli =0.

Evaluando 1 4+ 1\, 1+ 79X en la identidad de grupo, se obtiene
w(l+mA1+1r\) =1,

es decir,

k
> pilr1,ra) AN =0,
i=1

para algin entero positivo k y p;(r1,72) = 0 para todo t > k. Por tanto, si | > k,

entonces p;(r1,72) = 0. De otro lado, si I < k, dado que F' es infinito por el argumento

Vandermonde usual [21, Lema 1.2.4], existen elementos no cero Ay,..., Ag11 € F tales
k
que Z pi(r1, 7’2))\; =0, para todo j = 1,...,k+ 1. Es decir, vale la siguiente igualdad:
i=1
| D VI )\’f 0
D . p1(r1,72) 0
1 Apg1 o0 Afgy pn(r1,72)

donde es claro que la matriz arriba (matriz Vandermonde) es invertible y por tanto,
p1(ri,m2) = = pg(r1,m2) = 0.
Entonces, para todo r1,7m9 € n(FG), se tiene que p;(r1,72) = 0. Asi, n(FG) € IP. O

Del Lema de Linealizacién 1.6.4 debido a Kaplansky, n(FG) satisface una identidad

polinomial multilineal de la forma

f(xl, L2y - ,xl) = Z aaxa(l) s xa(l),

ogES)
donde o, € F' y S; es el grupo simétrico de grado [. Como n(FG) no es nilpotente, se

escogen ai,as,...,a; € n(FG) con ajas - --a; # 0. Entonces,
a1 FGayFG - - aiFG # (0)

o8



Z Qolo(1)To(1)%o(2)To(2) " " Ao(l)To(l)
ogeS;

es una identidad polinomial multilineal no degenerada para F'G (ver pagina 33). Por

la Proposicién 1.6.6, se tiene que [G : ®(G)] < oy [(P(G))'] < .
Afirmacién 10. ®(G) es localmente finito.

Demostracion. Sea Gy = (g1,...,g-) < ®(G) con un nimero finito de generadores.

Como Gg es un grupo de conjugacién finita, entonces para todo g; se tiene
[Go = Cao(9i)] < o0
y por tanto,

[G(] : ﬂ C'Go(gi)] < oQ.
=1

Miés atn ﬂ Cao(9i) = ((Go). En efecto, si z € ((G), zg = gz para todo g € G, es
i=1

T
decir, z € Ci(g) para todo g € G y asi, z € ﬂ Cc(g). Reciprocamente, se obtiene que

i=1
z € m Cq(g) implica que z € ((Q).
i=1
Asi,
[Go,¢(Go)] < oo

Por [30, Teorema 1.6.], ((Gp) es finitamente generado.
Ademads, ((Gyp) es de torsién y Abeliano, luego es finito. Por tanto Gy también es

finito ([Go : ((G;)] = |G|/|C(Go)| < ), ¥ asi ®(G) es localmente finito. O

Por el Teorema de Schmidt [30, Teorema 14.3.1], con ®(G) localmente finito y
[G: ®(G)] < oo, se tiene que G es localmente finito.
Ahora bien, sea a = (a1, 2), ..., (ar—1,a,) € ®(G) donde cada «o; € ®(G), y consi-

dere H = (a1, az...,a,). Como H es finito (®(G) es localmente finito), y U(FH) € IG,
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del Lema 2.2.8 se concluye que H' es p-grupo finito. Dado que o € H’, se tiene que
o(a) es potencia de p. Por tanto, ®'(G) es un p-grupo.

Asi G contiene un subgrupo p-Abeliano de indice finito, a saber ®(G). Luego, de la
Proposicion 1.6.5, FG € IP.
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Capitulo 3

Unidades simétricas: /G Vs. I[P

Desde que Brian Hartley plante6 su conjetura (Conjetura 2.1.1), el estudio de iden-
tidades de grupo dentro del grupo de unidades U(RG), del anillo de grupo RG y sus
implicaciones han sido objeto de multiples estudios ([32], [25], [8], [12] y [21]).

Con el Teorema cldsico de Amitsur referente a anillos con involucién (Teorema 1.6.3)
y el trabajo desarrollado por Herstein y colaboradores [17], que motiv6 fuertemente el
estudio de los anillos de grupo RG vistos como anillos con involucién, fue planteada a
finales de los 90’s una versién de la conjetura de Hartley para las unidades simétricas
[13], cuyo objetivo es verificar si una identidad de grupo en U™ (RG) implica 6 una
identidad de grupo en U(RG) 6 directamente una identidad polinomial en el anillo de
grupo RG.

El propédsito del presente capitulo serd dar respuesta afirmativa a la conjetura en
este contexto y ademds, se obtendrd una caracterizacién de los grupos de torsiéon G

tal que UT(RG) € IG, donde RG estd dotado de la involucién cldsica *, inducida por

g gt
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3.1. Anillos semiprimos con involucién

Esta seccion contiene inicialmente algunos resultados clasicos referente a anillos con
involucion. Posteriormente, se mostraran ciertos resultados para anillos semiprimos
cuyas unidades simétricas satisfacen una identidad de grupo, con algunas analogias de
resultados del capitulo anterior, para el caso de las unidades simétricas.

En adelante, A serd un dominio conmutativo infinito de caracteristica diferente de
2, R un A-dlgebra con unidad, tal que los elementos de A no son divisores de cero en
R y ((R) denota el centro de R. Ademads, R estd dotado de la involucién clésica x,
inducida por g — ¢~ .

La demostracién del siguiente teorema cldsico puede ser encontrada en [13, Teorema

1], no se presenta aqui pues se escapa de los objetivos del presente trabajo.

Teorema 3.1.1. Sean R un anillo semiprimo, N > 1 un entero y o € ((R). Sia € R

es tal que (ar(a — a)r*)N =0 para todo r € R, entonces a € ((R).
En consecuencia, se tiene que

Corolario 3.1.2. Si R es un anillo semiprimo y a € R™ es tal que (as)N = 0 para

todo s € R, entonces a € ((R).

Demostracion. Sean a € RT y r € R. Como rar* € R*, entonces (ar(—a)r*)¥ =0
para todo r € R. Del teorema anterior, tomando o = 0, se tiene que (ar(a—a)r*)N =

implica que a € ((R). O

Sean * € Ry s € RT tales que 2 = s? = 0, entonces tanto (1 + z)(1 + z*) como
1 + s son unidades simétricas. En efecto,
A continuacidén, algunos resultados de anillos cuyas unidades simétricas satisfacen

una identidad de grupo.

Lema 3.1.3. Si UT(R) satisface la identidad w(x,y) = 1. Entonces existe un entero

positivo N > 1 dependiendo solo de w, tal que:
1. Sia€ R ya®=0, entonces (aa*)N = 0.
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2. Sis,t € RT ys?=1t>=0, entonces (stsd)N =0 para todo d € R*.

Demostracién. 1. Sea w = w(z1,72) = 1 una identidad de grupo para U™ (R). Si

s,t € Rt entonces, para todo i > 0, t'st’ € RT. Suponga que z y y son varibles

n—lx

no conmutativas tales que x1 = x y o = yxy, ..., Tp = Y y" L. Asi, se

obtiene la identidad de grupo para U™ (R) en dos variables

v(z,y) =yt atkyit =1,

donde k > 1, j; son enteros mayores que cero.

Tomando a € R tal que a®> = 0 y como (1 + a)(1 +a*) y (1 + a*)(1 + a) son

unidades simétricas, se tiene que
V(1 +a)(1 +a*),(1+a*)(1+a) =1,
lo que implica que
(14a)(1+a*) " ((1+a*) (1+a))* ... (14a)(1+a*))* (1+a*)(1+a))k =1 (3.1)

Note que (1 £a)? =1+2ay (1+a*)? =14 2a*. Ademés, de la Ecuacién 3.1, se

obtiene que si (1 £ a) 6 (1 4 a*) aparecen con exponente i, entonces i = 1, 2.

Sea A = \* en A. Sustituyendo en la Ecuaciéon 3.1, a por Aa y a* por Aa* y

expandiendo la expresién se obtiene

(14AQ) (1A (1+Aa®) (1)) - .. ((1+Aa) (14 (14 Aa*) (1+ha)) = 1

Api(a,a®) + Npa(a,a®) + ...+ A py(a,a*) =0

donde, para todo %, p;(a,a*) es una expresion polinomial con coeficientes en a
bl bl )

a*. Como los elementos en A no son divisores de cero en R, y A (por tanto, A1)
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es infinito, entonces por el argumento de Vandermonde usual [21, Lema 1.2.4], se
obtiene que p;(a,a*) =0 para i > 1.

M

Asi, py(a,a*) = 0 y esto implica que 2" (aa*)™ = 0 para un r > 0 adecuado y

M > 1. Como car(A) # 2 se obtiene que (aa*)™ = 0.

2. Sea s, t € R tal que s> =t? = 0. Como (1+8)(1+t)(145) y (1+¢)(1+5)(1+1)

son unidades simétricas, entonces
(A+s) 1+ +s) (L +)(1+s)(1+) ... =1

Otra vez por el Argumento determinante de Vandermonde se tiene que 2 (st)M =
0 para un r > 0 adecuado y M > 1. Entonces (tstd)*+! = 0y tdt € RT implican
que (stdt)M = 0. Por tanto, (tstd)™*! = 0.

O

Sean R semiprimo, e un elemento idempotente simétrico y » € R. Como (er(1 —

e))? = 0, del lema anterior, exite n € N tal que

0= ((er(1—e))((er(1 —e)))")" = (er(1 —e)rre)".

Como e es idempotente, entonces e # 0. Luego (er(1l — e)r*)™ = 0. Asi, del Corolario

3.1.2 se tiene que e es un elemento central, siendo r(1 — e)r* € R™. Luego,

Lema 3.1.4. Sean R semiprimo y UT(R) € IG, entonces todo elemento idempotente

simétrico de R es central.
Como consecuencia, en los anillos de grupo se tiene:

Lema 3.1.5. Sean F una cuerpo infinito de caracteristica diferente de 2 y G un grupo
tal que FG es semiprimo y UT(FQG) satisfacen una identidad de grupo. Si g es un
elemento de orden finito en G, y car(F) no divide al orden de g, entonces (g) es un

subgrupo normal.
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Demostracion. Sea g € G, tal que o(g)= m. Esta prueba se sigue de la demostracién
de la Afirmacién 1. del Teorema 2.3.2.

Asi, se tiene que % g es idempotente. Ademas, debido a la involucién clésica sobre

1

FG inducida por g — g~ se tiene
1., 1 _ _ 1 _ 1,
(—9) = —(¢" " +g" P+ kgt )= —(Ltg+-+g" ) =g,
m m m m

es decir, % g también es simétrico. Luego, por el Lema 3.1.4, % g es central. Por tanto,
hg = gh para todo h € G. Luego,
hgh™' =3
1+hgh ™t +h?h L+ hgm T =14 g4+ ¢* 4+ +gm L.

Luego existe j tal que hgh~! = ¢’ € (g). Por lo tanto, (g) <t G para todo g € G. U

Recuerde que un grupo no Abeliano GG es un grupo Hamiltoniano si todo subgrupo
de G es normal; en este caso se tiene que G = Qg x Fx A donde F es un 2-grupo Abeliano
elemental y A es grupo Abeliano cuyos elementos son de orden impar (Teorema 1.1.6).
Si A = {1}, G es llamado 2-grupo Hamiltoniano. La siguiente observacién serd crucial
para la clasificacion de las dlgebras de grupo tales que el grupo es de torsién, y cuyas

unidades simétricas satisfacen una identidad de grupo.

Lema 3.1.6. Sean F un cuerpo y G un 2-grupo Hamiltoniano. Entonces en el dlgebra

de grupo F'G todos los elementos simétricos conmutan.

Demostracion. Para esta prueba, note que G = F x Qg y F'G = FE(Qg). Dado que la
involucién sobre F'G es la clésica, los elementos de F'E son fijados por ella.
Considere ahora, a € FG. Entonces o € ((FG), si y solo si,
a=h"tah = Z agh_lgh = Z QU
geG u=h~lgheG
para todo h € G, es decir, si y solo si ay = aj,-14, para todos g, h € G. Es claro que
todo elemento de orden 1 6 2 es central, caso contrario h~tah = a 6 h™lah = a~!. Asf,

los elementos o € F'G centrales son exactamente combinaciones lineales de elementos
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de orden 1 6 2 y términos de la forma a + a™!, que son los elementos simétricos en

FG. O

En el capitulo anterior se mostré esencialmente que en presencia de suficientes
elementos nilpotentes, si U(R) verifica una identidad de grupo entonces R verifica una
identidad polinomial. Modificando los argumentos alli expuestos y con el objetivo de
analizar la Conjetura de Hartley en el contexto de las unidades simétricas, Giambruno,

Sehgal y Valenti obtuvieron la siguiente analogia.

Lema 3.1.7. Suponga que UT(R) € IG. Sea S un subanillo nil de R invariante bajo

x. Entonces S satisface una identidad polinomial.

Demostracién. Sea w(z,y) = 1 la identidad de grupo que satisfacen U™ (R) y considere
el anillo de series de potencias F'{x1,x2}[t]. Por el Argumento de Magnus (Proposicién

2.3.1), 141t y 149t genera un subgrupo libre en el grupo de unidades U (R), entonces

w(l+at,1+a9t) — 1= Zpi(iﬂl,iﬂz)ti # 0,
i>0
donde para algin m, p,, no es el polinomio cero. Escogiendo s1, s € STy A € AT,

se tiene para i = 1,2 que 1+ \s; son unidades simétricas en R con inverso (1+s;A)7! =

1—s; A+ S%)\2 —--+. Evaluando w en estos elementos, de la expresion arriba se obtiene
k
> pilst, s2)X =0,
i=1

para algin k > 0, y pi(s1,s2) = 0 para todo ¢t > k. Ahora como A (por tanto A™)

es infinito, se pueden escoger elementos distintos A1,...,\j41 € F tales que
IR VDY TR po(s1,52) 0
1 )\2 )\% e )\15 pl(Sl, 82) O
L Xert A 0 Ay Pr(s1, 52) 0
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Por el Argumento de Vandermonde usual [21, Lema 1.2.4], se obtienen que p¢(s1, s2) =
0 para todo t < k. Entonces pg(z1,z2) satisface una *-identidad polinomial en S*. El

Teorema de Amitsur 1.6.3 implica que S € IP. O
Ahora bien, sea L el subanillo de R generado por todos los elementos simétricos de
cuadrado cero.

Teorema 3.1.8. Sea R un anillo semiprimo tal que Ut (R) satisfacen una identidad

de grupo. Entonces,

1. L es un subanillo nil de R tal que L satisface una identidad polinomial.

2. Sie€ R es tal que e* = e, entonces e € ((R) y A™'R es central.

Demostracion. 1. Sea L = {(a € R : t' = 0). A continuacién se motrard que L
contiene todo los elementos simétrico nilpotentes de R, analogamente al Lema

2.2.1.

Sean s, t1,ta,...,t, € Rt tales que s = t?> = ... = {2 = 0. Entonces st - --t,s =

0 para todo n > 1. Se realizara induccién sobre n.

Para n = 1, se tiene por [21, Lema 2.2.7.1], que sts = 0. Es decir, el enunciado es

cierto.

Ahora supongamos que n > 1y st;...t, 15 = 0. Dado que t, € R y t2 = 0,

por [21, Lema 2.2.7.2], se tiene que stytg---t,—15 = 0 implica que
(Stltg s tn—l)tns = O,

es decir, el enunciado vale para todo n > 1.

Claramente, £ contiene todo los elementos simétricos nilpotenes de R, luego L es

un subanillo nil de R y, del Lema 3.1.7, se tiene que £ € IP.

2. Sea A7!R el cuerpo de fracciones de R. Como R es un A-dlgebra y AR C R, se

puede suponer que a € AT, dado que
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Sea e un elemento idempotente simétrico de A7!R, luego existe a € AT tal que

ae=fcR(e=a"'f,ac Aty f € R). Asi,

ff=(ae)* =a*e* =ae =,

2 = (ae)? = a?e? = a’e = alae) = af.

Luego (f — a)f =0y para todo r € R, se tiene

[fr(f =) = fr(f —a)fr(f —a)=0.
——

0

Por el Lema 3.1.3(1), existe N > 1 tal que [fr(f — a)(fr(f —a)*)]¥ =0. Como

[fr(f = a)(fr(f — )N = [fr(f — o)lfr(f — o) ]V
= [fr(f — a)(f —a)* fri™
= [fr(f—a)fr IV =0,

es decir, para todo r € R, [fr(f — a)?r* ]V = 0. Multiplicando por 7(f — a)?r*
se tiene que,

[fr(f — )M =0,
con a € ((R). Del Teorema 3.1.1, f € ((R) pues e = a~'f € A~ R implica que
e € ((A7'R).
Lo anterior también muestra que si e es un elemento idempotente tal que e € RT,

entonces e € ((R).

O

En general, el conjunto P de los p-elementos de cualquier grupo no es subgrupo, sin

embargo para un grupo finito se tiene que:

Lema 3.1.9. Sea G un grupo finito. Si para todo g € P, (g —1)? € J(FG), entonces

P es un subgrupo (normal) de G.
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Demostracion. Las hipdtesis del lema se heredan por subgrupos y grupos factores. En
efecto, sean H < G'y g € HN P. Entonces (g — 1)> € J(FG)NFH C J(FH).

Sean H <G y g € G/H un p-elemento, entonces (g — 1)? € J(F(G/H)). En efecto,
si g es un p-elemento entonces existe k € Z tal que (k,p) = 1. Como ¢* también es un
p-elemento, entonces (¢* —1)? € J(FG). De [21, Lema 1.3.3](1), se tiene que J(FG) es
nilpotente, por tanto la imagen de J(F'G) bajo m : FG — F(G/H) es ideal nilpotente
de F(G/H). Luego (¢* —1)2 = (gF —1)? € e (J(FQ)) C J(FG) ya que cada ideal nil
de F'G esta contenido en J(FG). Es claro que para todo [ € Z, gkl es un p-elemento de
G, al igual que g. Entonces gkl = g. Aplicando varias veces el argumento anterior, se
obtiene que (g*' —1)2 € ey(FG) C J(F(G/H)) y remplazando g% por g, tenemos que
(g—1)2 € J(F(G/H)) como queriamos.

Suponga que F' = Zp es la clausura de Z, como en [21, Lema 2.3.3]. Sea G el menor
subgrupo satisfaciendo las hipdtesis del lema pero no la conclusién. Luego, existen g,
h € P tal que su producto no es un p-elemento. Como (g, h) < G, entonces (g, h) = G
pues gh no es un p-elemento.

Supongamos que G tiene una representacién p irreducible de grado mayor que 1.
Caso contrario, cada representaciéon p; de G es de grado exactamente uno, deg(p;) =
1 =dimg(I;). Por el Teorema 1.2.8 R = FG/J(FG) es semisimple, luego del Teorema

de Wedderburn-Artin (Teorema 1.2.7) se tiene que,
l
R= @ an(D i)
i=1

Como F = Zj, entonces cada D; = F' y asi F(G/J(FG)) = @ﬁ F es conmutativo.
Luego para z, y € G se tiene que (z,y) = 'y~ Loy = 1 mod(J(FQ)). Por tanto, para
cada g € G', g—1 € J(FG) es nilpotente y asi, g es un p-elemento. Por tanto, G’ es un p-
grupo (2.2.8). Entonces G es conmutativo médulo G’, pues se conoce del Teorema 1.1.3,
que G/G’' es Abeliano. Pero esto contradice la suposicién, ya que los p-elementos de G
no pueden formar un subgrupo. Por lo tanto, G tiene una representacién p irreducible
de grado mayor que 1 (ver péagina 28).

Afirmacién 11. p es una representacion irreducible fiel.
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Demostracion. Sea K = Ker(p) # 1. Claramente K # G. Por la minimalidad de G,
tenemos que los p-elementos de K forman un subgrupo NN que es normal. Note que

1

para algin n € N, (g~ ng)pk = g n?" € N. Pero si N # {1}, nuevamente por la

minimalidad del orden de G, los p-elementos de G/N forman un subgrupo, también
normal. Por lo tanto, los p-elementos de G forman un subgrupo pues (gh)pk””k2 —
(ghN)P*1P*? = N para algiin k € N. Luego, (gh)¥1+%2 € N si y solo si (gh)kThethks —
1modN. Asi, gh es un p-elemento, que es una contradiccién. Por lo tanto, K es un
p’-grupo.

Es claro que los p-elementos de G/K forman un subgrupo normal L/K, donde
K C L. Como p : G — GL(V) induce de manera natural una representacién sobre
G \ K que es irreducible y fiel. Luego, A(G/K,L/K) = K es nilpotente (Corolario
1.3.8) y asi, A(G/K,L/K) C J(FG/K). Es decir, todo elemento de L/K hace parte
de K de alguna representacién irreducible de G/K. Como dichas representaciones son
fieles en G/K se tiene que L = K y G no contiene p-elementos, contradiccién. Por lo

tanto, p es una representacion irreducible fiel. O

Finalmente, si g es un p-elemento en G, entonces (g — 1)? € J(FG), luego el poli-
nomio minimal de p(g) es lineal o cuadrético. De ser lineal, p(g) seria multiplo escalar
de la matriz identidad pero esto no es posible pues car(F') = p. Luego G # K ya que
K es un p'-grupo. Asi, se tienen todas las condiciones en [21, Proposicién 2.3.3]. Por
tanto, G contiene un subgrupo isomorfo a SLy(Z,).

Como SLy(Z,) satisface las hipotesis del lema pero sus p-elementos no forman un
subgrupo, entonces G = SLy(Zy). Note que ((G) = PSLy(Z,) donde nuevamente los
p-elementos no forman un subgrupo, contradiciendo la minimalidad del grado de G.

Por lo tanto, los p-elementos de GG forman un subgrupo. O

3.2. Teoremas de clasificacion

Esta seccion contiene la prueba de la respuesta afirmativa a la Conjetura de B.

Hartley en unidades simétricas planteada por Giambruno, Sehgal y Valenti en [13].
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Ademas, se presentan los teoremas de clasificaciéon de grupos de torsién tales que las
unidades simétricas satisfacen una identidad de grupo.
Primero, un resultado andlogo al Lema 2.2.7, que sera util en la clasificacién de los

grupos finitos cuyas unidades simétricas satisfacen una identidad de grupo.

Lema 3.2.1. Sean F un cuerpo con car(F) = p > 2 y G un grupo tal que UT(FG)
satisfacen la identidad w(xy,...,z,) = 1. Si N es un p-grupo de G, y N es finito o G
localmente finito, entonces U (F(G/N)) satisface w(x1,...,z,) = 1.

Sea G es un grupo finito y U (FG) € IG, entonces por el Lema 3.2.1, U (F(G/P) €
IG. Supongamos que GG no posee elementos de orden p. Luego, del Lema 3.1.5, todo
subgrupo de G es normal. Por tanto, G es Abeliano o Hamiltoniano. En caso de ser
Hamiltoniano, G = Qg x E x A, (Teorema 1.1.6). Para concretar la clasificacién de los
grupos finitos se necesita que A = {1}. El siguiente resultado ayudara a resolver esta

cuestion.

Lema 3.2.2. Sea F un cuerpo infinito de car(F) =p > 2. Si UT(Qg x {(c)) satisface
la identidad de grupo w(zx,y) = 1, entonces existe un entero m, dependiendo solo de w,

tal que o(c) divide a 2p™.

Demostracién. Como car(F) > 0, existe A, p € F tal que A2+ 2 = —1. Se conoce que
Qs = (9, h:g* =1,0* =h*,gh=h""g) y FQs 2 AF & May»(F(c)). Luego,

0 : F(Qg x (c)) — Maya(F(c))

es un homomorfismo. Ahora bien, sean

1 _
a=zle+e 'g®)(ng — h 4+ Agh)(1 — ¢*), ¥

8= %(C + ¢t g?) (g + b+ Agh)(1 — ¢°)
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elementos simétricos de cuadrado cero. En efecto, como (c + ¢ 1g?)(c + ¢ 1¢?) =

A+2¢% +c?2y(1-¢*)(1—g%) =1-2¢%+g* =2(1 — ¢?) se tiene que:

(c+c )1 -2 = —Ph? + 2 —c2h? +2h% — 2 (3.2)

Recuerde que en Qg, h~' = h3 = ¢?h, h?hg = gh y h?’gh = hg. Luego,
(g — h+ Agh)(ng — h + Agh) =

= 12¢% — pgh + pAg®h — phg + h? — Ahgh + prghg — Agh? 4+ X2ghgh

= 12g% — pgh + pAg*h — phg + g° — Ag + pAh — Agh? + \2h?
= (4?2 +1)g? + Ag® — ugh + prg*h — phg — Ag + prh — Agh?
= —pgh + pAg?h — phg — Ag + pAh — Agh? (3.3)

De la Ecuaciéon 3.2 y la Ecuacién 3.3, se tiene

o’ = [i(c +ctg?) (pg — h+ Agh)(1 — ¢*))* = 0,

ya que todos los términos en la siguiente lista se cancelan con el niimeral anterior, como
esta indicado. Asi,

(? = ®h? + 2 — ¢ 2h? 4 2h? — 2)(—pgh + pAg®h — phg — Ag + pAh — Agh?) =

1. —pc?gh + puAc?g*h — puc?hg — A2 g + prc?h — A2 gh?

2. pcthg — puAeh 4 pc’gh + Aclgh? — pAc®h® + \c?g
—— Y Y Y Y — =~
3 5 1 6 2 4
3. —uc 2gh + pre 2g?h — pe2hg — A 2g + pAe 2h — Ae 2gh?
4. pc?hg — pre2h+ pc 2gh+ A 2gh?* — phe2g%h 4+ Ac™?g
—_———— e Y Y Y
3 5 1 6 2 4
5. —2uhg + 2uXh — 2ugh — 20gh? + 2uXg*h — 2\g

6. 2ugh — 2ug*h + 2uhg + 2\g — 2 h + 2\gh?
N N N T N N~

3 5 1 6 2 4
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Revisando los términos de 8 se tiene que (g + h 4+ Agh)(ng + h + Agh) =
= 129% + pgh + pAg*h + phg + k% + Mhgh 4 pghg + Agh® + X2ghgh
= 1?9 + pgh + pAg*h + phg + g* + Ag + pAh + Agh? + \?h?
= (1% 4+ 22 g2 + g + pgh + prg*h + phg + Mg + pAh + Agh?
= pgh + pAg*h + phg + \g + pAh + Agh? (3.4)

Por la Ecuacion 3.2 y la Ecuacién 3.4 se tiene que 8 es de cuadrado cero, pues todos los

términos en la siguiente lista se anulan, respectivamente con el literal anterior.

5 = [fle+ ¢ ) (g + b+ Agh)(1 — )] =

%(02 —2h? + 72 — c72h? + 212 — 2)(ugh + puAg?h + phg + Ag + pAh + A\gh?) =

1. pucgh + pAc?g?h + pchg + Acg + pAc®h + Ac?gh?

2. —uc’hgh — pAc®h?g*h — pc?h’hg — \é?h*g — prcg*h — Mg
—— e — e N N~

3 5 1 6 2 4

3. pc2gh 4+ pre=2g2h + pc=2hg + Ae=2g + pre 2h 4+ Ac2gh?

4. —pc2h2gh — phe 2h — pe 2h?hg — A 2h2g — pre 2h?h — A %g
—— e e Y =
3 5 1 6 2 4

5. —2ugh — 2ulg?h — 2uhg — 2Mg — 2puXh — 2 gh?

6. 2uhgh+ 2uXh + 2uh?hg + 2\h2g + 2u\h?h + 2)g
— ¥ T ¥ Ty Y

Finalmente se tiene que a y 8 son elementos simétricos.

[(c+c g7 (g — h+ A~ gh)(1 — g%)]

o = [i(c +¢ g% (g — h+Agh)(1 = ¢*)]*
= %[(1 —9°)" (g — h+Agh)*(c+c7'g%)"]
= 1107 = @) g™~ M) e+ () )
= 10— g™ — hn? 4 Aghh?)(c" + g%0)
= 110 = g — bt M g e+ g
:
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(c+c'g%)(ug + h+ Agh)(1 — g*)]*

=
*
I
RNy

[(1—g*)"(ng+ h+ Agh)*(c+cg*)"]
— (@) g +h + Agh) (e + ()]

9*)(ug™" + hh* 4+ Aghh?) (¢ + g%¢)]

—
=
I
-

—
=
|

[(1—g*)(ng + b+ Ah" gh)h*g*(c+ ¢ g 7?)]

[(c+c g7 (ug + b+ A" gh)(1 — g°)]

I e N N N

Por lo tanto, o y [ son elementos simétricos de cuadrado cero. Entonces, por el Lema
3.1.3(2), existe n, dependiendo solo de w, tal que (afaB)* = (aB)™ = 0 para algiin n = 2k € N
yd=p.

Aplicando el homomorfismo se tiene que 0 = 0[(a8)"] = [#(«)0(B)]™. Es decir,

00) = O[3 (e + ¢~ ) (g — b+ Agh)(1 — )]

= 29(1)[9(0) +071(c)0%(9)][10(g) — O(h) + M0(gh)][0(1) — 6°(g)]-

A 0 1 A 0 1 A=A 24221
N moy A % [ oH pwoop _
[T -1 0 [T -1 0 A2+ N A+ A

74



Por lo tanto,

1{1 0 c—ct 0 0 -2 2 0
Ola) = =
4101 0 ec—c! 0 0 0 2
_ sle—c™h) 0 0 —4
0 sle—c™) 0 0
0 —(c—ct)
0 0
) 0 —(c—c™) ) 0 0
Asi, 0(a) = y de manera angloga, 6(3) =
0 0 —(c—c1) 0
(ct=e)? 0 (ct—c¢)? 0
Retomando, se tiene que [f(a)f(B)]" = = =
0 0 0 0
0 0
0 0
es decir, (¢! —¢)?" = 0.
Escogiendo m € N tal que p™ > 2n, 0 = (¢=! — c)pm = ¢ P" = ¢?". Se obtiene finalmente
que ¢ =1, que significa que el orden de ¢ es divisible por 2p™. O

Por tanto, si G/P = Qg x E' x A, entonces A no tiene p-elementos, es decir, A = {1},

y asi,

Teorema 3.2.3. Sean G un grupo finito y F' un cuerpo infinito tal que car(F) =p > 2.
UT(FQG) € IG si y solo si P es un subgrupo normal de G y G/P es Abeliano o un 2-

grupo Hamiltoniano.

También es importante conocer las algebras de grupo cuyas unidades simétricas no

satisfacen una identidad de grupo.

Lema 3.2.4. Sea G = Qg x {(c), donde c # 1 tiene orden impar. Entonces UT(QG) no

satisface una identidad de grupo.

Demostracion. Suponga que o(c)= ¢ un nimero primo impar. Observe que si £ es la

raiz g-ésima de la unidad, la aplicacién Q(c) — Q(¢) define un epimorfismo y como
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l+x+--+297 = (x—1)(x?% ! +---+ 2 +1) es el polinomio minimal de ¢ sobre Q

se tiene que:

. 0@

U= s Ty

es decir, el nicleo del epimorfismo es claramente Q(c)(%é). Sea ey =1— %é tal que

1.5 1. 1 R 1. 1 1. 1, 1.
[1——¢] :1—2—c+—2206:1—2—c+—2qc:1—2—c+—c:1——c Y,
q q q= = q q q q q

1 1 1 1
1—= =1—=(I4+c+-F+ca Y =1-=(T 4+ Fec+1)=1--¢
q q q q

Asi, e1 es un elemento simétrico idempotente central, por lo tanto,
Q(c) = Qle)er @ Q(e)(1 — ex).

Luego el epimorfismo, Q(c) — Q(¢), puede restringirse al isomorfismo Q{(c)e; — Q(¢).
La aplicacién QQg — H(Q) dada por g — i y h — j es un epimorfismo. Para ver
que esto es cierto, es suficiente con definir la aplicacién para i, j ya que gh — ij = k.

2 ., . .
Observe que —g? — 1, luego 1% — 0y, como se definié para el epimorfismo anterior,

A~ . . . 7’ 2
tenemos que % % — 0, es decir, este epimorfismo tiene niicleo QQ8(1+29 ).

2
Sea eg =1 — 1% tal que

[1+92]2_(1+92)2_1+292+1_2(1+92)_1+92
9 | T T2 T 1 D

1442

[1+f
2

2

"= %(1 +9°) = %(1 +97%) =

Luego es también es un elemento simétrico idempotente central. De manera similar,

se restringe el epimorfismo al isomorfismo

QQgEQ — H(Q)

Como

QG = Q(s x () = Qs & Q(c),
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Como e = ejes es un elemento simétrico idempotente central, el epimorfismo

6: QG — H(Q(¢))
g—1i h—j c—¢.

puede restringirse al isomorfismo QGe — H(Q(E)).

Recuerde que los elementos de la forma A + pi en C, con A, p € Q(&), tienen esta
unica forma de expresarse. Note que si i € Q(€), entonces Q(§) contiene la 4g-esima raiz
primitiva de la unidad. Pero el polinomio minimal £ sobre Q tiene grado ¢(4q) = 2(¢—1),
donde ¢ es la funcién Euler. Esto es una contradiccién pues ¢(q) = ¢ — 1.

Luego i ¢ Q(§), por tanto se identificaran los elementos de la forma A\+pi € H(Q())
con los elementos del subcampo Q(§,7) de C. Equivalentemente, identificaremos los
elementos A\ + pj con los elementos del subcampo Q(¢, 7).

Observe que (1 + &) (1 — &%) y (14 &5)(1 — £€715) son unidades en H(Q(&)) y
0((1+cg)(1+ (cg)")e) = (L + &) (1 —€71) v,

O((1 + ch)(1+ (ch)*)e) = (1 +&7)(1 — €71).

Luego (1 + cg)(1 + (cg)*)e vy (1 + ch)(1 + (ch)*)e son unidades en QGe por el
isomorfismo. Asi (1+cg)(1+ (cg)*)e+(1—e)y (1+ch)(1+(ch)*)e+(1—e) € UT(QQG).
Por lo tanto, u = (1 + &)(1 — &%) y v = (1 + &5)(1 — £715) son imagenes bajo el
isomorfismo 6 de unidades simétricas en QG. Asi, se tiene que w(u,v) = 1 siw(z,y) =1
es una identidad de grupo para U™ (QG).

Considere H(Q(€)) como un Q(&,7)-espacio vectorial a derecha con base {1, j}. Sea
r — p, la representacién regular a izquierda en H(Q(E)), es decir, la aplicacién donde
pr(s) = rs para todo s. Si w(py, py) = 1, entonces la matriz asociada a p, con respecto

a la base {1,j} es:

L[ 2o 0 |

0 2+ (§71 — &)
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y la matriz asociada a la representacion p, es:

B 2 l-¢
E—¢t 2
Ademas,
det(A—aIQ):det< 2 (=i 0 (o )
0 24 (71 -6 0 1
= det ~(e -i+2-a 0 )
0 (1 —¢i+2—-a
=[2-a)= (" =92 -a)+ (=9
=(2-a)’ - [ -9i
=2-a)’+(-9?=0,
y
2 =9 10
det(B — als) = det —a
( ’ ( —(€1-9) 2 01 )
2—a  (£'-9)
= det
( e (3 2 -« >

=2-a+ (" -9*=0.

Es decir, tanto A como B poseen los mismos valores propios pero con vectores
propios diferentes, a saber (,0) y (0,4) para A y (i,—1), (1,4), (i,1) y (—1,4) para
B. Luego, por [21, Proposicién 2.3.9], se obtiene que para potencias adecuadas de A y
B, se genera un grupo libre, contradiciendo la hipdtesis que w(u,v) = 1 satisface una

identidad de grupo. O

El siguiente teorema caracteriza las dlgebras de grupo semiprimas de grupos de

torsién cuyas unidades satisfacen una identidad de grupo.
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Teorema 3.2.5. Suponga que F es un cuerpo infinito de car(F) =p > 2. Si G es un
grupo de torsion y FG es semiprima entonces UT(FG) € IG si y solo si G es Abeliano

o un 2-grupo Hamiltoniano.

Demostracion. Sea g € G tal que o(g)= p, siguiendo la demostracién de la Afirmacién 1
del caso semiprimo del Teorema 2.3.2, se tiene que (g) <G. Pero esto contradice que FG
sea semiprima (ver Teorema 1.3.12(2b)). Entonces G' no contiene p-elementos. Como
conclusién del Lema 3.1.5, G es Abeliano o Hamiltoniano. En el caso Hamiltoniano,
G = Qg x E x A, el Lema 3.2.4 implica que A = {1}. Por tanto, G es un 2-grupo
Hamiltoniano.

Reciprocamente, tomando G como 2-grupo Hamiltoniano, por el Lema 3.1.6, se
tiene que todos los elementos simétricos conmutan.

Por tanto, si G es Abeliano o 2-grupo Hamiltoniano se concluye que U™ (FG) con-

mutan lo que implica que U T (F@G) satisface una identidad de grupo. ]

A continuacién tenemos la respuesta afirmativa a la Conjetura de Brian Hartley en

el contexto de las algebras de grupo dotadas de la involucién clasica.

Teorema 3.2.6. Suponga que G es un grupo de torsion y U (FG) satisface una iden-

tidad de grupo. Entonces FG satisface una identidad polinomial.
Demostracion. Dividiremos la demostracion en tres casos:

1. FG es semiprima.
Por el Teorema 3.2.5, G es Abeliano o 2-grupo Hamiltoniano. En ambos casos los
elementos simétricos conmutan, luego F'G satisface una identidad polinomial.

2. n(FG) es nilpotente diferente de cero.

Por la Afirmacién 2 en la demostracién del Teorema 2.3.2, ®,(G) es un grupo
normal. Ademas, ®,(G) resulta ser finito, [27, Teorema 8.1.12]. Asi, por Lema

3.2.1, UT(F(G/P,(Q))) satisface una identidad de grupo. Usando la Afirmacién
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8b. en la demostracién del Teorema 2.3.2, ®(G/®,(G)) es un p’-grupo. Del Teore-
ma 1.3.12(2b), F'(G/®,(G)) es semiprima. Luego, por el Teorema 3.2.5, G/®,(G)

es Abeliano o 2-grupo Hamiltoniano.

Si G/®,(G) es Abeliano, entonces F(G/®,(G)) es conmutativo y por el epimor-
fismo candénico FG/A(G, ®,(G)) también lo sera. Note que para todo =,y € FG,

.91 =0
[ZA(G, @5(G)), yA(G, @ (G))] =0
yA(G, p(G)) = yzA(G, 2p(G))
(zy — yz)A(G, 2,(G)) =0
[z,y] € A(G, 2,(G))
Por lo tanto, [FG, FG] C A(G, ®,(G)). Como ®,(G) <G p-grupo finito entonces

A(G/®,(G)) es nilpotente (ver Corolario 1.3.8). Luego, F'G satisface [z, y]P' =

para algun [ € N.

Supongamos ahora que G/®, un 2-grupo Hamiltoniano, entonces por el Lema
3.1.6, los elementos simétricos en F[G/®,(G)]T conmutan. Por un argumen-
to similar al planteado para el caso anterior donde G era un grupo Abeliano,
(FG)T,(FG)T] C A(G,®,(G)) para todo z,y € FGT. Asi, F'G satisface una
x-identidad polinomial (z + x*,y + y*)pl = 0. Pero por el cldsico Teorema de

Amitsur 1.6.3, F'G satisface una identidad polinomial.

. N(F'G) es nil no nilpotente.

Por el Lema 3.1.7, n satisface una identidad polinomial, y como consecuencia del
Lema 1.6.7, F'G satisface una identidad polinomial generalizada no degenerada.
Entonces, [G : ®(G)] < oo y |®(G)| < oo (ver Proposicién 1.6.6) y por la
Afirmacion 10 en la demostracién del Teorema 2.3.2, se tiene que G es localmente
finito. Tomando los subgrupos finitos de G, se sabe que sus p-elementos forman

un subgrupo normal P (ver Teorema 3.2.3).
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Por el Lema 3.2.1, UT (F(G/P)) € IG. Como F(G/P) es semiprimo, se tiene por
el Teorema 3.2.5 que G/ P es Abeliano o 2-grupo Hamiltoniano. De ser Abeliano,
G’ es un p-grupo, por el Teorema 1.1.3(3), por tanto (®(G))’ es un p-grupo finito.
Asi, FG satisface una identidad polinomial ya que G contine un p-grupo Abeliano
de indice finito (ver Proposicién 1.6.5). Ahora, si G/P = Qg x E, es un 2-grupo,
entonces existe un subgrupo normal H de G, conteniendo a P, tal que G/H = Qg
y H/P = E. Luego H/P es Abeliano y como se vi6 anteriormente, F'H satisface
una identidad polinomial. Es decir, H contiene un p-grupo Abeliano de indice

finito que también esta en G. Por lo tanto, F'G satisface una identidad polinomial.
O

Ahora bien, si UT(FQG) satisface un identidad de grupo entonces F'G satisface una
identidad polinimial. Por tanto, G contiene un subgrupo p-Abeliano de indice finito

Proposicion 1.6.5, y asi,

Corolario 3.2.7. Suponga que G es un grupo de torsién. Si Ut (FQG) satisface una

identidad de grupo entonces G es localmente finito.

La caracterizaciéon de grupos de torsién G tal que UT (FG) € IG esta completa. En
el caso car(F) = 0, F'G es semiprima. Luego se trabajard con car(F)=p > 2y G un
grupo de torsion. Esta clasificacion depende de la presencia o no del grupo cuaternio

Os.

Teorema 3.2.8. Sea FG un dlgebra de grupo de un grupo de torsion G sobre un cuerpo

infinito F' dotado de la involucion cldsica.

1. Sicar(F) = 0, UT(FQG) € IG si y solo si G es un grupo Abeliano o G es un

2-grupo Hamiltoniano,

2. Sicar(F) =p > 2, entonces U (FG) € IG si y solo si FG € IP y vale solo una

de las siguientes:
(i) Si Qs € G, G’ es de exponente acotado pF, para algin k > 0.
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(11) Si Qs C G, UT(FQG) € IG si y solo si
(a) Los p-elementos de G forman un subgrupo (normal) P de G y G/P es
un 2-grupo Hamiltoniano,

(b) G es de exponente acotado 4p®, para algin s > 0.

Una buena referencia donde se puede encontrar la demostracion del teorema es [21,
Teorema 2.4.8] para el caso en que G no contiene a Qg y [21, Teorema 2.4.9] en caso

contrario.
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Conclusiones

Aunque a lo largo del presente escrito se evidencian pruebas detalladas en la mayoria
de los resultados, cumpliendo asi con el objetivo del presente trabajo, queremos destacar
los siguientes resultados debido a la importancia que tuvieron durante el estudio de las
identidades de grupo en unidades y unidades simétricas e identidades polinomiales en

FG.

= En el Teorema 1.1.6 se presenta todos los detalles en la demostracién de la carac-

terizacién de los grupos Hamiltonianos.

s En virtud del Teorema 1.3.12 se conoce que F'G es semiprima cuando FG es
de caracteristica cero o cuando n(FG) = (0). Ademés, en F'G también existen
ideales nilpotentes no nulos e ideales nil pero no nilpotentes (ver Ejemplo 1.1.14).
Es por ello que la demostracion de la respuesta afirmativa a la Conjetura 2.1.1

estd dividida en estos tres casos.

» Mostrar que ®,(G) es un subgrupo normal de G fue crucial para el caso en que
n(FG) es nilpotente no nulo, en la respuesta afirmativa a la Conjetura 2.1.1, tanto

para las unidades como para la unidades simétricas.

» Usando [21, Lema 1.1.2], se estableci6 la demostracién del Teorema 2.3.5 reducien-

do la identidad w(z1, z9,...,x,) = 1 ala identidad en dos variables w(x1,x2) = 1.

» Apesar de que autores como G. Lee en [21] y Giambruno, Sehgal y Valenti en

[12] y [13] asumen que G es localmente finito bajo las hipétesis de la Conjetura,
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encontramos que lo verdaderamente importante era tener que ®(G) es localmente
finito (ver Teorema 2.3.5. Afirmacién 10), ya que con [G : (G)] < oo y el Teorema

de Schmidt [30, Teorema 14.3.1], es claro que G serd localmente finito.

Todos los resultado mencionados anteriormente también fueron muy ttiles en la
prueba de la respuesta afirmativa a la Conjetura de Brian Hartley en la versién

de las unidades simétricas.

En el estudio de la unidades simétricas solo se trabajo bajo la involucién clési-
ca. Sin embargo, se podria estudiar este conjunto bajo otras involuciones, como

objetivo de futuros trabajos.
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