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Un matemdtico francés dijo:

”Una teoria matemadtica no debe ser considerada
completa hasta que sea tan clara de entender
que pueda ser explicada al primer hombre
que pase por la calle”.

(Hilbert, 1900)
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DESCRIPTION

In the present work, we have identified the pretopologies of an arbitrary set S in natural
mode from a certain collection of filters on S. From this identification a great part of this
lattice structure is studied.

In order to get a major comprehension it has taken a decision to orders the content of this
document as following: At the first chapter some previous concepts about the sets partial-
ly ordered as well as some propositions are presented. At the second chapter, it is given
some notions about the lattice and their properties and the results in isomorphic lattices. At
the third chapter, some basic concepts about filters and the filters lattice are studied. At the
fourth chapter, the pretopology concept is presented and besides it is made a short study of
this one, several examples about pretopology which are not topology are shown. Additionally
we characterized the pretopologies on a set S from the several collections of filters on the S
set usually called neighborhood filters. The order in the set is defined on the all pretopologies
in S set, Pret(S). In the last chapter, the lattice structure of the pretopologies is studied.

In each chapter a collection of exercises are proposed and some of them will have a keys
for their respectively solutions. At the same way, the all document are illustrated with many
examples in a didactic form in order to facilitate its comprehension.

*Thesis
" FACULTY OF SCIENCES, LICENCIATURA EN MATEMATICAS.
DIRECTOR M.Sc. Rafael Fernando Isaacs Giraldo.



TITULO: ASPECTOS DE LA TEORIA DE RETICULOS Y ALGUNAS APLICACIONES®
AUTOR: Melissa Silva Gélvez™

PALABRAS CLAVES : Reticulo, filtros, pretopologia, reticulo de los filtros, reticulo de las
pretopologias.

DESCRIPCION

En el presente documento se identifican las pretopologias de un conjunto arbitrario S de
manera natural a partir de cierta coleccion de filtros sobre S, y de esta identificacion se es-
tudia gran parte de la estructura de este reticulo.

Para una mayor comprension, se ha decidido organizar el contenido de este documento
de la siguiente forma: En el primer capitulo se exponen algunos conceptos previos sobre
conjuntos parcialmente ordenados y algunas proposiciones. En el segundo capitulo se dan
algunas nociones sobre reticulos, propiedades y resultados en reticulos isomorfos. En el
tercer capitulo, se trabajan algunos conceptos basicos de filtros y se estudia el reticulo de
los filtros. En el cuarto capitulo, se introduce el concepto de pretopologia, se hace un breve
estudio de las mismas, mostramos algunos ejemplos de pretopologias sobre un conjunto
gue no son topologias, y caracterizamos a las pretopologias sobre un conjunto S a partir de
cierta coleccion de filtros sobre S llamados filtros de Vecindades. Se define un orden en el
conjunto de todas las pretopologias sobre un conjunto S, Pret(S). En el quinto capitulo, se
estudia la estructura del reticulo de las pretopologias.

En cada capitulo se proponen ejercicios, de los cuales algunos en el Gltimo capitulo ten-
dran ciertas claves para su solucion. De igual manera todo el documento viene ilustrado con
ejemplos de forma didactica para facilitar an mas su comprension.
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INTRODUCCION

Gran parte del presente escrito esté basado en el articulo “The Lattice of Pretopologies
on an Arbitrary Set S” de Allan M. Carstens [2]. Alli se identifican las pretopologias
de un conjunto S de manera natural a partir de cierta coleccién de filtros sobre S, y de

esta identificacion se estudiara gran parte de la estructura de este reticulo.

Para una mayor comprensién, se ha decidido organizar el contenido de este
documento de la siguiente forma: En el primer capitulo se exponen algunos conceptos
previos sobre conjuntos parcialmente ordenados y algunas proposiciones. En el segundo
capitulo se dan algunas nociones sobre reticulos, propiedades, resultados en reticulos
isomorfos y ciertas proposiciones. En el tercer capitulo, se trabajan algunos conceptos
basicos de filtros y se estudia el reticulo de los filtros. En el cuarto capitulo, se intro-
duce formalmente el concepto de pretopologia, se hace un breve estudio de las mismas,
mostramos algunos ejemplos de pretopologias sobre un conjunto que no son topologias,
y caracterizamos a las pretopologias sobre un conjunto S a partir de cierta coleccion de
filtros sobre S llamados filtros de Vecindades. También definimos un orden en el con-
junto de todas las pretopologias sobre un conjunto S. Pret(.S). En el quinto capitulo,
se estudia la estructura del reticulo de las pretopologias. En este capitulo a partir de
proposiciones mencionadas por Carstens, se han generado otras para caracterizar los
co-atomos de Pret(.S).
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En cada seccién se proponen ejercicios, de los cuales algunos en la sexta seccién tendran
ciertas claves para su solucién. De igual forma todo el documento viene ilustrado con

ejemplos de forma didactica para que sirva de guia en proximos trabajos.

Con éste trabajo espero familiarizar a los estudiantes de pregrado con temas bastante
interesantes que poco a poco se han venido trabajando como lo son los reticulos, el
reticulo de los filtros, el reticulo de las pretopologias de un conjunto arbitrario y lo que
ello implica, por lo tanto se ha generado una gama de ejemplos que facilitan atin mas
su comprension. Se concluye con la solucién a algunos de los ejercicios propuestos en

cada seccidn.



APORTES

Para el desarrollo de este trabajo practicamente me basé en el articulo de Allan Carstens
[2], y como aporte a éste, desarrollé algunas afirmaciones y proposiciones que estaban
planteadas en el libro de CECH [3] como lo son las afirmaciones 4.2, 4.3, 4.4, y para el
caso de la Proposicion 4.2, nace a partir de la Afirmacion 4.5. Ahora de la definicién de
orden de las pretopologias 5.1, se cred la Afirmacién 5.1. El capitulo 5, es practicamente
realizado a partir de consecuencias de otras afirmaciones y es donde se da parte de la
estructura del reticulo de la pretopologias, es decir, creé las afirmaciones 5.2, 5.3, y 5.5
a partir de la definicién del orden en Pret(S), la Afirmacién 5.4 se cred con base en el
articulo de Carstens [2] y a partir de las Proposicién 4.2 y de la Afirmacién 5.1. Como
consecuencia de las afirmaciones 5.2, 5.3, 5.4, y 5.5 se obtuvo la Proposicion 5.1. Y por
ultimo las proposiciones 5.2 y 5.3 se crean con base en el articulo de Carstens [2], de la

seccion 2 las proposiciones 1 y 2, y de la seccién 3 la Proposicion 6.1.2.

111



CAPITULO 1

PRELIMINARES

En esta seccion damos algunas nociones basicas sobre conjuntos, reticulos, filtros sobre

un conjunto que usaremos a lo largo de este escrito.

Definicion 1.1. Si X es un conjunto cualquiera, la coleccion de todos los subconjuntos

de X es un conjunto que se denota P(X) y se llama el conjunto “partes de X”.

Ejemplo 1.1. Si X = {s,m, j} entonces

P(X) = {0, {s}, {m}, {j}, {s,m}, {s, 5}, {m. 3}, {s,m, j}}.

Si X es un conjunto finito con n elementos, entonces P(X) contiene 2" elementos.

Definicion 1.2. Un conjunto se dice que es parcialmente ordenado, si el par (X, <)
donde X es un conjunto no vacio y < es una relaciéon binaria en X que cumple con las

siguientes propiedades:

1. Reflexiva, si para todo x € X se cumple que z < x.

2. Antisimétrica, si para todo z,y € X se cumple que x < y, e, y < = entonces

T =1y.

3. Transitiva, si para todo z,y,2 € X,z <y, e, y < z entonces = < z.



Ejemplo 1.2. 1. Los enteros positivos con la relacion “ser menor o igual a” forman

un conjunto parcialmente ordenado (Z*, <).

43

2. Los naturales unidos con el cero (que lo denotamos por Nj) y la relacién “ser

divisor de” (|) forman un conjunto parcialmente ordenado (N, |).

Definicion 1.3. Dado (X, <) un conjunto parcialmente ordenado,

1. wes el maximo si para cada r € X,z < u;

2. w es el minimo si para cada r € X, w < x.

Definicion 1.4. Sean (X, <) un conjunto parcialmente ordenado y A C X. Una cota
superior para A en X es el elemento x que esta por encima de todos los elementos de

A, es decir:
s es cota superior de A < (r € A= x <s).

Se define una cota inferior para A, como el elemento que esta por debajo de todos los

elementos de A, es decir:
m es una cota inferior de A & (x € A= m < x).

Cuando existe por lo menos una cota superior se dice que A es acotado superior-
mente, si admite al menos una cota inferior se dice que A es acotado inferiormente.
Por 1ltimo se dice que A es acotado, si esta acotado tanto superior como inferiormente.
Ejemplo 1.3. Sea (S,|) donde S = {1,2,3,4,5,6,9,10,20}, es un conjunto parcial-
mente ordenado con respecto a la relacién | “ser divisor de”. Si tomamos M C S,
M = {2,5} entonces 1y 5 son cotas inferiores de M, y 10 y 20 son cotas superiores de
M, por lo tanto M es acotado.

Ahora si tomamos el conjunto R = {9,6}, R C S entonces este conjunto no esta acotado

superiormente pero si inferiormente por 1 y 3.

Definicion 1.5. Dado A, B conjuntos parcialmente ordenados la aplicacion f: A — B
es un homomorfismo si satisface la siguiente condicion:
para cada par z,y € A, z <y < f(x) < f(y).

Definicion 1.6. Sean A y B conjuntos parcialmente ordenados, la aplicacion
¢ : A — Besllamada un isomorfismo, si es biyectiva y satisface la siguiente condicion:

para cada par z,y € A, v <y & ¢(x) < ¢(y).



Ejemplo 1.4. Sean A = {a,b,c} y B = {1,2,3} conjuntos parcialmente ordenados
como se muestra en la Figura 1.4, sea f : A — B un homomorfismo de orden; se puede
pensar que habra problemas al tomar el par b,c € A, pero resulta que éste como no

cumple que ¢ < b, ni b < ¢ entonces se acepta el resultado.

Figura 1.1:

Aunque f es homomorfismo de orden biyectivo no es isomorfismo. Podemos ver que f~!
no es homomorfismo de orden, para ello tomamos el par 2,3 € B, 3 <2 = f~1(3) <
f71(2) lo cual no se cumple porque f~1(3) = ¢, y ,f7*(2) = b de lo que se tendria
que ¢ < by esto es falso. Luego un homomorfismo de orden biyectivo entre conjuntos

parcialmente ordenados no implica un isomorfismo.

Definicion 1.7. Dado el conjunto parcialmente ordenado (X, <)y A C X acotado
superiormente, llamamos supremo de A (denotado por supA) a la menor de las cotas
superiores. Es decir, supA es el Supremo de A si y sélo si supA es cota superior de A
y para cada cota superior s de A; supA < s. Andlogamente, dado (X, <)y A C X
acotado inferiormente, se define el infimo de A (infA) a la mayor de las cotas inferiores.
Es decir, infA es el infimo de A siy sélo siinfA es cota inferior de A y para cada cota
inferior m de A, m < infA.

Ejemplo 1.5. 1. (Z",<) un conjunto parcialmente ordenado, es (en su totalidad)

acotado inferior pero no superiormente, tiene in f pero el sup no existe, el inf ZT = 0.

2. (Np,|) un conjunto parcialmente ordenado ver Ejemplo (1.2), es acotado inferior
y superiormente, tiene sup e inf, son 0 y 1 respectivamente. De aqui podemos

afirmar que cualquier subconjunto finito no vacio tiene sup e inf.

A manera de conclusion citamos el siguiente teorema que va a ser muy util para la

seccién de reticulos, mas especificamente cuando se trabaje con reticulos completos.

Teorema 1.1. Sea A un conjunto parcialmente ordenado, las siguientes condiciones

son equivalentes:

1. cada subconjunto de A tiene un sup;



2. cada subconjunto de A tiene un inf.

Demostracion. Asumimos que se tiene (1.), luego A tiene un sup, que es necesaria-
mente el elemento mds grande de A, y () tiene un sup, que es el elemento mds pequeno
de A. Sea M el elemento mas grande de A, y sea m el elemento mas pequeno de A. En-
tonces tomemos un subcojunto de A, B C A, si B = () entonces inf B = M; si B # ()
entonces es acotado inferiormente por m, ahora como todo subconjunto no vacio de A
que es acotado inferiormente tiene un inf, B tiene inf. De igual forma se garantiza el
dual. |



CAPITULO 2

RETICULOS

La terminologia y notacién de esta subseccién es tomada de [6] con excepcién de las
definiciones 2.5 y 2.6 las cuales son tomadas de [5] asi como los términos co-atomo,
co-atémico, co-cubrimiento y co-compactamente generado que usaremos para la nocion

dual de 4tomo, atomico, cubrimiento y compactamente generado respectivamente.

Definicion 2.1. Si (S, <) es un conjunto parcialmente ordenado y para cada par de
elementos x,y € S exiten tanto inf{x,y} como sup{x,y} decimos que (5, <) es un

reticulo.

Notacion:

» Para cada z,y € S se nota inf{x,y} = x Ay mientras sup{z,y} =z V y.

= Si § tiene un elemento minimo lo notamos por 0 o L y si tiene un elemento

maximo lo notamos por 1 o T.

Ejemplo 2.1. 1. Sea (P({a,b,c}),C) el conjunto parcialmente ordenado, por la
relacion de inclusién. Para cualquier x,y C P({a,b,c}), el sup{x,y} es precisa-

mente x Uy, vy, el inf{x,y} eszNy.



{b,c} — {abc}

T g

#{ b}

Figura 2.1:

Retomando este ejemplo pero sea A C P({a, b, c}), A = {0,{a}, {b},{b, c}} no formaria
un reticulo con respecto a la relacién de C, pues si tomo el par {a}, {b,c} € A tenemos
que el sup de A no estd en A. En general (P(X),C) es un reticulo, en el cudl el
inf {P(X)} =0y el sup es el todo, es decir, sup {P(X)} = X.

Ejemplo 2.2. 1. Sea (Ny,|) conjunto parcialmente ordenado, es un reticulo con L
y T, en el que el sup es el minimo comun multiplo y inf es el maximo comin
divisor, por lo tanto L = inf{Ng} =1y T = sup{Ny} = 0.

2. Sabemos que al unir (o intersectar) dos subconjuntos cerrados de un espacio
topoldgico se obtiene un conjunto cerrado. Asi, los conjuntos cerrados de cualquier
espacio topoldgico forman un reticulo con respecto a las operaciones (unién e

interseccién). De igual forma sucede con los abiertos de un espacio topoldgico.

3. Sea H y K dos subgrupos arbitrarios de un grupo G. El inf{H, K} = HN K
denota la interseccién de los subgrupos H, K (la cual es un subgrupo de G), y Y
el sup{H, K} = (HUK) el subgrupo generado por H y K. Con respecto a las dos
operaciones, el conjunto de todos los subgrupos de G es un reticulo, el reticulo de
los subgrupos de G.

Nota 2.1. A partir de la definicién de reticulo se generan las siguientes consecuencias.

Si a y b son elementos arbitrarios de un reticulo A, entonces:
= a<aVbyb<aVbporque aVbes una cota superior de a y b.
Ademés, si ¢ € A, entonces:

ma<cyb<c=aVb<c yaquesicesuna cota superior de a y b, entonces

a Vb < cporque aV b es la menor cota superior de a y b.



De la misma forma se obtiene el caso analogo:

= aANb<ayaAb<h.

s c<ayc<b=c<aAb.

Asi como en las dlgebras se trabaja conceptos de subalgebras, producto de algebras
e imagen homomorfica, lo mismo sucede en los reticulos, se puede observar que los
reticulos se pueden ver como estructuras con dos operaciones binarias (A y V) que

tienen algunas propiedades evidentes como se representa en la siguiente proposicion:

Proposicion 2.1. Sea S un reticulo y a, b, ¢ cualesquiera tres elementos de S, entonces
éste cumple que:

(A1) (aANb)ANc=aA(bAc). (Asociatividad respecto a A);

(A2) (avb)Vec=aV (bVc). (Asociatividad respecto a V);

(A3) anb=DbAa. (Conmutatividad respecto a A);
(Ad) aVb=0bVa. (Conmutatividad respecto a V);
(A5) aA(aVbd)=a. (Absorcién);
(A6) aV (aAD)=a. (Absorcién).

Demostracion. (A2) Primero se prueba que
(avVb)Ve<aVv(bVec)

Veamos, a <aV (bVe)yb<bVe<aV(bVe),luegoaVvb<aV(bVc),de
donde se tiene que ¢ < bV e <aV (bVc) porlocual, (aVb)Ve<aV(bVc).
La desigualdad a V (b V ¢) < (a V b) V ¢ se prueba de igual forma, por lo tanto
(aVb)Ve=aV(bVc). El dual de éste resultado es (a Ab) Ac=aA (bAc).

(A5) Para probar a A (a V b) = a debemos probar efectivamente que

a=Inf{a,aVb}.



Ahora a es cota inferior de {a,a V b} porque a < a Vb pues a V b es cota superior
de ay de b, (ver Nota 2.1). Ademds, si existe ¢ cualquier cota inferior de {a,aVb},
entonces ¢ < a; asi a es la maxima cota inferior de {a,a V b}. Esto prueba que
a A (aVb) = a. El dual de éste resultado es a V (a A b) = a.

Las anteriores afirmaciones se pueden considerar como axiomas para los reticulos cuando
los consideramos como estructuras algebraicas con dos operaciones. Es decir, se puede
ver que cualquier conjunto con dos operaciones A y V que cumplan (Al)-(A6), se le
puede definir un orden en donde resulta que A y V son el inf y el sup respectivamente

de dicho orden.

Ejercicio 2.1. Queda como ejercicio para el lector las pruebas restantes del axioma

mencionado anteriormente.

Definicion 2.2. Sean S; y Sy reticulos. La aplicacion ¢ : S; — Sy es llamada un
homomorfismo (o una aplicacién homomorfica) si para cada par de elementos a,b €

Sy se cumple:

L planb) =p(a) A pb);
2. plaVb)=p(a)Veb).

Ejemplo 2.3. 1. ;La aplicacién ¢ : Dg — N definida por:

p(1)=1,0(2) =2, p(3) =3y p(6) =4

es un homomorfismo entre los reticulos (Dg,|) y (N, <)? La respuesta es NO.
Sean 2,3 € Dgse ve que p(2A3)=p(1)=1# @p(2) Ap(3) =2A3 =2, por lo
tanto ¢ no es una aplicacién homomérfica.

2. Si tomamos los reticulos (Dg,|) v (Dis,]), la aplicacion ¢ : Dg — D5 definida

por

p(1) =1, 0(2) =3, 9(3) =5,y, 9(6) =15

forma un homomorfismo.

Ejercicio 2.2. Exhiba un homomorfismo en ¢ : Dy — D;5.



Ejercicio 2.3. Demostrar que todo homomorfismo de reticulos es un homomorfimo de

orden.

Definicion 2.3. Sean S; y Sy reticulos. La aplicacion ¢ : S7 — Sy es llamado un
Isomorfismo (o una aplicacién isomérfica) si ¢ es biyectiva, es decir, si ¢, ™! son
homomorficas.

Proposicion 2.2. Sean Sy y S reticulos. La aplicacién ¢ : S; — Sy biyectiva, es un

isomorfismo si y solo si, se cumple conjuntamente:

1. para cada par de elementos a,b € S1, a < b < p(a) < p(b);
2. para cada par de elementos a,b € Sy, a < b < o' (a) < (D).

Ejemplo 2.4. Los reticulos (P({a,b,c}),C), v (Dso,|) donde Dj, son los divisores de
30 bajo la relacion “ser divisor de” son reticulos isomorfos, y ademas se puede ver que
un Isomorfismo entre reticulos implica isomorfismo de orden.

¢ : Dp(fap,ey) — Dso definida por:

o({0}) = 1. p({a}) = 5, o({1}) = 3, p({c}) = 2. p({a.c}) = 10, o({a,b}) = 15,
o({b,c}) =6 y o({a,b,c}) = 30.

Figura 2.2:

Definicion 2.4. Sean A un reticuloy BC A.Siz € Bey € BentoncesxVye B

vy Ay € B, en este caso B es llamado un subreticulo de A.

Por otro lado, se dice que un reticulo (S, <) es completo, si para cada A C S, existe
el inf y el sup. Notaremos inf(A) = N Ay sup(A) =\ A.

Ejemplo 2.5. 1. (Dsp,]|) un conjunto parcialemente ordenado ver Figura (2.4), es
un reticulo con L =1y T = 30, es completo pues es claro que para cualquier sub-

conjunto de Dsq existen el sup e inf. Si tomamos A C D3y donde A = {1,3,5, 15},
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se puede ver claramente que A es un subreticulo de (Ds, |), pero si se toma a
A" = {1,2,3,5,10} aunque es un reticulo con la relacién | es de notar que no
forma un subreticulo de (Dsy, |). Es preciso mencionar que siempre que (A, <) sea

un reticulo, si A es finito entonces es un reticulo completo.

2. Considere (N,|). Dados a,b € N siempre existen el inf y el sup en N, es més,
el sup{a,b} es precisamente el minimo comin multiplo, y el inf{a,b} es precisa-
mente el maximo comun divisor, formando asi (N, |) un reticulo. Se ve también
que el conjunto de todos los divisores y el de todos los multiplos de cualquier
natural forman subreticulos de (N, |). Este reticulo no es completo, dado que no

existe el sup de conjuntos infinitos, sin embargo (Ny, |) si es completo.

3. El reticulo (N, <) no es completo, pues jquién seria el sup N? Este reticulo se

puede completar tomando (NU {400}, <).

Ejercicio 2.4. 1. Demostrar que efectivamente (Ny,|) si es un reticulo completo.

2. Probar que si G es un grupo, S(G) la coleccién de los subgrupos de G, con el

orden de la inclusién es un reticulo completo.

Ejercicio 2.5. Sea X un conjunto infinito y Py, (X) la coleccion de subconjuntos
finitos de X. Demostrar que efectivamente (Py;,(X), C) si es un reticulo pero no es

completo.

Definicion 2.5. Sean (S, <) un reticulo completo y E C S. Se dice que E es sup-
denso (V-denso) en S, si para cada elemento a € S existe un A C E tal que a = \/ A.
De igual forma, F es inf-denso (A-denso) en S, si para cada elemento a € S existe un
A C E tal que a = A\ A.

Ejemplo 2.6. 1. En el reticulo (Np,|) encontramos el subreticulo (N, |), el cudl es
V-denso e A-denso en (N, |).

2. En el reticulo (Dg, |) encontramos que {2, 3} es V-denso, e,A-denso.

Ejercicio 2.6. Considere el reticulo (N, |).

1. Explique por qué los primos no son ni A-denso ni V-denso.

2. Demuestre que FE, el conjunto de ntimeros que son potencias de primos, es V-

denso.

Definicion 2.6. Sean (S, <) un reticulo completo y E C S. Se dice que E es un
esqueleto de S si F # S y E es simultaneamente A-denso y V-denso en S.
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Ejemplo 2.7. Sabemos que (P({a, b, c}), C) es un reticulo completo, en tal caso £ C P({a, b, c})
forma un esqueleto de P({a, b, c}) siendo E = {0, {a}, {a,b},{b,c},{a,b,c}} porque £

es sup-denso e inf-denso en P({a,b,c}). También E' = {{a}, {a,b},{b,c}} es un es-
queleto de (P({a,b,c}), Q).

Definicion 2.7. Sea (S, <) un conjunto parcialmente ordenado y z,y € S, se dice que

y “cubre” a x, y se escribe x —< y si

1. z<y,y
2. VzelS)(z<z<y=z=ux).

Ejemplo 2.8. 1. Considere el reticulo (Dss,|), en éste reticulo 1 —< 3, 1 —< 5,
3—< 15,y 5 —< 15.

2. En el reticulo (Ds,|) (ver Figura 2.3) se tiene que 1 —< 2, 1 —< 3, 6 —< 18,
y 9 —< 18 pero no se tiene que 2 —< 18, 3 —< 18, ni 1 —< 6y 1 —< 9 pues
si 2 —< 18 entonces debe cumplir por definicion que 2 < 6 < 18 = 2 =6 lo

cudl es falso porque 2 # 6, y de igual forma se prueba que los deméas cubrimientos

2
/

enunciados no se cumplen.

Figura 2.3:

Definicion 2.8. Sean (S, <) un reticulo con 0y 1, y a € S. Se dice que a es un &tomo

en (5, <) si 0 —< a. De la misma manera, se dice que a es un co-atomo si a —< 1.
Ejemplo 2.9. 1. Considérese (Ny, |) reticulo completo. Los dtomos de Ny serfan to-

dos los ntimeros primos. Pero no existen co-atomos.

2. En (Djs,]|) se tiene que 2 y 3 son atomos, y, 4 y 6 son co-dtomos, pues 1 —< 2,
1—<3,4—<12y6—<12.
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Ejercicio 2.7. En el reticulo de los cerrados de la recta real con la topologia usual de
R, cudles son los atomos? Demuestre que no existen co-atomos; formule el resultado

dual para el reticulo de los abiertos.

Definicion 2.9. Si (S, <) un reticulo con 0 y 1, se dice que (5, <) es atémico si dado
cualquier elemento x € S distinto de 0, existe un atomo a € S tal que a < x. De igual
forma, se dice que (.5, <) es co-atémico si dado cualquier elemento x € S distinto de

1, existe un co-dtomo a € S tal que x < a.

Ejemplo 2.10. En el reticulo completo (D12, |), como se dijo anteriormente los dtomos
de (D12,]) son 2,3 y los co-atomos son 4,6, es atémico y co-atémico, pues para cada

x € Do, x # 1, existe un a € Diq tal que a < x, de igual forma es co-atémico .

Definicion 2.10. Sean (S, <) un reticulo con 0y 1,y a € S. Se dice que un elemento
b€ S es un complemento deaen S, siaAb=0yaVb=1.En tal caso, se dice que

a y b son complementarios.

Definicion 2.11. Un reticulo (S, <) con 0 y 1, es complementado si todo elemento
en S tiene un complemento, es decir; un reticulo (S, <) con 0 y 1 es complementado si
para cada a € S, existe b € S tal queaAb=0yaVb=1.

Si ademés, cada elemento tiene un tnico complemento, se dice que (S, <) es comple-

mentado de manera tnica o que es unicamente complementado.

Ejemplo 2.11. En el reticulo (Ds,|), los pares de elementos complementarios son
{1,30}, {2,15}, {3,10}, y {5,6} veamos:

1v30=30y1A30=1;2v15=30y2A15=1;3v10=30y3A10=1;5V6 =30
vy 5 A6 = 1. Por lo tanto con la definicién que sigue podemos concluir que este reticulo

es complementado, pues todos sus elementos tienen complemento.

Ejemplo 2.12. 77

1. (Di2,]) es un reticulo no complementado pues 2 y 3 no tienen complemento,
probemos 2V 6 =12y 2A 6 = 2 pero 2 no es el inf de Dyy, ahora 2A3 =1y
2V 3 =6 pero 6 no es el sup de Dis, lo mismo sucede cuando tomamos 2V 4 = 4
vy 2A4 =2 en este caso 2 no es el inf de Dy ni 4 es el sup de Dy, luego 2 no

tiene complemento. De igual forma se prueba para 3.

2. Sea A un conjunto arbitrario y sea P(A) un reticulo con la relacién de inclusion,
tenemos que P(A) es un reticulo complementado pues cada elemento en el reticulo

P(A) posee un complemento, es decir, para cada b € A, su complemento que es
AN {b} estd en A.
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Ejercicio 2.8. En el reticulo de los cerrados de la recta real con la topologia usual de

R jcudles elementos son complementados?

Ejercicio 2.9. En el reticulo de los cerrados de un espacio topolégico X jcudles ele-

mentos son complementados?

Definicion 2.12. Un reticulo (S, <) es modular, si para cada a,b,c € S tales que
a < ¢, se tiene que a V (bAc) = (aVb)Aec.

Ejemplo 2.13. El reticulo mostrado en la Figura 2.4 es un reticulo modular, es posible
pensar que falla para los elementos 3,5, 6 veamos que sucede.

Tenemos que 3 £ 5,3 £ 6y 5 % 6 (es decir, 3,5,6 son incomparables). Ahora, siendo a
y b cualquiera de los siguientes elementos: 3, 5 6 6 del reticulo, entonces sélo podriamos

compararlos con 1 o 30 de la siguiente forma:

= aV(bA30)=(aVb)A30;

m IV(bAc)=(1VD) Ac

Por lo tanto el reticulo es modular.

30

Figura 2.4:

Definicion 2.13. Un reticulo (5, <) es distributivo, si para cada a,b,c € S se satis-

facen:

i) aV(bAc)=(aVDb)A(aVc),
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i) an(bVe)=(aNb)V(aAc).

Ejemplo 2.14. 1. El reticulo completo (Ng,|) es un reticulo distributivo, para ver

detalles de este hecho, consultar [6, pag. 84].

2. El reticulo completo (Degy,|) es un reticulo distributivo. Tomemos los elementos

2,4,8 € Dgy entonces comprobemos:

2V (4A8) = (2V4) A (2V8)

2v4=4v4
4 = 4.
1 2 4 8 16 32 64
Figura 2.5:

De igual forma:

2A(4Vv8)=(2N4)V(2A8)
2AN8=2V2
2=2.

Asi al comprobarlo para cualesquiera a, b, c € Dgy se demuestra que es un reticulo

distributivo.

3. Ahora véase que el subreticulo Dy C Dgy es modular (ver Figura 2), comprobemos

tomando los elementos 1,2,4 € Djy:
1v(2nad)=(1v2) A4

1Vv2=2AN4
2=2.

Asi, claramente D, es un reticulo modular. De igual forma, al comprobarlo para

cualesquiera a,b,c € Dgy se demuestra que Dgy también es un reticulo modular.
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4. El reticulo que se muestra en la Figura 2.6 es un reticulo que no es distributivo

pues al comparar los elementos 2, 3, y 4 de la siguiente forma se espera que
ANBV2)=4N12=4y(4N3)V(4N2)=1V2=2

sean iguales, pero 4 # 2, luego no cumple la propiedad distributiva.
Ahora veamos que tampoco es un reticulo modular, si usamos los elementos 2, 3,

v 4 del reticulo, tal que 2 < 4 se espera que
2V(BANL)=2V1=2y2V3)Nd=12N4=4

sean iguales, pero 2 # 4, luego no es un reticulo modular.

12

4/

2\1/3

Figura 2.6:

5. El reticulo mostrado en la Figura 2.4, el cual es modular pero veamos que no
es distributivo, tomando los elementos 3, 5, y 6 del reticulo se espera que ahi se
presente el problema, probemos:
3V(BAG)=3V1I=3y, (B3V5 A(BV6)=30A30=230,y efectivamente se
presenta el problema porque 3 # 30 por lo tanto éste reticulo es modular pero no

distributivo.

De la definicién anterior se sigue que todo reticulo distributivo es modular.

Ejercicio 2.10. Queda como ejercicio para el lector, demostrar que si un reticulo es

distributivo entonces es modular.

Notese ademas, que para que un reticulo sea distributivo, es suficiente con que se sat-
isfaga alguna de las dos condiciones de la definicién anterior, pues estas son equivalentes

como se ve a continuacion:
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Proposicion 2.3. Sea (S, <) un reticulo. Entonces, para cada a,b,c € S se tiene que:

aV(bAe)=(aVb) A(aVe)siysdlosiaA(bVe)=(aNb)V(aAc).

Demostracion.

=) Para cualesquiera elementos a,b,c € S se tiene que

(anNb)V(aAc)=T[(aNb)Va]Al(aNb)V ] (V-distribucién)
=aA[(aNb) V(| (definicion de inf{a,b}, Absorcion)
=aAN[(aVec)N(bVe) (A-distribucién)
=aAN(aVe)A(bVe) (distributividad)
=lan(aVc)A(bVec)
=aN(bVec) (definicion de sup{a,c})

<) Se obtiene andlogamente a la anterior intercambiando A y V. |

La siguiente definiciéon es dada debido a que mas adelante se probaran algunos hechos
para los cuales es necesaria su aplicacion, como son los conceptos de compactos, co-

compactos, compactamente generado, co-compactamente generado en los reticulos.

Definicion 2.14. Sean (S, <) un reticulo completo y a € S. Una coleccién {b,},er

de elementos de S es cubrimiento de a, si a < \/ b,. De manera dual, una coleccién
vyel’
{b,}er de elementos de S es un co-cubrimiento de a, si a > A b,.
vel

Ejemplo 2.15. En el reticulo de los cerrados en la recta real con la topologia usual de
R, si tomamos el elemento [1,00) C R tenemos que [1,00) < sup[l,n], n € N;n > 1,
luego [1,n] es un cubrimiento en R.

Ahora veamos que [0, 1] por ser un elemento compacto en R (Teorema de Heine-Borel),
es un cubrimiento en R.

Cabe generalizar que cada elemento de la forma [a, b] es un cubrimiento en R.

Definicion 2.15. Sea (S, <) un reticulo completo. Un elemento a de S es compacto,

si para cada cubrimiento {b,},er de a, existe un nimero finito v, ¥a, ..., 7, € I tales
n

que a < \/ b,,. De manera dual, a € S es co-compacto, si para cada co-cubrimiento
i=1

{by}-er de a, existe un nimero finito vy, ye, ..., v, € I tales que a > A bs,.
i=1
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Definicion 2.16. Un reticulo completo (S, <) es compactamente generado, si todo
elemento de S se puede expresar como el sup de una colecciéon de elementos compactos
de S, es decir; un reticulo completo (S, <) es compactamente generado si el conjunto de
los elementos compactos de S es V-denso en S. De manera dual, un reticulo completo
(S, <) es co-compactamente generado si el conjunto de los elementos anti-compactos
de S es A-denso en S.

Ejemplo 2.16. En el reticulo de los cerrados en la recta real con la topologia usual de
R, cada cerrado en R se puede ver como el Sup de todos los cerrados y acotados que

estén contenidos en el.

2.1. Algunos resultados en reticulos isomorfos

En esta seccién se trabajaran algunas propiedades enunciadas antes para los reticulos
pero aplicandolas ahora sobre reticulos isomorfos.
Un isomorfismo preserva los sup e inf existentes, bajo este hecho podemos citar la

siguiente proposicion.

Proposicion 2.1.1. Si (5,<),(5, <) son conjuntos parcialmente ordenados, y
¢ (S,<) — (5, =2) un isomorfismo de orden, y A C S tal que A Ay \/ A existen,

entonces

s(\/A) =\ oA), v o(/\A)=/oA).

Este hecho es 1til para probar que la modularidad, la distributividad y la compacidad

son propiedades que se preservan bajo isomorfismos.

Afirmacién 2.1.1. Sea ¢ un isomorfismo del reticulo (S, <) en el reticulo (S', <), si

(S, <) es distributivo entonces (S', <) es distributivo.

Demostracion. Si ¢ es un isomorfismo del reticulo (S, <) en el reticulo (5’, <), por

ser ¢ biyectiva se tiene que para cada a’,b',¢ € S’ existen a,b, ¢ € S tnicos tales que
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y por tanto (S’, <) es distributivo. |

De igual manera se tiene que si (5, <) es modular, (S, <) también lo es.

Con los anteriores resultados se llega a la siguiente proposicion:

Proposicion 2.1.2. Si (S, <) y (S5, =) son reticulos isomorfos, entonces:

1. (S, <) es modular si, y sélo si, (57, <) es modular.
2. (9, <) es distributivo si, y sélo si, (S, =) es distributivo.

Proposicion 2.1.3. Ahora bien si (S, <) es completo, del isomorfismo ¢ se sigue que

(S', <) es completo, y si a € S es compacto, ¢(a) es compacto en S’

Demostracion. De hecho; si {0 },cr es un cubrimiento de ¢(a), para cada v € T
existe un tinico b, € S tal que ¢(b,) =V, luego si ¢(a) X\ ¥, = \/ ¢(b,), entonces
vel el

como ¢ preserva el sup, se tiene que ¢(a) =< ¢(\/ by), luego por ser ¢ isomorfismo,
vel

a < \/ b,y como a es compacto en S, existe un nimero finito de elementos de I, dig-
el

amos 71,7z, - - -, Y tales que a < \/ b, por tanto ¢(a) < ¢(\V by,) =V ¢(b,,) = V b .
=1 i=1 ; .

Asi, ¢(a) es compacto en S’
|

De manera anéloga se tiene que si a es co-compacto en S,  ¢(a) es co-compacto en S’
Si (S, <) es compactamente (co-compactamente) generado, (S, <) también lo es.

A manera de resumen, tenemos que:
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Proposicion 2.1.4. Si (S5, <) es reticulo completo, y ¢ : (5,<) — (5',=<) es un
isomorfismo, entonces:

1. a es compacto (co-compacto) en S siy sélo si ¢(a) es compacto (co-compacto) en
S’

2. (59,<) es compactamente (co-compactamente) generado si y sélo si (S', <) es

compactamente (co-compactamente) generado.



CAPITULO 3

FILTROS

En esta seccion introducimos algunas propiedades basicas de los filtros sobre un conjunto

S.

Definicion 3.1. Un filtro F sobre un conjunto no vacio S es una colecciéon no vacia
de subconjuntos de S (F C P(5)) que satisface:

1. 0¢F.
2. Si Fi, F; € F entonces Fi1NFy € F.

3. SiFeFyWCSestal que F C W, entonces W € F.

Ejemplo 3.1. 1. Sea X un conjunto no vacio, sea A C X un conjunto no vacio y
sea F' el conjunto de todos los subconjuntos de X que contiene a A, es decir,
F={FCX: AC F} es un filtro sobre X.

2. En un espacio topoldgico X, el conjunto de todas las vecindades de un punto
xr € X, es un filtro sobre X.

3. Los complementos de los subconjuntos finitos de N son elementos de un filtro
sobre N es decir, F = {F' C N: N~ F es finito} es un filtro llamado el filtro de
Fréchet.

20
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4. Si X es un conjunto infinito, F = {F C X : X ~\ F es finito} es el filtro de

complementos finitos de X.

Nota 3.1. Denotamos por Fil(S) al conjunto de todos los filtros sobre S.

Sif) #£ A C S, la coleccién {B € S | A C B} es un filtro sobre S llamado el filtro
principal generado por A y, lo notaremos por (A). De igual forma denotaremos por

(x) al filtro principal generado por el conjunto unitario {x}.

Definicion 3.2. Una coleccién no vacia § C P(S) es una base para un filtro sobre .S,
sif) &,y si By, By € 3, existe By € 3 tal que By C B; N Bs.

Si 3 es una base para un filtro sobre S, el filtro
(B) ={A C S |existe Bef tal que B C A}

es llamado el filtro generado por la base 5.

Ejemplo 3.2. Como en el Ejemplo 3.1.1., sea X un conjunto no vacio, el conjun-
to de todos los subconjuntos de X que contiene un subconjunto no vacio A de X,
F={F CX:AC F} un filtro sobre X, si se toma a = { A} entonces [ es una base
para el filtro F={F C X : AC F}.

Definicion 3.3. Una coleccién no vacia §° C P(S) es una sub-base para un filtro
sobre S, si cada interseccion finita de elementos de (' es no vacia.
Si 8/ C P(S) es una sub-base para un filtro sobre S, entonces la coleccién de todas las

intersecciones finitas de elementos de 3’ es base para un filtro sobre S. El filtro

(8" = {A C Slexiste By, Bs, ..., B, € 3 tales que ﬂBi C A}

i=1
es llamado el filtro generado por la subbase 3.
Ejemplo 3.3. Si X es un conjunto no vacio ) # A C X, el conjunto de todos los

subconjuntos de X que contiene a A, F = {F C X : A C F'} un filtro sobre X, tal que
(' = {A} es una sub-base para el filtro F = {F C X : AC F} = (A).

Como consecuencia de los Ejemplos 3.2 y 3.3, se tiene que:
Todo filtro es base de filtro y toda base de filtro es también sub-base de filtro.

Definicion 3.4. Sean S un conjunto no vacio y U un filtro sobre S. Decimos que U es
un ultrafiltro si para cada F € Fil(S) tal que U C F, se tiene que U = F.
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Ejemplo 3.4. 1. Elconjunto P({a,b,c}) confiltro F = {{c},{a,c},{b,c},{a,b,c}},
el generado por {c}, ({c}) es un ultrafiltro de |{a, b, c}|.

2. Si X esun conjuntonovacioya € X, F={F C X:a€ F} = ({a}) esun

ultrafiltro sobre X y es llamado el ultrafiltro trivial o principal generado por a.

Proposicion 3.1. Dado cualquier filtro F sobre un conjunto .S, existe un ultrafiltro U
sobre S tal que F C U.

Teorema 3.1. Todo filtro es la interseccion de todos los ultrafiltros que lo contienen.
Es decir, si F € Fil(S), entonces

F = ﬂ{u € Fil(S) |U es un ultrafiltroy F CU}.

Las demostraciones de la proposicién y el teorema anterior se pueden consultar en [1].

A continuacién probaremos algunas proposiciones que seran necesarias mas adelante.

Proposicion 3.2. Sean S un conjunto no vacio y F un filtro sobre S. Si existe un
subconjunto finito B de S tal que B € F, entonces F = (A) para algin A C B.

Demostracion.

Sean F € Fil(S) y B C S, B finito con |B| = n tal que B € F. Veamos que existe
A C B tal que F = (A).

Sea C={C C B | C € F}. La coleccién C es no vacia pues B € C.

Afirmamos que F = ( (] C ). En efecto; puesto que la coleccién C tiene menos de
cec

2" elementos, entonces (| C € F (pues para cada C € C, C € F y F es cerrado
cec

para intersecciones finitas), y asi < N C> C F. Por otro lado, si F € F, entonces

cec

FNBeCyportanto (| C C FNBCF,es decir, F € < N C’> y por consiguiente
cec cec

F C < N C’> . Por tanto, si tomamos A = (| C' C B tenemos que F = (A). |

cec cec

Afirmacion 3.1. Sea S un conjunto no vacio. Entonces: S es finito si, y sélo si, todo

filtro sobre S es principal.

Demostracion.
Si S es finito y F es un filtro sobre S, de la Proposicién 3.2 se sigue que F es principal.

Reciprocamente, si S no es finito, existe el filtro de los complementos finitos
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Feopin = {A € S| S~ A esfinito}, el cual no es principal, pues si A € Feppin €n-
tonces para cada a € A, A~ {a} € Feopin (pues S\ A es finito y por consiguiente
SN (AN {a}) = (S~ A) U {a} también lo es), y es claro que A € A \ {a}, luego
A~ {a} ¢ (A). Por tanto, Feopin # (A) para todo A C S. [

3.1. El reticulo de los filtros

Véase que (Fil(S),<) es un conjunto parcialmente ordenado ( < es el orden de la
inclusién), y puesto que la interseccién de filtros sobre un conjunto S, es de nuevo un

filtro sobre S, dada cualquier colecciéon {F,}.er de elementos de Fil(.S), se tiene que

A F, = [ F, siempre existe. Para el caso en el que {F,},er es una coleccién de
vyel vel
elementos de Fil(S), se tiene que \/ F, = |J F, no existe. Por lo tanto (Fil(S), <)

vyel’ yerl
es sOlo un conjunto parcialmente ordenado que no es un reticulo pues existe siempre el

inf pero no el sup.

Esto tultimo lo podemos ver mediante un ejemplo.

Ejemplo 3.5. Si S es un conjunto no vacio y a,b € S,a # b, y sean ({a}), ({b})
ultrafiltros distintos sobre S, claramente el inf entre ellos existe, pues la interseccion
de filtros sobre un conjunto S es nuevamente un filtro sobre S, pero el sup entre ellos
no existe pues si existiera éste debe contenerlo a ambos, es decir, debe existir un filtro
G sobre S tal que ({a}) N ({b}) € G pero como ({a}), ({b}) son ultrafiltros distintos
sobre S entonces ({a}) N ({b}) = 0 lo cudl contradice que G es un filtro sobre S.

Nota 3.1.1. El filtro formado por P(S) = F es llamado filtro impropio, pues § € F.

Ahora, como lo que se espera ver es el reticulo de los filtros entonces a (Fil(5), <) lo
completamos uniendole P(S), es decir, se trabaja con filtros impropios. Por tanto, si
admitimos a P(S) como filtro sobre S, Fil(S)UP(S) es un reticulo completo que tiene

como elemento méximo a P(S).

Afirmacién 3.1.1. Sea S un conjunto no vacio. St {F,}er una coleccion de elementos

de Fil(S) entonces: \| F, existe si, y solo si, |J F, es una sub-base para un filtro sobre
vyel’ vyerl

S. En tal caso \/ F, es el filtro generado por la sub-base |J F,.
vyel’ yerl
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Demostracion. Si {F,},cr es una coleccion de elementos de Fil(S), sabemos que

U F, es una sub-base para un filtro sobre S si y sélo si cada interseccién finita de
vyel’

elementos de |J F, es no vacia. Por supuesto, si tomamos By, By, ..., B, € F, para
r
’ye n n
un v € I, es claro que (| B; € F, y por tanto (| B; # 0, luego para que |J F, sea
i=1 =1 el

una sub-base para un filtro sobre S, es suficiente y necesario que para cada v, € ' y
para cada F, € F, y para cada F., € F,, F,NF, #0.

Ademas, si esto ocurre, es decir, si |J F, es una sub-base para un filtro sobre S,

el
entonces en Fil(S), \/F F, existe y es el filtro generado por la sub-base UF F,, es decir;
vE 1€
V F, = (U F,). En efecto; es claro que para caday € I', F, C (|J F,), y por tanto
el el vyel

(U F,) es cota superior del conjunto {F, | v € I'}. Por otra parte, si G € Fil(S) es
yerl

tal que para cada vy € I', F, C G, entonces si A € (|J F,), existen By, B, ..., B, €
vyel’

U F, tales que (| B; C A,y como paracadai € [ ={1,2,...,n}, B; € G (puespara
yerl i=1

cadai € I, B; € F, paraalginy; € 'y F, C G paracaday € I'), entonces (| B; € G
i=1
y por tanto A € G, es decir; si G € Fil(S) es tal que paracaday € I', F, C G, entonces

(U F,) € Gy por consiguiente ( |J F,) es la menor de las cotas superiores del conjunto
~yel yel

{F,|ve€Tl}. Luego \V F,=(U F). |

vel ~vel

Por otro lado, nétese que si existen 7,7’ € I tales que para algin F, € F, y para algin

F., € F, se tiene que F, N F,, = (), entonces en Fil(S), \/ F, no existe (pues ningin
yer
filtro G sobre S puede contener a F, y F, ya que de lo contrario ) = F, N F, € G lo

cual contradice que G es un filtro sobre 5).

Claro, en Fil(S) U P(S) el sup de cualquier coleccién de elementos de Fil(S) siempre
existe, pues Fil(S) U P(S) es un reticulo completo. En el caso en que la unién de los
elementos de la coleccién dada, no sea una sub-base para un filtro sobre S, entonces el

sup de la coleccién es P(S).



CAPITULO 4

PRETOPOLOGIAS

En estd seccién introducimos el concepto de pretopologia sobre un conjunto .S, se hace
un breve estudio de las mismas, mostramos algunos ejemplos de pretopologias sobre
un conjunto que no son topologias, y caracterizamos las pretopologias y las topologias
sobre S, a partir de la operacién de interior asociada a estas y también, a partir de
cierta coleccion de filtros sobre S llamados filtros de vecindades de los puntos de S.

Gran parte de la terminologia y notacion de esta seccién es tomada de [3].

Definicion 4.1. Una pretopologia o un operador pretopolégico sobre un conjunto S

es una funcién p : P(S) — P(S) que cumple las siguientes propiedades:

(K1) p(0) =0.

(K2) A C p(A) para cada A C S.

(K3) p(AUB) =p(A)Up(B) para cada A, B C S.

El par (S,p) es llamado un espacio pretopoldgico y el conjunto p(A) es llamado la

clausura de A en (5, p).
Si ademads de las propiedades (K1), (K2)y (K3), p satisface la propiedad

(K4) p(p(A)) = p(A) para cada A C S,

25
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entonces p es una topologia sobre .S o un operador topolégico de clausura de Kuratowski,

y el par (S, p) es llamado un espacio topoldgico.

Ejemplo 4.1. 1. La funcién p: P(S) — P(S) definida por:
p(A):=A paracada ACS (4.1)

es una pretopologia sobre S pues:

L] p(@):®§
= p(AUB) = AU B = p(A) Up(B);
= ACp(A) = A.

2. La funcién p : P(S) — P(S5) definida para cada A C S por

0 si A=0,
p(A) = ' (4.2)
S si A0
es una pretopologia sobre S pues:
= p(0) =0;
» ACp(A) =S5,

» SiAUB =0, p(AUB) =0 = p(A) Up(B);
Si AU B # 0, entonces p(AU B) = S = p(A) Up(B).

3. Sea S un conjunto con por lo menos dos elementos, a y s donde a # s, entonces
la funcién p, s : P(S) — P(S) definida por:

0 si A=10,
pa,s(A) = S~ {S} si A= {a}, (43)
S si A£{a}y A#0D

es una pretopologia sobre S pues:

= p(0) = 0;
= A C p(A) miremos:
Si A = {a} entonces p(A) = S\ {s}, luego A C p(A) pues a # s.
Si A # {a} entonces p(A) = Sy, claramente A C S, por lo cual A C p(A).



27

» Sean A, B C S se puede tomar que A # () # B (pues si A =0, 0 B = 0,
entonces AUB = A, 0 AUB = B; y p(AU B) = p(A) = p((A)Ud) =
p(A) U p(B), por lo cual p(AU B) = p(A) U p(B), de igual forma cuando
AUB = B).

Si AU B = {a} entonces A = B = {a}, por lo tanto p(AU B) = S\ {s} =
(S~ A{sH U (S~ {s}) =p(A) Up(B).

Si AU B # {a} entonces A # {a}, o B # {a}, de lo cual se tiene que
p(A)Up(B) = S. Por otro lado, p(AU B) = S (porque AU B # {a}). Luego
P(AU B) = p(A) Up(B).

Ejemplo 4.2. Sean S un conjunto no vacio y {p,},er una colecciéon no vacia de pre-

topologias sobre S. Entonces, la funcién pn,. : P(S) — P(S) definida por

Par(A) = U py(A) para cada A C S,

~yel'

es una pretopologia sobre S. En efecto: es claro que pa.(0) = U p,(0) = 0 (pues
yel’

p,(0) = 0 para cada vy € T') y que A C pr.(A) = U p,(A). Sean A, B C S, entonces,
vel

como para caday € I', p,(AUB) = p,(A)Up,(B) (pues p, es una pretopologia sobre
S para cada v € I'), se tiene que

par(AUB) = Up,y(A UB)

yerl

= Jw.(4)up,(B)

vel

- (UMA)) U (Up«B))

~vel ~yel

= p/\F(A) U p/\F(B)‘

Por consiguiente p,,. es una pretopologia sobre S.

Ejercicio 4.1. Teniendo en cuenta el Ejemplo 4.1.3., la funcién definida como p, s de

igual forma definimos p;; entonces bajo estas condiciones qué es p, s U pp?

La definicién anterior es tomada de [4], aunque alli le piden a una pretopologia (ademas
de las tres condiciones de la definicién anterior) que sea mondtona, lo cual es una con-

secuencia de la propiedad (K2) tal y como se afirma a continuacion.
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Afirmacion 4.1. Sea S un conjunto no vacio. Sip : P(S) — P(S) es una pretopologia
sobre S entonces, para cada A, B C S tales que A C B se tiene que p(A) C p(B).

Ejercicio 4.2. Queda como ejercicio para el lector la prueba de la Afirmacion 4.1.

En [3, pag. 237] a las pretopologias sobre un conjunto S, les dan el nombre de op-
eracién de clausura para S, y a los espacios pretopoldgicos les dan el nombre de espacios

clausura.

De la definiciéon anterior tenemos que toda topologia sobre un conjunto S, es una pre-
topologia sobre S. A continuacion, presentamos un ejemplo de pretopologia sobre un

conjunto S, que no es una topologia sobre S.

Ejemplo 4.3. Sea S = Ny sea R C N x N una relacién definida por (n,m) € R si, y

sélosi, n=mom=mn+ 1.

Ahora, para un subconjunto A de N tenemos que

R(A) ={m e N | (3In € A)((n,m) € R)} y por consiguiente A C R(A) (pues si

m € Aexiste n € A (n=m) tal que (n,m) € Ry asi m € R(A).)

Por otra parte, si A, B C N entonces

R(AUB)={meN|(dne AUB)((n,m) € R)}

={meN[[EneA)((n,m) eR)] VvV I[Ene B)(n,m)eR)}
={meN|3@neA({(n,meR)}U{meN|(dIneB)((n,m)eR)}
= R(A)UR(B),

(nétese que la segunda igualdad se tiene puesto que el cuantificador existencial dis-

tribuye con respecto a la disyuncién).

Ademds, es claro que R(0) = 0.

De lo expuesto anteriormente tenemos que si tomamos p : P(N) — P(N) definida por
p(A) := R(A) para cada A C N, entonces p satisface

(K1) p(0) = 0.
(K2) A C p(A) para cada A C N.
(K3) p(AU B) = p(A) Up(B) para cada A, B CN

y por consiguiente p es una pretopologia sobre N.

Ademas, ndtese que p no satisface la propiedad (K4), pues

p(p({O, 1})) = {Oa 1,2, 3} 7"é {07 L, 2} = p({o, 1})
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Asi, existe A C N tal que p(p(A)) # p(A) y por tanto p no es una topologia sobre N.

Ejemplo 4.4. Sea (S, <) un conjunto bien ordenado y sea p : P(S) — P(S) definido
por p(A) := AUu{y € S| (Fx € A)(r —< y)} para cada A C S. Entonces p es
una pretopologia sobre S. Ademas, si S tiene por lo menos tres elementos p no es una
topologia sobre S.

En primer lugar, veamos que p es una pretopologia sobre S.

De la definicién de p, es claro que p(f)) = 0 y que A C p(A) para cada A C S, con lo
cual sélo falta probar que para cada A, B C S se tiene que p(AUB) = p(A)Up(B), pero
esto, al igual que en el ejemplo anterior, se sigue de la distributividad del cuantificador
existencial con respecto a la disyuncion.

Asi, p es una pretopologia sobre S. Ahora veamos que si S tiene por lo menos tres
elementos, p no es una topologia sobre S.

Supongamos que |S| > 3. Como (S,<) es un conjunto bien ordenado, S tiene un
primer elemento x;. Sea A el conjunto unitario formado por el primer elemento de S,
es decir; A = {x;}. Nuevamente, puesto que S es bien ordenado y |S| > 3, el conjunto
Ay :={x € S| x; < x} es no vacio y por tanto tiene un primer elemento z,. Luego
tenemos que r; < T3y que si x € S es tal que © # x5 y x1 < x, entonces x € A;
y ademds zy < x (pues x5 es el primer elemento de A;), y por tanto x; —< x9. Asi,
p(A) = {1, 22}. Nuevamente, por ser S un conjunto bien ordenado con més de dos
elementos, el conjunto Ay := {z € S | 3 < x} es no vacio y por tanto tiene un primer

elemento x3 el cual cubre a z5. Asi, p({x1,22}) = {x1, 22, x3}. Luego tenemos que

p(p(A)) = p({z1, 22}) = {1, 72, 73} # {71, 22} = P(A).

Por consiguiente, si |S| > 3, existe A C S tal que p(p(A)) # p(A) y por tanto p no es

una topologia sobre S.

Por supuesto, el Ejemplo 4.6 es una generalizacion del Ejemplo 4.3.

Definicion 4.2. Sean S un conjunto no vacio y p una pretopologia sobre .S. Definimos
el operador de interior (asociado a p) denotado por int, como la funcién de P(S) en
P(S) definida por

int,(A) =S~ p(S~A), paracada ACS.

El conjunto int,(A) es llamado el interior de A en el espacio pretopolégico (S, p).

Ejemplo 4.5. 1. En la funcién p definida en el Ejemplo 4.1.1., al hallar el int,

definimos:
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int,(A) = S~ p(S N A), pero como p(S ~ A) = S\ A entonces int,(A) =
SN SN A=A, porlo tanto int,(A) = A.

2. Enla funcién p definida en el Ejemplo 4.1.2., si se quiere hallar el int,(A) entonces

tenemos que:

int,(A) = g Si' i%i (4.4)
S1 = D.

pues: Si A = S entonces int,(A) =S\ p(S\S)=5~0=S,y

Si A # S entonces int,(A) = S\ p(SNA) =55 =0, pues p(S\NA)=S.
Ejercicio 4.3. Hallar el int,(A) de la funcién definida en el Ejemplo 4.1.3.
Ejercicio 4.4. Hallar el int,(A) de la funcién definida en el Ejemplo 4.3.

Nota 4.1. De la definicién anterior tenemos que para cada A C S, int,(A) = (p(A°))°.
Ademés, es claro que la operacién de interior (o el operador de interior) estd determinado

de manera unica por la pretopologia p.

Afirmacion 4.2. Sean S un conjunto no vacio y p una pretopologia sobre S. Entonces

el operador de interior int, satisface las siguientes propiedades:

(i1) int,(S) = S;
(i2) Para cada A C S, int,(A) C A;

(i3) Para cada A, B C S, int,(AN B) =int,(A) Nint,(B).

Demostracion.

1. Veamos que int,(S) = S. Puesto que p es una pretopologia sobre S,

p(S\9)=p(0) =0, asi int,(S)=S~p(S\S)=5\0=5.

2. Sea A C S. Veamos que int,(A) C A.
Puesto que S~ A C p(S \ A) entonces S N\ p(S~A) C S~ (5N A), es decir
int,(A) C A.
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3. Sean A, B C S. Veamos que int,(A N B) = int,(A) Nint,(B).
Si A, B C S entonces, como p es una pretopologia sobre S, de la propiedad (K3)
y la definicién de int, se sigue que

int,(ANB)=S~p(S~(ANB))
=9S\p((SNA)U(S\DB))

=S~ [p(S~A)Up(S~\ B)

=[SN\p(SNA)]N[S~\p(S~\B)

= int,(A) Nint,(B).

Observacion 4.1. Obsérvese ademas que el operador de interior es mondtono, pues
si A,B C S son tales que A C B, entonces S~ B C S~ Ay por la Afirmacién 4.1
se tiene que p(S ~\ B) C p(S \ A), luego (S~ p(S~A)) C (S~ p(S~\ B)), es decir,
int,(A) Cint,(B).

Afirmacion 4.3. Sea S un conjunto no vacio. Si int : P(S) — P(S) es una funcién
que satisface las tres propiedades de la afirmacién anterior, es decir; si int : P(S) —

P(S) es una funcién que satisface:

(i1) int(S) = S;
(i2) Para cada A C S, int(A) C A;
(i3) Para cada A,B C S, int(AN B) = int(A) Nint(B),

entonces existe una tnica pretopologia p sobre S para la cual int,(A) = int(A) para
cada A C S.

Demostracion.

Supongamos que la funcién int satisfaces las tres condiciones mencionadas y definamos

p: P(S) — P(S) mediante
p(A) := S~ int(S N A) paracada A CS. (4.5)

Veamos que p es una pretopologia sobre S.

1) p(@) =S~ int(S~0)=5S~int(S)=5~5=0.
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2) Sea A C S. Veamos que A C p(A). Puesto que por hipétesis int(S ~ A) C (S A),
entonces A C S~ int(S \ A), es decir, A C p(A).

3) Sean A, B C S. Veamos que p(AU B) = p(A) Up(B). De la definicién de p tenemos
que p(AUB) = S\int(S~\(AUB)) = S\ int((S~A)N(S\ B)) y como por hipdtesis
int((SNA)N (S~ B)) =int(S~A) Nint(S \ B) entonces S\ int((S~ A) N (S~
B)) = S~ (int(S~ A) Nint(S~ B)) = (S~ int(S~ A)U(S~int(S\ B)), luego
p(AUB) = (S~ int(S~A))U(S~int(S~\ B))=p(A)Up(B).

Luego de 1),2) y 3) se sigue que p es una pretopologia sobre S.

Ahora veamos que para cada A C S, int,(A) = int(A).

Sea A C S. De la Definicion 4.2 se tiene que int,(A) = S\ p(S ~\ A). Ahora, como por
(4,5) p(S~NA) =85 ~nt(S~ (5~ A)) entonces p(S~ A) = 5\ int(A) y por tanto
SN p(S~A)=1int(A). Es decir, int,(A) = int(A).

Para ver que p es la tinica pretopologia sobre S para la cual int,(A) = int(A) para cada
A C S, supongamos que ¢ es una pretopologia sobre S para la cual int,(A) coincide
con int(A) para cada A C S. Veamos que p = q.

Sea A C S. Veamos que p(A) = q(A). Puesto que para cada subconjunto de S los
conjuntos interiores en los espacios pretopolégicos (S, p) y (S, ¢) coinciden con su imagen
segun la funcién int, entonces int, (S~ A) = int(S \ A) y int, (S N A) = int(S N A),
luego int, (S~ A) = int, (S A), es decir, SN p(SN(SNA) =9 qg(SN(SNA)y
por tanto p(A) = q(A). Asi p = gq. |

De lo anterior tenemos que toda pretopologia esta completamente determinada por su

operador de interior.

A continuacién, definimos quienes son los conjuntos abiertos y los conjuntos cerrados
en un espacio pretopoldgico.

Definicion 4.3. Sean (S,p) un espacio pretopolégico y A C S. Decimos que A es
abierto en (5, p) si A coincide con su interior, es decir, si A = int,(A). Decimos que A

es cerrado en (9, p) si A coincide con su clausura, es decir, si A = p(A).

Nétese que en un espacio pretopolégico (S, p), un subconjunto A de S es abierto si y



33

solo si su complemento S \ A es cerrado. De hecho;

A es abierto en (S,p) & A =int,(A)
& A=95\p(S\A) (definicién de int,(A))
& SNA=p(S\A
< S\ A es cerrado en (S, p).

De la definicién de pretopologia se sigue que la clausura de un conjunto no necesaria-
mente es cerrada. De igual forma se tiene que el interior de un conjunto no necesaria-

mente es abierto tal y como lo ilustra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.6. Sea (N, p) el espacio pretopolégico del Ejemplo 4.3, recuérdese que para
ACN, p(A) =R(A) = {m € N | existe n € A tal que (n,m) € R} donde R es la
relacién definida por (n,m) e R<n=m o m=n+1.

Sea A = {2,5,6}. Entonces 2,5 € p(N~ A) pues (1,2),(4,5) € Ry 1,4 € N\ A,
ademds, 6 ¢ p(N ~ A) pues 6 solo esta relacionado (segin R) con él mismo y con el
5y, ninguno de los dos estd en N~ A. Asi p(NN A) = p(N N {2,5,6}) = N~ {6}y
por tanto int,(A) = NN p(NNA) =N~ (NN {6}) = {6}. Por otra parte, nétese que
inty(int,(A)) = int,({6}) = 0 pues p(N\ {6}) = N (ya que N\ {6} C p(N~ {6}) y
(5,6) € R, es decir; 6 € p(N \ {6})). Luego int,(int,(A)) # int,(A).

Lo expuesto anteriormente conlleva a la siguiente afirmacién:

Afirmacion 4.4. Sean S un conjunto no vacio y p una pretopologia sobre S. Entonces:
p es una topologia sobre S si y sélo si para cada A C S se tiene que int,(int,(A)) =
int,(A). Es decir, p es una topologia sobre S si y sélo si el operador de interior int, es

idempotente.

Demostracion.
Sean S un conjunto no vacio y p una pretopologia sobre S. De la Definicién 4.1 tene-
mos que p es una topologia sobre S si y sélo si p es idempotente, es decir, p es una

topologia sobre S si y sélo si p(p(A)) = p(A) para cada A C S. Sea A C S. Veamos que
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int,(int,(A)) = int,(A). Tenemos que

int,(int,(A)) = S\ p(S N int,(A)) (definicién de int,)
=S\ p(SN[S~p(S~\A) (definicién de int,)
=S\ p(p(S~ A4)
=S\p(S\A) (p es idempotente)
= int,(A) (definicién de int,)

Por tanto, si p es una topologia sobre S, para cada A C S se tiene que
int,(int,(A)) = int,(A).

Reciprocamente, veamos que si para cada A C S se cumple que int,(int,(A)) = int,(A),
entonces p es una topologia sobre S. En primer lugar nétese que

SNint,(SNA) =SSN [I\p(SN(SNA))] =p(A). Sea A C Sy supongamos que int,
es idempotente. Entonces:

p(p(A)) = S~ inty (S~ p(A))
= S ~\int,(S N [S N int, (S N A)]) (p(A) = S ~Nint,(S N A))
= S ~int,(int, (S N A))
= S\ int,(S N A) (int, es idempotente)

= p(4)
Por lo tanto, si el operador de interior int, es idempotente entonces p es una topologia
sobre S, es decir; si para cada A C S se cumple que int,(int,(A)) = int,(A), entonces

p es una topologia sobre S. ]

Con las anteriores afirmaciones 4.3 y 4.4 se tiene inmediatamente el siguiente corolario:
Corolario 4.1. Sea S un conjunto no vacio. Si int : P(S) — P(S) es una funcion

que satisface:

(i1) int(S) = S;

(i2) Para cada A C S, int(A) C A;

(i3) Para cada A, B C S, int(AN B) = int(A) Nint(B);
(i4) Para cada A C S, int(int(A)) = int(A),

entonces existe una unica topologia p sobre S para la cual int,(A) = int(A) para cada
ACS.
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Definicion 4.4. Sean (S, p) un espacio pretopoldgico y = € S. Una vecindad de z en el

espacio pretopoldgico (S, p), es un subconjunto A de S que contiene a = en su interior,

es decir; un subconjunto A de S es una vecindad de x en (S, p) si y sélo si x € int,(A).

Ejemplo 4.7. Del Ejemplo 4.6 se sigue que A = {2,5,6} es una vecindad de 6 en (N, p)
(pues 6 € int,(A) = {6}), pero A no es vecindad ni del 2 ni del 5.

Afirmacion 4.5. Sea (S,p) un espacio pretopoldgico y para cada x € S sea V,(x) la

coleccién de subconjuntos de S definida por:

Vp(r) :={AC S|z gp(S~ A}

Entonces, para cada = € S, la coleccién V,(x) satisface las siguientes propiedades:

(FV1) z € V para cada V € V,(x).

(FV2) Si Vi, Vi € V,(x) entonces, Vi NV, € V().

(FV3) SiV eV,(z) y VCW C S, entonces W € V,(z).

Demostracion.

1.

Veamos que V,(z) satisface la propiedad (F'V1). Sea V € V,(z), por definicién
de V,(z) se tiene que = ¢ p(S V), y como S~V C p(S V) (pues p es una
pretopologia sobre S) se sigue que x ¢ S\ V y por tanto, z € V.

Veamos que V,(x) satisface la propiedad (F'V2). Sean Vi, V, € V,(z). Veamos que
Vinvy € V,(x).

Puesto que Vi,Va € V,(x), entonces x ¢ p(S ~ Vi) y z ¢ p(S \ V2), luego
r ¢ (p(S~ V1) Up(S~\ V). Ahora, como p es una pretopologifa sobre S, se
tiene que p(S \ Vi) Up(S\ Vo) = p((S W) U (SN 13)) = p(S~ (Vi N Va)).
Tenemos entonces que, el hecho que z ¢ (p(S ~ V1) U p(S \ V3)) implica que
z ¢ p(S~ (VinVy))y por tanto Vi NVa € V,(z).

Veamos que V,(z) satisface la propiedad (F'V3). Sean V € V,(x) y W C S tales
que V- C W. Veamos que W € V,(x), es decir, veamos que = ¢ p(S ~ W).

Puesto que V. C W, S~ W C S~V y como p es una pretopologia sobre S se
sigue que p(S~ W) C p(S W) (Afirmacion 4.1). Ahora, puesto que V € V,(z),
z & p(S\V) D p(S\W), se tiene que x ¢ p(S~W) y por consiguiente W € V,(x).
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Definicion 4.5. En un espacio pretopolégico (S, p) para cada x € S, la coleccién V,(x)

es llamada el filtro de vecindades de z.

Ejemplo 4.8. Para la pretopologia del Ejemplo 4.1.1. definida por pt(A) := A para
cada A C S, se tiene que para cadaxz € S, V, (v) = (z) = {A C S|z € A}, pues si
A € (z), entonces x € Ay por tanto x ¢ S\ A =p(S\ A), es decir, A € V, (). Luego

() €V, () y como (z) es un ultrafiltro se sigue que V,. (x) = (x) para cada z € S.

Proposicion 4.1. Sean S un conjunto no vacio, p una pretopologia sobre S, A C S
y € S. Entonces = € p(A) si y sélo si para cada V € V,(x), VNAZ#(.

Ejercicio 4.5. Se plantea como ejercicio para el lector la prueba de la anterior proposi-
cion.
Proposicion 4.2. Sea S un conjunto no vacio. Si para cada x € S se ha asignado una

coleccién F, de subconjuntos de S que satisface las propiedades de la Afirmacién 4.5,

es decir, si para cada x € S la coleccién F, satisface que:

(FV1) x € F para cada F € F,.
(FV2) Si Fy, Fy € F, entonces, Fy N Fy € F,.

(FV3) Si Fe F,y FCW C S, entonces W € F,,

entonces existe una unica pretopologia p sobre S para la cual el filtro de vecindades de
cada z € S, V,(x) coincide con la coleccién F,; es decir; existe una tnica pretopologia

p sobre S para la cual V,(z) = F, para cada x € S.

Demostracion.
Supongamos que para cada z € S la coleccién F, satisface (FV1), (FV2)y (FV3)y
definamos p : P(S) — P(S) mediante

p(A) :={x €S| paracada F € F,, FNA#0} ,paracada ACS. (4.6)

Veamos que p es una pretopologia sobre S.

De la definicién de p (4,6) se sigue que p(0) = 0, y que A C p(A) para cada A C S
(six € A, puesto que la coleccién F, satisface (F'V'1), para cada F' € F,, x € F y por
tanto para cada F € F,, v € FNA# ), asi 2 € p(A)), con lo cual solo falta probar
que para cada A, B C S, p(AU B) =p(A)Up(B).

Sean A,B C S. Veamos que p(AU B) = p(A) Up(B). Si z ¢ p(AU B), de la
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definiciéon de p (4,6), se tiene que existe F' € F, tal que (AU B) N F = 0, luego
(AUB)NF =(ANF)U(BNF)=0yportanto ANF =0y BNF = 0. Asi,
r ¢ p(A) y x ¢ p(B) y por consiguiente x ¢ p(A) U p(B). De lo cual tenemos que
p(A)Up(B) C p(AU B).

Reciprocamente, si z ¢ p(A) U p(B), entonces x ¢ p(A) y = ¢ p(B), luego de (xx) se
sigue que existen [y, Fy € F, tales que F1NA =0y F,N B = 0. Ahora, puesto que F,
satisface (FV2) y Fy, Fy € F,, FiNF, € F, y ademés

(FiNFy,)N(AUB) = (FINF)NA)U((F1NFR)NB) = ((FiNA)NE,)U((FoNB)NEy) = 0.

Luego, existe F' € F, (F = F1NFy) tal que FN(AUB) = () y por tanto z ¢ p(AU B).
De lo cual tenemos que p(AU B) C p(A) Up(B).

Asi, p es una pretopologia sobre S.

Ahora veamos que para cada x € S, V,(z) = F,.

Sea x € S. Si V € V,(x), entonces de la definiciéon de V,(z) (Afirmacién 4.5) se tiene
que z ¢ p(S V), luego de la definicién de p (4,6) se sigue que existe F' € F, tal
que (SNV)NF =0, luego F C V., y por tanto V' € F, (pues F, satisface (FV3)).
Reciprocamente, si F' € F,, de (4,6) se sigue que = ¢ p(S\F) (pues (SN F)NF =),
y por la definicién de V,(z) se sigue que F € V,(x). Asi V,(z) = F..

Para concluir la prueba, veamos que p es la tnica pretopologia sobre S para la cual
V,(z) = F, para cada z € S.

Sea ¢ una pretopologia sobre S para la cual V,(z) = F, para cada = € S. Veamos que
p = q, es decir, veamos que para cada A C S, p(A) = q(A). Puesto que para cada
reS, Vix)=F,=V,(x), entonces V,(z) = V,(z) para cada x € S. Ahora, si A C S,
entonces:

z € p(A) & paracada V € V,(z), VNA#D (Afirmacioén 4.1)
< para cada V €V, (z), VNA#D (V,(z) =V,(x) para cada x € S)
& e q(A) (Afirmacién 4.1)

Luego p = g y por tanto p es la tnica pretopologia sobre S para la cual V,(z) = F,
para cada x € S. |

De lo expuesto anteriormente tenemos que una pretopologia sobre un conjunto S

estd completamente determinada por la especificacion del filtro de vecindades de cada
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x € S.
Algunos autores (por ejemplo, ver [8]) dan la definicién de pretopologia a partir de
la coleccién de los filtros (o de una base para estos) de vecindades de cada punto del

conjunto en cuestion.

Ejemplo 4.9. Si S es un conjunto no vacio y {p,},er una coleccién no vacia de pre-

topologias sobre S, entonces para cadaz € S, |J V,, () es una subbase para un filtro
vel

sobre S (para caday € I', 'V, () es el filtro de vecindades de z en la pretopologia p. ),

pues si B es cualquier elemento de |J V,, (z), entonces B € V, () para algin y € I' y
yerl

por tanto (de la propiedad FV1 para V, (z)) se tiene que € B. Asi, todo elemento de

U V,, () tiene al punto x y por consiguiente cualquier interseccién finita de elementos
el

de J Vp, () tiene al punto = y por tanto es no vacia, ademas de esto se sigue que si V
vel

pertenece al filtro generado por |J V, (), entonces x € V.
vel

Asi, para cada x € S, el filtro generado por esta sub-base, (J V,,(z)), satisface la
yerl

propiedad FV1, y por ser un filtro, también satisface las propiedades FV2 y FV3. Luego

de la Proposicién 4.2 se sigue que existe una tnica pretopologia (la cual denotaremos

por py,.) para la cual el filtro de vecindades de cada x € S es precisamente el filtro

(U Vp, (). Ademas, de la demostracién de la Proposicién 4.2 podemos observar que
vel

la pretopologia p,. esta definida por

pup(A) :={x € S| ANF # 0 para cada F € (U Vp. (x))}, paracada ACS.

vyel’

Ejemplo 4.10. Sea S un conjunto con por lo menos dos elementos y sea s € S. Si
a cada r € S con x # s le asignamos la coleccion F, = (x) y a s le asignamos la
coleccién Fy = U N (s) donde U es un ultrafiltro distinto de (s), entonces para todo
x € S, la coleccién V,(x) satisface las condiciones FV1, FV2 y FV3 de la Afirmacién
4.5. Luego de la Proposicién 4.2 se sigue que existe una tnica pretopologia sobre S (la
cual denotaremos por p,y) para la cual cada x € S, el filtro de vecindades V,,, (z) es
precisamente la coleccién F,.

Claro, no es sencillo visualizar como es esta funcion, pues depende de dos ultrafiltros
distintos, sin embargo estas pretopologias (al igual que las de el ejemplo anterior) nos
seran de gran utilidad para describir mas adelante el reticulo de las pretopologias sobre

un conjunto S.



CAPITULO 5

ESTRUCTURA DEL RETICULO DE
LAS PRETOPOLOGIAS

En esta seccion se estudia cierta parte de la estructura del reticulo de las pretopologias
y definimos un orden en el conjunto de todas las pretopologias sobre un conjunto S.
Se han generado algunas afirmaciones apartir de otras proposiciones y afirmaciones que

tienen como objetivo describir la estructura de dicho reticulo.

Definicion 5.1. Sea S un conjunto no vacio y denotemos por Pret(S) al conjunto de
todas las pretopologias sobre S. Definimos en Pret(S) la relacién: dadas p, ¢ € Pret(S5)
p < qsiysolosiq(A) Cp(A) para cada A C S.

Entonces con la definicién anterior se puede asegurar que (Pret(.S), <) es un conjunto
parcialmente ordenado.

La siguiente afirmacién nos serd de gran utilidad para estudiar parte de la estructura de
(Pret(S), <).

Afirmacion 5.1. Sean p, q € Pret(S) p < gsiy sélosi V,(x) C V,(x) para cada x € S.
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Demostracion.

Sean p,q € Pret(S), = € Sy supongamos que p < ¢. Veamos que V,(z) C V,(x).

Sea A € V,(z). Puesto que p < ¢, se tiene que ¢(S ~ A) C p(S ~\ A) y puesto que
x & p(S~ A) (pues A € V,(z)), entonces x ¢ ¢(S ~ A) y por tanto A € V,(x). Asi,

tenemos que, si p < ¢ entonces para cada x € S V,(z) C V,(x).

Reciprocamente, supongamos que para cadaz € S, V,(x) C V,(x) y veamos que p < ¢,
es decir, supongamos que para cada x € S, V,(x) C V,(z) y veamos que g(A) C p(A)
para cada A C S.

Sea A C S. Siz ¢ p(A) de la Afirmacion 4.1 se sigue que existe V € V,(z) tal que
VN A=10,y puesto que V,(z) C V,(z) para cada = € S, entonces V € V,(z) y por
tanto, existe V' € V,(x) tal que VN A = 0 lo cual (nuevamente por la Afirmacién
4.1) implica que = ¢ ¢q(A). Luego si x ¢ p(A), entonces x ¢ q(A) y por consiguiente
q(A) C p(A). Asi, tenemos que si para cada z € S, V,(z) CV,(z) entonces p <¢. N

Para probar que (Pret(S), <) es un reticulo completo se hacen las siguientes afirma-

ciones.

Afirmacion 5.2. Sea S un conjunto no vacio y {p,},er una coleccién no vacia de

pretopologias sobre S. Entonces, el inf de la coleccién {p, },er que notamos (A p,) es
vyel’

la pretopologia pa.. : P(S) — P(S) definida por

Par(A4) = U p,(A) paracada ACS.

vyel’

Demostracion. Ya vimos que la funcién p,,. es una pretopologia sobre S, ver Ejemplo
4.2.

Ahora, es claro que para cada A C S, y para cada v € I, p,(4) C U py(A) = pan(A4),
vel

y por tanto, de la definicién del orden en Pret(S), se tiene que para cada v € T,

Par < Py y poOr consiguiente pu,. es cota inferior de la coleccién {p, }~er. Por otra parte,

si ¢ € Pret(S) es tal que ¢ < p, para cada v € I', es decir, si ¢ es una cota inferior

de la coleccién {p,},er, entonces para cada v € I' y para cada A C S, se tiene (de la

Definicién 5.1 del orden en Pret(S)) que p,(A) C ¢(A) y por ende |J p,(A4) C g(A)
yer

para cada A C S, es decir, pa.(A) C ¢(A) para cada A C S y por tanto ¢ < pp,.

Asi, pa. es la mayor de las cotas inferiores de la coleccién {p,} er y en consecuencia,
N Dy = DPar |

vyel
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Afirmacion 5.3. Sea S un conjunto no vacio y {p, },er una coleccién no vacia de pre-

topologias sobre S. Entonces, el sup de la coleccién {p,}er, (V py) es la pretopologia
el

pyr - P(S) — P(S) definida por

pup(A) = {x €S| ANF #() para cada F € (U pr(x))} para cada A CS.

vyel’

Demostracion.
Ya vimos que la funcién py,. es una pretopologia sobre S. Ver Ejemplo 4.9,

puesto que para cada v € I' y para cada x € S se tiene que

Vp,(x) © <U Vo, (if)> = Vo, (@),
vyel
de la Proposiciéon 5.1 se sigue que p, < py, para cada v € I' y por tanto py,. es cota
superior del conjunto {p, | v € I'}. Por otra parte, si ¢ € Pret(S) es cota superior
del conjunto {p, | v € I'} entonces p, < ¢ para cada v € I', y por consiguiente para
cada v € I' y para cada v € S, V, (x) C V,(x) (nuevamente de la Proposicién 5.1),
luego para cada x € S, |J Vp, () € V,(x) y por tanto (| V,, (z)) C V,(x) (pues
yel vyerl

si F' e (U Vp, (7)), existen By, By, ..., B, € |J V,,(x) tales que (| B; € F y puesto
yel vel’ i=1
que J Vp, () C Vy(x) y Vy(z) es cerrado para intersecciones finitas por ser un filtro,
el

entonces (| B; € V,(z) y por tanto F' € V,(z)), luego (otra vez de la Proposicién 5.1)
=1

1=
Pvr < q. Asi, py,. es la menor de las cotas superiores del conjunto {p, | v € I'} y por

\/p'y = DPvr-

vel’

tanto

Afirmacion 5.4. (Pret(S), <) tiene como elemento maximo “1” la pretopologia pr :
P(S) — P(S) definida por

pr(A):=A paracada ACS. (5.1)
Demostracion.

En el Ejemplo 4.1.1., vimos que pt es una pretopologia sobre S.
Ahora, si p € Pret(S) se tiene que, para cada A C S, A C p(A), es decir, A = pr(A) C p(A)
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para cada A C S y por tanto p < pt para cada p € Pret(S5).
Asi, la pretopologia pt es el “1”7 en (Pret(S), <). [ |

Afirmacion 5.5. (Pret(S), <) tiene como elemento minimo “0” la pretopologia p, :

P(S) — P(S) definida por:

(A) = 0 si A=0, (5.2)
P s s a2 '

Demostracion.

En el Ejemplo 4.1.2., vimos que p; es una pretopologia sobre S.

Ahora, si p € Pret(S) se tiene que, para cada ) # A C S, p(A) C S, es decir, p(A) C
S = py(A) para cada ) # A C S. Por otro lado, es claro que ) = p(0) C p,(0) = 0.
Luego, p(A) C py(A) para cada A C S y por tanto pt < p para cada p € Pret(.5).

Asi, la pretopologia p, es el “0” en (Pret(S), <). [ |

Como consecuencia de las afirmaciones 5.2 ; 5.3, 5.4 y 5.5 se tiene la siguiente Proposi-
cion:

Proposicion 5.1. (Pret(S), <) es un reticulo completo.

La siguiente Proposicién muestra que (Pret(S), <) es atémico.

Proposicion 5.2. (Pret(S), <) es atémico, sus a&tomos son precisamente las pretopologias
Pas - P(S) — P(S) definidas por:

0 si A=10,
pa,s(A) = S~ {S} si A= {a}, (53)
S si A#{a}y A#0

donde s y a son dos puntos distintos en S.

Demostracion.

En el Ejemplo 4.1.3., vimos que las funciones p, s son pretopologias sobre S para cada
a,s € S con a # s.

Ahora, veamos que para s,a € S (a # s) la funcién p, s es un atomo en Pret(S5).

Sea p € Pret(S) tal que p < p,s. Tenemos que si ) # A C Sy A # {a} entonces
Pas(A) = S, luego como p < p,, se tiene que S = p,s(A) C p(A) y por tanto



43

S = p(A) = pas(A) para cada A # {a}, y nuevamente como p < p,s se debe ten-
er que S\ {s} = p.s({a}) C p({a}) y por consiguiente p({a}) = S. Asi, tenemos que
si p € Pret(S) es tal que p < p,s, entonces p(A) = S para cada ) # A C S, y claro
p(0) = 0 (pues p es una pretopologia), es decir, p = p; = 0, y por tanto la funcién p, s

es un atomo para cada s,a € S con a # s.

Por otra parte, nétese que si p € Pret(S) y p # 0 = p,, existe a € S tal que p({a}) # S
(pues si no, como p es mondtona (Afirmacién 4.1), dado ) # A C S, se tendria que para
cadaa € A, S =p({a}) Cp(A)y por tanto p = 0), luego p({a}) C S\ {s} para algin
s € S con s # a. Luego tenemos que si p € Pret(S), p#0, existen a,s € S (a # s),
tal que la funcién p, s : P(S) — P(S) dada en (5.3), satisface que p,s < p. Es decir,
dada una pretopologia p sobre S, p # 0, existe un atomo p, s € Pret(S) tal que p, s < p
y por consiguiente (Pret(5), <) es atémico.

El hecho que (Pret(5), <) sea atémico garantiza que todo atomo en Pret(S) es de la
forma dada en (5.3). |

Ahora veamos que (Pret(S), <) es co-atémico. Denotaremos los co-dtomos por psyy.
Antes de hacer la prueba, recuérdese que en Pret(.S) del Ejemplo 4.8 se sigue en términos
de filtro de vecindades, que el 1 = pr, es precisamente la pretopologia que tiene como

filtro de vecindades para cada = € S, la coleccién V,. (x) = (x).

Proposicion 5.3. (Pret(S), <) es co-atémico. psy € Pret(S) es un co-dtomo si y sélo
si, existe s € S tal que p tiene como filtro de vecindades para cada x # s la coleccion
Vpou(x) = () ={AC S |2 A} ypara s, V,_,(s) =UN(s) donde U es un ultrafiltro
distinto de (s).

Demostracion.

En primer lugar, veamos que si psy € Pret(S) es tal que existe s € S tal que p tiene
como filtro de vecindades para cada x # s la coleccion V,_ ,(v) = (r) = {A C S| x € A}
y para s, V, ,(s) = U N (s) donde U es un ultrafiltro distinto de (s), entonces p es un
co-atomo.

Sea p € Pret(S) tal que p # 1y psy < p. Veamos que psy = p.

De la Proposicién 5.1 se sigue que V, ,(v) C V,(r) para cada x € S. Ahora, si x #
s, Vpou(x) = (x) y como (x) =V, (r) C V,(z), y () es un ultrafiltro, se tiene que
V,(x) = (x). Luego para cada = # s, V,(x) = (z). Por otra parte, como V,(z) # 1,
entonces se debe tener que V,(s) # (s) (pues sino se tendria que V,(x) = (z) para todo

x € Sy por tanto p = 1), y asi, se tiene que U N (s) =V, ,(5) € V,(s) & (s). Veamos
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que (s) NU = V,(s). Puesto que V,(s) & (s), la coleccién § = {F \ {s}|F € V,(s)}
es base para un filtro G sobre S. En efecto, puesto que V,(s) G (s), para cada F €
Vo(s), F #{s}yasi®¢p.Porotra parte si By = Fy \ {s} y By = F» \ {s} estdn en
B, entonces By N By = (F1 \ {s}) N (Fy ~ {s}) = (F1 N Fy) ~ {s} € B. Por otro lado,
puesto que si F' € V,(s), F contiene a F'\ {s} y F € (s), entonces V,(s) C (s) NG y si
A € (s)NG, entonces s € Ay existe F' € V,(s) tal que F'\{s} C A,asi F C AU{s} = A
y por tanto A € V,(s) luego (s) NG C V,(s) y por consiguiente (s) NG = V,(s).
Ahora, si existe U € U tal que para cada F € V,(s), F ¢ U, entonces para cada
F € V,(s) se tiene que F ¢ U C UU{s} y por tanto UU{s} ¢ V,(s), lo cual contradice
que (s) NU C V,(s) (pues U U {s} € (s) NU). Asi, se tiene que para cada U € U
existe F' € V,(s) tal que FF C U C U U{s} y por consiguiente, para cada U € U existe
F € V,(s) tal que F'\ {s} C U, es decir, Y C G y como U es un ultrafiltro, se tiene
que U = G, luego V,, ,(s) = (s) NU = (s) NG = V,(s) y por consiguiente, para cada
v €S, V() =V,(x)y asi, psy = py por tanto p,y es un co-adtomo en Pret(S).
Ademas, es claro que todo co-dtomo en Pret(S) es de esta forma, pues si p € Pret(S) y
p # 1, entonces existe s € S tal que V,(s) & (s), y por tanto V,(s) no es un ultrafiltro y
por ende, existe un ultrafiltro U, U # (s) tal que V,(s) C U (pues si el Gnico ultrafiltro
que contiene a V,(s) es (s) entonces V,(s) = (s) ya que todo filtro es la interseccién
de todos los ultrafiltros que lo contienen). Por otro lado, como V,(z) C (z) para cada
€S,y V,(s) C (s) NU, entonces si tomamos para cada x # s, € 5, V,_, () = (z)
y para s, V,,,,(s) = U N (s) donde U es el ultrafiltro mencionado anteriormente, se
tiene que V,(x) €V, ,(z) para cada = € S, y por tanto psy es un co-adtomo tal que
P < Psy (Psy es la pretopologia asociada a V,_,,(7)).

El hecho que Pret(S) sea co-atémico, garantiza que todos los co-dtomos son de la forma

mencionada anteriormente y esto completa la prueba. [



CAPITULO 6

SOLUCION A EJERCICIOS
PROPUESTOS

En esta seccién daremos claves para la solucién de algunos de los ejercicios

propuestos.

= Ejercicio 2.2. Exhiba un homomorfismo de Dy = Dy57
Si definimos la funcion ¢ de la siguiente forma, obtenemos un homomorfismo de

reticulos

p(1) =1, (2) =5, ¢(3) = 3, p(6) = 15, p(4) = 5, y, p(12) = 15.

= Ejercicio 2.4.1. (Np, |) es un reticulo complementado?
Respuesta NO, escojemos un numero natural primo y lo relacionamos con otro
arbitrario, entonces el inf{p,q} = M.C.D(p,q) = 1, y el sup{p,q} = p x ¢
aqui radica el problema pues p x ¢ # 0 la tinica forma en que p x ¢ pueda ser igual
a cero, es que esté comparado con él. Ahora para el caso en que el niimero natural
escogido no se sea primo basta con descomponerlos en sus factores primos por el
teorema fundamental de la aritmética y al hallar el m.c.m encontramos que éste

no da el sup de (Ny, |), aunque el inf de cualesquiera n,m € Nj sigue siendo 1.

45
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» Ejercicio 2.4.2. Sea G un grupo, S(G) los subgrupos de G entonces (S(G), C) es
completo?
Elinf{S(G)} es lainterseccién, y el sup{S(G)} es el menor subgrupo que contiene

a la unién, es decir, es el subgrupo generado por la unién.

Ejercicio 2.6.1. En (Ny, |), explique porqué los primos no son A-densos ni V-densos.
De una coleccién de primos el M.C.D de la coleccién es igual a = 1, si se cumple
que cada nimero se pueda ver como el inf {Ny} para que este reticulo sea A-
denso, pero el tnico elemento que se puede escribir como el inf {Ny} es 1, por lo
tanto este reticulo no es A-denso.

Ahora, veamos que si es V-denso, tomamos 8 € Ny, y lo descomponemos en sus
factores primos, es decir, 8 = 23 y al hallar el M.C.D de sus factores primos se

tiene que es 2, por lo tanto no es V-denso.

Ejercicio 2.6.2. En (Ny, |), demuestre que E el conjunto de los niimeros que son
potencia de primos es V-denso.

Por el Teorema Fundamental de la Aritmética todo niimero natural se puede ver
como producto de potencias de primos entonces sea n un nimero natural, tal que

al escribirlo como producto de primos es:
_ 1 2 n
n=pa X pa“X...Xpa",
donde p; es primo, y o > 1, luego como el
an {plal>p2a2> s apnan} = M'C'D(pla1>p2a2> s apnan) =1
entonces el
sup {prat, pp®, ... ppa”} = mem(prat, ppd®, ... pua™) =n

pues el

prat X pea® X ... X ppa”
M.C.D(piat, pea?, ... pya

1 2 n
m.c.m(pro, pea”, ..., pra’) )
— ol 2 "=
= pD1a X pox™ X ... X P& =n,

ya que son primos relativos. Por lo tanto el conjunto de los nimeros que son

potencia de primos es V-denso.

Ejercicio 2.7. En el reticulo de los cerrados de la recta real con la topologia usual

de R, cudles son los atomos? Demuestre que no existen co-atomos, formule el
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resultado dual para el reticulo de los abiertos.

Suponer a S como un cerrado maximal, luego R . S # (), tomar un punto x €
R~ S. Entonces S C S U {z} pues unién finita de cerrados es cerrada, por lo
tanto hay alguien méas grande que S que lo contiene, luego no existen co-atomos.
Los atomos son todos los conjuntos unitarios en R. En el caso de los abiertos
los co-atomos serian los complementos de los conjuntos unitarios pero no existen

atomos.

= Ejercicio 2.8. En el reticulo de los cerrados de la recta real con la topologia usual
de R, cudles elementos son complementados?
Sélo ) y R son los complementados pues el sup es la interseccién de todos los
cerrados que contienen a la union, en otras palabras es la adherencia de la unién,
y el inf es la interseccion. Es més si existieran dos subconjuntos cerrados propios
no vacios que fuesen complementarios, estos formarian una disconexién de R, lo
cual contradice que R es conexo. Por consiguiente los tinicos complementados son
0yR.

= Ejercicio 2.9. En el reticulo de los cerrados de un espacio topolégico X jcuales
elementos son complementados?
Para el caso en el que X es conexo, sencillamente retomamos a la solucién del
Ejercicio 2.8. Cuando X es disconexo, tenemos que la union disyunta de dos
cerrados es cerrada, es decir, que todos los pares de conjuntos que forman una

disconexién del espacio son complementados.

= Ejercicio 4.2. Prueba de la Afirmacién 4.1.

Demostracion.

Sean A, B C S tales que A C B. Veamos que p(A) C p(B).

Puesto que A C B, B = AU B luego p(B) = p(A U B), pero por ser p una
pretopologia sobre S de la propiedad (K2) tenemos que p(AU B) = p(A) U p(B)
y por tanto p(B) = p(A) U p(B) lo cual implica que p(A) C p(B). |

= Ejercicio 4.3. En la funcién p definida en el Ejemplo 4.1.3., si se quiere hallar el
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int, entonces se define

S si A=G5,
int,(A) =< {s} siA=S5~{a}, (6.1)
0 si A#S.

pues si A = S entonces int,(A) = S\ p(SNA) =S~ p(S\S)=5~0=S5.
Si A= 5~ {a} entonces int,(A) = S~ p(S \ A), pero

pSNA) =p(S\ (S {a}) =p({a}) = 5~ {s}.

Entonces int,(A) = S~ S\ {s} = {s}, por lo tanto int,(A) = {s} y;
SiA# S~ {a},entonces S\ A # {a}, yp(S~ A) =5, luego int,(A) =S~ S = 0.

Ejercicio 4.5. Prueba de la Proposicién 4.1.

Demostracion.

Si existe V' € V,(z) tal que VN A =0, entonces V. C S\ Ay por (FV3) se sigue
que S\ A € V,(x) y por tanto x ¢ p(S~ (SN A)) = p(A). Luego tenemos que si
z € p(A), entonces ANV # () para cada V € V,(x).

Reciprocamente, si = ¢ p(A) = p(S \ (S \ A)), entonces S \ A € V,(z), y como
(S~ A)N A = 0, entonces se tiene que existe V € V,(z) (V = S~ A) tal que
VN A ={. Luego tenemos que si ANV # () para cada V € V,(x), entonces
x € p(A). [
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