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Resumen

Título: Filtrado de potenciales sacádicos presentes en señales electroence-
falográ�cas mediante análisis de componentes independientes y aprendizaje no
supervisado.

Autor: Jesús Peña Rodríguez

Palabras clave: Artefactos oculares, Análisis de Componentes Independien-
tes, Máquinas de Vectores Soporte, electroencefalografía.

Descripción:

La electroencefalografía (EEG) es la técnica más común para el estudio de la
dinámica neuronal del cerebro humano [29]. La EEG es una herramienta esencial
en la neurociencia cognitiva, ya que permite el registro no invasivo de las señales
eléctricas provenientes del cerebro. Desafortunadamente, las señales neuronales
en la EEG son altamente contaminadas por fuentes eléctricas no-cerebrales tales
como los músculos del cuero cabelludo y la cara, el ritmo cardíaco y la respira-
ción [35].

Sin embargo, los movimientos oculares son la mayor fuente de contaminación del
electroencefalograma. Esto ocurre debido a que los movimientos oculares causan
un cambio en el campo eléctrico que rodea los ojos [17]. Luego, las variaciones de
potencial causadas se desplazan sobre el cuero cabelludo superponiéndose con
los potenciales provenientes de los cúmulos neuronales [20], por lo tanto, esto
in�uye de manera negativa en el registro y posterior análisis de las señales EEG.

En el presente trabajo de investigación se plantea una técnica de �ltrado de los
artefactos oculares mediante el análisis de componentes independientes y agru-
pamiento con máquinas de vectores soporte.

Con el ánimo de identi�car fácilmente los aportes de la tesis, se optó por marcar
las respectivas entradas de la tabla de contenido con .
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1Trabajo de grado
Facultad de Ingenierías Físico-Mecánicas. Escuela de Ingeniería Eléctrica, Electrónica y de Tele-
comunicaciones. Director: Daniel A. Sierra Bueno, Ph.D. en Ingeniería Biomédica.
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Abstract

Title: Filtering of saccadic potentials from electroencephalographic signals
by means of independent component analysis and non-supervised learning.

Author: Jesús Peña Rodríguez

Keywords:Ocular artifacts, Independent Component Analysis, Support Vec-
tor Machines, electroencephalography.

Description:

Electroencephalography (EEG) is the most common technique to study neu-
ronal dynamics in the human brain [29]. EEG is an essential tool in cognitive
neuroscience, because it allows the non-invasive recording of electrical signals
provided by brain.

Unfortunately, neuronal signals in EEG are strongly contaminated by non-cerebral
electrical sources such as: muscles of scalp and face, cardiac rhythm and breat-
hing [35].

However, ocular movements are the main source of noise in EEG. This occurs be-
cause ocular movements cause changes in the electric �eld around the eyes [17].
Then, the potential variations travel over the scalp and they are superposed with
the potentials provided by neuronal cumulus [20], therefore, this a�ects in nega-
tive way in the recording and analysis of EEG signals.

This work proposes a �ltering technique of ocular artifacts by means of inde-
pendent component analysis and clustering with support vector machines.

In order to identify the thesis contributions easily, the entries in the table of
contents were marked with . In this way, a condensed reading can be realized,
focused in the procedure and the results.

2

2Bachelor Thesis
Facultad de Ingenierías Físico-Mecánicas. Escuela de Ingeniería Eléctrica, Electrónica y de Tele-
comunicaciones. Director: Daniel A. Sierra Bueno, Ph.D. in Biomedical Engineering.

17



Introducción

Actualmente uno de los grandes objetivos de la ciencia es entender el com-
portamiento cerebral. Para hacer esto se necesita obtener información acerca de
cómo el cerebro reacciona a diferentes estímulos, situaciones o patologías. Por
esta razón, se han desarrollado diferentes herramientas para el registro y pos-
terior estudio de la dinámica neuronal, tales como: rayos-x (CAT), resonancia
magnética (MRI), emisión de positrones (PET), espectroscopia infraroja (NIRS) y
electroencefalografía (EEG).

La EEG es la técnica más usada debido a su gran simplicidad y a su naturale-
za no invasiva. El registro de datos mediante EEG se hace a través de electrodos
super�ciales, los cuales son dispuestos sobre el cuero cabelludo formando una
matriz la cual permite establecer una resolución espacial en relación al número
de electrodos conectados.

Los electrodos registran la actividad eléctrica producto de la superposición de
la actividad de los cúmulos neuronales cercanos al electrodo. Las señales regis-
tradas poseen amplitudes muy pequeñas, lo que las hace sensibles al ruido pro-
vocado por fuentes no-cerebrales tales como: la respiración, el ritmo cardíaco,
señales musculares y movimientos oculares.

Los artefactos oculares causados por el movimiento de los ojos son las princi-
pales fuentes de contaminación de los registros EEG; el globo ocular actúa como
un dipolo que está sujeto por pequeños músculos que controlan su movimiento
durante las tareas visuales. Este movimiento genera diferencias de potencial que
se transmiten a través del cuero cabelludo desde la parte frontal hasta la parte
occipital de la cabeza, contaminando así todo el registro EEG. El grado de afec-
tación disminuye a medida que la posición del electrodo se aleja de las cavidades
oculares en donde se ubica la fuente de ruido.

Debido a lo anterior, en la última década se han venido desarrollando diversas
herramientas para eliminar los artefactos oculares de las señales EEG. Estos mé-
todos no se basan en técnicas de �ltrado comunes en el tiempo, la frecuencia o
el tiempo-frecuencia ya que es impredecible el instante en el que se presentan
y además su espectro de frecuencia se superpone con el de las señales EEG. Por
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esta razón, los métodos propuestos se basan en la separación ciega de fuentes
(BSS). La BSS hace una búsqueda de las posibles fuentes que se mezclaron para
dar origen a las señales EEG observadas, este proceso se hace mediante la maxi-
mización de la independencia estadística entre las fuentes. En este caso se supone
que los artefactos oculares provienen de una fuente y las señales EEG de otras.

Por otra parte, se han aplicado técnicas de aprendizaje automático para evitar
que la clasi�cación de las fuentes (componentes) independientes se hagan de ma-
nera manual. En este caso, dos métodos se han tenido en cuenta, el aprendizaje
supervisado y el no-supervisado.

En las técnicas de aprendizaje supervisado el modelo de clasi�cación es entre-
nado mediante unas muestras de las cuales se tiene conocimiento acerca de a
que clase pertenecen, luego el modelo es validado con una porción de la pobla-
ción de muestras y de esta manera se evalúa la efectividad del clasi�cador. En este
caso en particular, una máquina de soporte vectorial (SVM) es utilizada como cla-
si�cador en vez de otras técnicas como redes neuronales ANN debido a su mejor
desempeño en este tipo de problemas como se muestra en [57]. En [52], [27]
y [56] se usa una SVM como herramienta de clasi�cación de artefactos oculares
en EEG, pero en estos casos no se tiene en cuenta el origen desbalanceado de los
datos, lo cual puede repercutir en el desempeño del modelo de clasi�cación, el
cual tendrá mayor preferencia por la clase que contiene mayor número de mues-
tras, en este caso por las componentes EEG. Por esta razón, se plantea el uso de
una SVM normalizada la cual tiene en cuenta el desbalanceo de los datos. En [54]
se muestra el uso una SVM balanceada para la eliminacion de artefactos oculares
de la EEG.

Por otro lado, el aprendizaje no supervisado busca agrupaciones que se forman
en los datos de acuerdo a una medida de similaridad. En este caso el modelo no
necesita de información a priori acerca de la cantidad de muestras por cada clase,
ni cual sería la clase más probable para una muestra.

En [72], [47] y [49] se usan algoritmos de separación de artefactos oculares basa-
dos en agrupamiento jerárquico, K-means y difuso respectivamente, obteniendo
resultados favorables y validando el potencial de la herramientas no supervisa-
das en este tipo de problemas.

En este trabajo se plantea un nuevo método de separación de artefactos ocu-
lares basado en agrupamiento por SVM, el cual ha mostrado ser una herramienta
muy con�able según [68], [70], [10], [9], [15] y [66].
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Las neuronas son células de formas delicadas y elegan-
tes, las misteriosas mariposas del alma, cuyo batir de alas
quién sabe si esclarecerá algún día el secreto de la vida
mental.

Santiago Ramón y Cajal

1
Electroencefalografía y artefactos

oculares

La electroencefalografía es una técnica que usa electrodos super�ciales ubi-
cados sobre el cráneo para el registro de las señales eléctricas que se generan
durante la actividad cerebral. Debido a su bajo costo y poco riesgo, este método
es muy usado; sin embargo, es muy susceptible a fuentes no-cerebrales de rui-
do. La principal fuente de contaminación en los registros EEG son los artefactos
oculares causados por el movimiento de los ojos.

En este capítulo se muestran conceptos básicos del origen de las señales eléctricas
del cerebro, de electroencefalografía, de los artefactos oculares y su in�uencia en
la EEG, así como de la base de datos usada durante el desarrollo de este proyecto.
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1.1. Electroencefalografía

El estudio del comportamiento cerebral es un campo relativamente nuevo.
Su inicio fue en el siglo XIX cuando la actividad eléctrica de fondo del cerebro
en animales sin anestesia fue descrita cualitativamente, luego esta fue analizada
de manera sistemática por el psiquiatra alemán Hans Berger, quien introdujo el
término electroencefalograma (EEG) para denotar el registro de �uctuaciones del
potencial del cerebro.

Convencionalmente, la actividad eléctrica del cerebro es registrada con tres ti-
pos de electrodos: super�ciales, corticales y profundos, Figura 1.1.

Figura 1.1: Posicionamiento de electrodos subdurales (corticales) y electrodos profun-
dos [19].

Cuando los electrodos son situados sobre la super�cie expuesta (corteza) del cere-
bro, los registros son llamados electrocorticogramas (ECoG). Por otra parte, �nos
electrodos de aguja con aislamiento de diversos diseños también pueden ser in-
sertados en el tejido neural del cerebro, en tal caso el registro es llamado registro
de profundidad. Ya sean obtenidos del cuero cabelludo, de la corteza cerebral o de
la profundidad del cerebro, las �uctuaciones de potenciales registradas represen-
tan una superposición de los potenciales de campo producidos por una variedad
de neuronas activas generadoras de corriente dentro del medio del volumen con-
ductor [65].

Las fuentes que generan estos campos son elementos neuronales con interco-
nexiones complejas. Los elementos neuronales mencionados son las dendritas,
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el cuerpo celular (soma) y los axones de las células nerviosas. Además, la arqui-
tectura del tejido neuronal cerebral no es uniforme de una localización a otra
como se muestra en la Figura 1.2.

Figura 1.2: Ejemplo de la gran variedad de morfologías de células nerviosas encontradas
en el sistema nervioso humano [51].

Debido a esta variabilidad, antes de emprender cualquier estudio detallado de
EEG, primero se discutirá sobre la morfología cerebral.

1.1.1. Estructura de la corteza cerebral
La parte funcional del cerebro es la corteza cerebral, una capa relativamente

delgada de materia gris (1.5 a 4.0 mm de espesor) que cubre la super�cie externa
del cerebro, incluyendo sus intrincadas convoluciones. Debido a que es la más
reciente adquisición �logenética del cerebro, la corteza cerebral ha sido objeto
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de un desarrollo relativamente mayor a otras partes del cerebro. El mayor avan-
ce en este crecimiento relativo ha sido la neo-corteza, la cual esta presente en la
parte superior y lateral de los hemiesferas cerebrales [65].

Figura 1.3: Estructura de la neo-corteza humana [36].

La corteza, claramente diferente, ubicada en la super�cie media y en la base del
cerebro es conocida como la paleo-corteza. Se usará la palabra corteza para refe-
rirnos especí�camente a la neo-corteza.

Las arquitecturas corticales en los vertebrados comparten varias características
comunes:

Capas estrati�cadas que contienen los cuerpos celulares y haces de �bras.

Una capa externa que carece de neuronas (capa I).

Al menos una capa interior que contiene neuronas que dan lugar a grandes
dendritas, que se elevan verticalmente a la capa I y viajan a través de esas
capas formando múltiples ramas (arbolización).

La corteza cerebral humana está generalmente conformada por seis capas cor-
ticales, Figura 1.3. Las neuronas son principalmente de dos tipos: piramidales y
no-piramidales. Hay también un gran número de capas de �bras nerviosas orien-
tadas horizontalmente que se extienden entre regiones adyacentes de la corteza,
así como haces de �bras orientados verticalmente que se extienden desde la cor-
teza a las regiones más distantes de la corteza o hacia abajo para el tronco cerebral
y la médula espinal [65].
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1.1.2. Potenciales bioeléctricos del cerebro

Figura 1.4: Morfología de la sinapsis [51].

La sinapsis es donde la transmisión de información de una neurona a otra
toma lugar. La suma de las señales en el soma viaja al axón si este excede un
cierto umbral en el cono axónico. En el �nal del axón (membrana presinápti-
ca), los potenciales eléctricos causan la difusión de químicos conocidos como
neurotrasmisores a través de la grieta sináptica, Figura 1.4; la cantidad de neuro-
trasmisores que son difundidos a la membrana postsináptica causan un potencial
eléctrico proporcional en la dendrita de la neurona conectada causando una señal
de entrada al soma [48].

1.1.3. Ritmos cerebrales
Los registros eléctricos desde la super�cie expuesta del cerebro o desde la su-

per�cie externa de la cabeza muestran oscilaciones continuas de actividad eléc-
trica dentro del cerebro. La intensidad y los patrones de esta actividad eléctrica
son determinados en gran parte por la excitación general del cerebro resultante
de funciones en el sistema de activación reticular del tronco cerebral (RAS). Las
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ondulaciones en los potenciales eléctricos registrados son llamadas ondas cere-
brales [65].
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Figura 1.5: Diferentes tipos de ondas EEG

Las intensidades de las ondas cerebrales sobre la super�cie del cerebro pueden
llegar a 10mV , mientras que los registrados en el cuero cabelludo tienen una am-
plitud más pequeña de aproximadamente 100µV . Las frecuencias de estas ondas
cerebrales van de 0.5 a 100 Hz, y su carácter es altamente dependiente del grado
de actividad de la corteza cerebral.

Gran parte del tiempo, las ondas cerebrales son irregulares, y no pueden ser ob-
servados patrones generales. Sin embargo, en otras ocasiones, se producen dis-
tintos patrones. Algunos de estos son característicos de anomalías especí�cas del
cerebro, tales como la epilepsia. Otros ocurren en personas normales y pueden
ser clasi�cados como pertenecientes a uno de los cinco grupos de ondas (alfa,
beta, theta, delta y gamma), Figura 1.5.

Las ondas alfa son ondas rítmicas que ocurren a una frecuencia entre 8 y 13 Hz. Se
encuentran en el EEG de casi todas las personas normales cuando están despier-
tos en estado de reposo o descanso. Estas ondas ocurren con mayor intensidad en
la región occipital pero también pueden ser registradas en las regiones parietal
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y frontal del cuero cabelludo. Su valor es aproximadamente 2 a 20µV , [65].

Cuando el sujeto está dormido, las ondas alfa desaparecen completamente. Cuan-
do el sujeto despierta su atención es dirigida a algún tipo de actividad mental,
entonces, las ondas alfa son remplazadas por señales asíncronas de mayor fre-
cuencia pero menor amplitud.

Las ondas beta ocurren normalmente en el rango de frecuencia de 14 a 30 Hz,
y algunas veces, particularmente durante actividad mental intensa llegan a 50
Hz. Estas son registradas frecuentemente en la región parietal y frontal, [65].

Las ondas theta tienen frecuencias entre 4 y 7 Hz. Estas ocurren principalmente
en las regiones parietal y temporal en niños, pero también ocurren durante el
estrés emocional en adultos, particularmente durante periodos de decepción y
frustración, [65].

Las ondas delta incluyen todas las ondas en EEG por debajo de 3.5 HZ. Algu-
nas veces estas ondas ocurren sólo una vez cada 2 o 3 segundos. Estas ocurren
en el sueño profundo, en la infancia y en serias enfermedades cerebrales [65].

Las ondas gama poseen frecuencias entre 30 y 100 Hz. Estas se relacionan con
los procesos cognitivos o de percepción, [53], [50].

1.1.4. El EEG clínico
El sistema comúnmente usado para situar los electrodos para monitorear la

EEG clínica es el sistema de la Federación Internacional 10-20, Figura 1.6.

Figura 1.6: Sistema internacional 10-20 [65].
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Este sistema usa ciertas referencias anatómicas para estandarizar el posiciona-
miento de los electrodos EEG. La representación de los canales EEG es referida
como montaje.

En el montaje bipolar, cada canal mide la diferencia de potencial entre dos elec-
trodos adyacentes.

En el montaje referencial, cada canal mide la diferencia de potencial entre un
electrodo y un electrodo de referencia, dispuesto en la oreja.

En el montaje Laplaciano, cada canal mide la diferencia de potencial entre un
electrodo y un promedio ponderado de los electrodos circundantes.

Los cambios de potencial registrados son ampli�cados y acondicionados para
su posterior almacenamiento y análisis [65].

1.2. Movimientos oculares

Los movimientos oculares tiene como función principal orientar los ojos de
forma que la imagen del objeto que interese al sujeto se proyecte en el área de
la retina de mayor agudeza visual. Cada ojo puede moverse junto con la órbita
en tres direcciones: verticalmente, horizontalmente y torsionalmente, [21]. En
la Figura 1.7 se muestra el sistema de músculos que propician los movimientos
oculares.

Figura 1.7: Musculatura responsable de los movimientos oculares, [21].
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Existen varios tipos de movimientos dependiendo de su velocidad y su fun-
ción: los movimientos rápidos, hacen que el globo ocular alcance en su despla-
zamiento una velocidad de hasta 700 grados/segundo. Por otro lado, existen dos
tipos de movimientos rápidos, [5]:

Las microsacadas son pequeños saltos de 0.25 grados o menos que ocurren
una o dos veces por segundo. Por ejemplo, si una imagen se proyecta en
el mismo lugar de la retina durante unos segundos, deja de percibirse. Las
microsacadas evitan esta posibilidad.

Los movimientos sacádicos permiten un cambio veloz del punto de �jación
de la mirada. Durante este desplazamiento no se produce percepción visual.
Además, se trata de un movimiento balístico, es decir, no se puede detener
una vez ha comenzado.

A menudo un primer movimiento sacádico puede no alcanzar correctamente el
nuevo punto de �jación, por lo que se producen pequeñas sacadas de ajuste.

El sistema oculomotor responde a estímulos visuales, auditivos y vestibulares,
[21]. Durante la sacada, el sistema oculomotor opera en un modo de lazo abier-
to, después el sistema opera en modo de lazo cerrado para asegurar que los ojos
lleguen a la posición correcta.

Los movimientos sacádicos son conjugados y balísticos, con una duración típica
de 30-120 ms y una latencia de 100-300 ms, [21] [23].

Las principales características de los movimientos sacádicos se muestran en la
Figura 1.8.

1.2.1. El electrooculograma
El registro de los movimientos oculares se realiza mediante un electroocu-

lograma, EOG, el cual capta la diferencia de potencial entre la cornea y la retina.

El EOG clínico mide este cambio indirectamente situando los electrodos a los
costados del ojo. Además, el EOG es la prueba más extendida para el estudio del
funcionamiento del sistema vestibular.

Para obtener resultados reproducibles y comparables, la Sociedad Internacional
de Electro�siología Clínica de la Visión (ISCEV) ha de�nido recomendaciones
para estandarizar las pruebas EOG, [40].
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Figura 1.8: Parámetros para la caracterización de los movimientos sacádicos. La grá�ca
muestra la diferencia de potencial en la posición inicial y �nal del ojo. Los
movimientos sacádicos presentan amplitudes menores a 30º y duraciones
entre 30 y 120 ms, [23]. La línea azul representa la señal cruda y la línea roja
es la señal después de pasar por un �ltro de media con una ventana de 500
ms de ancho.

Por otro lado el EOG es ampliamente utilizado para tratar los artefactos oculares
en el EEG. Otros métodos han sido empleados, tales como la re�exión retinal y
las video cámaras, pero estas sólo son apropiadas para el rechazo de movimien-
tos oculares grandes, por lo cual estos métodos son inadecuados para tratar los
artefactos oculares.

Se cree que los diversos componentes de los artefactos oculares pueden ser re-
gistrados con las tres derivaciones EOG ortogonales: EOG vertical, horizontal y
radial (Elbert, 1985). Para los movimientos oculares verticales se usa el VEOG.
Este registra la diferencia de voltaje entre la parte superior e inferior del ojo. Es-
te proceso de sustracción reduce los potenciales neuronales en el EOG, debido a
que la cantidad de potencial neuronal alcanzando en E1 también alcanzará E3, y
por lo tanto serán cancelados en el VEOG.
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Figura 1.9: Localización de los electrodos en los registros de movimientos oculares ver-
ticales y horizontales, [5].

Los movimientos oculares horizontales son medidos con el EOG horizontal (HEOG),
típicamente es la diferencia entre los voltajes en la parte exterior del canto iz-
quierdo y derecho de los ojos, Figura 1.9. El componente radial es medido res-
tando el voltaje promedio en los ojos del voltaje de el electrodo de referencia [17].

E1 + E2 + E3 + E4

4
− referencia (1.1)

Sin embargo, muchas variaciones y combinaciones de esas derivaciones son nor-
malmente usadas, sin consenso en cuanto a la con�guración óptima.

1.3. In�uencia de los artefactos oculares en la EEG

Los movimientos oculares son la mayor fuente de contaminacón del EEG.
Esto es debido a que los movimientos oculares causan un cambio en los campos
eléctricos que rodean los ojos, y eso distorsiona los campos eléctricos sobre el
cuero cabelludo.

Los movimientos oculares no son sólo una preocupación teórica para los investi-
gadores, ya que debido a la magnitud de los campos eléctricos que ellos provocan,
estos afectan los resultados que son obtenidos. Por ejemplo, Low, Borda, Frost y
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Kellaway (1966) notaron que en su estudio de variación negativa contingente
(CNV), los potenciales evocados (ERP) en el cuero cabelludo fueron contami-
nados por artefactos oculares. Esta observación fue con�rmada por Hillyard y
Galambos (1970), quienes establecieron que en muchos de sus sujetos, una por-
ción signi�cativa de la CNV se debió al movimiento ocular, y no únicamente a
potenciales neuronales como se había pensado previamente [17].

Con respecto a la EEG cuantitativa, en 1970 Champan, Shelburne y Bragdon ya
estaban tratando de desentrañar los voltajes de los movimientos oculares de la
banda alfa, mientras que más recientemente, el efecto de los movimientos ocula-
res en EEG ha sido cuanti�cado rigurosamente.

Por ejemplo, Gasser, Zieger y Gattaz (1991) encontraron que los movimientos
oculares incrementan la potencia de bandas de frecuencias bajas en pacientes es-
quizofrénicos, y también que disminuían la probabilidad de encontrar diferencias
signi�cativas entre grupos de control y grupos de esquizofrénicos.

Consecuentemente, los investigadores tomaron en cuenta el efecto que el movi-
miento ocular tiene sobre el EEG. Esto podría signi�car cualquier cosa, desde el
rechazo de los datos obtenidos del sujeto, la reinterpretación de los datos, o apli-
car los procedimientos de corrección necesarios. Además eso no puede tomarse
a la ligera como muestra Donchin (1977) en las directrices para la publicación de
investigaciones con ERP, donde se indica que «las medidas adoptadas para hacer
frente a este problema deben ser consideradas en cualquier publicación» [17].

1.3.1. Patrón típico de los voltajes oculares a través del cue-
ro cabelludo

Para describir el movimiento de los campos eléctricos generados por los mo-
vimientos oculares a través del cuero cabelludo, se usará el término propagación.
El grado de propagación del potencial ocular a través del cuero cabelludo depen-
de de un número de factores, tal como las propiedades de �ltrado del cráneo, del
cuero cabelludo y del tejido neuronal del sujeto. Sin embargo, como una aproxi-
mación, el voltaje en el cuero cabelludo tiende a ser inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia desde los ojos, de tal manera que los artefactos oculares
decrecen rápidamente hacia localizaciones posteriores (Rockstroh, Elbert, Birbau-
mer y Lutzenberger, 1982), como se muestra en la Figura 1.10.

A menudo parece que no hay efecto de los movimientos oculares horizontales
sobre sitios centrales, lo que sugiere que estos voltajes se cancelan entre sí y no
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Figura 1.10: Propagación de los artefactos oculares sobre el cuero cabelludo. Cada sec-
ción muestra el potencial registrado en cada uno de los 22 canales EEG dis-
puestos sobre el cuero cabelludo, además, se indica el instante de tiempo
de la señal EOG en el que ocurre la variación. El experimento toma cua-
tro muestras cada ∆t = 4ms y estas son respectivamente: a). Propagación
en el tiempo t, b). Propagación en t + ∆t, c). Propagación en t + 2∆t, d).
Propagación en t+ 3∆t.

afectan el EEG centralmente. Sin embargo contrario a los resultados que han sido
reportados, no hay consenso al respecto en la actualidad. Una posibilidad es que
las observaciones de artefactos de movimientos oculares horizontales central-
mente pueden ser debido a errores en la estimación de la propagación, en lugar
de las diferencias en la propagación.

Se sugiere esto porque diferentes métodos de estimación de la propagación apli-
cados al mismo conjunto de datos producen diferentes estimaciones de la conta-
minación de los movimientos oculares horizontales (simposio de Tilburg; Brunia,
Mocks y van den Berg-Lenssen 1989), [18]. Así las diferencias pueden ser debido a
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las metodologías de estimación en vez de la bio-electrodinámica de los diferentes
sujetos.

1.3.2. Pruebas de laboratorio
Para comprobar el efecto de los movimientos oculares en los registros EEG

se realizó una serie de pruebas en el laboratorio del Grupo de Investigación en
Neurociencia y Comportamiento (NYC) de la Universidad Industrial de Santan-
der, Colombia.

La prueba consistió en estimular los movimientos oculares de un sujeto mediante
tareas visuales de seguimiento, lectura y exploración. De manera simultánea se
registra las señales EEG provenientes de la zona frontal y occipital del cráneo,
así como los potenciales oculares por medio de un electrooculograma vertical.

Figura 1.11: Ubicación del sujeto durante la prueba.

El equipo utilizado para el registro de las señales EEG y EOG fue el Power-
lab 8/30 de ADInstruments. Por otra parte, la estimulación de los movimientos
oculares se generó a través de una interfaz grá�ca proyectada en una pantalla
ubicada frente al sujeto a una distancia de 70 cm, Figura 1.11.

La prueba está constituida por dos etapas, la calibración y la estimulación.

La calibración consiste en la medición de la relación entre el ángulo del movi-
miento ocular y la amplitud de voltaje de la señal EOG registrada. Para esto se
hace la proyección de un objetivo visual que cambia de posición de manera gra-
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dual y que el sujeto debe seguir, Figura 1.12. El objeto visual tiene una posición
inicial en el centro de la pantalla y luego realiza desplazamientos de 1.81, 5.44,
9.07 y 12.7 cm al lado derecho e izquierdo respectivamente, [7].

Figura 1.12: Prueba de calibración del registro VEOG para encontrar la relación entre el
ángulo de movimiento del ojo y la amplitud de la señal ocular registrada.

El desplazamiento del objeto se puede calcular mediante la ecuación:

Dr =
DpT

R
(1.2)

donde, R es la resolución de la pantalla, T es el tamaño de la pantalla, Dp es la
distancia en pixeles y Dr es la distancia real.

El ángulo α de la sacada, Figura 1.13, se puede determinar con:

α = arctan
Dr

D
(1.3)

donde, D es la distancia desde los ojos del sujeto hasta el objetivo visual.

Figura 1.13: Prueba de calibración del registro HEOG.
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La relación entre el desplazamiento del objeto y el ángulo de la sacada se
muestra en la Tabla 1.1.

Dr(cm) 1.81 5.44 9.07 12.7
α (Grados) 1.48 4.44 7.38 10.28

Tabla 1.1: Relación entre Dr y α.

La señales EOG registradas en el proceso de calibración se muestra en la Fi-
gura 1.14.
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Figura 1.14: Señal EOG registrada durante el proceso de calibración.

Mediante está información se puede determinar la relación entre el ángulo
de la sacada y el voltaje registrado, Tabla 1.2.

α (Grados) -10.28 -7.38 -4.44 -1.48 0 1.48 4.44 7.38 10.28
Vsac(V) -0.178 -0.141 -0.084 -0.053 -0.007 0.004 0.03 0.069 0.111

Tabla 1.2: Relación entre el voltaje registrado en el EOG Vsac y el tamaño de la sacada
α.

Luego se ajustaron los datos a una recta mediante regresión por mínimos
cuadrados Figura 1.15 y se determinó la ecuación de calibración:

35



α =
Vsac − b
m

(1.4)

donde m es la pendiente y b el intercepto. En este caso m es 0.014 Voltios/Grado
y b es 1.2 Voltios.
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Figura 1.15: Curva resultante de la regresión lineal de los datos de calibración.

La etapa de estimulación se hizo de tres maneras, primero se generó un nigs-
tagmo optocinético [51] el cual consiste en la alternación entre movimientos
rápidos y lentos de los ojos. El estímulo consiste de una serie de barras verticales
de color blanco y negro que se desplazan hacia la derecha a una velocidad de 60
pixeles/s, los ojos siguen automáticamente las franjas y el sujeto trata de �jar la
mirada en el centro de la pantalla, este proceso genera sacadas rápidas en sentido
contrario al movimiento de las barras. Las barras proyectadas en el experimento
se puede ver en la Figura 1.16

36



Figura 1.16: Estímulo usado para generar el nigstagmo optocinético.

Las señales EEG y VEOG que se obtuvieron en esta prueba se muestran en la
Figura 1.17. En esta grá�ca se puede observar que en el instante que se generan
las sacadas, el registro de la actividad cerebral en la parte frontal del cráneo se ve
seriamente afectada, en cambio en la parte occipital la afectación es impercepti-
ble. Con ello se concluye que cuando el sujeto realiza tareas de seguimiento se
producen movimientos sacádicos que contaminan los registros EEG de manera
gradual desde los ojos a partes posteriores del cráneo.
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Figura 1.17: Señales EEG y EOG registradas durante el nigstagmo optocinético.

En el segundo estímulo el sujeto debe leer un párrafo que es proyectado en
la pantalla, Figura 1.17. El resultado de esta prueba muestra que cuando el sujeto
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hace cambio de renglón durante la lectura se generan movimientos sacádicos
amplios; estos movimientos afectan los registros EEG frontales generando picos
de contaminación que alcanzan 3 veces la amplitud normal de las señales, Figura
1.19.

Figura 1.18: Estímulo usado para evaluar la contaminación por artefactos sacádicos en
la EEG durante los procesos de lectura, [41]
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Figura 1.19: Señales EEG y EOG registradas durante el proceso de lectura.

Finalmente, se evaluó la generación de movimientos oculares durante tareas
de percepción. Para esto, el sujeto es estimulado con una serie de imágenes que
son proyectadas de manera aleatoria durante 3 segundos en la pantalla, Figura
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1.20. Las imágenes usadas fueron tomadas de la base de datos ALOI creada pa-
ra propósitos cientí�cos [6]. Esta está conformada por 750 imágenes de objetos
reales con un tamaño de 769 x 576 píxeles y con fondo negro.

Figura 1.20: Muestra de las imágenes proyectadas durante el proceso de estimulación
por percepción.
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Figura 1.21: Señales EEG y EOG registradas durante el proceso de estimulación por per-
cepción.

1.4. Base de datos EEG y EOG

Una vez el efecto de los artefactos oculares en los registros EEG fue compro-
bado, se presenta la base de datos con la cual se desarrolló el trabajo.

La base de datos usada fue suministrada por el Institute for Knowledge Discovery
in the Graz University of Technology, Austria. Esta consiste del registro EEG de
nueve sujetos mientras realizan cuatro diferentes tareas de movimientos imagi-
narios: la imaginación del movimiento de la mano izquierda, la mano derecha,
ambos pies y la lengua. Dos sesiones en diferentes días fueron registradas para
cada sujeto. Cada sesión esta compuesta de 6 registros separados por descansos
cortos, Figura 1.22. Cada registro consiste de 48 ensayos (12 para cada una de las
cuatro tareas) conformando un total de 288 ensayos por sesión, [14].

40



0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
− 800

− 600

− 400

− 200

0

200
O

jo
s 

a
b

ie
rt

o
s

O
jo

s 
ce

rr
a

d
o

s

M
o

v
im

ie
n

to
 o

cu
la

r

R
e

g
is

tr
o

 1

R
e

g
is

tr
o

 2

R
e

g
is

tr
o

 3

R
e

g
is

tr
o

 4

R
e

g
is

tr
o

 5

R
e

g
is

tr
o

 6

Dist ribución tem poral de una sesión

V
ol

ta
je

 (
   

   
 )

Tiem po (m in)

Figura 1.22: Etapas de una sesión de registro. En este caso se muestra el canal Pz.

Al inicio de cada sesión, un registro de aproximadamente 5 minutos fue hecho
para determinar la in�uencia de los artefactos oculares. Estos registros a su vez se
dividen en tres bloques: (1) dos minutos con los ojos abiertos mirando �jamente a
la pantalla, (2) dos minutos con los ojos cerrados y (3) un minuto con movimiento
ocular. El esquema de tiempo de una sesión se muestra en la Figura 1.23.

BCI Competition 2008 – Graz data set A

C. Brunner1, R. Leeb1, G. R. Müller-Putz1, A. Schlögl2, and G.
Pfurtscheller1

1Institute for Knowledge Discovery, Graz University of Technology,
Austria

2Institute for Human-Computer Interfaces, Graz University of
Technology, Austria

Experimental paradigm

This data set consists of EEG data from 9 subjects. The cue-based BCI
paradigm consisted of four different motor imagery tasks, namely the imag-
ination of movement of the left hand (class 1), right hand (class 2), both
feet (class 3), and tongue (class 4). Two sessions on different days were
recorded for each subject. Each session is comprised of 6 runs separated by
short breaks. One run consists of 48 trials (12 for each of the four possible
classes), yielding a total of 288 trials per session.

At the beginning of each session, a recording of approximately 5 minutes
was performed to estimate the EOG influence. The recording was divided
into 3 blocks: (1) two minutes with eyes open (looking at a fixation cross
on the screen), (2) one minute with eyes closed, and (3) one minute with
eye movements. The timing scheme of one session is illustrated in Figure 1.
Note that due to technical problems the EOG block is shorter for subject
A04T and contains only the eye movement condition (see Table 1 for a list
of all subjects).

The subjects were sitting in a comfortable armchair in front of a com-
puter screen. At the beginning of a trial (t = 0 s), a fixation cross appeared
on the black screen. In addition, a short acoustic warning tone was pre-
sented. After two seconds (t = 2 s), a cue in the form of an arrow pointing
either to the left, right, down or up (corresponding to one of the four classes

Figure 1: Timing scheme of one session.

1

Ojos 
abiertos

EOG

Ojos
cerrados

EOG

Movimiento
ocular
EOG

Registro 1 Registro N

Figura 1.23: Esquema de tiempo de una sesión.

1.4.1. Registro de los datos
El registro EEG fue hecho mediante el uso de 22 electrodos con una distan-

cia de separación entre ellos de 3.5 cm, el montaje se muestra en la Figura 1.24.
Todas las señales fueron registradas de manera monopolar con el mastoides iz-
quierdo como referencia y el mastoides derecho como tierra. Las señales fueron
muestreadas a 250 Hz y �ltradas entre 0.5 Hz y 100 Hz. La sensibilidad del ampli-
�cador fue con�gurada a 100 µV. Adicionalmente se implementó un �ltro notch
de 50 Hz para eliminar el ruido de línea. Los canales EEG registrados son: Fz,
FC3, FC1, FCz, FC2, FC4, C5, C3. C1, Cz, C2, C4, C6, CP3, CP1, CPz, CP2, CP4, P1,
Pz, P2 y POz.
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Además de los 22 canales EEG, 3 canales EOG monopolares fueron registrados
con las mismas condiciones anteriormente mencionadas. En este caso la sensibi-
lidad del ampli�cador fue con�gurada a 1 mV.

Figure 2: Timing scheme of the paradigm.

left hand, right hand, foot or tongue) appeared and stayed on the screen for
1.25 s. This prompted the subjects to perform the desired motor imagery
task. No feedback was provided. The subjects were ask to carry out the
motor imagery task until the fixation cross disappeared from the screen at
t = 6 s. A short break followed where the screen was black again. The
paradigm is illustrated in Figure 2.

Data recording

Twenty-two Ag/AgCl electrodes (with inter-electrode distances of 3.5 cm)
were used to record the EEG; the montage is shown in Figure 3 left. All
signals were recorded monopolarly with the left mastoid serving as reference
and the right mastoid as ground. The signals were sampled with 250 Hz and
bandpass-filtered between 0.5 Hz and 100 Hz. The sensitivity of the amplifier
was set to 100 µV. An additional 50 Hz notch filter was enabled to suppress
line noise.

Figure 3: Left: Electrode montage corresponding to the international 10-20
system. Right: Electrode montage of the three monopolar EOG channels.

In addition to the 22 EEG channels, 3 monopolar EOG channels were

2

Figura 1.24: Izquierda: Montaje correspondiente al sistema 10-20. Derecha: Montaje de
los tres canales EOG monopolares.
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Figura 1.25: Muestra del registro EEG y HEOG perteneciente al sujeto A01E en el rango
de tiempo de 280 a 288 s.

42



La señal del EOG horizontal fue calculada por medio de los canales EOG mo-
nopolares registrados de la siguiente manera:

HEOG = EOGI − EOGD (1.5)

donde, EOGI es el canal EOG registrado en el canto izquierdo y EOGD es
el canal EOG registrado en el canto derecho de los ojos . Finalmente, en la Figura
1.25 se muestra un ejemplo de las señales electroencefalográ�cas y electroocula-
grá�cas.
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La ciencia no es sino una perversión de sí misma a menos
que tenga como objetivo �nal el mejoramiento de la huma-
nidad.

Nikola Tesla

2
Separación de fuentes

independientes

La EEG es una técnica que registra la dinámica eléctrica cerebral mediante
electrodos dispuestos en la super�cie del cuero cabelludo; sin embargo, estos re-
gistros son afectados por señales provenientes de fuentes de origen no-cerebral
dando como resultado una mezcla de señales neuronales y de artefactos gene-
rados por diversos fenómenos �siológicos. Para poder eliminar la in�uencia de
estos artefactos en la señales EEG se debe, como primer paso, descomponer las
señales registradas en las fuentes originales. Por tal motivo, en este capítulo se
establecen los conceptos básicos de la separación ciega de fuentes (BSS) y del aná-
lisis de componentes independientes (ICA), además, se muestra el modelo ICA
mediante la maximización de la no-gausianidad y el algoritmo FastICA. Final-
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mente, se aplica ICA a registros EEG afectados por artefactos oculares.

2.1. Separación ciega de fuentes

La separación ciega de fuentes es un concepto muy usado para descomponer
señales mezcladas que provienen de fuentes independientes. Para entender es-
to, se considera un número de señales generadas por algún fenómeno físico, por
ejemplo, señales de voz, señales cerebrales o señales de radio. Al otro lado una
serie de sensores dispuestos en diferentes ubicaciones registran una mezcla de
las señales originales con un determinado peso.

Ahora bien, las señales observadas se denotan como x1(t), x2(t), ..., xn(t) las cua-
les son resultado de la suma ponderada de las fuentes originales s1(t), s2(t), ...,
sm(t). Los coe�cientes aij representan el peso de cada una de las observaciones
sj(t) y es establecido por diferentes factores como por ejemplo la distancia entre
los sensores. El modelo resultante es:

x1(t) = a11s1(t) + a12s2(t) + · · ·+ a1msm(t)

x2(t) = a21s1(t) + a22s2(t) + · · ·+ a2msm(t)

...
xn(t) = an1s1(t) + an2s2(t) + · · ·+ anmsm(t)

(2.1)

En este caso los coe�cientes aij y las fuentes originales sj(t) son desconocidos
debido a que no se tiene conocimiento del sistema físico de mezclado ni se pue-
den registrar las señales originales de manera directa.

Ahora se deben hallar las señales originales mediante las observaciones x1(t),
x2(t), ..., xn(t), para ello se asume que los coe�cientes de mezcla aij crean una
matriz invertible. Es decir, existe una matriz W con coe�cientes wji, que pueden
separar las observaciones sj(t) como:

s1(t) = w11x1(t) + w12x2(t) + · · ·+ w1nxn(t)

s2(t) = w21x1(t) + w22x2(t) + · · ·+ w2nxn(t)

...
sm(t) = wm1x1(t) + wm2x2(t) + · · ·+ wmnxn(t)

(2.2)

Luego se hallan los coe�cientes wji, en este caso se usará una solución sencilla
basada en la independencia estadística de las señales. De hecho, si las señales son
no-gausianas, está será sufuciente para determinar los coe�cientes wji, entonces
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se tienen las señales:

y1(t) = w11x1(t) + w12x2(t) + · · ·+ w1nxn(t)

y2(t) = w21x1(t) + w22x2(t) + · · ·+ w2nxn(t)

...
ym(t) = wm1x1(t) + wm2x2(t) + · · ·+ wmnxn(t)

(2.3)

Si y1(t), y2(t), ..., ym(t) son independientes, estas serán iguales a las fuentes ori-
ginales s1(t), s2(t), ..., sm(t) salvo por algún factor de escala.

En la Figura 2.1 se muestra un conjunto de señales observadas las cuales se asu-
me son resultado de la mezcla de algunas fuentes. Luego, se aplicó el concepto
expuesto anteriormente de BSS y se estimaron las fuentes originales de la Figura
2.2.
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Figura 2.1: Señales observadas provenientes de la mezcla de las fuentes originales.
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Figura 2.2: Señales originales estimadas mediante BSS.

2.2. Análisis de componentes independientes

El análisis de componentes independientes (ICA) es una técnica estadística y
computacional que revela factores ocultos en una base de conjuntos de variables
aleatorias, mediciones, o señales.

El ICA de�ne un modelo generativo para los datos multivariantes observados,
los cuales típicamente están dados como una gran base de datos de muestras. En
el modelo, los datos son asumidos como una mezcla lineal o no lineal de algu-
nas variables latentes desconocidas, y el sistema de mezclado también es desco-
nocido. Las variables latentes son asumidas como no gausianas y mutuamente
independientes, y estas son llamadas componentes independientes de los datos
observados. Estas componentes independientes, también llamadas fuentes, pue-
den ser encontradas por ICA [30]. Cabe resaltar que en situaciones prácticas las
componentes no son totalmente independientes, pero se busca encontrar la ma-
yor independencia posible.

Entonces ICA es de�nido así: dado un conjunto de observaciones de variables
aleatorias x1(t), x2(t), ..., xn(t) que se asume provienen de una mezcla lineal de
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la siguiente forma: 
x1(t)
x2(t)

...
xn(t)

 = A ·


s1(t)
s2(t)

...
sm(t)

 (2.4)

donde A es la matriz de mezcla desconocida. Entonces mediante el análisis de
componentes independientes se estima la matriz A y las fuentes independientes
sj(t) a partir de las observaciones xi(t). Para simpli�car el proceso matemático,
en este caso, se asume que el número de observaciones n es igual al número de
componentes independientes m.

Ahora se debe encontrar una matrizW tal que las variables estimadas y1(t), y2(t)
, ..., ym(t) sean lo más independientes posible. En este casoW es la matriz inver-
sa de A. Sin embargo, el modelo presentado en (3.4) sólo puede ser aplicado para
variables no-gausianas.

En la estimación de las componentes independientes se deben tener en cuenta
dos principios básicos:

1. Decorrelación no-lineal. En el modelo ICA se tiene en cuenta la indepen-
dencia entre las variables estimadas y no la decorrelación. Esto es debido
a que la independencia es un factor más fuerte que la decorrelación, es
decir que la independencia implica una decorrelación no-lineal. Por ejem-
plo, si s1 y s2 son variables independientes entonces las transformaciones
no-lineales g(s1) y h(s2) son decorreladas (la covarizanza es cero).

2. Máxima no-gausianidad . Otro principio importante en la estimación de
ICA es la máxima no-gausianidad. Este se basa en el teorema del límite
central, el cual dice que la suma de variables aleatorias no-gausianas se-
rá más gausiana que las variables originales. Por ejemplo, si se toma una
combinación lineal y =

∑
i bixi de la mezcla de variables observadas, está

será máximamente no-gausiana si es igual a una de las componentes inde-
pendiente. Cada máximo local representa una componente independiente.

2.2.1. Medición de la no-gausianidad
Para medir la no-gausianidad se puede usar, por ejemplo, la curtosis. La cur-

tosis es un cúmulo de cuarto orden el cual es una generalización de la varianza
usando polinomios de alto-orden.
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La curtosis de y es de�nida como, [30]

kurt(y) = E{y4} − 3(E{y2})2 (2.5)

donde E es la esperanza y y es una variable aleatoria con media cero.

La curtosis puede tomar valores positivos y negativos. La curtosis de una va-
riable aleatoria gausiana es igual a cero. Si la curtosis es negativa se dice que la
variable aleatoria es subgausiana y si la curtosis es positiva se dice que la variable
aleatoria es supergausiana.

La función de densidad de probabilidad (PDF) de una variable supergausiana tie-
ne forma puntiaguda debido a que la mayoría de sus valores son cero, Figura 2.3.
Un ejemplo es la distribución de Laplace la cual es descrita por la función:

p(y) =
1

2b
exp−

(
|y − µ|
b

)
(2.6)

donde µ es la posición del pico de la distribución y b es un parámetro de escala.
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Figura 2.3: Comparación entre una distribución de probabilidad de Laplace, línea roja
sólida, la cual es un ejemplo de distribución supergausiana y una distribución
gausiana, línea azul punteada.
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Por otra parte la PDF de una variable subgausiana presenta un achatamiento
en los valores cercanos a cero, Figura 2.3. Un ejemplo es la distribución uniforme
cuya densidad está dada por:

p(y) =

{
1

2
√
3

if |y| ≤
√

3

0 en otro caso
(2.7)
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Figura 2.4: Comparación entre una distribución de probabilidad de uniforme, línea roja
sólida, la cual es un ejemplo de distribución subgausiana y una distribución
gausiana, línea azul punteada.

Normalmente se usa el valor absoluto de la curtosis como medida de no-
gausianidad, con esto la curtosis será cero para variables aleatorias gausianas
y valores positivos para variable supergausianas y subgausianas.

Sin embargo, la curtosis tiene ciertas desventajas que la alejan de ser la candidata
perfecta para implementar el modelo ICA. El principal de estos problemas es que
la curtosis es muy sensible a los outliers, es decir a los valores atípicos dentro de
la distribución de una variable aleatoria.

A continuación se presenta un ejemplo: se tiene una variable aletoria de 1000
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valores con distribución de laplace con µ = 0 y b = 1, Figura 2.5. En este caso su
curtosis es igual a 1.89.
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Figura 2.5: Distribución de laplace con µ = 0 y b = 1 sin precencia de valores atípicos.
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Figura 2.6: Distribución de laplace con µ = 0 y b = 1 con precencia de un valor atípico
igual a 10.

Ahora bien, cambiando la última de sus muestras por un valor igual a 10, Fi-
gura 2.6, la curtosis cambia a 3.8. Esto ejempli�ca que la curtosis es poco efectiva
como medida de no-gausianidad debido a su sensibilidad a los outliers.

Por esta razón, en [30] se propone otra medida de no-gausianidad más robus-
ta basada en la teoría de la información, la neguentropía.

2.3. ICA por neguentropía

La neguentropía es basada en la cantidad de la información teórica de la en-
tropía. La entropía de una variable aleatoria se relaciona con la cantidad de in-
formación que da la observación de la variable. Es decir, entre más aleatoria y
desestructurada sea la variable, el valor de su entropía será mayor. La entropía
H de una variable y con densidad py(η) es, [30]:

H(y) = −
∫
py(η) log py(η)dη (2.8)

Una variable gausiana tiene el valor de entropía más alto dentro de las variables
aleatorias de igual varianza lo cual muestra que es la menos estructurada de to-
das las distribuciones.
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Para obtener una medida de no gausianidad la cual sea cero para las distribu-
ciones gausianas y tenga valores positivos para las otras distribuciones, se usa
una versión normalizada de la entropía llamada neguentropía. La neguentropía
J es de�nida como:

J(y) = H(ygauss)−H(y) (2.9)
donde ygauss es una variable aleatoria gausiana con la misma matriz de correla-
ción y covarianza de la variable y.

La neguentropía es considerada el estimador óptimo de no-gausianidad, sin em-
bargo, su implementación es costosa computacionalmente. Para resolver este
problema se usan aproximaciones de la neguentropía, [30].

2.3.1. Aproximación de la negentropía
El método clásico de aproximación de la negentropía es mediante cúmulos de

alto orden, el cual dá como resultado, [30]:

J(y) ≈ 1

12
E{y3}2 +

1

48
kurt{y}2 (2.10)

La variable aleatoria y se asume con media cero y varianza 1. En este caso la apro-
ximación está expresada en términos de la curtosis heredando sus problemas de
robustez. Además, para distribuciones simétricas, el término E{y2} es igual a
cero, dando como resultado que la negentropía es una versión normalizada del
cuadrado de la curtosis.

Para generalizar la aproximación por cúmulos de alto orden se usa la esperanza
de funciones no-cuadráticas. Es decir, se remplazan las funciones polinomiales
y3 y y4 por funciones Gi cuya esperanza es E{Gi(y)}.

Usando sólo una función no-cuadrática, la aproximación es:

J(y) ∝ [E{G(y)} − E{G(ν)}]2 (2.11)

donde ν es una variable aleatoria gausiana con media cero y varianza unitaria.
En este caso, si G(y) = y4 obtenemos una aproximación basada en curtosis.

El principal objetivo es encontrar una mejor aproximación que la presentada en
(3.10). Elegir unaG que tenga un crecimiento lento permite obtener un estimador
más robusto. Un ejemplo de funciones G son las siguientes, [30]:

G1(y) =
1

a1
log cosh(a1y) (2.12)
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G2(y) = − exp(−y2/2) (2.13)
donde 1 ≤ a1 ≤ 2 es una constante.

2.4. Algoritmo FastICA

2.4.1. Estimación de una componente independiente
Para estimar una de las componentes independientes se considera una com-

binación lineal de las observaciones xi denotada por:

y = bTx =
∑
i

bixi (2.14)

donde b es una de las �las de la inversa de la matriz de mezcla. Por otro lado, y
en términos de las fuentes originales si puede ser de�nida como:

y = bTx = bTAs = qT s =
∑
i

qisi (2.15)

Inicialmente, el vector aleatorio con media cero x sufre una transformación lineal
de blanqueo V, es decir, los elementos del vector blanqueado z son decorrelados
y tienen varianza unitaria:

z = Vx (2.16)
Entonces la combinación lineal queda:

y = wT z (2.17)

sujeto a la restricción ||w|| = 1 para que las proyecciones queden normalizadas
a una esfera unitaria.

El algoritmo FastICA encuentra un vector unitario w tal que la proyección wT z
maximice la no-gausianidad. La no-gausianidad es medida por la aproximación
de la negentropía J(wT z) dada en (3.11).

La función objetivo para el proceso de optimización es:

J(wT z) ∝ [E{G(wT z)} − E{G(ν)}]2 (2.18)

La tasa de cambio del vector w está dada por:

∆w ∝ ∂J(wT z)
∂w

(2.19)
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donde:
∆w ∝ γE{zg(wT z)} (2.20)

w← w/||w|| (2.21)
con γ = E{G(wT z)} − E{G(ν)}. La normalización de w es necesaria para que
su proyección esté dentro de la esfera unitaria. La función g es la derivada de la
función G usada en la aproximación de la negentropía.

De (3.20) podemos sugerir la siguiente iteración de punto �jo:

w← E{zg(wT z)} (2.22)

En este caso el coe�ciente γ puede ser omitido debido a que este es eliminado
por la normalización.

Debido a que la iteración de (3.22) no tiene buenas propiedades de convergen-
cia, en [30] se plantea una modi�cación de esta la cual consiste en adicionar una
constante α mulpitplicada por w a ambos lados de la expresión:

(1 + α)w = E{zg(wT z)}+ αw (2.23)

El coe�ciente α, y por consiguiente, el algoritmo FastICA, puede ser encontrado
usando un método de Newton aproximado. El método de Newton es un méto-
do rápido para resolver ecuaciones, es decir , converge en un número pequeño
de pasos. Sin embargo, este usualmente requiere una inversión matricial en ca-
da paso, por lo tanto, computacionalmente es más costoso que otros métodos de
búsqueda como el gradiente descendente.

Para solucionar este problema en [30] se propone una aproximación del método
de Newton que no necesita una inversión matricial pero que converge en el mis-
mo número de pasos que el método original.

Primero se nota que los máximos de la aproximación de la negentropía de wT z
se obtienen en ciertos óptimos de E{G(wT z)}.

De acuerdo a las condiciones de Lagrange, los óptimos de E{G(wT z)}, bajo la
restricción E{(wT z)2} = ||w||2 = 1 son obtenidos en los puntos donde el gra-
diente del Lagrangiano es cero:

F = E{zg(wT z)}+ βw = 0 (2.24)

donde β es una constante y puede ser evaluada como:

β = E{wT
0 zg(wT

0 z)} (2.25)
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donde w0 es el valor de w en el óptimo.

Ahora se soluciona la ecuación (3.24) por el método de Newton obteniendo el
gradiente el cual es la segunda derivada del Lagrangiano:

∂F

∂w
= E{zzTg′(wT z)}+ βI (2.26)

Para simpli�car la inversión de esta matriz, se puede aproximar el primer término
de la ecuación (3.26):

E{zzTg′(wT z)} ≈ E{zzT}E{g′(wT z)} = E{g′(wT z)}I (2.27)

Con la anterior aproximación, el gradiente se convierte en una diagonal y puede
ser invertida fácilmente. Entonces la aproximación de la iteración de Newton es:

w← w− E{zg(wT z)}+ βw
E{g′(wT z)}+ β

(2.28)

Multiplicando (3.28) en ambos lados por β +E{g′(wT z)} y simpli�cando, obte-
nemos la iteración básica de punto �jo en FastICA:

w← E{zg(wT z)− E{g′(wT z)}w} (2.29)

Las funciones g pueden ser calculadas como:

g1(y) = tanh(a1y) (2.30)

g2(y) = y exp(−y2/2) (2.31)

g3(y) = y3 (2.32)

Y por ende las funciones g′ son:

g′1(y) = a1(1− tanh2(a1y)) (2.33)

g′2(y) = (1− y2) exp(−y2/2) (2.34)

g′3(y) = 3y2 (2.35)

donde 1 ≤ a1 ≤ 2 es una constante a menudo igual a uno.

El método FastICA para encontrar una sola componente independiente se mues-
tra en el Algoritmo 1.
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Algoritmo 1 FastICA para estimar una componente independiente.
1: Centrar los datos x para que tengan media cero
2: Blanquear los datos centrados para obtener z
3: Elegir un vector inicial w de norma unitaria
4: w← E{zg(wT z)− E{g′(wT z)}w}
5: w← w/||w||
6: if no hay convergencia then
7: Regresar al paso 4
8: end if

2.4.2. Estimación de varias componentes independientes
Para la estimación de varias componentes independientes se debe utilizar un

método de máxima no-gausianidad basado en que los vectores wi correspon-
dientes a diferentes componentes independientes son ortogonales en el espacio
blanqueado. Es decir, la independencia de las componentes requiere la decorre-
lación entre ellas, teniendo en el espacio blanqueado E{(wT

i z)(wT
j z)} = wT

i wj .
Además, cabe resaltar que en el espacio blanqueado A−1 = AT .

Entonces para hallar varias componentes independientes se debe correr el al-
goritmo varias veces para w1, . . . ,wn, y después de cada iteración ortogonalizar
los vectores para evitar que converjan al mismo máximo. Para lograr la ortogo-
nalización se usan los siguientes algoritmos:

2.4.3. Ortogonalización de�acionaria
Un método de ortogonalización es la ortogonalización de�acionaria la cual

usa el método de Gram-Schmit. Este método estima las componentes indepen-
dientes una por una, es decir, si tenemos p componentes independientes, o p vec-
tores w1, . . . ,wp, se corre un algoritmo para wp+1, y después de cada iteración
se restan de wp+1 las proyecciones (wT

p+1wj)wj, j = 1, . . . , p de los p vectores
anteriormente estimados, y luego se renormaliza wp+1. El método FastICA con
ortogonalización de�acionaria se muestra en el Algoritmo 2, [30].

2.4.4. Ortogonalización simétrica
En la ortogonalización simétrica los vectoreswi no son estimados uno por uno,

por el contrario, son estimados en paralelo. El método de estimación secuencial
tiene la desventaja que los errores de estimación de los primeros vectores se acu-
mulan en los vectores subsecuentes debido a la ortogonalización. Una ventaja de
la ortogonalización simétrica es que abre la opción de paralelizar el cálculo de las
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Algoritmo 2 FastICA con ortogonalización de�acionaria.
1: Centrar los datos x para que tengan media cero
2: Blanquear los datos centrados para obtener z
3: Elegir m, el número de componentes independientes
4: Establecer p← 1
5: Inicializar wp aleatoriamente
6: wp ← E{zg(wT

p z)− E{g′(wT
p z)}wp}

7: wp ← wp −
∑p−1

j=1(wT
pwj)wj

8: wp ← wp/||wp||
9: if wp no converge then

10: Regresar al paso 6
11: end if
12: p← p+ 1
13: if p ≤ m then
14: Regresar al paso 5
15: end if

componentes independientes.

La ortogonalización simétrica de W pude ser hecha mediante el método que im-
plica la matriz de raíces cuadradas:

W← (WWT )−1/2W (2.36)

La raíz cuadrada inversa (WWT )−1/2 es obtenida desde la descomposición en
valores propios de WWT = EDET como:

(WWT )−1/2 = E diag(d
−1/2
1 , . . . , d−1/2m )ET (2.37)

donde E es la matriz ortogonal de vectores propios. El método FastICA con orto-
gonalización simétrica se muestra en el Algoritmo 3.

2.5. ICA en señales EEG contaminadas con arte-
factos oculares

El análisis de componentes independientes (ICA) ha jugado un papel muy
importante en el procesamiento de señales cerebrales. ICA ha sido utilizado en
diferentes tareas que van desde la separación de las señales EEG en los ritmos
alfa, beta, delta, teta y gama, hasta la identi�cación de artefactos provenientes
de diferentes fuentes como la respiración, el pulso cardiaco, el movimiento de
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Algoritmo 3 FastICA con ortogonalización de�acionaria.
1: Centrar los datos x para que tengan media cero
2: Blanquear los datos centrados para obtener z
3: Elegir m, el número de componentes independientes
4: Elegir los valores para wi, i = 1, . . . ,m, con norma unitaria.
5: Ortogonalizar la matriz W como en el paso 9
6: for i = 1, . . . ,m do
7: wi ← E{zg(wT

i z)− E{g′(wT
i z)}wi}

8: end for
9: W← (WWT )−1/2W

10: if no hay convergencia then
11: Regresar al paso 6
12: end if

los músculos de la cara y los movimientos oculares, [39]. Además, teniendo en
cuenta que los registros EEG son el resultado de una suma ponderada de la activi-
dad eléctrica de millones de neuronas, ICA puede mostrar factores o información
oculta que no puede ser observada en el análisis directo de los datos [61].

Para aplicar ICA en el procesamiento de señales EEG se deben tener en cuen-
ta dos aspectos: la primera es que las señales provengan de una suma ponderada
de fuentes independientes y la segunda que las variables no sean gausianas. En
este caso las señales cerebrales son el resultado de la suma de muchas señales
generadas por los cúmulos neuronales o zonas activas las cuales se pueden con-
siderar como fuentes independentes. Por otra parte, los datos EEG presentan una
distribución de probabilidad donde la mayoría de sus valores presentan valores
cercanos a cero, lo cual se asimila al comportamiento de una variable supergau-
siana, Figura 2.7.
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Figura 2.7: Histograma de una señal EEG tomada del canal FC3 del sujeto 1.

2.5.1. Detección de artefactos oculares enEEGmediante ICA
Como anteriormente se mencionó, una de las aplicaciones de ICA en seña-

les EEG es la detección de artefactos o señales que provienen de fuentes no-
cerebrales. Este trabajo se enfocó en la detección de artefactos oculares los cuales
son generados por el movimiento del globo ocular, es decir, de una fuente esta-
dísticamente independiente a la que genera la actividad neuronal. Además, los
artefactos oculares tienen una función de probabilidad puntiaguda centrada en
cero, Figura 2.8, describiendo su naturaleza supergausiana.
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Figura 2.8: Histograma de una señal EOG del sujeto 1.

El ICA se aplicó a una porción de la base de datos la cual tiene una dura-
ción de 12 segundos, Figura 2.9, la cual está conformada por 22 canales los cuales
fueron registrados mediante electrodos super�ciales dispuestos sobre el cuero
cabelludo como se muestra en la Figura 2.10. En este caso el algoritmo utilizado
fue el FastICA con ortogonalización simétrica y con (3.31) como función g para
la aproximación de la negentropía.

Por otra parte, los movimientos oculares son registrados mediante un HEOG los
cuales indican el instante que se producen las sacadas. El efecto de estos artefac-
tos oculares se propaga sobre todo el cuero cabelludo teniendo mayor signi�can-
cia en los canales frontales debido a que los campos electromagnéticos generados
por el dipolo ocular presentan amplitudes mayores cerca a las cuencas oculares,
luego su amplitud se atenúa a medida que viajan hacia la parte porterior del crá-
neo mostrando efectos pequeños en los canales registrados en la región occipital.
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Figura 2.9: Señales EEG y HEOG registradas durante un periodo de 12 segundos. La
in�uencia de los artefactos oculares es más notoria en los canales cercanos
a la parte frontal del cráneo que en la parte occipital.
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Figura 2.10: Ubicación de los canales EEG registrados.

En la Figura 2.11 podemos ver las componentes independientes estimadas por
el algoritmo FastICA, las componentes IC1 y IC2 corresponden a los artefactos
oculares, y las restantes a las diferentes componentes cerebrales.
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Figura 2.11: Descomposición de las señales EEG mediante ICA en las fuentes indepen-
dientes estimadas.

Para ubicar espacialmente las fuentes estimadas se hace una proyección de
los coe�cientes aij de la matriz de mezcla A = W−1 sobre el cráneo, Figura 2.12.
La matriz de mezcla es de�nida como:

A =


a11 a12 . . . a1m
a21 a22 . . . a2m

... ... ...
an1 an2 . . . anm

 (2.38)

donde, en este caso, m = n = 22.

De esta manera, los coe�cientes pertenecientes a la componente estimada yj son:

A(:, j) =


a1j
a2j

...
anj

 (2.39)
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Figura 2.12: Proyección de los coe�cientes aij sobre el cráneo.

En la Figura 2.13 se muestra la proyección de los coe�cientes pertenecientes
a las dos primeras componentes del ejemplo en cuestión. En este caso, el valor
de los coe�cientes cercanos a la zona frontal son mayores a los de otras regiones,
debido a la cercanía con la fuente que origina las artefactos, en este caso los ojos.

IC1

IC2

Componentes Independientes

Tiempo (s)

Figura 2.13: Proyección de las componentes IC1 e IC2 sobre el cráneo.

Para tener una mejor visión del efecto que causan las dos primeras fuentes
independientes, en la Figura 2.14 podemos ver un modelo tridimensional de la
proyección de los coe�cientes aij , este modelo se generó por medio de la herra-
mienta de análisis EEG llamada EEGLab de MatLab. En está grá�ca podemos ver
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que la componente IC1 se ubica en el ojo izquierdo y la componete IC2 en el ojo
derecho demostrando que el algoritmo FastICA hace una busqueda e�ciente de
las fuentes independientes basado en la independencia estadística, teniendo en
cuenta que los ojos tienen un comportamiento parecido pero no igual.

IC1                                   IC2

Figura 2.14: Vista tridimensional de la proyección de las componentes independientes
pertenecientes a los artefactos oculares.

De esta forma se ha mostrado que el análisis de componentes independien-
tes es una herramienta muy útil para la detección de artefactos oculares en los
registros electroencefalográ�cos, basado en sus principales pilares conceptuales:
la independencia entre las fuentes que generaron la mezcla observada, y la no-
gausianidad de las fuentes originales.

En el siguiente capítulo se muestra como la minería de datos nos proporciona
un método para la caracterización de las componentes independientes halladas
mediante ICA y así poder entrenar un modelo de reconocimiento de patrones
que tenga la capacidad de discriminar los artefactos oculares de las señales EEG.
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Cuando estás solucionando un problema, no tienes que
preocuparte. Ahora, después de que has resuelto el proble-
ma, entonces sí es momento de preocuparse.

Richard Feynman

3
Extracción de características:

Complejidad

En problemas de predicción y reconocimiento de patrones, la extracción de
características juega un papel muy importante porque permite representar la in-
formación en un espacio dimensionalmente menor, reduciendo la complejidad
para solucionar el problema y por ende el tiempo de cómputo; adicionalmente
genera un crecimiento en el desempeño del modelo.

Para crear un sistema automático de �ltrado de artefactos oculares en señales
EEG se deben caracterizar las componentes independientes resultantes del ICA,
estas características alimentarán un modelo de clasi�cación el cual discriminará
las clases: artefactos y potenciales cerebrales.
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En este capítulo se abordará la importancia de la minería de datos y de la extrac-
ción de características de complejidad en señales cerebrales para la eliminación
de artefactos.

3.1. Extracción de características

La extracción de características se encarga de encontrar el conjunto de ca-
racterísticas más compacto y que aporte mayor información para mejorar la e�-
ciencia en el almacenamiento y procesamiento de los datos [26]. El problema de
extracción de caracerísticas puede ser dividido en dos: construcción de caracte-
rísticas y selección de características.

3.1.1. Construcción de características
La construcción de características consiste en obtener una mejor representa-

ción de los datos crudos, esta puede estar integrada dentro de los procesos del
modelo, por ejemplo en las capas ocultas de las redes neuronales donde se ge-
neran representaciones internas de los datos de entrada, o como una etapa de
preprocesamiento.

El preprocesamiento puede ser de�nido así: Dado un vector de datos x con una
dimensión n, este puede sufrir una transformación donde se genera un vector de
características x′ con dimensión n′.

Algunas de las transformaciones de preprocesamiento son, [26]:

1. Estandarización. Las características pueden tener diferentes escalas auque
se re�eran a objetos comparables. Este sesgo en las escalas puede repercu-
tir en el desempeño de los posteriores modelos de reconocimiento o pre-
dicción. Para evitar esto, se hace un proceso de estandarización, el cual es
de�nido como:

x′ =
x− µ
σ

(3.1)

donde µ es la media y σ la desviación estandar de x.

2. Normalización.La normalización es un proceso mediante el cual se lleva la
distribución de las características a una distribución normal eliminando la
dependencia de la escala. La normalización es de�nida como:

x′ =
x
||x||

(3.2)
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donde ||x|| es la norma de x.

3. Mejoramiento de la señal. La relación señal a ruido de la señal puede ser
mejorada con �ltros. Estas operaciones incluyen la corrección de la línea
base, eliminación de ruido, suavizado y realce. Para esto normalmente se
utiliza la transformada de Fourier o la transformada Wavelet.

4. Extracción de características locales. Para datos secuenciales, espaciales o
estructurados se usan técnicas especí�cas parecidas a métodos convolu-
cionales mediante kernels o métodos sintácticos. Esta técnicas codi�can
problemas de conocimiento especí�co en las características.

5. Métodos espaciales embebidos lineales y no-lineales. Cuando la dimensiona-
lidad de los datos es muy grande, esta puede ser reducida a una dimensión
menor mediante algunas técnicas, preservando la mayor infromación posi-
ble. Entre estas técnicas está el Análisis de Componentes Principales (PCA)
y el Escalado Multidimensional (MDS).

6. Expansiones no-lineales. Aunque la reducción de la dimensionalidad es usa-
da a menudo cuando se habla de la complejidad de los datos, agunas veces
es mejor incrementar la dimensionalidad. Esto ocurre cuando el problema
es muy complejo y las interacciones de primer orden no son su�cuentes pa-
ra obtener buenos resultados. Este método consiste en calcular productos
de las características originales para crear monomios.

7. Discretización de características. Algunos algoritmos no manejan bien los
datos continuos siendo necesario discretizar los valores continuos en un
conjunto discreto �nito.

Algunos métodos no alteran el espacio dimensionalmente (mejoramiento de la
señal, normalización, estandarización), otros lo aumentan (expansiones no-lineales,
discretización de características), otros lo reducen (métodos espaciales intrínse-
cos) o pueden actuar en otra dirección (extracción de características locales), [26].

3.1.2. Selección de características
Uno de los principales objetivos de la selección de características es elegir las

características más relevantes y que contengan mayor información, pero además
de esto puede tener otros �nes:

1. Reducción de los datos. Limitar los requerimientos de almacenamiento e
incrementar la velocidad del algoritmo.
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2. Reducción del conjunto de características. Para guardar recursos de la pró-
xima etapa de recolección de los datos o durante su utilización.

3. Mejoramiento del desempeño. Para ganar precisión en los algoritmos de re-
conocimiento de patrones y predicción.

4. Entendimiento de los datos. Para obtener conocimiento acerca del proceso
que genera los datos.

Los métodos para seleccionar características se pueden dividir en tres: méto-
dos Filters, métodos Wrappers y métodos Embedded.

Métodos Filters. Estos métodos hacen un escalafón de características depen-
diendo de un índice de relevancia, además seleccionan las características
sin optimizar el desempeño del predictor.

Los métodos Filters pueden distinguir cuatro diferentes medidas de eva-
luación: distancia, información, dependencia y consistencia, [2].

Métodos Wrappers. Involucran el predictor como parte del proceso de se-
lección de características. Los Wrappers usan el algoritmo de aprendizaje
como una “caja negra” para cali�car subconjuntos de características depen-
diendo de la potencia del predictor. Por otra parte, estos métodos son más
costosos computacionalemte que los Filters pero suelen obtener mejores
resultados, [2]

Métodos Embedded. Estos hacen la selección de características durante el
proceso de entrenamiento y son usualmente especí�cos para el algoritmo
de aprendizaje dado.

Tanto los métodos Wrappers y Filters pueden conseguir subconjuntos de carac-
terísticas muy diferentes bajo pequeñas perturbaciones del conjunto de datos.

Por otra parte, la extracción de características tiene cuatro aspectos fundamen-
tales:

Construcción de características

Generación del subconjunto de características, estrategia de búsqueda.

De�nición del criterio de evaluación

Estimación del criterio de evaluación
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Los últimos tres son relevantes en la selección de características.

La mayor diferencia entre Filters y Wrappers es en el criterio de evaluación, los
primeros no involucran ningún algoritmo de aprendizaje mientras que los segun-
dos usan el desempeño del predictor entrenado con un subconjunto de caracte-
rísticas dado. Ambos pueden usar estrategias de búsqueda para explorar todas
las posibles combinaciones de características.

Existen métodos híbridos que combinan las mejores propiedades de los Filters y
Wrappers, en estos un Filter genera una lista ordenada de características y luego
un algoritmo de aprendizaje calcula y genera subconjuntos anidados de caracte-
rísticas.

La estimación del criterio puede ser hecha mediante dos estrategias: in-sample
o out-of-sample. En la primera se usan todos los datos de entrenamiento para
calcular una estimación empírica, luego es probada estadísticamente para eva-
luar su signi�cancia. La segunda tiene el enfoque de “apredizaje automático",
esta divide los datos en dos: un conjunto de entrenamiento usado para estimar
los parámetros del modelo predictivo y un conjunto de validación para estimar
el desempeño del predictor. Para disminuir la varianza en el desempeño del pre-
dictor se usa el promedio de múltiples ensayos o validación cruzada.

3.1.3. Relevancia de las características
Un enfoque de la selección de características es ordenar las cararacterísti-

cas de acuerdo a un índice de relevancia. Estos métodos son rápidos y efectivos,
particularmente cuando el número de características es grande y el número de
ejemplos de entrenamiento es pequeño. En estos casos, los métodos que intentan
buscar un subconjunto de características para una predicición óptima pueden ser
lentos y tender al sobre-ajuste, [26].

Sin embargo hay limitaciones para cali�car las características de manera indi-
vidual debido a que se hacen suposiciones de su independencia en los métodos
univariables. Cuando hay combinanción de características pueden ocurrir dos
cosas:

Características que individualmente son irrelevantes pueden ser relevantes
en el contexto de otras.

Características que individualmente son relevantes pueden generar redun-
dancia en combinación con otras.
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A partir de esto se crean los métodos multivariables que toman en cuenta la de-
pendencia de las características. Estos logran mejores resultados porque no hacen
suposiciones acerca de la independencia de las características.

Dentro de los métodos Wrapper y Embedded, los métodos Greedy (selección hacia
adelante y la eliminación hacia atrás) son los más populares.

El método de selección hacia adelante empieza con un conjunto vacío al cual
progresivamente se le adicionan características dependindo del índice de desem-
peño.

El método de eliminación hacia atrás empieza el conjunto de todas las caracte-
rísticas y progresivamente elimina las menos útiles. Ambos procedimientos son
rápidos y robustos encontra del sobre-ajuste.

3.2. Características de complejidad

Como se mencionó en los capítulos anteriores el problema que se aborda en
este trabajo es la eliminación de los artefactos oculares presentes en las señales
EEG.

Caracterizar señales cerebrales en un trabajo difícil debido a su comportamiento
caótico [59], [55], [31], y la extracción de características temporales y espectra-
les no son su�cientemente discriminatorias debido a que los artefactos oculares
ocurren en tiempos impredecibles y en rangos de frecuencia que se superponen
al espectro EEG. Por esta razón se proponen características de complejidad que
aplican conceptos desde teoría de la información (entropía) hasta la geometría
computacional (dimensión fractal) como solución a este problema.

Las característricas seleccionadas son:

A. Curtosis

La curtosis es el cúmulo de cuarto orden de una variable aleatoria y es utilizada
como medida de gausianidad. La curtosis de x denotada por kurt(x) se de�ne
como :

kurt(x) = E{x}4 − 3(E{x2})2 (3.3)
donde E es el operador esperanza. Una variable aleatoria gausiana tiene la cur-
tosis igual a cero, esto permite discriminar las ICs EEG debido a su gran alea-
toriedad y por ende su similitud con las variables gausianas. Las variables con
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curtosis negativa son llamadas subgausianas y las variables con curtosis positiva
son llamadas supergausianas, [30].

B. Información de Fisher (FI)

La información de Fisher es de�nida como la cantidad de información que es
esperada en una variable observable x acerca de un punto de interés θ en una
muestra de n observaciones independientes. El principio de Descripción de Lon-
gitud Mínima (MDL) muestra que FI puede comparar diversas señales y cuanti-
�car su complejidad, [37].

La FI puede ser de�nida en el espectro singular normalizado σ, el cual se ha-
lla mediante la descomposición en valores singulares (SVD).

La SVD de x produce M valores singulares, σ1, σ2..., σm conocidos como el es-
pectro singular [8], [33].

La información de Fisher puede ser de�nida como:

I =
M−1∑
i=1

(σ̄i+1 − σ̄i)2

σ̄i
(3.4)

donde M es el número de valores singulares normalizados y σ̄i = σi/
∑M

j=1 σj
es su normalización.

C. Análisis de �uctuación sin tendencia

El análisis de �uctuación sin tendencia (DFA) es un método de análisis de da-
tos, el cual puede descubrir y cuanti�car propiedades dependientes de la escala
en sistemas complejos, y permite la detección de auto-similaridad embebida en
señales no-estacionarias [16], [63].

El procedimiento para calcular el DFA de una serie de tiempo x es el siguien-
te, [8]:

1. Primero integrar x dentro de una nueva serie y = [y(1), y(2), ..., y(N)],
donde y(k) =

∑k
i=1(xi − x̄).

2. La serie integrada es cortada en porciones de longitud n. En cada segmento,
una línea es ajustada por mínimos cuadrados a los datos, mostrando la
tendencia en ese segmento. La coordenada y de los segmentos de línea recta
es denotada por yn(k).

72



3. La �uctuación de la raíz cuadradatica media de la serie integrada es calcu-
lada por F (n) =

√
(1/N)

∑N
k=1[y(k)− yn(k)]2.

4. La �uctuación puede ser de�nida como la pendiente de la línea de la rela-
ción entre logF (n) y log n.

D. Parámetros de Hjorth

Los parámetros de Hjorth son métodos para indicar las propiedades estadísticas
de una señal x en el dominio del tiempo. El parámetro de mobilidad es de�nido
como la raíz cuadrada de la relación entre la varianza de la primera derivada de la
señal y la varianza de la señal. El parámetro de complejidad muestra cuan similar
es la señal a una señal senoidal. El valor de la complejidad converge a 1 cuando
la señal es más similar a una onda seno [46].

Estos son de�nidos respectivamente como:

Movilidad =

√
M2

TP
(3.5)

Complejidad =

√
M4.TP
M2.M2

(3.6)

donde
TP =

∑
xi/N (3.7)

M2 =
∑

di/N (3.8)

M4 =
∑

(di − di−1)2/N (3.9)

con di = xi − xi−1.

E. Dimensión Fractal de Higuchi (HFD)

HDF es un algoritmo para medir la dimensión fractal de una serie discreta de
tiempo. Además, HDF puede ser usada para cuanti�car la complejidad y la auto-
similaridad de una señal [24].

Dada una serie de tiempo X = x1, x2, ..., xN , el algoritmo que calcula la HFD
puede ser descrito como:
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Primero, se generan k nuevas series de tiempo Xm
k de�nidas por:

xm, xm+k, xm+2k, ..., xm+b(N−m)/kck (3.10)

donde m=1,2,...,k. La longitud de cada serie es calculada como:

L(m, k) =

∑b(N−m)/kc
i=2

∣∣xm+ik − xm+(i−1)k
∣∣ (N − 1)

b(N −m)/kck
(3.11)

donde N es la longitud de la serie de tiempo original X .

La longitud promedio es de�nida por:

L(k) =
1

k

k∑
m=1

L(m, k) (3.12)

Este procedimiento es repetido kmax veces para cada k desde 1 hasta kmax, luego
mediante mínimos cuadrados se encuentra la línea que mejor se ajusta a la curva
ln(L(k)) versus ln(1/k) y la pendiente de esa línea es la HFD.

F. Exponente de Hurst(HE)

El exponente de Hurst es un método estadístico muy usado para inferir las pro-
piedades de una serie de tiempo sin hacer suposiciones acerca de su estacionari-
dad [45]. El HE es la medida de la suavidad de una serie de tiempo fractal basada
en el comportamiento asimptótico del rango reescalado del proceso [34].

El HE de una serie de tiempo X = x1, x2, ..., xN , es calculado como:

El primer paso es calcular la desviación acumulada desde la media de la serie
de tiempo dentro del rango T .

X(t, T ) =
t∑
i=1

(xi − x̄) (3.13)

donde

x̄ =
1

T

T∑
i=1

xi, t ∈ [1, ..., N ] (3.14)

Luego, el rango reescalado R(T )/S(T ) es de�nido por:

R(T )

S(T )
=

máx(X(t, T ))−mı́n(X(t, T ))√
(1/T )

∑T
t=1[xt − x̄]2

(3.15)
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El HE es la pendiente de la línea producida por ln(R(n)/S(n)) versus ln(n) para
n ∈ [2, ..., N ].

G. Dimensión Fractal de Petrosian

El método de Petrosian calcula la dimensión fractal de una serie binaria de tiem-
po [22]. Primero se convierte la secuencia en una secuencia binaria y luego la
PFD es calculada como:

PFD =
log10N

log10N + log10(N/(N + 0,4Nδ))
(3.16)

donde N es la longitud de la serie y Nδ es el número de cambios de signo en la
derivada de la señal [8].

3.3. Extracción de características discriminates en-
tre EEG y artefactos oculares

En el capítulo anterior se mostró como ICA permite separar las componentes
de los artefactos oculares y las componentes de las señales EEG. En esta sección
se muestra el procedimiento de extracción de características de las componentes
independientes para su discriminación por el posterior modelo de predicción.

Registro EEG

1 2 k

1

2

nCaracterísticas

I

C

A

ICs

Extracción de 
características

Figura 3.1: Esquema del procedimiento de extracción de características desde los regis-
tros EEG.

Como primer paso, los registros EEG fueron fragmentados en porciones de 8
segundos, luego a estas porciones se les aplicó ICA para obtener sus 22 compo-
nentes independientes, �nalmente de cada una de ellas se extrajeron las 8 caracte-
rísticas de compeljidad expuestas anteriormente mediante la librería PyEEG, [8],
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Figura 3.2. Las características fueron estandarizadas mediante la ecuación (4.1)
para favorecer el desempeño del predictor.

El vector de características extraído tiene un tamaño de 1540 patrones. En la
Figura 3.2 se muestra las relaciones diádicas entre las características mediante
su proyección bidimensional permitiendo reconocer agrupamientos emergentes
de las componentes EEG y de los artefactos oculares, además se hace notar la
naturaleza desbalanceada de los datos debido a que tan solo el 10 % de los datos
pertenecen a los artefactos oculares.
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Figura 3.2: Matriz de relación entre las características extraídas desde las componentes
independientes. Los patrones azules pertenecen a la clase EEG y los patro-
nes rojos a los aterfactos oculares. Las características son: curtosis, Análi-
sis de Fluctuación sin Tendencia (DFA), Información de Fisher (FI), Dimen-
sión Fractal de Higuchi (HFD), Movilidad de Hjorth (HJM), Complejidad de
Hjorth (HJC), Exponente de Hurst (HE) y Dimensión Fractal de Petrosian
(PFD).
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Podemos ver como la combinación entre ciertas características generan com-
plementaridad creando agrupamientos más de�nidos, por ejemplo: DFA vs HJM,
FI vs HDF, FI vs HE, FI vs PFD, HFD vs HJM, HJM vs HE, HJM vs PFD, HJC vs
HE o HJC vs PFD. Además, emergen relaciones interesantes entre las caracte-
rísticas, por ejemplo, logarítmicas entre FI vs HJM, FI vs HJC y HJM vs HJC o
lineales entre las dimensiones fractales de Higuchi y Petrosian. Esto demuestra
que características que individualmente parecen poco relevantes cuando inter-
actúan con otras permiten ver información oculta de gran importancia.

Por otra parte, la mezcla de algunas características incrementa la varianza ex-
traclase creando de esta manera un margen de separación más amplio para au-
mentar el desempeño del algoritmo de clasi�cación. Sin embargo, como podemos
ver el margen de separación es complejo en un espacio de características de baja
dimensión, por esta razón, un incremento de esta dimensión se re�ejará en el
mejoramiento de la e�ciencia del predictor.

En el siguiente capítulo se muestra un método de clasi�cación de las ICs de se-
ñales EEG y de artefactos oculares basado en aprendizaje supervisado, más es-
pecí�camente con una máquina de soporte vectorial balanceada.
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Toda obra grande, en arte como en ciencia, es el resultado
de una gran pasión puesta al servicio de una gran idea.

Santiago Ramón y Cajal

4
Aprendizaje supervisado: SVM

balanceada

El problema del reconocimiento de patrones ha sido fundamental a lo largo de
la historia del procesamiento de los datos. Este ha jugado un papel importante en
diversos campos como: astronomía, astrofísica, medicina, economía, sociología,
ingeniería, química, entre muchos otros. El campo de reconocimiento de patrones
se basa en el descubrimiento automático de regularidades en los datos a través de
algoritmos computacionales y mediante esas regularidades tomar acciones tales
como clasi�car los datos en diferentes catergorías, [13].

En este capítulo se abordará el problema de clasi�cación de los artefactos ocula-
res y señales EEG desde el punto de vista del aprendizaje supervisado mediante
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una máquina de soporte vectorial balanceada.

4.1. Aprendizaje supervisado

El aprendizaje supervisado es la tarea de aprendizaje automático en la cual se
in�ere una función que relaciona las entradas con las salidas desde los datos de
entrenamiento. Los datos de entrenamiento consisten de un conjunto ejemplos
de entrenamiento. Cada ejemplo esta formado de un objeto de entrada y un valor
de salida deseado. Un algoritmo de aprendizaje supervisado analiza los datos de
entrenamiento y produce una función inferida, la cual es llamada clasi�cador, si
la salida es cualitativa o función de regresión si la salida en cuantitativa. La fun-
ción debe predecir el valor correcto de salida para cualquier entrada.

Un problema de aprendizaje supervisado puede ser de�nido como: Dado un vec-
tor x con N muestras llamado conjunto de entrenamiento, el cual es usado para
ajustar los parámetros de un modelo adapatativo y que está acompañado de un
vector objetivo t el cual representa la etiqueta o clase de la correspondiente mues-
tra, se debe estimar una función de clasi�cación y(x) la cual toma una muestra
xi y genera una salida yi que debe corresponder con el objetivo ti.

La función y(x) es determinada durante la fase de entrenamiento, también co-
nocida como fase de aprendizaje, basada en los datos de entrenamiento. Una vez
el modelo es entrenado este puede determinar la identidad de una nueva mues-
tra, la cual corresponde a un conjunto de prueba. La habilidad para categorizar
correctamente nuevas muestras que di�eren de las usadas en el entrenamiento
es conocida como generalización, siendo esta un objetivo central en el reconoci-
miento de patrones [13].

4.1.1. Compensación sesgo-varianza
En el aprendizaje supervisado existe una relación entre el sesgo y la varian-

za del predictor que conforma el error de generalización. Supongamos que tene-
mos diferentes conjuntos de entrenamiento igualmente buenos. Un algoritmo de
aprendizaje está sesgado para una entrada particular xi, si cuando entrenamos
con cada uno de esos conjuntos de datos, la predicción es sistematicamente inco-
rrecta. Por otra parte, un algoritmo de aprendizaje tiene una varianza alta para
una entrada particular xi si este produce diferentes valores de salida cuando en-
trenamos con diferentes conjuntos de datos. El efecto del sesgo y la varianza en
un clasi�cador se muestra en la Figura 4.1.
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Figura 4.1: Efecto del sesgo y la varianza en un clasi�cador. En la parte superior-
izquierda vemos una buena compensasión entre el sesgo y la varianza debido
a que el límite de desición del clasi�cador, círculo azul, se adapta correcta-
mente a los datos de prueba. En la parte superior-derecha existe una alta
varianza en el clasi�cador, debido a que el límite de desición no se adapta
a la totalidad de los datos generando un aumento del error de generaliza-
ción. En la parte inferior-izquireda el límite de desición está sesgado de los
datos de prueba, causando que el error de generalización aumente. En la
parte inferior-derecha se muestra el peor de los casos, es decir, cuando el
clasi�cador tiene una varianza alta y un sesgo alto, en este caso el error de
generalización será mayor a los dos caos expuestos anteriormente.

El error de generalización es la suma del cuadrado del sesgo y la varianza del
clasi�cador y es de�nido por:

E(xi) = σ2 + [Sesgo2(y(xi)) + Var(y(xi))] (4.1)
donde σ2 es el error irreducible.

Más generalmente, a medida que incrementa la complejidad del modelo, la va-
rianza tiende a incrementar y el cuadrado del sesgo a decrecer, si la complejidad
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del modelo se reduce, la varianza decrece y el cuadrado del sesgo aumenta, Figura
4.2. Debido a esto se busca un modelo que compense la relación sesgo-varianza
y que permita su generalización.
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Varianza baja
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Figura 4.2: Error de entrenamiento y de prueba en función de la complejidad del modelo,
[28]

Algunas de las acciones que se pueden tomar en cuenta para mejorar el error
de generalización son:

a). Varianza alta

Aumentar el número de datos de entrenamiento

Disminuir el número de características o dimensión del espacio de entrada

Incrementar el parámetro de regularización del modelo

b). Sesgo alto

Aumentar el número de características o dimensión del espacio de entrada

Disminuir el parámetro de regularización del modelo

4.2. Máquinas de vectores soporte

Las Máquinas de Vectores Soporte (SVM) son un conjunto de algoritmos de
aprendizaje basados en la teoría de aprendizaje estadístico. La técnica SVM fue
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desarrollada inicialmente como un clasi�cador lineal para problemas biclase con
datos separables. Es decir, dado un problema de clasi�cación en el que los objetos
a clasi�car pertenecen a una de dos clases posibles, la máquina de aprendizaje
implementada por SVM permite encontrar un modelo lineal que separa los ele-
mentos de ambas clases.

Posteriormente, SVM fue adaptado a problemas de clasi�cación con datos no
separables. Actualmente, su funcionalidad se ha extendido para poder resolver
problemas de regresión [43] y agrupamiento.

4.2.1. Caso separable
Para entender el funcionamiento de SVM se parte del caso más sencillo, la

separación de dos clases. SVM busca encontrar el hiperplano de separación óp-
timo entre las dos clases, esto se logra mediante la maximización del margen de
separación M en el cual se encuentran las muestras más cercanas entre las cla-
ses y por ende las más difíciles de separar, a estas muestras se les llama vectores
soporte, Figura 4.3.

Partiendo del conjunto de entrenamiento formado por N pares (x1, t1), (x2, t2)
, ..., (xN , tN), con xi ∈ Rp y ti ∈ {−1, 1}, se puede de�nir un hiperplano de la
siguiente manera:

y(x) = wTx + b = 0 (4.2)
donde w es un vector ortogonal al hiperplano con ||w|| = 1 y b es un parámetro
de sesgo. Los datos del conjunto de prueba serán clasi�cados por:

G(x) = sign[y(x)] (4.3)

Debido a que los datos son linealmente separables, existe al menos un valor de
w y b que satisface y(xi) > 0 para las muestras con ti = +1 y y(xi) < 0 para las
muestras con ti = −1; generalizando lo anterior, la condición es:

tiy(xi) > 0, i = 1, 2, ..., N (4.4)

La distancia perpendicular de un puntox desde un hiperplano de�nido por y(x) =
0 está dada por |y(x)|/||w||. Entonces la distancia de un punto xi a la super�cie
de decisión está dada por:

tiy(xi)
||w||

=
ti(wTxi + b)

||w||
(4.5)

El margen está dado por la distancia perpendicular al punto xi más cercano desde
el conjunto de datos, y se deben optimizar los parámetros w y b para maximizar
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dicha distancia. El máximo margen se encuentra resolviendo la siguiente expre-
sión:

arg máx
w,b

{
1

||w||
mı́n
i

[
ti(wTxi + b)

]}
(4.6)

donde se toma el factor 1/||w|| fuera de la optimización sobre n porque w no de
pende de n.

Figura 4.3: Hiperplano de separación entre dos clases separables linealmente.

La solución del problema de optimización puede resultar muy compleja en-
tonces se opta por convertirlo en un problema equivalente más fácil de resolver.
Se puede observar que si se hace un reescalamiento w → κw y b → κb, en-
tonces la distancia de cualquier punto xi a la super�cie de decisión, dada por
tiy(xi)/||w|| permanece igual. Entonces podemos hacer:

ti(wTxi + b) = 1 (4.7)

para los puntos más cercanos a la super�cie de decisión. La restricción para todos
los puntos es:

ti(wTxi + b) ≥ 1, i = 1, 2, ..., N (4.8)
El problema de optimización requiere simplemente maximizar 1/||w||, lo que es
equivalente a minimizar ||w||2, entonces se tiene:

arg mı́n
w,b

1

2
||w||2 (4.9)
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El factor de 1/2 es incluido por conveniencia. Este problema es un ejemplo de
programación cuadrática en el que se busca minimizar una función cuadrática
sujeta a restricciones lineales.

Para resolver el problema se plantea en base a multiplicadores de Lagrange de la
siguiente manera:

L(w, b, α) =
1

2
||w||2 −

N∑
i=1

αi
{
ti(wTxi + b)− 1

}
(4.10)

donde α = (α1, α2, ..., αN)T son los multiplicadores de Lagrange. Desarrollando
las derivadas de L(w, b, α) respecto a w y b e igualandolas a cero, se obtienen las
siguientes condiciones:

w =
N∑
i=1

αitixi (4.11)

N∑
i=1

αiti = 0 (4.12)

Sustituyendo (5.11) y (5.12) en la función de costo (5.10), el problema es equiva-
lente a maximizar:

L̃(α) =
N∑
i=1

αi −
1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

αiαjtitj(xi · xj) (4.13)

sujeto a las restricciones

αi ≥ 0, i = 1, 2, ..., N (4.14)

N∑
i=1

αiti = 0 (4.15)

El hiperplano de separación puede ser expresado en relación a los multiplicadores
de Lagrange de la siguiente manera:

y(x) =
N∑
i=1

αiti(x · xi) + b (4.16)

Todas las muestras de entrenamiento tienen asociado un multiplicador de lagran-
ge, sin embargo la mayoría de estos son cero, excepto los que pertenecen a los
vectores soporte, [13].
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Una vez resuelto el problema de optimización y hallado el valor de α, se de-
termina el valor de b teniendo en cuenta que los vectores soporte xi satisfacen
tiy(xi) = 1. Usando (5.16) tenemos

ti

(∑
m∈S

αmtm(xi · xm) + b

)
= 1 (4.17)

donde S es el conjunto de índices de los vectores soporte. Aunque la ecuación
puede ser resuelta eligiendo un número arbitrario de vectores soporte xi, una
solución numéricamente más estable es la siguiente:

b =
1

NS

∑
i∈S

(
ti −

∑
m∈S

αmtm(xi · xm)

)
(4.18)

donde NS es el número total de los vectores soporte.

4.2.2. Caso no-separable
Existen dos casos donde las clases no están completamente separadas y el mo-

delo SVM debe ser adaptado. La primera es cuando la clasi�cación se hace con
una función de decisión lineal pero las muestras de entrenamiento no pueden
separarse sin errores, la segunda, ocurre cuando las muestras no pueden clasi�-
carse mediante una función lineal en el espacio de entrada y se debe aplicar una
transformación a las muestras y llevarlas a una dimensión donde sean separables
linealmente.

a.) Clasi�cación con errores

En este caso el hiperplano de separación es lineal pero existe al menos una mues-
tra que se encuentra al lado opuesto de este. En la formulación del hiperplano,
una muestra de entrenamiento es no separable cuando no cumple la ecuación
(5.8), esto es debido a que la muestra está ubicada entre los márgenes o al lado
equivocado de la frontera de decisión, [43].

La SVM debe ser modi�cada de tal manera que permita que algunas de las mues-
tras de entrenamiento sean clasi�cadas de manera incorrecta. Para el problema
de optimización se adiciona una penalización que aumenta con la distancia de
separación entre la muestra mal clasi�cada y la frontera de decisión. Para esto se
introducen las variables de holgura, ξi ≥ 0 donde i = 1, 2, ..., N . Cada muestra
del conjunto de entrenamiento tiene una variable de holgura asociada. Para las
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muestras que están clasi�cadas correctamente ξi = 0 y para las muestras mal
clasi�cadas ξi = |ti− y(xi)|. Entonces para las muestras que están sobre la fron-
tera de decisión y(xi) = 0 tenemos ξi = 1, y para las muestras mal clasi�cadas
ξi > 1, Figura 4.4.

Figura 4.4: Hiperplano de separación y variables de holgura en el caso no separable.

El objetivo es maximizar el margen teniendo en cuenta la penalización de las
muestras mal clasi�cadas. El problema de optimización es:

arg mı́n
w,b,ξ

1

2
||w||2 + C

N∑
i=1

ξi (4.19)

sujeto a la restricción
tiy(xi) ≥ 1− ξi, i = 1, 2, ..., N (4.20)

donde C > 0 controla la compensación entre la penalización de la variable de
holgura y el margen. El parámetroC es analogo a un coe�ciente de regularización
debido a que controla la relación entre minimizar los errores de entrenamiento
y la complejidad del modelo.

El lagrangiano correspondiente está dado por

L(w, b, α) =
1

2
||w||2 + C

N∑
i=1

ξi −
N∑
i=1

αi {tiy(xi)− 1 + ξi} −
N∑
i=1

µiξi (4.21)

86



donde αi ≥ 0 y µi ≥ 0 son los multiplicadores de Lagrange.

Derivando L(w, b, α) respecto a w, b y ξi e igualando a cero obtenemos tres ex-
presiones

w =
N∑
i=1

αitixi (4.22)

N∑
i=1

αiti = 0 (4.23)

αi = C − µi (4.24)
Ahora se reemplaza (5.22)(5.23) y (5.24) en (5.21) dando como resultado

L̃(α) =
N∑
i=1

αi −
1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

αiαjtitj(xi · xj) (4.25)

sujeto a las restricciones
0 ≤ αi ≤ C (4.26)
N∑
i=1

αiti = 0 (4.27)

La función de separación es igual al caso anterior (5.16).

b.) Clasi�cación no-lineal

Cuando las muestras de entrenamiento no son separables linealmente en el espa-
cio de entrada, estas son tranformadas mediante una función no-lineal Φ llamada
kernel a un espacio transformado donde si pueden ser separadas con una función
lineal, Figura 4.5.

Figura 4.5: Mapeo de las muestras del espacio de entrada al espacio de Hilbert mediante
una función kernel Φ(x).
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El problema de optimización es el mismo que se muestra en la ecuación (5.19),
sujeto a la restricción

ti(wTΦ(xi) + b) ≥ 1− ξi, i = 1, 2, ..., N (4.28)

Siguiendo los pasos expuestos en los casos anteriores encontramos el funcional
a maximizar

L̃(α) =
N∑
i=1

αi −
1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

αiαjtitjΦ(xi,xj) (4.29)

sujeto a las restricciones (5.26) y (5.27).

La función de decisión es

y(x) =
N∑
i=1

αitiΦ(x,xi) + b (4.30)

4.3. Máquinas de vectores soporte balanceadas

Los modelos anteriormente expuestos suponen un conjunto de entrenamien-
to balanceado, es decir, el número de muestras de ambas clases es igual. Sin em-
bargo, en el mundo real los datos son desbalanceados. Recientemente, el proble-
ma del desbalanceo de clases ha recibido gran atención debido a que el desem-
peño de los algoritmos decae signi�cativamente [64].

SVM ha sido usada en este tipo de problemas, pero puede ser sensible al alto
desbalanceo de las clases, resultando en una de�ciencia en la clasi�cación de los
datos pertenecientes a la clase con menos muestras. Además, esto genera un gran
sesgo en la clase mayoritaria [60].

La de�nición de una SVM balanceada parte del conjunto de entrenamiento el cual
tiene N patrones. Para clases desbalanceadas l+(l−) son el número de muestras
para ti = +1(ti = −1) y l+ + l− = N . Claramente, si las dos clases son balan-
ceadas la relación será l+ = l− = 1/2, [4].

El problema de optimización resultante es:

arg mı́n
w,b,ξ

1

2
||w||2 + C+

N∑
i=1

ξi + C−
N∑
i=1

ξi (4.31)

sujeto a
ti(wTΦ(xi) + b) ≥ 1− ξi, i = 1, 2, ..., N (4.32)
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ξi ≥ 0, i = 1, 2, ..., N (4.33)

donde C es de�nido como C+ = C
√
λ

l

(
C− = C

l
√
λ

)
con λ = C+

C− = l−

l+
.

Este enfoque es normalizado en relación al número de patrones en ambas clases.
Finalmente, la función a optimizar es la expuesta en (5.29) sujeta a las restriccio-
nes

0 ≤ αi ≤ C+ para ti = +1 (4.34)

0 ≤ αi ≤ C− para ti = −1 (4.35)
N∑
i=1

αiti = 0 (4.36)

Las funciones kernel más utilizadas son:

Polinomios de grado d

Φ(x,x′) = (1 + (x · x′))d (4.37)

Base radial
Φ(x,x′) = exp(−γ||x− x′||2) (4.38)

donde γ es el ancho del kernel, [1].

Red neuronal
Φ(x,x′) = tanh(κ1(x · x′) + κ2) (4.39)

4.4. Evaluación demodelos de aprendizaje super-
visado

Para evaluar el desempeño del algoritmo de aprendizaje se hace uso de un
grupo de muestras diferente al conjunto de entrenamiento, estos patrones son
llamados conjunto de prueba.

Luego de que las muestras del conjunto de prueba sean clasi�cadas, el desem-
peño del modelo puede ser evaluado con una serie de medidas de desempeño
como se muestra a continuación.
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4.4.1. Precisión, sensitividad, especi�cidad y exactitud
La precisiónmuestra cuantas de las muestras clasi�cadas como pertenecientes

a la clase positiva son relevantes.

PPV =
TP

TP + FP
(4.40)

La sensibilidad indica la capacidad del estimador para dar como casos positivos
los casos realmente pertenecientes a la clase positiva.

TPR =
TP

TP + FN
(4.41)

La especi�cidad indica la capacidad del estimador para dar como casos negativos
los casos realmente pertenecientes a la clase negativa.

SPC =
TN

TN + FP
(4.42)

La exactitud es la proximidad del valor estimado por el predictor al valor verda-
dero.

ACC =
TP + TN

TP + FP + TN + FN
(4.43)

Estas medidas son expresadas en términos de TP verdaderos positivos, TN ver-
daderos negativos, FP falsos positivos y FN falsos negativos y pueden ser vi-
sualizadas mediante una matriz de confusión, Tabla 4.1.

Clase estimada
Clase verdadera Clase A Clase B
Clase A TP FN
Clase B FP TN

Tabla 4.1: Matriz de confusión.

4.4.2. Marcador F1
El marcador F1 mezcla la precisión y la sensibilidad del estimador, proporcio-

nando una medida de desempeño en relación a la clase positiva. El marcador F1
es de�nido como:

F1 = 2
PPV · TPR
PPV + TPR

(4.44)

En problemas de clases desbalanceadas el marcador F1 permite analizar la e�-
ciencia del estimador respecto a la clase minoritaria.
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4.4.3. Curva ROC
El desempeño del predictor binario puede también ser evaluado de manera

grá�ca a través de curvas ROC. Las curvas ROC tienen en cuenta la sensibilidad
y la tasa de falsos positivos (1 - especi�cidad) del modelo. La estructura de una
curva ROC se muestra en la Figura 4.6.

1 - especificidad

Espacio ROC

S
e
n
s
ib

il
id

a
d

Clasificación perfecta

Mejor

Peor

0                                                                                                                   1

1

0

Suposición aleatoria

Figura 4.6: Espacio de la curva ROC. La línea roja indica el desempeño de un clasi�cador
aleatorio, a medida que la curva avanza hacia la parte superior izquierda
mejora el desempeño del estimador.

El área bajo la curva ROC es un indicador de desempeño muy utilizado. El
AUC mide la exactitud del predictor, por ejemplo, una clasi�cación perfecta tie-
ne una AUC = 1, en cambio una clasi�cación con AUC = 0,5 es totalmente
aleatoria.
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4.4.4. Validación cruzada
La validación cruzada es probablemente el método más simple y el más usado

para estimar el error de predicción [28]. Idealmente se tuviese una gran cantidad
de datos se conformaría un conjunto de validación y se evaluaría el desempeño
del modelo de predicción. Sin embargo, en los caso dodnde los datos son escasos,
esto no es posible. La validación cruzada de K particiones usa parte de los datos
para entrenar el modelo, y una parte diferente para probarlo.

Las muestras son divididas en K partes de igual tamaño, Figura 4.7. Se elige
una k-ésima parte de los datos y el modelo es entrenado con las K − 1 partes
restantes, luego el error de predicción es calculado con la k-ésima parte. Este
proceso se hace para k = 1, 2, ..., K y se combinan las K estimaciones del error
de predicción.

Se debe elegir un número de particiones adecuado debido a que el sesgo y la
varianza del modelo pueden depender de este. Si K → N el sesgo disminuye,
pero la varianza aumenta debido a la similaridad de los N conjuntos de entre-
namiento resultantes. Por otra parte, si K disminuye la varianza del predictor
se reduce, pero el sesgo puede ser un problema dependiendo de cómo cambia el
desempeño del predictor respecto al tamaño del conjunto de entrenamiento

Entrenamiento Entrenamiento Entrenamiento Validación Entrenamiento

1                2                3                 4               5

Figura 4.7: Ejemplo de una iteracción de la validación cruzada con K = 5. En este caso
las particiones 1, 2, 3 y 5 son empleadas para entrenar el modelo y la partición
4 para validarlo.

4.5. Eliminación de artefactos oculares en seña-
les EEG mediante una SVM balanceada.

Retomando el problema de interés de este libro, y teniendo en cuenta la na-
turaleza desbalanceada de los datos, la cual fue veri�cada en el capítulo anterior,
en este sección se exponen los resultados obtenidos de la clasi�cación y posterior
eliminación de artefactos oculares presentes en señales EEG mediante una SVM
balanceada.
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En este caso se usó una SVM con una función kernel de base radial, (5.38). Ade-
más, se estimó la relación de desbalanceo λ = 9,83.

Para obtener una medida con�able del desempeño del estimador se usó valida-
ción cruzada con K = 10. En este caso, el desempeño del modelo SVM depende
principalmente de dos parámetros: el parámetro de regularización C y el ancho
del kernel γ. Para escoger los valores óptimos de C y γ se hizo una evaluación
del modelo SVM con la mitad de los datos variando estos parámetros en el rango
0 < C, γ ≤ 3 y evitando el error de generalización mediante validación cruzada,
es decir, por cada variación de C y γ se implementa la validación y se extraen las
medidas de desempeño.

En la Figura 4.8 se muestra una comparación entre la exactitud de una SVM
desbalanceda y una SVM balanceada en la tarea de clasi�cación de las compo-
nentes independientes de señales EEG y de artefactos oculares. La SVM desba-
lanceada presenta una exactitud por encima del 93 % para valores pequeños de
0,8 ≤ C ≤ 1,8 y γ ≤ 0,1, es decir, cuando la penalización de las muestras mal
clasi�cadas es pequeña y el ancho de la función kernel es grande. A medida que
γ aumenta, la exactitud del estimador tiende a decrecer.

Por otra parte, la SVM balanceada tiene valores de exactitud alrededor del 89 %
para valores de 0,5 ≤ C ≤ 3 y γ ≤ 0,2. Finalmente, cabe recordar que para
el caso de la SVM desbalanceada los valores de exactitud son mayores debido a
que el origen desbalancedao de los datos favorece la clase con mayor número de
muestras.

Para evaluar el desempeño del argoritmo respecto a la clase positiva, es decir,
a la perteneciente a las componentes independientes de los aretfactos oculares,
y cuyo número de muestras es menor al de la clase negativa, en la Figura 4.9 se
muestra la sensibilidad de la SVM desbalancedada y la SVM balanceada depen-
diendo de los parámetros C y γ.

Para la SVM desbalanceada, la máxima sensibilidad obtenida alrededor de 50 %
para valores γ ≤ 0,5 y 1 ≤ C ≤ 3, a medida que su valor de γ aumenta la sensi-
bilidad se reduce drásticamente por debajo del 10 %.

En la SVM balanceada, la sensibilidad del predictor alcanza valores del 90 % en
valores bajos deC y γ, a medida que cualquiera de estos dos parámetros aumenta
su valor, la sensibilidad del estimador disminuye.
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Figura 4.8: Evaluación de la exactitud de una SVM desbalanceada y balanceada para
diferentes valores de C y γ.
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Figura 4.9: Evaluación de la sensibilidad de una SVM desbalanceada y balanceada para
diferentes valores de C y γ.
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Los parámetros de la SVM que mostraron el mejor desempeño del algoritmo
teniendo en cuenta el desbalanceo de los datos fueron C = 1 y γ = 0,0009. En la
Tabla 4.2 se muestra la matriz de confusión promedio para la SVM desbalanceada
tanto para la etapa de entrenamiento como para la de validación. En este caso la
clase g1 es la perteneciente a las componentes independientes de los artefactos
oculares y la clase g2 son las componentes independientes de las señales EEG.

Clase estimada
Entrenamiento Validación

Clase verdadera g1 g2 g1 g2
g1 52.7 47.2 50.7 49.3
g2 1.0 99.0 1.2 98.7

Tabla 4.2: Matriz de confusión promedio para la SVM desbalanceada, C =1.0 y
γ=0.0009.

Cuando no se tiene en cuenta el origen desbalanceado de los datos, el estima-
dor tiene preferencia por la clase g2 causando que sólo el 1,0 % de sus muestras
sean mal clasi�cadas en el entrenamiento y 1,2 % en la validación.

Por otra parte, en la clase g1 el porcentaje de muestras mal clasi�cadas es mucho
mayor, teniendo un 47,2 % en entrenamiento y 49,2 % en la validación.

En el caso de la SVM balanceada, Tabla 4.3, la frontera de desición es norma-
lizada dependiendo del número de muestras de la clase g1 y g2. El desempeño
del modelo mejora drásticamente en comparación con el caso desbalanceado, el
porcentaje de muestras mal clasi�cadas para la clase g1 se reduce a 16,7 % en el
entrenamiento y 19,7 % en la validación. En la clase g2 este porcentaje aumenta
a 9,61 % en el entrenamiento y 10,3 % en la validación, pero no in�uye en gran
manera en el desempeño general del modelo.

Clase estimada
Entrenamiento Validación

Clase verdadera g1 g2 g1 g2
g1 83.3 16.7 80.3 19.7
g2 9.6 90.4 10.3 89.7

Tabla 4.3: Matriz de confusión promedio para la SVM balanceada, C =1.0 y γ=0.0009.

Otro método usado para evaluar el desempeño del predictor fue el marcador-
F1. Este considera la precisión y el recall del modelo en la etapa de validación. En
la Tabla 4.4 se evalúa la SVM desbalanceada y en Tabla 4.5 la SVM balanceada.

96



SVM desbalanceada
Clase Precisión Recall Marcador F1
g1 83 50 59
g2 95 99 97

Tabla 4.4: Evaluación del modelo, caso desbalanceado.

En este caso, el recall para la clase g1 es de 50 % debido al gran número de
falsos negativos y la precisión tiene un valor aceptable de 83 %. Sin embargo,
cuando la SVM es normalizada, el recall de la clase g1 se incrementa al 80 % y la
precisión cae al 52 %. El desempeño total del modelo evaluado con el marcador-
F1 muestra un incremento del 59 % hasta 60 % para la clase positiva g1 y para la
clase negativa g2 varía levemente de 97 % a 93 %.

SVM balanceada
Clase Precisión Recall Marcador F1
g1 52 80 60
g2 98 90 93

Tabla 4.5: Evaluación del modelo, caso balanceado.

Finalmente, se hizo un análisis del predictor mediante curvas ROC, este toma
en cuenta la especi�cidad y la sensibilidad. En la Figura 4.10 se muestra la curva
ROC promedio de la SVM desbalanceada la cual presenta una AUC del 89 %, de-
bido a su baja sensibilidad causada por el gran número de falsos negativos.

Por otra parte, en la Figura 4.11 podemos observar como la AUC aumenta hasta
el 94 % para el caso balanceado, ya que en este caso el número de falsos nega-
tivos disminuye, sin embargo, la especi�cidad disminuye sin acarrear grandes
consecuencias en el desempeño del predictor.

97



0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

=  0.0009

C =  1.0

Iteración 0 (área =  0.86)

Iteración 1 (área =  0.92)

Iteración 2 (área =  0.93)

Iteración 3 (área =  0.77)

Iteración 4 (área =  0.88)

Iteración 5 (área =  0.88)

Iteración 6 (área =  0.95)

Iteración 7 (área =  0.88)

Iteración 8 (área =  0.98)

Iteración 9 (área =  0.90)

Aleatorio

ROC prom edio (área =  0.89)

Curva ROC para el caso desbalanceado
S
en
si
b
ili
d
ad

1 - Especificidad

Figura 4.10: Curva ROC para la SVM desbalanceada.
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4.5.1. Reconstrucción de las señales EEG
La reconstrucción de las señales EEG sin artefactos oculares es hecha a través

de la combinación lineal de la matriz de mezcla A y las componentes indepen-
dientes modi�cadas S̃, de la siguiente manera:

X̃ = A · S̃ (4.45)

donde S̃ = [s̃1, s̃2, ..., s̃m]T , y s̃i es de�nida como:

s̃i = si
−gi + 1

2
(4.46)

donde gi es la salida del estimador SVM y está dada por:

gi =

{
1 si gi = g1
−1 si gi = g2

(4.47)

4.5.2. Validación del sistema de eliminación de artefactos
oculares mediante una SVM balanceada

A continuación se expone un ejemplo de prueba del sistema automático de
eliminación de artefactos oculares. La Figura 4.12 muestra los 22 canales EEG
pertenecientes al sujeto A01E en el intervalo de 280− 288 s. Las señales fueron
registradas desde los siguientes canales: Fz, FC3, FC1, FCz, FC2, FC4, C5, C3, C1,
Cz, C2, C4, C6, CP3, CP1, CPz, CP2, CP4, P1, Pz, P2, y POz. Además, se registra
un canal electrooculográ�co para referenciar el momento en que ocurren los ar-
tefactos oculares.

La afectación de los artefactos oculares en los registros EEG muestra mayor in-
�uencia en la zona frontal debido a su cercanía a la fuente de ruido, en este caso
los globos oculares.

En la Figura 4.13 se puede observar la descomposición de las señales EEG en com-
ponentes estadísticamente independientes por medio de ICA. Las componentes
IC4 e IC9 pertenecen a los artefactos oculares y las componentes restantes a las
señales EEG.

El resultado del proceso de eliminación de los artefactos oculares demuestra la
efectividad del algoritmo de clasi�cación. En la Figura 4.14 se ve como las com-
ponentes IC4 e IC9 son suprimidas y las ICs EEG permanecen.
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Figura 4.12: In�uencia de los artefactos aculares en el registro EEG tomado del sujeto
A01E en el rango temporal de 280-288 s. En la parte superior se muestran
los 22 canales EEG registrados y en la parte inferior el EOG el cual se toma
como referencia para observar el instante de tiempo en que ocurrieron los
artefactos. Las frajas de color gris indican los artefactos de mayor amplitud.

La última etapa es la reconstrucción de las señales EEG, en este caso la res-
tauración se lleva a cabo mediante la matriz de mezcla y las componentes inde-
pendientes modi�cadas, es decir, después de pasar por el proceso de clasi�cación
y posterior eliminación de los artefactos oculares. En la Figura 4.15 se observa el
resultado de esta etapa.
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Figura 4.13: Descomposición de los canales EEG, registrados en el sujeto A01E, en com-
ponentes independientes mediante ICA.
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Figura 4.14: Eliminación de las componentes independientes de los artefactos oculares.
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Figura 4.15: Canales EEG libres de artefactos oculares.

El método supervisado propuesto en este capítulo demostró un buen desem-
peño en la tarea de eliminación de artefactos oculares. Para evaluar esto, se reali-
zó una comparación de la exactitud con métodos similares. En este caso se toma-
ron en cuenta los trabajos presentados en [20], [27] y [54].

En [20] no se proporcina ninguna medida de exactitud a pesar que se muestra
la funcionalidad del método. En los otros dos métodos, los algoritmos también
tienen la capacidad de eliminar otro tipo de artefactos como electromiográ�cos
(EMG) y electrocardiográ�cos (ECG), por esta razón sólo se tomará en cuenta los
resultados de la eliminación de artefactos EOG. En [27], no es tenida en cuenta
la naturaleza desbalanceada de los datos, pero el método tiene una exactitud de
99 % en la clasi�cación de artefactos oculares. Por otra parte, en [54] la exactitud
de la eliminación de los artefactos EOG es de 92 % y la preservación de la infor-
mación EEG es de 88.4 %.

En nuestro caso, la exactitud de la eliminación de artefactos es del 80.3 % y la
preservación de la información EEG es de 89.7 %. La comparación muestra que el
método propuesto aquí tiene un menor desempeño, por esta razón, para mejorar
esto se propone un aumento de los datos de entrenamiento o la búsqueda de otras
características que permitan discriminar entre artefactos y EEG.
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En este capítulo se mostraron los conceptos teóricos, la metodología y los resulta-
dos obtenidos de la implementación de un sistema automático de eliminación de
artefactos oculares en registros EEG mediante una SVM balanceada. Este sistema
probó tener bastante potencial para desarrollar la tarea de �ltrado, sin embargo,
depende de un conocimiento a-priori de la clase de donde provienen los datos
para el entrenamiento del predictor.

Un sistema no supervisado puede ser usado como modelo de predicción sin la
necesidad de poseer un conocimeinto a-priori de la procedencia de los datos. En
el siguiente capítulo se plantea un método de eliminación de artefactos basado
en el agrupamiento de datos mediante SVM.
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La ciencia no nos ha enseñado aún si la locura es o no lo
más sublime de la inteligencia

Edgar Allan Poe

5
Aprendizaje no-supervisado:

Agrupamiento SVM

El problema de agrupamiento ha sido usado en muchos contextos y en mu-
chas disciplinas; esto re�eja su amplio atractivo y utilidad como uno de los pasos
en el análisis exploratorio de datos. El agrupamiento de datos surge de la necesi-
dad de relacionar patrones por medio de medidas de similaridad entre caracterís-
ticas comunes sin tener conocimiento a priori de las clases a las que pertenecen
los datos. Es así como en un mundo de datos abundantes, desbalanceados y sin
etiquetas, el agrupamiento plantea una buena herramienta en el reconocimiento
de patrones.

En este capítulo se presentan los conceptos, métodos y resultados del desarro-

104



llo de un modelo de eliminación de artefactos oculares en señales EEG a través
del agrupamiento con máquinas de vectores soporte.

5.1. Agrupamiento

El análisis de agrupamiento, también llamado segmentación de datos, tiene
una variedad de objetivos. Todos se re�eren a la agrupación o la segmentación
de una colección de objetos en subconjuntos o clusters de tal manera que los que
están dentro de cada grupo tienen una relación más fuerte que con los objetos
asignados a otros grupos. Un objeto puede ser descrito por un conjunto de medi-
ciones, o por su relación con otros objetos. Además, el objetivo es algunas veces
organizar los grupos en una jerarquía natural. Esto implica la integración suce-
siva de grupos de manera que en cada nivel de la jerarquía, los grupos dentro del
mismo grupo son más similares entre sí que los de diferentes grupos.

El agrupamiento también se utiliza para formar la estadística descriptiva que
permite determinar si los datos consisten o no en un conjunto de distintos sub-
grupos, donde cada grupo representa objetos con propiedades sustancialmente
diferentes. Este último objetivo requiere una evaluación del grado de diferencia
entre los objetos asignados a los respectivos grupos [28].

5.1.1. Componentes de una tarea de agrupamiento
Típicamente las tareas de agrupamiento de patrones involucran los siguientes

pasos, [32]:

1. Representación de patrones, incluyendo opcionalmente extracción y/o se-
lección de características.

2. De�nición de una medida de proximidad apropiada para el dominio de los
datos.

3. Agrupamiento

4. Abstracción de los datos, si es necesario.

5. Evaluación de la salida, si es necesario.

La estructura de un algoritmo de agrupamianto se muestra en la Figura 5.1.
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Figura 5.1: Etapas de un algoritmo de agrupamiento, [32]

La representación de patrones se re�ere al número, tipo y escala de las carac-
terísticas disponibles para el algoritmo de agrupamiento.

La selección de características es el proceso mediante el cual se identi�ca el sub-
conjunto más efectivo para usar en el agrupamiento. La extracción de característi-
cas es el uso de una o más transformaciones de las características de entrada para
producir nuevas características. Ambas técnicas pueden ser usadas para obtener
un conjunto de características apropiado, [32].

La proximidad es usualmente medida por una función de distancia de�nida entre
pares de patrones. Una variedad de medidas de distancia son usadas, por ejemplo,
la distancia Euclideana.

El agrupamiento de los datos puede ser hecho de diferentes maneras. Los algorit-
mos de agrupamiento puede ser clasi�cados en varios tipos [12], [38], [25], [3],
[58] como se muestra en la Figura 5.2:

1. Los métodos jerárquicos producen una serie de particiones anidadas basa-
das en un criterio para mezclar y dividir grupos respecto a una medida de
similaridad.

2. Los métodos particionales particionan el espacio de características en gru-
pos e identi�can la partición que optimiza un índice de costo.

3. Los métodos Grid-based particionan el espacio de características y buscan
los objetos que pertenecen a cada celda resultante de la partición.

4. Los métodos basados en densidad agrupan los objetos de acuerdo a una
función objetivo de densidad especí�ca. La densidad es de�nida como el
número de objetos en el vecindario particular de un objeto.

5. Los métodos basados en modelos buscan el valor de los parámetros, de un
modelo matemático, que mejor representan el comportamiento de los da-
tos.
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6. Los métodos basados en restricciones hacen la tarea de agrupamiento te-
niendo en cuenta restricciones orientadas para obtener los resultados desea-
dos.

7. Los métodos de agrupamiento categórico se especializan en el agrupamoien-
to de datos cualitativos, es decir, donde las medidas de distancia no se pue-
den aplicar como criterio de similaridad.

Agrupamiento

Métodos jerárquicos

Métodos particionales

Métodos Grid-based

Métodos basados en densidad

Métodos basados en modelos

Métodos basados en restricciones

Métodos de agrupamiento categórico

Método K-means

Agrupamiento SVM

Figura 5.2: Clasi�cación de los algoritmos de agrupamiento.

La validación de grupos es una de las etapas más estudiadas debido a su natu-
raleza subjetiva, [3], [38]. Esta consiste en la evaluación de la salida de un proceso
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de agrupamiento. A menudo este análisis usa un criterio de optimalidad; sin em-
bargo, esos criterios usualmente son muy diversos. Esos criterios usualmente se
dividen en dos categorías:

1. La validación externa compara la estructura recuperada con una estructura
conocida.

2. La validación interna determina la compacidad de los grupos mediante una
medida de similaridad. Esta evalúa la homogeneidad intra-cluster, la sepa-
rabilidad inter-cluster o una combinación de las dos. Además, no usa nin-
guna información externa aparte de la proporcionada por los datos, [38].

5.2. Agrupamiento SVM

El agrupamiento SVM es una extensión de las cualidades del modelo SVM al
aprendizaje no-supervisado, teniendo en cuenta que es considerado uno de los
mejores discriminadores [71] debido a que es entrenado de manera rápida y fácil
y ofrece una alta tolerancia al ruido. Actualmente, hay dos enfoques para imple-
mentar agrupamiento SVM. El primero llamado agrupamiento interno involucra
solucionar un simple problema de optimización para todos los datos. El segundo
llamado agrupamiento externo ordena varios clasi�cadores binarios en forma de
árbol de decisión de tal manera que crean una simple función de decisión donde
cada hoja pertenece a una clase, [71]. A continuación se hará una breve descrip-
ción de los dos métodos.

5.2.1. Agrupamiento interno
El agrupamiento interno usa aspectos intrínsecos de la formulación SVM para

encontrar la esfera envolvente más pequeña. Dado un conjunto de datos x de
N muestras en IRd, donde d es la dimesión del espacio de entrada, se usa una
transformación no-lineal Φ que lleva a x a un espacio de alta dimensión, espacio
Kernel, en el cual se busca la esfera envolvente más pequeña con radioR. Esto es
expresado como:

||Φ(xi)− a||2 ≤ R2, ∀i (5.1)

donde a es el centro de la esfera, Figura 5.3. Restricciones suaves son incoporadas
adicionando variables de holgura ξj :

||Φ(xi)− a||2 ≤ R2 + ξi, ∀i (5.2)
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sujeto a:
ξi ≥ 0 (5.3)

Figura 5.3: Formulación del agrupamiento interno. Esfera envolvente con centro a y
radio R en el espacio Kernel.

Para solucionar el problema se presenta el Lagrangiano:

L(R, a, ξ) = R2 −
N∑
i=1

(R2 + ξi − ||Φ(xi)− a||2)βi −
N∑
i=1

ξiµi + C
N∑
i=1

ξi (5.4)

donde βi ≥ 0 y µi ≥ 0 son los multiplicadores de Lagrange,C es el costo para los
outliers y C

∑N
i=1 ξi es el término de penalización. Haciendo cero las derivadas

de L respecto a R, a y ξ, respectivamente, obtenemos:

N∑
i=1

βi = 1 (5.5)

a =
N∑
i=1

βiΦ(xi) (5.6)
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βi = C − µi (5.7)
Las condiciones KKT complementarias son:

ξiµi = 0 (5.8)

R2 + ξi − ||Φ(xi)− a||2)βi = 0 (5.9)
La ecuación (6.9) dice que la imagen de un punto xi con ξi > 0 y βi > 0 yace
fuera de la espera del espacio de características. La ecuación (6.8) establece que
tal punto tiene µi = 0, indicando que βi = C . Entonces, este punto es llamado
vector soporte límite o BSV. Un punto xi con ξi = 0 es mapeado dentro o en la
super�cie de la esfera. Si 0 < βi < C entonces la ecuación (6.9) implica que su
imagen Φ(xi) yace sobre la super�cie de la esfera. Tal punto será referenciado
como vector soporte o SV. Los SVs están en los límites del grupo y los BSVs están
fuera de los límites, y todos los otros puntos yacen dentro de la esfera.

Usando esas relaciones se pueden eliminar las variables R, a y µi, convirtiendo
el Lagrangiano en una forma dual de Wolfe la cual es una función de la variable
βi:

W =
N∑
i=1

Φ(xi)2βi −
N∑
i=1

N∑
j=1

βiβjΦ(xi) · Φ(xj) (5.10)

Ya que las variables µi no aparecen en el Lagrangiano, estas pueden ser rem-
plazadas con las restricciones:

0 ≤ βi ≤ C, ∀i (5.11)

El producto punto Φ(xi) · Φ(xj) puede ser representado como Φ(xi,xj), en este
caso se usa un Kernel Gausiano:

Φ(xi,xj) = exp(−q||xi − xj||2) (5.12)
donde q es el ancho del Kernel. El lagrangiano W es escrito ahora como:

W =
N∑
i=1

Φ(xi,xi)βi −
N∑
i=1

N∑
j=1

βiβjΦ(xi,xj) (5.13)

En cada punto x se de�ne la distancia de su imagen en el espacio de características
desde el centro de la esfera:

R2(x) = ||Φ(xi)− a||2 (5.14)
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Reemplazando la ecuación (6.6) en (6.14) se tiene:

R2(x) = Φ(x,x)− 2
N∑
i=1

βiΦ(xi,x) +
N∑
i=1

N∑
j=1

βiβjΦ(xi,xj) (5.15)

El radio de esta esfera es:

R = {R(xi) | xi es un vector soporte} (5.16)

Los contornos que encierran los puntos en el espacio de datos son de�nidos por
el conjunto:

{x | R(x) = R} (5.17)

El algoritmo descrito anteriormente no diferencia entre los puntos que perte-
necen a diferentes grupos. Para hacer esto se usa un enfoque geométrico invo-
lucrando R(x), basado en la siguiente observación: dado un par de datos que
pertenecen a diferentes grupos, debe existir una conexión entre ellos en la esfera
del espacio de características. Esta conexión tiene un segmento de puntos y tal
que R(y) > R. Esto conduce a la de�nición de la matriz de adyacencia Aij entre
pares de puntos xi y xj cuyas imágenes yacen en o sobre la esfera del espacio de
características:

Aij =

{
1 si, ∀ y ∈ xixj, R(y) > R
0 en otro caso (5.18)

Los grupos son de�nidos como los componentes conectados segúnA. El segmen-
to de línea se implementa mediante un muestreo de un número dado de puntos.

Las BSVs no son clasi�cadas por el procedimiento ya que sus imágenes están
fuera de la esfera envolvente. Se puede decidir si las BSVs se dejan sin clasi�ca-
ción, o se asignan al cluster más cercano, [11].

En la Figura 5.4 se muestra el comportamiento del algoritmo de agrupamien-
to SVM interno evaluado en dos casos. El primero con los parámetros q = 1 y
C = 1 muestra que la esfera envolvente se adapta de manera adecuada a los
datos formando dos grupos principales donde se encuentran la mayoría de las
muestras. En el segundo caso con los parámetros q = 0,1 y C = 1 la esfera en-
volvente muestra poca sensibilidad a la estructura natural de los datos debido a
que el parámetro q es inverso al ancho del Kernel de base radial generando así
un solo grupo.
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Figura 5.4: Algoritmo de agrupamiento SVM para un conjunto de 100 datos que está
formado por dos clases distribuidas concentricamente. En la parte superior
se muestra el resultado para los parámetros q = 1 y C = 1, en la parte
inferior para q = 0,1 y C = 1. Por otra parte, en la parte izquierda se
muestra el mapeo de la esfera envolvente en el espacio de entrada y en la
derecha los grupos formados. Estos resultados se obtuvieron mediante una
librería desarrollada en python por el autor.

Un segundo ejemplo se muestra en la Figura 5.5, en este caso los datos forman
dos semicírculos, cada uno de los cuales pertenece a una clase. Los parámetros del
modelo de agrupamiento son q = 1 yC = 1. En la grá�ca se indican los datos que
yacen dentro de la esfera, los que son BSVs y los SVs, es decir, las muestras que
están fuera y sobre la super�cie de desición respectivamente. La esfera mapeada
en el espacio de entrada muestra una buena adapatación a los datos, así como la
clara conformación de dos grupos principales a los cuales pertenecen la mayoría
de las muestras.
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Figura 5.5: Algoritmo de agrupamiento SVM para un conjunto de 100 datos provenien-
tes de dos clases distribuidas en forma de semicírculo para los parámetros
q = 1 yC = 1. En la parte superior-izquierda se pueden ver las muestras, las
BSVs y las SVs. En la parte superior-derecha se muestra el mapeo de la esfera
envolvente en el espacio de entrada. En la parte inferior-izquierda se indican
los grupos formados en el espacio de entrada. En la parte inferior-derecha
se muestra en número de muestras por grupo, indicando que el 95 % de las
muestras pertenecen a los grupos 1 y 2.

5.2.2. Agrupamiento externo
Aunque el enfoque interno para el agrupamiento SVM está débilmente ses-

gado con relación a la forma de los grupos en el espacio de características este
carece de robustez. En el caso de problemas más reales donde los grupos están
fuertemente superpuestos, el agrupamiento interno sólo puede delinear los nú-
cleos de los grupos relativamente pequeños. Además, la implementación de la
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formulación está �rmamente ligada con la elección inicial del kernel, por esto, la
naturaleza estática de la formulación y la implementación no se acomoda a algu-
nas funciones kernel. Para remediar estas restricciones geometricas excesivas se
crea un algoritmo de agrupamiento externo, [69].

Etiquetado y convergencia Re-etiquetado

Convergencia Separabilidad final

Figura 5.6: Algoritmo de agrupamiento SVM Re-etiquetado. En la parte superior-
izquierda se muestra el etiquetado aleatorio de las muestras y el hiperplano
de decisión producto de la convergencia de la SVM. En la parte superior-
derecha, se realiza el procedimiento de re-etiquetado de las muestras mal
clasi�cadas. En la parte inferior-izquierda, se ve el hiperplano resultante de
la convergencia de la SVM sobre las muestras re-etiquetadas. En la parte
inferior-derecha, se muestra el hiperplano de separación �nal después algu-
nas iteraciones.

El agrupamiento externo trabaja como un árbol de decisión optimizado. El al-
goritmo primero inicializa ejecutando un clasi�cador SVM binario sobre el con-
junto de datos cuyas muestras son etiquetadas de manera aleatoria, esto se repite
hasta que ocurre una convergencia inicial. Una vez el paso de inicialización es
completado, los parámetros de con�anza para la clasi�cación son evaluados.
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El algoritmo ahora mejora este resultado inviertiendo las etiquetas de los da-
tos mal clasi�cados, los cuales tienen un valor de con�anza por encima de un
umbral establecido, y ejecutando de nuevo la SVM con el conjunto de datos re-
etiquetado. Este proceso continua hasta que ya no se pueda hacer algún progreso,
es decir, que ya no haya incremento en el valor de la efectividad. Después de este
proceso, un alto porcentaje de las etiquetas de los datos anteriormente descono-
cidas serán conocidas.

Este método ofrece una manera para agrupar datos sin tener conocimiento a
priori de sus características de agrupamiento, o el número de grupos. Por otra
parte, el algoritmo puede ser implementado sobre los grupos identi�cados para
encontrar subgrupos, [69], [71].

El agrupamiento externo no está sesgado en relación a la forma de los grupos,
además que su formulación no depende únicamente de una función kernel. El
anterior algoritmo es llamado agrupamiento SVM externo re-etiquetado y es mos-
trado en el Algoritmo 4.

Algoritmo 4 Agrupamiento SVM externo re-etiquetado.
1: t̂← Asignación aleatoria desde {−1,+1}
2: repeat
3: θ ← doSVM(x, t̂)
4: t̂← doRelabel(x, θ)
5: until t̂ permanezca constante

El procedimiento doSVM se realiza mediante un algoritmo de clasi�cación
SVM estandar, este a su vez proporciona el hiperplano de decisión θ y etiquetas
estimadas t̂ como entradas al procedimiento doRelabel, el cual es mostrado en el
Algoritmo 5 y se encarga de reasignar las muestras mal clasi�cadas al otro grupo,
es decir invierte la etiqueta de la muestra.

La reasignación se hace mediante la comparación de la distancia D(xi, θ) en-
tre una muestra mal clasi�cada xi y el hiperplano de separación, y la distancia
promedio de las muestras malclasi�cadas pertenecientes a la misma etiqueta. En
este caso la distacia utilizada es la Euclideana.

El principio de funcionamiento del algortimo se muestra en la Figura 5.6,
en este caso el agrupamiento SVM Re-etiquetado es aplicado en un conjunto de
muestras en dos dimensiones.
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Algoritmo 5 Procedimiento doRelabel, [44], [67], [69]
Require:

Vector de entrada: x
Grupo etiquetado: t̂
Modelo SVM: θ
Factor de con�anza: α

1: x′+ ← K características mal clasi�cadas con t̂ = +1
2: x′− ← L características mal clasi�cadas con t̂ = −1
3: for all i-ésima muestra de x′+ do
4: if 1/K

∑K
j=1D(x′+j , θ) < αD(x′+i , θ) then

5: t̂+i ← −1
6: end if
7: end for
8: for all i-ésima muestra de x′− do
9: if 1/L

∑K
j=1D(x′−j , θ) < αD(x′−i , θ) then

10: t̂−i ← +1
11: end if
12: end for

5.2.3. Evaluación del algortimo de agrupamiento
A diferencia de los modelos de aprendizaje supervisado, en los métodos de

agrupamiento no se cuenta con información a priori acerca de la clase a la cual
pertenecen los datos, por esta razón no se puede hacer una evaluación super-
vizada comparando las etiquetas estimadas con las esperadas. En este caso, la
validación del agrupamiento se hace por medio de la información intrínseca de
las muestras, es decir, no depende de información externa.

Suma de Errores Cuadráticos (SSE)

La SSE mide la compacidad o varianza intra-grupos mientras que otras medidas
calculan la separación entre grupos o varianza inter-grupos. La SSE es de�nida
como, [38], [44].

SSE =
K∑
k=1

∑
∀xi∈Ck

||xi − µk||2 (5.19)

donde Ck es el conjunto de muestras en el grupo k, µk es la media del grupo k.
Los compenentes de µk son calculados como:

µk,j =
1

Nk

∑
∀xi∈Ck

xi,j (5.20)
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donde Nk = |Ck| es el núemro de muestras pertenecientes al grupo k.

Los métodos de agrupamiento que minimizan el criterio SSE son llamados parti-
ciones de varianza mínima.

Para comprobar el desempeño del algoritmo de desarrollo una librería en pyt-
hon para método de agrupamiento SVM Externo. En este caso, se usó un factor
de con�anza α = 1, una función kernel de base radial y como medida de conver-
gencia el error cuadráticomedio (MSE) entre la salida esperada y la salida estimada
por el modelo SVM en cada iteración. El MSE es de�nido como:

MSE =
1

N

√
(t̂− t)2 (5.21)

donde N es la longitud del vector t.

En la Figura 5.7 se muestran los grupos formados por el algoritmo de agrupa-
miento SVM Externo implementado sobre un conjunto de 1000 muestras clara-
mente separables. En este caso, los parámetros de la SVM son C = 1 y γ = 0,01.
El algoritmo converge en 12 iteraciones en las cuales logra obtener un MSE <
1e − 6, Figura 5.8. Por otro lado, el valor del SSE dismuniye con cada iteración,
es decir, la compacidad de los grupos aumenta con cada iteración, Figura 5.8.
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Figura 5.7: Grupos formados por el algoritmo de agrupamiento SVM Relabeler en un
conjunto de 1000 muestras después de 13 iteraciones, con los parámetros
C = 1 y γ = 0,01.
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Figura 5.8: MSE entre la salida esperada y la salida estimada por el modelo de agrupa-
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Figura 5.9: Redución del SSE a medida que el algoritmo aumenta la compacidad de los
grupos con cada iteración.
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En la Figura 5.10 se muestra otro ejemplo, en este caso, los datos estan super-
puestos di�cultando la búsqueda del hiperplano de separación. Los parámetros
de la SVM son C = 1 y γ = 0,01. El algoritmo converge en 18 iteraciones, Figura
5.8 y el valor del SSE normalizado dismuniye hasta 0,8, Figura 5.8.
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Figura 5.10: Grupos formados por el algoritmo de agrupamiento SVM Relabeler en un
conjunto de 1000 muestras después de 18 iteraciones, con los parámetros
C = 1 y γ = 0,01.

En la Figura 5.13 se puede ver el resultado de la tarea de agrupamiento me-
diante el algoritmo SVM Externo en un conjunto de 1000 muestras cuyos grupos
están desbalanceados en una relación de 2 a 1. En este caso, se muestra la distacia
de cada muestra perteneciente a un grupo respecto al centroide del grupo, esto
demuestra cómo el algoritmo asigna las muestras al grupo más cercano. Por otra
parte, se presenta la redución del MSE en cada iteración a medida que el algo-
ritmo converge en una solución indicando que la salida esperada y la estimada
aumentan su similaridad. Finalmente, el valor SSE decrece con cada iteración
denotando que la compacidad de los grupos aumenta.
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Figura 5.11: MSE entre la salida esperada y la salida estimada por el modelo de agrupa-
miento.
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Figura 5.12: Redución del SSE a medida que el algoritmo aumenta la compacidad de los
grupos con cada iteración.
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Figura 5.13: Algoritmo de agrupamiento SVM Relabeler sobre un conjunto desbalancea-
do de 1000 muestras. En la parte superior-izquierda se muestra la distancia
Euclidiana entre cada una de las muestras pertenecientes a un grupo y su
centroide. En la parte superior-derecha, se pueden ver los grupos en el es-
pacio de entrada formados por el algoritmo de agrupamiento. En la parte
inferior-izquierda, se muestra la evolución del MSE con cada iteración. En
la parte inferior-derecha, se indica la reducción del SSE a medida que el
algoritmo converge.

5.2.4. Agrupamiento híbrido
El agrupamiento SVM Relabeler encuentra un hiperplano de separación que

está fuertemente ligado al hiperplano conseguido en la convergencia inicial, lo
cual puede repercutir en su desempeño. Por esta razón, un enfoque un agrupa-
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miento externo híbrido se presenta en [69], [67], el cual remplaza el paso inicial
de etiquetado aleatorio con un agrupamiento K-medias. El agrupamiento SVM
Externo inicial debe ser levemente perturbado para inicializar apropiadamente
el paso de re-etiquetado; de otra manera el algoritmo retornará a la solución ori-
ginal del método K-medias.

Agrupamiento K-medias

El algoritmo K-medias divide los datos en K grupos (Ca, C2, ..., CK), represen-
tados por sus centroides. El centroide de cada grupo es calculado como la media
de todas las muestras que lo componen.

El algoritmo inicia con un conjunto inicial de los centroides de los grupos, eli-
giendolos de manera aleatoria. En cada iteración, cada muestra es asignada al
centroide más cercano de acuerdo a la distancia Euclideana entre los dos. Des-
pués de este paso, el centroide de los grupos es recalculado.

El centroide de cada grupo es de�nido como la media de sus muestras:

µk =
1

Nk

Nk∑
i=1

xi (5.22)

donde Nk es el número de muestras pertenecientes al grupo k.

La convergencia se lleva a cabo cuando el error no se reduce con la re-localización
del centroide del grupo, indicando que la partición actual esta en un óptimo local.
Por otra parte, se puede de�nir también un número máximo de iteraciones como
criterio de parada. El agrupamiento K-medias es mostrado el el Algoritmo 6.

Algoritmo 6 Agrupamiento por K-medias.
Require:

Vector de entrada: x
Número de grupos: K

1: Inicialización de los K centroides de los grupos
2: while la condición de parada no se satisfaga do
3: Asignar las muestras al grupo más cercano
4: Actualizar los centroides de los grupos
5: end while

El algoritmo de agrupamiento SVM Externo híbrido, el cual reemplaza el paso
inicial de asignación aleatoria de las etiquetas por una asignación mediante K-
medias, se muestra en el Algoritmo 7.
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Algoritmo 7 Agrupamiento SVM externo híbrido
1: Etiquetado inicial por K-medias
2: repeat
3: θ ← doSVM(x, t̂)
4: t̂← doRelabel(x, θ)
5: until t̂ permanezca constante
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Figura 5.14: Comparación entre el algoritmo de agrupamiento SVM Relabeler e híbri-
do sobre un conjunto desbalanceado de 1000 muestras con los parámetros
C = 1 y γ = 0,01. En la parte superior-izquierda se muestran los grupos
formados por el método Relabeler. En la parte superior-derecha, el valor
SSE respecto al número de iteraciones para el método Relabeler. En la parte
inferior-izquierda, se muestran los grupos formados por el método híbri-
do. En la parte inferior-derecha, se indica la reducción del SSE respecto al
número de iteraciones para el método híbrido
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El enfoque híbrido del agrupamiento SVM externo mejora en gran medida
el desempeño evitando que el algoritmo converga en un sólo grupo y disminu-
yendo el número de iteraciones para encontrar la solución. En la Figura 5.14 se
muestra una comparación entre el algoritmo Relabeler y el híbrido, en este caso
se muestran los grupos formados por ambos métodos.

En la parte superior-derecha de la grá�ca se indica el SSE de los grupos formados
por el método Relabeler. Aquí el algoritmo realiza tres ejecuciones las cuales se
indican mediante la línea punteada, en la primera se hace una asignación erró-
nea del número de muestras a cada grupo lo cual lleva al que el algoritmo asigne
todos los datos a un solo grupo; en la segunda, el algoritmo inicialmente asigna
todas las muestras a un grupo y el algoritmo no converge; en la tercera, la asig-
nación se hace de manera correcta y el algoritmo logra converger a la solución.
En la parte inferior-derecha, se muestra el SSE del método híbrido, en este ca-
so, el algoritmo converge rápidamente en una sóla ejecución debido a que este
involucra una asignación inicial de las muestras por medio de K-medias.

5.3. Eliminación de artefactos oculares en seña-
les EEGmediante agrupamiento SVMExterno
Híbrido

En esta sección se muestran los resultados obtenidos de la implementación de
un sistema de detección y eliminación de artefactos oculares en EEG basado en
el método de agrupamiento SVM Externo híbrido. El sistema está dividido en dos
partes, la primera es la etapa de entrenamiento del modelo de agrupamiento y la
segunda es la etapa de prueba. Los Algoritmos 8 y 9 muestran los procedimientos
respectivamente.

Algoritmo 8 Etapa de entrenamiento
Require:

Vector de características: f
Parámetro de penalización: C
Ancho del kernel: γ
Criterio de parada: MSE

1: θ ←Agrupamiento(f, C, γ,MSE)

Siguiendo el enfoque del aprendizaje no-supervisado, el algoritmo en este
caso no recibe ninguna información acerca de a cuál grupo, en este caso com-
ponentes independientes de artefactos oculares o de señales EEG, pertenecen las
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muestras. El algoritmo tiene como entrada sólo el vector de características f y los
parámetros del modelo C , γ y MSE.

La primera etapa proporciona un modelo entrenado, representado por la fron-
tera de desición θ, el cual es usado para asignar cada componente independiente
a un grupo. El modelo se entrenó con 1540 muestras cada una de las cuales tiene
una dimensión d = 8, debido a que esta compuesta por 8 características extraí-
das de las componentes independientes resultantes de la descomposición de las
señales EEG mediante ICA. Las dimensiones representan la curtosis, el Análisis
de Fluctuación sin Tendencia, la Información de Fisher, la Dimensión Fractal de
Higuchi, la Movilidad y la Complejidad de Hjorth, el Exponente de Hurst y la
Dimensión Fractal de Petrosian.
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Figura 5.15: SSE y e�ciencia vs el número de muestras pertenecientes al grupo de arte-
factos oculares.

El desempeño del método de agrupamiento fue validado usando el SSE y la
efectividad para 10.000 ejecuciones. En la Figura 5.15 se muestra el SSE y la efec-
tividad del modelo de agrupamiento vs el número de muestras pertenecientes al
grupo de los artefactos oculares. El valor de efectividad más alto se produce cuan-
do el grupo positivo tiene una tamaño alrededor de 100 muestras, sin embargo,
el valor del SSE es grande indicando que existen grupos con mayor compacidad
pero menor efectividad.
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Los grupos generados en la etapa de entrenamiento del modelo con los pará-
metros elegidos para el sistema de eliminación de artefactos, C = 2,5, γ = 0,009
y MSE = 1e− 6, son mostrados en la Figura 5.16.
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Figura 5.16: Grupos formados por el agrupamiento SVM híbrido para un conjunto de
1540 muetras. En rojo se muestran las ICs de los artefactos oculares y en
azul las ICs de las señales EEG. La matriz muestra la relación diádica entre
las 8 características extraídas, mientras su diagonal, indica la función de
distribución de las muestras en cada característica.

Aquí las muestras de color rojo pertenecen a las ICs de los artefactos ocu-
lares y las de color azul a las ICs de las señales EEG. El algoritmo hace uso de
la información intrínseca de las muestras para formar grupos los cuales revelan
su naturaleza desbalanceada sin haber tenido conocimiento a priori de esto. La
convergencia del algoritmo ocurre en tres iteraciones en las cuales el MSE se re-
duce hasta cumplir el criterio de parada, Figura 5.17. Por otro lado, la compacidad
de los grupos, que es inversa al SSE, se incrementa con cada iteración, Figura 5.18.

127



En la segunda etapa del algoritmo, el registro EEG a procesar es cargado, estan-
darizado y descompuesto en sus componentes independientes mediante FastICA.
A cada componente se le extrae el vector de características el cual a través la fun-
ción de decisión θ indicará si es un artefacto ocular o una señal EEG. Finalmente
se hace el procedimiento de eliminación de las ICs de los artefactos y la recons-
trucción del registro EEG a través de las ecuaciones (5.45) y (5.46) expuestas en
el capítulo anterior.

Algoritmo 9 Etapa de prueba
Require:

Datos EEG: X
Modelo entrenado: θ

1: X ← Estandarización de X
2: S,A← FastICA(X)
3: for cada si ∈ S do
4: fi ← Extracción de características de si
5: gi ← Predicción(θ, fi)
6: end for
7: X ← Reconstrucción(S,A, g)

A continuación se muestran dos ejemplos de la aplicación del sistema de eli-
minación de artefactos en dos porciones de registros EEG.

En el primer caso, el algoritmo se aplicó en el registro EEG del sujeto A06T en el
rango temporal de 288 a 296 s. En la Figura 5.19 se muestran los canales EEG y
HEOG pertenecientes al registro, además la in�uencia de los artefactos oculares
en las señales EEG se indica a través de una franja gris.

En la Figura 5.20 se presentan las componentes independientes resultantes del
proceso de descomposición a través del algoritmo FastICA. Aquí las ICs corres-
pondientes a los artefactos se resaltan a través de una franja gris. En este caso,
la IC9 describe claramente el comportamiento del artefacto en el registro EEG.
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Figura 5.17: Reducción del MSE durante el proceso de convergencia.
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Figura 5.19: Canales EEG registrados del sujeto A06T en el rango temporal de 288-296 s.
En la parte superior se muestran los 22 canales EEG registrados y en la parte
inferior un canal EOG el cual sirve de referencia para saber el momento en
que ocurren los movimiento oculares. Las franjas de color gris indican los
instantes de tiempo donde hay contaminación por artefactos.

Una vez que el algoritmo identi�ca las ICs de los artefactos por medio de las
características extraídas y del modelo de agrupamiento entrenado, este procede
a eliminarlas, es decir, a atenuar su in�uencia sobre el registro EEG, Figura 5.21.

Finalmente se realiza el proceso de reconstrucción del registro EEG, para ello,
se hace uso de la matriz de mezcla hallada mediante el método FastICA y de las
ICs obtenidas anteriormente. Las señales EEG reconstruídas para este ejemplo
se muestran en la Figura 5.22 donde se puede ver información importante en la
zona occipital que anteriormente parecía oculta debido a la contaminación por
los potenciales sacádicos provenientes del movimeinto ocular.

El primer ejemplo demuestra la capacidad del sistema de eliminación automática
de artefactos en un caso donde se presentan movimientos sacádicos sucesivos los
cuales son comunes en los estudios del comportamiento de la corteza visual en
tareas de seguimiento, reconocimiento y percepción [42].
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Figura 5.20: Descomposición de los canales EEG en sus componentes independientes
mediante ICA. las franjas de color gris indican las ICs pertenecientes a los
artefactos oculares.
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Figura 5.21: Eliminación de las ICs de los artefactos oculares.
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Figura 5.22: Señales EEG reconstruidas y sin in�uencia de los artefactos oculares.

En el segundo ejemplo se propone eliminar un artefacto ocular aislado en un
registro EEG, es decir, el movimiento ocular ocurre en un instante donde no lo
antecede ni lo procede otro.

En la Figura 5.23 se presenta el registro EEG que pertenece al sujeto A08T en
el rango de tiempo entre 300 y 308 s. Aquí las señales EEG son afectadas por una
sacada que ocurre entre los segundos de registro 5 y 6, su in�uencia se extiende
a lo largo de todos los canales EEG.

La descomposición de las señales cerebrales en sus componentes independientes
se muestran en la Figura 5.24, en este caso las ICs 5 y 13 conforman las fuentes
que original el artefacto ocular. En la Figura 5.25 se puede observar como el al-
goritmo detecta y elimina de manera automática estas componentes.

La reconstrucción del registro EEG libre de artefactos ocules se expone en la
Figura 5.26. Aquí se puede ver como la in�uencia del movimiento ocular ha sido
removida de señales cerebrales proporcionando de esta manera una fuente de
información libre de ruido que pueda in�uenciar un posterior estudio en base a
estos datos.
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Figura 5.23: Canales EEG registrados del sujeto A08T en el rango temporal de 300-308
s. En la parte superior se muestran los 22 canales EEG registrados y en la
parte inferior un canal EOG.
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Figura 5.24: Descomposición de los canales EEG en sus componentes independientes
mediante ICA. las franjas de color gris indican las ICs pertenecientes a los
artefactos oculares.
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Figura 5.25: Eliminación de las ICs de los artefactos oculares.
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Figura 5.26: Señales EEG reconstruidas y libres de la in�uencia de los artefactos ocula-
res.

En esta sección, se presentó un sistema automático para la eliminación de
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artefactos oculares en EEG usando ICA y agrupamiento SVM. Esta herramienta
provee un nuevo método para eliminar artefactos evitando su detección y elimi-
nación manual en las señales EEG y de esta manera reduciendo el tiempo y costo
del proceso. Algunos métodos actuales eliminan las secciones con ruido, sin em-
bargo, estas secciones también tienen información del comportamiento neuronal.

El sistema presentado toma en cuenta estas porciones de la señal después de
hacer el respectivo �ltrado de los artefactos. Por otra parte, el método provee se-
ñales sin ruido para las etapas posteriores de procesamiento e.g. en el diagnóstico
de enfermedades u otras aplicaciones que usen EEG.

La técnica se basó en el concepto del aprendizaje no-supervisado, este solo usa la
información intrínseca de los datos para formar grupos, i.e. este no necesita de
información a priori acerca de la clase a la que pertenecen de los datos.

Este método automático y dependiente solo de los datos, provó ser una herra-
mienta útil en la tarea de eliminación de artefactos, además que aumenta las po-
sibilidades de desarrollar una técnica robusta para procesar datos EEG antes de la
etapa de análisis la cual tiene como resultado la toma de decisiones en procesos
terapéuticos y farmacológicos.
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La verdadera alegría está en el hallazgo más allá que en el
saber.

Isaac Asimov

6
Conclusiones

En el presente trabajo se presentaron dos herramientas automáticas de de-
tección y eliminación de artefactos oculares en registros EEG, una basada en el
enfoque del aprendizaje supervisado y otra en el agrupamiento. Los dos métodos
parten de la descomposición de las señales EEG mediante el Análisis de Com-
ponentes Independientes debido que esta ha probado ser una herramienta e�caz
como se muestra en [62] donde se hace una revisión extensiva sobre los algorit-
mos de eliminación de artefactos en EEG. Aquí se determina que los enfoques
clásicos son basados en: regresión, corrección de artefactos oculares, �ltrado y la
separación ciega de fuentes (BSS). Además, se concluye que el 45 % de los algorit-
mos actuales de eliminación de artefactos en EEG usan ICA y que la proyección
de este campo de estudio apunta a la mejora de las técnicas existentes mediante
la combinación de varios métodos, la automatización del proceso de �ltrado y la
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validación mediante métricas de desempeño objetivas [62].

En el primer enfoque, se debió tener en cuenta el origen desbalanceado del vector
de características extraídas de las ICs producto del ICA. Esta relación de despro-
porcionalidad era aproximadamente de 10 a 1, es decir por cada muestra perte-
neciente a una componente de un artefacto ocular se tenían 10 pertenecientes
a componentes de señales EEG. Por esta razón, se eligió usar como modelo de
clasi�cación una Máquina de Vectores Soporte balanceada, la cual hace una nor-
malización del hiperplano de decisión en base a la relación de desbalanceo, de
esta manera no se ve afectado su desempeño. En la mayoría de los métodos de
eliminación de artefactos con SVM no se ha tenido en cuenta este factor, el cual
puede afectar de manera signi�cativa su efectividad como se demuestra en [54].

Los resultados de esta primera metodología demostraron ser alentadores ya que
la precisión del modelo alcanzó valores por encima del 80 % en la tarea de elimi-
nación de los artefactos en comparación con un 50 % para el caso donde no se
tiene en cuenta la naturaleza desbalanceada de los datos.

El segundo método, se basó en el concepto del aprendizaje no-supervisado, ex-
plorado sólo en los útimos años en este tipo de problemas [72], [47]. Este hace
uso sólo de la información intrínseca de los datos para formar grupos o clases,
es decir, no necesita de información a priori de las etiquetas de los datos. En este
caso, se utilizó un algoritmo de agrupamiento basado en las bondades de SVM,
llamado agrupamiento SVM Externo híbrido el cual funciona como un árbol de
decisión conformado por una serie de SVMs binarias las cuales van modi�cando
el hiperplano de decisión a medida que el algoritmo busca los grupos más com-
pactos.

El modelo fue entrenado sobre un vector de características de 8 dimensiones. Es-
tas correspondían a mediciones de fractalidad, cantidad de información y alea-
toriedad las cuales permiten discriminar las ICs tanto de potenciales sacádicos
como de señales cerebrales. Los datos formaron grupos naturalmente que eran
similares a las clases formadas por las muestras usadas en el método supervisado,
demostrando una relación interna entre las muetras de cada clase.

Esta herramienta, automática y dependiente sólo de los datos de entrada, mos-
tró ser muy efectiva en el proceso de identi�cación de los artefactos oculares;
se evaluaron varias pruebas en registros de diferentes sujetos y se obtuvieron
resultados mejores que los logrados con el método de eliminación de artefactos
supervisado.
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Los métodos propuestos en este trabajo abren la puerta a la creación de una he-
rramienta robusta que permita remover el efecto que causa los movimientos ocu-
lares en los registros EEG, el cual puede repercutir en procesos posteriores que
tengan como base las señales EEG adquiridas y de esta manera evitar conclusio-
nes erróneas de trabajos e investigaciones que se basen en datos contaminados.
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