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RESUMEN

TITULO: ACCIONES PARCIALES Y EL PROBLEMA DE GLOBALIZACION
AUTOR: Jorge Eliécer Gomez Rl’og
PALABRAS CLAVE: acciéon parcial, acciéon parcial topologica, globalizacion, con-

tinuidad de acciones parciales, principio de la funcién abierta, teoremas de Effros.

DESCRIPCION

En 1998, R. Exel [12] introdujo la nocion de accion parcial de un grupo sobre un
conjunto como una generalizacion de las acciones globales. La tmportancia de este
concepto se fundamenta en su aplicabilidad a varias dreas de las matemdticas. En
particular, esta nocion ha sido usada para extender resultados cldsicos en topologia,
sistemas dindmicos, espacios métricos, anillos, entre otros.

En este trabajo estudiamos acciones parciales topologicas, esto es, acciones parciales
de grupos topologicos, sobre espacios topoldgicos. Especificamente extendemos algunos
resultados conocidos para acciones globales al contexto de acciones parciales, tales
como la equivalencia de la continuidad conjunta y la continuidad separada en espacios
Polacos, el cldsico principio de la funcion abierta y los teoremas de Effros.

También estudiamos uno de los problemas centrales en acciones parciales conocido
como el problema de globalizacion, el cual consiste en que dada una accion parcial
m de un grupo G en un objeto X de una categoria, determinar si existe una accion
global B de G en un objeto Y de la misma categoria (llamado espacio envolvente de
X ), tal que la restriccion de 5 a X sea m. En particular, mostramos algunos aspectos
teoricos relacionados con este problema, tales como los detalles de la construccion de
una globalizacion para acciones parciales topologicas continuas con dominio abierto
y estudiamos algunos resultados referentes a los axiomas de separacion del espacio
envolvente.

Finalmente, dada una accion parcial topoldgica m : G x X — X, en el Apéndice A,
mostramos la construccion de una _accion parcial topoldgica del grupo universal de
Hausdorff G/E, en X, donde € = {1}, es la clausura topoldgica de elemento neutro
de G.

I Tesis.

2Facultad de Ciencias, Escuela de Matemaéticas.
DIRECTOR: Dr. Héctor Edonis Pinedo Tapia.
CODIRECTOR: Dr. Carlos Enrique Uzcategui Aylwin.



ABSTRACT

TITLE: PARTIAL ACTIONS AND THE GLOBALIZATION PROBLEM
AUTHOR: Jorge Eliécer Gémez Rl’og
KEYWORDS: partial action, topological partial action, globalization, continuity

of partial actions, open mapping principle, Effros’ theorems.

DESCRIPTION

In 1998, R. Ezel [12] introduced the notion of partial action of a group on a set
as a generalization of global actions. The importance of this concept is based on its
applicability to several areas of mathematics. In particular, this notion has been used
to extend classical results in topology, dynamical systems, metric spaces, rings, among
others.

In this paper, we study topological partial actions, by this we mean, partial actions of
topological groups on topological spaces. Specifically we extend some known results for
Polish group actions, to the context of partial actions; such as the equivalence of the
joint continuity and the separately continuity, the classical open mapping principle
and Effros’ theorem.

We also study one of the central problems in partial actions known as the problem
of globalization. Which we describe below, given a partial action m of a group G on
an object X of a category, we want to determine if there is a global action 3 of G
in an object Y of the same category (called the enveloping space of X ), such that the
restriction of B to X is m. In particular, we show some theoretical aspects related
to this problem, for example the details of the construction of a globalization for
continuous topological partial actions with open domain and we study some results
referring to the separation axioms of the enveloping space.

Finally, given a topological partial action m : G * X — X, in Appendix A, we show
the construction of a topological partial action of the universal Hausdorff group G /€,
in X, where & = {1}, is the topological closure of the neutral element of G.

3 Thesis.

4Faculty of Science, School of Mathematics.
DIRECTED BY: Dr. Héctor Edonis Pinedo Tapia.
CODIRECTED BY: Dr. Carlos Enrique Uzcategui Aylwin.



Introduccion

Uno de los conceptos principales en la Teoria de Grupos es el de acciéon de grupo, el
cual aparece con los trabajos de Lagrange y de Galois y ha sido objeto de estudio de
muchos autores durante todo el siglo XX hasta la actualidad. De hecho, el estudio
las acciones de grupos Polacos ha favorecido el desarrollo y conexién de varias ramas

de las matematicas (ver [5], [15], y sus referencias).

La nocién de accion parcial de un grupo es una generalizacion del concepto cléasico
de accion grupal, introducida en [12] y [23], y luego desarrollada en [1] y [21], donde
los autores proporcionaron varios ejemplos de diferentes areas. La importancia de
este nuevo concepto se fundamenta precisamente en su aplicabilidad a varias areas
de las matematicas. En particular, las acciones parciales han sido una herramienta
importante en el estudio C*— algebras y sistemas dinamicos, y en el desarrollo de
nuevas teorias cohomologicas [8], [L0] y [26]. Las acciones parciales de grupos Polacos

han sido recientemente consideradas en los trabajos |16} 17, 27, 2§].

En esta monografia estudiamos acciones parciales topologicas, esto es, acciones par-
ciales de grupos topoldgicos, sobre espacios topolégicos. Nuestro objetivo principal
es extender, algunos teoremas conocidos para acciones globales al contexto de accio-
nes parciales, tales como la equivalencia de la continuidad conjunta y la continuidad
separada en espacios Polacos [I5] Teorema 3.14|, El Principio de la funciéon abier-

ta [24], los Teoremas de Effros [15, Teoremas 3.24 y 3.44| y la existencia de una

10
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accion parcial topologica del grupo universal de Hausdorff [3]. Para esto, en el Ca-
pitulo 1, establecemos algunos conceptos y resultados clasicos de topologia, grupos
topologicos y de Teoria descriptiva de conjuntos. Posteriormente en el Capitulo 2,
introducimos el concepto de accion parcial, asi como algunos ejemplos y propiedades.
En el Capitulo 3, definimos accién parcial topologica y abordamos aspectos teoéricos
relacionados con este concepto. En particular, mostraremos una generalizaciéon de
un conocido Teorema para acciones globales sobre espacios Polacos, el cual establece
que la continuidad de la accién parcial es equivalente a la continuidad separada de

la misma, bajo ciertas hipotesis.

En el Capitulo 4, abordaremos uno de los problemas centrales en acciones parciales
conocido como el problema de globalizacion, el cual fue considerado por primera vez
por Abadie en su tesis doctoral [2], e independientemente por Kellendonk y Lawson
en [21]. Este problema consiste en lo siguiente: dada una accién parcial m de un
grupo GG en un objeto X de una categoria, determinar si existe una acciéon global 3
de G en un objeto Y de la misma categoria (llamado espacio envolvente de X), tal
que la restriccion de § a X sea m. Sobre este problema se conoce que siempre tiene
solucion unica, salvo equivalencias, en la categoria de los conjuntos [7, Teorema 2.2|;
pero no siempre es resoluble en la categoria de las algebras sobre un anillo |9, Pro-
posicion 4.3 y Ejemplo 3.5]. En [I, Teorema 1.1|, Abadie muestra que en la categoria
de los espacios topologicos, este problema también tiene soluciéon tnica, al considerar
acciones parciales continuas con dominio abierto. Sin embargo, el espacio envolven-
te Y, no necesariamente hereda las propiedades topolodgicas de X, por ejemplo X
puede ser Hausdorff y Y no (ver [Il Ejemplo 1.4 y Proposicion 1.2]). Mostraremos
algunos aspectos teodricos relacionados con este problema, tales como los detalles de
la construcciéon de una globalizacién para acciones parciales topoldgicas continuas
presentada en [I] y [2I]. En particular, veremos que el espacio envolvente obtenido es
el espacio cociente de una relacion de equivalencia de érbita y estudiaremos algunos

resultados referentes a los axiomas de separacion de este espacio, presentados en [28].
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En el Capitulo 5, probamos una version del Principio de la funciéon abierta en el con-
texto de acciones parciales, el cual nos sera 1til para mostrar una generalizacion de
los Teoremas de Effros para acciones parciales, los cuales constituyen una poderosa

herramienta para estudiar las relaciones de equivalencia de 6rbita.

Finalmente, dada una accién parcial topologica m : G * X — X, en el Apéndice A,
mostramos la construcciéon de una acciéon parcial topologica del grupo universal de
Hausdorff G/€, en X, donde £ = m, es la clausura topologica de elemento neutro

del grupo G.



Capitulo 1

Preliminares

Asumimos que el lector esté familiarizado con el lenguaje y los conceptos basicos de
la topologia general, la teoria descriptiva de conjuntos y de la teoria de acciones de
grupos topologicos sobre espacios topolégicos; sin embargo, el lector podré encontrar
una introduccién a estos temas en:

[25], [15] v [19], [20] respectivamente. El propoésito de este capitulo es establecer
algunos conceptos y resultados clasicos de la literatura que son fundamentales en el
desarrollo y comprension de este trabajo, de modo que podamos referirnos a ellos,
explicita o implicitamente, en capitulos posteriores. Por tal razém, en la mayoria
de los casos omitiremos las pruebas, pero incluiremos una referencia donde pueda

consultarse.

1.1. Tépicos de topologia

1.1.1. Continuidad

Recordemos que una funcién entre espacios topologicos f : X — Y, es continua si

f7Y(A) es abierto en X, para todo A abierto en Y.

13



14 Preliminares

Lema 1.1.1. Sean X, Y, Z espacios topologicos y f : X — Y, g:Y — Z funciones,

con [ sobreyectiva.
(1) Si f es abierta y go [ es continua, entonces g es continua.
(13) Si f es continua y go f es abierta, entonces g es abierta.
Demostracion.

(i) Sea A un abierto de Z. Como g o f es continua, entonces (g o f)~}(A) =
f71(g7(A)) es un abierto de X. Ademas como que f es abierta y sobreyectiva,
tenemos que f(f71 (g7 (A))) = g '(A) es abierto en Y y por lo tanto g es

continua.

(ii) Sea O un abierto de Y. Como f es continua, f~'(O) es un abierto de X.
Ademés, como go f es abierta y f es sobreyectiva, tenemos que g(f(f~1(0))) =

g(O) es abierto. Por lo tanto g es abierta.
]

Notacion 1.1.2. Sean X un espacio topologico y A C X. Usaremos la notacion ar
e inty(A) para distinguir la clausura e interior de A respecto al espacio X. Cuando

no haya lugar a confusion, escribiremos simplemente A e int(A) respectivamente.

Lema 1.1.3. Sea f : X = Y una funcion y A C X tal que f], es continua. Entonces

f(CNA)C f(CNA), para todo C C X.

Demostracion. Note que f(CNA) = f (C’ N AA> Cc f(Cn A)f(A) = f(ANf(CNA)C

f(C' N A); donde la primera contenencia se sigue del hecho que la funcion f, es con-

tinua. O
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1.1.2. Topologia cociente.

Definicién 1.1.4. Sean X espacio topologico, ¥ un conjunto y f : X — Y una
funcioén sobreyectiva. La topologia cociente relativa a f, denotada por 7, se define

como la topologia mas fina sobre Y que hace a f continua, es decir
7 ={U CY: f7'(U) es abierto en X} .

En particular, si p es una relacion de equivalencia sobre un espacio topologico X y
p: X — X/p es la proyeccion canonica, esto es, la funcion sobreyectiva que lleva a
cada elemento de X en su clase de equivalencia; entonces X /p dotado de la topologia
cociente relativa a p, se denomina el espacio cociente de X determinado por p. En
tal caso, por la definicion de topologia cociente, se tiene que p es continua y ademas

U es un abierto de X/p, si y solo si, p~'(U) es un abierto de X.

Lema 1.1.5. Sea X un espacio de Hausdorff y p una relacion de equivalencia en X
tal que la funcion proyeccion p : X — X/p es abierta. Entonces X/p es Hausdorff,

sty solo si, p es cerrada en X X X.

Demostracion. Supongamos que X/p es Hausdorff y sean u,v € X tales que (z,y) ¢
p- Entonces p(x) # p(y), como X/p es Hausdorff, existen O, y O, abiertos de X/p
tales que p(z) € Oy, p(y) € Oy y O, N O, = 0. Definamos U = p~' (0,) y V =
p ' (0O,). Entonces U y V son abiertos de X, pues p es continua. Ademés (x,y) €
UxV y (UxV)Np =10, yaquesi(u,v) € (UxV)Np, entonces p(u) = p(v) € O,NO,;
lo cual genera una contradiccion.

Reciprocamente, supongamos que p es cerrada en X x X y sean [z],[y] € X/p
tales que [z] # [y], esto es (z,y) € p. Como p es cerrada y X x X tiene la topologia
producto, existen abiertos béasicos U, V de X tales que (z,y) e UxV y (UxV)Np =
(). Definamos O, = p(U) y O, = p(V'). Como p es abierta, tenemos que O, y O, son
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abiertos de X/p con p(z) € O, ply) € Oy y O.NO, =0, pues si [z] € O, N Oy,
entonces [z] = p(u), para algin v € U y [z] = p(v), para algin v € V; luego

(u,v) € (U x V)N p; lo cual es una contradiccion. O

1.1.3. Axiomas de numerabilidad y separacion.

Definicién 1.1.6. Sea X un espacio topologico. Diremos que:

= X satisface el primer axioma de numerabilidad o simplemente que es
primero numerable, si para cada r € X, existe una base numerable de

vecindades de z.

X satisface el segundo axioma de numerabilidad o simplemente que es

segundo numerable, si X tiene una base numerable para su topologia.

X es separable si X tiene un subconjunto denso numerable.

= X es un espacio Ty, si dados z,y € X, con x # y; existe una vecindad de uno

de ellos que no contiene al otro.

X es un espacio 71, si dados z,y € X, con x # y; existen O, y O, abiertos de

X que contienen a z y a y respectivamente, tales que y € O, y = &€ O,,.

X es un espacio Ty o de Hausdorff, si dados z,y € X, con x # y; existen

abiertos disjuntos de X que contienen a z y a y respectivamente.

X es un espacio regular, si dados F' un cerrado de X y z € X \ F existen

abiertos disjuntos U y V de X talesquex e Uy F C V.

De las definiciones anteriores se sigue que si un espacio es regular y 77 entonces es de
Hausdorff, si es de Hausdorff entonces es T} y si es T} entonces es Ty. Adicionalmente,

todo espacio métrico (X, d) es de Hausdorff, ya que si z,y € X, con x # y; entonces
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r =d(z,y)/2 > 0y los abiertos: U = B(x,r), V = B(y,r); son tales que = € U,
yeVyUunV =1{.
El siguiente teorema muestra algunas propiedades y relaciones entre los espacios

definidos anteriormente.
Teorema 1.1.7.

(1) [25, Ejercicio 12, §30] Sea f: X — Y wuna funcion continua y sobreyectiva. Si

X es sequndo numerable y f es abierta, entonces Y es sequndo numerable.

(11) [22, Capitulo 11, §21, II, Teorema 2] Sea X un espacio métrico. Entonces X

es sequndo numerable, si y solo si, X es separable.

(1i1) [25, Teorema 34.1, §34] Teorema de metrizacion de Urysohn.

Todo espacio reqular y sequndo numerable es metrizable.

Ejemplo 1.1.8. Todo espacio métrico (X, d) es regular y 7. En efecto, sea F' un
subconjunto cerrado de X y z € X'\ F. Entonces existe r > 0 tal que B(z,7) € X\ F.
Sean U = B (z,%) y V = UB(y,g).EsclaroquexéU,FQVyUﬁVz@. Por

yeF
lo tanto X es regular. Ademas, como todo espacio métrico es de Hausdorff, entonces

X es un espacio T7.

1.1.4. Compacidad

Definicion 1.1.9. Sea X un espacio topologico. Diremos que:
= X es compacto, si toda cubierta abierta de X admite una subcubierta finita.

= X es localmente compacto, si para cada x € X y para cada abierto V, con

x € V; existe un abierto W tal que x € W C W C V y W es compacto.
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1.2. Tépicos de Teoria descriptiva de conjuntos

1.2.1. Conjuntos magros.

Definiciéon 1.2.1. Sea X un espacio topologico y A C X. Diremos que:

= A es nunca denso en X, si int (Z) = (.

A es magro o de primera categoria en X si A = U A, donde A, es nunca

neN
denso en X, para cada n € N. Si A no es magro también se dice que es de

segunda categoria.

A es comagro en X, si X \ A es magro en X.

s A esun conjunto Gsen X, si A = m O,,; donde O,, es abierto en X, para cada

neN
n € N. En particular, todo abierto de un espacio es un conjunto Gj.

Proposicion 1.2.2. Las siguientes proposiciones se siguen directamente de las de-

finiciones anteriores

(1) Subconjuntos de conjuntos magros son magros.

(74) La union de una familia numerable de conjuntos magros es magro.
(731) La interseccion de una familia numerable de conjuntos comagros es comagro.
(iv) Uniones e intersecciones numerables conjuntos Gs son Gs.

(v) Las proyecciones preservan conjuntos Gs.

Ejemplo 1.2.3. Todo cerrado F' de un espacio metrizable (X, d) es Gs. En efecto,
1

sea A, = U B <x, —) , entonces A,, es abierto en X y F C A, para cada n € N,
n

zeF
luego F' C ﬂ A,,. Ademés, si v € ﬂ A,, entonces existe x,, € A, N F', de modo que
neN neN

1
d(x,,x) < —, para cada n € N, esto es, x, — x y como F es cerrado, x € F. Por lo
n

tanto F' = ﬂ A, es Gs.

neN



1.2. Topicos de Teoria descriptiva de conjuntos 19

Proposicion 1.2.4. Sea X un espacio topologico y' Y un subespacio de X.

(4)

(i)

Si A CY esnunca denso enY, entonces A es nunca denso en X . En particular,

si A es magro en'Y , entonces es magro en X.

St A C X esnunca denso en X yY es abierto en X, entonces ANY es nunca
denso en'Y . En particular, si A es magro en X yY es abierto en X, entonces

ANY es magro enY.

Demostracion.

(4)

Supongamos que A es nunca denso en Y. Queremos probar que int (Z) = 0.
Por definiciéon de interior, basta probar que el tinico abierto de X contenido en
A es vacio. En efecto, supongamos que U es un abierto no vacio de X contenido
en A, por definicién de clausura, tenemos que U N A # (), luego U NY es un
abierto no vaciode Y y UNY C ANY. Por lo tanto UNY C inty (Zﬂ Y) =
inty (Zy> # (), 1o que contradice que A es nunca denso en Y. En particular, si

A es magro en Y, entonces A = U N,; con N,, nunca denso en Y, para cada

neN
n € N. Pero por lo anterior, NV,, nunca denso en X, para cada n € N. Por lo

tanto A es magro en X.

Supongamos que A es nunca denso en X y Y es abierto en X. Basta probar
el tnico abierto relativo de Y contenido en ANY " es el vacio. En efecto, sea
U un abierto relativo de Y, no vacio, tal que U C AnY" . Como ANY =
ANYNY CANY, entonces U C A y como Y es abierto en X, entonces U es
abierto en X. Asi, por definicién de interior, tenemos que int (Z) # (), lo cual
contradice que A es nunca denso en X. En particular, si A C X es magro en

X y Y es abierto en X, entonces A = U N,; con N, nunca denso en X, para

neN
cada n € N. Pero por lo anterior, N, NY nunca denso en Y, para cada n € N.

Por lo tanto ANY = U N, NY es magro en Y. 0

neN
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Ejemplo 1.2.5. Q como subespacio de R con la topologia usual, es magro en si

mismo y por lo tanto es magro en R. De hecho, note que Q = U {q}, donde
q€Q

intg (@Q> =0.

1.2.2. Espacios Polacos

Definicién 1.2.6. Un espacio topoldgico (X, 7) es Polaco, si es separable y existe
una métrica d sobre X compatible con la topologia (i.e, 7 = 7;4) tal que (X,d) es

completo.

Ejemplo 1.2.7. Los espacios R™ y [0, 1] con la topologia usual y N con la topologia

discreta son espacios Polacos.

El siguiente teorema establece algunas propiedades de los espacios Polacos.
Teorema 1.2.8.

(2) [20, Proposicion 3.11] Sea X un espacio Polaco, Y subespacio de X. Entonces
Y es Polaco, si y solo si, Y es Gs en X.

(11) [15, Teorema 2.2.9] (Sierpiniski) Sea f : X — Y wuna funcion continua, sobre-

yectiva y abierta. St X es Polaco y'Y es metrizable, entonces Y es Polaco.

(iit) [20, Proposicion 3.3] Sea {X;},. una familia numerable de espacios topoldgicos
yX = HXZ" Si X; es metrizable (respectivamente separable), para cada i € N;

ieN
entonces X es metrizable (respectivamente separable). En particular, si X; es

Polaco, para cada i € N, entonces X es Polaco.

1.2.3. Conjuntos Borelianos

Recordemos que una o—algebra sobre un conjunto X es una familia de subconjuntos
de X, que contiene a ) y es cerrada bajo complementos y uniones numerables (y por

lo tanto es cerrada bajo intersecciones numerables).
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Definiciéon 1.2.9. Sean X y Y espacios topologicos.

= Un subconjunto B de X es Boreliano o Borel, si puede ser obtenido mediante
uniones e intersecciones numerables de conjuntos cerrados o abiertos de X. En
otras palabras, si B pertenece a la o—algebra de Borel, que es la menor

o—4algebra que contiene a todos los abiertos de X.

» Una funcién f : X — Y es Boreliana, si f~!(A) es Boreliano en X, para cada

subconjunto abierto A en Y.

Ejemplo 1.2.10. De la definiciéon anterior, es claro que toda funciéon continua es

Boreliana.

Teorema 1.2.11. [20, Teorema 15.1] (Luzin - Suslin) Sean X,Y espacios Polacos
y f: X =Y una funcion continua. Si A C X es Borel y f] 4 es inyectiva, entonces

f(A) es Borel.

1.2.4. Teorema de Categoria de Baire.

Teorema 1.2.12. 20, Proposicion 8.1] Sea X un espacio topoldgico. Las siquientes

afirmaciones son equivalentes:
(1) La interseccion numerable de abiertos densos en X, es densa.
(17) Cada subconjunto abierto no vacio de X no es magro en X.
(i13) Cada subconjunto comagro de X es denso en X.

Definicion 1.2.13. Un espacio topologico es Baire si satisface una de (y por lo

tanto todas) las condiciones del Teorema [[L2.T2]

Teorema 1.2.14. [20, Teorema 8.4] Teorema de Categoria de Baire. Todo

espacio métrico completo es Baire. En particular, todo espacio Polaco es Baire.
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Lema 1.2.15. Sea X wun espacio Baire. Si A y B son G densos en X, entonces

AN B es denso en X.

Demostracion. Como Ay B son GGs densos en X, entonces A = ﬂ U,y B= ﬂ Vi

neN neN
con U,,V, abiertos densos en X, para todo n € N. De manera que, por el Teorema

MAQB:ﬂUnﬂVn,esdensoenX. O

neN

Ejemplo 1.2.16. Q no es G5 en R y por lo tanto no es Polaco. En efecto, note que
R\Q= ﬂ R\ {q} es Gs. Luego, si Q es Gy, entonces Q y R\ Q son G5 densos en

q€Q

R y asi, por el Lema[L2ZT5 QN (R\ Q) = 0 es denso en R, lo cual es absurdo. Por
lo tanto Q no es G y por (i) del Teorema [[.2.8 no es Polaco.

1.2.5. Conjuntos analiticos y la propiedad de Baire.

Definicion 1.2.17. Sea X un espacio topologico y A C X. Diremos que:
= A es analitico, si es la imagen continua de un espacio Polaco.

= A es nunca magro en X, si todo abierto relativo de A, no vacio, no es magro

en X.

= A tiene la Propiedad de Baire, si existe un abierto O C X tal que AA O =
(A\O)U (O \ A) es magro.

Observacion 1.2.18. Es conocido (ver |20, Proposicion 8.22]) que el conjunto de
todos los subconjuntos con la propiedad de Baire de un espacio topologico X, es una
o—4algebra que contiene a todos los subconjuntos abiertos y todos los subconjuntos
magros (y por lo tanto a todos los cerrados y comagros) de X. En particular, las
uniones e intersecciones numerables de conjuntos con la propiedad de Baire, tienen

la propiedad de Baire.
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Proposicion 1.2.19. Sea X un espacio topologico, A C X y E un abierto de X.

(4)
(i7)

(iid)

St A es analitico, entonces AN E es analitico.

Si A es nunca magro en X, E denso en X y ANE # (), entonces ANE es

nunca magro en E.

Si A es nunca magro en X, entonces A es cerrado reqular, es decir, int(A) es

denso en A.

Demostracion.

(4)

(i)

(iid)

Como A es analitico, existe un espacio Polaco Py f : P — X continua tal
que f(P) = A. Sea Z = f~!(E), entonces Z es abierto del espacio Polaco Py
por lo tanto es Polaco. Observe que f~Y(ANE) = f~(E) = Z. Considere la
restriccion f|, : Z — X entonces f[, es continua y f[,(Z) = AN E. Por lo

tanto A N E es analitico.

Sea W un abierto relativo (a F), no vacio de AN E, entonces W = ONANE,
con O abierto de E. Queremos ver que W no es magro en F. En efecto, como
E es abierto en X, entonces O es abierto de X. Note que O N A # (), luego
O N A no es magro en X, pues A es nunca magro en X. Ahora, como O C E,
entonces W = ONANE = ONU no es magro en X y por lo tanto no es magro
en F, ya que si ON A es magro en F/, por la Proposicion [[.2.4] es magro en X,

lo cual es una contradiccion.

Para ver que int(A) es denso en A, probemos que int (Z) intersecta a todo
abierto relativo, no vacio, de A. En efecto, sea V abierto de X tal que VNA # .
Como A es nunca magro, V N A no es magro y por lo tanto no es nunca denso,
esto es int (W) # (). Luego, existe z € X y U abierto de X tales que
reUCint (VNA)CVNA Asi, por definicion de clausura UN(VNA) # 0.
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Ahora, note que ANV C A, luego int (V N A) Cint (Z) y también ANV C V.
De modo que: 0 # UN(VNA) Cint(VNA)N(VNA Cint(A) NV =
int (ﬁ) N (V N A), como queriamos probar. ]

1.2.6. La operaciéon de Suslin.

o

Definicion 1.2.20. Sea X un conjunto y N<¢ = U N" el conjunto de todas las
n=1

sucesiones finitas de niimeros naturales.

= Un esquema de Suslin en X, es una familia C = {C; C X : s € N}, de

subconjuntos de X indexada por N<v.

= La operacién de Suslin es la aplicacion S, que a cada esquema de Suslin, C

en X, le asigna el conjunto

s =1J NCmcX,

oEN<® neN
donde o [ n = {0(0),0(1),...,0(n—1)}.

El siguiente resultado establece que la Propiedad de Baire es invariante bajo la

operacion de Suslin.

Lema 1.2.21. [22, §11 - VII] Sea X un espacio topoldgico y C' = {Cs C X : s € N}
un esquema de Suslin en X, tal que Cs tiene la Propiedad de Baire, para cada

s € N<“. Entonces S(C) tiene la Propiedad de Baire.

Un espacio topologico destacado en la Teoria descriptiva de conjuntos es el espacio
de Baire, que es justamente NV, el espacio de todas las sucesiones de ntimeros natu-
rales, donde consideramos a N como espacio discreto y tomamos en NV la topologia

producto. Por el Teorema [[.2Z.8, sabemos que NN es Polaco.
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El siguiente lema establece una importante relaciéon entre el espacio de Baire y los

demas espacios Polacos.

Lema 1.2.22. 20, Teorema 7.9] Todo espacio Polaco, no vacio, es imagen continua

del espacio de Baire NV,

El item (iii) de la siguiente proposicion generaliza [24, Proposicién 2.2] a espacios
de Hausdorft. Este resultado es clave para probar el Principio de la funcién abierta

para acciones parciales en la seccion B.11
Proposicion 1.2.23. [17, Proposicion 3.1] Sea X un espacio de Hausdorffy A C X.

(1) Si A es analitico, entonces A es el resultado de aplicar la operacion de Suslin

a una familia de cerrados de X .
(13) Si A es analitico, entonces A tiene la propiedad de Baire.

(1ii) Si A es denso, nunca magro y tiene la propiedad de Baire, entonces A es
comagro. En particular, si X no es magro y A, B C X son analiticos, densos

y nunca magros, entonces AN B # ().
Demostracion.

(i) Sea A C X un conjunto analitico, entonces existe un espacio Polaco Y y una
funcion continua f : Y — X, tal que A = f(Y). Por el Lema [L222] podemos
asumir que Y = NY. Ahora, para cada s € N<“, definamos el conjunto U, =
{y € NV : y extiende a s}. Entonces U, es un abierto de NV, Sea C, = m,
para cada s € N<¥. Como X es Hausdorfl y f es continua, se tiene que f(y) es

el tnico punto en ﬂ Cyn, para cada y € N, Esto implica que A = §(C), con
C={C,C X:se N},
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(i)

(iid)

1.3.

Sea X un espacio de Hausdorff y A C X un conjunto analitico. Por (i) tenemos
que A = S(C), donde C = {Cs C X : s € N} es un esquema de Suslin en X,
tal que Cj es cerrado (y por lo tanto tiene la Propiedad de Baire), para cada

s € N<%. Asi, por el Lema [[.2.2]] tenemos que A tiene la propiedad de Baire.

Primero veamos que A es comagro, esto es, que X \ A es magro. En efecto,
como A tiene la Propiedad de Baire, existe O abierto no vacio de X tal que
AANO = (A\O)U(O\ A) es magro. Note que X\ A = (O\A)U(X \(OUA)). Por
lo tanto, para ver que X \ A es magro, basta probar que X \ (OU A) es magro.
Probemos esto por reduccion al absurdo. Supongamos que X \ (O U A) no es
magro. Por la Observacion [L2.18] tenemos que X \ (O U A) tiene la propiedad
de Baire, esto es, existe U abierto no vacio de X tal que (X \ (OUA)) AU =
(X\N(OUA)Y\ND)UU\ (X \ (OU A))) es magro. Luego U\ (X \ (OUA)) =
(OUA)NU = (ONU)U(ANU) es magro. Entonces A N U es magro, pero
como A es denso, tenemos que AN U es no vacio, esto contradice que A es

nunca magro. Por lo tanto, X \ (O U A) es magro.

En particular, si A, B C X son analiticos, por el item (ii), tenemos que A y
B tienen la Propiedad de Baire y por lo anterior son comagros. De modo que

AN B es comagro y como X no es magro, entonces A N B # ().
]

Grupos topolbgicos

1.3.1. Propiedades y ejemplos.

Definiciéon 1.3.1. Un grupo topolégico es una tripla (G, x,7) tal que (G, *) es

grupo, (G, T) es espacio topoldgico y son continuas las aplicaciones:

x:GxG3(a,b)—axb:=abeG y G3a—a'eq.



1.3. Grupos topologicos 27

Diremos que un subconjunto H de GG, es un subgrupo topolégico de G, si H es
subgrupo de G y tiene la topologia de subespacio. Por otra parte, si existe una métrica

sobre G compatible con su topologia, diremos que G es un grupo metrizable.
Ejemplo 1.3.2.

(1) Todo grupo G con la topologia discreta es un grupo topologico.

(77) Los grupos aditivos R y C con la topologia usual, son grupos topolédgicos.

(7i1) GL(n,R) = {A € M, (R) : det(A) # 0}, el grupo de las matrices invertibles

de orden n x n, con la topologia inducida por R™ es un grupo topologico.

A continuacién presentamos algunas propiedades sobre los grupos topologicos que

nos seran indispensables en los capitulos posteriores.

Teorema 1.3.3. [19, Teorema 2, §19] Sea G un grupo topoldgico. Las siguientes

funciones son homeomorfismos:
(i) Goax—ated.
(ii) G2z — axa™' € G, para cada a € G.
(i1i) Gox—ar € G yGE > x— xa € G, para cada a € G.

Notacion 1.3.4. Sean G un grupo, g € Gy A, B C (G. Denotamos:

gA={ga:a€ A}.

Ag={ag:a€ A}.

At={at:a€ A}.

AB={ab:a€ Aybe B}.

Al = Ay A" = A"~ A para todo entero n > 2.
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Corolario 1.3.5. [19, Corolario 1, §19] Sean G un grupo topoldgico, a € G y O, F,

A subconjuntos de G tales que O es abierto y F' es cerrado. Entonces:
(i) aF, Fa y F~* son cerrados.
(it) aO, Oa, O~', AO y OA son abiertos.

Lema 1.3.6. Sean H y G grupos topoldgicos tales que H C G. Si H es abierto en

G entonces H es cerrado en G.

Demostracion. Basta probar que G\ H es abierto. Sea g € G\ H; como H es abierto,
H g es un abierto que contiene a gy HNHg = (), pues si z € HN Hg entonces z € H

y 2 =hg, con h € H. Luego g = h™'z € H, lo cual es una contradiccion. O

Como consecuencia del lema anterior tenemos que el tnico subgrupo abierto de un

grupo conexo es el mismo grupo.

Teorema 1.3.7. [15, Teorema 2.1.1] (Birkhoff- Kakutani) Sea G un grupo topold-

gico. Entonces G es metrizable, si y solo si, G es Hausdorff y primero numerable.

1.3.2. Cociente de grupos

Sean GGy H grupos topologicos tales que H C G. Definimos la siguiente relacion de
equivalencia en G :

a~b, siysolosi, b'a € H.

Claramente aH es la clase de equivalencia del elemento a € G. Sea G/H el conjunto
cociente de GG, determinado por ~. Como G es un grupo topologico, podemos dotar

al conjunto G/ H, de la topologia cociente determinada por la funcién proyeccion

p:G>9g—gH e G/H. (1.1)
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En particular, si H es normal, G/H es un grupo topologico, con la operacion
(aH)(bH) = (ab)H.

Proposicion 1.3.8. [19, Teorema 8, Cap 111, §24] Sean G un grupo topoldgico y H
un subgrupo de G. Entonces la funcion proyeccion definida en (L)) es sobreyectiva,

continua y abierta.

1.3.3. Vecindades de la identidad.

Definicion 1.3.9. Un subconjunto A de G es simétrico si A = AL,
Teorema 1.3.10. Sea G un grupo topologico y 1 su elemento identidad.

(1) [19, Proposicion 1, §20] Existe una base local de 1, formada por abiertos simé-

tricos.

(13) [19, Proposicion 2, §20] Para cada W abierto de G, con 1 € W, existen Uy y
Uy abiertos con 1 € Uy NUsy tales que UyUy CW gy U2U2_1 cw.

(i13) [0, Lema 49] Si G es metrizable, existe una base numerable {U,}, de vecindades

abiertas de 1 con las siguientes propiedades:

» U, es simétrico, para cadan € N y Uy = G;

m Uy C© U3+1 C Up,.

1.3.4. Grupos Polacos

Definiciéon 1.3.11. Un grupo topoldgico (G, *,7) es un grupo Polaco si (G, 1) es

Polaco.
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Ejemplo 1.3.12.
(7) El grupo (R",+) con la topologia usual es Polaco.

(77) Todo grupo numerable con la topologia discreta es Polaco. En particular (Z, +)

es Polaco.

Proposicion 1.3.13. [15, Teorema 2.2.10] Sea G un grupo Polaco y H un subgrupo
cerrado de G. Entonces G/H es un espacio Polaco. Ademads, si H es un subgrupo

normal de G, entones G/H es un grupo Polaco.

1.4. Acciones (globales) de grupos.

Finalizamos este capitulo recordando la definicion de accién global de un grupo.

Definicién 1.4.1. Sea G un grupo y X un conjunto. Una accién (o accion global)

de G en X es una funciéon a : G x X — X que cumple los siguientes axiomas:
AGL1. a(lg,z) = x, para todo x € X, siendo 1 el elemento neutro de G.
AG2. a(g,a(h,z)) = a(gh,z), para cada x € X y g,h € G.

Cuando G es un grupo topologico, X es un espacio topologico y a es una accion de
G en X, diremos que a es una accién continua, si la funciéon a : G x X — X es

continua, donde GG x X tiene la topologia producto.

Para ver ejemplos y aspectos tedricos de este tipo de estructura, el lector puede

consultar [5], [I5] y sus referencias.



Capitulo 2

Acciones parciales de grupos

En este capitulo introducimos la definiciéon de accién parcial de un grupo sobre un
conjunto y presentamos algunas propiedades, ejemplos y aspectos tedricos relacio-
nados con este concepto. Empezamos recordando que una funciéon parcial de un
conjunto A en un conjunto B, usualmente denotada por f : A --+ B, es una fun-
cion en la que no necesariamente todo elemento del dominio esta relacionado con un

elemento del codominio.

Definicion 2.0.1. Una accién parcial conjuntista de un grupo G sobre un con-
junto no vacio X es una funcion parcial m : GxX --» X, (¢, 2) = m(g,z) = gx € X

tal que para todo g,h € Gy x € X se cumplen las siguientes condiciones:

L(g-x)ygt-(g-a) =1

AP1. dg - x implica que dg~
AP2. Jg - (h-x) implica que I(gh) -z y g- (h-x) = (gh) - x;
AP3. J1 -z, paratodoxr € X y 1 -2 =uz.

Donde dg - x significa que (g, x) esté en el dominio de m.

Observacion 2.0.2. Claramente, toda acciéon global es una acciéon parcial y ademés

si m es una accion parcial que cumple que 3(gh)-x implica que 3g-(h-x)y g-(h-z) =

31
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(gh)-x, paratodo g,h € Gy x € X, esto es, Ig-x, para todo (g, z) € G x X; entonces

m es una acciéon global.

Notacién 2.0.3. Sea m una acciéon parcial de un grupo G en un conjunto no vacio
X. Denotamos por G * X = {(g,2) € G x X : dg -z}, al dominio de m y G* =
{9eG:3g-x}.

Una accién parcial también puede ser definida, de manera equivalente, en términos

de una familia de biyecciones en el siguiente sentido:

Teorema 2.0.4. [29, Lema 1.2] Sea G un grupo, con neutro 1 y X un conjunto no
vacio. Una accion parcial m de G en X es una familia m = {mg : Xj-1 — Xg}ger
donde, para cada g € G, X, C X y my es una funcion biyectiva; que satisface los

siguientes axiomas, para cada g,h € G :
(Z) Xl =X Yy mp = IdX;
(17) mg (X;—2 N Xp) = Xg N Xgps

(i11) mg o mp X1 N Xgny-1 = Xg N Xgp y (mg 0o myp)(x) = mgp(x), sz €

Xp-1N X(gh)fl.

Demostracion. Sea m un acciéon parcial de G en X, en el sentido de la Definicion
2.0 Denotemos X,-1 = {zx € X :3g-2},y my : X1 3 2 — g-2 € X,, para
cada g € Gy consideremos la familia m = {mg, : X;-+ — X} _,. Claramente, para
cada g € G, X, € X y m, es biyectiva. En efecto, dados z,y € X -1 tales que
my(z) = my(y), entonces g - & = g - y; pero por AP1, tenemos que Jg~' - (g-z) y
397 (g y) y ademas: . = g~ '-(g-x) = g7 (9-y) = y, de modo que my es inyectiva.
Ahora, dado z € X, entonces 3g~' -z y por AP13g- (¢ 2)yg- (g7 ) =z,

1

estoes g7tz € Xyo1 y my(g~t - ) = z, luego my, es sobreyectiva.
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Por otra parte, sean g, h € G.

(1) Por AP3, tenemos que 31-z y 1-x = z, para todo = € X, de modo que X; = X

ym : X2r—xeX.

(¢7) Supongamos que z € my (X,~1 N X}), entonces x = ¢ -y, para algin y €
X,1N Xy, luegox € X,y 3ht-y. Por APL, 3h- (bt y)yh- (Rt y)=y.
De modo que, por AP2, z =g-(h-(h™'-y)) = (gh)- (h™' - y), esto es x € X .
Asi, v € X,NX,,. Reciprocamente, si x € X,NX,;, entonces x = g-y = (gh)- 2,
cony € Xg1y 2 € Xgpy-1. Por AP1, tenemos que y = h - 2, luego y € Xj,.
Porlotantoy € X;-1NXpyr =9 -y € my(X;~1 NXy).

(#7) Note que, por AP1, m' =mg-1 y por (i)
Dom (myg 0 my) = my—1 (X, N Xp-1) L Xp1 0 X gy

(mg omy) (Xp-1 N Xgny—1) = my (Xp N Xy-1) = Xy N Xgp.

Finalmente, si z € Xj;-1 N X(4p)-1, entonces

(my o mp)(x) = mg(mi(z)) = g - (h- ) "2 (gh) - 7 = mgn(w).

Reciprocamente, supongamos que m = {mgy: X,-1 — Xg}geG’ es una familia de

biyecciones que satisface las condiciones de este Teorema, veamos que m es una accion
parcial en el sentido de la Definicién 2.0.11 Siz € Dom(m,) = X -1, denotamos g-z =
my(z) v en tal caso escribimos 3g - z. Seam : G* X 3 (g,2) — my(zx) =g-2 € X.

Veamos que se satisfacen los axiomas AP1, AP2 y AP3. Sean ¢g,h € G.

AP1. Si3g-z, entonces my(z) € Xy = Dom(m, '), y como m;' = mg-1 tenemos que

1

z=my-1(my(z)), estoes g~ - (g-2) y g7 - (9 2) =z
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AP2. Supongamos que Jg - (h - ), entonces x € Dom (mg omy) = Xp-1 N X(gpy—
y por (7it) tenemos que g - (h- ) = my(mp(x)) = mgn(x) = (gh) - x, esto es,

gh) -z y g-(h-z)=(gh)- =
AP3. Por (i), tenemos que m;(z) = x, para todo x € X, esto es 31 - z, para todo
reXyl-x=u ]
En adelante fijamos la siguiente notacion:

Notacién 2.0.5. Sea m una accién parcial de un grupo GG en un conjunto X. Para

cada g € G, denotamos:
» Xy ={reX:dg-2};
= my: Xy dax g€ Xy
m g-A=my(AN X,1), para cada A C X.

Las acciones parciales aparecen en diversas ramas de la matematicas como veremos

en los ejemplos 2.0.7, 2.0.8, 2.0.9] 2.0.10, y

Ejemplo 2.0.6. Restricciéon de una accién global. Sea a una acciéon global de

un grupo G en un conjunto X y H un subgrupo de G. Definimos

X si ge H; ag, si ge€ H;
Xg: y mg:
) si g¢ H. ) s g¢H.

Entonces la familia m = {m, : X;-1 = X} es una accion parcial de G en X.

geG?

Ejemplo 2.0.7. Odémetro [13]. Sea X = {0,1,..., 9}N. Definimos

B0 X\ {(9,9,..)} = X\ {(0,0,...)},
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como la funcién que suma 1 (médulo 10) a la primera (y de ser necesario a la

siguiente) coordenada, es decir

01 ((xk)keN) = (yk)kEN>

para cada (7x),cy € X \ {(9,9,...)}, donde

[SL’k—l-l]lo, si ]{7:1\/(1{3>1/\£L’k_1—|—1210);
Y =
Tk, si k’>1/\l’k_1—|—1<10.

Entonces 6; induce una accién parcial {6, : X_,, — X, } del grupo aditivo Z en

X, donde

neZ

9n:(91)n:§10910"'0‘9;7

n—uveces

para cadan € Ny

)(0:)(7 X21:X20\{(9,7,9,...)},
X1 =X0\{(9,9,..)}, Xog = X1 \ {(8,7,9,..)},
Xo=X1\{(8,9,...)
X5 =X\ {(7,9,..)}, X3 = X3\ {(9,6,9,...)},
Xy =X\ {(6,9,...)
Xll = XlO \ {(9, 8,9, .. )}, Xlll - XllO \ {(9,8, 8,9 .. )},
X12 — X11 \ {(8, 8,9, . )},

X13 - X11 \ {(7, 8,9, .. )}, X201 - X200 \ {(9,9, 7,9 .. )} y
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Ejemplo 2.0.8. Acciones parciales de grupos libres [13]. Sean X un conjunto,
n € Ny para cada j = 1,...,n sean A;, B; C X tales que 0; : A; — B; es una

biyeccion. Sea G =F,, = (g1,...,9,) . Dado g € G, definimos m,, : X,-1 — X, por:

X, si g=1,;
Aj, SL g = gj;
X1 =
g B. . I
IR Sl g=9;;
+1 ... +1 5 B R, . .
\ Dom (mgkl 0---0 mgkm) , slog =gy, gy, esta en su forma irreducible.
( .
Idy, si g=1,;
9]‘ S1 g = gj;
Mg = 1 1
0, si g=9;;
+1 ... +1 S IS ! : Hle-
[ Mgy, O 0Myg, » st g=g gy, esta en su forma irreducible;

Entonces la familia m = {m, : Xg-+ = X} _. es una accion parcial de G en X.

Ejemplo 2.0.9. Matrices Cuntz-Krieger [13]. Sean A = (4,;) € M, ({0,1}) v

M 4 el espacio de Markov de infinitos caminos asociado a A, esto es

My = {x € H{l,...,n} t Az, = 1, para todo j € N}.
keN

Para cada j € {1,...,n}, definimos la biyeccion 6, : D; — 6;(D;), por
9]'(1’1, o, .. ) = (], T1,T9, .. .),

donde D; = {x € M4 : A;,, =1} . Entonces la coleccion {6, : j € {1,...,n}}, indu-

ce una accion parcial del grupo libre F,, en M 4.

A continuacién ilustramos los Ejemplos 2.0.8 y 2.0.9 con dos casos particulares.
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0

Sean A = y Fo = (g1, g2) , el grupo libre de orden 2. Entonces tenemos
01

que M4 ={(1,1,...),(2,2,...)}. Ademas,

Dy ={(1,1,...)}, 6, = Idp,,
DQI{(2,2,...)}, HQZIdDQ.

De modo que, por el Ejemplo 2.0.8 tenemos una accién parcial de Fy en My de-

finida de la siguiente manera: suponga que g = g;'--- gy € Fy, estd en su forma

irreducible, esto es k; € {1,2}, g, # gk, y o € {—1,1}, paracadai € {1,...,m} .

My, si g=1,
o {(1,1,..)}, si ki=1ya; ==+1, paratodoi € {1,...,m},
! {(2,2,...)}, si ki=2ya; ==1, paratodoi € {1,...,m},
\ 0 si k; # kj, para algun i # j.
Idy,, s g=1;
my = Ingfl, si k; =kj, paratodoi,j € {l,...,m},

0 si k; # kj, para algan i # j.

Claramente vemos que la familiam = {m, : X;-1 = X g}g < satisface las condiciones

(i) a (#i7) del Teorema 2.0.4y por lo tanto es una accién parcial.

Tomando A = y Fo = (g1, 92) , el grupo libre de orden 2. Entonces tenemos
1
que
1, si 7<t

MA: (ml,xg,...)GH{l,Q}:xj: 7j7t€N
keN 2, si j>1
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Ademas,
Dl :MA>
Dy ={(2,2,...)},
91 : D1 > (LUl,SL’Q, .. ) — (1,$1,I2,. . ) S 91(D1),
GQIIdDT
1, si j<t |
Note que 61(D;) = ¢ (21, 29,...) 1 x; = ; ,teENyt>2
2, si g>t

De modo que, por el Ejemplo 2.0.8 tenemos una accion parcial de Fy en My definida
de la siguiente manera: suponga que g = gp' --- gy € Fy, esta en su forma irredu-
cible, esto es k; € {1,2}, g, # Gk ¥ & € {—1,1}, para cada i € {1,...,m}.

Entonces algunos de los dominios X, estan dados por:

(

My, si g=lok;=1ya; =1, paratodoi € {1,...,m},
{(2,2,...)}, si ki =2y a; ==1, paratodoi € {1,...,m},
91(D1>7 si g :gl_lv

X, \{(1,2,2,..)}, siog=g9;"97",
Xglg1\{(1’1>2a"')}a s1 g:gl_lgl_lgl_1>

Xg1=4 10 si kyp=1,a,=1yk;, =2, para algin ¢ < m.
X U{(1,2,2,..)}, st g=001"
Xyt UL 12,000}, st g=0501"01",

0 si

km =2,k; =1y a; = —1, para algin ¢ < m.
{(2,2,...)}, si k,=2,k;=1ya; =1, para cada i < m.
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y ademas,
( .
Idas, . si g=1,;
B 9]' SIL g = gj;
Mg g1 e
7 81 g = gj )
+1 +1 ) IS B, . 1
| g, O omg, , siog =g, 9. estd en su forma irreducible;

donde 92_1 = 92 y 91_1 : Hl(Dl) > (1,5(72,2173 .. ) — (213'2,5173 .. ) € D.

También podemos definir una accién parcial de un grupo en su conjunto potencia,

de la siguiente manera.

Ejemplo 2.0.10. Accién Parcial de Bernoulli [13]. Sea G un grupo y X = P(G)

el conjunto potencia de G, la accion de Bernoulli de G en X se define por:

p: G — B(X)
g — Bg: X — X
E — gFE,

DefinaQQ={E € P(G): 1€ E}ysea X, ={E € P(G): 1,9 € E}.Entonces 3,(X,-1) =
X,, paracada g € G. Por lo tanto 8 induce una accién parcial {ﬂg Ix 1 Xg1 — Xg}
g9

de GG en €.

geG



Capitulo 3

Acciones parciales topologicas

En este capitulo introducimos la nocién de acciéon parcial en el contexto topologico.
En adelante, a menos que se indique otra cosa, G denotara un grupo topolégico, X
un espacio topolégico y la topologia del conjunto G * X es la topologia relativa a la

topologia producto del espacio G x X.

3.1. Propiedades y ejemplos

Definiciéon 3.1.1. Una accidén parcial topologica de un grupo topologico G en un
espacio topologico X es una acciéon parcial conjuntista m = {m, : X,-1 — Xg}geG
del grupo G en el conjunto X tal que, para cada g € G, el conjunto X, es abierto en

X ymg: X;1 — X, es un homeomorfismo.

Observacion 3.1.2. En este trabajo las acciones parciales topoldgicas no necesa-

riamente son funciones continuas y sus dominios no necesariamente son abiertos.

Ejemplo 3.1.3. Toda accién parcial conjuntista de un grupo G en un conjunto X,
se puede ver como una accién parcial topolégica, dotando a G y a X de las topologias

discretas respectivas.

40
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Ejemplo 3.1.4. Accién parcial inducida. Sean G un grupo topolégico, Y un
espacio topologico, a: G XY 3 (g,x) — ¢g-x € Y una accion continua de G en Y y

X CY un conjunto abierto, no vacio. Para cada g € G, definimos:
Xg=XNa(X) y my :agI\ngl'

Entonces m : G * X 3 (g,x) — my(x) € X es una accién parcial topologica de G en

X; denominada la accion parcial topologica inducida por a en X.

Ejemplo 3.1.5. Transformaciones de Mdgbius [7, pag. 175]. Sea G = GL(2,R)

a b
y X = R. Para cada g = € G, definimos:
d

ar +b

e X
cr +d

g-

Xgr={reR:icx+d#0} y my: X, 122~

entonces la familia m = {m, : X;-» = X} _, define una accién parcial topologica

de GL(2,R) en R.

Ejemplo 3.1.6. Flujos en Variedades [I, Ejemplo 1.2|. Sea X una variedad dife-
renciable, T'X su fibrado tangente y V : X — T'X un campo vectorial diferenciable
sobre X tal que V(z) € T, X, para cada = € X. Entonces, para cada x € X, exis-
te una tunica curva integral maximal de V' con punto inicial x, esto es, una curva
Ve : I, C R — X cuyo dominio /., es un intervalo abierto maximal alrededor de 0;
v (t) = V(7.(t)), para todo t € I, y v,(0) = x (ver [30, Apéndice D]). Este resultado
permite definir una accién parcial topologica del grupo aditivo de los niimeros reales

R, en X, denominada el flujo de X asociado a V', tal que para cada t € R,
Xy={zeX:—tel,} yv &:X >z () €X,.

(Ver [30], Teorema 9.12]).
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El siguiente ejemplo ilustra el resultado anterior, para una variedad de dimension 2.

Ejemplo 3.1.7. Sea X = R*\{(0,0)} y V(z1,22) = (1,0). Para cada z = (a,b) € X,
obtenemos la curva integral maximal de V' con punto inicial x, v, : I, 2 t —

(721(t), v22(t)) € X, solucionando el siguiente sistema de EDOs con valor inicial:

Tor (1) =1,
Vaa(t) =0,
%21(0) = a,
Y22(0) =,

(—a,00), si b=0ya>0;

I, =4 (—o00,—a), si b=0ya<0;
R, si b#0.
Por lo tanto,
X, si t=0;

X =1 R\ ([0,8] x {0}), si t>0;
R2\ ([t,0] x {0}), si t<0.

y @, Xy 2 (a,b) — (t+a,b) € X;. Claramente vemos que los X; son abiertos y las

®,; son homeomorfismos.

A continuacién presentamos algunas propiedades de las acciones parciales topologi-

cas.

Teorema 3.1.8. [il, Proposicion 1.1] Sea m una accion parcial topoldgica de G en
un espacio compacto X. Si G x X es abierto, entonces existe un subgrupo abierto H
de G tal que m restricta a H es una accion global. En particular, si G es conexo, m

es una accion global.
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Demostracion. Sea A = ﬂ G*. Claramente A contiene al neutro 1 y es cerrado bajo

reX
la operacion del grupo. De hecho, si g,h € A, 3g - x y Jh - x, para todo = € X, en

particular h -z € X luego dg - (h-x) y por AP2, 3(gh) - = es decir gh € A. Ademés,
para cada z € X, (1,z) € Gx X y como G * X es abierto, entonces existen U, abierto
de X y V, abierto simétrico de G tales que (1,z) € (V, x U,) C (G * X). Ahora, por
la compacidad de X, existen x1, z9,...x, € X tales que X = O U, . Sea V = ﬁ Vi,
Entonces V' es un abierto simétrico de G y V' C A, pues si gizél V, entonces gizel Vi
para cada i € {1,2,...n}, y como (I;;l x U,,) C (G X),paracadai € {1,2,...n},

se tiene que dg - x para cada = € UUmi = X, es decir g € G*, para cada =z € X,
i=1

luego g € A. Sea H = U V™. entonces H es un subgrupo de G contenido en A. Por
n=1

lo tanto, para cada h € H C A se tiene que Jh - x, para todo x € X, es decir m

restricta a H es global. Por ultimo, si G es conexo, por el Lema [[.3.0] se tiene que

H = G, de lo que se concluye que m es una accién global. O
El siguiente ejemplo ilustra el Teorema [3.1.8

Ejemplo 3.1.9. En el Ejemplo B.1.6] si la variedad X es compacta, por el Teorema
B.I18 el flujo ® del campo vectorial V' es una accion global de (R,+) en X. Por
ejemplo si X = S* y V(z,y) = (—y,x), para cada p = (a,b) € S tenemos que
Yo i Ly Dt = (vp1(t), vp2(t)) € S, es la solucion al sistema de EDOs con valores

iniciales )

\ %31 t) +’Y§2(t) = 1.

Es decir, I, = Ry 7,(t) = (—bsent +acost,bcost + asent). De modo que X; = S*,
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para todo t € R y por lo tanto el flujo ® del campo vectorial V' es una accién global

de (R,+) en S*.

Observacion 3.1.10. Sea m una accién parcial topologica de G en X. Entonces
para cada g € G'y A abierto de X, tenemos que AN X,-1 es un abierto de X,-1 y
como my : X,-1 = Xy es un homeomorfismo, tenemos que g - A = mgy(AN X,-1) es

abierto de X, por ser X, abierto de X.

Lema 3.1.11. [28, Lema 4.3] Sea m wuna accion parcial topoldgica de G en X.

Entonces m es abierta.

Demostracion. Sea U un abierto de G x X, por definiciéon de la topologia producto

y la topologia del subespacio tenemos que

U=|JGxX)N (4 x V),
iel
donde A; es abierto de G y V; es abierto de X para cada i € I. Note que, para cada
1€l
m (G X)N (A x V)= | my (Vin X)) = g- Vi
geEA; geA;
Asi, por la Observacion B.ILI0 tenemos que m ((G * X) N (A4; x V;)) es un abierto de

X y por lo tanto m es abierta. O

3.2. Continuidad vs continuidad separada

Es conocido que, bajo ciertas hipotesis, la continuidad de las acciones de grupos to-
pologicos en espacios topologicos se puede caracterizar en términos de la continuidad
de sus funciones coordenadas. Mas precisamente, en [15, Teorema 3.14] se establece

que una accién de un grupo Polaco en un espacio métrico es continua, si y solo si, es
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separadamente continua. En [16] Teorema 3.1], extendemos este resultado a acciones
parciales topologicas de grupos de Hausdorff - Baire en espacios métricos, adaptando

la demostracion presentada en [15, Teorema 3.14|, como veremos en esta seccion.

Definiciéon 3.2.1. Sea m una accién parcial topologica de un grupo G en un espacio

X. Diremos que:

= m es continua si la funcion m : G* X 3 (g,2) — g -2 € X es continua,
donde G * X tiene la topologia relativa. Si m es una accioén parcial topologica

continua, diremos simplemente que m es una accién parcial continua.

= m es separadamente continua si la funcion m* : G* 3 g +— g-x € X es

continua, para cada x € X

Teorema 3.2.2. Sea G un grupo de Hausdorff, (X,d) un espacio métrico y m una
accion parcial topoldgica de G en X . Suponga que G es Baire y G* es abierto en G,

para cada x € X. Entonces m es continua, si y solo si, es separadamente continua.

Demostracion. Es claro que si m es continua, es separadamente continua.
Reciprocamente, sea (go, xo) € G * X, queremos probar que m es continua en (g, o).
Primero veamos que existe g; € G™ tal que m es continua en (g, o). En efecto,
para cada n,[l € N consideremos el conjunto:

1 1
Fn,l = {g c G* Vg ¢ Xg—l (d(l’,l’o) < 2_n = d(m(g’x)7m(g7x0)) < 5) } .

Notemos que:

(i) F,, es cerrado en G*™, para cada n,l € N. De hecho, sean g € G*™ y {¢;}ier
una red tal que g; € F),;, paracada ¢ € I y g; = g. Veamos que g € F,,;. Por

!Note que para cada g € G, la funciéon m,, : Xy Do+ g-2 € Xy es continua, por la definicion
de accién parcial topologica.
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definiciéon de F,,; tenemos que:

(Vi€ I)(o € X, ) <d(m,x0) < 2in — d (m(gs, z), m(gi, 7o) < %) .

Sea v € Xy 1, esto es g € G®. Como G* es abierto, podemos asumir que
{9i}ie; € G, de modo que x € X1 N X -1, para todo i € I. Asi, por la

continuidad de m en la primera coordenada, se sigue que

m(gi,r) = m(g,x) 'y m(gi,zo) = m(g,xo).

Y por la continuidad de la métrica d tenemos que

(V¥ € X, 1) (d(m,xo) - 2% — d(m(g,2), m(g, o)) < %) ,

de donde concluimos que g € F,, ;.

G* = ﬂ UF’” De la definiciéon de F,,; es claro que G** D ﬂ UFnl Reci-

procamente sea g € G* y x € X 1. Queremos probar que para todo leN
existe n € N tal que g € F},;. En efecto, dado [ € N, como m es continua en la

1
primera coordenada, para ¢y = T existe ¢ > 0 tal que

(Vo € X;-1) (d(a:,xo) <0 =d(m(g,z),m(g,x)) < %) :

1
Sea n € N tal que on < 0, entonces

1

(Wl € N)(3n € N) (d(m,xo) < 2% — d(m(g, z),m(g, 7)) < 5) ,

esto es, g € ﬂ UF"J' Por lo tanto G* C ﬂ UF”J'
I n I n
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(i1i) Sea D = UU(Fn,l\int(FnJ)). Entonces existe g; € G* \ D. En efecto,
I n

notemos que F,,; \int(F, ;) = 0(F,,), pero por (i), F,,; es cerrado luego O(F, ;)
es nunca denso. De modo que D es unién numerable de nunca densos y por lo
tanto es magro. Ademas, 1 € G, entonces G™ es un abierto no vacio y como

G es Baire, existe g; € G* \ D.

Veamos que m es continua en (gy, zo). Para esto, sea {(ha;¥a)}oen € G * X una red
que converge a (g, o). Queremos probar que m(hy,yo) — m(g1, o). Sea e > 0y
[ € N tal que % < . Por (ii), existe n € N tal que g1 € F,,;. Note que g; € int(F},;)
pues gy & Dy como h, — g1, existe oy € A tal que h, € int(F,;) C F),,, para todo
a > @iy como Yy, — Ty, existe ag € A tal que d(y,, o) < o> Para todo a > «p.
Ademas, por la continuidad de m*, tenemos que m(hy, o) — m(gy, zo). Asi, existe
az € A tal que, para todo a > ag

1
d(m(ha, xo), m(g1,x0)) < 3

1
Sea a > max {aq, ag, ag}. Entonces hy € Fi 1 y d(Ya, o) < o esto es

1
d(m(havya)7m(havx0)) S 57

luego,

1

d(m(ha, ya), m(g1, 20)) < d(m(ha, ya), mlha, 20))+d(m(ha, o), m(g1, 20)) < 5=y <€

Por lo tanto, m es continua en (g, xg).

Ahora, como xy € X gt N X g5ts por (17) del Teorema [2.0.4] tenemos que g - 9 €
Xgi N X, 41 Entonces 3(gogi ") - (91 - 20) ¥ por AP2, (gogi ') - (91 %) = go - o, esto

€S

m(go, zo) = m(gog; *, m(g1, x0)). (3.1)
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C GG* X una red

Finalmente, veamos que m es continua en (g, zo). Sea {(h;, yj)}jeJ C

que converge a (go, To). Entonces
glgo_lhj — g1 € GIO,

y como G*° es abierto, podemos suponer que {glgo_lhj}jeJ C G", esto es 1y €

X(glgalhj),l, para todo j € J. Pero y; — w9, entonces existe jo € J tal que y; €

X( 71h_
gi19og Ny
Teorema 2.0.4], h; - y; € X(gugzt)-1» es decir, Ig195") - (hy - y;) v por AP2,

)-1, para todo j > jo. De modo que y; € X(glgglhj)*l N X,-1. Por (ii) del
J

(9190 ") - (hy - ;) = (9190 "hy) - yj-

Por la continuidad de m,, gt Y la continuidad de m en (gi, zo) tenemos que

mhy,y;) "2 (909r) - [(9195 " hs) - 93] = (9097) - (91 - w0) = m (gogi ™", m(gr, 70)) .

y por [B1)), m(hj,y;) — m(go, xo); lo cual muestra que m es continua en (go, zo) y
por lo tanto m es continua.
U

Corolario 3.2.3. Sean G un grupo topoldgico de Hausdorff ya: G x X — X una
accion de G en un espacio métrico X. Si G es Baire, entonces a es continua, Si y

solo si, es separadamente continua.
Demostracion. En este caso G* = (G es abierto, para todo x € X. O

Corolario 3.2.4. Toda accion parcial topologica de un grupo discreto y enumerable

en un espacio métrico es continua, si y solo si, es separadamente continua.

Demostracion. Sea m una accién parcial topoldgica de un grupo discreto y enume-
rable G en un espacio métrico X. Entonces, por el Ejemplo [L3.12] G es un grupo
Polaco, en particular es Hausdorff y Baire; ademas G* es abierto, para cada z € X.

De modo que la conclusion del corolario se sigue del Teorema [3.2.2] O
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Ejemplo 3.2.5. Consideremos la accién parcial del grupo discreto Z en el espacio
X =0, 1] definida por
X si n=0;
X, = y m, =Idx,.
(0,1] si n#0.
Observe que, para cada x € X, la funcién constante m* : G* 2 g+— g-x =x € X es

continua, asi por el Corolario B.2.4] m es continua.

Ejemplo 3.2.6. Sea V : X — TX un campo vectorial diferenciable sobre una
variedad diferenciable y metrizable X, y ® la acciéon parcial topologica de G = R en
X definida en el Ejemplo Entonces, para cada z € X tenemos que el conjunto
G® = I, es abierto y ademas la funcion m”* : I, > t — ~,(t) € X es continua,

entonces ® es separadamente continua y por lo tanto continua.

Lema 3.2.7. Sea m una accion parcial topoldgica de un grupo G en un espacio X y

r e X. Sige G®, entonces GI* = G*g~ L.

Demostracion. Sea g € G*. Por el Teorema [1.3.3] sabemos que la funcion r,-1 : G >
h + hg™' € G es un homeomorfismo. Veamos que r,-1 (G*) = GY*. En efecto, si
p € rg—1 (G*) entonces p = hg™', donde Ih-x; luego I(pg)-x, esto es & € Xy-1NX (g1
y por (iii) del Teorema 204 Ip - (¢ - x), por lo tanto p € G9*. Reciprocamente si
p € G9*, entonces Ip - (g-x) y por AP2 I(pg) - x, luego p = (pg)g~* € r,-1 (G¥); de
modo que G~ =r,-1 (G*) = GI*. O

Ejemplo 3.2.8. Transformaciones de M&bius. Sea m la acciéon parcial topologica
del grupo Polaco G = GL(2,R) en X = R definida en el Ejemplo B.I.E Observe que

el conjunto

0 __ b .
GO = €G:d#£0Y,
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es abierto y para cada x € R tenemos que z = t, - 0, donde t, = . De

modo que, por el Lema [3.2.7]

ch — Gtz-O — Got_l — GO L~z
0 1
es abierto, para cada z € X. Ademas, la funcion
a b ax +b

m*: G* 3

> €R,
c d cr +d

es continua, por lo tanto m es continua gracias al Teorema [3.2.2]

Los siguientes son ejemplos de acciones parciales continuas en las que el conjunto G*

no es abierto, para todo r € X.

Ejemplo 3.2.9. Sea X = R con la topologia usual y G = R, el grupo aditivo de los
numeros reales con la topologia usual. Consideremos la accién parcial topoldgica de
G en X definida por: Xy = X; X; = (), para todo t # 0; mg = Idx y m; = (), para
todo t # 0. Note que Gx X ={0} x X ym:G*x X 3 (0,z) — x € X es continua,

pero para todo x € X, G* = {0} no es abierto.

Ejemplo 3.2.10. Sea X = R con la topologia usual, G = R, el grupo aditivo de los
numeros reales con la topologia usual y f : R — R un homeomorfismo. Consideremos
la accion parcial topologica de G en X definida por:

X si teZ ft s tez;

Xt: Y my =
0 s tegZ. 0 s teZ.
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donde

p
Idy, si t=0;
fofo---of, si t>0;

ft_ —_—

- t—veces

floflto-iof™ si t<O.
\ t—;e,ces

Note que G* X =Z x R, luego m : Z xR 3 (t,x) — f'(z) € R es una accion global
cuando G se restringe a Z (con la topologia del subespacio). Ademas, para cada z € X
la funcion m* : Z 3 t — f'(z) € X es continua, ya que Z como subespacio de R tiene
la topologia discreta. Asi, por el Corolario BZ4m : Z x R 3 (t,z) — f'(z) € R es

continua. Sin embargo, para cada x € X, G* = Z no es abierto en G.

Observacion 3.2.11. El ejemplo anterior aparece en [I, Observacion 1.1], donde el
autor considera las acciones parciales continuas y con dominio abierto, por tal razén
alli se dota al grupo G = R con la topologia discreta. Esta accion es llamada la
suspension de f y es una construccion bastante conocida en la Teorfa de sistemas

dindmicos.

Ejemplo 3.2.12. [17, Ejemplo 4.7] Consideremos la accion parcial del grupo aditivo

R (con la topologia usual) en si mismo definida por:

0, si teR\Q,
R, si teQ

Rt:

ymy: R, 22— x+t € Ry, paracadat € Q. Note que m : R«xR > (t,z) —» t+z € R
es la restriccion de la operacion del grupo R, al subespacio Q x R y por lo tanto es

continua. Sin embargo, R* = Q no es abierto, para todo = € R.



Capitulo 4

Globalizacién de acciones parciales

topologicas

Como vimos en el Ejemplo[3.1.4] dada una accién global de un grupo G en un espacio
Y y un subconjunto abierto no vacio X de Y, es posible inducir una acciéon parcial
topologica de G en X. En este sentido, es natural preguntarse el problema inverso,
es decir, si dada una accién parcial topologica de G en X, jes ésta una accion parcial
inducida por una accion global de G en otro espacio X’'? Este problema se conoce
como el problema de globalizacion.

En |21 Proposicion 3.3] J. Kellendonk y M. V. Lawson y separadamente F. Abadie
en [I, Teorema 1.1] prueban que cada accién parcial es inducida por una tunica accion
global (salvo equivalencias). A continuacién mostraremos algunos detalles sobre este

resultado, en el contexto de acciones parciales topoldgicas.

Definicién 4.0.1. Sean m = {my : Xy-1 — Xo} v 0 = {0, : Y = Y} ., ac-
ciones parciales topologicas de un grupo G en los espacios topologicos X y Y res-
pectivamente. Una aplicacion ¢ : m — 6 es un morfismo de acciones parciales

topologicas si existe una funcion continua (también denotada ¢) ¢ : X — Y, tal

52
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que ¢ (X,) C Y, y el diagrama

Mg

X, e X,

|

Yy — Y,

es conmutativo, para todo g € G. Si ademas, ¢ : X — Y es inyectiva, diremos
que ¢ : m — 6 es un monomorfismo de acciones parciales topolégicas y si
¢ : X = Y es un homeomorfismo, con ¢ (X,) = Y,, para cada g € G; diremos que
¢ : m — 6 es un isomorfismo de acciones parciales topolégicas o que m y 6

son acciones parciales topolégicas equivalentes.

Definicion 4.0.2. Sean X y Y espacios topolégicos. Una globalizaciéon de una
accion parcial topologicam : Gx X — X esun par {(5,Y),t},donde §: GXY — Y
es una accion continua de G en Y y ¢ : X — Y es una funciéon continua e inyectiva,
tal que m y la accion parcial topologica inducida por 5 de G en ¢(X) son equivalentes

via ¢.

Definicién 4.0.3. Una globalizacion {(,Y) , ¢} de una accion parcial m es minimal
si para cualquier globalizacion {(8',Y”), ('} de m, existe un monomorfismo A : § — /'
es decir, si existe una funcion A : Y — Y’ continua e inyectiva, tal que A(5(g,z)) =

B'(g, \(z)), paratodo ge Gy z €Y.

4.1. Construccién de una globalizacién de una ac-

cién parcial continua

Sea m una acciéon parcial topoldgica de un grupo G en un espacio X. Definimos la

relacion R de equivalencia en el espacio G' x X por:

(9,2)R(h,y), siysolosi, z € X1,y (R g) 2 =y. (4.1)
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Sea [g,x] la R—clase de equivalencia del elemento (g,z) v X¢ = (G x X) /R el
espacio cociente de G X X determinado por R, es decir X tiene la topologia cociente

determinada por la funciéon proyeccion:
q:GxX >3 (g,2) = [g,2] € Xg. (4.2)

Consideremos las siguientes funciones:
w:Gx Xg 3 (hlg,x]) — h-lg,z] = [hg,z] € Xg; (4.3)

L: X3z (r)=1[1,2] € Xg. (4.4)

Veamos que {(¢, X¢),t} es una globalizacion de m. De hecho, es la tnica globaliza-

cion minimal de m salvo equivalencias.

Lema 4.1.1. Sea m una accion parcial topologica de G en X. Entonces
(1) q es continua, abierta y sobreyectiva.

(13) w estd bien definida y es continua.

(7i1) p es una accion global de G en Xg

(iv) ¢ es continua e inyectiva.

Demostracion.

(1) Claramente g es sobreyectiva y continua por definiciéon de topologia cociente.
Veamos que es abierta. Para cada abierto O de G x X, sea [O] el conjunto de
todos los elementos de G x X que estan R—relacionados con algtn elemento

de O, esto es,

1= U lg.4l

(g,2)€O
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Por definicién de la topologia cociente, tenemos que la funciéon ¢ es abierta si el
conjunto [O] es un abierto de G x X, para cada O abierto de G x X. Ademas,
por definicién de la topologia producto, cada abierto de G x X es la unién de
conjuntos de la forma U x V, con U abierto de G y V abierto de X. Luego
para probar que ¢ es abierta, es suficiente ver que [U x V] es abierto en G x X,

para cada U y V abiertos de G y X respectivamente.

En efecto, notemos que

[UxV] = {(h,z) € Gx X :(h,x)R(u,y), para algin (u,y) € U x V}

U{(h,x)EGXX:IGthluy:EE (h_lu)-V}

uelU

ST

uelU \geG

= UUg_lxg-V.

geG

Pero Ug™! es un abierto de G, pues U lo es, y por la Observacion B.LI10, g - V
es un abierto de X. Entonces [U x V] es abierto de G x X y por lo anterior g

es abierta.

(74) Primero veamos que p esté bien definida. En efecto, supongamos que (hy, [g1, 21]) ,
(ha, [g2,m2]) € G x Xg son tales que (hq,[g1,21]) = (ha,[ge,x2]), esto es,
hy = hy v [g1,21] = [g2, x2], luego x; € Xgrg, v (92"91) - ©1 = z. Note
que g5 g1 = g5 hythagi = (hags)” ' (hig1). Entonces z; € X o) (haga) Y
[(hggg)_l (hlgl)} - x1 = xy. Por lo tanto, [hig1, z1] = [haga, x2] .

Ahora veamos que u es continua. Para esto, sea Idg la identidad en G, Idx la

identidad en X y p: G X G 3 (g,h) — gh € G la operacion del grupo. Observe
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(iid)

(iv)

que el siguiente diagrama es conmutativo,

IdGXq

GxGxX — GxXg

pXIdxl l/i

GxX I XG

es decir go (p x Idx) = po (Idg %X q). Por el item (i) tenemos que ¢ es una
funcién abierta y sobreyectiva, luego Idg X ¢ es abierta y sobreyectiva; ademas
go (pxIdy) es continua, pues p x Idx y ¢ lo son. Asi, po (Idg X ¢) es continua

y por lo tanto u es continua.

Sean [f,z] € Xg v g, h € G, entonces por definicién de p tenemos que

w (1, [f, 2]) = [f, 2]
w (g, p(h, [f,2])) = p (g, [f,2]) = [g(hf), ] = [(gh) f, ] = u(gh, [f, x])

Luego p es una accion global de G en Xg.

Note t = go/, donde que /' : X 5 x +— (1,2) € G x X es continua, pues sus
funciones coordenadas son continuas y la funcién proyecciéon ¢ también lo es.

Luego ¢ es continua, por ser la composicion de dos funciones continuas.

Por otra parte, si ¢(x) = ¢(y) entonces [1,z] = [1,y]; estoes x = 1-x = y. Por

lo tanto ¢ es inyectiva. O

Lema 4.1.2. Sea m una accion parcial topologica de G en X yq: G x X — Xg, la

funcion proyeccion definida en ([L2)). Entonces

(4)
(i)

e (X)) =Gx*X.

¢t (u(U)) =m Y (U), para cada U C X.
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Demostracion.

(i) Suponga que (g,7) € ¢~* (¢(X)), entonces [g, 2] € 1(X). Asi, [g, 2] = [1,y] para
algin y € X. En particular, x € X,-1 esto es, (g,2) € G * X. Reciprocamente,
si (g,2) € G x X, entonces Jg - x. Note que [g,z] = [1,9 - x] € 1(X), luego
(9,2) € 7' (L(X)).

(it) Sea U un subconjunto de X, entonces m™*(U) = {(g,7) e G* X : g-x € U}.
Por (i) tenemos que [g,z] € «(X), si y solo si, 3g - z, esto es

(g.2) €m™(U) & (g,2) € ¢ ((V)).

Por lo tanto ¢! («(U)) = m~(U).

Proposicion 4.1.3. Sea m una accion parcial topoldgica de G en X. Entonces
(1) 1(X) es un abierto de Xq, si y solo si, Gx X es abierto de G x X.

(17) v: X — o«(X) es abierta, donde o(X) tiene la topologia relativa, si y solo si, m

es continua.

(13i) Sim es continua y G * X es un abierto de G x X, entonces 1 : X — X¢g es

abierta. En tal caso, X es homeomorfo a 1(X).
Demostracion.

(i) Suponga que ¢(X) es un abierto de Xg, como ¢ es continua, ¢~ («(X)) es
un abierto de G x X y por el Lema (i), G * X es abierto de G x X.
Reciprocamente, si G x X es abierto de G X X, como ¢ es abierta, ¢(G * X)
es un abierto de X¢. Por el Lema (1) y la sobreyectividad de ¢, «(X) =
q(q7* («(X))) es un abierto de Xg.
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(i)

(iid)

Suponga que ¢ : X — «(X) es abierta y sea U un abierto de X. Entonces «(U)
es un abierto de ¢(X), es decir «(U) = «(X) NV’, donde V' es un abierto de
Xg. Sea V = ¢ }(V'), entonces V es abierto de G x X pues ¢ es continua. De
modo que

m~ (U) = ¢ ' ((U)) = (GxX)NV.

Donde la primera igualdad se sigue por el Lema [.1.2] (ii) y la segunda, por la
sobreyectividad de ¢. Luego m~*(U) es un abierto de G * X y por lo tanto m

es continua.

Reciprocamente, suponga que m es continua y sea U un abierto de X . Entonces
m~Y(U) es un abierto de G * X, esto es, existe un abierto V' de G x X tal que
m~(U) = (G* X)NV. Por el Lema T2 (i), ¢ ' (+«(U)) = (G* X) NV, luego
(U) =q((GxX)NV). Note que ¢((G* X)NV) C q(G*X)Ngq(V). Por otra
parte, si [g,z] € ¢(G * X) Nq(V) entonces 3g - x y [g,z] = [h,y] para algtn
(h,y) € V. Luego 3h-y y (h,y) € (G* X) NV, es decir [g,2] € ¢((G*X)NV).
Por lo tanto ¢((G* X)NV) =q(G* X)Ngq(V).

Asi, (U) = o(X)Ngq(V) por el Lema T2 (i7). Pero V' es un abierto de G x X
y como ¢ es abierta, entonces ¢(V') es un abierto de X¢. Por lo tanto ¢(U) es

un abierto de ¢(X) y en consecuencia ¢ : X — (X)) abierta.

Sea U un abierto de X. Por el item (i7), tenemos que ¢(U) es un abierto de
t(X), ya que m es continua. Luego ¢(U) = «(X) NV, con V abierto de X¢.
Pero como G x X es abierto, por (i), ¢«(X) es un abierto de X¢. Asi, ¢«(U) es un
abierto de X¢ e ¢ es abierta. En particular, por el Lema ATt : X — ¢(X) es

continua y por el item (7i) es abierta, por lo tanto X es homeomorfo a +(X).

O
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Lema 4.1.4. Sea m una accion parcial continua de G en X, tal que Gx X es abierto.

Entonces {(u, Xg), 1} es una globalizacion de m.

Demostracion. Sea a = {ag:Yy-1 = Yy} ., la accion parcial topolégica inducida
por i de G en «(X) (ver Ejemplo BI.4). Por el Lema ET1]y el item (i77) de la
Proposicion [4.1.3] basta probar que m y « son equivalentes via ¢. En efecto, notemos
que ¢ : X 3z +— 1(x) € 1(X) es biyectiva y continua. Ademas, dado g € G, se tiene

que:

zeY,=uX)Npy (L(X)) « Jr,y € X tales que Z = [1,z] = [g,y];
e dr,ye Xtalesquez=[1,2], Jg-yyg-y=ux;
e dreXtalquez=[1l,2]y x € Xg;

SzZeu(X,).
Por lo tanto ¢ (X,) =Y}, para todo g € G. Finalmente, notemos que dado z € X -1,

L(mg(z)) = ug-2) =L, g-2] = [g,7] = ay ([1,2]) = ay ((z)).

De lo anterior concluimos que {(u, X¢),¢} es una globalizacion de m. O

Observacion 4.1.5. Las hipotesis de que G % X es abierto y la continuidad de la
accion parcial m, son usadas inicamente para garantizar que la funcion ¢ : X — (X))

es abierta.

Lema 4.1.6. Sea m una accion parcial de G en X y {(8,Y),j} una globalizacion

de m. Si a es la accion parcial inducida por B de G en j(X) y g € G entonces
(1) m(g,x) estd definida, si y solo si, a(g,j(x)) estd definida.

(it) 7 (m(g,x)) = B(g,j(x)), para todo x € X -1.
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Demostracion. Como {(5,Y),j} es una globalizacion de m, entonces j : X —
J(X) C Y es biyectiva y continua. Ademds, para cada g € G, j(X,) = Y, y
Jj(m(g,z)) = a(g,j(x)), para cada € X,-1. De manera que si m(g,z) esta de-
finida, entonces € X, -1 y por lo tanto, a(g, j(z)) = j(m(g,z)) € Y, esta definida.
Por otra parte, de la definicion de accion parcial inducida, tenemos que si (g, j(z))
esta definida, entonces a(g,j(x)) = B(g, j(z)). Luego, si x € X, -1, por (i) se tiene
que j (m(g,z)) = B(g,j(x)). =

Lema 4.1.7. Sea m una accion parcial continua de G en X, tal que Gx X es abierto.

Entonces {(p, X¢), 1} es una globalizacion minimal de m.

Demostracion. Sea {(8,Y),j} una globalizacion de m y 6 = {0, : Yy-» — Yy} ., la

accion parcial inducida por 5. Definimos
A:Xg 2 g,z] — B(g,j(x)) €Y.

Notemos que A estd bien definida, pues si [g,z] = [h,y] entonces I (h7lg) -z y
(h=1g) - x = y, luego por (ii) del Lema tenemos que j(y) = j((h7tg) ) =
B((h~tg),j(z)), de modo que 3 (h,j(y)) = B(g,j(x)). Veamos que A es inyectiva.

Observemos que

Mg, 2]) = A([h.y]) & B (h,j(y) = B(g,5(x)) & B (h™"g,j(z)) = j(y).

Pero B (h7'g,j(z)) = j(y) € j(X), luego O(h~'g,j(x)) esta definida y por (i) del
Lema .16l 3 (h'g)-x. Asi, por (ii) del Lemald1.6j ((h™'g) -z) = B(h g, j(z)) =
j(y), de donde concluimos que (h™'g) -z = y ya que j es inyectiva y por lo tanto

lg, 2] = [h,y]. Para ver que \ es continua note que el siguiente diagrama es conmu-
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tativo:

GXXLXG

Idcle l)\

GxY L~ v

Esto es, Aog = o (Idg x j). Luego A o ¢ es continua ya que 3y Idg X j lo son.
Ademés, por (i) del Lema 1.1l g es abierta y sobreyectiva, asi por el Lema [[.T.1]
tenemos que A es continua.

Finalmente, observe que

A (g, [h, x])) = Algh, ]) = B (gh, 5(x)) = B(g, B(h, j(x))) = B(g, A[h, z]))-
Por lo tanto, {(x, X¢), ¢} es una globalizacién minimal de m. O

Teorema 4.1.8. [Kellendonk and Lawson - Abadie/ Sea m una accion parcial con-
tinua de G en X, tal que G * X es abierto. Entonces {(u, X¢),t} es la unica globa-

lizacion minimal de m salvo equivalencias.

Demostracion. Sea {(3,Y),j} una globalizacion minimal de m. Veamos que [ y
i son equivalentes. En efecto, como {(8,Y),7} v {(i, Xg),¢} son globalizaciones

minimales, existen A : Xg¢ —- Y y v:Y — X funciones continuas e inyectivas tales

que A (1 (g, ) = B(g, Mx)) y v (B(h,y)) = u(h,7(y)), para todos v € Xg, y €Y' y
g,h € G. Note que:

v o A([g, 2]) = v(Aulg, [1,2])) = v (B (g, A (e(2))))
= p(g, 7y (A () = p(g,v((x))) = p(g,x)) = lg, ]

Por lo tanto 7o A = Idx,. Como A y <y son inyectivas, concluimos que las acciones p

y [ son equivalentes. O
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Observacion 4.1.9. En virtud del Teoremald.1.8| en adelante diremos que { (¢, X¢) , ¢}
es la globalizacion de la accion parcial topologica m : G %+ X — X. También diremos

que u es la accién envolvente de m y que X es el espacio envolvente de X.

4.2. ;Cuando X es un espacio de Hausdorft?

Es conocido que en general X no es un espacio de Hausdorff. A continuacion pre-

sentamos algunos resultados sobre este problema.

Teorema 4.2.1. [1, Proposicion 1.2] Sean m una accion parcial continua de G en
un espacio de Hausdorff X, tal que G x X es abierto y Gr(m) el grifico de m, esto
es,

Gr(m) ={(g9,z,y) e G x X x X 1z € X1, my(x) =y}.

Entonces X¢ es un espacio de Hausdorff, si y solo si, Gr(m) es un subconjunto

cerrado de G x X x X.

Demostracion. Suponga que Xg es Hausdorff y sea (g;,x;, m(g;,2;)) una red en
Gr(m) que converge a (g,z,y) € G x X x X. En particular, m(g;,z;) - y € X
y p(gi, t(x;)) = p(g, t(x)) = [g,x] pues ¢ y p son continuas. Observe que el siguiente

diagrama es conmutativo, es decir tom = po (Ig X ¢).

GXXGu—>XG

IGXLT T

Luego, (g, t(x;)) = t(m(gi, x;)). Como m(g;,x;) — y € X e ¢ es continua, entonces
t(m(gi,x;)) — t(y) = [1,y] y por la unicidad del limite en espacios de Hausdorff
lg,x2] = [1,y], esto es, x € X,;-1 y my(x) = y. Luego (g, z,y) € Gr(m). Por lo tanto

Gr(m) es un subconjunto cerrado de G x X x X.
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Reciprocamente, suponga que Gr(m) es cerrado en G x X x X y sean 7,7 € Xg.
Para ver que X¢ es Hausdorff, probemos que si no existen abiertos disjuntos O, y O,
en X de T y 7 respectivamente, entonces T = 7. En efecto, suponga que T = [h, z]
yy=I[h,y],con h,h/ € Gy x,y€ X. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que T = [1,z] y ¥ = [g,y], con ¢ = h™'h' € G; ya que jp—1 : Xg — Xg es un
homeomorfismo.

Sean B, y B, bases de vecindades de z y y respectivamente y U € B, y V' € B,,. Por la
Proposicion T3], ¢«(U) y p14(¢(V')) son abiertos de X¢, con T € o(U) y 7 € pg(t(V)).
Si cada abierto de T intersecta a cada abierto de ¥, existe Zyy € «(U) N py(e(V)),
es decir, existen zyy € U y yuv € V tales que Zyy = [1,zuv] = [9,yuv], luego
mg(yuv) = zyyv. Sea I = B, x B, el conjunto dirigido con el orden parcial de
contenencia inversa en cada componente. Entonces la red (g, yuv, zuv) (UV)el esté
contenida en Gr(m) y converge a (g,y,x). Como Gr(m) es cerrado, tenemos que
(9,y,x) € Gr(m), esto es y € X,-1 y my(y) = x. Por lo tanto, T = § como queriamos

probar. O

Ejemplo 4.2.2. Consideremos la accién parcial del grupo discreto Z en el espacio

X =0, 1] definida por

X si n=0;
X, = y m,=Idx,.
(0,1] si n#0.

En el Ejemplo B.2.5] vimos que m es continua y ademas, el conjunto

ZxX = J{n}xX={0}xXxU [J {n}xX={0}xxU |J {n}x(0,1],

nez neZ\{0} neZ\{0}

1
es abierto en Z x X. Ademas, para cada k € N se tiene que z € (0,1] =Xy

my (1) = 1. De modo que la sucesion {(1, 1, 1)

. estd contenida en el grafico de

}kEN
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m. Claramente, esta sucesion converge a (1,0,0) € G x X x X, pero (1,0,0) ¢ Gr(m)
pues 0 € X_1; luego, Gr(m) no es cerrado. Asi, por el Teorema .21l X7 no es un

espacio de Hausdorff.

4.3. Relacion de equivalencia de 6rbita

En esta seccion estudiamos la relacion de equivalencia de érbita para acciones par-

ciales. Los resultados presentamos a continuacion, en su mayoria aparecen en [28].

Sea m una accién parcial topologica de G en X. Considere la siguiente relacion en
X,
rEly <= 3Jg-xy g-x =y, para algin g € G. (4.5)

Proposicién 4.3.1. E}, es una relacion de equivalencia en X.

Demostracion. Por AP3, 31 -z y 1-x = z, para todo « € X; luego E}, es reflexiva.
Ahora, si xELy, existe g € G tal que g -z y ¢g -2 = y; de modo que, por AP,
Jg7t - (g-x)ygt-(g-x)=x luego Jg -y y g7t -y =z, esto es yELz, por lo
tanto EY, es simétrica. Por dltimo si zELy v yEGz, existen g, h € G tales que Jg - ,
Jh-y,g-x=yyh-y==zluego Ih-(g-z) yh-(g-z) =2y por AP3, I(hg) -z y

(hg) - x = z; por lo tanto E?, es transitiva. O

La relacion de equivalencia E7,, es llamada la relacion de equivalencia de érbita
(inducida por m) en X y para cada x € X, su Ef,—clase de equivalencia, la cual
denotaremos por G” - z, es llamada la érbita érbita de = y es precisamente el
conjunto

G x={g-x:9€G}.

Ademas, denotamos por X/EZ, al espacio cociente de X determinado EY, el cual se

denomina el espacio érbita de X (inducido por m), es decir, X/E?, es el espacio de
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todas las Ef,—clases de equivalencia de los elementos de X, dotado con la topologia

cociente determinada por la funcién proyeccion
tx: X3>r—G"-ve X/E}. (4.6)

Lema 4.3.2. Sea m una accion parcial topologica de G en X, entonces la funcion

proyeccion Tx es sobreyectiva, continua y abierta

Demostracion. Claramente 7y es sobreyectiva y por definicién de la topologia co-
ciente es continua. Veamos que mx es abierta. En efecto, sea U un abierto de X.
Entonces, mx(U) es un abierto de X/E%, si y solo si, 75 (7mx(U)) es un abierto de

X. Note que

x (mx(U)={r € X:G" v =GY -y, paraalginy € U}
={reX:z=g -y, paraalginy € U y g € GY}
={9-y:yelUygeG’}
= Umg(Uﬂngl)

geG

:Ug'U'

geG

(4.7)

Y por la Observacion B.I.10, g - U es un abierto de X, para cada g € G; entonces

75 (mx(U)) es abierto de X y por lo tanto my es abierta. O

Ejemplo 4.3.3. Sea m = {m, : X,-1 — Xg}gEG una accion parcial topologica de
G en X. Entonces la familia m = {m, : (G x X)g-1 = (G x X),4} . es una accién
parcial topologica de G en Gx X, donde (G x X), = Gx X,y my(h,z) = (hg™", g-x),
para todo g € Gy (h,x) € (G x X),1.
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En adelante denotaremos por Eg a la relacion de equivalencia de 6rbita inducida por
m. El siguiente resultado muestra que Xg es el espacio orbita de G x X, inducido

por E.

Teorema 4.3.4. Sea m una accion parcial topologica de G en X. Entonces X¢g es

el espacio cociente de G x X determinado por Eg

Demostracion. Sea R la relacion de equivalencia sobre G x X definida en (4.1,

entonces

(9, 2)R(h,y) ==z € Xy vy (Wg)-x =1y
= dfeGtalquere X, fro=yy gf t=nh.
< df e Gtalque (g,2) € (G x X)p1 vy my(g,2) = (h,y).

= (g,2)E4(h,y).

Por lo tanto, X¢ = (G x X)/R = (G x X)/EP,. O

El siguiente lema da otra (ademaés de la del Teorema [£.2.1]) condicién suficiente para

determinar si el espacio X4 es de Hausdorff.

Lema 4.3.5. Sea m una accion parcial topologica de un grupo métrico G en un
espacio métrico X. St G * X es cerrado, entonces Eg es cerrado y por lo tanto Xg

es Hausdorff.

Demostracion. Sea (gn,zn)E’é(hn,yn) tal que g, — g, hy = h, Ty > XY Yp — Y.
Basta probar que (g, x)Eg(h, y). En efecto, por la definicion de Eg, para cadan € N
existe u,, € G tal que u,g, = hy,, x, € Xu# Y Up - Tn = Yn. Sea u = hg~! entonces
Uy, — u. Como G * X es cerrado y (un,z,) € G * X, entonces (u,z) € G * X, esto
es, x € Xy—1, ug =h yu-x =1y. Por lo tanto (g,a:)Eg(h, y) y por el Lema 34y

el Lema [LT.H, X es Hausdorff. a
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Observacion 4.3.6. En [14], Proposicion 2.1| se prueba que si G es un grupo discreto
numerable y X es un espacio segundo numerable y compacto, entonces el espacio

X¢ es Hausdorft, si y solo si, X, es abierto y cerrado para cada g € G.

4.4. ;Cuando X es metrizable o Polaco?

En esta seccion desarrollamos los detalles de las pruebas de los resultados presentados
en [28], sobre el problema de establecer bajo qué condiciones el espacio envolvente

es metrizable o Polaco.

Teorema 4.4.1. Sea m una accion parcial topoldgica de un grupo separable y metri-
zable G en un espacio separable y metrizable X. Entonces las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

(1) X¢ es metrizable.

(11) Xg es reqular y T;.
Ademds, si X y G son Polacos, las anteriores afirmaciones son equivalentes a
(1i1) X¢g es Polaco.

Demostracion.

(i) = (it) Se sigue directamente del Ejemplo [LT.8

(17) = (i) Por el Teorema [[.2.8] sabemos que el producto numerable de espacios
metrizables es metrizable, y el producto numerable de espacios separables es separa-
ble, asi como GG y X son espacios metrizables y separables, tenemos que G x X es
metrizable y separable. Luego por el item (i7) del Teorema [[LT.7] G x X es segundo
numerable. Ademas, por el Teorema [4.1.1] la funcién proyeccion g : G x X — X es

abierta, asi por el item (i) del Teorema [[T.7, X es segundo numerable.
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Ahora, por el Teorema de metrizacion de Uryshon [L1.7] sabemos que todo espacio
regular y segundo numerable es metrizable, por lo tanto X es metrizable.

Suponga X y G son Polacos. Claramente, si X4 es Polaco, X es metrizable. Re-
ciprocamente, por el Teorema [[L2.8 G x X es Polaco y si Xg es metrizable, como

X¢ es la imagen continua y abierta de G x X por ¢, entonces X es Polaco, por el

Teorema de Sierpinski [[L2.8 O

Notacion 4.4.2. Sean m una accién parcial de G en X y M C G. Denotamos

XM= Xy
geEM
Lema 4.4.3. Sea m una accion parcial topoldgica de G en X tal que Gx X es abierto.
Entonces para cada abierto N de 1 en G y para cada x € X, existe un abierto M de

1 tal que M C N y x € int(X™).

Demostracion. Sea N un abierto de G tal que 1 € N y x € X. Como G * X es
abierto en G x X, existe un abierto V' de X, con x € V, y un abierto M de 1, tal
que M C Ny MxV CGx*X. Entonces (g,y) € Gx X, paracadage M yy eV,

esto es, y € X,-1, para cada g € M yy € V. Por lo tanto z € V C ﬂ Xy =Xuy
geM
y como V es abierto, x € int(X™). O

Ejemplo 4.4.4. Sean H y G grupos topologicos tales que G C Hym = {m, : X;-1 — Xg}geG
una accion parcial topolégica de G en X. Entonces la familia

m" ={ml: (H x X);1 — (H x X)g}gec,
es una accion parcial topologica de G en H x X, donde (H x X), = H x X, y
fﬁf(h,x) = (hg™',g- ), para cada g € Gy (h,z) € (H x X),-1. En particular, si

H

H = @, entonces m* coincide con la accion parcial m definida en el Ejemplo 1331
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Notacién 4.4.5. En adelante, denotamos por EZ, a la relacion de equivalencia de
orbita inducida por m” en H x X y por (H x X)/ Eﬁ, al espacio orbita determinado

por E%,.

Definiciéon 4.4.6. Sea m es una acciéon parcial de G en X. Un subconjunto V de X

se dice que es m—invariante si G-V C V| es decir, si g -V C V| para todo g € G.

Lema 4.4.7. Sean H y G grupos topoldgicos tales que G C H y m una accion
parcial topoldgica de G en X. Entonces el espacio (H X X)/E% es reqular, si dados
F C HxX cerrado, m —invariante y (h,z) € (H x X)\ F; ezisten Oy y Oy abiertos

disjuntos de H x X tales que Oy u Oy es m* —invariante, F C Oy y (h,x) € O.

Demostracion. Sea F' un cerrado de (H X X)/EZ, y [h, x] € F. Queremos probar que
existen abiertos disjuntos Ay y Ay de (H x X)/EY tales que F C Ay y [h,2] € As.
En efecto, sea ¢ : H x X — (H X X)/EZ la funcién proyeccion, entonces ¢~ (F) es
un cerrado m* —invariante de H x X, pues si (f,z) € ¢~} (F)N(H x X),-1, entonces
AI(f.2) = (fo~tg - =) € ¢'(F), para todo g € G, ya que (f,2)Bh(fg g -
z). Claramente (h,x) € ¢ '(F). Entonces por hipétesis, existen O; y O, abiertos
disjuntos de H x X tales que O; u Oy son 1T —invariantes, ¢ (F) C O,y (h,z) € Os.
Definamos A; = ¢(O;) y Ay = q(O3). Entonces F' C Ay, [h,z] € Ay y veamos que
Ay N Ay = 0. De hecho, si [u,w] € Ay N As, entonces (hy, z1)EY (u, w)E? (hy, ),

H

para algunos (hy,x1) € O1 y (hg,x2) € Oz. Suponiendo que O; es m" —invariante,

por lo anterior, tenemos que existe go € G tal que ! (hy,x1) = (ha, x3) € Oy, lo que

H

contradice que O;N Oy = (. Analogamente si O, es m'’ —invariante se contradice que

01N Oy = . Por lo tanto A; N Ay = 0 y en consecuencia (H x X)/EY es regular. [

Lema 4.4.8. Sea m una accion parcial topoldgica de G en X. St X es un espacio
compacto de Hausdorff y Eg es cerrada en (G x X)? entonces X, es cerrado, para

todo g € G.
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Demostracion. Sea g € G. Veamos que X es abierto. En efecto, si x € X, entonces
para cada y € X tenemos que ((1,2), (g7, y)) & Eg Como Eg es cerrada, entonces
(Eg) ’ es abierto; asi, para cada y € X existen N,, M, abiertos de G'y V,,, W,, abiertos
de X tales que (1,2) € N,xV,, (¢7,y) € M,xW, y [(N, x V) x (M, x Wy)]ﬁEp =
0. i i

Por la compacidad de X, existen yy, ...y, € X talesque X = U W,,.SeaV = ﬂ Vi

i=1 =1
Entonces V' es abierto y x € V. Ademaés, note que si existe z € V' N X, entonces

((1,2),(g7Y g+ 2)) € (Ny, x Vi) x (M, x W, )N EL.

para algin k € {1,...,n}; pero esto no es posible, luego V' C X, Hemos encontrado
un abierto V' tal que x € V' C X{, esto es, X es abierto y por lo tanto X, es cerrado

para todo g € G. O
Lema 4.4.9. Sea m una accion parcial topoldgica de G en X. Entonces

(1) Si G x X es abierto; G* es abierto, para cada v € X.

(i1) Si G+ X es cerrado; X, es cerrado, para cada g € G.
Demostracion.

(1) Seax € Xy g€ G, entonces (g,z) € GxX. Como G X es abierto, existen U
y V abiertos de G y X respectivamente, tales que (g,z) € (U x V) C (G * X).
Luego, para cada h € U, se tiene que (h,z) € G x X, esto es, h € G*. De modo
que g € U C G”. Por lo tanto G* es abierto.

(4i) Sea g € G. Veamos que X es abierto. En efecto, sea x € X¢, entonces (g, ) ¢
GxX. Como GxX es cerrado, existen U y V abiertos de G'y X respectivamente,
tales que (¢g,2) e UxV y (Ux V)N (G * X) = 0. Note que, para cada y € V,
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(9,y) € G* X, esto es, y € X. Asf, v € V C X; luego X es abierto y por lo

tanto X, es cerrado. 0

El siguiente teorema establece condiciones suficientes para que X sea regular.

Teorema 4.4.10. Sean H, G grupos topoldgicos, con G C H y X un espacio topolo-
gico reqular. Suponga que m es una accion parcial continua de G en X tal que Gx X
es abierto. Sea m™ la accion parcial de H en H x X, definida en el Ejemplo [].7.2.

Entonces (H x X)/EZ es reqular si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

(i) X, es cerrado, para todo g € G.
(17) X es un espacio métrico, localmente compacto y Eg es cerrada en (G x X)2.

(i1) X es un espacio compacto de Hausdorff y Eg es cerrada en (G x X)2.
En particular, Xg es reqular si se cumple alguna de las condiciones (i), (ii) o (uii).

Demostracion. Por el Lema 4§ sabemos que (iii) = (i), luego para probar el

H

teorema basta considerar los casos (i) y (i7). Sean F' un cerrado m' —invariante de

Hx Xy (h,x) € F. Por el Lema EAT, para ver que (H x X)/EY es regular, es

suficiente probar que existen O; y O, abiertos disjuntos de H x X tales que O,

H _invariante, (h,z) € Oy y F C O,. En efecto, como F es cerrado, existen

es m
U y N abiertos de X y H respectivamente, tales que 1 € N, (h,x) € hN x U y

(hN x U) N F = (). Ademés, note que si w € G - (hN x U) N F, entonces w € F' y
H

w = M (u,p), para algtin u € G y p € hN x U, pero como F es m —invariante,
tenemos que p = (ﬁlH)_l (u,w) € F, lo cual es imposible. Por lo tanto
G- (hN xU)NF =1, (4.8)

Por el Lema [M.4.3] existe L abierto de H, con 1 € L tal que LN G C NNGy
T € int (XL”G). Note que M = LN N es un abierto de H, con1 € M C Ny
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MNGC LNG, luego XH¢ C XM de modo que z € int (X*1%) C int (XMNY) .
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que M = N. Por otra parte, como
G * X es abierto entonces G* es abierto en G y como 1 € G* y m es continua en
(1, x), existe N; abierto simétrico de G y U; abierto de X tales que (1,z) € Ny x Uy,
N:NGCNNGy

m(N x U, NG*X)CU. (4.9)

Note ademés que XN¢ C XN por lo tanto = € int (XN%”G) . Sea Ny C H un
abierto simétrico tal que 1 € Ny y h~'N2h C Ny, en particular h='Noh C Nj.
Definamos O, = G - (N2h X <U1 N int (XNf”G>>> , entonces (h,z) € Oy O7 es un

abierto m*

—invariante, pues m* es abierta por el Lema B.IT.111
Basta probar que para cada f € I existe un abierto O¢ tal que f € O y O;NO; = 0,

pues en tal caso el abierto Oy = U Oy cumple lo deseado. En efecto, sea f = (I,y) €
feF

F'. Consideremos los siguientes casos:

Caso 1 IG N hN; = 0. Notemos que Noh N NolG = (), pues de lo contrario, existen
be Gyp,qe N, tales que gh = plb; luego Ib = p~iqh € Nih C hNy, lo cual
contradice nuestra suposicion. Definamos Oy = Nyl x X. Entonces (I,y) € Oy
y st O1 N Oy # B; existen u € Uy Nint (XNf”G>, a€ G"y p,q€ N, tales que
pha™! = ql, lo cual contradice que Noh N NolG = {). Por lo tanto, O; N O; = 0,

como queriamos.
Caso 2 IGN AN, # (. Sean g € G y r € Ny tales que lg~" = hr.

Subcaso 2a g € GY. Entonces m// (I,y) € Fy por @8) m) (I,y) = (lg™",g-y) &
hN x U. Como lg~ = hr € hN, tenemos que g-y ¢ U. Entonces por (£9),
existe un abierto V de g -y tal que V.N'm (N x Uy NG x X) = (). Note
que el abierto Oy = hiN1g x my-1 (V N X,) contiene a (I,y) y es disjunto
de O;. S1 01N Oy # O existen u € Uy Nint (XN%”G> ,ae G veVnX,
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1

y p € Ny tales que pha™ € hN,gy a-u = g~! - v. En particular,

AP1 AP?2
v'=g-(a-u) =" (ga)-u=m(ga,u).
Como N es simétrico, tenemos que ga € Nyh ' Noh C N2, luego v €

VNm (N x U NGx*X) =10, lo cual es una contradiccion.

Subcaso 2b g € G'\ GY. Entonces y € X _,. Veamos los casos (i) y (i) por

separado.

(i) Supongamos que X -1 es abierto y cerrado, es suficiente probar que el
abierto Oy = hN1g x X7, es disjunto de O;. 51 O1 N Oy # (), como en el
caso anterior, existen u € U; Nint (XN%”G> ,a € G"ype Ny tales que
pha™' € hN1gy a-u & X,-1. Como vimos en el caso anterior, tenemos que
ga € Ni. Entonces a € g7'N7. Sea ny € N? tal que a = g~ 'n;. Notemos
queny € Gyaquea, g€ Gy G esun grupo. Como u € XN6n X, C
X1 N Xy, por (77) del Teorema [2.0.4] tenemos que n; - u € X,,, N X,.

Por lo tanto a - u € X -1, lo cual es una contradiccion.

(i) Supongamos que X es un espacio métrico, localmente compacto y Eg
es cerrado. Primero veamos que existe un abierto W de X tal quey € W'y
g-(W N X,~1)NU = . Supongamos que no, y sea {Wi},c; una base local
de abiertos de y. Entonces para cada i € I, existe y; € W N X1 tal que
g-y; € U. Como U es compacto, supongamos, sin pérdida de generalidad
que g-y; converge a z € U Entonces (1, yi)E’é(g_l,g-yi), para cada i € I.
Como Eg es cerrada, tenemos que (1,y)Eg(g_1, z) por lo tanto g € GY,
lo cual es una contradiccion.

Ahora, sea W un conjunto con las propiedades mencionadas anteriormente
y consideremos el abierto Oy = hN;g x W. Veamos que O; y Oy son

disjuntos. En efecto, si no lo fueran, como en el caso (i), existen u €
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U, Nint (XNf”G) ,a€G"ypc N, tales que pha ' € hNigy a-ucW.
Como vimos anteriormente ga € NZ. Sea n; € N? tal que a = g~ 'ny,
entonces n; € G'y como u € XNMNGn X, C Xn;1 F‘anlflg, tenemos que
ni-u € X, NX,. Porlo tanto a-u € X,-1 y por (@3), g-(a-u) =ny-u € U,
lo cual contradice la escogencia de W.

En particular, si H = G, por el Teorema [4.3.4] tenemos que Xg es regular si se

cumple alguna de las condiciones (i), (ii), o (ii1). O
El siguiente teorema establece condiciones suficientes para que X sea Polaco.

Teorema 4.4.11. Sea m una accion parcial continua de un grupo separable y me-
trizable G en un espacio separable y metrizable X tal que G'x X es abierto. Entonces

Xa es metrizable si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

(1) G* X es cerrado.

(17) X es localmente compacto y Eg es cerrada en (G x X)2.
Ademds, si G y X son Polacos, entonces X es Polaco.
Demostracion.

(1) Supongamos que G * X es cerrado. Por el Lema X¢ es de Hausdorff y
por lo tanto 77. Ademas, por el Lema [£.4.9] tenemos que X, es cerrado, para
cada g € GG. De modo que, haciendo H = G en el Teorema [4.4.10] tenemos que
(G x X)/Eg es regular, pero por el Teorema B34 (G x X)/E?, = X¢. Luego

por el Teorema . 4.1] tenemos que X es metrizable.

(#7) Supongamos que X localmente compacto y Eg es cerrada en (G x X)2. Analo-
gamente al item anterior, por Teorema 410, tenemos que X es regular y
COmo Eg es cerrada por los Lemas 434y [LT.5, X4 es Hausdorff y por lo tanto

T;. De modo que, por el Teorema 4.1l X es metrizable.

Si ademés Gy X son Polacos, por el Teorema [£.4.1] X es Polaco. O



Capitulo 5

Teoremas de Effros para acciones

parciales

Sea a : G x X — X una accién continua de un grupo Polaco G en un espacio Polaco
X. El Teorema de Effros |11, Teorema 2.1] establece que la 6rbita de un punto z € X
es Polaca, si y solo si, es homeomorfa al espacio cociente de las clases laterales G/G,,
(donde G, es el estabilizador de z). La primera prueba de este resultado se debe a
Effros [11]]; sin embargo en [4, [15, [18] 24], se han presentado otras pruebas de este
resultado que es fundamental para la clasificacion de las relaciones de equivalencia
de orbita [15].

Nuestro objetivo en este capitulo es presentar una version del Teorema de Effros [11]

Teorema 2.1] en el contexto de acciones parciales.

Definiciéon 5.0.1. Sea m una acciéon parcial de un grupo G en un conjunto X. Para

cadax € X, el estabilizador de z, denotado por G, es el conjunto {g € G* : g - x = x} .

Notacion 5.0.2. Para el caso de acciones globales, G - x denota la érbita de z € X;
E¢, larelacion de equivalencia de orbita definida en (4.5) y X/ E, el respectivo espacio

orbita inducido por Eg.

75
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Recordemos el enunciado del Teorema de Effros para acciones globales, el cual divi-

dimos en dos Teoremas como se presenta en [15].

Teorema 5.0.3. [15, Teorema 3.4.4] Sea a una accion de un grupo Polaco G en un

espacio Polaco X . Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) Eg es Gs.
(77) Cada orbita G - x es Gy.
(i11) X/G es Ty, esto es, para cualesquiera p,q € X/G con p # q, {p} # {q}.

Teorema 5.0.4. [15, Teorema 3.2.4] Sea a una accion de un grupo Polaco G en un
espacio Polaco X . Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes para cada

r e X:
(1) La funcion canonica G/Gy > gGp+— g-x € G - x es un homeomorfismo;
(17) G -x es no-magro en su topologia relativa;

(i1i) G-x es Gs en X.

5.1. Principio de la funcién abierta para acciones
parciales

En [24], Van Mill desarrolla el Principio de la funcién abierta para acciones globales.
En [17], adaptando los resultados presentados en [24], generalizamos el Principio
de la funcién abierta para acciones parciales, el cual es pieza clave para conseguir
una demostracion préactica y sencilla de los Teoremas de Effros en este contexto. En
esta seccion veremos los detalles de los resultados presentados en [17], sobre esta

generalizacion.



5.1. Principio de la funcién abierta para acciones parciales 7

Definiciéon 5.1.1. Una acciéon parcial m de un grupo G en un espacio X es transi-
tiva, si dados z,y € X, existe g € G tal que z € X1 y g- 2 = y o equivalentemente

si G* -x = X, para cada x € X.
El Principio de la funcién abierta para acciones parciales enuncia lo siguiente:

Teorema 5.1.2. Sean G un grupo Polaco y m una accion parcial continua y tran-
sitiva de G en un espacio de Hausdorff y no magro X. Suponga que GY es abierto
en G, para algin y € X. Entonces la funcion m® : G* 3 g+—g-x € G* -z = X es

abierta, para todo v € X.
Para demostrar el Teoremal5.1.2]debemos desarrollar primero algunos lemas axiliares.

Notacién 5.1.3. Para cada U C Gy x € X, denotamos U* = UNG* ={h € U :
dh - a}.

Lema 5.1.4. Sean m una accion parcial topologica de G en X y U, F C G. Entonces

(U gU“"’) cxr = Ug-(U‘U-x), para cada x € X.

geF geF

Demostracion. Sea x € X y U, F C G. Primero veamos que para cada g € G, se
cumple que:

g-(U"-x) = (gU")" - x. (5.1)

En efecto, si z € g - (U” - x), entonces existe h € U” tal que z = g - (h-z) y por
AP2, z = (gh) - x € (gU")* - x; luego g - (U* - &) C (gU*)* - x. Reciprocamente, si
z € (gU*)* -z, existe h € (gU*)" tal que z = h-z. Pero h = gu, para algin u € U” tal
que I(gu) -z, esto es v € X1 NX(gy)-1; por (ii) del Teorema 204, u-x € X,NXy1;
estoes dg- (u-x). Luego z =h-z = (gu)- v =g-(u-z) € g- (U*-z), y por lo tanto
g-(U"-2z) 2 (gU")" - .
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Ahora, observe que
(U gUx> = (U gUx> NG =J ((gU")nG*) = (gU")" (5.2)
geF geF geF geF
y ademas,

(U(gUxV)w:mw(U (9U") ) U m* () = (")) -z (5.3)

geF geF geF geF

Asi, por (B.1)), (2) y (B3)) se tiene que

() o= Yoo

geF geF
U

Notacién 5.1.5. En virtud del Teorema [[.3.10] en adelante {U,}, denotara una
base numerable de vecindades abiertas del elemento neutro 1 € (G, que satisface las

siguientes propiedades:
» U, es simétrico (U, = U; '), paracadan € Ny U, = G;
- n+1 C U72L+1 - Un

Observacion 5.1.6. Si m es una accién parcial topologica transitiva de un grupo
G en un espacio X tal que G™ es abierto, para algin xy € X, entonces para cada
r € X, existe g € G* tal que x = g - xo. Asi, por el Lema B.2.7, G* = G*g~!. Por

lo tanto G* es abierto, para todo z € X.

Lema 5.1.7. Sea m una accion parcial continua de G en X. Entonces, para cada
n € Nyzx e X tal que G* es abierto, se cumple que dados V un abierto de X vy
zeVNU; -z, eristem € N tal que U7, -2 CVNU-x
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Demostracion. Como G* es abierto en G, Uy = U, N G* es un abierto de G, con
1 € U?. Ademas, como z € V NUY - x, entonces z = h - x, para algin h € U}; esto
es, z =m"(h). Sea E = (m*)”" (V), como m es continua, por el Teorema y la
Observacion B.1.6], m?® es continua, luego E es un abierto de G* y por lo tanto de G,
tal que h € E. Note que Eh™' N U*h™! es un abierto de G que contiene a 1 y como
{U,}, es una base de vecindades de 1, existe m € N tal que U,, € Eh~' NUh™".
Veamos que U7, -z C V NUY - x. En efecto, sea p € U/, - z, entonces existe g € U},
tal que p = g - z. Observe que, como g € U?, C Eh~'NU*h~!, entonces gh € ENU?

y ademés

p=g-z=g-(h-2) E (gh) = = m.(gh).

Por lo tantop € VNUY - 2. O

Lema 5.1.8. Sean G un grupo metrizable y separable y m una accion parcial topo-
logica transitiva de G en un espacio no magro X. Sea x € X tal que G* es abierto

en G. Entonces UY - x no es magro en X, para cada n € N.

Demostracion. Supongamos (por contradiccion) que UF -z es magro en X. Sabemos
que {gUZ} gec €8 un recubrimiento abierto de G. Ademés, como G es metrizable y
separable, entonces es Lindelof. Por lo tanto G admite un subrecubrimiento numera-

ble; esto es, existe F' subconjunto numerable de G tal que G = U gU; . Por el Lema

geF
5.14 y la transitividad de m, tenemos que

X=G"z= Ug(U;fx)
geF
Ahora, para cada g € F, como X,-1 es abierto, por (i) de la Proposicion [.2.4]
tenemos que el conjunto (U? - x) N X,-1 es magro en X -1, pero m, : X;-1 — X, es

un homeomorfismo, luego m, ((UY - ) N X,-1) = g - (UZ - ) es magro en X, y por
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(7) de la Proposicion [[L2.4] es magro en X. De modo que X es magro, por ser uniéon

numerable de conjuntos magros, lo cual es una contradiccion. O

Proposicion 5.1.9. Suponga que m es una accion parcial continua y transitiva de
un grupo metrizable y separable G en un espacio no magro X. Sea x € X tal que
G* es abierto en G. Entonces U? - x es nunca magro en X, para cada n € N. En

particular X es Baire.

Demostracion. Sea n € N, debemos ver que todo abierto relativo de U? - x, no vacio,
no es magro en X; esto es, que para cada abierto V' de X tal que VNU? -z # (), el
conjunto V N UY - x no es magro en X. En efecto, sea z € VN U} - z, por el Lema
b£.1.7, existe m € N tal que U}, - = C V NUY - x. Ademas, por la Observacion
tenemos que G* es abierto en GG, luego por el Lema [5.1.8 U7 - z no es magro en X.
Por lo tanto VN U? - x no es magro en X (si lo fuera todo subconjunto de VNU? - x
seria magro en X ). En consecuencia, U” - x es nunca magro en X. Finalmente, como

Uy =Gy X =G"-x, entonces X es nunca magro, es decir, es Baire. O

Proposicion 5.1.10. Suponga que m es una accion parcial continua y transitiva de
un grupo metrizable y separable G en un espacio no magro X. Sea x € X tal que
G® es abierto en G. Entonces int (U - x) es denso en UZ -z y x € int (UZ - ), para
cada n € N.

Demostracion. Por la Proposicion B.1.9, U? - z es nunca magro; luego, por (iiz) de
la Proposicion se tiene que int (m) es denso en U? - 1.

Por otra parte, sea V' un abierto no vacio de X tal que V' C U -z, luego VNU;,

x # (), entonces existe h € UL, ; tal que h-z € V. Observe que VﬂXh C U :cﬂXh.

Entonces,

x € my-1(VNXy) Cmy-r (UF,, - 2N Xy)

mp-1 (( n+l’ )th)
{ l9)-xw:ge€ U;f+1}

Z .
n Z,

N

M
=
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donde la segunda contenencia se tiene por la Proposicion[[.1.3ly la tiltima por el hecho
de que U2, C U,. Finalmente, como la funcion my—1 : X 32— h™' -z € Xj-1 es
homeomorfismo y los conjuntos X, y X -1 son abiertos entonces my-1(V N X},) es

un abierto de X que contiene a x; por lo tanto x € int (Uﬁf : :L') . O

Observacion 5.1.11. Sea m una accién parcial continua de un grupo Polaco G en
un espacio X y x € X. Si G* es abierto en G, entonces U? es un abierto de Gy por
lo tanto es Polaco. Ademas la funcion m® es continua, entonces m*(U?) = UY - x es

analitico.

Proposicion 5.1.12. Suponga que m es una accion parcial continua y transitiva de
un grupo Polaco G en un espacio de Hausdorff y no magro X. Sea v € X tal que G*

es abierto en G. Entonces int (UﬁfJrl . :L') CU? -z, para cada n € N.

Demostracion. Sea z € V = int (UZ,,-z), W = int (U ,-2) y E =V NnW.
Entonces F es una vecindad abierta de z y como X es Baire (por la Proposicion
B.1.9), entonces E no es magro en X (por el Teorema [[L2.12]) y por lo tanto no es
magro en si mismo (por (i) de la Proposicion [L2.4)). Por otra parte, £ C UZ, | - x,
entonces Uy ;- v N E es denso en E. Analogamente U?,, - 2N E es denso en K.
Ademas, por la Observacion 5. 111y la Proposicion L2119, U? ,-aNEy U, -2NE
son analiticos y por las Proposiciones 5.1.9y merrNEyUZ, -2zNE son
nunca magros en E. Note que F C X es Hausdorff, luego por el item (iii) de la
Proposicion [L2Z23] existe y € (UL, ,-aNE)N(UZ,,-2NE), esto es, existen g € U?;

y h € Uz, tales que g-x =y = h-z Sea f = h™'g, entonces f-x = z. Note que
feUy1Upin CU, y 3f -2, luego f € UF. Por lo tanto z € U? - x. O

Lema 5.1.13. Suponga que m es una accion parcial continua y transitiva de un
grupo Polaco G en un espacio de Hausdorff no magro X. Sea x € X tal que G* es

abierto en G. Entonces, para cada n € N se cumple que:
(1) z €int (U - x).

(17) U - x es una vecindad abierta de x.
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Demostracion.

(i) Porla Proposicion 5112 int (U2, - x) C UZ-z, luegoint (U2, - z) C int (UZ - ).

n n

Ademas, por la Proposicion E.110, = € int (U2, - =) . Por lo tanto = € int (U2 - z) .

(74) Veamos que U? -z es abierto en X. Sea z € U? -z, por el Lema[5.1.7], tomando
V = X, tenemos que existe m € N tal que U?, -2 C X NUY - x. Ademas por la
Observacion 5.1.61 G* es abierto, luego por el item (i), z € int(U7 - z). Entonces

zeint(UZ -2) CU; -2 CUY -z,

por lo tanto U, - x es abierto en X.

O

Ahora estamos listos para demostrar el Principio de la funcién abierta para acciones

parciales.

Demostracion. (del Teoremal5.1.2) Sean x € X y V un abierto no vacio de G*, en-
tonces V' = U”, para algin U abierto no vacio de G. Veamos que m* (V) = m*(U”) =
U?* -z es un abierto de G* - x. En efecto, sea z € U” - x, entonces z = ¢ -z, para algin
g € U*. Como U es un abierto de G, existen O, y O, vecindades abiertas de 1y ¢
respectivamente tales que 010, C U, luego Ojg C U*. Como {U,}, es una base de

vecindades de 1, existe n € N tal que U? C OF. Note que z € U} - z y
2€U-2C07-2=07-(9g-x) = (07g9) -« CU" - .

Por la Observacion B.1.6 tenemos que G* es abierto, asi por el LemaB.TI3] U? - z es

abierto, luego U” - x es abierto. O

Ejemplo 5.1.14. Transformaciones de Mobius. Sea m la acciéon parcial topolo-

gica del grupo G = GL(2,R) en X = R definida en el Ejemplo En el Ejemplo
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B.2.8 vimos que m es continua. Ademés, note que el conjunto

0 a b
G° = €eG:d#0,,
c d

es abierto y para cada par de puntos x,y € R tenemos que

1l y—=x
0 1

=y,

por lo tanto m es transitiva. Asi, por el Teorema [5.1.2] concluimos que la funcién

a b ar +b
> € R,
c d cr +d

m*: G* 3

es abierta, para cada =z € R.

El Principio de la funcién abierta para acciones parciales, implica una version el
Teorema de la funcion abierta del analisis funcional, como se indica en el siguiente

resultado basado en [6, Teorema 72].

Teorema 5.1.15. Teorema de funcion abierta. Sean B y X espacios de Banach,
con B separable y T : B — X un operador lineal, continuo y sobreyectivo. Entonces

T es una funcion abierta.

Demostracion. Como B es un espacio de Banach separable, podemos verlo como un
grupo topologico, con la operacion de grupo dada por la suma del espacio vectorial
y la topologia inducida por la métrica definida por la norma; en particular B es un
grupo Polaco. Ademés por el Teorema de Categoria de Baire, X' es un espacio de

Baire y por lo tanto no es magro. Consideremos la acciéon de B en X definida por:

a:BxX3(bz)=T0) +zeX.
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Note que, como T es sobreyectivo, la 6rbita de cada x € X esta dada por
B-x={alb,x)=Tb)+x:0eB}=T(B)+z=2X.

Luego, a es transitiva. Finalmente por el Teorema [5.1.2] la funcién a® : B > b —
a(b,z) = T(b) + x € X, es abierta, para todo x € X. En particular, tomando x = 0

(el elemento neutro de la suma en B) tenemos que
T=a":B3b—a(0)=T0)+0cX,

es abierta. O

5.2. Teorema de Effros I

En esta seccion estudiamos una version del Teorema [5.0.3] para acciones parciales,

cuya prueba es una adaptacion de la presentada en [15], para el caso global.

Lema 5.2.1. Sea m una accion parcial de G en X, E{ la relacion de equivalencia
de orbita definida en [@L) y 7x : X > x — G* -z € X/E{ la funcién proyeccion.
Entonces Ty (2) = 3" (@) , para cada z € X/E7,

Demostracion. Como 7y es continua, 7y <{z}) es cerrado, entonces 7y (z) C
1 (T
< (G).

Reciprocamente, sea F' = Wil(z). Como mx es sobreyectiva, z = G* - z, para algin

r € X. Asi, F = ny'(2) = G* - z. Note que, como m,, es continua, para cada g € G,

por el Lema [[.T.3] tenemos que

g~F:mg(Gm~xﬂXg71) Cmy(G®-2NX,1) CGP-ax=F.
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Luego F' es m—invariante. De manera que, por lo visto en (4.7]),

! (ax(F) = Jg-F=F
geG
es cerrado y por definicién de la topologia cociente mx (F) es cerrado. Como z €

7x(F), entonces {z} C mx(F). Por lo tanto

i (GY) S o (n(F) = F.

O

Lema 5.2.2. Sea G un grupo topoldgico y X un espacio Polaco. Entonces X/E?, es

sequndo numerable.

Demostracion. En particular, X es metrizable y separable, entonces por el item (1)
del Teorema [[L.T.7 es segundo numerable, esto es, existe una base numerable {4, },
para X. Por el Lema @32, {nx(A,)}, es una familia de abiertos en X/E7. Sea
y € X y U un abierto de X/E? tal que mx(y) € U. Entonces 75" (U) es abierto en
X que contiene a y, luego existe n € N tal que y € A, C 7 (U). De modo que,
x(y) € mx(A,) C U. Por lo tanto, {mx(A,)}, es una base numerable de X/E,

esto es, X/Ef, es segundo numerable. O

Lema 5.2.3. Sean G un grupo topologico actuando parcialmente en un espacio X y

z,y € X. Si X/EY, es Ty, entonces
(z,y) € Ef, <= (VAC X/EY) (z € n¢'(A) &y € 1 (A)).

Demostracion. Sea A C X/EY, y suponga que (x,y) € Ef, entonces mx(x) = mx(y).
Luego,

reny(A) & nx(r) =mx(y) € Ay ey (A).
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Reciprocamente, (por contradiccion) supongamos que (z,y) € E&, entonces mx () #
7x(y). Como X/EZ es Ty, existe U abierto de X/E¢ tal que nx(z) € Uy nx(y) € U
omx(y) € Uy nx(x) € U. Pero si nx(x) € U, v € 7 (U) y por hipétesis y €
7T;<1(U ), esto implica que wx(y) € U. Lo cual es una contradiccion. Anélogamente, si

mx(y) € U llegamos a una contradiccion. Por lo tanto (z,y) € Eg. O

Teorema 5.2.4. Sea G un grupo Polaco y m una accion parcial continua de G en

un espacio Polaco X. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) EZ es Gs;
(13) La drbita G* -z es G5 en X, para cada x € X;
(iii) X/EY es Ty. Esto es, {z} # {w}, para cualesquiera z,w € X/E% con z # w.
Demostracion.
(i) = (ii) Observe que y € G* - x, si y solo si, (z,y) € Eg. Luego

G* . ¢ = pQ(Eg N({z} x X)),

donde py : X? 3 (x,y) — y € X es la proyeccion en la segunda coordenada. De
modo que por el Ejemplo [L23y el item (v) de la Proposicion [[L2.2] G - x es Gs.

(i) = (i) Suponga que G* - x es G5 en X, para cada x € X. Sean z,w € X/E7,
tales que z # w. Suponga que {z} = {w}. Entonces por el Lema [F.21]

T (2) = 75 (1) =75t (w}) = i (w) =i €

Entonces por el Ejemplo [[23y el item (i) del Teorema [[L 28] C es Polaco. Note que
75 (2) y 75 (w) son 6rbitas G densos en C y por el Teorema de Categoria de Baire

[L2.14] son comagros en C. Asi, 7' (2) N 7' (w) # 0 y esto contradice que z # w.
Por lo tanto {z} # {w}.
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(ii1) = (i) Por el Lema [5.2.2 existe {U, }, una base numerable de X/EZ.. Entonces,
por el Lema[5.2.3 {w)}l(Un)}n es una familia numerable de abiertos en X que separa

clases, es decir, tal que
(z,y) € EL & (VneN) (z e ny' (Un) © y €7y (Un)) -
Observe que

E? = {(:)s,y) € X?:(Vn eN) (:)3 ey (Uy) &y€ W;(l(Un))}

= {(zy) e X* 2 eni'(Us) &y ey (Un)}

neN

= () [(7x" (Un) x 75" (U) U (7 (Un))" X 75" (U)))]

neN

Pero 73 (U,) x 7' (Uy,) es un abierto de X2 y (7" (U,)) x 75 (U,))¢ es un cerrado

de X2, luego por el Ejemplo [L2:3]y la Proposicion [L2.2]

(A (U) x A (U)) U (75 (U.))° x 5 (U))]

es un G4 y por lo tanto E7, es Gj. O

5.3. Teorema de Effros II

Ahora presentamos una version del Teorema [B.0.4] para acciones parciales que lla-
maremos Teorema de Effros II. Los resultados que desarrollamos a continuacién,

aparecen en [17].

Lema 5.3.1. Sea m una accion parcial topolégica de G en X; {(u, Xg),t} su glo-

balizacion; x € X y h,g € G. Entonces
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(i)
(i)
(i)
(iv)

G*G, = G=.
G, es un subgrupo de G.
Gy = Gy, donde G, es el estabilizador de 1(x) respecto a fu.

SiheG*yhlgc G, setiene que g € G*.

Demostracion.

(4)

(i)

(iid)

(iv)

Claramente G* C G*G,, pues 1 € G,. Reciprocamente si z € G*G,,, entonces
z = gh,cong € Gy h € G, estoes dg-x, dh -z y h-x = z. Luego
g-xz =g9-(h-x) AL (gh) - x, de modo que z = gh € G*; por lo tanto

G*G, C G*.

Sean v € X y g,h € G, entonces g-x =2y h-x =2x. Por AP1, x =h™!- 2.
Asi, z =g (b7 2) AL (gh™') - z. Luego gh™! € G, y por lo tanto G, es un
subgrupo de G.

Supongamos que g € G, entonces g - x = z; luego [g,z] = [1,z], y por la
definicion de gy ¢, pg([e(z)) = u(z), esto es g € G,4). Reciprocamente, si
g € G,(g), entonces [g,z] = [1, 2], lo que significa que 3g- 2z y g-x = x, esto es
g € G,.

Como h~tg € G, entonces © = (h™1g) - x y como h € G* tenemos que h - x =

h-((h"lg)-z) £ g 2. Por lo tanto g € G=.

O

Sea m : G * X — X una acciéon parcial topolégica y x € X. Definimos la siguiente

relacion de equivalencia en G :

g~ h, siysolosi, hlg € G,.
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Note que, como G* = G*G, y G, es un subgrupo de G, entonces la clase de equiva-

lencia de cada elemento g € G*, es precisamente gG,., de hecho:
g= {h €eG’:hlge Gm} = {gf_1 cfte Gx} = gG,.

En particular; si g, h € G, entonces gG, = hG, 6 gG, N hG, = (). Denotamos por
G” /G, al espacio cociente de G* determinado por esta relacion de equivalencia, esto

es G* /G, tiene la topologia cociente determinada por la funcién proyeccion
T G* 2 g gG, € GT/G,. (5.4)

Proposicion 5.3.2. Sea G un grupo Polaco y m una accion parcial topoldgica de G

en X. Entonces para cada x € X se cumplen las siguientes afirmaciones

(i) la funcion m, definida en (B.4) es continua, sobreyectiva y abierta.

(it) La funcion i: G*/Gy 2 9Gy — 9Gue) € G/Gy) es un encage.
(1i1) Si G* es Polaco y G, es cerrado en G, entonces G* /G, es un espacio Polaco.
Demostracion.

(i) Claramente , es sobreyectiva y continua por definicion de la topologia cociente.
Para ver que es abierta, sea V' un abierto de G*, entonces V = W N G*, con
W abierto de G. Note que, para cada g € G, se tiene que Vg =WgnNG®qgy
G*g = G*, luego

m  (m (V) =VG, = | ) Vg=WG, NG,

p
9€Gy

es abierto de G*. Por lo tanto 7, es abierta.
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(i)

(iid)

Por el item (i7i) del Lema[5.3.Itenemos que G, = Gy, luego gG, = hG,, siy
solo si, gG\(z) = hG (), para cada g,h € G*. Por lo tanto, i esta bien definida
y es inyectiva. Veamos que i es continua. Sea p : G 3 g — ¢Gym) € G/G )
la funcién proyeccion definida en (LI para el subgrupo G,(). Note que el

siguiente diagrama es conmutativo,

GG, —~ G/G,

Ge ’

es decir i o, = p[g,. Como p[,, es continua y m, es abierta y sobreyectiva,

por el Lema [[.TT] se tiene que i es continua.

Sea Y = i(G*/G,). Veamos que ( : G*/G, — Y es abierta. En efecto, sea U
abierto de G* /G, entonces 7, '(U) es un abierto de G*, esto es 7, "(U) = ON
G*, con O abierto de G y como 7, es sobreyectiva, U = m,(0O NG®). Queremos
probar que {(U) = p(O) NY. Note que si z € i(U), Z = gG.) = p(g), para
algin g € ONG?®, luego Z € p(O)NY. Reciprocamente, si Z € ¢(O)NY entonces
Z = p(g9) = 9G,(z), para algin g € O, y Z = hG, € Y, para algtn h € G*. Pero
G, = G, entonces h™'g € G,. Asi, por (iv) del Lema 53], g € G*; luego
g € ONG*. De modo que Z = i(¢9G,), con gG, = p(g) € p(O N G®), esto es
Z € i(U). Como p es abierta, p(O) NY es un abierto de Y. Por lo tanto ¢ es

abierta y de lo anterior concluimos que i es un encaje.

Por el Lema [[3 13y el item anterior G* /G, es metrizable. Por otra parte, de
(i) se sigue que G* /G, es la imagen continua y abierta del espacio Polaco G*,

luego por el Teorema de Sierpinski [L2.8, G*/G, es Polaco.
]
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Lema 5.3.3. Sean m una accion parcial continua de G en X. Entonces la funcion
¢ G )G,>9G,—g-x €G- x

es biyectiva y continua, para cada x € X.
Demostracion. Observe que para g,h € G* se tiene que

g-a:zh-x(:)x:g_l-(h-:z)A:P2(g_1h)-:£

s g theq,
< h e gG,
& gG, = hG,.

Por lo tanto ¢ esté bien definida y es inyectiva. Ademas, dado g - © € G* - x, existe
9G, € G*/G, tal que ¢(gG,) = g - x, luego ¢ es sobreyectiva. Para ver que ¢ es

continua consideremos el siguiente diagrama:

Gw _7TP> Gx/Gm

b

G* - x

donde 7, es la funcién definida en (54) y m* : G 3 g — g-x € G* - x. Note que
el diagrama es conmutativo, esto es ¢ o m, = m”; ademas, como m es continua, la
funcién m® es continua y por (i) de la Proposicion [5.3.2] 7, es abierta y sobreyectiva.

Por lo tanto ¢ es continua. O

La siguiente Proposiciéon es una generalizacion del conocido teorema para acciones
de grupos Polacos de Ryll-Nardzewski, el cual establece que cada orbita es Borel (ver

[15, Proposicion 3.1.10]).
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Proposicion 5.3.4. Sea G un grupo Polaco y m una accion parcial continua de G
en un espacio Polaco X, tal que G* es Gy y G, es cerrado en G, para cada x € X.

Entonces cada orbita G* - x es Borel.

Demostracion. Por el Teorema [[L2.§ y la Proposicion 632 G* /G, es Polaco y por
el Lema (.33 G* - x es la imagen continua e inyectiva del espacio Polaco G*/G,.

Luego por el Teorema de Luzin - Suslin [[.2Z.11l G* - x es Borel. O
La siguiente es la version parcial del Teorema de Effros 5.0.41

Teorema 5.3.5. Sea m una accion parcial continua de un grupo Polaco G en un
espacio Polaco X. Sea x € X, tal que G* es abierto en G y G, es cerrado en G.

Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) G* -z es Gs;
(17) G* - x no es magro en su topologia relativa;
(1i1) La funcion ¢ : G* /Gy > gG,+— g-x € G - x es un homeomorfismo.

Demostracion.
(i) = (it) Como G”-x es Gs en X y X es Polaco, entonces G* - x es Polaco y por el

Teorema [L2.14] es Baire. En particular, G* - x no es magro en si mismo.

(17i) = (i) Note que G*-x C X es metrizable. Ademés, como G* es abierto, entonces
es G y por lo tanto Polaco. Asi, por la Proposicion 5321 G*/G,. es Polaco y por
hipotesis, G* - x es la imagen continua y abierta de un espacio Polaco. De modo que,

por el Teorema [L2Z8 G - x es Polaco y por lo tanto es G5 en X.

(i4) = (iii) Por el Lema [(5.3.3] basta probar que ¢ es abierta. Sea M = m/[ g.ge .

entonces T es una accién parcial topologica transitiva, luego por el Teorema [5.1.2]
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m*=m":G" 3 g g-x € G*- x es abierta. Ahora, observe que el siguiente

diagrama es conmutativo,

G /G,

es decir, ¢ o m, = m®. Como m” es abierta y por el item () de la Proposicion 5.3.2]

Tp €s continua y sobreyectiva, concluimos que ¢ es abierta. O

Corolario 5.3.6. Si es m una accion parcial topoldgica de un grupo discreto G en
un espacio Polaco X . Entonces para cada x € X, las afirmaciones del Teoremal5.3.4

son equivalentes.

Demostracion. Como el grupo G tiene la topologia discreta, entonces G es Polaco y

ademaés, para cada x € X, se tiene que G* es abierto y G, es cerrado en G. O

Ejemplo 5.3.7. Sea V : X — TX un campo vectorial diferenciable sobre una
variedad diferenciable y Polaca X, y ® la accion parcial topolégica de G = R en X
definida en el Ejemplo B.1.6l Entonces, por el Ejemplo B.2.6] ¢ es continua y para
cada x € X, tenemos que el conjunto G* = I, es abierto y la curva integral maximal
Ye : I, € R — X es constante 6 inyectiva ¢ periodica (ver [30, Ejercicio 9-1 (a)]),
luego

Gx:{tEIxVx(t):z}>

es un conjunto cerrado. Adicionalmente la imagen de ~, es difeomorfa a R, S' o R?,
por lo tanto G* - ¢ = v, (1) es Polaco. (ver |30, Ejercicio 9-1 (c)]). De modo que,
las afirmaciones de los Teoremas [£.2.4] y se verifican. En particular, si ¢ es la
accién parcial continua G = R en X = R?\ {(0,0)}, definida en el Ejemplo BI.7
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Entonces, para cada z = (a,b) € X tenemos que

(—a,00), si b=0ya>0;
G"'=1,=4¢ (—00,—a), si b=0ya<0;
R si b#0.

Y

y su estabilizador es G, = {0}. Ademas la orbita de = esta dada por

(0,00) x {0}, s b=0ya>0;
G x=4 (-00,0)x {0}, si b=0ya<0;
R x {b}, s b#0.

Por lo tanto, para cada x € X, G* es abierto, GG, es cerrado y la 6rbita G* - x es G.

El siguiente ejemplo muestra que la condicién de que G* sea abierto en el Teorema

5.3.5] es necesaria.

Ejemplo 5.3.8. Consideremos la acciéon parcial continua del grupo aditivo R (con

la topologia usual) en si mismo definida por:

0, si teR\Q,
R, si teQ

Rt:

ymg Ry > x— x4+t € Ry, para cada t € Q. Note que R, = {0} es cerrado y

R* = @Q no es abierto, para todo x € R. En particular, si ¢ € Q, la funcion

RY/R, 5 tR, —t+q R g

es un homeomorfismo, pero R?- g = Q no es G5 y es magro en si mismo.



Apéndice A

La acciéon parcial del Grupo

Universal de Hausdorft

Dada una accién parcial continua m de G en X, es posible construir una accién par-
cial continua m* del grupo cociente G/ m, llamado el grupo universal de Hausdorff,
en el espacio X. En esta seccion mostramos la construccion m*, la relaciéon que hay
entre sus globalizaciones y algunas propiedades que se preservan de la accion parcial
original m, tales como ser propia. Los resultados que mostramos a continuacién se

basan en los presentados en [3].

El siguiente teorema recopila algunos resultados clasicos de la literatura de grupos

topologicos que nos serén tutiles en esta seccion.

Teorema A.0.1. Sean G un grupo topoldgico y H un subgrupo normal de G. En-

tonces

(i) [19, Proposicion 6, Cap III, §23] H es un subgrupo normal de G. En particular,

{1} es un subgrupo normal de G.

(i4) [19, Proposicion 15 y Teorema 10, Cap III, §24] y [19, Teorema 4, Cap III,
§21] El grupo cociente G/H es Hausdorff, si y solo si, H es cerrado.

95
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El Teorema motiva la siguiente definicion.

Definicién A.0.2. Sea GG un grupo topolégicoy € = m, entonces el grupo cociente

G /€ se denomina el grupo universal de Hausdorff.
Notacién A.0.3. En adelante denotamos £ = {1}.

Recordemos que {(u, X¢), ¢t} denota la globalizacion de la accion parcial continua m
definida en la Seccion [A.1l La siguiente proposiciéon establece condiciones suficientes

para que el estabilizador G, sea cerrado.
Proposicion A.0.4. Sea m una accion parcial topologica de G en X yx € X.
(1) Si Xg es un espacio Ty, G, es cerrado en G.

(ii) Si m es continua y X es un espacio Ty, entonces G, es cerrado en G*. Si

ademds, G* es cerrado en G, entonces G, es cerrado en G.
Demostracion.

(i) Por el Lema B.3.11 G, = G,). Entonces, si Xg es 11, el conjunto {u(x)}

D

S
cerrado en X¢, ademas por LT.T] 44 es continua, de modo que ;"' ({¢(x)}) =

G\(z) = G es cerrado.

(77) Como m es continua, la funcion m* : G* 3 g — g -z € X es continua y como
X es Ty, el conjunto {xz} es cerrado en X; luego (m*) ™" ({z}) = G, es cerrado

en G* y si G* es cerrado en GG entonces G, es cerrado en G. O

Definicién A.0.5. Sea m una accién parcial de G en X. El Kernel de m, denotado

por ker m, es el conjunto {g € G* : m(g,x) = x, para todo z € X}.

Lema A.0.6. Sea G un grupo topologico, X un espacio Ty y m una accion parcial
continua de G en X tal que G* o G, es cerrado, para todo x € X. Entonces kerm

es cerrado en G.
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Demostracion. Por el Lema G, es cerrado en G, para todo x € X, entonces

me:ﬂ{ger:g-x::B}

zeX zeX

={9€G":g -2z =uxparatodox € X},

es cerrado en G. O

Definiciéon A.0.7. Una acciéon parcial topologica m de G en X es propia si la
funciéon

f:GxX > (g9,2) — (m(g,z),z) € X x X,
es propia, esto es f71(K) es compacto, para todo compacto K de X x X.
Lema A.0.8. Sea G un grupo topoldgico y F' un cerrado de G. Entonces EF = F

Demostracion. Si a € F entonces la € EF, luego F' C EF. Reciprocamente, supon-
gamos que EF € F, entonces existe b € £ y a € F tal que ba € F, luego b & Fa™'.
Pero 1 € Fa=! y como F es cerrado, Fa™! es cerrado, asi b € £ C Fa™*, pues & es el

menor cerrado que contiene a {1}, lo cual es contradictorio. Por lo tanto EF C F. [

Teorema A.0.9. Sean X wun espacio 17 y m una accion parcial continua de G
en X tal que para todo x € X, G* o G, es cerrado. Entonces existe una accion
parcial continua m* del grupo universal de Hausdorff G/E, en X tal que el siguiente
diagrama conmuta

GxX ——— X (A1)

lexl /
m

(G/€) x X

donde p: G > g g€ € G/E es la funcion proyeccion definida en (LI)). Ademds, si

m es propia, entonces m* es propia.
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Demostracion. Note que la funcion
f:G/E > g€ — g kerm € G /kerm,
esta bien definida, ya que de los Lemas [A.0.6] y [A.0.8] se sigue que
g€ = hE = g€ kerm = h& kerm = g kerm = h kerm.

Ahora, sea D = {(g kerm,z) € G/kerm x X : Jg - x}. Note que D es un conjunto
bien definido; de hecho, si ¢ kerm = h kerm y dg - x, entonces 3h - z. Ademas, la
funcion

Myerm : DD (g kerm,z) — gz € X,

estd bien definida, pues, para cada x € X y g,h € G* tales que g kerm = h kerm

se verifica que g = ha, con a € ker m; luego
h-:ﬂa@gmh-(a-x) AL (ha)-x=g-x;
esto es, Myerm(h ker m, ) = Myer m (g ker m, ). De modo que la funciéon
m*:G/Ex X 3 (g€, x) = Myerm(f(gE),x) =g -z € X,

estd bien definida, donde G/€ x X = {(¢&,z) : (f(¢€),2 € D} = {(¢€,x) : g -z},
en particular, X, = X, para cada g € G. Veamos que m* es una accién parcial

topologica.
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= Suponga que m*(g€, r) esta definida, entonces

m*(g—lg, m*(g€,x)) = mkerm(f(g_lg)>mkerM(f(gg)a ))
= mkerm(g_l ker m, mkerm(g ker m, I))

= mkerm(g_l ker m,g- LE‘)

=g ' (g-a) ==

Luego m* satisface AP1.

= Suponga que m*(g€, m*(h€, x)) esté definida, entonces

m* (g€, m*(h&, ) = Mierm(f(9E), Mierm (f(RE), 7))
= Mier m (g ker m, Mier m(h ker m, x))
= Mierm (g kerm, h - )
=g-(h-x)
= (gh) -z =m"((gh) €, x).

Luego m* satisface AP2.

= Sea x € X, Entonces m*(€,z) = 1-x = z. Luego m* satisface AP3.

Claramente el diagrama (A.I]) es conmutativo, esto es m* o (p x Ix) = m. Luego, m*
es continua, ya que m es continua y por (i7) del Teorema [A.0.1] (p x Ix) es abierta

y sobreyectiva.

Finalmente, si m es propia, entonces la funcion f,, : GxX 3 (g,x) — (g-z,x) € XxX

es propia. Sea fnr : G/Ex X > (g€, x) — (m*(¢€,x),z) € X x X, entonces el
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siguiente diagrama es conmutativo

Gx X —L ~ xxx
PXIXl

(G/E) x X

fm*

Sea K un conjunto compacto de X x X, como f es propia entonces f~(K) es com-
pacto en G x X. Pero p y Iy son continuas y sobreyectivas, luego (¢ x Ix)(f~1(V)) =
(fm=)"H(V) es compacto en G/& x X. O

Observacion A.0.10. Por la Proposicion [A.0.4] 1a hipotesis G® o G, cerrado, para

cada x € X; puede sustituirse por X¢ espacio T}
Corolario A.0.11. Sim es global entonces m* es global.

Demostracion. Basta probar que si m*(gh&, x) esté definida, entonces m*(g€, m*(h&, x))
esta definida y m*(gh&, x) = m* (g€, m*(h€, x)). En efecto, m*(gh&,x) = (gh) - x,
pero como m es global, si 3 (gh) -z, entonces 3g- (h-z) y ademés (gh) -z = g- (h-x).

Luego
m*(gh&,x) =g (h-x)
= Myerm(g kerm, h - x)
= Myerm (g ker m, Mgy, (b ker m, x))
= mkorm(f(gg>7 mkorm(f(hg)a ZL’))
=m*(g€, m"(h&, x)).
Por lo tanto m* es global. O

Sea m una accion parcial continua de un grupo GG en un espacio X tal que G % X
es abierto y {(u, X¢), ¢} su globalizacion. Por el Teorema [A.0.9] sabemos que existe

una accion parcial m* del grupo universal de Hausdorff G/€ en X y por el Corolario
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[A.0.11] existe una accion global u* de G/ en Xg. El siguiente resultado muestra

que {(p*, X¢),t} es precisamente la globalizacion de m*.

Proposicion A.0.12. Sea m una accion parcial continua de un grupo G en un espa-
cio X tal que Gx X es abierto y {(u, Xa),t} su globalizacion. Entonces {(p*, X¢), ¢}

es la globalizacion de m*.

Demostracion. Seam* = {m;g c X(ge)1 — ng} {agg (Yo = Y,

geecre ¥ &= 5}g6€G/5
la accion parcial inducida por p* de G/€ en «(X). Veamos que o y m* son equiva-
lentes. En efecto, para cada g€ € G/E consideremos el siguiente diagrama, donde

t: X 3z~ [l,2] € (X) un homeomorfismo, gracias a la Proposicion A.1.3]

m;‘g
X(gey-1 — Xge

Yigey— — gE-

Observe que, dado x € Xge)-1,

age(u(x)) = age([L, z]) = p (g€, [1,2]) = p(g, [1,2]) = [g, ]
y también

Umge () = vm(g, x)) = g - =) = [L, g - 2] = [g,7]

Luego aye 0t = 1 0myg, esto es, el diagrama es conmutativo y por lo tanto o y m*
son equivalentes.

Para probar la minimalidad de {(u*, X¢),¢}, sea {(B8,Y),/} otra globalizacion de
m*ysea A: Xg 3 [h,z] = Br(/(z)) € Y. Observe que

[h-z]=[g-y] & (¢7'h) a=y
& (g7 h)-x) = (y)
& Bun((2) = (y)
& Bu((2) = Bu(V(y))
< M[h-2]) = Mg - y]).
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Luego A esta bien definida y es inyectiva. Por otra parte, para cada g € G y [h,z] €

X tenemos que
By (M[h, z])) = B, (Bu(t/(2))) = Bgn (¢ () = Mlgh, z]) = A (pglh, 2]) -

Por lo tanto el siguiente diagrama es conmutativo, para cada g € G.

/”’*
Xo—= Xg

| ]

Y ——Y

Finalmente, observe que el siguiente diagrama es conmutativo

Gx X

| N

Xe——Y

donde ¢ es la funcién proyeccion definida en ([A2]). Ademas v : (g,2) 3 G X X —
B(g,!(x)) = B,(/(x)) € Y es continua y por el Teorema L.1.1] ¢ abierta y sobreyec-
tiva. Luego A es continua; de modo que \ : u* — S es un monomorfismo de acciones

topologicas y por lo tanto {(u*, X¢), ¢} es minimal. O
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