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RESUMEN

TiITULO: DIEZ DEMOSTRACIONES VISUALES DEL TEOREMA DE
PITAGORAS. "

AUTOR(ES): SILVIA BIBIANA ARDILA RODRIGUEZ Y SAUL FERNANDO
BLANCO GARCIA.™

PALABRAS CLAVES: 1. Teorema de Pitagoras. 2. Demostraciones geométricas.

3. Ensefianza de la geometria.

Esta investigacion se realizd en la Universidad Industrial de Santander, con profesores
pertenecientes al grupo EDUMAT vy estudiantes del grupo semillero EULER, adscritos a la escuela
de Matematicas. Con ellos se realizo la presentacién en dos sesiones, de las diez demostraciones
visuales del Teorema de Pitagoras, tomadas del libro Proofs withuot Words | y Il, las cuales para su
construccion se empled el software CABRI-GEOMETRE-2D.

La pregunta que dio origen a esta investigacion es: ¢ Cual de las diez demostraciones visuales del
Teorema de Pitagoras es la adecuada para su ensefianza? Para tratar de dar una respuesta
concreta, los autores fijaron el siguiente objetivo: analizar y clasificar las diez demostraciones
visuales del Teorema de Pitagoras para determinar cual es la demostracion mas adecuada para su
ensefianza y aprendizaje.

Para tal fin, se construyeron las demostraciones usando el software geométrico y se presentaron
dichas construcciones a los profesores, preguntandoles cudl es la demostracion de su preferencia
a la hora de ensefar el concepto e independientemente a los estudiantes preguntdndoles cual es
la demostracion de su preferencia a la hora de aprender el concepto.

Mediante el andlisis de los datos recogidos, el aporte de los autores leidos y la interpretacion dada,
se realizd un paralelo de las observaciones presentadas en las dos sesiones y se determiné cual
fue la demostracién que tuvo mayor y menor preferencia segun el objetivo propuesto.

* Trabajo de Grado.

** Facultad de Ciencias, Escuela de Matematicas. Director: Wilson Olaya Ledn, Magister en Ciencias Matematicas



ABSTRACT

TITLE: TEN VISUAL DEMONSTRATIONS OF THE PYTHAGOREAN THEOREM.*
AUTHORS: SILVIA BIBIANA ARDILA RODRIGUEZ AND SAUL FERNANDO
BLANCO GARCIA.™

KEYWORDS: PYTHAGOREAN THEOREM. GEOMETRIC PROOFS. TEACHING
GEOMETRY.

This research was made at the Universidad Industrial de Santander, with teachers that belong to
the group EDUMAT and students of the seedbed EULER, assigned to the school of Mathematics.
With them, the presentation was made in two sessions, of the ten visual demonstrations of the
Pythagorean Theorem, based in the book Proofs Without Words | y Il, for their construction was
used CABRI-GEOMETRE-2D software.

The question that gave rise to this research was: which one of the ten visual demonstrations of the
Pythagorean Theorem is the appropriate for their teaching? To try to give a concrete answer, the
authors set the following goal: analyze and classify the ten visual demonstrations of the
Pythagorean Theorem to determine which one is the most appropriate demonstration for their
teaching and learning.

For this purpose, the demonstrations were made using the geometric software and subsequent
presentation of the constructions to the professors, asking what is the demonstration of his
preference when he has to teach the concept and whether to the students asking what is the
demonstration of their preference when have to learn the concept.

Analyzing the data collected, the contribution of the read authors and the given interpretation, a
parallel of the given observation in the two sessions was perform and founnd out what was the
demonstration that had the most and least preference by the proposed goal.

* Grade Work

** Faculty of Science, Mathematics School. Director: Wilson Olaya Leon, Magister in Mathematical Sciences.



INTRODUCCION

La demostracion en matematicas, juega un papel fundamental en la validacion de
resultados, ya que con esta herramienta se construyen razonamientos Iégicos que
le dan legitimidad a los trabajos realizados. Por lo tanto, estas hacen parte del que
hacer matematico y es el argumento para que cualquier persona que la estudia o
la ensefia convenza a los demas de la veracidad de sus hallazgos. Este hecho se

ve reflejado con la demostracion del Teorema de Pitagoras.

Desde hace muchos afnos, Babilonios, Chinos, Indios, Egipcios y diferentes
culturas, han trabajado en la resolucién de problemas que se presentan en la
agricultura y en la construccion, con ellos han realizado grandes aportes a las
matematicas en sus respectivas ramas como la geometria, el algebra y la

trigonometria.

Un hallazgo importante en la geometria antigua ha sido el Teorema de Pitagoras,
desde su generalizacion y probable demostraciéon que se le atribuye a Pitagoras
de Samos, ha tenido una gran relevancia e importancia, tanto que hoy en dia
existen muchos trabajos (demostraciones) alusivos a este gran resultado y utilizan
variadas herramientas matematicas, revalidando aun mas su significado.

Algunos de estos trabajos, realizados por grandes matematicos como, Euclides,
Pappus de Alejandria, Bhaskara, Henry Dudeney, entre otros, han brindado una

nueva forma de entender el teorema, sin perder su esencia.

En particular, doce pruebas visuales del teorema aparecen en los libros Proofs
Withuot Words 1 y 1. ([1], [2]), de las cuales se han seleccionado diez, para realizar

la investigacion.

Se planted la siguiente pregunta ¢ Cual de las diez demostraciones visuales del

Teorema de Pitagoras es la mas adecuada para su ensefianza? Lo que llevd a



trazar el siguiente objetivo: Analizar y clasificar diez demostraciones visuales del
Teorema de Pitagoras para determinar cual es la demostracion mas adecuada en

la ensefanza y el aprendizaje del mismo.

Para dar respuesta a esta pregunta teniendo en cuenta el objetivo propuesto, se
realizo la construccion de cada una de ellas utilizando el software Cabri Geometre'
2D, para su exposicion en dos sesiones.

La primera se desarrollé con un grupo de docentes de matematicas, de basica y
media pertenecientes al grupo EDUMAT? y la segunda, con un grupo de
estudiantes del semillero matematico Euler’; adscritos a la Escuela de
Matematicas de la Universidad Industrial de Santander (UIS). En cada sesion ellos
podian interactuar con las demostraciones, aportando sus respectivas
observaciones acerca de cada construccion y luego respondian una guia, en la
cual, podian clasificarlas segun el orden de su preferencia a la hora de ensenar el
concepto (profesores), y a la hora de adquirirlo (estudiantes).

Con estas observaciones, se analizaron y clasificaron una a una las diez
demostraciones segun el orden de preferencia de cada grupo, confrontandolas

para llegar al objetivo planteado y sacar las conclusiones.

A continuacién, se comentara brevemente cémo esta estructurado el trabajo

escrito.

Comenzando con el primer capitulo donde aparece la vida de Pitagoras, y la
historia de la escuela pitagdrica con sus grandes avances en las diferentes areas

del conocimiento.

' Cabri Geometre Il Plus. Cuaderno de notas interactivo de geometria. Jean-Marie Laborde y Franck Bellemain. Version
1.2.5 TI — MS Windows
2 Grupo de Educacion Matematica de la Universidad Industrial de Santander (UIS), reconocido por Colciencias.

® Estudiantes de los grados 10 y 11 de diferentes instituciones educativas de Bucaramanga y su area metropolitana.



Luego en el segundo capitulo, se exploran los origenes del Teorema de Pitagoras,
algunos datos y enigmas historicos, su enunciado, la demostracion resuelta por
Pitdgoras de Samos, y algunas demostraciones realizadas por diferentes

matematicos.

Continuando en el tercer capitulo, se encuentran las construcciones de cada una
de las demostraciones paso a paso, junto con su explicacidén, y en algunas de
ellas se ha incluido su justificacién algebraica para dar mayor claridad sobre el

teorema.

En seguida, en el cuarto capitulo se efectud el analisis y la clasificaciéon de las
demostraciones segun el orden de preferencia, utilizando las diferentes
observaciones de los estudiantes y profesores, lo cual es provechoso para

responder la pregunta de investigacion.

Por ultimo se presentan las conclusiones y observaciones, donde se encuentran
las reflexiones y el cumplimiento de los objetivos, asi como también se resaltan las

anécdotas sobresalientes en el desarrollo de la investigacion.



1. PITAGORAS Y LOS PITAGORICOS

1.1 PITAGORAS DE SAMOS

Pitagoras ha sido una de las figuras mas importantes en la
historia de las matematicas y el forjador principal de la
gran escuela de filosofia y matematicas, que puede
considerarse como la madre de la escuela platénica y
como la antecesora de toda la llamada filosofia idealista.

Sobre Pitagoras es dificil decir con certeza cuales datos

de su vida son veridicos, pues diferentes bidgrafos como,

(S.llI d.C.), muestran varias versiones; lo que se presentara a continuacion es un

resumen de dichas versiones.

Pitagoras nace en la isla Egea de Samos, aproximadamente entre 582 y 569 a.C.

Su padre fue Mnesarchus y su madre Pithais, quien era nativa de Samos (Ver [3]).
Mnesarchus fue un mercader proveniente de Tiro. Dice una historia que llevo
granos desconocidos a Samos, y como gratitud fue declarado ciudadano de

Samos.

De pequerio Pitagoras viajo mucho con su padre. Hay registros de Pitagoras en la
ciudad de Tiro (Libano), donde aprendid con los hombres ilustrados de Siria.

También habria visitado lItalia en algunas ocasiones.

Tres fildsofos se encontraban entre sus maestros. Uno fue Pherekydes de Syros
(S.VI a.C.). Los otros dos fil6sofos fueron Thales (S.V a.C.) y su discipulo
Anaximandro (S.V a.C.), ambos vivian en Mileto, quienes lo encaminaron en las
ideas matematicas. Pitdgoras conoce a Thales en Mileto entre los 18 y 20 afos.

En esta época, Thales era un anciano y contribuy6 al interés de Pitagoras por la



matematica y la astronomia, luego le aconseja viajar a Egipto para profundizar
estos temas. Anaximandro le dio clases de Geometria y Cosmologia logrando que

muchas de sus ideas influyeran en él.

Alrededor del 535 a.C Pitagoras fue a Egipto. Esto sucedié unos afios después de
que el tirano Policrates (S.V a.C.), se hiciera con el control de la ciudad de Samos.
Hay algunas pruebas que sugieren que Pitagoras y Policrates fueron amigos al
principio y se dice que Pitagoras fue a Egipto con una carta de presentacion
escrita por Policrates. De hecho Policrates tenia una alianza con Egipto y que por
tanto habia fuertes lazos entre Samos y Egipto por aquella época. Las historias de
la etapa de Pitagoras en Egipto sugieren que visitd muchos templos y tomé parte
en muchos debates con los sacerdotes. Segun Porfirio, Pitagoras fue rechazado
de todos los templos excepto de Diospolis Parva®*, en el que fue aceptado al

sacerdocio tras completar los ritos necesarios para su admision.

No es dificil relacionar muchas de las creencias de Pitagoras, aquellas que mas
adelante impondria en la sociedad que establecié en ltalia, con las costumbres
que encontré en Egipto. Por ejemplo el secreto de los sacerdotes egipcios, su
negativa a comer alubias (frijoles), incluso vestir ropas hechas de piel de animal y
su afan por la pureza, eran todas costumbres que Pitagoras adoptaria mas
adelante. Porfirio dice que aprendid geometria de los egipcios pero es probable
que ya estuviera familiarizado con la geometria, ciertamente tras las ensefanzas

de Tales y Anaximandro.

En el 525 a.C. Cambises Il (S.V a.C.) rey de Persia, invadié Egipto. Policrates
abandond su alianza con Egipto y envié 40 barcos para unirse a la flota persa
contra los egipcios. Después de que Cambises gané la batalla de Pelusio en el
Nilo y de conquistar Heliopolis y Menfis, la resistencia egipcia se desplomo.
Pitagoras fue hecho prisionero y llevado a Babilonia.

* Templo de veneracion de la diosa Neftis en Egipto.



En el afio 520 Pitagoras vuelve a Samos, se desconoce como obtuvo su liberacion
de Babilonia, después de que Policrates fue asesinado en 522 a.C. y en el verano
del mismo afio muri6 Cambises Il. La muerte de estos dos tiranos debe haber sido
la razén por la cual Pitagoras regreso y Dario de Persia (S.V a.C.) tomo el control

de Samos después de la muerte de Policrates.

Pitagoras se trasladé a la polis (ciudad-estado) Crotona, colonia griega en el sur
de ltalia, alrededor del 518 a.C. estas colonias gozaban de una prosperidad,
sobresaliendo entre ellas Sibari, famosa en el mundo griego por sus riquezas y su
vida lujosa. Crotona era su principal rival y vecina. Alli llegé Pitagoras con un
sistema de pensamiento mas o menos perfilado después de su larga experiencia
por Oriente y Egipto. La ciudad le pidi6 que expusiera sus ideas y, segun la
tradicidn, Pitagoras dirigid por separado cuatro grandes discursos a los jovenes, al
Senado, a las mujeres y a los nifios. Estos cuatro discursos estan llenos de
recomendaciones morales de gran perfeccion, derivadas fundamentalmente de la
necesidad de ajustar la conducta humana, a las reglas de la armonia y justicia que
se derivan de la naturaleza misma de las cosas e ilustradas con elementos
especificos de la mitologia de los habitantes de Crotona. Como consecuencia de
este primer contacto surgid, al parecer no sélo en Crotona, sino en toda Italia un

gran entusiasmo por Pitagoras.

Al volver de sus viajes, Pitagoras buscé un lugar favorable para su escuela,
Crotona era un rico puerto maritimo y alli moraban jovenes que eran de buena
estirpe. El reunié cerca de trescientos, procedentes de nobles y adineradas
familias, estableciendo la hermandad pitagérica, que tenia un credo muy estricto y
un rigido codigo de conducta igualitaria e incluia varias mujeres. Una de ellas era
Teano (S.V a.C.), con quien Pitagoras se casé. Desde entonces esta sociedad ha
servido como modelo para todos los grupos de pensadores y cientificos, incluso
las llamadas sociedades secretas en Europa y América.



Se cree que la muerte de Pitagoras fue causada por una revuelta popular, debido
a que el pueblo de Crotona, pensaba que las tierras conquistadas por una guerra
con un pueblo vecino, se iban a entregar a los pitagoricos. Los amotinados,
rodearon la escuela, taparon las salidas y le prendieron fuego. Muchos de sus
discipulos murieron, pero no se sabe con seguridad si Pitdgoras murio alli o si
murié de anciano. Los sobrevivientes huyeron y esto sirvio para divulgar sus
conocimientos. Las teorias pitagoricas so6lo se conocieron a través de sus

discipulos.

A Pitagoras se le atribuye la invencidn de las palabras filosofia (amor por la
sabiduria) y matematica (lo que se aprende). Invento6 estas palabras para describir
sus actividades intelectuales. Se le considera el primer matematico puro, aunque
no haya quedado ninguno de sus escritos (Ver [3]). Los aportes mas significativos
de Pitagoras fueron sus estudios sobre el sonido, los cuales han permanecido
inalterables hasta nuestros dias. Su pensamiento sobre los numeros y sus
relaciones lo llevd a la investigacion sobre sus propiedades, y finalmente a su
fabuloso teorema del cuadrado sobre la hipotenusa de un triangulo rectangulo, del

cual hablaremos con detalle mas adelante.

1.2 LOS PITAGORICOS

La secta pitagorica surgio, se desarroll6 y se expandid, como modo de vida
religioso. Su estructura intelectual consistio en la vision del universo a manera de
un cosmos, lo contrario al caos; es decir, un todo ordenado y organizado en una
especie de armonia. El enfoque religioso conducia hacia la busqueda vy
contemplaciéon de la armonia intelectual como camino y método de elevacién
espiritual.

Las invasiones persas habian aproximado hacia los griegos las milenarias culturas
orientales con su espiritu religioso y su actitud mistica y contemplativa. La cultura

oriental habia realizado grandes conquistas de la razén como los desarrollos



astronomicos y aritméticos. Quizas Pitagoras acertd unificando ambas tendencias
para su escuela, que mas tarde llegd a ser mas que una escuela de pensamiento,

una forma de vida.

1.2.1 GENERACIONES

En la primitiva comunidad pitagorica existian dos clases de miembros: los
matematicos (mathematikoi, conocedores) es decir, los iniciados a quienes
Pitagoras comunicaba los conocimientos cientificos a su disposicién, y los
acusmaticos (akousmatikoi, oidores) que participaban de los conocimientos y
creencias, de los principios morales, ritos y disposiciones especificas de la
hermandad.

Se encuentran cinco generaciones de pitagéricos entre los afios 530-360 a. C.

12 (530-500): Pitagoras. 22 (520-480): Hipaso de Metaponto, Alcmeon.

32 (480-430): Matematicos anénimos.4? (440-400): Filolao, Teodoro.

52 (400-360): Arquitas de Tarento.

La comunidad pitagérica, llegé a tener una complicada organizacion interna y
fundamentada en un juramento pitagorico, que vendria a expresar la iluminacion

basada en las proporciones numéricas de la Tetraktys. (Ver [4])

1.2.2 EL ASPECTO MISTICO DE LA DOCTRINA

v La transmigracién de las almas: Pitagoras admitié la antigua idea del poder

del alma y que su fuerza perdura tras la muerte. Lo que permanece fuera
del cuerpo no es un resto miserable, sino lo verdaderamente vivo. La vida
que sigue a la presente no es un palido reflejo, sino la verdadera y mas
intensa vida. La existencia terrenal del hombre es sélo una de sus vidas
posibles y una de las mas pequenas. Pitagoras mantenia firme que el alma

es lo mas alto y que es prisionera del cuerpo. El alma puede tomar los



diferentes cuerpos de todas las cosas que hay en el cosmos. Ademas, los

pitagodricos creen en el parentesco del alma con la sustancia de los astros.

Parentesco de todos los seres vivos: El alma tiene en su mano el decidir la

clase de cuerpo en el que va a introducirse, y que puede ser el cuerpo de
una bestia o de un Dios. Por lo tanto, las almas podian reencarnarse en
forma de seres vivos distintos del hombre, lo que a su vez, sugiere el

parentesco de todos los seres vivos. (Ver [9])

Reglas de abstinencia y otras prohibiciones: Es tarea del hombre

comportarse de tal modo que, al abandonar la vida terrena, pueda esperar
volver a nacer en una forma mas elevada. De este modo el concepto de
pureza es una pieza maestra de la vida pitagoérica. Al parecer, Pitagoras
prohibié comer carne ya que habian almas que transmigraban a los seres
vivos como animales. Como también lo estaria la prohibicion de ofrecer
sacrificios sangrientos a la divinidad. El vegetarianismo en la antiguedad

tiene su origen en el pitagorismo.

Su idea de Dios: Pitagoras protestd contra la imagen de los dioses trazada

por la mitologia, en el comienzo de una época nueva en la religion griega.
Ensend la existencia de un unico Dios que mantiene el mundo unido en la
justicia. Este Dios no piensa de manera humana ni tiene forma humana. Su
cuerpo es una esfera y la divinidad se manifiesta en el movimiento circular

del fuego de los astros. (Ver [6])

La Tetraktys, el numero diez: La Tetraktys consiste en una %

figura triangular construida por diez puntos colocados en

cuatro lineas: uno, dos, tres, y cuatro puntos en cada fila.

Simbolo mistico que representa el numero diez

Esta figura demuestra que el 10 resulta de sumar 1+2+3+4, 0 sea, que es la
suma de los cuatro primero numeros naturales. La tetraktys es el numero

perfecto y la clave de la doctrina. Es posible que jugase también un papel



en los distintos grados de la metamorfosis del alma. El diez tiene el sentido
de la totalidad, de final, de retorno a la unidad finalizando el ciclo de los
nueve primeros numeros. Para los pitagoricos es la santa tetraktys, el mas
sagrado de todos los numeros por simbolizar a la creacion universal, fuente

y raiz de la eterna naturaleza; y si todo deriva de ella, todo vuelve a ella.

La Santa Tetraktys pitagérica (Ver [6]):

1. La Unidad: Lo Divino, origen de todas las cosas. El ser inmanifestado.

2. La Diada: Desdoblamiento del punto, origen de

la pareja masculino-femenino. Dualismo interno ‘ O()

de todos los seres.
T ©

3. La Triada: Los tres niveles del mundo: celeste,

terrestre, infernal, y todas las trinidades. v v A A

4. El Cuaternario: Los cuatro elementos, tierra,

aire, agua y fuego, con ellos la multiplicidad del
universo material.
A continuacion los puntos mas importantes de las ensefanzas de los pitagéricos

que son las cuatro ciencias matematicas:

1.2.3 LA GEOMETRIA

El origen del término geometria es una descripcion precisa del trabajo de los
primeros gedmetras, que se preocupaban de la medida, de los tamanos, de los
campos o el trazado de angulos rectos para edificios. Este tipo de geometria
empirica, que florecié en el antiguo Egipto, Sumeria y Babilonia, fue refinado y
sistematizado por los griegos.

La principal fuente de considerable importancia es la obra cumbre de Euclides

llamada Los Elementos , escrita hacia el ano 300 a. C. y consta de 13 libros, que
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por varios registros y testimonios histoéricos, los libros I, I, lll, IV y XIII, se basan o
eran ya conocidos por el propio Pitagoras y la sociedad pitagérica.

Los pitagdricos sabian como inscribir en un circulo un triangulo equilatero, un
cuadrado, un pentagono, un hexagono y un pentadecagono; y casi la totalidad de
los libros Il y IV fueron atribuidos a los pitagoricos. Ademas, la construccion mas
interesante es la que se refiere al pentagono regular, esta construccion se basa de
modo decisivo en la observacion de que cada diagonal corta a otra en dos
segmentos en proporcion aurea, o bien lo que Euclides llama “media y extrema
razon”. El pentagono regular fue objeto de un amplio estudio por parte de los

pitagoricos.

La estrella formada por las diagonales, (el
pentagrama), era su simbolo de reconocimiento y

deseo de salud. Es natural pensar en un vivo interés

por construir tal figura y por entenderla racionalmente

a fondo. La construccién de la "media y extrema

razon" que aparece en el libro Il de Los Elementos,

los pitagoéricos antiguos la dominaban totalmente.
Proclo (S.V d.C.) declara que la intencion de Euclides, “al introducir el
pentadecagono en este contexto, era a causa de las necesidades de los
astronomos”.

Ademas los pitagoricos supieron resolver con gran exactitud la inclinacién de la
eliptica (es decir, la linea del cielo en la que se producian los eclipses, que
coincide con la linea del aparente recorrido anual del Sol). Su angulo es 360°/15 y
de esta manera coincide con el angulo correspondiente al lado del pentadecagono

desde su centro.

Del libro relativo a cuerdas y tangentes en el circulo y de angulos en el circulo, una
gran parte era conocida de los pitagdricos antiguos. Y algunas proposiciones

sobre la igualdad de los angulos determinados por paralelas, era conocida de los
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pitagodricos, que demostraron mediante ella que la suma de los angulos internos

de un triangulo mide dos rectos.

Para acabar con los puntos mas sobresalientes de la geometria de los pitagoricos
se puede decir que ellos conocian los cuerpos regulares, el cubo, el tetraedro y el
dodecaedro. Al parecer el octaedro y el icosaedro parecen haber sido estudiados

por vez primera por Teeteto, en la primera mitad del siglo IV a.C.

Otro aporte importante, ademas del Teorema de Pitdgoras que trataremos en el
capitulo 2, es la media y extrema razdén o proporcion aurea, mencionada
anteriormente, que nos sefala que es la division armonica de una recta en media
y extrema razon. Es decir, que el segmento menor es al segmento mayor, como
éste es a la totalidad de la recta. De esta manera se establece una relacion de

tamafios con la misma proporcionalidad entre el todo dividido en mayor y menor.

A [C ac_BC
B EBEC AR

Esta proporcién o forma de seleccionar proporcionalmente una linea se llama

proporcion aurea.

1.2.4 LA ARITMETICA

El aporte de los pitagéricos a la aritmética es bastante grande, ya que pone las
bases de nuestros calculos. Con los numeros realizan diversas clasificaciones, y

los nombraron de acuerdo a las propiedades que varios de ellos poseen.

La aritmética de los griegos, se encuentra resumida en los libros VII, VIl y IX de
Los Elementos. En particular, el libro VII debe proceder de los matematicos
pitagéricos anénimos anteriores a Arquitas (S.IV a.C.) y el VIl a los de la escuela
de Arquitas. Algunas porciones del libro IX, como la doctrina del "par e impar", es
anterior incluso a los pitagéricos anonimos y posiblemente procede del tiempo de
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Hipaso de Metaponto (S.VI a.C.). Todo esto sefala, que gran parte de la aritmética
de Los Elementos es de procedencia pitagorica.

Veamos los nombres y definiciones de algunos numeros:

v" Los numeros pares e impares: Se subdividen en cuatro clases.

e Parmente par: Si su mitad es par, y son de la forma 2"[2n+1] con n>1.
e Imparmente par: Si su mitad es impar, y son de la forma 2 [2n+1] con n>1.
e Parmente impar: Si al ser dividido por un numero impar da uno par.

e Imparmente impar: Cuando no tiene mas que divisores impares.

v Numeros divisores y multiplos.

v Numeros primos y compuestos.

v Numeros lineales, planos vy solidos:

e Lineal: Es el que no tiene divisores.

e Plano: Es el producto de dos numeros, que son los lados de la figura plana
de dos lados diferentes.

o Sodlidos: Es el producto de tres numeros que son los lados del sdlido.

e Cuadrados: Es el producto de un numero por si mismo.

e Cubico: Es el producto de un numero por si mismo dos veces.

v Numeros perfectos, deficientes, abundantes y nimeros amigos:

e Perfecto: Es un numero que es igual a la suma de sus divisores propios.

e Deficiente: Es un numero que es menor que la suma de sus divisores
propios.

e Abundantes: Es un numero que es mayor que la suma de sus divisores
propios.

e Numeros amigos: Son dos numeros en los cuales cada uno es igual a la

suma de los divisores del otro.
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v" Numeros figurados: Son una serie de nimeros generados contando el nimero

de puntos necesarios para construir los miembros sucesivos de un poligono

especifico.

Numeros triangulares: Pueden representarse geométricamente como

triangulos y son de la siguiente forma,

8] a O o
T o O 0 0 O o
n(n+1) I T ooce o0oo
— Para n natural. 2 T, © oTo o
4

e Numeros cuadrados:

coo Q000
o oo
600 0000
Ce S60 0000
De la forma n® t G c o000
3 C
4

e Numeros oblongos: Es el producto de dos numeros consecutivos.

oo oo 0000 00000 Q000000
H(H+])Parannatura|_ 0 000 000QC QOUOCO COCOOQO
1 QO CoCo0O CoCO0 COoOo0O0o0
2 8] CQOo0o0 CQOoOoooOo
3 0 ooQooO0
4 0
5
e Numeros pentagonales:
n(3n-1)
——— Para n natural. o Q@
2 P
1
P P
4 P5

e Numeros hexagonales, efc.:

nn-2) _ 2n? —n, Para n natural. H {} @
2 k i
2 H3

M2+ nm+1)(k-2)))
2

En generalde k — lados la formila adecuada es
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e Los numeros irracionales: El problema de los numeros irracionales radicé
en el hallazgo de magnitudes que no podian ser expresadas en términos de
otras, a las que llamaron inconmensurables, es decir, imposibles de medir.
Al parecer estos numeros tuvieron lugar en el triangulo rectangulo
isdsceles; como un ejemplo, con catetos iguales a 1, el cuadrado de la

hipotenusa debe ser igual a 2, ya que 12+1%=2, y el valor de dicha

hipotenusa es igual a la raiz cuadrada de 2, mejor escrito como (v/2), y por
mas que los griegos buscaron, no existe un numero entero, ni fraccionario

que multiplicado por si mismo de como resultado el numero 2. EI numero

V2 es inconmensurable.

Sin embargo, la hipotenusa de un triangulo rectangulo isdsceles es la mitad
de un cuadrado, el cual es una de las figuras geométricas mas simples y
que su diagonal no es conmensurable con el lado. Lo mismo sucede entre
la diagonal y el lado del pentagono. Algunos autores sugieren que los
pitagoricos llegaron a la nocién de inconmensurabilidad a través de esto.

La creencia de que los numeros podian medirlo todo, era una ilusion. Asi
quedaba eliminada de la geometria la posibilidad de medir siempre con
exactitud. El descubrimiento de la inconmensurabilidad marca un hito en la
historia de la geometria, porque no es algo empirico, sino puramente

teodrico.

El propédsito de los pitagdricos era dar a entender, a todos, las propiedades de los
numeros. Por esto, en la obra de Nicobmaco de Gerasa (S.Il. d.C.), Introduccién a
la Aritmética®, la cual se extendié por su gran nimero de manuscritos que de ella
se conservan. Aqui aparece la teoria figurativa de los niumeros como son los
numeros triangulares, cuadrados, rectangulares, pentagonales, etc., ademas de

las fabulosas y misticas propiedades de ciertos numeros en concreto.

® Primer texto en el que la Aritmética se separa de la Geometria.
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1.2.5 LAMUSICA

El temple de los pitagdricos radica en la armonia. La musica era todo un

procedimiento de elevacion y purificacion del alma, y a su vez, objeto de

contemplacion intelectual que revelaba

sus congruencias expresables mediante

relaciones numéricas; la gran armonia del cosmos. Uno de los rasgos mas

importantes de los pitagéricos es el analisis cientifico de los sonidos arménicos

remontandose al mismo Pitagoras.

Diferentes versiones especulan sobre

el modo concreto de cémo Pitagoras

descubrié las relaciones numéricas entre los sonidos consonantes, los cuales su

produccion simultanea crea una sensacion agradable en nuestro oido:

El tono. La octava. La quinta. La cuarta

Unas fuentes, hablan sobre la observacion de Pitagoras de
los distintos sonidos producidos en el yunque del herrero,
causados por martillos de diferentes pesos. Un martillo
cuyo peso® era el total de 12 producia el tono, con peso 6
producia la octava, con peso 8 la quinta y otro de peso 9 la

cuarta. Se dice que Pitagoras volvié a casa, colgo tales

pesos de cuatro cuerdas iguales y

producian los sonidos correspondientes.

Toro g 0 . 0
— 1
— 2
= L
— = 2
| 4 \
L5 T 2
|- & &
7
8 -
— 9 — 9
— 10
—11
12 Octava Cuarta Quinta

observdé que se

Otros como Didégenes Laercio (S.1ll d.C.)
que propone a Pitagoras mismo como
del

instrumento musical, sino mas bien un

inventor monocorde, no un
aparato cientifico para verificar la teoria
musical utilizada por los pitagoricos. El
experimento mas verosimil con el que

Pitagoras comprob6é y cuantificé su

® Se desconoce la unidad de medida para pesos.
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intuicion genial de la conexion de la armonia musical con los numeros. Asi
Pitagoras tensé una cuerda musical que producia un sonido que tomdé como
fundamental, “el tono”, haciendo sefiales en la cuerda, que la dividian en doce
partes iguales.

Las fracciones 1/2, 3/4, 2/3 corresponden a la octava, la cuarta y la quinta. Los
sonidos producidos al pisar en otros puntos resultaban discordes o al menos no
tan acordes como los anteriores. Los numeros 1, 2, 3, 4, de la Tetraktys,
determinaban con sus proporciones relativas los sonidos mas consonantes.

La frecuencia del sonido producido por una cuerda vibrante, no esta en proporcion
con la tensién, sino con la raiz cuadrada de la tensién. Los numeros 12, 9, 8 y 6,
constituyeron asi mismo en el pitagorismo posterior, otra cuaterna muy interesante

por sus propiedades aritméticas.

1.2.6 LA ASTRONOMIA

La implicacion cosmoldgica que tiene el numero diez es realmente relevante en su
sistema acerca de la configuracién del universo, al ser la vena del primer sistema
astrondmico no geocéntrico. No es exactamente una anticipacion de la teoria
heliocéntrica, pero algunos estudiosos de la historia de la cosmologia, lo
consideran de rango superior en importancia a la identificacion del fuego central

con el Sol.

Los pitagéricos declararon que los cuerpos que

se mueven en torno de los cielos son diez, pero

) Saturno

" Tipiter

al ser visibles solamente nueve, crean uno mas
al que llaman la anti-tierra, situada en la 6rbita
mas interior para su equilibrio con la Tierra.

Dicen que en el centro se encuentra el fuego,

nucleo incandescente y que la Tierra es uno de

los astros que, al moverse circularmente en
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torno al centro, da lugar al dia y a la noche.

Ocho cuerpos celestes: la Tierra, la Luna, el Sol y los cinco planetas conocidos
(Mercurio, Venus, Marte, Jupiter y Saturno), giran en O6rbitas circulares
concéntricas en torno al fuego central. El Sol no era el centro del Universo, ni era
el creador de su propio calor, sino que era una especie de cristal reflector que
recogia la luz y el calor del fuego central, en torno al cual giraba con un periodo de
un afo. Las estrellas fijas permanecian estacionarias, mientras que la Tierra
mantenia, durante su movimiento, el mismo hemisferio deshabitado hacia el fuego
central de modo que sus habitantes no podian ver jamas ni el fuego central ni la

anti-tierra.

La teoria de los pitagdricos es de una gran originalidad. Para Tales y otros
fildbsofos presocraticos como Anaximenes (S.VI. a.C), Heraclito (S.VI. a.C),
Parménides (S.VI. a.C), y Empédocles (S.V. a.C), la Tierra estaba ciertamente en
reposo en el centro del Universo esférico y mas tarde Eudoxo (S. IV. a.C), y por
supuesto Aristoteles (S. IV. a.C) volvieron a situar con firmeza la tierra en el
centro, del que no se moveria hasta los primeros balbuceos heliocéntricos de
Aristarco (S. IV.a.C). Para pensadores como G. Bruno (S. XVI. d.C) el giro de
Copérnico (S. V. d.C) no seria una novedad, sino la restauracién de la antigua
cosmologia pitagorica. Asi pues, como en otros muchos aspectos del pensamiento

pitagorico, el caracter mistico y religioso, no le resta valor cientifico.
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2. EL TEOREMA DE PITAGORAS

Para hacer una referencia histérica del Teorema de Pitagoras, se remite mas de
dos mil afos atras, ya que se tienen registros de su existencia, en India Egipto,
China, Mesopotamia y otras culturas. No es de extrafiar que mucho antes
existieran, otros pueblos que también lo conocieran. Por lo tanto, el Teorema de
Pitagoras en la historia de las matematicas juega un papel muy importante, por ser
uno de los resultados que mayor trascendencia ha tenido, por tal razén no

debemos olvidar sus origenes.

2.1 ORIGENES DEL TEOREMA DE PITAGORAS

2.1.1. INDIA.
Los conocimientos de las matematicas en la antigua India, radican en los vedas,
cuatro textos escritos en Sanscrito, el idioma mas antiguo de las familias

indoeuropeas; estos textos contienen el fundamento de su tradicién religiosa.

Los apéndices de los Vedas, son Los Sulva-Sutras, en los cuales radican las
unicas fuentes de conocimiento sobre las matematicas. La palabra Veda proviene
de un término indoeuropeo que también es el origen de la palabra espanola
“verdad”, ademas, en sanscrito significa “verdad” o “conocimiento”. Los Vedas
siendo textos sagrados, también fueron usados en la construccion de altares para
llevar a cabo los ritos y sacrificios, con el fin de alabar a los dioses, estos altares
tenian que ser de medidas muy precisas, pues asi los sacrificios y los ritos

tendrian valor.
Al parecer no existe ninguna prueba de las reglas escritas en Los Sulva-Sutras,

algunas, tales como el método de construir un cuadrado de area igual a la de un

rectangulo dado, son exactas. Otras, como la construccién de un cuadrado de
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area igual a la de un circulo dado, son aproximaciones. Parece ser que Los Sulva-
Sutras no hacen distinciones entre los métodos exactos y los aproximados.

Los textos mas importantes son Los Sulva-Sutras de Baudhayana (800 a.C.) y de
Apastamba (600 a.C.). Otros de menor importancia son Los Sulva-Sutras de
Manava (750 a.C.) y de Katyayana (200 a.C.).

El autor del libro mas antiguo de Los Sulva-Sutras fue Baudhayana, aunque era un
sacerdote interesado en construir altares, y no un matematico, su libro contiene

construcciones geométricas para resolver ecuaciones lineales y cuadraticas,
ademas de una aproximacion de 1. También incluye un caso especial del

Teorema de Pitagoras para la diagonal de un cuadrado.

Ahora veremos la siguiente construccion, que sirve para encontrar un cuadrado

igual en area a la de un rectangulo.

e El diagrama de Baudhayana, comienza con el rectangulo

D C
ABCD, marcamos L en AD, de tal forma que AL=AB. ) ’ .
Completamos el cuadrado ABML y bisecamos LD en X y ] : ;
dividimos el rectangulo LMCD en dos rectangulos iguales L " "
con la linea XY. Aqui movemos el rectangulo XYCD a la \
posicion MBQN y completamos el cuadrado AQPX. ~E —
El cuadrado justamente construido todavia no es el que Versién de Baudhayana

queremos. Giramos PQ sobre Q hasta que toque BY en
R. Entonces QP=QR. Dibujamos RE paralela a YP y completamos el cuadrado

QEFG. Este si es el cuadrado igual en area al rectangulo dado ABCD.

No existe una prueba de este resultado dado por Baudhayana, pero si usamos

el Teorema de Pitagoras, el resultado es cierto.
(EQ)? = (QR)? — (RE)?
= (QP)* — (YP)?
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= ABYX + BQNM
=ABCD

Katyayana que también fue un sacerdote y matematico indio, siguiendo las
ideas de Baudhayana en el afo 200 a.C. presenta el caso general del

Teorema de Pitagoras, para la diagonal de cualquier rectangulo.

El describe su diagrama, como la cuerda que se estira
a lo largo de la longitud, de la diagonal de un

rectangulo, la cual produce un area igual a la que |,

producen los lados vertical y horizontal.

No solo se describe el uso de cuerdas para medir, sino

también para el trazado de lineas perpendiculares, por

medio de ternas de cuerdas cuyas longitudes P a
Diagrama de Katyayana

constituyen ternas pitagodricas. Por ejemplo: (5,12,13) y
su multiplo (5/2,6,13/2) multiplos de (3,4,5) como (12,16,20) o (15,20,25) o
(15/2,10,25/2) y otras ternas como (8,15,17), (12,35,37).

Aunque para este fin se utilizaba sobre todo el triangulo de lados 15, 36, 39

(derivado de 5, 12, 13), llamado el Triangulo indio.

Manava no fue considerado de los escribanos mas importantes en la India, al
parecer él no tenia interés en las matematicas por motivo propio, sino
simplemente para usarlas para propodsitos religiosos, fue considerado mas
bien como sacerdote Védico.

Los escritos de Manava contienen construcciones aproximadas de circulos a

partir de rectangulos, y de cuadrados a partir de circulos, que permiten
obtener también aproximaciones de Tt.

Manava utiliza el Teorema de Pitagoras, para la realizacién de un cuadrado de
area igual a la suma de dos areas de dos cuadrados distintos dados.
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Diagrama de Manava

ABCD y PQRS son dos cuadrados dados. Marcamos un punto X en PQ, tal
que PX sea igual a AB. Entonces se construye un cuadrado de lado SX, que
tiene igual area que la suma de las areas de los cuadrados ABCD y PQRS.
Esto sigue del Teorema de Pitagoras puesto que

(SX)?= (PX)? + (PS)? (Ver [7]).

2.1.2 EGIPTO

Los registros de las matematicas egipcias aparecen en los tres textos
matematicos, que datan a partir del afo 2000 a.C., con el Papiro de Moscu de
autor desconocido, que contiene problemas de aritmética, como el calculo del
volumen de una pirdmide truncada y del tronco de una piramide de base

cuadrangular.

El principal y mas importante, es el Papiro de Rhind escrito hacia el afio 1650 a.C.
que es muy completo en aritmética y geometria. Este proporciona formulas para
calcular areas y métodos para la multiplicacién y division, en él se trabajaron las
fracciones unitarias. También contiene pruebas de otros conocimientos
matematicos incluyendo numeros compuestos y primos; media aritmética,
geométrica y armoénica; y la teoria de numeros perfectos. Ademas muestra como
resolver ecuaciones lineales de primer orden, asi como series aritméticas vy
geométricas.

Y finalmente el Papiro de Berlin procede del 1300 a.C., muestra que los antiguos

egipcios resolvian ecuaciones cuadraticas.
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Los conocimientos de los egipcios y babilonicos sobre la geometria, eran una base

vital y la precursora para la poderosa geometria griega.

Cada ano, tras la inundacién del Nilo, los

agrimensores debian delimitar nuevamente los
campos siendo necesario trazar direcciones
perpendiculares y se hacia mediante triangulos
rectangulos. De esta manera los egipcios
dominaban perfectamente los triangulos, también
gracias a los anudadores, que elaboraban nudos

igualmente espaciados que servian para medir.

Fueron los primeros en observar que uniendo con
forma de triangulo, cuerdas de ciertas longitudes se obtiene un angulo recto,
ademas de conseguir mediante estos nudos, triangulos rectangulos. Pitagoras
recogié toda esta experiencia geométrica para su teorema. Asi, los egipcios ya
conocian la relacion entre la hipotenusa y los catetos en un triangulo rectangulo,

pero de forma practica y no sabian demostrarlo (Ver [8]).

2.1.3. CHINA

Los registros sobre las matematicas encontrados de la civilizacién China, datan de
la Dinastia Shang alrededor del afio 1200 a.C., fueron marcas en caparazones de
tortugas y huesos de ganado, conocidos como huesos de oraculo. Luego, hicieron
calculos usando varas pequefas de bambu para contar, que les permitian usar un
sistema posicional para escribir numeros. Ademas, utilizaron fracciones decimales
y corrientes, y se volvieron expertos en hallar el minimo comun denominador para
sumar fracciones heterogéneas. También los chinos utilizaron los numeros
negativos, valiéndose de un conjunto de varas rojas para los positivos y uno de
varas negras para los negativos.

Los libros de matematicas de la antigua China, eran colecciones de problemas
practicos, primero el problema, luego la respuesta y a veces la regla para

encontrar la solucion. En la Dinastia Han, fueron escritos los primeros libros, es
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dificil poner fecha a estos libros ya que el emperador Shih Huang-Ti (Dinastia
Chin) mandd quemar los libros en el afio 213 a.C. Mas tarde en la siguiente
Dinastia Han, tuvieron los matematicos que volver a escribir todos los libros
antiguos.

Los textos de mayor importancia son el Zhou bi suan jing mejor conocido como
Chou Pei Suan Ching y el Jiu zhang suan shu escrito como Chiu chang suan shi.
Mucho después los dos libros, fueron comentados por matematicos, como Zhao
Shang y Liu Hui, este afadié nueve problemas al final de Chiu chang suan shi,
publicados como Haidao Suanjing (220-280 d.C) (The Sea Island Mathematical
Manual), en el cual muestra la aplicacion de triangulos rectangulos y la

demostracion del Teorema de Pitagoras, por parte de los chinos.

e El Zhou bi suan jing (Chou Pei Suan Ching) es un texto sobre astronomia y
matematicas. Pese a que fue escrito en la Dinastia Han, sin embargo se
piensa que es de la dinastia anterior, la Zhou, entre el afio 500 y 300 a.C. Este
libro esta escrito no como un ejemplo de problemas y respuestas, sino como
un dialogo entre un maestro que asigna calculos complejos a un estudiante,
sin ninguna indicacion de cdmo resolver los problemas. El Zhou bi utiliza los
triangulos rectangulos para explicar astronomia, incluyendo una prueba del
Teorema de Pitagoras. Tal y como entendian la astronomia, la altura del sol y
de otros cuerpos podia ser encontrada utilizando un gnomon o bi (poste usado

para las observaciones astrondémicas y su sombra). Cuando el sol esta

directamente encima, ese poste no produce 0
D
sombra, pero si se mueve, la sombra cambia de

longitud.
Esto ilustra la idea de dos triangulos rectangulos £0000

semejantes. El primer triangulo ACB es el que

tiene el poste como altura y a la sombra como 8

As ¢ 60000 E

base. El segundo triangulo AED, tiene por altura,
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la del sol, y como base, la distancia AE. El texto también muestra un

conocimiento del Teorema de Pitagoras, para encontrar la hipotenusa (AD).

En el Zhou bi hay otros problemas para encontrar el lado desconocido de un
triangulo rectangulo. Trataban de encontrar la semicuerda de un circulo, dados
el radio y la distancia desde el centro de la cuerda. En el texto original
aparecen respuestas aproximadas a estos problemas, sin ninguna explicacion

o calculo.

Cuando Zhao Shang, el primer comentarista, escribié sus explicaciones, uso el
Teorema de Pitagoras, aunque el dudaba de que todas las longitudes tuvieran
una raiz cuadrada. Estos tres problemas demuestran que los chinos
reconocieron el Teorema de Pitagoras y fueron capaces de usarlo en
aplicaciones practicas. ElI Zhou bi incluye, al principio, un diagrama muy

interesante conocido como hsuan-thu, Diagrama de la Hipotenusa.

4
Grbu
>

4/ ¢ J/ G ! ‘> e
§ A H I

G
B | N 7 \.\ //

N/ N/

B c D E

SRR e R -, B Ay

El hexagono AHGFEB, se compone de dos cuadrados AHCB y CEFG que
tienen por lados, los catetos del triangulo rectangulo. Esta area es equivalente
al cuadrado ADFK sobre la hipotenusa del triangulo, de donde resulta el
Teorema. Esta elegante prueba del Teorema de Pitagoras es dada

implicitamente por Zhao.

En el texto original con un lenguaje muy retérico se describe la figura, en

términos estrictamente numéricos, diciendo:
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"En cada semirectangulo de anchura 3 y longitud 4, la diagonal debe
valer 5, y si se resta del cuadrado total de area 49 los cuatro
semirectangulos exteriores, que suman area 24, el resto es un

cuadrado de area 25".

TTT AT A s
|

b

o<

|
P o -
Este diagrama también aparece en el libro Zhou bi y dice lo siguiente:

1
AefB = 2 rectangulo eaf B = Bf.eB

Cuadrado ABCD = Cuadrado efgh + 4 veces AefB = (ef)? + 2Bf.eB
Cuadrado ABCD = (Bf)? + (eB)? + 2Bf.eB
Asique, (ef)? + 2Bf.eB = (Bf)? + (eB)? + 2Bf.eB

De aqui, (ef)? = (Bf)? + (eB)? .

El Jiu zhang suan shu (Chiu chang suan shi) del cual se desconoce la fecha y
el autor, se compone de nueve secciones destinadas a gran variedad de
aplicaciones de las matematicas. Aqui se hallan areas de figuras, raices
cuadradas y cubicas; se suman, restan, multiplican y dividen fracciones, se
usa el minimo comun denominador y el maximo comun divisor. Ademas se
introducen las progresiones aritméticas y geométricas, asi como los sistemas
de ecuaciones lineales. El texto contiene 246 problemas de los cuales los 24
que estan en la ultima seccidn, se refieren a triangulos rectangulos. Todas las
soluciones a los problemas se basan de una u otra forma en el Teorema de

Pitagoras. El mas famoso es el problema del bambu roto, que dice:
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"Hay un bambu de diez pies de altura, que se ha roto de tal manera
que su extremo superior se apoya en el suelo a una distancia de tres
pies de la base. Se pide calcular a qué altura se ha producido la

rotura".

Este problema combina el Teorema de Pitagoras con la resolucion de

ecuaciones cuadraticas, ya que la solucién exige resolver la ecuacion:
x? + 32 = (10-x)?

Estas secciones hablan de la base, altura e hipotenusa de los triangulos
rectangulos, pero se interesan por la altura y la base en especial, aqui
aparecen figuras donde el tridngulo esta dado en una situacion
determinada y se debe hallar uno de los lados del triangulo, dadas

diferentes longitudes o razones.

Otro problema es la base (Kou) y la diferencia entre la hipotenusa (hsien)
y la altura (ku) se dan en el contexto de un junco que esta en la mitad de
una charca cuadrada. El método dado para encontrar la altura y la
hipotenusa, es el de encontrar el cuadrado de la base y desde ahi, restar
el cuadrado de la hipotenusa menos la altura. La altura sera igual a la
diferencia dividida por dos veces la hipotenusa menos la altura. Para

encontrar la hipotenusa afiadimos (la hipotenusa menos la altura) a la

altura.
. . (a®—(c=b)?)
Usando la notacion de a, b y ¢, esto dice que ErTrEre b
. a’—(c-b)? —c2+2bc—b?+a? 2bc—2b?
Entonces: 2(c—b) 2¢—2b T 2c-2b b

Puesto que a? + b? = ¢?, y sustituyendo se tiene a? — ¢* = —b?,

Los chinos entendieron la razén entre los triangulos, y mas tarde en los problemas

aparecio la ecuacion cuadratica de la forma x* + ax = b. (Ver [9])
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2.1.4 MESOPOTAMIA

Los registros encontrados, sobre las relaciones establecidas entre los lados de un

triangulo rectangulo y algunas de sus aplicaciones y calculos, efectuados en

problemas se hallaron escritos en diversas tablillas.

Se han recuperado cerca de medio millbn de tablillas de arcilla con textos

cuneiformes de las cuales casi trescientas tienen contenido matematico. Entre

ellas sobresalen la tablilla Yale, la Plimpton y finalmente la tablila Susa. Estas

tablillas tienen relacién con el Teorema de Pitagoras, todas ellas de arcilla

provienen del Antiguo Imperio Babildnico, que floreci6 en Mesopotamia, entre los
rios Tigris y Eufrates, entre 1900 a.C. y 1600 a.C.

La tablilla de Yale: Muestra un cuadrado de lado 30, con sus diagonales y en
el centro presenta los numeros 1, 24, 51, 10y 42, 25, 35 escritos en el sistema
de numeracién babilénico de base 60. Ahora esto en el sistema decimal, si la

parte entera es 1, convirtiendo 1; 24, 51, 10 en el numero decimal da lo

24 43+ 1% = 1,41421296 .. que es la V2 y al

siguiente 1;24,51,10 =1+ —+ 5+

calcular 30 x [1;24,51,10] el cual su resultado es el segundo numero que

aparece en la tablilla: 42;25,35.

5, 35

""F
1, T4, 51,10
Y

La tablilla de Yale

La tablilla Plimpton: Es el documento matematico mas importante de Babilonia
y parece un simple registro de cuentas de operaciones comerciales, pero los

intérpretes han querido ver una descripcidn empirica de numeros pitagoricos e



incluso de primitivas tablas trigonométricas, y se cree que es solamente un

pedazo de una tablilla mas grande, el resto de la cual ha sido destruida.

La tablilla Plimpton

Esta tablila consta de columnas de numeros distribuidos en 15 filas
horizontales, en la que plasmaron ternas pitagéricas. La columna del extremo
derecho contiene los numeros del 1 al 15 y representa el numero de orden de
cada linea de numeros. Una vez descubierta la ley de formacion de la tabla,

ha sido posible reconstruir los numeros que faltaban.

De las diversas investigaciones parece deducirse que los escribas que
construyeron la tablilla, comenzaron por tomar dos enteros sexagesimales
regulares (enteros cuyos unicos divisores primos son 2, 3 y 5, es decir, los

divisores primos de 60) u,v, con u > v, y formar con ellos la terna de

ndameros: a = 2uv, b = u*-v% ¢ = u?+ v?,

Como se comprueba facilmente forman una terna pitagorica:
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u \! a b C
12 5 120 119 169
64 27 3456 3367 4825
75 32 4800 4601 6649

125 54 13500 12709 18541

9 4 72 65 97
20 9 360 319 481
54 25 2700 2291 3541
32 15 960 799 1249
25 12 600 481 769
81 40 6480 4961 8161

2 1 60 45 75
48 25 2400 1679 2929
15 8 240 161 289
50 27 2700 1771 3229

9 5 90 56 106

Asi se obtiene esta tabla que contiene a, b, ¢, que corresponden a valores de
triangulos rectangulos con catetos a, b, con b < a.

Por ejemplo, los numeros que aparecen en la primera fila de la tabla se
obtienen a partirde u = 12, v = 5, a los que corresponden los valores a = 120,
b =119, c = 169, siendo los valores de b y ¢ los que aparecen en segundo y
en tercer lugar, respectivamente, en la primera fila de la tablilla Plimpton.

(Ver [9])

La tablilla de Susa: Muestra como calcular el radio de un circulo trazado por
los veértices de un triangulo isésceles con lados 50, 50 y 60. El problema

consiste en encontrar el radio del circulo que pasa por los tres vértices.

Considerando el triangulo A, B, C. Sea O el centro de la circunferencia.
Trazamos la perpendicular AD desde el punto A hasta el lado BC. El triangulo
asi formado ABD es rectangulo, luego (AD)? = (AB)? — (BD)?

Por lo tanto, AD=40.
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Sea x el radio de la circunferencia, &
AO =0B =x,ysera, OD =40 - x.

Usando el Teorema de Pitagoras en el
triangulo OBD, se tiene que: x* = (OD)? + (DB)? 0
Asi x? = (40 - x)? + 30°, luego

x? = 40° - 80x + x* + 30°

Por lo tanto 80x = 2500, es decir x = 31.25,
que en el sistema sexagesimal, x = 31, 15.
(Ver [8])

2.2 DEMOSTRACION DE PITAGORAS

Pitdgoras de Samos seguramente retomé todos estos trabajos para enunciar su
resultado. Algunos pensaran que él pudo plagiarlos para su conveniencia, sin
embargo, él se preocupd por dar una perspectiva general que para la época era
un avance grandioso y ademas provechoso, que hasta hoy ha tenido un gran

significado tanto cientifico como social.

Formulando el siguiente enunciado

‘El area del cuadrado construido sobre la hipotenusa de un triangulo
rectangulo es igual a la suma de las areas de los cuadrados construidos

sobre los catetos”

Hoy en dia se enuncia asi:

“En un triangulo rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la

suma de los cuadrados de los catetos” (Ver [10]):

Pitagoras demostrd el teorema mediante semejanza de triangulos, asi sus lados

homaologos son proporcionales.

31



Sea el triangulo ABC. El segmento CH es la
altura relativa a la hipotenusa, determinando los
segmentos a’y b’, que son proyecciones de los

catetos a y b, respectivamente. b

Los triangulos rectangulos ABC, AHC y BHC:

tienen dos bases en comun, y los angulos agudos son iguales, por ser comunes y

por tener sus lados perpendiculares. En consecuencia dichos triangulos son

semejantes.
» Lasemejanza entre ABC y AHC tenemos, 2
b

b_c,p2_p /
=5 b“=bc

* Lasemejanza entre ABC y BHC tenemos pel =t
a c 2 ]
—=-->a“=d’c
a a

Los resultados obtenidos a? + b? =a'c+b'c=c(a +b").
Pero (a +b) =c

Teniendo como resultado a? + b? = ¢? (Ver [11])

2.3 DEMOSTRACION DE EUCLIDES

Euclides (300 a.C.) fue el primero en demostrar geométricamente el Teorema de
Pitagoras, usando un diagrama que algunos llaman el "molino de viento". Esta
demostracidén se encuentra consignada en Los Elementos I. 47, que comienza con
la definicion de "punto" y termina con el Teorema de Pitagoras enunciado a la
inversa:

“Si la suma de los cuadrados de dos lados de un triangulo, es igual al

cuadrado del tercer lado, se trata de un triangulo recto” (Ver [10])

El eje de su demostracion es la proposicion .47 de Los Elementos (Ver [11]):
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“Si un paralelogramo y un triangulo tienen la misma base, y estan
comprendidos entre las mismas paralelas, entonces el area del

paralelogramo es doble de la del triangulo”

Se tiene el triangulo ABC, rectangulo en C, y construimos los cuadrados
correspondientes a catetos e hipotenusa. La altura CH se prolonga hasta J.

Seguidamente se trazan cuatro triangulos, iguales dos a dos:

e Los triangulos ACK y ABD: son iguales, .
puesto que AD=AC, y AK=AB, luego BD=CK.
Por lo tanto sus tres lados son iguales. ~.E 4

« Los triangulos ABG y CBI: analogamente, | m
AB=BI, y BG=BC, asi que AG=Cl. Sus tres | b~——/]

lados son iguales.
Noétese que si se da un giro con centro en A, y |
sentido positivo, transforma ACK en ABD. Y un
. . ‘2 . K ] I
giro con centro en B, y sentido también positivo, rols t

transforma ABG en CBI.
Entonces se tiene que:

1. Las paralelas r y s comprenden al triangulo ACK y el rectangulo AHJK, los
cuales tienen la misma base, AK. Por tanto de acuerdo con la proposicion 1.47
AHJK tiene doble area que ACK.

2. Las paralelas m y n contienen a ABD y ADEC, cuya base comun es AD. Asi
que el area de ADEC es doble de la de ABD.

Pero siendo ACK=ABD, resulta que el rectangulo AHJK y el cuadrado ADEC
tienen areas equivalentes. Haciendo razonamientos similares con los triangulos
ABG y CBI, respecto al cuadrado BCFG y al rectangulo HBIJ respectivamente, se
concluye que éstos ultimos tienen areas asimismo iguales. A partir de aqui, es
inmediato que la suma de las areas de los cuadrados construidos sobre los

catetos, es igual al area del cuadrado construido sobre la hipotenusa.
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3. CONSTRUCCIONES DE LAS DIEZ DEMOSTRACIONES VISUALES DEL
TEOREMA DE PITAGORAS.

Las siguientes son las construcciones (paso a paso), de las diez demostraciones
visuales del Teorema de Pitagoras, tomadas de los libros Proofs withuot Words | y
Il. (Ver [4] y [5]). Para su construccion se utilizo el software Cabri Geometre 2D. A
continuacion se encontraran los pasos realizados para la construccion de la
demostracion, seguido de la explicacion, y la respectiva justificacion algebraica,
para algunas de ellas.

Al final de cada demostracidn se encuentra la imagen donde se recrea la

presentacion expuesta con Cabri Geometre 2D.

DEMOSTRACION 1.

Esta demostracion fue tomada del libro Chou Pei Suan Ching que data del afio
200 a.C. Esta obra consta de temas geométricos que realizaron los chinos acerca

de problemas de la agrimensura.

CONSTRUCCION

S
‘l \/ LA VE!

(1) (2) (3) (4) () (6)

1) Para la construcciéon comienza con un triangulo rectangulo.

(
(2) Luego refléjalo con respecto a su hipotenusa.

(3) Ahora, rota este rectangulo 90 grados a la derecha.
(4) Traslada este rectangulo hacia arriba.
(5) Construye los cuadrados que se forman.
(

6) Finalmente traslada los triangulos rectangulos.
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Explicacién: En el paso (5) notese que después de reflejar, rotar y trasladar los
triangulos rectangulos, se construyen dos cuadrados (blancos) de lados igual a los
catetos del triangulo rectangulo inicial. Ahora, después de trasladar los triangulos
rectangulos del paso (5), se forma en el paso (6) un cuadrado (blanco) de lado
igual a la hipotenusa del triangulo inicial. Por lo tanto, el area de este cuadrado
blanco en el paso (6), va ser la suma de los cuadrados blancos del paso (5). Es
decir, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los

catetos.

Justificacion Algebraica: Sean a y b las dimensiones de los catetos del triangulo
rectangulo inicial (menor y mayor respectivamente) y ¢ su hipotenusa.
Comparando las areas A y A, que conforman el cuadrado total de lado a+b en los

pasos (5) y (6) respectivamente, se tiene que:
b b
A, = 4("7) +c= 4(“?) +a?+b% = 4.

Obteniendo el resultado del Teorema de Pitagoras ¢? = a?+b?

Presentacion en CABRI

INSTRUCCIONES FIGURA 1. Chou Pei (200 a.C.).
Ay Ay

2 1.Construya un tridngulo rectdngulo (pulsa el botén). D

1 2. Reflgja el tridngulo respecto a su hipotenusa(pulsa el botén). D
3. Rotamos 90 grados el rectdngulo formado por los dos D
tridngulos con respecto al punto p. (pulsa el botén)

t 4. Trasladamos el rectangulo hasta el punto t arrastrando el
P punto p.

C c . .
a a 5. Contruya el poligono (pulsa el botdn) y construya la figura D |:|
completa en la parte izquierda (pulsa el botdn).

3

6. Trasladamos los tridngulos 1, 2 y 3 de la nueva figura
DEMOSTRACION arrastrando los puntos 1,2y 3

NOTA: Para volver a empezar la construccion traslade
Aq=4(ab/2) + a2 + b2 el punto p y los triangulos 1, 2 y 3 a su posicidn original y
luego haga click sobre todos los botones en negros.
Az;=c2+4(abl2)
Ver demostracion. D
A=A

4 (ab/2) + a2+ b2=c2 + 4 (ab/2)

az+h2=c2
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DEMOSTRACION 2.

Esta demostracién es atribuida Bhaskara (1114-1185) también conocido como
Bhaskara Il y Bhaskara Acharya ("Bhaskara el profesor"), fue matematico y
astronomo Indio. El representa el pico mas alto del conocimiento matematico y

astronomico en el siglo XlI en India.

CONSTRUCCION

LA VE!

(1) (2) 3) (4) )

(1) Para la construccion comienza con un triangulo rectangulo.

(2) Luego refléjalo con respecto a su hipotenusa.

(3) Ahora, rota este rectangulo 90 grados a la derecha.

(4) Luego construye el cuadrado que se forma.

(5) Finalmente traslada dos de los triangulos rectangulos, hasta formar un

cuadrado.

Explicacién: Cuando se realizé la traslacion de los dos triangulos rectangulos en
el paso (4) para formar el paso (5), se construye un cuadrado de lado igual a la
longitud de la hipotenusa del triangulo inicial. Por lo tanto, el area del cuadrado del

paso (5), es igual al area de los poligonos que forman la figura del paso (4).

Justificacion Algebraica: Sean a y b las dimensiones de los catetos del triangulo
rectangulo inicial (menor y mayor respectivamente) y ¢ su hipotenusa. Se observa
que los poligonos que conforman la figura del paso (4), también forman parte de la

figura del paso (5), luego si se comparan estas dos areas, se tiene lo siguiente:
ab
Al :CZ :4(7)"‘([)—(1)2 :Az
Obteniendo el resultado del Teorema de Pitagoras c? = a?+b?.
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Presentacion en CABRI

INSTRUCCIONES FIGURA 2. Bhaskara, Siglo XII.

1.Construya un triangulo rectangulo D

(pulsa el botdn).

2 Refleja el tridngulo respecto a su I:I
b- hipotenusa(pulsa el botén).

3. Rotamos 90 grados el rectangulo D

formado por los dos
triangulos con respecto al punto p.
(pulsa el botdn).

4. Construya el cuadrado de ladob - a D
(pulsa el botén).

5. Construya esta figura en la par D
te izquierda (pulsa el botdn).

DEMOSTRACION
6. Traslade los triangulos 1 y 2 en la nueva figura.

A=4(ab/2)+ (b-a)
MOTA: Para volver a empezar la construccion traslade
A =b2+a2 los triangulos 1y 2 a su posicion original y luego haga
click sobre todos los botones.

z+bz=c2 L.
a+h2=c Verdemostracmn_D

DEMOSTRACION 3.

Esta demostracion es atribuida a Pappus de Alejandria Siglo IV d.C. matematico

de la escuela alejandrina, escribié comentarios a los Elementos de Euclides y al

Almagesto de Ptolomeo.

CONSTRUCCION

IL r |7 LA VE!

(1). (2) 3) (4) () (6)

(1) Para la construccion comienza con un triangulo rectangulo.

(2) Luego construye cuadrados sobre cada uno de sus lados.

(3) Rellena el area de los cuadrados de cada uno de los catetos.

(4) Ahora, traslada estas dos é&reas. Esta accion se puede realizar por la

proposicion 36 del libro | los Elementos de Euclides que dice:
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“Si dos poligonos que estan comprendidos entre dos paralelas y tienen las
mismas bases conservan la mismas areas”.

(5) Continuando con la construccion ahora se traslada el poligono que se forma de
la construccidn anterior, hasta cubrir el area del cuadrado mayor.

(6) Por ultimo, se traslada el area que falta para completar el area del cuadrado de
lado igual a la longitud a la hipotenusa del triangulo inicial.

Como la demostracion se observa facilmente no se incluyd justificacion algebraica.

Presentacion en CABRI

INSTRUCCIONES FIGURA 3. Pappus Sigio IV.

1. Construya un tridngulo rectangulo (pulsa el botén). El

L 2. Construya cuadrados sobre cada uno de sus lados |:| D
h (pulsa el botén), sombree los dos cuadrados pequefios
(pulsa el botdn).

3. Traslade estos dos cuadrados, arrastrando los
puntos 1y 2.

a c

4. Construya el poligono (pulsa el botdn)que se |:| D
j forma después de trasladar los cuadrados 1y 2
(pulsa el botdn, dos veces).

5. Traslade este poligono arrastrando el punto g
hasta el punto j.

6. Duplique el tridngulo (pulsa el botdn)que se farma en |:| D
el paligono anterior (pulsa el boton, dos veces) y luego

trasladelo arrastrando el punto h hasta cubrir el area del

cuadrado grande.

NOTA: Para empezar de nuevo la construccion
traslade los poligonos 1, 2 y los puntos g, h hasta
su posicidn original, presione todos los botones.

c2=az+b? Resultado. [

DEMOSTRACION 4

Esta demostracion es atribuida a Henry E. Dudeney (1857-1930) en 1917.
Escritor inglés y fabricante de rompecabezas, fue uno de los exponentes mas

grandes de las matematicas recreacionales de su tiempo.

CONSTRUCCION.

~ L)
N X

(1) (2). 3) (4). ().

LA VE!
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(1) Para la construccion comienza con un triangulo rectangulo.

(2) Luego construye cuadrados sobre cada uno de sus lados.

(3). Ahora, construye un segmento paralelo a la hipotenusa del triangulo inicial que

pase por el punto medio del cuadrado del cateto mayor.

(4) Traza un segmento perpendicular al segmento anterior y que pase por el

mismo punto medio.

(5) Por ultimo traslada

los poligonos que se forman en los cuadrados, hasta cubrir

el area del cuadrado mayor.

Como la demostracion se observa rapidamente (estilo rompecabezas), no hay

necesidad de justificacion algebraica.

Presentacion en CABRI

Aq

INSTRUCCIONES FIGURA 4. Henry Dudeney (1917).

1. Construya un trigngulo rectdangulo (pulsa el botén),
con lados a, b y c respectivamente.

2. Costruya cuadrados sobre cada uno de sus lados.
(pulsa el botén).

3. Construya un segmento paralelo al lado c, que pase
por el punto r{pulsa el botén), el cual es la interseccidn
de las diagonales del cuadrado de lado b.

4 luego construya otro segmento perpendicular al
anterior y que pase por el punto r {pulsa el botdn).

A

Este texto
5. Construya los poligonos que se forman y traslade los
poligonos 1, 2, 3, 4 y 5 (pulsa el botdn) hasta cubrir el area
del cuadrado de lado c, arrastrando los puntos 1, 2, 3, 4y 5.
Vover (pulsa el botdn dos veces).

O O OO0

NOTA: Para volver a empezar la construccion traslade los poligonos
1,2, 3 4y5, asuposicion original y luego haga click sobre todos los

az+ph2=c2

DEMOSTRACION

botones.

Resultada. |:|

A= a2 As=b2
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DEMOSTRACION 5

Esta demostracion es atribuida James a. Garfield (1876) fue el vigésimo
Presidente de los Estados Unidos. Fue matematico aficionado y llegé a publicar
una original demostracién del Teorema de Pitagoras en el Diario de Educacion de

Nueva Inglaterra (New England Journal of Education).

CONSTRUCCION

D N Q LA VE

(1) (2) 3) (4)

1) Para la construccion comienza con un triangulo rectangulo.

(
(2) Rota este triangulo, 90 grados en sentido horario.

(3) Traslada este triangulo hacia arriba.

(4) Por ultimo, construye el triangulo rectangulo que se forma.

Explicacién: Cuando se realizd la traslacion y rotacion del triangulo rectangulo
inicial; luego de la construccion el triangulo final (blanco), se formé un trapecio. El
area de este, va ser igual a la suma de las areas de los tres triangulos rectangulos
que lo conforman. Luego, realizando esta comparacion de areas, se llega a la

relacion pitagorica.

Justificacion Algebraica: Sean a y b las dimensiones de los catetos del triangulo
rectangulo inicial (menor y mayor respectivamente) y ¢ su hipotenusa.

La suma de las areas de los triangulos rectangulos que conforman el trapecio es

2 2 : :
A=2 (“2_”) +§ —ab +§ y el area del trapecio es: 4, = (b+a)2(b+a) =2 +2;b+b

Luego el area del trapecio sera igual a la suma de las areas de los triangulos

rectangulos que lo conforman.
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a%+2ab+b? _ c?

Por lo tanto, se tiene: > =ab + >

Realizando las operaciones se obtiene la relacion Pitagorica: ¢? = a%+b?

Presentacion en CABRI

INSTRUCCIONES FIGURA 5. James Garfield (1876).

DEMOSTRACION 1. Construya un triangulo rectangulo (pulsa el botdn). D
Ay 2. Rotamos 90 grados el tridngulo respecto al punto p D
A= 2((ab)/2) As=(c2) /2 (pulsa el botdn) v lo trasladamos hasta el punto r,

arrastrando el punto t.
Ayp=ab 2) /2 - .
12=ab+ (c2) 3. Construya el tridngulo rectangulo que se forma, para D

A= ((a+b) (a+b))/ 2 completar el poligono (pulsa el botdn).

Ar=(a2+2ab +b2)/2 NOTA: Para empezar de nuevo la construccién, traslade el
punto t, a su posicidn original y luego de click sobre cada
Ao = Ay boton negro.

ab +(c2) /2= (a2 + 2ab + b2)/ 2

c2=a2+ b2 Ver demostracion. D

DEMOSTRACION 6

Esta demostracion es atribuida a Michael Hardy, actualmente profesor del
departamento de Matematicas de la Universidad de Cambridge en Estados

Unidos.

CONSTRUCCION

N AN A

(1) (2) (3) (4)

(1) Para la construccion comienza con un triangulo rectangulo..

(2) Construye una circunferencia de radio igual a la longitud de la hipotenusa del

triangulo con centro en uno de sus vértices.
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(3) Traza un segmento para completar el diametro de la circunferencia.

(4) Luego construye dos nuevos triangulos rectangulos.

Explicacién: Los dos ultimos triangulos rectangulos del paso (4) comparten un
lado y tienen un angulo de igual medida. Por lo tanto, se puede realizar la
semejanza de triangulos. Realizando las operaciones se obtiene a la relacion

Pitagorica.

Justificacion Algebraica: Sean a y b las dimensiones de los catetos del triangulo
rectangulo inicial (menor y mayor respectivamente) y ¢ su hipotenusa. Luego, los
dos nuevos triangulos, tendran lados b y c-a para el triangulo azul y lados by c+a

para el triangulo rojo y un angulo de 90 grados respectivamente. Entonces:

c+a b

b c—a

Realizando las operaciones se obtiene la relacion Pitagorica:
c? = a*+b?

Presentacion en CABRI

INSTRUCCIONES FIGURA 6. Michael Hardly.

1. Construya un trigngulo rectangulo de lados a, by c D
(pulsa el botdn).

2. Construya una circunferencia de radio c D
(pulsa el botdn).

3. Construya los segmentos que se forman D D
c-ayc(pulsa el botén).

NOTA: Para volver a empezar la construccién de click sobre
todos los botones.

Ver demostracion. D

DEMOSTRACION

(c+a)/b=Dbl/(c-a)

(c+a)(c-a)=hb2

az+p2=c2
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DEMOSTRACION 7

Esta demostracion es atribuida a Liu Hui Siglo Il d.C. matematico chino. En el afio
263 publico un libro con soluciones a problemas matematicos de la época, se trata
de uno de los libros chinos mas famosos en el dominio de las matematicas y se

conoce como Jiu zhang Suan shu o Los nueve capitulos del arte matematico.

CONSTRUCCION

O

(1) (2) 3) (4) ) (6) (7)
LA VE!

(1) Para la construccion se comienza con un triangulo rectangulo.

(2) Luego construye cuadrados sobre cada uno de sus lados.

(3) Traza la diagonal del cuadrado mas pequenio.

(4) Refleja el triangulo inicial con respecto a su cateto mayor y luego traza la
diagonal del cuadrado.

(5) Ahora, dibuja un segmento paralelo al cateto mayor del triangulo inicial que
pase por la interseccion del triangulo reflejado con el cuadrado, y luego traza un
segmento perpendicular al anterior que pase por la interseccion de la diagonal del
cuadrado con el segmento paralelo al cateto mayor del triangulo inicial.

(6) Refleja el triangulo que anteriormente se reflejo con respecto a la diagonal del
cuadrado y construye los poligonos que resultan.

(7) Ahora traslada todos los poligonos formados anteriormente hasta cubrir el area

del cuadrado mayor.

Como la demostracion se observa sin ningun problema, no hay necesidad de

justificacién algebraica.
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Presentacion en CABRI

7
1
Ay 6
4 ¢ 2
5 a
b
A ! T
z 3
2
6
DEMOSTRACION
A= a2
Ay =b2
32 +p2=¢2

Ver demostracion. [l

INSTRUCCIONES FIGURA 7. Liu Hui (Siglo 1l d.C.).

1. Construya un triangulo rectangulo de lados a, b y c (pulse el botdn). |:|

2. Construya cuadrados sobre los lados del triangulo (pulse el botdn). |:|

3. Trace la diagonal del cuadrado de lado a y construya los dos D
triangulos (4, 5) que se forman (pulse el botdn).

4. Refleje el triangulo inicial (1) con respecto al lado b, luego |:|
trace la diagonal del cuadrado de lado b (pulse el botdn).

5. Construya un segmento | en la interseccion del cuadrado de lado b

y el triangulo inicial x{pulse el botdn).luego trace un segmento v |:| |:| |:| D
perpendicular a | en el punto q {pulse el botdn).

Construya los poligonos que se forman (2) (pulse el botdn).

(pulse el batdén dos veces).

6. Traslade los poligonos 1y 2 (pulse el botdn). I:I I:l D
luego fraslade los poligonos 3, 4, 5, 6y 7(pulse el boton) para esto,

arrastre los puntos 3, 4, 5, 6 y 7 respectivamente
(pulse el botdn dos veces).

NOTA: Para volver a empezar la construccion, traslade los puntos 3, 4,5y 6
a sus posiciones originales y luego de click en todos los botones.

DEMOSTRACION 8

Esta demostracion es atribuida a Leonardo da Vinci (1452-1519), fue un

arquitecto, escultor, pintor,

inventor, musico, ingeniero y el hombre del

Renacimiento por excelencia. Humanista de primera linea, esta ampliamente

considerado como uno de los mas grandes pintores de todos los tiempos y quiza

la persona con mas variados talentos de la historia.

CONSTRUCCION

& & =&
L LA VE!
- N

(1) (2) (3)

(4) ()

(1) Para la construccion comienza con un triangulo rectangulo..
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(2) Luego construye cuadrados sobre cada uno de sus lados.

(3) Ahora, traza una recta que pase por las diagonales de los dos cuadrados de
lados iguales a los catetos del triangulo.

(4) Refleja el triangulo inicial con respecto a esta recta.

(5) Rota 180 grados el triangulo inicial con respecto al punto central del cuadrado

mas grande y traza una recta que divide al poligono que forma.

Explicacién: Siguiendo la construccién se observa que los poligonos CADG y

DGEF son congruentes, por el eje de simetria que es la
recta DG. Analogamente con los poligonos BHIA y JCBH,
por tener el mismo eje de simetria la recta BH y la
congruencia entre los triangulos rectangulos ABC e IHJ.

Ahora, si se rota 90 grados a la derecha el poligono CADG,

respecto a A, y es congruente con el poligono BHIA. Por lo

tanto, los hexagonos ABCJHI y ACGFED son congruentes. Si se eliminan de cada
uno de ellos, los triangulos EBF y HIJ, se obtiene el resultado del Teorema de
Pitagoras.

Esta demostracién es geométrica. Pero, la justificacién algebraica existe y es muy

facil probarla.

Presentacion en CABRI

H INSTRUCCIONES FIGURA 8. Leonardo da Vinci SigloXVI.

1. Construya un triangulo rectangulo D
(pulse el botdn).

2. Construya cuadrados sobre cada uno D
de sus lados (pulse el botdn).

3. Construya una recta r (pulse el boton) y D |:|
refleje el triangulo inicial con respecto a esta
recta r (pulse el botan).

4. Rote 180 grados el triangulo inicial D
respecto al punto t (pulse el botdn), el cual es

el punto donde se intersectan las diagonales

del cuadrado.

MOTA: Para volver a empezar la construccién
haga click sobre todos los botones.

Ver demaostracion. D

45



DEMOSTRACION 9

Esta demostracién es atribuida a Frank Burk, es de las mas recientes, pues al

parecer la hizo en Noviembre de 1996.

CONSTRUCCION

LA VE!

ac bec
ab

bc

ac ab

b ab b2 bc a2 b2

(1) (2) 3) (4) ()

(1) Construye un triangulo rectangulo con lados a, by c.

(2) Multiplica los lados del triangulo inicial por a y construye un nuevo triangulo
rectangulo.

(3) Construye otro triangulo rectangulo multiplicando los lados del triangulo inicial
por b.

(4) Igualmente construye otro triangulo rectangulo multiplicando los lados del
triangulo inicial por c.

(5) Une los triangulos, que fueron multiplicados por a y b respectivamente, puesto

que comparten el lado ab.

Explicaciéon: Se observa que el triangulo resultante de la union y el triangulo que
fue multiplicado por el lado c, tienen lados iguales, bc y ac. Luego, sus
hipotenusas también van a ser iguales, por lo tanto se obtiene el resultado del

Teorema de Pitagoras.

Justificacion Algebraica: Comparando las areas de los dos triangulos que

resultan en los pasos (4) y (5) se tiene:

(ab)(c?) _(ab)(a®) & (ab)(b?)
2 B 2 T
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Realizando las operaciones se llega al resultado del Teorema de Pitagoras
c? = a?+b?

Presentacion en CABRI

INSTRUCCIONES FIGURA 9. Frank Burk.

C
N
1. Construya un triangulo rectangulo conladosa, by c |:|
/ bl %‘ respectivamente (pulse el botdn).
xb

xa 2_Construya un tridngulo rectangulo multiplicando el tridngulo |:| D
2
bc c triangulo rectangulo multiplicando el triangulo inicial por el
) ac ab ac lado b (pulse el botdn)
a h
3. Construya un tridngulo rectangulo multiplicando el |:|

inicial por el lado a (pulse el botdn). Luego construya ofro

ab b2 be triangulo inicial por el lado c (pulse el botdn).
4. Construya el triangulo rectangulo que se forma de la unién I:‘
ac bc de los tridngulos que fueron multiplicados por los lados a vy b.
(pulse el botén)
a2 bz DEMOSTRACION NOTA: Para empezar de nuevo la construccion presione
A nuevamente todos los botones negros.

A= (@b)a)/2  Az= (@2 \o yemosiracicn
A=((ab)(b2)}/ 2 + ((ab)( a2)) / 2
A= ((ab) (a2 + b2))/ 2
Ay = ((ab)(c2)) /2

(tab)(c2))/ 2 = ((ab) (a2 + b2)) / 2

az+hpz=cz2

DEMOSTRACION 10

Esta demostracion es atribuida al matematico Poo-Sung-Park, es considerada la

mas reciente ya que la hizo en Diciembre en 1999.

CONSTRUCCION

.

LA VE!

(1) (2) 3) (4) )

(1) Para la construccion comienza con un triangulo rectangulo.
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(2) Construye un cuadrado de lado igual a la longitud del lado menor del triangulo
rectangulo y que lo traslape.

(3) Luego construye otro cuadrado de lado igual a la longitud del otro cateto del
triangulo.

(4) Traza las diagonales del cuadrado anterior, formando cuatro triangulos
isdsceles rectangulos.

(5) Ahora traslada estos cuatro triangulos isésceles rectangulos, sobre cada uno
de los lados del cuadrado del paso (2) y construye un cuadrado uniendo las

cimas de los cuatro triangulos isosceles.

Explicacién: Cuando se trasladan los triangulos isésceles rectangulos sobre cada
uno de los lados del primer cuadrado, se construye un cuadrado de lado igual a la
longitud de la hipotenusa del triangulo inicial. Por lo tanto, el area de este
cuadrado sera igual a la suma de las areas del primer cuadrado y los cuatro
triangulos isésceles rectangulos y los triangulos sobrantes, de cada uno de los
triangulos isésceles rectangulos, que van a cubrir esa misma area dentro del
cuadrado grande.

Asi se obtiene el resultado del Teorema de Pitagoras: a? + b? = c?

Presentacion en CABRI

INSTRUCCIONES FIGURA 10. Poo-Sung Park 1999.

1. Construya un triangulo rectangulo de lados |:|
a, by c (pulse el botdn).

2. Construya un cuadrado sobre el lado a del |:|
triangulo rectangulo (pulse el botdn).

3. Construya un cuadrado sobre el lado b del |:|
triangulo y trace sus diagonales (pulse el botan).

4 Pinte los triangulos que se forman en el D D
cuadrado de lado b(pulse el botan).
(pulse el botén dos veces)

5. Traslade los tridngulos formados anteriormente
arrastrando los puntos 1, 2 y 3.

NOTA: Para empezar la construccidn de nuevo, traslade lo
friangulos 1, 2 y 3 hasta su posicién inicial y luego de click
DEMOSTRACION sobre cada uno de los botones negros.

A= a2 A;=4(bz2/4) Ver demostracion. D
Az =cZ =az+ 4(bz/4)

az+pz=c2
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4. ANALISIS Y CLASIFICACION

Para el analisis y la clasificacion de las diez demostraciones visuales del Teorema
de Pitagoras, se utilizd6 el método de estudio de casos, realizandose un paralelo
con las observaciones tomadas en las dos sesiones con los profesores del grupo
EDUMAT vy los estudiantes del semillero EULER.

A continuacion se relatara el desarrollo de cada sesion, las cuales se realizaron en

forma independiente.

4.1 SESION PROFESORES

Esta sesion se realizé el dia 14 de Agosto de 2009, en el auditorio Alberto Elias
Hernandez Duran del CENTIC’ a las 6 de la tarde, con la participacion de 17
profesores del area de matematicas en niveles de basica y media, que pertenecen
al grupo EDUMAT.

Se comenzo6 por comentarles el objetivo del trabajo de grado y el papel que ellos
desempefnaban dentro del mismo. Iniciando con una breve resefa histérica del
Teorema de Pitagoras, luego se les entregd una guia (Ver anexo1) en la cual se
encuentran las figuras que recuerdan las diez demostraciones y la tabla donde
podian clasificarlas segun el orden de su preferencia a la hora de ensefnar el

concepto, como se ve a continuacion.

11 2|34 |5|6 |7 |8|9]10

Mayor preferencia Menor preferencia

Con estas observaciones se dio inicio a la exposicion de las construcciones
realizadas en CABRI-GEOMETRE 2D.
Las presentaciones de cada una de las demostraciones fueron disefiadas de tal

forma, que en su parte derecha encontraran las instrucciones, las cuales podian

7 Centro de tecnologias de informacion y comunicacién. Universidad Industrial de Santander.
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seguir dando click sobre cada uno de los botones que sirven para la animacién de
la construccion, la cual va apareciendo en la parte izquierda de la pantalla,
igualmente su justificacion algebraica.

La idea de las presentaciones era que ellos vieran las demostraciones sin
necesidad de explicacion (sin palabras), desafortunadamente algunas de ellas
utilizaban argumentos matematicos fuertes exigiendo un analisis y explicacién mas
detallado.

Por ejemplo, las demostraciones numero 5 y 6, no son tan obvias, debido a que la
construcciéon no indicaba inmediatamente el resultado del teorema, por lo tanto se

acudio a su justificacidn algebraica para aclarar su explicacion.

Presentacion en CABRI: demostracion 5.

INSTRUCCIONES FIGURA 5. James Garfield (1876).

DEMOSTRACION 1. Construya un tridngulo rectangulo (pulsa el botén). I:l
Ay 2. Rotamos 90 grados el triangulo respecto al punto p |:|
A= 2((ab)/2) A= (@) 2 (pulsa el botn) y lo trasladamos hasta el puntor,

arrastrando el punto t.
= 2

Arp=ab+ ()12 3. Construya el friangulo rectangulo que se forma, para D
A= ((a+b) (a+h) /2 completar el poligono (pulsa el botén).

A= (a2 +2ab + b2) /2 NOTA: Para empezar de nuevo la construccidn, traslade el
punto t, a su posicion original v luego de click sobre cada
A=A baton negro.
ab +(c2)12=(a2+2ab +b2)/2

c?=a?+ b2 Ver demostracidn. I:l

Presentacion en CABRI: demostracion 6.

INSTRUCCIONES FIGURA 6. Michael Hardy.

1. Construya un triangulo rectangulo de lados a, by ¢ D
(pulsa el botdn).

2. Construya una circunferencia de radio ¢ D
(pulsa el botdn).

3. Construya los segmentos que se forman D |:|
c-ayc(pulsa el boton).

NOTA: Para volver a empezar la construccién de click sabre
todos los botones.

Ver demostracion. I:I

DEMOSTRACION

(c+a)/b=b/{c-a)
(c+a)(c-a)=hz

az+h2=¢2
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Durante el transcurso de cada presentacion ellos dieron algunas observaciones

que podrian mejorar la presentacion hecha en CABRI-GEOMETRE 2D, se

relataran las mas interesantes para la investigacion:

También en la demostracion numero 8, expresaron la
necesidad de colocar la animacion de los poligonos que estan
divididos por las rectas punteadas, para ver mas facilmente la

comparacion de areas, la cual es clave para la demostracion.

poligonos,

bc

En la demostracion numero 7 plantearon que al trasladar los
poligonos que se encuentran en los cuadrados construidos
sobre cada uno de los catetos del triangulo rectangulo, se

deberia aplicar la respectiva animacion para trasladar dichos

evitando complicaciones a la hora de Ia

explicacion.

En la demostracién numero 9, con la construccién
del triangulo rectangulo que resulta de la unién de
los dos triangulos rectangulos anteriores, deberia
hacerse animada, puesto que para los
estudiantes de grados inferiores, la falta de esta,

no dejaria muy clara la demostracion.

Y por ultimo, en la demostracion numero 10, falté la animacién
para la traslacion de los cuatro tridngulos rojos, los cuales van a

completar el area del cuadrado punteado.
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Después de la explicacion de las construcciones, se dio un tiempo prudente para
dar respuesta a la guia y para que realizaran sus aportes sobre cada
demostracion, los cuales podian escribir al respaldo de esta.

Las observaciones hechas despejaron muchas incégnitas sobre como se da la
ensefanza del Teorema de Pitagoras en las aulas de clase, también permitié, dar

explicacion de cual fue la demostracion de mayor y menor preferencia.

La siguiente tabla, muestra los resultados obtenidos del desarrollo de la sesion, al
frente de cada demostracion se encuentra el numero de preferencias en cada uno

de los 6rdenes predispuestos.

Pref
Dem

#1
#2
#3
#4
#5
#6
#7
#8
#9
#10

-
o

AN OIN__WIOo|nd W

wlwlw|alalalnalojlo] N

O = ONOIRWIN|IA -
NOI=|WN=2=2NWIN N
O~ |O|o|_||N|Ww|i= M~
AWWO|IOIOINW==~ O
WIOINIR~OIW=2|2N= O
WINW=|,~OO|WO|—=| 0
O|IO|IN|IN|R|W|IO|= |~ ©
2|W2 O |WOO|I0OIN

Tabla 1. Resultados sesion profesores.

Con estos resultados se asignaron valores al orden de preferencia de cada
demostracion teniendo en cuenta la posicion. Al primer lugar 10 puntos, segundo
lugar 9 puntos, asi sucesivamente, hasta llegar al décimo lugar con una
puntuacion de 1. Valorando las posiciones intermedias las cuales van a inferir en
el porcentaje total de preferencia de cada demostracion segun el orden

seleccionado por los profesores, los cuales representamos en la siguiente tabla.

DEM #1 #2 #3 #4 #5 #6 #7 #8 #9 #10
PREF | 12,3% | 11,4% | 11,4% | 12,8% | 8,6% | 9,2% | 6,8% | 8,7% 9,4% 9,3%

Tabla 2. Porcentajes sesion profesores.
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Claramente se observa que no existe una diferencia contundente en la eleccion de
la demostracion de mayor preferencia entre los profesores a la hora de ensenar el
concepto. Sin embargo la demostracion numero 4 obtuvo el mayor porcentaje de

preferencia, mientras que la demostracién numero 7 fue la de menor preferencia.

Por los comentarios realizados se puede establecer que la demostracién numero 4
fue la mas preferida, ya que trata de un rompecabezas y su explicacion consiste
en el desplazamiento de areas, haciendo visual la demostracion y la cual se presta
para emplearla como un juego didactico que permite que los estudiantes asimilen

mejor el concepto.

El gusto por este tipo de demostracion es muy caracteristico en todos los
profesores, porque buscan la manera mas didactica de ensefar el concepto. Por
esta razon, pensamos que es de gran utilidad para el profesor a la hora de
ensefar el Teorema de Pitagoras y no solo se limite a establecer el resultado, sino
que pueda recrear su demostracion para hacerlo mas comprensible y por ende

lograr un buen aprendizaje significativo en los estudiantes.

Otra demostracidén que tuvo gran aceptacion fue la numero 1, debido a que esta es
muy creativa y tiene una facilidad especial para la ensefanza. Ademas, estan
familiarizados con ella, pues también aparece con frecuencia en la mayoria de los

textos educativos (ver [12]).

La demostracion de menor preferencia fue la numero 7, esto se debe a que la
construccion es un poco complicada, pues incluye la traslacion de muchos
poligonos. No imaginamos que esto fuera a suceder, porque la construccion es
estilo rompecabezas y creiamos que seria una buena herramienta didactica que
ocuparia los primeros lugares de preferencia, pero desafortunadamente hay que
trasladar muchos poligonos, haciendo que la demostracidn se torne un poco

confusa.
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4.2 SESION ESTUDIANTES

Esta sesion se realizdé el dia 15 de Agosto de 2009 a las 2:30 de la tarde en el
auditorio Alberto Elias Hernandez Duran del CENTIC, con la participacion de 35
estudiantes pertenecientes a diferentes instituciones educativas del area
metropolitana de Bucaramanga. Al igual que en la sesion anterior, se comenzé por
comentarles el objetivo del trabajo de grado y el papel que ellos desempefiaban
dentro del mismo. Iniciando con una breve resefia histérica del Teorema de
Pitagoras, luego se les entregd una guia (Ver anexo 2) en la cual se encuentran
las figuras que recordaban las diez demostraciones y podian clasificar segun el
orden de su preferencia a la hora de adquirir el concepto. Con estas
observaciones se dio inicio a la exposicidn de las construcciones realizadas en
CABRI-GEOMETRE 2D.

Las construcciones de cada una de las demostraciones, fueron las mismas que se
presentaron la noche anterior en la sesién con los profesores, por lo tanto su

disefio no cambid para no distorsionar el rumbo de la investigacion.

La demostracion numero 1 no tuvo problema en su explicacion, debido a que es
una de las demostraciones clasicas que se ensefan en la mayoria de los colegios,

lo cual les parecié muy familiar.

En la demostracion numero 2, se recurrié a la justificacion algebraica, luego de
una segunda explicacion, pues ellos expresaron que la sola figura no les permitia

ver el resultado.
En la tercera y cuarta demostracion no se presentaron problemas a la hora de la

explicacion, pues son visuales y se refieren al desplazamiento de areas para llegar

al resultado.
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La demostracion numero 5, resulté bastante enriquecedora,

porque luego de la explicacibn de su construccion,
inmediatamente uno de los estudiantes planted otra explicacion

13

diferente. El afirmaba que: “el tridngulo que se forma al
completar la figura, es la mitad de un cuadrado de lado igual a

la longitud de la hipotenusa del triangulo inicial, por lo tanto si

se trasladan los dos triangulos iniciales para completar la otra

mitad del cuadrado, volvemos a la demostracion numero 1”.
Es interesante la forma de relacionar esta demostracion con la numero 1, notando
que la figura era la mitad de la primera demostracion, antes de fijarse que la

construccion era un trapecio.

En la demostracibn numero 6, fue necesaria la construccion de dos nuevos
triangulos rectangulos para poder interpretarla y se utilizé la semejanza de

triangulos para establecer el resultado.

Respecto a la demostracién niumero 7, se vieron confusos pues la construccion de
la demostracion se torné un poco complicada por la traslacion de los poligonos

qgue son claves para llegar al resultado.

La demostracion numero 8 no tuvo problema debido a que es visual, pues la clave
para llegar al resultado son las rectas punteadas trazadas en la figura, las cuales,
dividen los poligonos en partes iguales, que al trasladarlos permiten la

comparacion de sus areas estableciendo la relacion pitagorica.

La demostracion numero 9 la comprendieron tan bien que no necesitaron de la
justificacion algebraica para notar el resultado. Observaron que los tridngulos
rectangulos tienen los mismos lados, por lo tanto, la longitud de sus hipotenusas

son iguales.
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Finalmente la demostraciéon numero 10 les parecié elegante por su construccion.
Notaron que la clave para la demostracion era el desplazamiento del ultimo

triangulo isésceles que formaba el cuadrado punteado.

El gusto por las diferentes demostraciones para los estudiantes esta determinado
por la forma en la que es adquirido el concepto, también se atribuye al interés por
el tema y en especial por los diferentes métodos didacticos que practican para
desarrollar las diferentes tematicas. Por esta razéon, una buena ayuda para que el
estudiante logre captar el concepto, es presentarle diferentes tipos de pruebas,

afianzando de una forma mas intuitiva el resultado.

Luego de la explicacion de las construcciones, dieron respuesta a las guias en las
cuales plasmaron sus aportes sobre cada demostracion. Estos son importantes
porque nos permiten alcanzar los objetivos propuestos, sobre como se da la

adquisicién del concepto en las aulas de clase.

Las siguientes tablas muestran los resultados obtenidos del desarrollo de la guia,
el orden de preferencia de cada demostracion, asi como el valor numérico de la
escogencia de cada una de ellos y su porcentaje de preferencia a la hora de

aprender el concepto.

o Fref 1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10

em
#1 5 10 6 4 2 2 3 0 0 3
#2 1 1 3 6 8 6 2 3 4 2
#3 4 3 4 2 4 6 3 5 2 2
#4 3 7 2 6 3 5 2 5 2 0
#5 1 4 2 3 5 5 6 3 6 0
#6 4 2 2 1 0 2 3 7 2 12
#7 1 2 2 2 3 1 2 3 10 9
#8 1 1 1 3 5 6 6 6 4 2
#9 11 3 7 3 3 1 5 1 0 1

#10 4 2 6 5 1 2 3 2 6 4

Tabla 3. Resultados sesion estudiantes.
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DEM #1 #2 #3 #4 #5 #6

#7 #8 #9 #10

PREF | 13% 9,7% | 10,5% | 11,5% | 9,6% | 7,3%

6,7% | 8,4% | 13,5% | 9,8%

Tabla 4. Resultados sesion estudiantes.

Estos porcentajes muestran que la demostracion de mayor preferencia fue la

numero 9, y la de menor preferencia fue la demostracién numero 7.

La demostracion numero 9 fue la preferida porque es
muy creativa, ademas su construccion es muy sencilla
y solo se utilizan triangulos rectangulos, lo cual les

facilitdé ain mas su entendimiento.

Demostracién 9.
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El gusto por este tipo de demostraciones es evidente en la mayoria de los

estudiantes, porque alternan diferentes conceptos matematicos, lo que les permite

desarrollar su interés y porque no decirlo, plantear una nueva demostracion.

Por esta razén se insiste que la demostracion juega un papel muy importante a la

hora de ensefar cualquier resultado, porque le da seguridad al estudiante pues es

de gran utilidad para desarrollar nuevos conceptos y afianzar los ya establecidos.

En cuanto la demostracién de menor preferencia fue la numero 7, debido a su

construccion, la cual se torné un poco complicada ya

muchos poligonos. En conclusion este problema

que abarca la traslacién de

fue el causante de este

desinterés no solo de los profesores sino también de los estudiantes.

4.3 COMPARACION ENTRE LAS DOS SESIONES

Teniendo en cuenta el anterior analisis, se establece lo siguiente:

e Las demostraciones de mayor preferencia en la sesion de los profesores y la

sesion de los estudiantes, fueron la niumero 4 y 9 respectivamente.

e La demostracién de menor preferencia, en las dos sesiones fue la numero 7.
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La eleccion en las dos sesiones, se debe a varios factores que influyen en esta
decision: la creatividad de la construccion, la didactica y la facilidad para la
comprension del concepto.

Asumiendo estas caracteristicas, la diferencia no es muy grande en los resultados,
sobre cual fue la demostraciéon de mayor preferencia en las dos sesiones, debido

al contraste de cada construccion.

Primero: La preferencia de los profesores esta enfocada en la utilizacion de
herramientas didacticas que desarrollan en el estudiante el impulso por
aprehender. Esta construccion demuestra ese interés, porque permite ver el

resultado como un rompecabezas.

Segundo: La preferencia de los estudiantes se refleja en la facilidad para
comprender el concepto, lo cual se evidencia en su eleccidén, pues no involucra
argumentos matematicos tan fuertes, lo cual les permite desarrollar el interés por

este tipo de demostraciones.

Comparando estas dos decisiones que estan ligadas al proceso ensefianza-
aprendizaje, se puede apreciar que las demostraciones visuales son herramientas
necesarias para desarrollar en los profesores diferentes formas de llegar al
resultado, sin necesidad de presentar al estudiante el concepto formal y abstracto
que puede complicar este proceso; y en los estudiantes desarrolla el interés en
descubrir por si mismos el concepto, ademas les permite avanzar en el analisis de
nuevas ideas que son practicas para el estudio de otros conceptos, logrando

potenciar su creatividad.

Con respecto a la demostracion de menor preferencia, la decisiéon fue la misma en
las dos sesiones, debido a su complicada construccion y algunas falencias del
programa. Si esto no hubiera sucedido no estaria en este lugar debido a su disefio
(estilo rompecabezas), no se desmeritan las demas demostraciones pero en
contraste con la demostracion de mayor preferencia la cual es muy parecida, esta

podria ocupar una mejor posicién.
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CONCLUSIONES Y OBSERVACIONES

Buscando mostrar cual de las diez demostraciones visuales del Teorema de
Pitagoras es la mas adecuada para su ensefanza-aprendizaje; se presentan los
siguientes resultados que surgieron a través de toda esta experiencia. Después de
realizar el analisis en el capitulo 4, sobre cual fue la demostracion de mayor y
menor preferencia, por parte de los profesores del grupo EDUMAT vy los

estudiantes del grupo EULER, se concluye:

La inclusion de nuevas herramientas tecnologicas (software educativo,
rompecabezas, calculadoras, etc.) en las aulas de clase, permite que los
estudiantes desarrollen su capacidad cognitiva. En la demostracion del Teorema
de Pitagoras, se ve reflejado y estamos seguros que con esta introduccion, la
interaccidon entre el maestro y el estudiante sera mas provechosa hasta el punto

de alcanzar nuevas demostraciones.

Aunque algunas veces la geometria no necesita del algebra para argumentar sus
conceptos, en otras ocasiones el lazo que existe entre ellas es de vital importancia
para la justificacion, esto lo vemos en algunas de las demostraciones visuales en

las cuales se necesito revisar su prueba algebraica para llegar al resultado.

La demostracion de mayor preferencia para los profesores fue la numero 4 y para
los estudiantes fue la numero 9. Estas demostraciones son provechosas para la
ensefanza, gracias a la creatividad de su construccion y su comprension basica
en cualquier nivel, ademas, se prestan para la utilizacion de herramientas
geométricas y didacticas que hacen que su ensefanza en las aulas de clase sea

mas enriquecedora, tanto para el estudiante como para el profesor.
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En la seleccion de las demostraciones de mayor preferencia por parte de los
profesores y de los estudiantes, vimos que ambos tuvieron las mismas razones
que fueron la creatividad y la facilidad para desarrollar el concepto, a pesar de que
escogieron demostraciones diferentes. Lo cual nos permite inferir que ellos buscan
la forma mas practica para ensefar (profesores) y adquirir (estudiantes) el

concepto.

La demostracion numero 7 por sus problemas con la traslacion de los poligonos
que eran claves para la justificacién, se convirtido en la menos preferida, asimismo
su construccion necesita de varios conceptos geométricos que aunque basicos
complican el desarrollo de la demostracion. Aqui vemos que las demostraciones
que mas incluyen contenidos geomeétricos, algebraicos y en general matematicos

no tuvieron mayor preferencia.

Las demostraciones visuales son de gran ayuda, pues prueban el concepto de una
manera facil y sencilla, que a su vez proporcionan el interés en los estudiantes y
aun mejor, tranquilidad a los docentes; pues no tienen que hacer piruetas para

llamar la atencién de los estudiantes al introducir cualquier tema en sus clases.

De las diez demostraciones, la que creemos la mas adecuada para la ensefianza,
en base con el anterior analisis, es la numero 9 que fue la preferida por los
estudiantes. Esta decision la tomamos, debido a que la demostracion es muy
creativa y solo involucra triangulos rectangulos para el desarrollo de su
construccion, lo cual permite que el estudiante no se confunda a la hora de
adquirir el concepto. Con esta conclusién no queremos, desmeritar las otras
demostraciones, porque todas son muy valiosas, sino que pensamos que esta es

la mejor para el entendimiento del teorema.
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ANEXO 1.

UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
Universidad Escuela de Matematicas
Industrial de Proyecto de Grado Il

Santander Diez Demostraciones Visuales del Teorema de Pitdgoras
Sesidn Profesores: Grupo EDUMAT-UIS

Nombre:

Institucion educativa:
Las siguientes son las diez demostraciones del Teorema de Pitagoras (en el orden en que se presentaron). Clasifiquelas de 1 a
10, segun su preferencia a la hora de ensefar el concepto, marcando debajo de cada posicion el niumero de la demostracion
correspondiente. Al respaldo de esta hoja puede dar sus observaciones con respecto a su clasificacion.

Clasificacion
1 2 3 4 o 6 7 8 9 |10 Menor preferencia

Mayor preferencia

Demostracion 1. Demostracion 2.

Demostracion. 3

Demostracion 5. Demostracion 6.

Demostracion 7. Demostracion 8.
/
Demostracion 9. Demostracion 10.
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Universidad

Industrial de
Santander

Nombre:

ANEXO 2.

UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
Escuela de Matematicas
Proyecto de Grado Il
Diez Demostraciones Visuales del Teorema de Pitagoras
Sesidén Estudiantes: Grupo Semillero Euler-UIS

Institucion educativa:

Las siguientes son las diez demostraciones del Teorema de Pitagoras (en el orden en que se presentaron). Clasifiquelas de 1 a
10, segun su preferencia a la hora de adquirir el concepto, marcando debajo de cada posicidon el numero de la demostracion
correspondiente. Al respaldo de esta hoja puede dar sus observaciones con respecto a su clasificacion.

Mayor preferencia

Demostracion 1.

Demostracion. 3

Demostracion 5.

Demostracion 7.

Demostracion 9.

Clasificacion

2

3

4 |56 |7 |8|9/|10

Menor preferencia

Demostracion 2.

Demostracion 6.

Demostracion 8.

Demostracion 10.
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