INTRODUCCION A LOS GRUPOS DE LIE

LEIDY MILENA CARRILLO JAIMES

UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
FACULTAD DE CIENCIAS
ESCUELA DE MATEMATICAS
2004



INTRODUCCION A LOS GRUPOS DE LIE

LEIDY MILENA CARRILLO JAIMES
Monografia para optar al titulo de

Licenciada en Matemadticas

Director
Marlio Paredes Gutierrez

Ph. D. en Matemaética

UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
FACULTAD DE CIENCIAS
ESCUELA DE MATEMATICAS
2004



TITLE: INTRODUCTION TO LIE GROUPS!

AUTHOR: LEIDY MILENA CARRILLO JAIMES?

KEY WORDS: Manifold

Diferentiable

Group

Topology

Lie

Algebra

The subject of this monograph is included in the maths area kown as differential geom-
etry as well as in general topology, which is very important for maths.

In this work we try to make an introductory study of the theory of Lie groups, based on
the properties of other mathematical structures as the topology groups and diferentiable
manifolds, also we find an algebra asociated to the group itself.

This work has five chapters:

in the first, introductory chapter we have the fundamental definitions, examples and
prepositions that are going toserve us as a base for understanding this subject, chapters
two and three show the properties of topological groups and diferentiable manifolds in
general; in chapter four we study some definitions and properties of the vectorial fields
about diferentiable manifolds, the last chapter is about basic definitions and properties
of Lie grups that together with some examples introduce them to the theory.

This monograph was developed in the research project: geometry of homogeneous man-

ifolds associated to complex semi-simple Lie groups, supported by Colciencias.
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El tema de esta monografia estd ubicado dentro del drea de la matematica moderna
conocida como Geometria Diferencial y también en parte se encuentra inmerso dentro
del drea de la topologfa general, el cual es muy importante en las matematicas.

Se pretende con este trabajo realizar un estudio de introduccién a la teorfa de los
grupos de Lie, basados en las propiedades de otras estructuras matematicas como lo
son los grupos topolégicos y las variedades diferenciables. También se muestra el dlgebra
asociada con el grupo mismo.

Este trabajo estd conformado por cinco capitulos:

En el primero encontramos los preliminares donde se hace un resumen de las principales
definiciones , ejemplos y proposiciones que nos van a servir de base para entender el
tema, en los capitulos dos y tres se muestran las propiedades de los grupos topolégicos
y de las variedades diferneciables en general, en el capitulo cuatro se estudian algunas
definiciones y propiedades de los campos vectoriales sobre variedades diferenciables, y
por ultimo el capitulo cinco contiene las definiciones bésicas y las propiedades de los
grupos de Lie que junto con algunos ejemplos introducen a la teorfa de los grupos de

Lie.
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Esta monografia se desarrollé dentro del proyecto de investigacién: geometria de var-
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Introduccion

En el curso de dlgebra moderna se estudia cémo un conjunto, dotado con una operacién
que cumple algunas propiedades forma una estructura llamada estructura de grupo.
Por otro lado en el curso de topologia se estudia cémo un conjunto X y una familia
de subconjuntos de X, que satisfacen ciertas condiciones, determinan una estructura
llamada espacio topolégico.

De estas dos estructuras se derivan los grupos topolégicos que corresponden entonces

a un conjunto dotado simultdneamente de estructura de grupo y de espacio topolégico.

En el drea de la matematica moderna conocida como geometria diferencial se estudian
las variedades diferenciables que son importantes para el estudio del cédlculo
diferencial e integral en espacios mds generales que el espacio euclidiano, por ejemplo

cierto tipo de espacios topolégicos.

Los Grupos de Lie son estructuras que combinan la estructura de grupo topolégico y
la de variedad diferenciable junto con ciertas condiciones. Diversas propiedades de los

grupos de Lie dependen de su topoldgia y de su estructura de variedad diferenciable.

Sophus Lie fue un matematico noruego del siglo XIX quien junto con Félix Klein pro-
pusieron la “Teoria de los grupos continuos” como fue llamada originalmente, esta fue
una manera de unificar la geometria euclidiana y la geometria no euclidiana. Aunque
este tema se comenzo a estudiar en el siglo XIX solo tuvo éxito en el siglo XX, caracteri-
zado por el trabajo de Borel y Hirzebruch en las llamadas “Clases caracteristicas”, estos
son invariantes topoldgicos que combinan: los grupos de Lie, la geometria diferencial,

la topologia, y claro, el dlgebra asociada con el grupo mismo.

Considerando de interés este tema se hace una revisién bibliogrédfica para comprender

la teorfa de los grupos de Lie, en la primera parte encontramos los preliminares donde



se muestra una serie de definiciones bédsicas para iniciar el estudio, en los cdpitulos 2
y 3 se muestran las propiedades de los grupos topolégicos y de las variedades diferen-
ciables en general, en el cdpitulo 4 se estudia algunas definiciones y propiedades de los
campos vectoriales sobre variedades diferenciables, y por ultimo el capitulo 5 contiene
las definiciones bésicas y las propiedades de los grupos de Lie que junto con algunos

ejemplos introducen a la teorfa de los grupos de Lie.



Capitulo 1

Preliminares

Es necesario contextualizar siempre que emprendemos cualquier actividad; es por esto
que en este capitulo se muestran las principales definiciones y teoremas, que se usaran
en el desarrollo del tema a tratar, los cuales se estudian en la teorfa de grupos y en
topologfa. El manejo de estas definiciones facilitard la comprensién de la teoria de

grupos de Lie.

Definicién 1.1 Sea n > 0 un entero, un arreglo de nimeros reales (x1,xs, ..., T,) se
llama punto n-dimensional o vector con n componentes. El nimero xy, es la k — ésima
coordenada del punto. El conjunto de todos los puntos n-dimensionales se llama espacio

euclideano n-dimensional y se designa por R™.

Definicién 1.2 Un grupo G es un conjunto de elementos con una operacion bina-
ria, (esta operacion es usualmente denominada multiplicacion, se nota por ab, donde

generalmente ab no es igual a ba), tal que:

i) Para todo par ordenado de elementos a,b de G, el producto ab = c existe y

es un elemento unico de G.



i1) Existe un elemento 1 tal que la = a , para todo a de G; 1 es llamado unidad por

la izquierda de G.

i1i) Para todo a de G, existe un elemento x de G tal que za=1; x es llamado

1wverso por la izquierda de a.
iv) La operacion es asociativa.

Proposicién 1.1 Si un conjunto de elementos cumple las condiciones de la definicion
anterior entonces: La unidad por la izquierda es a la vez unidad por la derecha y, un

elemento inverso por la izquierda es a la vez inverso por la derecha.

Demostracién. Para un a dado, tenemos za = 1 y por la condicién iii) existe y tal
que, yr = 1. Luego ax =1 (ax) = (yx) (ax) = y [z (ax)] =y (va)x =y (lx) = yx =1
es decir, ax = 1; asf un elemento inverso por la izquierda es a la vez un inverso por la
derecha. Ademds, a = la = (ax)a = a(ra) = al es decir, a = al; asf la unidad por la

izquierda es a la vez unidad por la derecha. B

Ejemplo 1.1 FEl n-espacio euclideano, es decir (R", o) es un grupo; donde la operacion
o estd definida ast:
Si = (21,29, .., Tn) Y Y= (Y1,Y2, ..., Yn) entonces xoy = (T1 + Y1, T2 + Y2, ooy Tn, + Yn)

y —x = (—mx1,—2x2,...,—T,), ademds la unidad es igual a (0,0, ...,0).

Ejemplo 1.2 Los nimeros complejos distintos de cero denotados por, C*, junto con la

multiplicacion de complejos tienen estructura de grupo.

Definicién 1.3 Un subconjunto H de un grupo G, puede él mismo formar un grupo con

respecto al producto definido en G. Tal conjunto de elementos H se llama un subgrupo

de G.



Ejemplo 1.3 Podemos considerar la circunferencia S' = {z € C : |z] = 1} como

subgrupo del grupo (C*, multiplicacion de complejos).

Definicién 1.4 Sean (G,x) y (G',-) grupos. Una aplicacion f de un grupo G en un
grupo G' se llama homomorfismo si conserva la operacion es decir, f(x*y) = f (z) -
f (y) para dos elementos cualesquiera x, y de G. Si ademds [ es biyectiva se dice que

es un isomorfismo de grupos.

Definicién 1.5 Dados dos grupos G y G' podemos formar, partiendo de ellos, el con-
Junto de todos los pares ordenados (g,4'), g € G, ¢ € G'. Estos pares ordenados seran
los elementos de un nuevo grupo, el producto directo G x G', si definimos nuestro pro-
ducto por la regla (g1,97) (92, 95) = (9192 , g195) esta satisface todos los ariomas de

grupo.

Definicién 1.6 Sea = = (1,22, ....,x,), Y= (Y1,Y2,.--,Yn) puntos de R", definimos

la distancia euclidiana entre x y y como

d(l‘,y) =

Definicién 1.7 Sea ¢ >0 ya € R". El conjunto de todos los puntos x de R™, tales
que d(x,a) < e se denomina bola abierta con centro en a y radio €. Designamos

este conjunto por B(a,e) ={z € R":d(z,a) < e}.

Definicién 1.8 Una topologia sobre un conjunto no vacio E se puede definir si se dd
una coleccion de abiertos T de subconjuntos de E que satisfacen:
i) El subconjunto vacio y E mismo pertenecen a T.
i1) Si F' y G son dos conjuntos que pertenecen a T, entonces F'N G pertenece a T.
i11)Si {F;},c; es una familia arbitraria de conjuntos de T, entonces UE es un

icl
elemento de T.



Definicién 1.9 Un conjunto E junto con una topologia definida sobre él, se llama

espacto topoldgico, y se dice que E estd dotado de esta topologia.

Ejemplo 1.4 Sea X un conjunto y 7 = {¢, X}, 7 es una topologia sobre X, llamada

topologta indiscreta o trivial y (X, T) es un espacio topoldgico.
Ejemplo 1.5 Sea X un conjunto infinito, A es abierto si y solo st A = ¢ ¢ A° es finito,
T ={A: A es abierto}.
i) X¢ = ¢, es finito entonces X € T.

it) sea § = {Ai},c; C 7. Como Afes finito, para cada i€ I,

(U Ai> = ﬂAic es finito, es decir UAi ET.

iel iel iel
iii) Sea § ={A;,i=1,2,...,n} C 7.
*Si A; = ¢ para algiin i = 1,2, ...n entonces ﬂAi =¢pyoper.

=1

*Si A; # ¢ para todo i = 1,2, ...n entonces (ﬂ A,-) = U AS como AS es finito y
i=1 i=1

n

la union de conjuntos finitos es un conjunto finito, entonces U A¢ es un conjunto
i=1

finito luego ﬂ A eT.
i=1
Asi T es una topologia sobre X conocida como la topologia cofinita y (X, T)es un espacio

topoldgico.

Definicién 1.10 Sea (X, T) un espacio topolégico, x € X, V C X, se dice que V es

vecindad de X si existe un abierto O tal que :

re0OCV



Definicién 1.11 Sea (E,T) un espacio topoldgico. Una familia [ C 1 de abiertos de
T se dice que es una base para T, si todo abierto de T es union de elementos de 3. Si

es ast los elementos de 3 se llaman abiertos bdsicos.

Definicién 1.12 Sean (X,7) y (Y, 0) espacios topoldgicos, se define la topologia pro-
ducto X x'Y como la topologia que tiene como base la familia

p={UxV|Uer,Veao}.

Ejemplo 1.6 El conjunto de todos los intervalos abiertos de R es una base para la
topologia usual de R y el conjunto de los rectdngulos abiertos es una base para la

topologia usual de R?.
Ejemplo 1.7 5i

X ={a,b,c,d,e} y1m={¢p,X,{a},{d, e}, {a,d, e}, {b,c},{a,b,c}, {bc d e}},
entonces f = {{a},{b,c},{d,e}} es una base para .

Definicién 1.13 Sean (A, 1) y (B, i) espacios topoldgicos y sea f : A — B wuna
funcion de A en B, diremos que f es continua si y solo si para todo G € u se cumple

que fH(G)er.

Ejemplo 1.8 Sean los espacios topoldgicos A = {a,b,c,d} dotado de la topologia T =
[6,4,{a,b} ,{e.d}} y B = {1,2,3,4,5} dotado de la topologia 1 — {9, B, {2,5} ,{1,2,5}}.

La funcion

f: A B
a 1

b 2

& 3

4



es continua en el punto ¢ ya que f(c) = 1, y el conjunto de vecindades de 1 es
V(1) = {{1,2,5}, B} para cualquier vecindad v' de f(c) = 1 que se tome, tenemos

que f[~1 (V') €.

Definicién 1.14 Sean (A, 1) y (B, 1) espacios topoldgicos, un homeomorfismo entre A
y B es una funcion g : A — B que es biyectiva y bicontinua, es decir, ¢ y ¢ ' son

continuas.

Ejemplo 1.9 f : R — R definida por f (x) = 2z es un homeomorfismo de R consigo

mismo.

Ejemplo 1.10 Sean los espacios topoldgicos A = {1,2,3,4} dotado de la topologia T =
{6,A,{1,2} ,{2}} vy B ={a,b,c,d} dotado de la topologia = {¢, B,{c,d} ,{c}}. Los
espacios (A, T) y (B, ) son homeomorfos; un homeomorfismo es la funcion f : A — B

definida asi: f (1) =d, f(2)=c¢, f(3)=a, f(4) =b.

Definicién 1.15 Una dlgebra de Lie consiste de un espacio vectorial g dotado de un

producto ¢ corchete
[]:gxg—g

con las siguientes propiedades:

1. Es bilineal.
2. Antisimétrico, esto es, [X, X] =0, para todo X € g.

3. Satisface la identidad de Jacobi, es decir, para todo X,Y,Z € g,
X[V Z] + [Z, [ X, Y]] + [V, [Z, X]] = 0.
Ejemplo 1.11 R3 es una dlgebra de Lie con el producto de Lie

[z,y] =2 xy.



Ejemplo 1.12 gl (n,K) el espacio de todas las transformaciones lineales de un es-
pacto vectorial de dimension n sobre K; es decir el espacio de las matrices n X n con

coeficientes en K es una dlgebra de Lie. En este caso el corchete estd dado por
(X,)Y]=XY -YX,
donde X y'Y son matrices con coeficientes en K.

Finalmente, presentamos un teorema del andlisis cldsico, conocido como el teorema de
la funcién implicita, el cual necesitaremos para la demostracién de un teorema en el

capitulo 5.

Teorema 1.1 Sea 2 C RP x R? abierto y sea (a,b) € Q. Suponga que F : Q@ — RY

pertenece a la clase C* (), que F (a,b) =0, y que la aplicacion lineal definida por
L2 (U) = DF(aab) (O’U)u CIS Rq)

es una biyeccion de R? sobre RY.
a) Entonces existe una vecindad abierta W de a € RP y una funcion inica o : W — R?

perteneciente a la clase C* (W) tal que b= (a) y
F(z,¢(x)) =0, para toda xz € W.

b) Existe una vecindad abierta U de (a,b) en RP X RY tal que el par (x,y) € U satisface

F(z,y) =0 siysolosiy=¢(x), parax € W.



Capitulo 2

Grupos topolégicos

Diversas propiedades de los grupos de Lie dependen de su topologia y de su estructura
de variedad diferenciable, estudiaremos esas propiedades para grupos topolégicos y

variedades diferenciables generales.
Definicién 2.1 Un grupo topoldgico es un grupo dotado de una topologia que cumple:

1) La funcién p: G x G — G, p(g1,92) = 9192 €s continua, cuando se considera

G x G con la topologia producto y
2) la funcioni: G — G, i(g) = g~ es continua.

De forma alternativa, GG es un grupo topolégico, si la aplicacién p : G x G — G definida
por p(g,h) = gh™! es continua.
De aqui, p es continua si p e 7 son continuas y si p es continua entonces g — (1,g) — g~
es continua, por lo tanto p(g,h) = p(g,h™!) es continua para cada g € G. Definimos
las siguientes aplicaciones:

- Traslacién a izquierda I, : G — G, I, (h) = gh,

- Traslacion a derecha r, : G — G, vy (h) = hg

10



- Conjugacién (automor fismo interno) C, : G — G, Cy (h) = ghg™!
Estas aplicaciones son continuas pues I, = poS, 1 y 1y = poS, 2, donde S, (k) = (g,h)y
Sg.2 (h) = (h, g) son aplicaciones continuas de G — G x G. De estas definiciones se sigue
que lg o0l =r507r,1 = Identidad y estas igualdades muestran que las translaciones

1

l, y 74 son homeomorfismos con (I,) "' =1, 1y (ry) ' =7, 1.

Ejemplo 2.1 S! wvisto como {z € C: |z| =1} o como R/Z, pues esta particion se re-
duce a un segmento de recta cuyos puntos extremos son en realidad el mismo punto lo
que representa la circunferencia S*, es un grupo topoldgico con el producto de niimeros

complejos.

Ejemplo 2.2 Sea {G;},.; una familia de grupos. Un producto cartesiano G' = [[ G; es
il
un conjunto formado por las aplicaciones f : I — |J G; tales que f (i) € G; para todo
i€l
1 € 1. Un producto cartesiano admite una estructura de grupo en el que el producto es

dado componente a componente: (fg) (i) = f (i) g (7).

Una topologfa producto en H (G; es generada por abiertos de la forma H A;con A; C G;
abiertos, i € I 'y A; = G, sz;vo en un nidmero finito de indices. Corrzlf)les un producto
componente a componente y cada G; es un grupo topolégico, G' es un grupo topolégico
con la topologfa producto. En particular, si I es un conjunto finito, H Gi =G x...xGy,
sus elementos son n—uplas, g = (g1, ..., gn) , g;i € G;. Su multiplicaczieo’ln es dada por gh =

(g1h1, ..., gnhy) y una topologia es generada por subconjuntos de la forma A; x ... x A,

con A; C (G, abierto.

Proposicién 2.1 Sean A C G un conjunto abierto no vacio y g € A. Entonces g~ *A

L son vecindades del elemento neutro de G.

yAg~
Demostracion. Sea g € A, como g-'g = 1 entonces 1 € g *A. Ademds g *A =
{g7 'z : x € A} es una traslacion a izquierda L,-1, como las traslaciones son homeo-

morfismos g~ A es abierto si A es abierto.



Asi g7t A es vecindad de cada uno de sus puntos en especial g~ A es vecindad de 1.

Andlogamente Ag—'es vecindad de 1.1

De aqui se puede notar que toda la informacién sobre una topologia de G estd con-
centrada en el conjunto de las vecindades abiertas del elemento neutro. El conjunto
de estas vecindades es denotado por /(1) o simplemente /. La siguiente proposicién

enumera algunas propiedades de /.

Proposicién 2.2 Sea G un grupo topoldgico, entonces IV el conjunto de vecindades
abiertas del elemento neutro 1 tiene las siguientes propiedades:

1) El elemento neutro 1 pertenece a todos los elementos de I/ .

2) Dados dos conjuntos U,V en UV, UNV estd en U.

)
)
3) Para todo U € UV, existe V €l tal que V* C U.
4) DadoU e V,Ute V.

)

5) Para todo g€ G yU e UV, gUgt e V.

Demostracién. La propiedad 1) se tiene por definicién y la propiedad 2) se tiene para
las vecindades de un punto en un espacio topolégico cualquiera.

La propiedad 3), es equivalente a la continuidad del producto en 1, luego p~! (U) C
G x G es un abierto que contiene a (1,1); por tanto, existe un abierto V' de G, con
(1,1) e VxV Cpt(U), esto significa que V2 =p(V x V) C U.

La propiedad 4) se tiene inmediatamente de la continuidad de la funcién i de la definicién
de grupo topolégico.

Por tltimo la propiedad 5) se sigue de que glg™! =1y C, (z) = gxg~' es continua. W

Las propiedades enunciadas en esta proposicion caracterizan completamete el conjunto

de las vecindades de la identidad.



Definicién 2.2 Un sistema de vecindades de la identidad en un grupo topoldgico G es

una familia de conjuntos IV que satisface las propiedades de la proposicion anterior.

Definicién 2.3 Sea G un grupo, una topologia T en G es invariante a izquierda i
gA es abierto en T para todo g € G y A € 7. De forma similar se define la topologia

nvariante a derecha.

Lema 2.1 Sea G dotado de una topologia T invariante a izquierda y a derecha, en-
tonces, G es un grupo topoldgico si y solo si:
1. p es continua en (1,1) y

2.7:G — G es continua en 1.

Demostracién. Es claro que las condiciones son necesarias.

La suficiencia se sigue de las igualdades, cuyas demostraciones son inmediatas.

1) Dado (g,h) € G x G sean L)y Ry n) las traslaciones a izquierda y a derecha

en G x G respectivamente. Entonces po L1y = Lyop y po R4 = Ryop.

2) Dado g € G, i0 Ly = Ry-101.
Ahora tomamos (g, h) € G xG. Entonces poL,1y0 R(1 5y = Lgo Rj,0p, el segundo miem-
bro de esta igualdad es una aplicacién continua en (1, 1) pues L,0 Ry, es homeomorfismo.
Por lo tanto, p o L, 1) 0 R(1,) es continua en (1,1).
Ademas L, 1) o R(1) es un homeomorfismo, luego p es continua en 1 y de ahif 7 es

continuaen g = L, (1). W

Definicién 2.4 Un sistema fundamental de vecindades de un punto x en un espacio
topoldgico X es una familia §, de abiertos de X, tal que cada elemento de § contiene a

x ysi AC X esun abierto con x € A entonces existe B € § tal que B C A.



Proposicién 2.3 Sea G un grupo, y suponga que I/ es un sistema de vecindades de la
identidad en G, entonces existe una unica topologia T que torna G en un grupo topolégico

de tal forma que UV es un sistema de vecindades del elemento neutro en relacion a 7.

Demostracién. Definimos 7 como una familia de subconjuntos A C G tales que para
todo g € A, existe U € I/ tal que gU C A.

Es claro que los conjuntos ¢ y G son elementos de 7.

Para ver que 7 es una topologia tomamos A, B € 7y x € AN B. Entonces, existen
U,V €l/ tales que zU C B. Por la propiedad 2 de la proposicién 2.2 se tiene que,
UNV el/. Ademés z (UNV)=zUNzV C AN B, por lo tanto AN B € 7.

La definicién de 7 muestra que una unién cualquiera de conjuntos de 7 es un elemento
de 7.

Ahora las vecindades abiertas de 1 en relacién a 7 son elementos de /. La propia
definicién de 7 muestra que los elementos de I/ son vecindades de 1. Por otro lado, sea
U una vecindad de 1 en relacién a 7. Entonces existe v €/ tal que 1v C U, luego I/
es un sistema fundamental de vecindades de 1 en relacién a 7.

La definicién de 7 y la propiedad 5 de la proposicién 2.2 garantizan que 7 es invariante
a derecha y a izquierda, luego una traslacién a izquierda gU, u €L/, es también una
traslacion a derecha de la forma gU = (gUg™ ') g, por la propiedad 5 de la proposicién
2.2 si U €/ entonces gUg™! €l/. Luego por el lema 2.1 se garantiza que G unido de
la topologia 7 es un grupo topolégico, se verifica que p e i son continuas en (1,1) y 1
repectivamente.

Estas continuidades son equivalentes a las propiedades 3 y 4 de la proposicién 2.2
respectivamente, concluyendo asf la demostracion de que G es un grupo topolégico con
la topologfa 7.

Para finalizar, supondremos que 7’ es otra topologia que satisface las misma condiciones.

Entonces 1/ es un sistema fundamental de vecindades de 1 en relacién a 7’. Realizando



traslaciones a izquierda , se ve que gV, con V variando en I/, es un sistema fundamental
de vecindades de g € G.

Luego, para todo A € 7'y g € A, existe V €l/ tal que gV C A, de ahf que todo abierto
de 7" es abierto en 7, esto es , 7/ C 7.

Andlogamente se prueba que 1 C 7' yasiT=7". R

Definicién 2.5 Sea G un grupo topoldgico y H un subgrupo de G. La topologia de G
induce una topologia en H, cuyos abiertos son de la forma AN H con A abierto en G.

Con esa topologia decimos que H es un subgrupo topoldgico.

Se define py : H x H — H el producto en H, que es una restriccién a H del producto
p de G. Para todo subconjunto A C G se tiene p;' (AN H) =p ' (A)N(H x H).

En particular, si A es abierto, p;;' (AN H) es un abierto de la topologia inducida en
H x H por la topologfa producto en G x (. Esta topologia inducida coincide con la
topologia producto de H. De ahi que py es continua y de la misma forma iz (h) = h™?

es continua en H.



Capitulo 3

Variedades diferenciables

Definicién 3.1 Sea A C R" un conjunto abierto de R™ y sea f : A — R, se dice

que f es una aplicacion n-veces continuamente diferenciable ¢ que f es de clase

6u1+a2+...+amf
drl)er (6x2)2..(fzm) ™

C™, (n€N), si existen las derivadas parciales i para a; > 0,

ar+as+ ...+ a,, <n oy ademds son funciones continuas en A.

La funcién es de clase '™ cuando es infinitamente diferenciable, es decir todas sus

derivadas existen y todas son funciones continuas.

Definicién 3.2 Sea (A, T) un espacio topoldgico. Una carta local de dimension n en
A, es una pareja (U, ) tal que:
1.Uer,

2.¢:U— p(U) CR" es un homeomorfismo de U sobre un abierto ¢ (U) de R".

n

¢ es llamada la funcién coordenada de la carta. La funcién inversa ¢ ' : ¢ (U) C R" —

U se llama un sistema local de coordenadas.

Definicién 3.3 Dada una carta local (U, ) de dimension n en A y un punto p € U
entonces ¢ (p) = (a1, a2, ...,a,) € ¢ (U) C R" las componentes de ¢ (p) se llamardn

coordenadas locales de p respecto a la carta (U, ) .
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Definicién 3.4 Se dice que dos cartas locales de dimension n sobre A, (U, @) y (V, 1)
estan C* relacionadas si se cumple una de las siguientes afirmaciones:

1. UNV=¢

2. 51 UNV # ¢, entonces las funciones de transicion

gpozﬂfl:w(UﬂV)—Hp(UﬂV)

Yopl=p(UNV)—y(UNV)
son infinitamente diferenciables, es decir, de clase C*.

Definicién 3.5 Un atlas de dimension n para A es una familia o de cartas locales
de dimension n sobre A

p=A{(Ua,p,): a0 €A y A es un conjunto} tales que U U, = A.

acA

Definicién 3.6 Una estructura diferenciable de clase C* sobre A es una coleccion
= {(Ua,¢,) : a €A} de cartas locales de dimension n para la cual se verifican las
siguientes condiciones:

1. LJ@EA Uy, =A (u es un atlas para A).

2.Las cartas locales sobre A estan dos a dos C™ relacionadas ( p es un atlas

diferenciable).

Definicién 3.7 Una variedad diferenciable de clase C*° es un par (A,u), donde A
es un espacio topoldgico y p es una estructura diferenciable de clase C* sobre A. Si las

cartas en i son todas de dimension n decimos que A tiene dimension n.

Ejemplo 3.1 R" es una variedad diferenciable de dimension n. Basta tomar p, =
{(R",idgn)} el cual es un atlas diferenciable con una sola carta que estd formada por

un abierto U = R™ y el homeomorfismo coordenado ¢ = idgn el cual es la identidad de

R".



Ejemplo 3.2 La circunferencia S*

Sea la circunferencia

St={(z,y) eR* | 2* +¢* =1}

y consideramos la proyeccion estereogrdfica de S' sobre la recta real. Sea N = (0,1) y
S = (0,—1) polo norte y sur de S* respectivamente, probemos que S'es una variedad
diferenciable, cuyo atlas tiene dos cartas el cual llamaremos atlas estereogrifico.

Tomemos los abiertos Uy y Ug de St definidos como:
Uy=8"—{N}={(z,y) eR*: ® + 9> =1 Ay £ 1},

Us=5"—{S}={(z,y) eR*: 2’ +y* =1 Ay #—1}.

Ahora tomemos un punto P = (x,y) € S* con P # N y P # S y consideremos las
funciones dadas por ¢ (P) =T y ¢ (P) = &, en donde las coordenadas T y T se pueden
hallar utilizando semejanza de tridngulos, cuyos vertices son los puntos (0,1),(0,0) y

(Z,0) para o5 y (0,0),(0,—1) y (z,0) para ¢4 respectivamente, entonces tenemos que,

T T . - . x
- = —=TY=T—Tr=— 1T = ,
1 y L—y
z f—x: _ _ .z T
- = —Ty=2T—x T = .
1 —y 4 1+y
Luego ¢y y g estdn definidas como sigue:
QZSN:UN_”R ¢SZUS—>]R

P'—>¢N(P>:ﬁ PH(bS(P):ﬁ'



De esta manera tenemos que las parejas (Un, dn) y (Us, ¢g) son cartas locales para
St. Sea st = {(Uy, dx) , (Us, dg)},veamos que 3k es un atlas diferenciable para S* :
1. UyUUg =St

2. Puesto que Uy NUg # ¢ tenemos que verificar que las funciones
dyods s (UvNUs)=R—{0} — ¢y (UyNUs) =R~ {0},

¢sody + ¢5(UvNUs) =R—{0} — ¢y (UnNUs) =R~ {0},
son de clase C*°. Calculando el valor de gbx,l se tiene que

o 1 R —Uy
s— (2,y),

T

sabemos que s = % entonces x = s(1—y) y 22 = 5% (1 —y)®. Reemplazando en la

ecuacion x* + y* = 1 tenemos

32(1—y)2+y2 = 1:32(1—2y—|—y2)—|—y2:1,

== (82+1)y2—232y+(s2—1) = 0.

25244 /451 —4(s2+1)(s2—1 2 )
De donde y = VA AP  ag2ay g2

52 E) = 32r1) = s2a1 Y puesto que y # 1, se concluye

2_ . . .
que y = §2+}. De manera similar se calcula x y se obtiene que x = Sfﬁ, por lo tanto

tenemos que

-1
v R —Uy
2s s2—1
§ <s2+1’ s2+1> :

Por otra parte calculando qﬁglobtenemos

¢5': R —Ug
25 1-s2
§ <32+17 s2+1> :
Realizando la composicion de funciones tenemos que

25 1—s? B Sfil 1
241782 +1

¢NO¢§1 (s) = ¢N(




o s2—1 o
1+ s2+1 §

2s 32—1>_ o] 1

¢SO¢N1(S):¢S(SQ+17SQ+1 =

Las cuales son funciones infinitamente diferenciables, es decir de clase C*.
Luego el conjunto $ = {(Un.¢g); (Us, dg)} constituye un atlas diferenciable para S* el

cual llamaremos atlas estereogréfico. Por lo tanto S*es una variedad diferenciable de

dimension 1.

Ejemplo 3.3 Ahora probaremos que S*admite otro atlas deferenciable llamado atlas

hemis férico, para el cual vamos a considerar los siquientes abiertos de S*definidos por
U, = {(m,y) ceR?: 2?4y =1,Ay > O} “Hemis ferio superior”,

Uy = {(az,y) eR*: 2+’ =1,Ay< O} “Hemisferio inferior”,
Us ={(z,y) e R®: 2* + y* = 1, A,z > 0} “Hemis ferio derecho”,
Uy = {(m,y) ceR*: 2+ =1,A2< O} “Hemis ferio izquierdo”.
Ahora consideremos los homeomorfismos coordenados
¢, Uy — R, definido por ¢, (x,y) =z,
¢y Uy — R, definido por ¢, (x,y) = x,
¢35 = Us — R, definido por ¢5(z,y) =y,
¢, Uy — R, definido por ¢, (x,y) =1y.
Obsérvese, que tanto la imagen de Uy por ¢,como la imagen Uy por ¢, es el intervalo

abierto en R

Di=¢, (U)={rcR:~1<a<1}=¢,(Ua),

de igual manera se tiene que

Dy=¢3(Us) ={yeR: -1 <y <1} = ¢, (Us).



Ast, las inversas de los homeomorfismos coordenados estdn dadas por

¢1 ' Dy — Uy, o1 (2) = (2, V1 —a?),
¢y' Dy — Uy, ¢y (2) = (2, —v1—2?),
¢3' i Dy — Us, ¢§1(y)=<ﬂ,y>,
o' iD— U 6w = (—VI- ).

Tenemos entonces que las parejas (U, ¢;), i = 1,2...,4, son cartas locales para S*.

Ahora probemos que la familia U = {(U; ¢;)} de cartas locales es wun atlas

i=1,2...,4

diferenciable para S*:

4
1. Claramente, |J U; = S*.
i=1
2. Verifiquemos que las cartas estdn dos a dos C'* relacionadas, es decir, comprobemos

que las funciones de transicion

¢ 00,0, (UiNU;) — ¢, (U; NU)

J

son infinitamente diferenciables o equivalentemente que son de clase C*°.
Puesto que los intervalos Dy y Dy son intervalos abiertos, entonces se tiene que las
raices, admiten derivadas de todos los ordenes y por lo tanto cada ¢; también las posee.

Calculemos los U; N Uj, esto es

UynNUy = o,
UnUs={(z,y) eR?2: 22+ 3> =1Ay >0Az >0},

UQﬁUgZ{iC,y

)
UNUyg={(z,y) eR*: 2>+ 3> =1Ay>0Ax <0},

JER? : a2+ 92 =1Ay<0Az >0},

)

(
(
(
UyNUy={(z,y) eR*: 2>+ 3> =1Ay <0Ax <0},

U3QU4:¢.



Liamando A;; = ¢, (U; NU;) y usando los cdlculos anteriores obtenemos

Az =

o, (UNUs)={zeR:0<z<1}C Dy,
93 (U1NUs) ={y €R:0<y <1} C Dy,
o, (U1NU) ={yeR:0<y <1} C Dy,
0o (UsNUs)={xeR:0<x <1} C Dy,
o, (UtNUy)={reR:-1<x<0}C Dy
o5 (UanNUs)={yeR: -1 <y<0} C Dy
Oy (UaNUy) ={zxeR:=-1<x<0}C Dy

o, (UanlUy) ={yeR: -1 <y<0}C Dy

Y

?

Y

Realizando el cdlculo de las funciones de transicion ¢; o gzﬁj_l en las cuales la interseccion

UinNU; # ¢ tenemos

®1 O¢§13

¢4O¢1_13
¢3°¢51

Py 0 ¢3"
¢y 0 ¢y
Py 0 1
¢ 001"
$10¢y

).

Asp — Asg, ¢1O¢§1(9€):< 1 —y?
Ay — An, gg0 ;" () = (Vl —x2),

A — As, 0300, (2) = (—V1—4?),
: Asy — Ags, dy007 () = (VI- 1),
Aoy — As, d1003" (x) = (—V1-27),
: Agg — A, ¢20¢11(y)=(— 1—?/2)7
L Ay — Ay, d30 01" (1) = (VI—a?),
Ap—Au,  dodr () = (—VI-p)

Puesto que el discriminante de la raiz es siempre mayor que cero en cada A;; y como

las raices cuadradas admiten derivadas de todos los ordenes entonces tenemos que las

funciones de trancision

¢; 0 (bj_l son de clase C.



Luego tenemos que la familia de cartas

U= {(Ur,¢1),(Us, ¢3) , (Us, ¢3) , (Us, 4) }

es un atlas diferenciable para S, denominado dtlas hemisférico. Por lo tanto, tenemos

que S* es una variedad diferenciable de dimension 1.

Ejemplo 3.4 La esfera 2-dimensional S* = {(x,y,z) € R®: 2?2 +y*+ 22 =1} es una

variedad diferenciable de dimension 2.

Ejemplo 3.5 La esfera S™ = {(x1, 29, ..., Tp, Tpi1) € R" 1 2f + a3+ ..+ a2 +22,, =1}
es una variedad diferenciable de dimension n, basta utilizar la proyeccion estereogrifica

de S™ en R™ para demostrarlo.

Definicién 3.8 Sean M y N wvariedades diferenciables de clase C*. Una aplicacion
w : M — N se dice que es diferenciable de clase C*°, o simplemente diferenciable, si
para todo p € M existe una carta (Uy, ;) dep en M y una carta (Us, ¢y) para ¢ (p)

en N, con ¢ (Uy) C U, tales que
py0p0pr 1y (Ur) CR™ — R”
es C*°.

Definicién 3.9 Sean M y N wvariedades diferenciables. Una aplicacion ¢ : M — N
es un difeomorfismo si es una aplicacion biyectiva diferenciable y su inversa o' es una

aplicacion diferenciable.



Capitulo 4

Vectores tangentes y campos

vectoriales

4.1. Espacio tangente

Una de las ideas mdas importantes en geometria diferencial es la de espacio tangente a
una variedad diferenciable. Esto estd basado en parte en la idea geométrica intuitiva de
un plano tangente a una superficie, pero ademds el espacio tangente estd profundamente
relacionado con las propiedades diferenciables locales de las funciones definidas sobre la
variedad. Existen varias definiciones de espacio tangente, algunas de las cuales enfatizan
la parte geométrica y otras la parte algebraica. Para variedades de dimensién finita se

puede ver que estas definiciones son en realidad equivalentes.

Definicién 4.1 Una curva sobre una variedad diferenciable M es una aplicacion o de

clase C*, de algun intervalo abierto (—e¢,€) de la recta real en M.
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Definicién 4.2 Dos curvas o1 y o9 son tangentes en un punto p € M si
i) 01(0) =02(0)=p
it) En algin sistema local de coordenadas (x', 22, ..., ™) alrededor del punto p, se cumple

dzt dz’
7 (01 (1)) li=0= 7 (o2 (t)) li=o

parai=1,2,...,m.

NOTA :
Si o1 y 05 son tangentes en un sistema de coordenadas entonces, son tangentes en algiin
otro sistema de coordenadas alrededor de p € M, asf la definicién es independiente del

sistema de coordenadas.

Definicién 4.3 Sea M una variedad diferenciable, un vector tangente a M en p € M
es una clase de equivalencia de curvas en M donde la relacion de equivalencia es que dos
curvas sean tangentes en el punto p. La clase de equivalencia de una curva particular

o se escribe [o].

Definicién 4.4 Sea M una variedad diferenciable, el espacio tangente, T,M, a M en

el punto p € M es el conjunto de todos los vectores tangentes en el punto p.

Definicién 4.5 Sea M una variedad diferenciable, el fibrado tangente T'M es definido

como T'M = U T,M. Existe una proyeccion natural @ : TM — M que asocia cada
peEM

vector tangente con el punto p en M donde este es tangente. La imagen inversa de

algun punto p bajo la aplicacion 7 es justamente el conjunto T,M de todos los vectores

que son tangentes a M.

Esta definicién de vector tangente es consecuente con la geometria intuitiva donde, hay
una forma natural de representar los vectores tangentes como elementos contenidos en

un espacio vectorial, como es el caso de una esfera contenida en el espacio euclidiano.



Esto también se extiende al fibrado tangente T'M el cual, en el caso de la esfera, puede

ser representado como
TS"={(z,v) eR"™ xR |z.o=1yz-v=0}.

Definicién 4.6 Un vector tangente v en T,M puede ser visto como una derivada di-

reccional de funciones f definidas sobre la variedad M. FEsto es,

V()=S0 0) o,

donde o es alguna curva en la clase de equivalencia representada por v, es decir, v = [o].

Veamos que v (f) no depende de la o escogida. Sean o1 y 0y dos curvas tangentes en

p € M y tomemos un sistema local de coordenadas (x!, 2?2, ...,2™) alrededor del punto
p, luego
d dx’
ulf) = 2 fo1(t)) limo= —r (01 (1) |0,
d dx’

va(f) = S fo2(®)) limo= — (02 (1)) o ,
ademds oy (0) = 02 (0) = p, luego vy (f) = v2 (f) (por la definicién 4,2).

Un espacio tangente puede ser considerado en algiin momento como una linealizacién
local de la variedad diferenciable. Una aplicacién h entre dos variedades diferenciables
M y N puede también ser linealizada con la ayuda de los espacios tangentes y la
estructura de espacio vectorial que ellas poseen, para ello la definicién de la aplicacién

hy.
Definicién 4.7 Sih: M — N yv € T,M entonces definimos h, (v) en TyyN por

he (v) = [hoa], dondev =|o].



La aplicacion h, es lineal, es decir, para todo vi,vo € T,M yr € R,

he (U1 +v9) = hy(v1) + hy (v2),

he (rv) = rhy(v).

Definicién 4.8 Sean M, N wvariedades diferenciables. Una aplicacion diferenciable ¢ :

M — N es una inmersion si la ¢, : T, (M) — Ty (N) es inyectiva para todo p € M.

La idea de que un vector tangente pueda ser visto como un tipo de operador diferencial

es una forma algebraica de ver los vectores tangentes.

4.2. Vectores tangentes como derivacién

Retomamos la ecuacion de la definicién de un vector tangente como una derivacién

0(f) = 55 (7 (6) Lo, donde [o] =,
la cual facilita la representacién de las clases de equivalencia de las curvas v € T,M
actuando como un operador diferencial en el espacio C*° (M) = {f : M — R : f es
infinitamente diferenciable}, de funciones diferenciables de valor real sobre M. Esta
definicién algebraica permite ver a T, M como un espacio de derivadas direccionales;
pensando C'* (M) como un anillo sobre R y un vector tangente como una aplicacién

de este anillo en R.

Definicién 4.9 a) Una derivacion en un puntop € M es una aplicacionv : C*® (M) —
R tal que

i)v(f+g)=v(f)+v(g), para toda f,g € C> (M).

ity v(rf)=rv(f), para toda f € C*° (M) yr € R.

ii) v(fg) = f(p)v(g) + 9(p)v(f), para toda f,g en C= (M).

b) El conjunto de todas las derivaciones de p € M es denotado D, M.



Al espacio de derivaciones D,M se le puede dar ficilmente una estructura de espacio

vectorial, definiendo

(1 +v2) (f) = vi(f) +va(f)
v(rf) = r(f)

para todo vy, v9,v € D,M, fe C®(M)yrekR.

Lema 4.1 Sea (U, ¢) una carta alrededor de p € M asociada con las funciones coor-
denadas (z', 22, ...,2™) y tal que z* (p) = 0 para todo pn = 1,...,m = dim(M), entonces
para alguna f en C® (M) existe f, € C (M) tal que

i) fu(0) = (522), 1

it) f(q) = f(p) + >_2"(q) fu(q), para todo q en una vecindad de p.
pn=1

Demostracién. La condicién i) significa que la funcién f puede ser escrita localmente

COoImo
m

FOY=F@)+Y 2" () ).

p=1

Sea F' = f o ¢ ' definida en una bola abierta B alrededor de 0 € R™. Entonces, para

a € B,

F(ai,as,...,an) = Fl(ay,...,an) — F (a1, a,...;am_1,0)
+F (a1, ...,am-1,0) — F (ay, a9, ..., yp_2,0,0)
+...
+...

+F (ay,0,...,0) — F(0,0,...,0) + F (0,0, ...,0) .



Esta identidad puede ser escrita como

F(ay,a,....am) = F(0,0,..,0) + Y F(ay,...,ta,,0,....0) =,
pn=1

= [t oF
= U, ..., — A1y ey Apy—1, Ay -y a s
F(0,0,...0)+ ) ( ity by, . 0) aydt

— Jo Ou*
= F(0,0,...,0) + ZCL#FH (a1, a9, ..., ),
pn=1
donde F), (a) = 01 6871”; (a1,...,a,-1,ta,,0,...,0) dt es una funcién de clase C*° en B C

R™. Ahora definimos f,, = F), o ¢ la cual inicialmente es definida para una vecindad de

p € M pero que puede ser extendida arbitrariamente al resto de M, entonces

flo) = (feo ) (¢(@)=F (=" (q),....2" (q)),

= F(0)+ Y e @F (z' (9),-. 2" (9)) .

= f)+ ) @) fu(q),

y de aquf se tiene la representaciéon deseada. Ahora,

(%)pf = (%)pf(p) - il (%)px”fv(p) + 2°(p) (%)pfv] ,

donde f(p) hace referencia a la funcién constante la cual asigna el mismo valor f(p) a

todos los puntos ¢ € M. Sin embargo, si v € D,M y sic: M — R es una aplicacién
constante entonces
v(e) = cv(l) =co(1,1) =c[lo(l) + 1w(1)],

= 2cv(1),

y de aqui v(c) = 0. Aplicando este resultado a la ecuacién

() 7= (5) S0+ 3 [(%)pxm(p) Fa'(p) (})f] ,

v=1



tenemos que

(5) - fj (5) =500 = 1,10

con lo que se completa la demostracién del lema. B

Teorema 4.1 La aplicacion lineal p: T,M — D,M definida por

[ ()] (f) = %f(a () le=0,  donde [o] = v
es un isomorfismo.

Demostracién. Sea v € D,M y costruimos una curva o, : (—¢,¢) — M tal que

i) 0,(0) =p
it) v(azh) = Lat o oy (t) |1=o

entonces, si f € C* (M),

pero
d d
il o0 = oo evem
- ;m(f ¢ )|¢p) dt (¢00v)|t0
(0
- Z(&pﬂ) f—xu u(t) li=0=v(f)
pn=1

ast [0,] (f) = v(f) y de ahi la aplicacién p es sobreyectiva. B

4.3. Campos vectoriales

Consideramos ahora funciones las cuales asignan un vector tangente a cada punto de

M.



Definicién 4.10 Un campo vectorial X de clase C'*° sobre una variedad diferenciable
M es una aplicacion que asigna un vector tangente X, € T,M para cada punto p € M,

esto significa que para toda f € C®(M), la funcion
M — R

pr— (Xf) (p) = Xp(f)

es de clase C*.

Asi un campo vectorial puede ser visto como una aplicaciéon X : C*® (M) — C* (M),
donde f —— X(f) es definida por p — (Xf)(p) = X,(f). La funcién X(f) es
frecuentemente conocida como la derivada de Lie de la funcién f a lo largo del campo

vectorial X y es denotada Lx f.

La aplicacién f — X (f) cumple las siguientes propiedades con respecto a la estructura
de anillo sobre C*°(M)

i) X (f +9) = X(f) + X(g) para toda f,g € C> (M),

it) X(rf) =rX(f) para toda f € C* (M) yr € R,

1) X(fg) = fX(g9)+ gX(f) para toda f,g € C*> (M).

Definicién 4.11 Sean M y N variedades diferenciables, y sean X y'Y campos vecto-

riales en M y N respectivamente, entonces
(X, Y]=XY -YX.
Es decir, [ X, Y] (f) = (XY =Y X)(f) =X (Y (f)=-Y (X (f)), para toda f € C>= (M).

Definicién 4.12 Sean M y N wariedades diferenciables, h : M — N y sean X y
Y campos vectoriales en M y N respectivamente, entonces X y Y se dice que estan

h — relacionados si para todos los puntos x en M,

hi(Xz) = Vi)



y entonces escribimos Y = h, X.

Si h.X1 =Y1 y h.Xs = Y3 entonces, para toda f en C* (M) utilizamos que X (foh) =

(Y f) o h para escribir

(M, Y2] floh = (Yi(Yaf))oh—12,
= Xi(Yaf)oh—1<2,
= X1(Xo(foh))—1<2,

= [X1, Xo](foh),

de donde se tiene que

ho (11, 5], ) = (B X1, B Xl

para todo p en M.

Ast [ X7, X estd h — relacionado a [Y7,Y3] con
hy [X1, X = [h X1, by Xo]

Definicién 4.13 Sea X un campo vectorial sobre una variedad diferenciable M y sea
p un punto en M, entonces la curva integral de X que pasa por el punto p es una curva
t — o (t) en M tal que

i)o(0)=p

i) o (

)S = X,(s), para todo s en algin intervalo abierto (—e,c) de R.

&l

Definicién 4.14 Un campo vectorial X sobre una variedad diferenciable M es completo
st para cada punto p en M, la curva integral que pasa por el punto p puede ser extendida

a la curva integral de X que es definida para todo t € R.



Capitulo 5

Grupos de Lie

Los grupos de Lie han jugado un papel importante en la historia de las matemaéticas del
siglo XX; estos datan del siglo XIX cuando Sophus Lie y Felix Klein entre otros, pro-
pusieron “La teorfa de los grupos continuos” como fue llamada originalmente. Aunque

este tema se comenzo a estudiar en el siglo XIX solo tuvo éxito en el siglo XX.

5.1. Grupos de Lie

Definicién 5.1 Un Grupo de Lie es una variedad diferenciable, G, junto con una
aplicacion diferenciable ¢ : G x G — G siendo G un grupo. Donde ¢ satisface

L ¢(a,¢(bc)) =¢(p(ab),c).
2. Eziste e € G tal que ¢ (e,b) = b, para todo b € G, y

1

3. existe una aplicacion diferenciable de G en G que envia a — a™~ 1y satisfa-

ce que (a,a‘l) =e.

Denotaremos ¢ (a,b) por ab.

Mas brevemente, un grupo de Lie es un grupo el cual tiene la estructura de variedad

diferenciable y para el cual la aplicacién de G x G en G, definida por (z,y) — zy ™! es
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diferenciable. En realidad, la aplicacién x —— x~! puede escribirse como (e, z) — ex ™!

asi tenemos 3.
Ejemplo 5.1 G = R" con la operacion de suma, es un grupo de Lie.

Ejemplo 5.2 G = {x € R:2 >0} con la multiplicacion como producto es un grupo

de Lie.

Ejemplo 5.3 G = GL(n,R) con la multiplicacion de matrices como producto, donde
GL(n,R) ={A € M(n,R) : det(A) # 0}.

El espacio M (n,R) esta en correspondencia biyectiva con R™ heredando asi una
topologta natural y una estructura diferenciable, notese que det : M (n,R) — R,
A — det A es una aplicacién continua y de aqui se tiene que det™* {0} es un subcon-
Junto cerrado de M (n,R). GL (n,R) es el complemento de este subconjunto cerrado, por
lo tanto GL (n,R) es un abierto de M (n,R) . Como ambos adquieren una topologia y
una estructura diferenciable de M (n,R), es con respecto a esta estructura que GL (n,R)

es un grupo de Lie.

Ejemplo 5.4 Sea G el grupo de matrices triangulares superiores nxn con los elementos

de su diagonal iguales a 1. Como congunto G estd en biyeccion con el espacio vectorial

n(n—1) . . . . .,
R™=, por lo tanto se tiene una estructura de variedad diferenciable. En relacion a

esta estructura el producto en G (producto de matrices) es diferenciable por lo que G

es un grupo de Lie.

Ejemplo 5.5 Sea G un grupo cualquiera dotado de la topologia discreta. Con esta
topologia G tiene una estructura de variedad diferenciable de dimension 0 en la que el
producto es diferenciable por lo tanto, todo grupo G puede ser visto como un grupo de

Lie. Un grupo de Lie con estas caracteristicas es denominado, un grupo de Lie discreto.



Lema 5.1 Sea G un grupo el cual también es variedad diferenciable tal que la aplicacion
de G x G en G definida por (x,y) — xy es diferenciable. Entonces G es un grupo
de Lie.

Demostracién. Lo que debemos demostrar es que si la aplicacién (z,y) — xy es
diferenciable, entonces la aplicacién x +—— 27! es diferenciable.

L es difer-

Primero observamos que es suficiente demostrar que la aplicacion x —— x~
enciable en alguna vecindad, N, de la identidad, e.

En realidad, para cualquier a € G, las aplicaciones © — 1, () =zay x — l, () =

1 _ 1

ax son diferenciables. Ahora x~ a(ra)™!, asf que x — 27! puede ser factorizado
por & — 1q () — (1 (2)) 7" — I, (rq (). Si tomamos a tal que za € N, vemos
que x — x~! es diferenciable en z.

Ahora demostramos que ésta es una vecindad N de e. Las aplicaciones L, son todas
difeomorfismos de G sobre G. Si elegimos una coordenada de vecindades de la identidad,
la aplicacion L, es diferenciable sobre x. Por el teorema de la funcién implicita, se tiene
que ésta es una vecindad N de e, tal que (Lx)_1 y es diferenciable sobre x, para todo
1

x,y € N. Asi (Lw)f1 e = ! es diferenciable sobre x, es decir, la aplicacién x —— =

es diferenciable. W

Teorema 5.1 Sea G un grupo de Lie, M una variedad diferenciable, y f una inmer-
sion uno a uno de M en G tal que:

i) @) f(y) €M) y (f(x)" € f (M), para todo z,y € M.

Definida la multipliacion en M por xzy = f~1 (f (z) f (y)). Entonces M es un grupo de

Lie bajo esta multiplicacion.

Demostracién. En realidad la condicién @) dice que f (M) es un subgrupo de G. Asf

la aplicacién ¢ de M x M en G definida por (z,y) — f (2) f (y) es diferenciable.



Sea z (z,y) = f~'(f (z) f (y)) deseamos demostrar que la aplicacién ¢ de M x M en
M definida por (x,y) — 2z (z,y) es diferenciable.

Puesto que ¢ es continua basta demostrar que existe una vecindad, U, de z (z,y) tal
que para cada funcién diferenciable, g, definida en U, g o ¢ es diferenciable en (z,y).
Puesto que f es una inmersién, podemos encontrar una vecindad V' de f(z) y una
vecindad U de z con coordenadas v',v?,...,v™ tal que f (U) estd definida por aquellos
puntos de V donde vP*! = ... = 0" =0, y ,v!,...,vP son coordenadas en U.

Asf una funcién g en U puede ser extendida a una funcién g de la siguiente manera

pero gop = goy la cual es diferenciable. W

Definicién 5.2 Sean G1 y Gy grupos de Lie, y f un isomorfismo de Gien G el cual
es uno a uno, llamaremos el par (Gy, f) un subgrupo de Lie de Go. En general, una
aplicacion diferenciable de Gien Gg la cual es un homomorfismo de grupos, es llamado
un homomorfismo de Lie. Asi un subgrupo de Lie de un grupo de Lie es un subgrupo

en la teoria de grupos el cual es tambien una subvariedad.

5.2. El algebra de Lie de un grupo de Lie G

Una de las caracteristicas mds importantes de un grupo de Lie G, es el hecho de
que siempre tiene asociada una &dlgebra de Lie, la cual proporciona informacién so-
bre muchas propiedades del grupo. Es notable que se pueda obtener informacién sobre
ciertas propiedades topoldgicas globales, como por ejemplo, saber si el grupo es una
variedad compacta o no. El concepto fundamental que se usa aqui es el de traslaciones

a derecha y a izquierda.



Definicién 5.3 Un campo vectorial X sobre un grupo de Lie G es invariante a izquierda

st estd l; — relacionado con €l mismo para todo g € G, es decir:
lg«X = X para todo g € G,

o equivalentemente

lyw (Xy) = X,y para todo g, ¢ € G.

Definicién 5.4 Un campo vectorial X sobre un grupo de Lie G es invariante a derecha

si estd 14 — relacionado con él mismo para toda g € G, es decir:
rgeX =X para todo g € G,

o equivalentemente

Tee (Xy) = Xyg para todo g,g' € G.

El conjunto de campos vectoriales invariantes a izquierda sobre un grupo de Lie G es
denotado por L(G) y es claramente un espacio vectorial real.

Si dos campos vectoriales X; y Xs, en una variedad M estan h-relacionados a dos
campos vectoriales Y; y Y2 en una variedad N, donde h : M — N entonces [X, X5
esta h-relacionado a [Y7, Y], esto significa que si X7 y X5 son dos campos vectoriales

invariantes a izquierda sobre G entonces
lg* [X17X2] = [lg*le lg*X2]7
de la definicién 4.10
Ly [X1, Xo] = [ X1, Xo] .

Asi X3, Xy € L(G) implica que [X;,X3] € L(G) y asi el conjunto L(G) de todos
los campos vectoriales invariantes a izquierda sobre G es una subdlgebra de Lie del

algebra de Lie de dimensién infinita de todos los campos vectoriales sobre la variedad

G.



Esta es llamada el dlgebra de Lie de G y para saber cudl es su dimensién es necesaria

la comprensién del siguiente teorema.

Teorema 5.2 Existe un isomorfismo de L (G), considerado como un espacio vectorial

real, con el espacio tangente T,G.

Demostracién. Construiremos un isomorfismo explicito i : T.G — L(G); especi-
ficamente, si A € T.G definimos i(A) := L* donde L* es un campo vectorial en G
definido por

L’; = lg A, para todo g € G.

Notese que para todo g, ¢’ € G,
Lyt (L?) =lgs (g A) = lggeA = L;g/a

de modo que L# es un campo vectorial invariante a izquierda.

Es claro que A — L* es una aplicacién lineal y solo falta probar que es uno a uno y
sobre.

» Si LA=L7 entonces en particular L' = LZ pero L? = [.,A = A y andlogamente
LB = B asf se tiene que la aplicacién i : T,G — L(G) es inyectiva.

» Ahora sea L un campo vectorial en L(G) y definimos Ay € T.G por
Ap = Le(=l,~1.L, para cualquier g € G).

Claramente [, Aj = l4.(Le) = L, puesto que L es invariante a izquierda.

Asi i (Ap) = L de donde se tiene que i:7T.G — L(G) es sobreyectiva. W

NOTA: Es claro que L — Aj es la inversa de i :T.G — L(G) tal que l,.(AL) = L,
v l-1:(Ly) = A.

Corolario 5.1 La dimension del espacio vectorial L(G) es igual a dim(T.G) =

dim(G). Puesto que se asume que G es una variedad de dimension finita resulta que



L(G) es de dimensidn finita y es una subdlgebra no trivial del dlgebra de Lie de todos

los campos vectoriales sobre G.

Teorema 5.3 Sea [ : G — H un homomorfismo entre los grupos de Lie, G y H,
entonces la aplicacion inducida f, : T.G — T.H es un homomorfismo entre las

algebras de Lie de los grupos.

Demostracién. Puesto que f es un homomorfismo se tiene que, para todo ¢g,¢" € G

fg9") = f(9) f(d)

y de aqui, para todo g € G, fol,=1lpg o0 f.
Sea A en T,G asociado con el campo vectorial invariante a izquierda L# € L (G)

talque A=L" y L’; := g+ A, para todo g € G, entonces

Fo(Ly) = Flg(A) = (foly)e (A),
= (L © f), (A) = Ly fulA) = L{Y,

(4)

lo cual dice que los campos vectoriales LA y L/*4) estan f — relacionados pero, por

la definicién 4.10 se tiene

f* [AvA] = f* ([LA’LA]e) = f* (LA) ’f* (LA)f(eV
(L, L) = [£(4), £(A)

y de aqui f,:7T1.G — T.H es un homomorfismo entre las dlgebras de Lie. W
Ahora mostramos un importante resultado en la teoria de los grupos de Lie asociado
a las dlgebras de Lie. Recordemos primero que una curva integral ¢ — X (f) de un
campo vectorial X se dice que es completa si estd definida para todos los valores del
parametro t, ademas cada campo vectorial en una variedad compacta es completo.

El resultado clave en la teoria de los grupos de Lie es que cada campo vectorial

invariante a izquierda sobre un grupo de Lie G es completo, atin si GG es una variedad no



compacta; sin embargo, antes de probar este hecho necesitamos un resultado preliminar
concerniente a la forma “infinitesimal” del producto en G.

Sea 1 :Gx G — G la aplicacién producto, esto es 11(g1, g2) = g1g2. Consideremos la
aplicacién inducida sobre los espacios tangentes i, : Ty, )G X G — Ty, 4,G.

Existe una aplicacién x de T4, 4,)G x G sobre el espacio Ty, G ® Ty,G con la cual

91,92

factorizamos la aplicacién pu,, esto es

TG xG - T,GoT,

s N\ e
Ty4,G

donde pu, = o x . Se tiene que
,E(Oé,ﬁ) = (Moigz)*a+ (:uojgl)*ﬁ7

donde

a € T91G7 ﬁ € T2G7 igz (g) = (9792)

Ja(9) = (91,9) € G x G

Ast, proig(g9) = p(9,92) = 992 y pojg = p(91,9) = g1g; el cual puede ser escrito

COMO  f4Oidg, =Ty YV [OJg =lg, deaquif se tiene que

fi(er, B) = rope(a) + lg,(5),
para todo (a, ) € T,,G & T,,G. Este es el resultado que necesitamos en la prueba del

proximo teorema

Teorema 5.4 Si X es un campo vectorial invariante a izquierda sobre un grupo de

Lie G, entonces X es completo.



Demostracién. Basados en la definicién 4.12 demostraremos que X es completo.
Sea t — 0% (t) una curva integral de X que pasa por e € G, la cual estd definida
para todo |t| < e, para algin ¢ > 0.

Ast 0¥ (i)s = X,x(s) para todo |s| < e y de aqui se tiene que

dt
d d
b's X
(lg ©a )* (E) = lg.0, (E) = lgs (Xgo'X(S)) = XgoX(5);
lo cual muestra que t — ;00 (¢) es una curva integral de X que pasa por el punto
g€ qG.

De esto se sigue que si definimos ¢; (g) = goX (t), entonces t — ¢ es un flujo

local para el campo vectorial X; esto significa que

o (¢ (9)) = ¢i 4, (9)

y como

o™ (ty + 1) = o (t1) 0~ (t3),

para todo [t1| < e, |tol < e y |ti+1t2] < e se puede decir que la aplicacién
t — 0™ (t) es un homomorfismo local del grupo aditivo R de la recta real en el grupo
de Lie G.

En general, si ¢t — o (t) es una curva integral para un campo vectorial X sobre
alguna variedad entonces puede ser mostrado que o™ (t) = o (rt) para todo r € R.
Esto sugiere una forma por la cual la curva integral en G puede ser extendida consis-
tentemente usando la estructura de grupo.

Si |t| < 2¢ entonces se define o (t) = (0 (%)) el cual es consistente con la definicién

original si |t| < e de donde se tiene que

(aX (%))2 = (0¥ () =o¥ 20) =¥ (1),

claramente este procedimiento puede repetirse para [t| < ne para cualquier entero

positivo n, y de aqui para toda la recta real.



Asi, ahora la tarea es probar que la curva definida anteriormente es en realidad una
curva integral de X.

Si temporalmente denotamos la curva definida en la parte izquierda de la anterior

X

ecuacién, por &% entonces necesitamos demostrar que para |s| < 2e, &X (d)s =

* \dt
XUX(S).
t

La expresion o~ (t) = (o (4

2))2 es factorizada como &% = po A ooX o H donde

H:R — Resdefinidapor H(t)=% y A:G— G X G es la aplicacién diagonal

L
2

usual A (g) = (g,9) . Asi,

d 1 d 1
~x [ “ _ = X (2 ———
7 (dt)s e B O (dt>3 pHt B (XUX(%>)

donde usamos que p, = i o x, entonces
d 1
~X ~
e — - X s X s )
7 <dt)s la ( o*(3) X (3) )
1
= e (Kox(s)) +loxs). (Koxi) }-
Sin embargo, las traslaciones a izquierda y a derecha de un grupo son conmutativas,
(es decir, r,0l, = [, 01y, para todo g € G). Usando esto y el hecho de que el campo

vectorial X es invariante a izquierda, el primer término de la ecuacién anterior puede

escribirse como:

(rox(a) *lox ) e = (o) ° o)) Xo

X X

PEro T,x( 00" =lyxp o0

d d
st = e (8) o, (3)

y de aqui

Asi,



De aqui tenemos que 6f (i)s =X [0 (5)]2 = X,x(5) que es precisamente la afirmacién
o (3

dt

X es una extencién de la curva integral original X del intervalo |t| <e a

de que &
|t| < 2e.
Con este procedimiento demostramos que la curva integral de X puede ser extendida

para todo valor de t € R y de aqui se tiene que el campo vectorial invariante a izquierda

X es completo. W

Definicién 5.5

*LA (i) 0 de el campo vectorial

a) La curva integral tnica t — o' (t), A=oc =

invariante a izquierda L que es definido para todo t € R por virtud del teorema
anterior es escrito como

t—exptA, AeT.G.

b) La aplicacion exponencial exp: T.G — G es definida por exp(A) =exptA |i— .

La aplicacién exponencial es un difeomorfismo local del espacio T.G en G.

Asi, existe alguna vecindad abierta V' de 0 € T,G tal que la aplicacién exponencial
restringida a V' es biyectiva; y ambas, ella y su inversa ( definida sobre la imagen de
V en G bajo exp) son diferenciables.

Si G es un grupo de Lie compacto entonces la aplicacién exponencial es una funcién
sobreyectiva de T.G  sobre G. Esto quiere decir que no puede ser una aplicacién
inyectiva, porque entonces serfa un difeomorfismo entre el espacio vectorial no compacto
T.G y el grupo compacto G.

Si G no es compacto entonces, la aplicacién exponencial puede no ser sobreyectiva. Por

otra parte puede ser globalmente inyectiva.

Definicién 5.6 Un subgrupo 1-pardmetro de un grupo de Lie G es un homomorfismo

diferenciable 1 del grupo aditivo de la recta real R en G, es decir, para todo ti,ts € R



se tiene que

it +t2) = p(ta) p(ta) -

Analizando la primera parte de la demostracién del teorema 5.4 notamos que t ~~ exp ta
es un subgrupo 1-pardmetro de G.

La siguiente proposiciéon prueba que el reciproco es verdadero, es decir, todo subgrupo
1-pardmetro de G es de la forma ¢t ~» expta para algin A € T.G = L (G)

Asf se tiene una funcién uno a uno entre subgrupos 1-pardmetro de un grupo de Lie G

y su dlgebra de Lie.

Teorema 5.5 Sipu: R —G es un subgrupo 1-pardmetro de G entonces, para todot € R,

p(t) = exptA, donde A :=p (%)0.
Demostracién. La definicién 5.6 implica que po [y = [, o p, para todo s € R. De

o 0 0 A
. (E) = i1l <§)0 = Lu(s)etta (5)0 = luoyx (A) = Ly

Luego t ~» p(t) es una curva integral para L4 € L (G).El resultado se sigue de la

aqui

unicidad de cada curva. W

Corolario 5.2 Sea f : G — H un homomorfismo entre dos grupos de Lie G y H cuyas
aplicaciones exponenciales son denotadas por exps : T.G — G y expy : T.H — H,

respectivamente. Entonces se tiene el diagrama conmutativo

T.G f. T.H
e o
G ¥ J2,

Para todo A € T.G, expy (fA) = f (expg A) .



Demostracién. Definimos i : R —H por u(t) := f (exps T'A) entonces

pts +ta) = flexpg(ti +t2) A) = f (expg tiAexpg taA),

= f(expgtiA) f (expgtaAp) = p(t1) p(ta) -

por lo cual 1 es un subgrupo 1-parametro de H. En consecuencia del teorema anterior
se tiene que

i (t) = expy tB donde B = p (%) eT.H.
0

Tomamos k € C*°(H) entonces

B = (5) tbom = g (60D o

0
= 5 (ko f(expgtA)) limo= LZ (ko f),

de donde se puede concluir porque ¢ ~+ exptA es una curva integral del campo vec-
torial invariante a izquierda L*. Pero L2 = A, de donde B (k) = A (ko f) = (f.A) (k).
Es decir B = f, (A) por lo tanto f (expstA) = u(t) = expy (tf« (A)) de donde, con

t =1 se tiene que
expy (f«A) = f (expe A), para todo A € T.G.

1

Corolario 5.3 La adjunta de G sobre él mismo es Ad, (¢') = gg'g™", para cada g € G.

Entonces exp (Ad,. (B)) = gexp Bg™*, para todo B € T,G.

Demostracién. Para cada g € G, la aplicaciéon Ad, : G — G es un homomorfismo de
un grupo de Lie G sobre el mismo , y por el corolario anterior se tiene que exp (Ady.B) =

Ad, (expB) =gexpBg~* R

Ejemplo 5.6 Consideremos un ejemplo explicito de un conjunto de campos vectoriales

invariantes a izquierda para la componente GL™ (n,R) = {A € GL (n,R) | det (A) > 0}



junto con el grupo lineal — general GL (n,R). Este grupo es un subconjunto abierto
del espacio lineal M (n,R) de todas las matrices reales n X n, y el espacio tangente
en algun punto en G (especialmente en e € G) puede ser identificado en forma natural
con el espacio vectorial M (n,R) . Por esto puede ser asociado como el dlgebra de Lie de
GL" (n,R). Un sistema natural de coordenadas sobre GL* (n,R) son las coordenadas

matriz-elemento definidas por
x9 (g) =: g”, donde g € GL™ (n,R) yi,j=1,2,..n.

Sea A € T,D = M (n,R). Entonces la representacion de las coordenadas de el campo
vectorial invariante a izquierda asociado con A es:

=Yy ), (%),

i=1 j=1

g 0 , ..
(LAa:”)g =5 (2 (gexp tA))t:o :

Sin embargo, A € M (n,R) es una matriz y de aqui podemos considerar la curva t ~ et

en GL* (n,R) donde e se refiere a la exponencial usual de una matriz.
Pero el vector tangente a esta curva cuando t = 0 es obviamente la matriz A y, ademds

justifica que es definido un subgrupo 1-pardmetro de GL™ (n,R). De aqui
e = exptA, para todot cR y A€ T.G = M (n,R).

En particular LgA => > (LAxij)g (ai)g puede ser escrita usando

2]
i=1;=1

ij 0 . i 0 kg
Bt = g (00 oo = 05 () e

2

de aqui el campo vectorial invariante a izquierda puede ser escrito como

o 0
A ik pik
Ly =g"A (_8xij)g



donde los indices 1, j, k son todos contados de 1,2, ...n.
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