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The subject of this monograph is included in the maths area kown as di¤erential geom-

etry as well as in general topology, which is very important for maths.

In this work we try to make an introductory study of the theory of Lie groups, based on

the properties of other mathematical structures as the topology groups and diferentiable

manifolds, also we �nd an algebra asociated to the group itself.

This work has �ve chapters:

in the �rst, introductory chapter we have the fundamental de�nitions, examples and

prepositions that are going toserve us as a base for understanding this subject, chapters

two and three show the properties of topological groups and diferentiable manifolds in

general; in chapter four we study some de�nitions and properties of the vectorial �elds

about diferentiable manifolds, the last chapter is about basic de�nitions and properties

of Lie grups that together with some examples introduce them to the theory.

This monograph was developed in the research project: geometry of homogeneous man-

ifolds associated to complex semi-simple Lie groups, supported by Colciencias.
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El tema de esta monogra�a está ubicado dentro del área de la matemática moderna

conocida como Geometría Diferencial y también en parte se encuentra inmerso dentro

del área de la topología general, el cual es muy importante en las matemáticas.

Se pretende con este trabajo realizar un estudio de introducción a la teoría de los

grupos de Lie, basados en las propiedades de otras estructuras matemáticas como lo

son los grupos topológicos y las variedades diferenciables. También se muestra el álgebra

asociada con el grupo mismo.

Este trabajo está conformado por cinco capítulos:

En el primero encontramos los preliminares donde se hace un resumen de las principales

de�niciones , ejemplos y proposiciones que nos van a servir de base para entender el

tema, en los capítulos dos y tres se muestran las propiedades de los grupos topológicos

y de las variedades diferneciables en general, en el capítulo cuatro se estudian algunas

de�niciones y propiedades de los campos vectoriales sobre variedades diferenciables, y

por último el capítulo cinco contiene las de�niciones básicas y las propiedades de los

grupos de Lie que junto con algunos ejemplos introducen a la teoría de los grupos de

Lie.
1Monografía
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Esta monogra�a se desarrolló dentro del proyecto de investigación: geometría de var-
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Introducción

En el curso de álgebra moderna se estudia cómo un conjunto, dotado con una operación

que cumple algunas propiedades forma una estructura llamada estructura de grupo.

Por otro lado en el curso de topología se estudia cómo un conjunto X y una familia

de subconjuntos de X, que satisfacen ciertas condiciones, determinan una estructura

llamada espacio topológico.

De estas dos estructuras se derivan los grupos topológicos que corresponden entonces

a un conjunto dotado simultáneamente de estructura de grupo y de espacio topológico.

En el área de la matemática moderna conocida como geometría diferencial se estudian

las variedades diferenciables que son importantes para el estudio del cálculo

diferencial e integral en espacios más generales que el espacio euclidiano, por ejemplo

cierto tipo de espacios topológicos.

Los Grupos de Lie son estructuras que combinan la estructura de grupo topológico y

la de variedad diferenciable junto con ciertas condiciones. Diversas propiedades de los

grupos de Lie dependen de su topológia y de su estructura de variedad diferenciable.

Sophus Lie fue un matemático noruego del siglo XIX quien junto con Félix Klein pro-

pusieron la �Teoría de los grupos continuos�como fue llamada originalmente, esta fue

una manera de uni�car la geometría euclidiana y la geometría no euclidiana. Aunque

este tema se comenzó a estudiar en el siglo XIX solo tuvo éxito en el siglo XX, caracteri-

zado por el trabajo de Borel y Hirzebruch en las llamadas �Clases características�, estos

son invariantes topológicos que combinan: los grupos de Lie, la geometría diferencial,

la topológia, y claro, el álgebra asociada con el grupo mismo.

Considerando de interés este tema se hace una revisión bibliográ�ca para comprender

la teoría de los grupos de Lie, en la primera parte encontramos los preliminares donde



se muestra una serie de de�niciones básicas para iniciar el estudio, en los cápitulos 2

y 3 se muestran las propiedades de los grupos topológicos y de las variedades diferen-

ciables en general, en el cápitulo 4 se estudia algunas de�niciones y propiedades de los

campos vectoriales sobre variedades diferenciables, y por último el capítulo 5 contiene

las de�niciones básicas y las propiedades de los grupos de Lie que junto con algunos

ejemplos introducen a la teoría de los grupos de Lie.



Capítulo 1

Preliminares

Es necesario contextualizar siempre que emprendemos cualquier actividad; es por esto

que en este capítulo se muestran las principales de�niciones y teoremas, que se usarán

en el desarrollo del tema a tratar, los cuales se estudian en la teoría de grupos y en

topología. El manejo de estas de�niciones facilitará la comprensión de la teoría de

grupos de Lie.

De�nición 1.1 Sea n > 0 un entero, un arreglo de números reales (x1; x2; :::; xn) se

llama punto n-dimensional o vector con n componentes. El número xk es la k � �esima

coordenada del punto. El conjunto de todos los puntos n-dimensionales se llama espacio

euclideano n-dimensional y se designa por Rn.

De�nición 1.2 Un grupo G es un conjunto de elementos con una operación bina-

ria, (esta operación es usualmente denominada multiplicación, se nota por ab, donde

generalmente ab no es igual a ba), tal que:

i) Para todo par ordenado de elementos a; b de G, el producto ab = c existe y

es un elemento único de G:
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ii) Existe un elemento 1 tal que 1a = a ; para todo a de G; 1 es llamado unidad por

la izquierda de G.

iii) Para todo a de G, existe un elemento x de G tal que xa = 1 ; x es llamado

inverso por la izquierda de a.

iv) La operación es asociativa.

Proposición 1.1 Si un conjunto de elementos cumple las condiciones de la de�nición

anterior entonces: La unidad por la izquierda es a la vez unidad por la derecha y; un

elemento inverso por la izquierda es a la vez inverso por la derecha.

Demostración. Para un a dado, tenemos xa = 1 y por la condición iii) existe y tal

que, yx = 1: Luego ax = 1 (ax) = (yx) (ax) = y [x (ax)] = y (xa)x = y (1x) = yx = 1

es decir, ax = 1; así un elemento inverso por la izquierda es a la vez un inverso por la

derecha. Además, a = 1a = (ax) a = a (xa) = a1 es decir, a = a1; así la unidad por la

izquierda es a la vez unidad por la derecha. �

Ejemplo 1.1 El n-espacio euclideano, es decir (Rn; �) es un grupo; donde la operación

� está de�nida así:

Si x = (x1; x2; :::; xn) y y = (y1; y2; :::; yn) entonces x�y = (x1 + y1; x2 + y2; :::; xn + yn)

y �x = (�x1;�x2; :::;�xn), además la unidad es igual a (0; 0; :::; 0) :

Ejemplo 1.2 Los números complejos distintos de cero denotados por, C�, junto con la

multiplicación de complejos tienen estructura de grupo.

De�nición 1.3 Un subconjunto H de un grupo G, puede él mismo formar un grupo con

respecto al producto de�nido en G. Tal conjunto de elementos H se llama un subgrupo

de G.



Ejemplo 1.3 Podemos considerar la circunferencia S1 = fz 2 C : jzj = 1g como

subgrupo del grupo (C�;multiplicacion de complejos).

De�nición 1.4 Sean (G; �) y (G0; �) grupos. Una aplicación f de un grupo G en un

grupo G0 se llama homomor�smo si conserva la operación es decir, f (x � y) = f (x) �

f (y) para dos elementos cualesquiera x, y de G: Si además f es biyectiva se dice que

es un isomor�smo de grupos.

De�nición 1.5 Dados dos grupos G y G0 podemos formar, partiendo de ellos, el con-

junto de todos los pares ordenados (g; g0), g 2 G, g0 2 G0. Estos pares ordenados serán

los elementos de un nuevo grupo, el producto directo G�G0, si de�nimos nuestro pro-

ducto por la regla (g1; g
0
1) (g2; g

0
2) = (g1g2 ; g

0
1g
0
2) esta satisface todos los axiomas de

grupo.

De�nición 1.6 Sea x = (x1; x2; :::; xn) ; y = (y1; y2; :::; yn) puntos de Rn; de�nimos

la distancia euclidiana entre x y y como

d (x; y) =

vuut nX
i=1

(xi � yi)
2:

De�nición 1.7 Sea " > 0 y a 2 Rn. El conjunto de todos los puntos x de Rn, tales

que d (x; a) < " se denomina bola abierta con centro en a y radio ". Designamos

este conjunto por B (a; ") = fx 2 Rn : d (x; a) < "g.

De�nición 1.8 Una topología sobre un conjunto no vacío E se puede de�nir si se dá

una colección de abiertos � de subconjuntos de E que satisfacen:

i) El subconjunto vacío y E mismo pertenecen a � :

ii) Si F y G son dos conjuntos que pertenecen a � , entonces F \G pertenece a � :

iii)Si fFigi2I es una familia arbitraria de conjuntos de � , entonces
[
i2I
Fi es un

elemento de � :



De�nición 1.9 Un conjunto E junto con una topología de�nida sobre él, se llama

espacio topológico, y se dice que E está dotado de esta topología.

Ejemplo 1.4 Sea X un conjunto y � = f�;Xg ; � es una topología sobre X; llamada

topología indiscreta o trivial y (X; �) es un espacio topológico.

Ejemplo 1.5 Sea X un conjunto in�nito, A es abierto si y solo si A = � ó Ac es �nito,

� = fA : A es abiertog :

i) Xc = �; � es �nito entonces X 2 � :

ii) sea F = fAigi2I � � . Como Acies �nito, para cada i 2 I , [
i2I
Ai

!c
=
\
i2I
Ai

c es �nito, es decir
[
i2I
Ai 2 � :

iii) Sea F = fAi; i = 1; 2; :::; ng � � :

*Si Ai = � para algún i = 1; 2; :::n entonces
n\
i=1

Ai = � y � 2 � :

*Si Ai 6= � para todo i = 1; 2; :::n entonces

 
n\
i=1

Ai

!c
=

n[
i=1

Aci como A
c
i es �nito y

la unión de conjuntos �nitos es un conjunto �nito, entonces
n[
i=1

Aci es un conjunto

�nito luego
n\
i=1

Ai 2 � :

Así � es una topología sobre X conocida como la topología co�nita y (X; �)es un espacio

topológico.

De�nición 1.10 Sea (X; �) un espacio topológico, x 2 X, V � X; se dice que V es

vecindad de X si existe un abierto O tal que :

x 2 O � V



De�nición 1.11 Sea (E; �) un espacio topológico. Una familia � � � de abiertos de

� se dice que es una base para � , si todo abierto de � es unión de elementos de �. Si

es así los elementos de � se llaman abiertos básicos.

De�nición 1.12 Sean (X; �) y (Y; �) espacios topológicos, se de�ne la topologia pro-

ducto X � Y como la topología que tiene como base la familia

� = fU � V j U 2 � ; V 2 �g :

Ejemplo 1.6 El conjunto de todos los intervalos abiertos de R es una base para la

topología usual de R y el conjunto de los rectángulos abiertos es una base para la

topología usual de R2:

Ejemplo 1.7 Si

X = fa; b; c; d; eg y � = f�;X; fag ; fd; eg ; fa; d; eg ; fb; cg ; fa; b; cg ; fb; c; d; egg ;

entonces � = ffag ; fb; cg ; fd; egg es una base para � :

De�nición 1.13 Sean (A; �) y (B; �) espacios topológicos y sea f : A �! B una

función de A en B, diremos que f es continua si y solo si para todo G 2 � se cumple

que f�1 (G) 2 � :

Ejemplo 1.8 Sean los espacios topológicos A = fa; b; c; dg dotado de la topología � =

f�;A; fa; bg ; fc; dgg y B = f1; 2; 3; 4; 5g dotado de la topología � = f�;B; f2; 5g ; f1; 2; 5gg.

La función

f : A B

a 1

b 2

c 3

4

d 5



es continua en el punto c ya que f (c) = 1, y el conjunto de vecindades de 1 es

�(1) = ff1; 2; 5g ; Bg para cualquier vecindad v0 de f (c) = 1 que se tome, tenemos

que f�1 (v0) 2 � .

De�nición 1.14 Sean (A; �) y (B; �) espacios topológicos, un homeomor�smo entre A

y B es una función g : A �! B que es biyectiva y bicontinua, es decir, g y g�1 son

continuas.

Ejemplo 1.9 f : R! R de�nida por f (x) = 2x es un homeomor�smo de R consigo

mismo.

Ejemplo 1.10 Sean los espacios topológicos A = f1; 2; 3; 4g dotado de la topología � =

f�;A; f1; 2g ; f2gg y B = fa; b; c; dg dotado de la topología � = f�;B; fc; dg ; fcgg : Los

espacios (A; �) y (B; �) son homeomorfos; un homeomor�smo es la función f : A! B

de�nida así: f (1) = d; f (2) = c; f (3) = a, f (4) = b:

De�nición 1.15 Una álgebra de Lie consiste de un espacio vectorial g dotado de un

producto ó corchete

[ ; ] : g � g ! g

con las siguientes propiedades:

1. Es bilineal.

2. Antisimétrico, esto es, [X;X] = 0; para todo X 2 g:

3. Satisface la identidad de Jacobi, es decir, para todo X; Y; Z 2 g;

[X; [Y; Z]] + [Z; [X;Y ]] + [Y; [Z;X]] = 0:

Ejemplo 1.11 R3 es una álgebra de Lie con el producto de Lie

[x; y] = x� y:



Ejemplo 1.12 gl (n;K) el espacio de todas las transformaciones lineales de un es-

pacio vectorial de dimensión n sobre K; es decir el espacio de las matrices n � n con

coe�cientes en K es una álgebra de Lie: En este caso el corchete está dado por

[X; Y ] = XY � Y X;

donde X y Y son matrices con coe�cientes en K.

Finalmente, presentamos un teorema del análisis clásico, conocido como el teorema de

la función implícita, el cual necesitaremos para la demostración de un teorema en el

capítulo 5.

Teorema 1.1 Sea 
 � Rp � Rq abierto y sea (a; b) 2 
. Suponga que F : 
 �! Rq

pertenece a la clase C1 (
), que F (a; b) = 0, y que la aplicación lineal de�nida por

L2 (v) = DF (a; b) (0; v) ; v 2 Rq;

es una biyección de Rq sobre Rq:

a) Entonces existe una vecindad abiertaW de a 2 Rp y una función única ' : W �! Rq

perteneciente a la clase C1 (W ) tal que b = ' (a) y

F (x; ' (x)) = 0; para toda x 2 W:

b) Existe una vecindad abierta U de (a; b) en Rp�Rq tal que el par (x; y) 2 U satisface

F (x; y) = 0 si y solo si y = ' (x) ; para x 2 W .



Capítulo 2

Grupos topológicos

Diversas propiedades de los grupos de Lie dependen de su topología y de su estructura

de variedad diferenciable, estudiaremos esas propiedades para grupos topológicos y

variedades diferenciables generales.

De�nición 2.1 Un grupo topológico es un grupo dotado de una topología que cumple:

1) La función p : G�G! G ; p (g1; g2) = g1g2 es continua, cuando se considera

G�G con la topología producto y

2) la función i : G! G; i (g) = g�1 es continua.

De forma alternativa, G es un grupo topológico, si la aplicación p̂ : G�G! G de�nida

por p̂ (g; h) = gh�1 es continua.

De aquí, p̂ es continua si p e i son continuas y si p̂ es continua entonces g ! (1; g)! g�1

es continua, por lo tanto p (g; h) = p̂ (g; h�1) es continua para cada g 2 G: De�nimos

las siguientes aplicaciones:

� Traslación a izquierda lg : G! G; lg (h) = gh;

� Traslación a derecha rg : G! G; rg (h) = hg
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� Conjugación (automorfismo interno) Cg : G! G; Cg (h) = ghg�1

Estas aplicaciones son continuas pues lg = p�Sg;1 y rg = p�Sg;2; donde Sg;1 (h) = (g; h) y

Sg;2 (h) = (h; g) son aplicaciones continuas de G! G�G: De estas de�niciones se sigue

que lg � lg�1 = rg � rg�1 = Identidad y estas igualdades muestran que las translaciones

lg y rg son homeomor�smos con (lg)
�1 = lg�1 y (rg)

�1 = rg�1 :

Ejemplo 2.1 S1 visto como fz 2 C : jzj = 1g o como R=Z, pues esta partición se re-

duce a un segmento de recta cuyos puntos extremos son en realidad el mismo punto lo

que representa la circunferencia S1; es un grupo topológico con el producto de números

complejos.

Ejemplo 2.2 Sea fGigi2I una familia de grupos. Un producto cartesiano G =
Q
i2I
Gi es

un conjunto formado por las aplicaciones f : I !
S
i2I
Gi tales que f (i) 2 Gi para todo

i 2 I: Un producto cartesiano admite una estructura de grupo en el que el producto es

dado componente a componente: (fg) (i) = f (i) g (i) :

Una topología producto en
Q
i2I
Gi es generada por abiertos de la forma

Q
i2I
Ai con Ai � Gi

abiertos, i 2 I y Ai = Gi salvo en un número �nito de índices. Como es un producto

componente a componente y cada Gi es un grupo topológico, G es un grupo topológico

con la topología producto. En particular, si I es un conjunto �nito,
Q
i2I
Gi = G1�:::�Gn;

sus elementos son n�uplas; g = (g1; :::; gn) ; gi 2 Gi. Su multiplicación es dada por gh =

(g1h1; :::; gnhn) y una topología es generada por subconjuntos de la forma A1� :::�An

con Ai � Gi abierto.

Proposición 2.1 Sean A � G un conjunto abierto no vacío y g 2 A: Entonces g�1A

y Ag�1 son vecindades del elemento neutro de G.

Demostración. Sea g 2 A; como g�1g = 1 entonces 1 2 g�1A: Además g�1A =

fg�1x : x 2 Ag es una traslación a izquierda Lg�1, como las traslaciones son homeo-

mor�smos g�1A es abierto si A es abierto.



Así g�1A es vecindad de cada uno de sus puntos en especial g�1A es vecindad de 1:

Análogamente Ag�1es vecindad de 1:�

De aquí se puede notar que toda la información sobre una topología de G está con-

centrada en el conjunto de las vecindades abiertas del elemento neutro. El conjunto

de estas vecindades es denotado por �(1) o simplemente � : La siguiente proposición
enumera algunas propiedades de � :

Proposición 2.2 Sea G un grupo topológico, entonces � el conjunto de vecindades

abiertas del elemento neutro 1 tiene las siguientes propiedades:

1) El elemento neutro 1 pertenece a todos los elementos de �:
2) Dados dos conjuntos U; V en � ; U \ V está en �:
3) Para todo U 2 � ; existe V 2� tal que V 2 � U:

4) Dado U 2 � ; U�1 2 � :
5) Para todo g 2 G y U 2 � ; gUg�1 2 � :

Demostración. La propiedad 1) se tiene por de�nición y la propiedad 2) se tiene para

las vecindades de un punto en un espacio topológico cualquiera.

La propiedad 3); es equivalente a la continuidad del producto en 1, luego p�1 (U) �

G � G es un abierto que contiene a (1; 1) ; por tanto, existe un abierto V de G; con

(1; 1) 2 V � V � p�1 (U) ; esto signi�ca que V 2 = p (V � V ) � U:

La propiedad 4) se tiene inmediatamente de la continuidad de la función i de la de�nición

de grupo topológico.

Por último la propiedad 5) se sigue de que g1g�1 = 1 y Cg (x) = gxg�1 es continua. �

Las propiedades enunciadas en esta proposición caracterizan completamete el conjunto

de las vecindades de la identidad.



De�nición 2.2 Un sistema de vecindades de la identidad en un grupo topológico G es

una familia de conjuntos � que satisface las propiedades de la proposición anterior.

De�nición 2.3 Sea G un grupo, una topología � en G es invariante a izquierda si

gA es abierto en � para todo g 2 G y A 2 � : De forma similar se de�ne la topología

invariante a derecha.

Lema 2.1 Sea G dotado de una topología � invariante a izquierda y a derecha, en-

tonces, G es un grupo topológico si y solo si:

1: p es continua en (1; 1) y

2: i : G! G es continua en 1.

Demostración. Es claro que las condiciones son necesarias.

La su�ciencia se sigue de las igualdades, cuyas demostraciones son inmediatas.

1) Dado (g; h) 2 G�G sean L(g;h) y R(g;h) las traslaciones a izquierda y a derecha

en G�G respectivamente: Entonces p � L(g;1) = Lg � p y p �R(1;g) = Rg � p :

2) Dado g 2 G; i � Lg = Rg�1 � i:

Ahora tomamos (g; h) 2 G�G: Entonces p�L(g;1)�R(1;h) = Lg�Rh�p; el segundo miem-

bro de esta igualdad es una aplicación continua en (1; 1) pues Lg�Rh es homeomor�smo.

Por lo tanto, p � L(g;1) �R(1;h) es continua en (1; 1) :

Ademas L(g;1) � R(1;h) es un homeomor�smo, luego p es continua en 1 y de ahí i es

continua en g = Lg (1) : �

De�nición 2.4 Un sistema fundamental de vecindades de un punto x en un espacio

topológico X es una familia F; de abiertos de X; tal que cada elemento de F contiene a

x y si A � X es un abierto con x 2 A entonces existe B 2 F tal que B � A:



Proposición 2.3 Sea G un grupo, y suponga que � es un sistema de vecindades de la

identidad en G; entonces existe una única topología � que torna G en un grupo topológico

de tal forma que � es un sistema de vecindades del elemento neutro en relación a � .

Demostración. De�nimos � como una familia de subconjuntos A � G tales que para

todo g 2 A; existe U 2 � tal que gU � A:

Es claro que los conjuntos � y G son elementos de � :

Para ver que � es una topología tomamos A;B 2 � y x 2 A \ B: Entonces, existen

U; V 2� tales que xU � B: Por la propiedad 2 de la proposición 2.2 se tiene que,

U \ V 2� . Además x (U \ V ) = xU \ xV � A \B; por lo tanto A \B 2 � :

La de�nición de � muestra que una unión cualquiera de conjuntos de � es un elemento

de � :

Ahora las vecindades abiertas de 1 en relación a � son elementos de �: La propia
de�nición de � muestra que los elementos de � son vecindades de 1. Por otro lado, sea

U una vecindad de 1 en relación a � : Entonces existe v 2� tal que 1v � U; luego �
es un sistema fundamental de vecindades de 1 en relación a � :

La de�nición de � y la propiedad 5 de la proposición 2.2 garantizan que � es invariante

a derecha y a izquierda, luego una traslación a izquierda gU; u 2� , es también una
traslación a derecha de la forma gU = (gUg�1) g; por la propiedad 5 de la proposición

2.2 si U 2� entonces gUg�1 2�. Luego por el lema 2.1 se garantiza que G unido de

la topología � es un grupo topológico, se veri�ca que p e i son continuas en (1; 1) y 1

repectivamente.

Estas continuidades son equivalentes a las propiedades 3 y 4 de la proposición 2.2

respectivamente, concluyendo así la demostración de que G es un grupo topológico con

la topología � :

Para �nalizar, supondremos que � 0 es otra topología que satisface las misma condiciones.

Entonces � es un sistema fundamental de vecindades de 1 en relación a � 0: Realizando



traslaciones a izquierda , se ve que gV; con V variando en� , es un sistema fundamental
de vecindades de g 2 G:

Luego, para todo A 2 � 0 y g 2 A, existe V 2� tal que gV � A; de ahí que todo abierto

de � 0 es abierto en � ; esto es , � 0 � � :

Análogamente se prueba que � � � 0 y asi � = � 0: �

De�nición 2.5 Sea G un grupo topológico y H un subgrupo de G: La topología de G

induce una topología en H; cuyos abiertos son de la forma A \H con A abierto en G:

Con esa topología decimos que H es un subgrupo topológico.

Se de�ne pH : H �H ! H el producto en H; que es una restricción a H del producto

p de G: Para todo subconjunto A � G se tiene p�1H (A \H) = p�1 (A) \ (H �H) :

En particular, si A es abierto, p�1H (A \H) es un abierto de la topología inducida en

H � H por la topología producto en G � G: Esta topología inducida coincide con la

topología producto de H: De ahí que pH es continua y de la misma forma iH (h) = h�1

es continua en H:



Capítulo 3

Variedades diferenciables

De�nición 3.1 Sea A � Rn un conjunto abierto de Rn y sea f : A �! R, se dice

que f es una aplicación n-veces continuamente diferenciable ó que f es de clase

Cn, (n 2 N) ; si existen las derivadas parciales ��1+�2+:::+�mf
(�x1)�1 (�x2)�2 :::(�xm)�m

para �i > 0,

�1 + �2 + :::+ �m � n y además son funciones continuas en A.

La función es de clase C1 cuando es in�nitamente diferenciable, es decir todas sus

derivadas existen y todas son funciones continuas.

De�nición 3.2 Sea (A; �) un espacio topológico. Una carta local de dimensión n en

A, es una pareja (U;') tal que:

1. U 2 � ;

2. ' : U �! ' (U) � Rn es un homeomor�smo de U sobre un abierto ' (U) de Rn:

' es llamada la función coordenada de la carta. La función inversa '�1 : ' (U) � Rn !

U se llama un sistema local de coordenadas.

De�nición 3.3 Dada una carta local (U;') de dimensión n en A y un punto p 2 U

entonces ' (p) = (a1; a2; :::; an) 2 ' (U) � Rn las componentes de ' (p) se llamarán

coordenadas locales de p respecto a la carta (U;') :
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De�nición 3.4 Se dice que dos cartas locales de dimensión n sobre A, (U;') y (V;  )

est�an C1 relacionadas si se cumple una de las siguientes a�rmaciones:

1: U \ V=�

2: Si U \ V 6= �, entonces las funciones de transición

' �  �1 =  (U \ V ) �! ' (U \ V )

 � '�1 = ' (U \ V ) �!  (U \ V )

son in�nitamente diferenciables, es decir, de clase C1.

De�nición 3.5 Un atlas de dimensión n para A es una familia � de cartas locales

de dimensión n sobre A

� = f(U�; '�) : � 2M y M es un conjuntog tales que
[
�2M

U� = A:

De�nición 3.6 Una estructura diferenciable de clase C1 sobre A es una colección

� = f(U�; '�) : � 2Mg de cartas locales de dimensión n para la cual se veri�can las

siguientes condiciones:

1:
[

�2M
U� = A (� es un atlas para A).

2:Las cartas locales sobre A están dos a dos C1 relacionadas ( � es un atlas

diferenciable).

De�nición 3.7 Una variedad diferenciable de clase C1 es un par (A,�), donde A

es un espacio topológico y � es una estructura diferenciable de clase C1 sobre A. Si las

cartas en � son todas de dimensión n decimos que A tiene dimensión n.

Ejemplo 3.1 Rn es una variedad diferenciable de dimensión n. Basta tomar �0 =

f(Rn; idRn)g el cual es un atlas diferenciable con una sola carta que está formada por

un abierto U = Rn y el homeomor�smo coordenado ' = idRn el cual es la identidad de

Rn:



Ejemplo 3.2 La circunferencia S1

Sea la circunferencia

S1 =
�
(x; y) 2 R2 j x2 + y2 = 1

	
y consideramos la proyección estereográ�ca de S1 sobre la recta real. Sea N = (0; 1) y

S = (0;�1) polo norte y sur de S1 respectivamente, probemos que S1es una variedad

diferenciable, cuyo atlas tiene dos cartas el cual llamaremos atlas estereográ�co.

Tomemos los abiertos UN y US de S1 de�nidos como:

UN = S1 � fNg =
�
(x; y) 2 R2 : x2 + y2 = 1 ^ y 6= 1

	
;

US = S1 � fSg =
�
(x; y) 2 R2 : x2 + y2 = 1 ^ y 6= �1

	
:

Ahora tomemos un punto P = (x; y) 2 S1 con P 6= N y P 6= S y consideremos las

funciones dadas por �N (P ) = ~x y �S (P ) = �x, en donde las coordenadas ~x y �x se pueden

hallar utilizando semejanza de triángulos, cuyos vertices son los puntos (0; 1) ; (0; 0) y

(~x; 0) para �N y (0; 0) ; (0;�1) y (�x; 0) para �S respectivamente, entonces tenemos que,

~x

1
=
~x� x

y
=) ~xy = ~x� x =) ~x =

x

1� y
;

�x

1
=
�x� x

�y =) ��xy = �x� x =) �x =
x

1 + y
:

Luego �N y �S están de�nidas como sigue:

�N : UN �! R �S : US �! R

P 7�! �N (P ) =
x
1�y P 7�! �S (P ) =

x
1+y

:



De esta manera tenemos que las parejas (UN ; �N) y (US; �S) son cartas locales para

S1. Sea U = f(UN ; �N) ; (US; �S)g,veamos que U es un atlas diferenciable para S1 :

1: UN [ US = S1

2: Puesto que UN \ US 6= � tenemos que veri�car que las funciones

�N � ��1S : �S (UN \ US) = R� f0g �! �N (UN \ US) = R� f0g ;

�S � ��1N : �S (UN \ US) = R� f0g �! �N (UN \ US) = R� f0g ;

son de clase C1: Calculando el valor de ��1N se tiene que

��1N : R �!UN

s 7�! (x; y) ;

sabemos que s = x
1�y entonces x = s (1� y) y x2 = s2 (1� y)2 : Reemplazando en la

ecuación x2 + y2 = 1 tenemos

s2 (1� y)2 + y2 = 1 =) s2
�
1� 2y + y2

�
+ y2 = 1;

=)
�
s2 + 1

�
y2 � 2s2y +

�
s2 � 1

�
= 0:

De donde y =
2s2�

p
4s4�4(s2+1)(s2�1)
2(s2+1)

= 2s2�2
2(s2+1)

= s2�1
s2+1

y puesto que y 6= 1, se concluye

que y = s2�1
s2+1

: De manera similar se calcula x y se obtiene que x = 2s
s2+1

; por lo tanto

tenemos que

��1N : R �!UN

s 7�!
�

2s
s2+1

; s
2�1
s2+1

�
:

Por otra parte calculando ��1S obtenemos

��1S : R �!US

s 7�!
�

2s
s2+1

; 1�s
2

s2+1

�
:

Realizando la composición de funciones tenemos que

�N � ��1S (s) = �N

�
2s

s2 + 1
;
1� s2

s2 + 1

�
=

2s
s2+1

1� 1�s2
s2+1

=
1

s
,



�S � ��1N (s) = �S

�
2s

s2 + 1
;
s2 � 1
s2 + 1

�
=

2s
s2+1

1 + s2�1
s2+1

=
1

s
.

Las cuales son funciones in�nitamente diferenciables, es decir de clase C1:

Luego el conjunto U = f(UN;�S) ; (US; �S)g constituye un atlas diferenciable para S1 el

cual llamaremos atlas estereogr�afico: Por lo tanto S1es una variedad diferenciable de

dimensión 1.

Ejemplo 3.3 Ahora probaremos que S1admite otro atlas deferenciable llamado atlas

hemisf�erico, para el cual vamos a considerar los siguientes abiertos de S1de�nidos por

U1 =
�
(x; y) 2 R2 : x2 + y2 = 1;^; y > 0

	
\Hemisferio superior";

U2 =
�
(x; y) 2 R2 : x2 + y2 = 1;^; y < 0

	
\Hemisferio inferior";

U3 =
�
(x; y) 2 R2 : x2 + y2 = 1;^; x > 0

	
\Hemisferio derecho";

U4 =
�
(x; y) 2 R2 : x2 + y2 = 1;^; x < 0

	
\Hemisferio izquierdo":

Ahora consideremos los homeomor�smos coordenados

�1 : U1 �! R; definido por �1 (x; y) = x;

�2 : U2 �! R; definido por �2 (x; y) = x;

�3 : U3 �! R; definido por �3 (x; y) = y;

�4 : U4 �! R; definido por �4 (x; y) = y:

Obsérvese, que tanto la imagen de U1 por �1como la imagen U2 por �2 es el intervalo

abierto en R

D1 = �1 (U1) = fx 2 R : �1 < x < 1g = �2 (U2) ;

de igual manera se tiene que

D2 = �3 (U3) = fy 2 R : �1 < y < 1g = �4 (U4) :



Así, las inversas de los homeomor�smos coordenados están dadas por

��11 : D1 �! U1; ��11 (x) =
�
x;
p
1� x2

�
;

��12 : D1 �! U2; ��12 (x) =
�
x;�

p
1� x2

�
;

��13 : D2 �! U3; ��13 (y) =
�p

1� y2; y
�
;

��14 : D2 �! U4; ��14 (y) =
�
�
p
1� y2; y

�
:

Tenemos entonces que las parejas (Ui; �i) ; i = 1; 2:::; 4; son cartas locales para S
1:

Ahora probemos que la familia U = f(Ui;�i)gi=1;2:::;4 de cartas locales es un atlas

diferenciable para S1:

1: Claramente,
4S
i=1

Ui = S1:

2:Veri�quemos que las cartas están dos a dos C1 relacionadas, es decir, comprobemos

que las funciones de transición

�i � ��1j : �j (Ui \ Uj) �! �i (Ui \ Uj)

son in�nitamente diferenciables o equivalentemente que son de clase C1.

Puesto que los intervalos D1 y D2 son intervalos abiertos, entonces se tiene que las

raices, admiten derivadas de todos los órdenes y por lo tanto cada �i también las posee.

Calculemos los Ui \ Uj; esto es

U1 \ U2 = �;

U1 \ U3 = f(x; y) 2 R2 : x2 + y2 = 1 ^ y > 0 ^ x > 0g ;

U1 \ U4 = f(x; y) 2 R2 : x2 + y2 = 1 ^ y > 0 ^ x < 0g ;

U2 \ U3 = f(x; y) 2 R2 : x2 + y2 = 1 ^ y < 0 ^ x > 0g ;

U2 \ U4 = f(x; y) 2 R2 : x2 + y2 = 1 ^ y < 0 ^ x < 0g ;

U3 \ U4 = �:



Llamando Aij = �1 (Ui \ Uj) y usando los cálculos anteriores obtenemos

A13 = �1 (U1 \ U3) = fx 2 R : 0 < x < 1g � D1;

A31 = �3 (U1 \ U3) = fy 2 R : 0 < y < 1g � D2;

A41 = �4 (U1 \ U4) = fy 2 R : 0 < y < 1g � D2;

A23 = �2 (U2 \ U3) = fx 2 R : 0 < x < 1g � D1;

A14 = �1 (U1 \ U4) = fx 2 R : �1 < x < 0g � D1;

A32 = �3 (U2 \ U3) = fy 2 R : �1 < y < 0g � D2;

A24 = �2 (U2 \ U4) = fx 2 R : �1 < x < 0g � D1;

A42 = �4 (U2 \ U4) = fy 2 R : �1 < y < 0g � D2:

Realizando el cálculo de las funciones de transición �i � ��1j en las cuales la intersección

Ui \ Uj 6= � tenemos

�1 � ��13 : A31 ! A13; �1 � ��13 (x) =
�p

1� y2
�
;

�4 � ��11 : A14 ! A41; �4 � ��11 (x) =
�p
1� x2

�
;

�3 � ��12 : A23 ! A32; �3 � ��12 (x) =
�
�
p
1� x2

�
;

�2 � ��13 : A32 ! A23; �2 � ��13 (y) =
�p

1� y2
�
;

�4 � ��12 : A24 ! A42; �4 � ��12 (x) =
�
�
p
1� x2

�
;

�2 � ��14 : A42 ! A24; �2 � ��14 (y) =
�
�
p
1� y2

�
;

�3 � ��11 : A13 ! A31; �3 � ��11 (x) =
�p
1� x2

�
;

�1 � ��14 : A41 ! A14; �1 � ��14 (y) =
�
�
p
1� y2

�
:

Puesto que el discriminante de la raiz es siempre mayor que cero en cada Aij y como

las raices cuadradas admiten derivadas de todos los ordenes entonces tenemos que las

funciones de trancisión �i � ��1j son de clase C1:



Luego tenemos que la familia de cartas

U = f(U1; �1) ; (U2; �2) ; (U3; �3) ; (U4; �4)g

es un atlas diferenciable para S1; denominado átlas hemisférico. Por lo tanto, tenemos

que S1 es una variedad diferenciable de dimensión 1.

Ejemplo 3.4 La esfera 2-dimensional S2 = f(x; y; z) 2 R3 : x2+ y2+ z2 = 1g es una

variedad diferenciable de dimensión 2.

Ejemplo 3.5 La esfera Sn = f(x1; x2; :::; xn; xn+1) 2 Rn : x21+x22+ :::+x2n+x2n+1 = 1g

es una variedad diferenciable de dimensión n, basta utilizar la proyección estereográ�ca

de Sn en Rn para demostrarlo.

De�nición 3.8 Sean M y N variedades diferenciables de clase C1. Una aplicación

' : M ! N se dice que es diferenciable de clase C1, o simplemente diferenciable, si

para todo p 2 M existe una carta (U1; '1) de p en M y una carta (U2; '2) para ' (p)

en N , con ' (U1) � U2 tales que

'2 � ' � '�11 : '1 (U1) � Rm ! Rn

es C1:

De�nición 3.9 Sean M y N variedades diferenciables. Una aplicación ' : M �! N

es un difeomor�smo si es una aplicación biyectiva diferenciable y su inversa '�1 es una

aplicación diferenciable.



Capítulo 4

Vectores tangentes y campos

vectoriales

4.1. Espacio tangente

Una de las ideas más importantes en geometría diferencial es la de espacio tangente a

una variedad diferenciable. Esto está basado en parte en la idea geométrica intuitiva de

un plano tangente a una super�cie, pero además el espacio tangente está profundamente

relacionado con las propiedades diferenciables locales de las funciones de�nidas sobre la

variedad. Existen varias de�niciones de espacio tangente, algunas de las cuales enfatizan

la parte geométrica y otras la parte algebraica. Para variedades de dimensión �nita se

puede ver que estas de�niciones son en realidad equivalentes.

De�nición 4.1 Una curva sobre una variedad diferenciable M es una aplicación � de

clase C1, de algún intervalo abierto (�"; ") de la recta real en M:
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De�nición 4.2 Dos curvas �1 y �2 son tangentes en un punto p 2M si

i) �1 (0) = �2 (0) = p

ii) En algún sistema local de coordenadas (x1; x2; :::; xm) alrededor del punto p, se cumple

dxi

dt
(�1 (t)) jt=0=

dxi

dt
(�2 (t)) jt=0

para i = 1; 2; :::;m:

NOTA :

Si �1 y �2 son tangentes en un sistema de coordenadas entonces, son tangentes en algún

otro sistema de coordenadas alrededor de p 2M , así la de�nición es independiente del

sistema de coordenadas.

De�nición 4.3 Sea M una variedad diferenciable, un vector tangente a M en p 2 M

es una clase de equivalencia de curvas enM donde la relación de equivalencia es que dos

curvas sean tangentes en el punto p: La clase de equivalencia de una curva particular

� se escribe [�] :

De�nición 4.4 Sea M una variedad diferenciable, el espacio tangente, TpM; a M en

el punto p 2M es el conjunto de todos los vectores tangentes en el punto p:

De�nición 4.5 Sea M una variedad diferenciable, el �brado tangente TM es de�nido

como TM =
[
p2M

TpM . Existe una proyección natural � : TM ! M que asocia cada

vector tangente con el punto p en M donde este es tangente. La imagen inversa de

algún punto p bajo la aplicación � es justamente el conjunto TpM de todos los vectores

que son tangentes a M:

Esta de�nición de vector tangente es consecuente con la geometría intuitiva donde, hay

una forma natural de representar los vectores tangentes como elementos contenidos en

un espacio vectorial, como es el caso de una esfera contenida en el espacio euclidiano.



Esto también se extiende al �brado tangente TM el cual, en el caso de la esfera, puede

ser representado como

TSn =
�
(x; v) 2 Rn+1 � Rn+1 j x � x = 1 y x � v = 0

	
:

De�nición 4.6 Un vector tangente v en TpM puede ser visto como una derivada di-

reccional de funciones f de�nidas sobre la variedad M . Esto es,

v (f) =
d

dt
f (� (t)) jt=0;

donde � es alguna curva en la clase de equivalencia representada por v, es decir, v = [�] :

Veamos que v (f) no depende de la � escogida. Sean �1 y �2 dos curvas tangentes en

p 2 M y tomemos un sistema local de coordenadas (x1; x2; :::; xm) alrededor del punto

p, luego

v1 (f) =
d

dt
f (�1 (t)) jt=0=

dxi

dt
(�1 (t)) jt=0;

v2 (f) =
d

dt
f (�2 (t)) jt=0=

dxi

dt
(�2 (t)) jt=0 ,

además �1 (0) = �2 (0) = p, luego v1 (f) = v2 (f) (por la de�nición 4;2).

Un espacio tangente puede ser considerado en algún momento como una linealización

local de la variedad diferenciable. Una aplicación h entre dos variedades diferenciables

M y N puede también ser linealizada con la ayuda de los espacios tangentes y la

estructura de espacio vectorial que ellas poseen, para ello la de�nición de la aplicación

h�.

De�nición 4.7 Si h :M ! N y v 2 TpM entonces de�nimos h� (v) en Th(v)N por

h� (v) = [h � �] ; donde v = [�] :



La aplicación h� es lineal, es decir, para todo v1; v2 2 TpM y r 2 R;

h� (v1 + v2) = h� (v1) + h� (v2) ;

h� (rv) = rh� (v) :

De�nición 4.8 Sean M;N variedades diferenciables. Una aplicación diferenciable � :

M ! N es una inmersión si la �� : Tp (M)! T�(p) (N) es inyectiva para todo p 2M:

La idea de que un vector tangente pueda ser visto como un tipo de operador diferencial

es una forma algebraica de ver los vectores tangentes.

4.2. Vectores tangentes como derivación

Retomamos la ecuación de la de�nición de un vector tangente como una derivación

v (f) =
d

dt
f (� (t)) jt=0; donde [�] = v;

la cual facilita la representación de las clases de equivalencia de las curvas v 2 TpM

actuando como un operador diferencial en el espacio C1 (M) = {f : M ! R : f es

in�nitamente diferenciable}, de funciones diferenciables de valor real sobre M: Esta

de�nición algebraica permite ver a TpM como un espacio de derivadas direccionales;

pensando C1 (M) como un anillo sobre R y un vector tangente como una aplicación

de este anillo en R:

De�nición 4.9 a) Una derivación en un punto p 2M es una aplicación v : C1 (M)!

R tal que

i) v (f + g) = v (f) + v (g) ; para toda f; g 2 C1 (M) :

ii) v (rf) = rv (f) ; para toda f 2 C1 (M) y r 2 R:

iii) v (fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f); para toda f; g en C1 (M) :

b) El conjunto de todas las derivaciones de p 2M es denotado DpM:



Al espacio de derivaciones DpM se le puede dar fácilmente una estructura de espacio

vectorial, de�niendo

(v1 + v2) (f) = v1(f) + v2(f)

v (rf) = rv(f)

para todo v1; v2; v 2 DpM , f 2 C1 (M) y r 2 R:

Lema 4.1 Sea (U; �) una carta alrededor de p 2 M asociada con las funciones coor-

denadas (x1; x2; :::; xm) y tal que x� (p) = 0 para todo � = 1; :::;m = dim(M); entonces

para alguna f en C1 (M) existe f� 2 C1 (M) tal que

i) f� (p) =
�
@
@x�

�
p
f;

ii) f(q) = f(p) +
mP
�=1

x�(q)f�(q); para todo q en una vecindad de p:

Demostración. La condición i) signi�ca que la función f puede ser escrita localmente

como

f ( ) = f(p) +
mX
�=1

x� ( ) f� ( ) :

Sea F = f � ��1 de�nida en una bola abierta B alrededor de 0 2 Rm. Entonces, para

a 2 B;

F (a1; a2; :::; am) � F (a1; :::; am)� F (a1; a2; :::; am�1; 0)

+F (a1; :::; am�1; 0)� F (a1; a2; :::; am�2; 0; 0)

+:::

+:::

+F (a1; 0; :::; 0)� F (0; 0; :::; 0) + F (0; 0; :::; 0) :



Esta identidad puede ser escrita como

F (a1; a2; :::; am) = F (0; 0; :::; 0) +
mX
�=1

F (a1; :::; ta�; 0; :::; 0) jt=1t=0;

= F (0; 0; :::; 0) +

mX
�=1

Z 1

0

@F

@u�
(a1; :::; a��1; ta�; :::; 0) a�dt;

= F (0; 0; :::; 0) +

mX
a�F� (a1; a2; :::; am)

�=1

;

donde F� (a) =
R 1
0
@F
@u�

(a1; :::; a��1; ta�; 0; :::; 0) dt es una función de clase C1 en B �

Rm: Ahora de�nimos f� = F� � � la cual inicialmente es de�nida para una vecindad de

p 2M pero que puede ser extendida arbitrariamente al resto de M , entonces

f(q) =
�
f � ��1

�
(� (q)) = F

�
x1 (q) ; :::; xm (q)

�
;

= F (0) +
mX
�=1

x�(q)F�
�
x1 (q) ; :::; xm(q)

�
;

= f(p) +
mX
�=1

x�(q)f� (q) ;

y de aquí se tiene la representación deseada. Ahora,�
@

@x�

�
p

f =

�
@

@x�

�
p

f(p) +
mX
v=1

"�
@

@x�

�
p

xvfv(p) + xv(p)

�
@

@x�

�
p

fv

#
;

donde f(p) hace referencia a la función constante la cual asigna el mismo valor f(p) a

todos los puntos q 2 M . Sin embargo, si v 2 DpM y si c : M ! R es una aplicación

constante entonces

v(c) = cv(1) = cv(1;1) = c [1:v(1) + 1:v(1)] ;

= 2cv(1);

y de aquí v(c) = 0: Aplicando este resultado a la ecuación�
@

@x�

�
p

f =

�
@

@x�

�
p

f(p) +
mX
v=1

"�
@

@x�

�
p

xvfv(p) + xv(p)

�
@

@x�

�
p

fv

#
;



tenemos que �
@

@x�

�
p

f =

mX
v=1

�
@

@x�

�
p

xvfv(p) = f� (p)

con lo que se completa la demostración del lema. �

Teorema 4.1 La aplicación lineal � : TpM ! DpM de�nida por

[� (v)] (f) =
d

dt
f (� (t)) jt=0; donde [�] = v

es un isomor�smo.

Demostración. Sea v 2 DpM y costruimos una curva �v : (�"; ")!M tal que

i) �v(0) = p

ii) v(x�) = d
dt
x� � �v(t) jt=0

entonces, si f 2 C1 (M) ;

v(f) =
mX
v(x�)
v=1

�
@

@x�

�
p

f =
mX
�=1

d

dt
x� � �v(t) jt=0

�
@

@x�

�
p

f

pero

d

dt
f � �v =

d

dt
f � ��1 � � � �v

=
mX
�=1

@

@u�
�
f � ��1

�
j�(p)

du�

dt
(� � �v) jt=0

=

mX
�=1

�
@

@x�

�
p

f
d

dt
x� � �v(t) jt=0= v(f)

así [�v] (f) = v(f) y de ahí la aplicación � es sobreyectiva. �

4.3. Campos vectoriales

Consideramos ahora funciones las cuales asignan un vector tangente a cada punto de

M .



De�nición 4.10 Un campo vectorial X de clase C1 sobre una variedad diferenciable

M es una aplicación que asigna un vector tangente Xp 2 TpM para cada punto p 2M;

esto signi�ca que para toda f 2 C1(M); la función

M ! R

p 7�! (Xf) (p) = Xp(f)

es de clase C1:

Así un campo vectorial puede ser visto como una aplicación X : C1 (M) ! C1 (M) ;

donde f 7�! X(f) es de�nida por p 7�! (Xf) (p) = Xp(f): La función X(f) es

frecuentemente conocida como la derivada de Lie de la función f a lo largo del campo

vectorial X y es denotada LXf:

La aplicación f 7�! X(f) cumple las siguientes propiedades con respecto a la estructura

de anillo sobre C1(M)

i) X (f + g) = X(f) +X(g) para toda f; g 2 C1 (M) ;

ii) X(rf) = rX(f) para toda f 2 C1 (M) y r 2 R;

iii) X(fg) = fX(g) + gX(f) para toda f; g 2 C1 (M) :

De�nición 4.11 Sean M y N variedades diferenciables, y sean X y Y campos vecto-

riales en M y N respectivamente, entonces

[X; Y ] = XY � Y X:

Es decir, [X; Y ] (f) = (XY � Y X) (f) = X (Y (f))�Y (X (f)), para toda f 2 C1 (M).

De�nición 4.12 Sean M y N variedades diferenciables, h : M ! N y sean X y

Y campos vectoriales en M y N respectivamente, entonces X y Y se dice que estan

h� relacionados si para todos los puntos x en M;

h�(Xx) = Yh(x)



y entonces escribimos Y = h�X:

Si h�X1 = Y1 y h�X2 = Y2 entonces, para toda f en C1 (M) utilizamos que X(f �h) =

(Y f) � h para escribir

([Y1; Y2] f) � h = (Y1 (Y2f)) � h� 1$ 2;

= X1 (Y2f) � h� 1$ 2;

= X1 (X2 (f � h))� 1$ 2;

= [X1; X2] (f � h) ;

de donde se tiene que

h�

�
[X1; X2]p

�
= [h�X1; h�X2]h(p) ;

para todo p en M:

Así [X1; X2] está h� relacionado a [Y1; Y2] con

h� [X1; X2] = [h�X1; h�X2]

De�nición 4.13 Sea X un campo vectorial sobre una variedad diferenciable M y sea

p un punto en M; entonces la curva integral de X que pasa por el punto p es una curva

t 7�! � (t) en M tal que

i) � (0) = p

ii) ��
�
d
dt

�
s
= X�(S); para todo s en algún intervalo abierto (�"; ") de R:

De�nición 4.14 Un campo vectorial X sobre una variedad diferenciableM es completo

si para cada punto p enM , la curva integral que pasa por el punto p puede ser extendida

a la curva integral de X que es de�nida para todo t 2 R:



Capítulo 5

Grupos de Lie

Los grupos de Lie han jugado un papel importante en la historia de las matemáticas del

siglo XX; estos datan del siglo XIX cuando Sophus Lie y Felix Klein entre otros, pro-

pusieron �La teoría de los grupos continuos�como fue llamada originalmente. Aunque

este tema se comenzó a estudiar en el siglo XIX solo tuvo éxito en el siglo XX.

5.1. Grupos de Lie

De�nición 5.1 Un Grupo de Lie es una variedad diferenciable, G, junto con una

aplicación diferenciable ' : G�G �! G; siendo G un grupo. Donde ' satisface

1: ' (a; ' (b; c)) = ' (' (a; b) ; c) :

2: Existe e 2 G tal que ' (e; b) = b; para todo b 2 G, y

3: existe una aplicación diferenciable de G en G que envia a 7�! a�1 y satisfa-

ce que '
�
a; a�1

�
= e:

Denotaremos ' (a; b) por ab:

Mas brevemente, un grupo de Lie es un grupo el cual tiene la estructura de variedad

diferenciable y para el cual la aplicación de G�G en G, de�nida por (x; y) 7�! xy�1 es
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diferenciable. En realidad, la aplicación x 7�! x�1 puede escribirse como (e; x) 7�! ex�1

así tenemos 3.

Ejemplo 5.1 G = Rn con la operación de suma, es un grupo de Lie.

Ejemplo 5.2 G = fx 2 R : x > 0g con la multiplicación como producto es un grupo

de Lie.

Ejemplo 5.3 G = GL(n;R) con la multiplicación de matrices como producto, donde

GL(n;R) = fA 2M(n;R) : det(A) 6= 0g:

El espacio M (n;R) esta en correspondencia biyectiva con Rn2 heredando así una

topología natural y una estructura diferenciable, notese que det : M (n;R) �! R,

A �! detA es una aplicación continua y de aquí se tiene que det�1 f0g es un subcon-

junto cerrado deM (n;R). GL (n;R) es el complemento de este subconjunto cerrado, por

lo tanto GL (n;R) es un abierto de M (n;R) . Como ambos adquieren una topología y

una estructura diferenciable deM (n;R), es con respecto a esta estructura que GL (n;R)

es un grupo de Lie.

Ejemplo 5.4 Sea G el grupo de matrices triangulares superiores n�n con los elementos

de su diagonal iguales a 1. Como conjunto G está en biyección con el espacio vectorial

R
n(n�1)

2 ; por lo tanto se tiene una estructura de variedad diferenciable. En relación a

esta estructura el producto en G (producto de matrices) es diferenciable por lo que G

es un grupo de Lie.

Ejemplo 5.5 Sea G un grupo cualquiera dotado de la topología discreta. Con esta

topología G tiene una estructura de variedad diferenciable de dimensión 0 en la que el

producto es diferenciable por lo tanto, todo grupo G puede ser visto como un grupo de

Lie. Un grupo de Lie con estas características es denominado, un grupo de Lie discreto.



Lema 5.1 Sea G un grupo el cual también es variedad diferenciable tal que la aplicación

de G � G en G de�nida por (x; y) 7�! xy es diferenciable. Entonces G es un grupo

de Lie.

Demostración. Lo que debemos demostrar es que si la aplicación (x; y) 7�! xy es

diferenciable, entonces la aplicación x 7�! x�1 es diferenciable.

Primero observamos que es su�ciente demostrar que la aplicación x 7�! x�1 es difer-

enciable en alguna vecindad, N , de la identidad, e.

En realidad, para cualquier a 2 G, las aplicaciones x �! ra (x) = xa y x �! la (x) =

ax son diferenciables. Ahora x�1 = a(xa)�1; así que x �! x�1 puede ser factorizado

por x �! ra (x) �! (ra (x))
�1 �! la (ra (x))

�1 : Si tomamos a tal que xa 2 N , vemos

que x �! x�1 es diferenciable en x:

Ahora demostramos que ésta es una vecindad N de e. Las aplicaciones Lx son todas

difeomor�smos de G sobre G. Si elegimos una coordenada de vecindades de la identidad,

la aplicación Lx es diferenciable sobre x. Por el teorema de la función implícita, se tiene

que ésta es una vecindad N de e, tal que (Lx)
�1 y es diferenciable sobre x, para todo

x; y 2 N: Así (Lx)�1 e = x�1 es diferenciable sobre x, es decir, la aplicación x 7�! x�1

es diferenciable. �

Teorema 5.1 Sea G un grupo de Lie, M una variedad diferenciable, y f una inmer-

sión uno a uno de M en G tal que:

i) f (x) f (y) 2 f (M) y (f (x))�1 2 f (M), para todo x; y 2M:

De�nida la multipliación en M por xy = f�1 (f (x) f (y)). Entonces M es un grupo de

Lie bajo esta multiplicación.

Demostración. En realidad la condición i) dice que f (M) es un subgrupo de G. Así

la aplicación
s
' de M �M en G de�nida por (x; y) �! f (x) f (y) es diferenciable.



Sea z (x; y) = f�1 (f (x) f (y)) deseamos demostrar que la aplicación ' de M �M en

M de�nida por (x; y) �! z (x; y) es diferenciable.

Puesto que ' es continua basta demostrar que existe una vecindad, U , de z (x; y) tal

que para cada función diferenciable, g, de�nida en U , g � ' es diferenciable en (x; y).

Puesto que f es una inmersión, podemos encontrar una vecindad V de f (z) y una

vecindad U de z con coordenadas v1; v2; :::; vn tal que f (U) está de�nida por aquellos

puntos de V donde vp+1 = ::: = vn = 0; y ; v1; :::; vp son coordenadas en U .

Así una función g en U puede ser extendida a una función eg de la siguiente manera
eg �v1; :::vn� = g

�
v1; :::; vp; 0; :::; 0

�
pero g � ' = s

g � s' la cual es diferenciable. �

De�nición 5.2 Sean G1 y G2 grupos de Lie, y f un isomor�smo de G1en G2 el cual

es uno a uno, llamaremos el par (G1; f) un subgrupo de Lie de G2. En general, una

aplicación diferenciable de G1en G2 la cual es un homomor�smo de grupos, es llamado

un homomor�smo de Lie. Así un subgrupo de Lie de un grupo de Lie es un subgrupo

en la teoria de grupos el cual es tambien una subvariedad.

5.2. El álgebra de Lie de un grupo de Lie G

Una de las características más importantes de un grupo de Lie G, es el hecho de

que siempre tiene asociada una álgebra de Lie, la cual proporciona información so-

bre muchas propiedades del grupo. Es notable que se pueda obtener información sobre

ciertas propiedades topológicas globales, como por ejemplo, saber si el grupo es una

variedad compacta o no. El concepto fundamental que se usa aquí es el de traslaciones

a derecha y a izquierda.



De�nición 5.3 Un campo vectorial X sobre un grupo de Lie G es invariante a izquierda

si está lg � relacionado con él mismo para todo g 2 G, es decir:

lg�X = X para todo g 2 G;

o equivalentemente

lg� (Xg0) = Xgg0 para todo g; g0 2 G:

De�nición 5.4 Un campo vectorial X sobre un grupo de Lie G es invariante a derecha

si está rg � relacionado con él mismo para toda g 2 G; es decir:

rg�X = X para todo g 2 G;

o equivalentemente

rg� (Xg0) = Xg0g para todo g; g
0 2 G:

El conjunto de campos vectoriales invariantes a izquierda sobre un grupo de Lie G es

denotado por L(G) y es claramente un espacio vectorial real.

Si dos campos vectoriales X1 y X2, en una variedad M estan h-relacionados a dos

campos vectoriales Y1 y Y2 en una variedad N , donde h : M �! N entonces [X1; X2]

esta h-relacionado a [Y1; Y2] ; esto signi�ca que si X1 y X2 son dos campos vectoriales

invariantes a izquierda sobre G entonces

lg� [X1; X2] = [lg�X1; lg�X2];

de la de�nición 4.10

lg� [X1; X2] = [X1; X2] :

Asi X1; X2 2 L(G) implica que [X1; X2] 2 L(G) y asi el conjunto L(G) de todos

los campos vectoriales invariantes a izquierda sobre G es una subálgebra de Lie del

algebra de Lie de dimensión in�nita de todos los campos vectoriales sobre la variedad

G.



Esta es llamada el álgebra de Lie de G y para saber cuál es su dimensión es necesaria

la comprensión del siguiente teorema.

Teorema 5.2 Existe un isomor�smo de L (G), considerado como un espacio vectorial

real, con el espacio tangente TeG.

Demostración. Construiremos un isomor�smo explícito i : TeG �! L(G); especi-

�camente, si A 2 TeG de�nimos i(A) := LA donde LA es un campo vectorial en G

de�nido por

LAg := lg�A; para todo g 2 G:

Nótese que para todo g, g0 2 G;

lg0�
�
LAg
�
= lg0� (lg�A) = lg0g�A = LAgg0 ;

de modo que LA es un campo vectorial invariante a izquierda.

Es claro que A �! LA es una aplicación lineal y solo falta probar que es uno a uno y

sobre.

I Si LA=LB entonces en particular LAe = LBe pero L
A
e = le�A = A y análogamente

LBe = B así se tiene que la aplicación i : TeG �! L(G) es inyectiva.

I Ahora sea L un campo vectorial en L(G) y de�nimos AL 2 TeG por

AL = Le(= lg�1�Lg para cualquier g 2 G):

Claramente lg�AL = lg�(Le) = Lg puesto que L es invariante a izquierda.

Asi i (AL) = L de donde se tiene que i : TeG �! L(G) es sobreyectiva. �

NOTA: Es claro que L �! AL es la inversa de i : TeG �! L(G) tal que lg�(AL) = Lg

y lg�1�(LAg ) = A:

Corolario 5.1 La dimensión del espacio vectorial L(G) es igual a dim(TeG) =

dim(G): Puesto que se asume que G es una variedad de dimensión �nita resulta que



L(G) es de dimensión �nita y es una subálgebra no trivial del álgebra de Lie de todos

los campos vectoriales sobre G.

Teorema 5.3 Sea f : G �! H un homomor�smo entre los grupos de Lie, G y H,

entonces la aplicación inducida f� : TeG �! TeH es un homomor�smo entre las

algebras de Lie de los grupos.

Demostración. Puesto que f es un homomor�smo se tiene que, para todo g; g0 2 G

f (gg0) = f (g) f (g0)

y de aqui, para todo g 2 G; f � lg = lf(g) � f .

Sea A en TeG asociado con el campo vectorial invariante a izquierda LA 2 L (G)

tal que A = LAe y LAg := lg�A; para todo g 2 G; entonces

f�
�
LAg
�
= f�lg�(A) = (f � lg)� (A) ;

=
�
lf(g) � f

�
� (A) = lf(g)�f�(A) = L

f�(A)
f(g) ;

lo cual dice que los campos vectoriales LA y Lf�(A) están f � relacionados pero, por

la de�nición 4.10 se tiene

f� [A;A�] = f�
��
LA; LA�

�
e

�
= f�

�
LA
�
; f�
�
LA�
�
f(e)

;

=
�
Lf�(A); Lf�(A�)

�
e
= [f�(A); f�(A�)]

y de aqui f� : TeG �! TeH es un homomor�smo entre las álgebras de Lie. �

Ahora mostramos un importante resultado en la teoría de los grupos de Lie asociado

a las álgebras de Lie. Recordemos primero que una curva integral t �! �X(t) de un

campo vectorial X se dice que es completa si está de�nida para todos los valores del

parámetro t, además cada campo vectorial en una variedad compacta es completo.

El resultado clave en la teoría de los grupos de Lie es que cada campo vectorial

invariante a izquierda sobre un grupo de Lie G es completo, aún si G es una variedad no



compacta; sin embargo, antes de probar este hecho necesitamos un resultado preliminar

concerniente a la forma �in�nitesimal�del producto en G.

Sea � : G�G �! G la aplicación producto, esto es �(g1; g2) = g1g2: Consideremos la

aplicación inducida sobre los espacios tangentes �� : T(g1;g2)G�G �! Tg1;g2G.

Existe una aplicación � de T(g1;g2)G � G sobre el espacio Tg1G � Tg2G con la cual

factorizamos la aplicación ��, esto es

T(g1;g2)G�G
��! Tg1G� Tg2

�� & . e�
Tg1g2G

donde �� = e� � � . Se tiene que
e� (�; �) = (� � ig2)� �+ (� � jg1)� �;

donde

� 2 Tg1G; � 2 T2G; ig2 (g) = (g; g2)

y

jg1(g) = (g1; g) 2 G�G

Así, � � ig2(g) = � (g; g2) = gg2 y � � jg1 = � (g1; g) = g1g; el cual puede ser escrito

como � � ig2 = rg2 y � � jg1 = lg1 ; de aquí se tiene que

e�(�; �) = rg2�(�) + lg1�(�);

para todo (�; �) 2 Tg1G� Tg2G. Este es el resultado que necesitamos en la prueba del

próximo teorema

Teorema 5.4 Si X es un campo vectorial invariante a izquierda sobre un grupo de

Lie G, entonces X es completo.



Demostración. Basados en la de�nición 4.12 demostraremos que X es completo.

Sea t �! �X(t) una curva integral de X que pasa por e 2 G, la cual está de�nida

para todo jtj < ", para algún " > 0:

Así �X�
�
d
dt

�
s
= X�X(s) para todo jsj < " y de aquí se tiene que

�
lg � �X

�
�

�
d

dt

�
s

= lg��
X
�

�
d

dt

�
s

= lg�
�
Xg�X(s)

�
= Xg�X(s);

lo cual muestra que t �! lg ��X (t) es una curva integral de X que pasa por el punto

g 2 G:

De esto se sigue que si de�nimos �Xt (g) = g�X (t), entonces t �! �Xt es un �ujo

local para el campo vectorial X; esto signi�ca que

�Xt1
�
�Xt2 (g)

�
= �Xt1+t2 (g)

y como

�X (t1 + t2) = �X (t1)�
X (t2) ;

para todo jt1j < ", jt2j < " y jt1 + t2j < " se puede decir que la aplicación

t �! �X (t) es un homomor�smo local del grupo aditivo R de la recta real en el grupo

de Lie G.

En general, si t �! �X (t) es una curva integral para un campo vectorial X sobre

alguna variedad entonces puede ser mostrado que �rX (t) = �X (rt) para todo r 2 R.

Esto sugiere una forma por la cual la curva integral en G puede ser extendida consis-

tentemente usando la estructura de grupo.

Si jtj < 2" entonces se de�ne �X (t) =
�
�X
�
t
2

��
el cual es consistente con la de�nición

original si jtj < " de donde se tiene que�
�X
�
t

2

��2
=
�
�
X
2 (t)

�2
= �

X
2 (2t) = �X (t) ;

claramente este procedimiento puede repetirse para jtj < n" para cualquier entero

positivo n, y de aquí para toda la recta real.



Así, ahora la tarea es probar que la curva de�nida anteriormente es en realidad una

curva integral de X.

Si temporalmente denotamos la curva de�nida en la parte izquierda de la anterior

ecuación, por ~�X entonces necesitamos demostrar que para jsj < 2", ~�X�
�
d
dt

�
s
=

X�X(s):

La expresión �X (t) =
�
�X
�
t
2

��2
es factorizada como ~�X = �� M ��X � H donde

H : R �! R es de�nida por H (t) = t
2
y M: G �! G� G es la aplicación diagonal

usual M (g) = (g; g) : Así,

~�X�

�
d

dt

�
s

=
1

2
�� M� �X�

�
d

dt

�
s

=
1

2
�� M�

�
X�X( s2)

�
=

1

2
e� � �� M� �X�X( s2)

�
;

donde usamos que �� = e� � �; entonces
~�X�

�
d

dt

�
s

=
1

2
e��X�X( s2)

; X�X( s2)

�
;

=
1

2

n
r�X( s2)�

�
X�X( s2)

�
+ l�X( s2)�

�
X�X( s2)

�o
:

Sin embargo, las traslaciones a izquierda y a derecha de un grupo son conmutativas,

(es decir, rg � lg = lg � rg; para todo g 2 G): Usando esto y el hecho de que el campo

vectorial X es invariante a izquierda, el primer término de la ecuación anterior puede

escribirse como: �
r�X( s2)

� l�X( s2)
�
�
Xe =

�
l�X( s2)

� r�X( s2)
�
�
Xe;

pero r�X(t) � �X = l�X(t) � �X y de aqui

r�X(t)�Xe =
�
r�X(t) � �X

�
�

�
d

dt

�
0

=
�
r�X(t) � �X

�
�

�
d

dt

�
0

= l�X(t)�Xe = X�X(t):

Así,

l�X( s2)�
X�X( s2)

= X
[�X( s2)]

2
:



De aquí tenemos que e�X� � ddt�s = X
[�X( s2)]

2 = X�X(s) que es precisamente la a�rmación

de que ~�X es una extención de la curva integral original �X del intervalo jtj < " a

jtj < 2".

Con este procedimiento demostramos que la curva integral de X puede ser extendida

para todo valor de t 2 R y de aquí se tiene que el campo vectorial invariante a izquierda

X es completo. �

De�nición 5.5

a) La curva integral única t �! �L
A
(t); A = �L

A

�
�
d
dt

�
0
de el campo vectorial

invariante a izquierda LA que es de�nido para todo t 2 R por virtud del teorema

anterior es escrito como

t �! exp tA; A 2 TeG:

b) La aplicación exponencial exp: TeG �! G es de�nida por exp(A) =exptA jt=1 :

La aplicación exponencial es un difeomor�smo local del espacio TeG en G:

Así, existe alguna vecindad abierta V de 0 2 TeG tal que la aplicación exponencial

restringida a V es biyectiva; y ambas, ella y su inversa ( de�nida sobre la imagen de

V en G bajo exp) son diferenciables.

Sí G es un grupo de Lie compacto entonces la aplicación exponencial es una función

sobreyectiva de TeG sobre G: Esto quiere decir que no puede ser una aplicación

inyectiva, porque entonces sería un difeomor�smo entre el espacio vectorial no compacto

TeG y el grupo compacto G:

Si G no es compacto entonces, la aplicación exponencial puede no ser sobreyectiva. Por

otra parte puede ser globalmente inyectiva.

De�nición 5.6 Un subgrupo 1-parámetro de un grupo de Lie G es un homomor�smo

diferenciable � del grupo aditivo de la recta real R en G; es decir, para todo t1; t2 2 R



se tiene que

� (t1 + t2) = � (t1)� (t2) :

Analizando la primera parte de la demostración del teorema 5.4 notamos que t exp ta

es un subgrupo 1-parámetro de G.

La siguiente proposición prueba que el recíproco es verdadero, es decir, todo subgrupo

1-parámetro de G es de la forma t exp ta para algún A 2 TeG u L (G)

Así se tiene una función uno a uno entre subgrupos 1-parámetro de un grupo de Lie G

y su álgebra de Lie.

Teorema 5.5 Si � : R!G es un subgrupo 1-parámetro de G entonces, para todo t 2 R;

� (t) = exp tA; donde A := �
�
@
@t

�
0
:

Demostración. La de�nición 5.6 implica que � � ls = l�(s) � �; para todo s 2 R: De

aquí

��

�
@

@t

�
s

= ��ls�

�
@

@t

�
0

= l�(s)���

�
@

@t

�
0

= l�(s)� (A) = LA�(s):

Luego t  � (t) es una curva integral para LA 2 L (G) :El resultado se sigue de la

unicidad de cada curva. �

Corolario 5.2 Sea f : G! H un homomor�smo entre dos grupos de Lie G y H cuyas

aplicaciones exponenciales son denotadas por expG : TeG ! G y expH : TeH ! H;

respectivamente. Entonces se tiene el diagrama conmutativo

TeG f�����������! TeH

expG

???y ??yexpH
G f������������! H

Para todo A 2 TeG; expH (f�A) = f (expGA) :



Demostración. De�nimos � : R!H por � (t) := f (expG TA) entonces

� (t1 + t2) = f (expG (t1 + t2)A) = f (expG t1A expG t2A) ;

= f (expG t1A) f (expG t2A�) = � (t1)� (t2) :

por lo cual � es un subgrupo 1-parametro de H. En consecuencia del teorema anterior

se tiene que

� (t) = expH tB donde B = �

�
@

@t

�
0

2 TeH:

Tomamos k 2 C1(H) entonces

B (k) =

�
@

@t

�
0

(k � �) = @

@t
(k (� (t))) jt=0;

=
@

@t
(k � f (expG tA)) jt=0= LAe (k � f) ;

de donde se puede concluir porque t  expG tA es una curva integral del campo vec-

torial invariante a izquierda LA: Pero LAe = A; de donde B (k) = A (k � f) = (f�A) (k) :

Es decir B = f� (A) por lo tanto f (expG tA) = � (t) = expH (tf� (A)) de donde, con

t = 1 se tiene que

expH (f�A) = f (expGA) ; para todo A 2 TeG:

�

Corolario 5.3 La adjunta de G sobre él mismo es Adg (g0) := gg0g�1; para cada g 2 G:

Entonces exp (Adg� (B)) = g expBg�1; para todo B 2 TeG:

Demostración. Para cada g 2 G; la aplicación Adg : G! G es un homomor�smo de

un grupo de LieG sobre el mismo , y por el corolario anterior se tiene que exp (Adg�B) =

Adg (expB) = g expBg�1 �

Ejemplo 5.6 Consideremos un ejemplo explícito de un conjunto de campos vectoriales

invariantes a izquierda para la componente GL+ (n;R) = fA 2 GL (n;R) j det (A) > 0g



junto con el grupo lineal general GL (n;R) : Este grupo es un subconjunto abierto

del espacio lineal M (n;R) de todas las matrices reales n � n, y el espacio tangente

en algún punto en G (especialmente en e 2 G) puede ser identi�cado en forma natural

con el espacio vectorial M (n;R) : Por esto puede ser asociado como el álgebra de Lie de

GL+ (n;R) : Un sistema natural de coordenadas sobre GL+ (n;R) son las coordenadas

matriz-elemento de�nidas por

xij (g) =: gij; donde g 2 GL+ (n;R) y i; j = 1; 2; ::n:

Sea A 2 TeD u M (n;R) : Entonces la representación de las coordenadas de el campo

vectorial invariante a izquierda asociado con A es:

LAe =
nX
i=1

nX
j=1

�
LAxij

�
g

�
@

@xij

�
g

y �
LAxij

�
g
=

@

@t

�
xij (g exp tA)

�
t=0

:

Sin embargo, A 2M (n;R) es una matriz y de aquí podemos considerar la curva t etA

en GL+ (n;R) donde etA se re�ere a la exponencial usual de una matriz.

Pero el vector tangente a esta curva cuando t = 0 es obviamente la matriz A y, además

justi�ca que es de�nido un subgrupo 1-parámetro de GL+ (n;R) : De aquí

etA = exp tA; para todo t 2 R y A 2 TeG uM (n;R) :

En particular LAg =
nP
i=1

nP
j=1

�
LAxij

�
g

�
@
@xij

�
g
puede ser escrita usando

LAg x
ij =

@

@t
xij
�
getA

�
jt=0 =

nX
k=1

gik
@

@t

�
etA
�kj jt=0

=
nX
k=1

gikAkj:

de aquí el campo vectorial invariante a izquierda puede ser escrito como

LAg = gikAik
�

@

@xij

�
g



donde los indices i; j; k son todos contados de 1; 2; :::n:
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