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OBJETIVOS

Objetivo general

Investigar las propiedades de convergencia de las soluciones aproximadas,
obtenidas por el Método de los Elementos Finitos, de problemas singulares

de la elasticidad linear clasica anisotropica.

Obijetivos especificos

Encontrar un procedimiento numérico simple para obtener soluciones
aproximadas aceptables de problemas singulares en elasticidad linear
anisotrépica sin tener conocimiento de la tendencia o el comportamiento de

dicha singularidad.

Analizar las posibles causas de error del método de los elementos finitos en

aplicados a problemas de elasticidad anisotrépica.

Refinar la malla, generada por medio del método de los elementos finitos,
con respecto al grado del polinomio aproximador, tipo p, y con respecto al
tamafo del elemento finito, tipo h, y determinar si el método fornece una
secuencia de soluciones aproximadas que converja para la solucion del

problema de elasticidad linear.
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INTRODUCCION

La teoria linear clasica predice tensiones infinitas en la vecindad de puntos
denominados singulares, tales como, cantos y vértices de fisuras. Las soluciones
encontradas a través de lo métodos numéricos clasicos aproximan muy bien todo
el campo de deformaciones y también obtienen buenos resultados para las
tensiones lejos de los puntos singulares. Existe otro tipo de problemas en los
cuales los métodos numéricos fornecen soluciones erradas en todo el dominio

tanto para las deformaciones como para las tensiones.

En este trabajo se utilizo el método de los elementos finitos para aproximar el
problema de equilibrio de una placa circular homogénea, cuyo material es elastico-
linear y anisotropico, sometida a compresion por una carga radial por unidad de
longitud uniformemente distribuida sobre el contorno. Este problema posee una
solucién cerrada planteada por Lehknistkii (1968) la cual predice tensiones
infinitas en el centro de la placa y un comportamiento anémalo, en una pequefia
zona alrededor del centro, de auto-penetracion o auto-interseccion del material. La
literatura muestra soluciones, con métodos numericos clasicos, para el campo de

dislocamientos las cuales no convergen en ningun punto del dominio.

Posibles soluciones para el problema de Lekhnitskii han sido planteadas en
diferentes trabajos. Aguiar y Fosdick (2001) asumen propiedades no lineares del

material y con eso consiguen preservar la inyectividad del sistema
Fosdick y Royer (2001) colocan en la teoria linear clasica una restriccion de

inyectividad y utilizan la técnica de los multiplicadores de Lagrange para plantear

el problema como un problema de minimizacién con restricciones. El problema

XV



planteado por Fosdick y Royer consiste en encontrar un vector v que minimice la
energia potencial total, ?, obtenida de la teoria linear clasica en una region
admisible A tal que satisfaga la restriccion de inyectividad “det(1+NV)=e>0"
donde e es un numero suficientemente pequefio perteneciente a los reales. Este
problema es altamente no linear y por lo tanto posee una solucibn numérica

compleja.

Obeidat (2001) planteo una solucion utilizando el método de los elementos finitos
para minimizar el problema con restricciones. Pero este tipo de solucion presento

partes del subdominio donde la restriccion de inyectividad era violada.

Aguiar (2004) utiliza el método de las penalidades interiores, el cual permite
desenvolver un problema de optimizacién con restricciones con los algoritmos
comunes de optimizacion sin restricciones, para minimizar la energia del problema
utilizando como funcién barrera  “P=det(1+NV)=e>0". El método de las
penalidades transforma la energia potencial total del sistema, ?, por una energia
penalizada, ?4- ?+?/ d, donde d es un numero arbitrario positvo y ? esla
funcion barrera definida por el conjunto de restricciones que definen la region
admisible A.. Con la caracteristica que ?[v] va a infinito cuando v se aproxima a
la region de la singularidad, funcionando asi como una barrera. Siendo asi el
problema consiste en encontrar el minimo de la funciébn ?g4[.] en el interior de Ae.
Aguiar discretiza el dominio de la funcion de la energia penalizada por medio del
meétodo de los elementos finitos con funciones de forma lineares y obtiene buenas

soluciones aproximadas a la solucién analitica.
A pesar de encontrar en la literatura buenas soluciones aproximadas para el

problema de Lekhnitskii con restricciones nunca se ha realizado un estudio de

convergencia de dichas soluciones.

XVi



En este trabajo se analiza la convergencia del problema de Lekhnitskii sin
restricciones. Lo cual se hace minimizando la energia potencial total, ?,
discretizando el dominio por medio de los elementos finitos y realizando
refinamientos de la malla con relacion al tamafio del elemento finito, refinamiento
tipo h, y con relacién al grado del polinomio, refinamiento tipo p. Al desarrollar el
problema por este método es posible transformar el problema de minimizacién
cuadratica en un problema variacional de la forma Ax=b, donde A es la matriz de

rigidez, x es el vector solucién y b es el vector de cargas.

El contenido del trabajo se puede dividir en cuatro grandes tépicos:

Contenido Teodrico.
Planteamiento del Problema.
Formulaciéon Discreta del Problema.

Resultados Numeéricos.

En el capitulo uno se proporcional las bases tedricas para entender y aplicar el
método de los elementos finitos. Ademas en este capitulo se recopilan algunos
métodos y tratamientos dados por diversos autores a problemas con

singularidades clasicos en la mecéanica linear.

En el capitulo dos se muestra el planteamiento tedrico realizado por Lekhnitskii
(1968) para el problema de estudio, ademas de las singularidades que dicho

problema presenta.
En el capitulo tres se aplica el método de los elementos finitos al problema de

Lekhnitskii, y se realiza todo el planteamiento teérico necesario para realizar los

resultados numéricos.
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En el capitulo cuatro se presentan los resultados numéricos. Se muestran diversos
tratamientos realizados en los elementos finitos para conseguir la convergencia

del método hacia la solucion exacta.
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1. CONTENIDO TEORICO

1.1 Método de los Elementos Finitos (MEF)

En la modelaciéon de la gran mayoria de problemas en ingenieria surgen
ecuaciones diferenciales cuyo tratamiento analitico es complejo o en muchos
casos imposible. Una definicién introductoria se podria decir que el MEF es un
método numérico que ayuda a fornecer una solucion aproximada de una ecuacién
diferencial cualquiera. Para entender més claramente el MEF es necesario

primero conocer ciertos conceptos que seran explicados a continuacion.

1.1.1. Formulacién variacional para problemas uni-dimensidnales

Muchos de los problemas tratados en la mecéanica clasica lineal se pueden
encontrar en tres tipos de posibles planteamientos:

Problema de valor de contorno (D).

Problema variacional (V).

Problema de minimizaciéon (M).

1.1.1.1. Problema de valor de contorno

Este problema consiste en hallar u perteneciente a los reales y al intervalo (0,L)
tal que las siguientes condiciones se cumplan
-u”(x)=f (x) , para O<x<L. Ec.1



[Problema D] u(0)=u(L)=0.
Esta es llamada formulacion fuerte del problema. Esta formulacion puede ser
obtenida por leyes como la conservacion de la energia o por ecuaciones de
equilibrio en algunos problemas de mecanica clasica, por ejemplo considere una

barra de cercha tal como ilustra la figura 1.
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Figura 1, Elemento de Cercha

Entonces por equilibrio tenemos que

Eu’(x) =-b(x), O<x<L; Ec.2

u(0) =u(L) =0.
Donde E es el modulo de elasticidad, u(x) es el desplazamiento en la direccion x ,
b(x) es el la carga axial aplicada en la barra, u(0) y u(L) son las condiciones de

contorno.

1.1.1.2. Problema variacional

Primero es necesario definir un conjunto U formado por un conjunto de funciones
v, tal que v sea continua en el intervalo (O,L) y cumpla las condiciones de

contorno v(0)=v(L)=0.

Este problema consiste en hallar u perteneciente a un conjunto de funciones

[Problema V] (u'Vv)=(b,v) ?2v? U Ec.3



El problema variacional puede ser planteado a partir del principio del trabajo
virtual, 0sea el trabajo realizado por los esfuerzos internos es equivalente al

trabajo realizado por las fuerzas externas.

1.1.1.3. Problema de minimizacion.

Teniendo en cuenta que F es un funcional cuadratico
F(v)=1/2(v’,v’) — (b,v) Ec. 4
El problema de minimizacién consiste en hallar u perteneciente a U tal que
[Problema M] F(u)=F(v), ?2v? U Ec.5
En otras palabras el funcional F corresponde a la energia potencial total asociada
con el desplazamiento v perteneciente a U y F(u) es la minima energia del

sistema. El termino 1/2(v',v') representa la energia elastica interna y (b,v)

representa el trabajo realizado por los esfuerzos externos.

1.1.2. Soluciones equivalentes

Es importante mostrar que la solucion del problema de valor de contorno o de la
ecuacion diferencial (D) también es solucion del problema de minimizacién (M) y
del problema variacional (V). Primero se mostrara que la solucion del problema
(D) es también solucién del problema (V). Entonces partiendo de que u es
solucion de la ecuacion diferencial del problema (D), u”(x) = -b(x), y multiplicando
a ambos lados por una funcion teste, v, que pertenece al conjunto U, entonces
-(u”, v)=(b,v), Ec.7



Integrando por partes el lado izquierdo en el intervalo (0,1) , y con las condiciones

de contorno, v(0)=v(1)=0, se obtiene

1 1
-j (o wde = ul) vl + w0 - (D) +j (w,v") dx
] ]

Ec. 8
1 1
J (0 ,vde = J (b,v) dx
’ ’ Ec.9
(uVv)=(b,v), ?2v? U Ec. 10

Esta comprobado entonces que u, solucion de (D), también es solucion de (V).

Probamos ahora que la solucion del problema (V) también es solucion del
problema (M). Suponiendo que u es una solucién del problema (V), existe un v tal

que w = \+u, entonces v = u+w, donde w pertenece a U.

Entonces se tiene,
F(v) = F(u+w)= % (u+w’,u’+w’) - (b,u+w) = F(u)
F(v) = Y(u',u’) — ((b,u’) + (u,w’) — (b,u) +¥%(w',w’) = F(u). Ec. 11

Entonces de la ecuacion 10 tenemos que [ (u’,w") — (b,u) ]=0, siendo (w’,w’) un

namero no negativo, se tiene que F(v) = F(u).

Por tanto, u es un minimizador de F, y la solucion de el problema variacional (V) es

también una solucién del problema de minimizacion (M). Teniendo en cuenta que
la solucién para un problema de minimizacion es un punto donde F(u) tiene el

menor valor posible, entonces si aplicamos una pequefia perturbacion ev tenemos,

F(u) = F(u+ ev) Ec. 12



Si la ecuacion g(e)= F(u+ ev) tiene su minimo cuanto e= 0, entonces

g'(©0)=0 Ec. 13

g(e) = F(u+ ev)=2U,u) + e V) + €/2(v',V) - (b,u) - e(b,v) Ec. 14

g'(0) = (u,u) - (b,u) Ec. 15
Para que la ecuacién 13 se cumpla,

(u,u’) = (b,u). Ec. 16

Se puede concluir que la solucion del problema (M) es también la solucion del

problema (V).

1.1.3 . Método de Rayleigh — Ritz

Este método se encarga de encontrar una solucion aproximada del problema de
minimizacion en dominios arbitrarios, limitados y con frontera suave. Definiendo

Uy como un sub-espacio de u de dimensién finita. El método de Rayleigh-Ritz
define problemas similares al problema M en U, que a su vez pertenece a U.
Entonces el problema discreto puede ser escrito asi:

Encontrar u, perteneciente Uy, tal que,

[Problema My] F(un)=F(vh), ?2v? U Ec. 17

1.1.4. Definicion del MEF

El MEF es un proceso que permite construir los subespacios U, aqui llamados

espacios de los elementos finitos.

Las caracteristicas de los elementos finitos se pueden tratar en tres grandes

topicos, que son denominados MEF1, MEF2 y MEF3.



1.14.1. MEF1

Definiendo ? como el dominio del problema. Haciendo una particiéon, ?, de ? vy
llamando cada una de las subdivisiones por k, siendo k un elemento finito. El

método de los elementos finitos tiene que cumplir con las siguientes propiedades,

? = Union de k.

k es cerrado y el interior de k no es vacio.

La interseccién de dos elementos finitos cualquiera es vacio tal como
muestra la figura 2b. Un contraejemplo es presentado en la figura 2a.

El contorno de k es descrito por una superficie suave.

Cualquier lado de k es un subconjunto de ? 0 es un lado de otro elemento
de la particion. Por lo tanto la situacion mostrada en la figura 3 es

prohibida.

KT nEZ

k1 k2
kel

k2

Figura 2a Figura 2b
Figura 2 Interseccion entre Elementos Finitos

k1 k2

Figura 3 Acoplamiento entre Elementos Finitos



1.1.4.2. MEF2

Se puede definir un conjunto de funciones, u, ~ formado por funciones vy
generadas por las restricciones en los elementos finitos k. Dichos espacios
contienen polinomios o funciones préximas a polinomios, lo cual facilita

grandemente la convergencia y la implementacién computacional del método.

1.1.4.3. MEF3

Existe por lo menos una base candnica en el espacio U, cuyas funciones de base

tienen soportes tan pequefios como son posibles.

1.1.5. Ejemplos de Aplicacion

En esta seccién se aplica el método de los elementos finitos en la solucion
aproximada del problema de valor de contorno 1.1.1.1. Esto con el objeto de
visualizar facil y claramente el método aplicado paso a paso. El mismo ejemplo se
desarrollara con polinomios aproximadores de grado 1 hasta 4, proporcionando
asi muchas informaciones Utiles para la aplicacion del método en problemas mas

complejos.

Ejemplo

Teniendo la viga mostrada en la figura 1. Se pide encontrar una solucion
aproximada del problema. Dados el modulo de elasticidad, E = 2.1 E10 Kg-f/m"2,

La longitud de la viga, L= 10 m, y la fuerza axial, f = 1 kg-f,



Siendo 10s N0dos %<x1<X< ....... <xu<Xu+1, M es el nimero de elementos, X es el

nodo inicial, xw+1 es el nodo final.

Haciendo una particion del intervalo (0,L) en sub-intervalos
Ki=[ %1 %] de longitud h; = X;- X1
paraj=1, 2, 3.....M+1, j indica el nodo
La funcion v se puede expresar como una combinacidon linear de funciones
multiplicada por pardmetros arbitrarios multiplicados por unas funciones base,
estas funciones base son uno en el nodo j y cero en los otros nodos.

O sea,

uTRE TR ES

=

s

1]
1=

o
]
=

Ec. 18
Siendo los parametros ?; arbitrarios y sabiendo que la solucion u, satisface el

problema variacional entonces

(un", 1) = (b, Fy, Ec. 19
Siendo,
M
e D ()
1= Ec. 20
Donde ? son los valores nodales de la funcion u,
7 = Un(X).
Entonces,
i M
STolley) g o= 2 (bl
P o i=12,..., M Ec. 21

La expresion 21 es un sistema linear de M ecuaciones M incognitas.

Para tener un adecuado manejo de estas ecuaciones se hace necesario

expresarlas en forma matricial,



[A]{q}={b} Ec. 22
donde [ A]=[a;] = es la matriz M x M con elementos a;=( F/ , F}), es llamada

matriz de rigidez de la estructura.

{9}={2 2 % ..., u}

{b}={R, R, Gs,....... , Bw}

{b } = es el vector con M elementos [ (b, Fj) es denominado vector carga.
{qg }= eselvector con M pardmetros a determinar

Siendo asi,

1

)= LEFWLIY
(g ) (dxdh dxdh]dx

0 Ec. 23

(b 4= | b i

o Ec. 24
Entonces el problema se reduce a resolver el sistema linear,
[A1{q} ={b} Ec. 25

donde {g} es la incégnita a ser resuelta.

De manera similar para el problema My

Fluy)=%(un ,uy)—=(b, uy)

Flu)=% 2 F/,?2F)—-((,?2Fi), ij=1,2...M
Fu) =%?2(F, F) 22 -2 (b, Fi) 72, ij=1,2..M Ec. 26
ajj 3

Representacion matricial

F(uv)=¥2{q}. [A ]{q} —{b} ?{q} Ec. 27



Entonces el problema se reduce a minimizar
F(un)= "2 {a}. [A 1{a} - {b} ?{a}

Debido a que F; es cero para cualquier punto diferente de i.

1.1.5.1 Solucién analitica

La solucién exacta se obtiene a partir de la integracion, entre O y L, de la ecuacion

de equilibrio del sistema

2
Exd—u -b

doé "

d
E-—u=—b x+Kl
oz

]
E-u:—h-%+r{1-x+m

Aplicando las condiciones de contorno u(0)=u(L) =0.

Entonces K2=0y K1= b*L/E

2]
u = —'-—:«:2+}cLI
2K

1.1.5.2. Aproximacién con funciones de forma lineares

Ahora adoptemos la funcién de forma

1 se i=|]

0 sei?]j Parai,j=1, 2, .....M

10

Ec.28



O sea Fjes una funcion continua y linear por partes que toma el valor de 1 en el

nodo X y cero en los otros nodos, como muestra la figura 4.

b

| ______/\
n] .
i

xj-1 = wj+1 ¥

Figura 4, Funciones de forma lineares

Por lo tanto la matriz A solo tiene tres diagonales diferentes de cero, es

tridiagonal.

Los elementos de la matriz A se pueden de la siguiente forma
(Fi, F{)=0 sili-j| >1

T oy 11
(4 @)= —dx G _ —
2 2 = hi hy,
|hy 3 Y i i+
X s

1

Ec. 29
Si hjes constante e igual a h entonces siendo h = 1/(M+1), entonces
(2 -1 0 .. ooy [ &) (&1 )
-1 2 -1 0 o £ 32
o -1 2 .. o o0 E, [
A= 1 =
h
oo 0 .. 2 -1
oo 0 .. -1 2
‘ s LB o) Ec. 30

Siendo

11



B _ b = %hm
A Ec. 31

Este es un sistema linear de facil desarrollo, donde las incognitas es el vector de

los valores nodales, q.

—=— solucion analitica
+ solucion numerica

1 1 1 | 1
4 5 B 7 B 9 10
x[m]

Figura 5, solucion analitica comparada con la solucién numérica funciones de forma de grado 1

El ejercicio fue resuelto para 61 nodos (60 elementos), ver figura 5. Se observa

gue las soluciones exacta y numérica coinciden en todos los puntos del dominio.

1.1.5.3. Aproximacién con funciones de forma cuadréticas

Utilizando los polinomios aproximadores de Lagrange(anexo 1) podemos obtener
las funciones de forma de grado 2, Fj, j=1,2,...,M, tal que F;tome el valor de 1 en

el nodo j y 0 en cualquier otro nodo.

12



Asi, para j=1,3,....2*N+1, donde N es el nimero de elementos finitos, obtenemos,

-

IXJ'_

% < |}{j_1_}{j||}{j+1_}{j|

0 de otro modo

1~ X IXJ'+1 - xl Si x_'i—l = % = Xj+1

L9 Ec. 32

La ecuacion 32 esta representada en la figura 6.

=1 = =1

Figura 6, Funciones de forma cuadraticas, j=1,3,...... 2*N+1

Para j=2,4,.....2*N+2 donde N es el numero de elementos finitos, obtenemos,

13



1 X1 — X I Xiq — X R .
j-1 j-2 Sl ¥z = X 20X
|X-i_1 _}:-i“}{-i_z _X-i|

_ | Xiga— %) - | ¥e1— %I .
& = 2 2 sy o= ox o= %2
[ Ejez = ) 541 - x50

0 de otro modo

Ec. 33

La ecuacion 33 esta representada en la figura 7.

B A

1

.l'rr ‘-._~
! N,
4
/,/ %,
/. | ,

) S - — d-r*"f E}
A=z =1 X ey g e
Figura 7, funciones de forma cuadraticas j=2,4,...... 2*N

Los elementos de la matriz A se pueden expresar de la siguiente forma

(F?, F)=0, si li-j| >2
y los términos de las diagonales son hallados derivando cada una de las funciones
de forma y remplazando en 29 y 31. Si h;es constante e igual a h entonces siendo

h = 1/(M+1), entonces,

Al ensamblar cada uno de los terminos aj en la matriz A se obtiene y luego

remplazar en la ecuacion

14



i 3 f L'
f16 = 1 0 .. oYy [ & By
-2 14 -2 0 ... 0 £ i
1 -8 16 -8 ... 0 £, Bs

00 -2 14 .. 0

A= 1 =
f-h

oo oo .. 16 -2

000 o 5 14 ) | g Bur
Siendo
j+1 B h
B = b-gde = B Biped
i1

Ec. 34
Este es un sistema linear de facil resolucion donde las incégnitas es el vector de
los valores nodales.

Los resultados del andlisis son presentados en la figura 8. Se observa que las

soluciones numérica y exacta coinciden, ya que la solucion analitica

1o

E T T T lf-&_,_.-ﬁ.\__ﬂl T T T

—&  solucion analitica oy
£ solucion numerica

4t / \ i
T ? \@\
13t <£{/ \i .
32_ / -
/
¢
1+ / R i
/ \
W 2z 3 4 5 & 7 8 98 W

®[m]

Figura 8, solucién anditicay solucion numérica con funciones deforma de grado 2
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1.1.5.4. Aproximacion con funciones de forma cubicas

Utilizando los polinomios aproximadores de Lagrange(anexo 1) podemos obtener
las funciones de forma de grado 3, Fj, j=1,2,...,M, tal que F;tome el valor de 1 en

el nodo j y 0 en cualquier otro nodo.

Asi, para j=1,4,....3*N+1, donde N es el nimero de elementos finitos, obtenemos,

|:{—Xj_1|'|:{—:{j+1|'|:{—}{j+2| xj—]. £ w = xj+2

|:{j = :{j_]_l g |:{j = :{j+1| g |:{j = :{j+g|

0 de otro modo

Ec. 35

|
\\-\_}// =

¥j-1 X ¥+ Hj+2

Figura 9, Funciones de forma cubicas j= 1,4,....3*N+1.

16



La figura 9 grafica las funciones de forma representadas en la ecuacion 36.

Paraj=2,5,....3*N+2, donde N es el nimero de elementos finitos, obtenemos,

-

- <

|X—Xj+1|'|X—Xj_1|'|x—}{j_2| xj—ﬂ < oW o= x_‘i+1

|Xj C j+1| 0 |Xj C Xj_1| 0 |Xj C Xj_2|

0 de otro modo

o Ec.36

W

Sl .

¥j-2 ¥j-1 ¥j i+

Figura 10, Funciones de forma cibicas para j = 2,5,...3*N+2 .

La figura 10 muestra la funcion de forma dada por la ecuacion 36.

Para j=2,5,....3*N+3, donde N es el nUmero de elementos finitos, obtenemos,

17



|X—Xj_3|'|X—Xj_2|'|x—}{j_1| s :{j—3 £ oy o= :{j

|Xj e Xj_3| o |Xj e Xj_2| o |Xj e Xj_1|

lx - }:j+3| lx - Xj+2| X - }:j+1|

# = Sio¥ o2 ox o= Kz
|Xj— j+3|'|Xj—Xj+2|'|Xj—Xj+1| 1

0 de otro modo

Ec. 37

Y N e
\\_,/ %

¥j-3 ¥j-2 w1 ¥ ¥j+1 ¥j+2 Xj+3

Figura 11, Funciones de forma cubicas para j = 3,6,....3*N+3 .

La figura 11 muestra la funcion de forma dada por la ecuacién 37.

Donde ? son los valores nodales de la funcién up,

Entonces ?(F7, F{) 2= (b, Fy, Paraj=1,2,...., M

gue es un sistema linear de ecuaciones con M ecuaciones y M incognitas

18



Los elementos de la matriz A se pueden de la siguiente forma
(F?, F)=0 sili-j| >3 Ec. 38
Si hjes constante e igual a h entonces siendo h = 1/(M+1), entonces

Derivando cada unas de las funciones de forma e integrando segun las

ecuaciones 29y 31 se obtiene

28, DL 3 0 I 0 0 3
54 W :
=27 o4 sl o 0 R 0 0 3
5040 =
£l g
27 -180 37 -189 27 -13
ok St o o o O P Y 0 0 ¢, 1
0 4 5 4 W40 y
” s Es
@ g L 2R P d a0 :
: a5 41 E, z
3 i 2 = hh
h 6 2h 2 a0t Al 10 £ 3
M0 4 54 :
; -13 27 180 37
40 20 40 ST
Ent-1
. . ;
54 -0 St >
54
1
A R S SR S, S =8t 3 4
i
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E T T T T 5. T T T T
---- solucion analitica lﬁﬁ"ﬁ‘ “n%
#  solucion numerica *
F %
S * -
# %
W %
# Ea
# ®
41 ki ® -
® ko
% %
2 "
| 3t * % ]
z # %
3 ?I "w
* %
2 i i
* %
1F # o
% %
# %
0 ! ] ] ] ] ] I ] ] I F
0 1 2 3 4 =] B 7 8 5l 10
x[rn]

Figura 12 solucién analiticay solucién numérica con funciones deforma de grado 3

Al igual que en las anteriores aproximaciones las soluciones numeérica y exacta

coinciden.

1.1.5.5. Aproximacién con funciones de forma de grado 4

Utilizando los polinomios aproximadores de Lagrange(anexo 1) podemos obtener
las funciones de forma de grado 2, Fj, j=1,2,...,M, tal que F;tome el valor de 1 en

el nodo j y 0 en cualquier otro nodo.

Asi, para j=1,5,....4*N+1, donde N es el nimero de elementos finitos, obtenemos,

20



|X—Xj_1|'IX—X_-H_]_"|X—Xj+2|'lx—:{j+3| xj_l £y 2 x_‘i+3

B S R PSRN Sl S P R B S Rl SPE ]

] de otro modo

Ec. 39

La ecuacion 39 es representada en la figura 13

v

N e
Noof ’

-1 Hj Wj+1 Hj+2 Wj+3

Figura 13, Funciones de forma de grado 4. Paraj = 1,5,...4*N+1.

Paraj=2,6,...,4*N+2,donde N es el nimero de elementos finitos, obtenemos,
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|- Lial - lx—x_q)- [ g1l - 1= Xaal

Lz = X £ Xy
LR R T SO R A R ST R

1] de otro modo

Ec.40

S i S x

Wj-2 -1 ¥j Wj+1 Wj+3

Figura 14, Funciones de forma cuérticas de tipo 2.

La ecuacion 40 es representada en la figura 14

Paraj=3,7,...,4*N+3, donde N es el numero de elementos finitos, obtenemos,
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| X = Xj_3| X = Xj_gl X = Xj_]_l X = Xj+1|

Hoz o= K oZ Xyl
et S PR E Rt o IR Rt 5 MR B Rt A W

1] de otro modo

Ec. 41

il

PN / -
N4 y

#-3 n-2 #j-1 | #j+1

Figura 15, Funciones de forma cuérticas de tipo 3.

La ecuacién 41 es representada en la figura 15.

Paraj=4,5,...,4*N+4,donde N es el numero de elementos finitos, obtenemos,
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{0 O T B - Sl S R B i S I B i T N | 5
i-4 -3 i-2 iz gl X ¥o=

U = g | Dy = gl (g = Xgog ) 1 = g

L L o s o S S P 3

‘H = d sl X £ i
5 (%5 = Xja1) - 1% = Xaa) - (%5 = %az) - (25 = %i4a) i AR Xad

0 de otro modo

Ec. 42

/_\ b b /\ ==
Nt Dot NS "

Hj-4 Hj-3 Hj-2 Hj-1 ] Hj+1 Hj+2 Hj+3 Hj+d

Figura 16, Funciones de forma de grado 4, paraj=45,...., A*N+4

La ecuacion 42 es representada en la figura 16.

Los elementos de la matriz A se pueden de la siguiente forma

(Fi, F)=0 sili-j| >4 Ec. 43
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Si hjes constante e igual a h entonces, derivando cada unas de las funciones de

forma e integrando segun la ecuacion 22 se obtiene

T 476 5ERR -1472 =
=, Emw, e, Tenn, 0 0 [F R ] 45
129 315 945 045
2
47 496 476 1016 : - L . =
A5 2 35 35 El
588% 4776 3708 —6R4% o
i N bt i S s A 0 0 0o 0 52 -
945 315 180 045 :
3
-1472 1016 -6848 1970 -6348 1016 -1472 347 . S0
945 315 D45 189 945 315 945 945 5 4
1 ; i g M8 3318 4736 3838 1472 Es . a8
h o5 189 315 945 ods ' Es | © %
2
: : g IDI6 4736 496 4736 1016 _ £, =
Y T - TR SR 1 s T & £,
—142 5388 4736 3328 634 e
i 0 Mo o e w . . 45
945 945 315 189 943
. ; . M7 1472 1016 6848 1970 Sa o
945 045 315 w45 qgm ' 1
7
1970 et
0 0 ] O e erkt
159 1

Este es un sistema linear de facil resolucion donde las incognitas es el vector de

los valores nodales.

Aqui se realizo un refinamiento tipo p, 0 sea, se refino con respecto al grado de la
funcion de forma aproximadora. En estos ejemplos las soluciones numéricas se
aproximan bien a la solucién exacta. Mas adelante se vera que siguiendo los
pasos aplicados en estos ejemplos se desenvuelve el refinamiento tipo, p, para un
problema de elasticidad anisotropica. Ademas aqui también se puede ver el buen
comportamiento y la efectividad que tiene el método de los elementos finitos en

problemas comunes de elasticidad.
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w10 "

E T T T T - T T T T
---- solucion analitica {}W%
& solucion numerica {}{{}%
5f Gﬁ@” 0, -
&
& &
4 {}{} {}{k
& &
= # %
= ¥ %
[ 3F b 5 ]
= ¢ &
5 8
& &
Il : ; _
5 8
¢ &
i ¥ &
g 5
¢ 3
1 b, ] ] ] ] ] ] ] ] | 5
H 1 2 3 4 5 B 7 a 9 1%
#[m]

Figura 17 solucién andliticay solucid n numérica con funciones deformade grado 4

1.2 Tratamiento de Problemas Sinqulares

Pese a su versatilidad y gran aplicaciéon el MEF presenta ciertos inconvenientes.
En problemas comunes de la mecanica linear esas dificultades suelen
manifestarse como singularidades en las que el campo de tension es infinito. El
MEF por medio de expresiones polinébmicas puede hacer una aproximacion pobre
alrededor de dichos puntos pero dicha aproximacion puede llevar para una
solucién errada. Ademas todos los teoremas de convergencia dejaran de ser
aplicables puesto que el desarrollo de Taylor ya no converge en los entornos de
dichas singularidades. Mas es claro que en la practica estas dificultades son solo

ficciones matematicas.
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En la literatura son encontradas diversas tcnicas para tratamiento de problemas
clasicos con singularidades. Es interesante analizar la eficacia de esas técnicas en

un problema de elasticidad anisotropica.

Zienkiewicz O.C.(2000), plantea el uso de los elementos de contorno como una
técnica eficaz para operar con problemas singulares, Johnson(1987) aconseja el
uso de mallas adaptativas o el uso de la expansién asintética de la solucién
analitica exacta en ciertos elementos(sub-dominios del problema), Obeidat (2001)
recurre a mallas no uniformes con un refinamiento adecuado alrededor de la

singularidad.

El tratamiento con elementos de contorno no sera analizado en este trabajo mas

se incluye este item en el contenido tedrico, para dejar la base para futuro analisis.

1.2.1 Método de los elementos de contorno

Este procedimiento consiste en elegir un conjunto de funciones de interpolacion
para representar la funcién incognita en la forma usual, es decir,

I

ued = N a0

& Ec. 44
Pero en este caso, a diferencia del método habitual mediante elementos finitos,
estas funciones de interpolacién se escogen de manera que la ecuacion que rige
el problema, independientemente de que sea lineal o no,
fuy=Lu+z Ec. 45
Donde f(u) es el conjunto de ecuaciones diferenciales a resolver se satisfaga
automaticamente en 3, al menos en su forma homogénea, o sea,

LN=0 Ec. 46
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Obteniéndose asi, por superposicion, un conjunto de funciones de interpolacion N

gue satisfacen todos los requisitos dentro del dominio.

Como generalmente puede prescindirse de la parte no homogénea, z, en el
dominio B, mediante la adiciébn de una solucion particular y un cambio apropiado
de las condiciones de contorno. Los pardmetros a pueden determinarse
imponiendo que dichas condiciones se satisfagan apropiadamente, es decir,
asegurando que de alguna manera
g(u); =0, en el contorno G Ec. 47

Las soluciones basadas en elementos de contorno difieren de las aplicaciones de
los elementos finitos en:

a) las funciones de forma se eligen de manera que satisfagan la ecuacion 46.

b) y en que la aproximacién solo se realiza en el contorno del dominio del

problema.

Como ahora en el proceso de discretizacion solo interviene el contorno, puede
utilizarse un niumero de pardmetros mucho mas reducido en comparacion con los
procesos de elementos finitos clasicos, lo que es econémicamente mas ventajoso.
Otra ventaja del procedimiento de la solucion de contorno es que se puede usar
una funcion de interpolacion analitica para tratar las singularidades o el infinito,
evitando asi las dificultades del MEF, esta definicion es ilustrada claramente en la
figura 18.

Es importante anotar que el método de los elementos de contorno arroja

resultados satisfactorios para problemas donde la singularidad se encuentra en el

contorno.
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Dominio de la solucion de
cordormo

/ Campo de elementos finitos
f cHsicos

Iy

Figura 18, Elemento basado en la solucién de contorno B* en un campo clésico de elementos finitos

1.2.2 Uso de la expansién asintotica de la solucién analitica

Este procedimiento consiste en emplear la expansion asintotica de la solucion
analitica para obtener una idea acerca de la funcion de forma que debe adoptarse,
generalmente en adicidon a los términos polinébmicos clasicos. La integracion sigue
llevandose a cabo de la manera clasica sobre todo el dominio de elemento.
Dichas funciones pueden usarse simplemente para aproximar el comportamiento

de un subdominio, generalmente donde se encuentra la singularidad.

1.2.3 Mallas Adaptativas

Este método consiste en redefinir o adaptar la malla de acuerdo a la grandeza del
error. Entonces las regiones en donde el error es mayor la malla debe ser mas

refinada. Este procedimiento por lo tanto consiste en una secuencia de soluciones
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computacionales y en un sucesivo refinamiento de la malla alrededor de los

puntos de mayor error.

En este trabajo no se implementa la técnica de las mallas adaptativas pues como
se ve en el capitulo 4, los problemas de elasticidad anisotrépica no presentan un
error predominante alrededor de los puntos de mayor singularidad. Por lo tanto se
puede concluir ligeramente (ya que esta técnica no fue implementada y solo se
esta especulando a partir de resultados gréaficos) que la ganancia obtenida al

aplicar este procedimiento sea poca o nula.
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2. PROBLEMA DE LEKHNITSKII

Lekhnitskii (1968), considera una placa circular de radio 7% en equilibrio, con
material homogéneo y anisotrépico. La cual es solicitada axialmente a
comprension por una fuerza radial uniformemente distribuida en el contorno tal

como se muestra en la figura 19.

PIF 4]

Figura 19, Placa circular bajo compresion.

Teniendo en cuenta que el problema es bidimensional, y tomando un sistema de
coordenadas polares, con vectores base ortonormales (e, , e»), entonces los

tensores de las tensiones y de las deformaciones son dados por,

T =S99 €9Xe7 + S €9%X€9 + S99 (E72X €7 + €7X €9), Ec. 48

E =72 €9x €5 + 790 60%xe0 + 799 (e?x e, + eoX e?). Ec. 49
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Cada uno de los esfuerzos esta relacionado con las deformaciones por medio de
las siguientes relaciones constitutivas,
S =1/(1-ps M2)(Er P97 + UoE2 ?29),

S =1/(1-M> W2)(2 Er 292 + E2 ?99), > Ec. 50

S =2G ?

J

Donde E,, E» representan el modulo de elasticidad en las direcciones tangencial,
?, y radial, ?, respectivamente, G es el modulo de rigidez a torsion. s, M-

representan el modulo de poisson en las direcciones ?y ? respectivamente.

Las anteriores constantes siguen las siguientes propiedades para garantizar que la

matriz es positiva definida y simétrica.

|J'_>/ E-,= VB [ E», E-. >0, E- >0, G>0, (l- M2 l.l?)>0. Ec. 51
Debido a que el dislocamiento puede ser rotacionado simétricamente con respecto
al centro de la placa, o sea el desplazamiento varia solamente con ?, entonces las
relaciones deformacién-dislocamiento son dadas por

o=, P =U / ?, P = O, Ec. 52

Considerando el equilibrio de una pieza de la placa tal como lo muestra la figura

20 Se tiene la siguiente ecuacion ?s7; [? ? + (S77 -S27)/ ? =0

La ecuaciéon de equilibrio puede ser expresada en funcién de los dislocamientos

por medio de las ecuaciones 48 a 52.

Ec.53
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Figura20, Equilibrio detensiones

Imponiendo la condicién natural de compatibilidad, u(0) = 0, vy la condicion de

contorno, s»»(?e) = -P, se obtiene la solucion clasica de Lehknistkii,
k

ue) = g ——
1t Ec. 54
Donde:
o (-ww
T e m] Ec. 55
-
Ey Ec. 56

El termino k es mayor que cero debido a las expresiones 51.

Partiendo de las ecuaciones 48, 49, 50, 52 y 54 se obtienen las expresiones para

los esfuerzos.
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n k-1 k-1
ou= +-1(2) en -+ (2)
0 Pe Ec. 57

Es facil observar que este problema presenta tensiones infinitas en el centro de la
placa, ?=0, cuando P>0 y k<1. Esta es una de las singularidades que presenta

este problema.

Otro aspecto importante notado por Fosdick y Royer (2001), es que para cualquier

P>0 existe una region central definida por

1-k
= =
e i Ec. 58

para la cual U?) < - ?. Una vez que la deformacion del cuerpo es dada por
f(x) = [? +u(?)] e», entonces para cada particula x= @, ?) dentro de la regién

central definida por la ecuacion 58 vemos que el material se auto-penetra.

Esta region central posee una zona anular definida por,

1-k
ko= . <

donde el determinante del gradiente de la deformacion, dado por,

k-1 k-1
detTf = |:1—k-q-[£] ]{1_%[&] }
- P Ec. 60

es negativo. Fuera de esa region central el determinante es positivo.

Ec.59

Regiones con detv F < 0, son equivalentes a regiones con auto-interseccion. Lo
cual no tiene sentido fisico. Por tanto una teoria que se disponga a modelar
correctamente el comportamiento del material debe prever que detv F >0.

En el problema de Lekhnitskii, Fosdick & Royer (2001) utilizan los multiplicadores

de Lagrange para minimizar el problema de Lekhnitskii con la restriccion que el
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detvF= ?> 0, donde ? ? R, en todos los puntos del dominio. Al utilizar la
restriccion detv F = ? > 0, la cual es altamente no linear, se pasa de un problema

de minimizacion cuadrética a un problema altamente no linear.

Aguiar (2004) y Obeidat (2001) proponen métodos numeéricos para la resolucién

de problemas de minimizacién con la restriccion detv F =? > 0.

Aunque las soluciones obtenidas por estos autores sean buenas aproximaciones
de la solucion analitica del problema de Lekhnitskii con la restriccion det v F =?>0,

no hay todavia un estudio de convergencia de dichas soluciones.
En este trabajo se realiza un estudio de convergencia del problema de Lekhnitskii,

sin restricciones, en el contexto de la teoria de la elasticidad lineal clasica. Lo cual

es un punto de partida para el analisis del problema con restricciones.
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3. FORMULACION DISCRETA.

Siendo R, perteneciente a R? la referencia de un cuerpo en su posicion in
deformada. Mapeando los puntos y ? R a los puntos y = f(y) = y+u(y) ? R’
donde u(y) es el desplazamiento del punto y. El contorno, ?3, de 3 es compuesto
por dos partes, ?1B8 'y 2B, ?R=?18 U 2,3, tal que la carga total a traccion esta
sobre los puntosy ? ?,R8y tal que u(y)=0 para los puntosy ? a ?13.

cargamento

Purtos, v,
pertenecientes a 8,2

Purtos |, v, con
desplazamiento
restringido o impuesto
perteneciertes & g, 3

Figura 21, Partes del Contorno

Ademas una fuerza de cuerpo b(y) por unidad de volumen de R actda en los
puntosy ? [3.

Resolver el problema de minimizacion es equivalente a resolver el problema
diferencial de equilibrio, ver seccion 2.3.1.3. Entonces el objetivo es encontrar v

tal que la energia potencial sea minima.
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min. gv], tal quev ? U Ec. 61
Donde €e[v] es la energia potencial total de la teoria linear clasica y puede ser

escrita como,
ev] =% a[v,v] — f[v], Ec. 62

v ] = J Cl¥symv] - [Fsymv] dx flvlfj bovde+ | T-owdx

o) [ 221
Ec. 63

Donde, [? symV] es el tensor que define el campo infinitesimal de desplazamientos

y T es el tensor de elasticidad.

[? ymV]= [? v+(? V'] 2 Ec. 64

¥0p.B) = fy) = yauly)

posicion indeformeda pasicion deformacds

Figura 22, Mapeamiento de la posicién indeformada a la posicién deformada

Por las ecuaciones 62 y 63 se define la energia potencial total como,

] 2
IT ki

gwepls —— E. d—v '|:I+|.LP-EE-d—IV2|+EE-—d|:| +2-TT P -vlp - pe
I]_—I_LF'-I_LEI dl:' p

Ec. 65
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Definiendo
Pa Pa
v :
(wipwipl = Ep - — dp ' ') s Eq (—v] P dp
]
0 0 Ec. 66

Se puede expresar la ecuacién 65 como:

Efwe,] 1 E
il SR P By i[i,i] + i, - Fg 'lee|2:|+P'Vl|:'el P,
21 4 {1 - ppua - pphe LR P

Ec.67
Si se impone una pequefia perturbacién dw, tal que, v= u+dw, dondew ? Uy, d ?
R.

Entonces la primera variacion puede ser definida como

2lVe,l 2lue.| E
I R I S . [E=E]+u.:.-Ee-ulpe'-w'pe'+P-mpe'-Pe}@'5E'
2-T1 2-11 1 - g Ha l-paHaip p

Ec.68

2 e . . ..
Donde ®!&°! términos de orden superior, entonces evaluando el limite cuando d

tiende a cero y aplicando la definicion de derivada,

1 Iz2|v-e,l —2lu e,ll 1
— . lim d P = -d_EIVEpI =1
2-TT  s=n & 4-TT db Ec. 69

Entonces la minima energia puede ser escrita como

P
1 F]
S [Ep|i‘i_(s.g:,:| -p+pg-Eg-d—[[s-gji]+Eﬁ-ﬁ:|dp = - P-s-glp)t-p.
Ilnup-pﬂ' I dp d-p B

Ec. 70

Siendo vy e, ? Uy una funcién definida como, w(?) =s - g(?),
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Lo cual es el producto interno entre s = (?1, 22.......7%) ? R"y g = (F1, Fa...... Fn).

Los coeficientes 2 son definidos como 2 = w(?) y las funciones F; son
proporcionadas por los polinomios de Lagrange (ver anexo 1).

Tomando v, como funcién aproximadora y remplazando en la ecuacién 65 se

obtiene la expresion discretizada de la energia potencial total.

)
2 2
1 ) i i-
S [EF{'&_(S.E}] -p+u9-Eg-d—[E£-gflj]+Eg-H:|dp = - P-s-glp,t-p,
= 1! dp dp F
L"0 Ec. 75
1 " d ’ (s 9 1 (Eipe) aipe))
E.|=—(s: . S_ By« — = -P.c.glnl.
= o) [FLF@ gj] P ]dp ) L
‘0
Ec. 76

Siendo la parte uno de 76

Ps

M 2
. 2 Eﬂ'[zﬁi'dli]]
.S Pl T | P =l
= g pg! dp p

i=1
Ec.77

. 2
D Ei [d— ¢'i]:|
= dp

desarrollando [
i=1

Ec. 78

Se obtiene
2 (d : 2 (d : 2 (d :
1Ey) '[—431] + £ '(—432] + ot | B! '(_'13]5;![] +
dp dp dp
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td- |:§1 L2 [d—dﬂl] ' [d—%] E— RS TRRSTE [d—dr‘m-l] ' [d—¢m]:|
9P dp dp 4 S Ec. 79
. 2
desarrolando [E = 4‘1}
1

Se obtiene

Ec. 80

(g0 () + (5l (g + . +'§M'2"¢M'2+2'[§1'§2"¢1'"¢2'+ ------- + &yt Ear (! - el |

Entonces la expresion (-1-) se puede representar en forma matricial de la siguiente

manera
E1
Ea
" I¢. . ¢.|
Gk batl - | By [d—dai- [d—dh] p} By 1 dp
1]
- g — Ent
Ec. 81
aij
Siempre recordando que 81 es una expresion igualada al vector
PEY(e) % Ec. 82

La parte izquierda de la ecuacion 70 se puede expresar en forma matricial de la

siguiente forma:
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M
E. oyj - &
LSRR S T R oty €1 j=1
gl Gz e : £a %
2. %3 b
..... _ -
Cprl SR e CLRI Ent
T
2 ok

o
I
=

Ec. 83

Donde el termino awv tiene adicionada la parte (-2-) de la ecuacién 76.
En la Ec. 83 esta expresado el problema de minimizacibn como un problema

variacional, de la forma Ax = b. Entonces el vector solucion, X, se obtiene asi,

x=bA?

3.1 Aproximacién con polinomios

El procedimiento seguido para aproximar el problema de Lekhnitskii esta basado

en los ejemplos de la seccion 1.1.5.

3.1.1 Aproximacion con funciones de forma lineares.

Utilizando las funciones de forma planteadas en la ecuacién 28, e incorporandolas
en la 81 y 76 se plantea el problema, siguiendo un procedimiento semejante al

realizado en la seccién 1.1.5.1.

Cada uno de los elementos de la matriz A, la cual es tridiagonal, esta dado por:
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P
\h: - dhs!
J Ep.[d_d,i.[d_%].p}%.mdp
dp dp P

1]

Ec. 84

Recordando siempre que al valor (M,M) de la matriz A se le debe adicionar la

expresion (-2-) de la ecuacion 76.

3.1.2 Aproximacion con funciones de forma cuadraticas

Utilizando las funciones de forma planteadas en las ecuaciones 32 y 33, e
incorporandolas en la 81 y 76 se plantea el problema, siguiendo un método

semejante al realizado en la seccion 1.1.5.2.

Cada uno de los elementos de la matriz A, la cual es una matriz con 5 diagonales

diferentes de cero, esta dado por:

P
lih: - il
J Ep_[d_q,i.(d_q,j).p}%.mdp
dp \dp P
a
Ec. 85

Recordando siempre que al valor (M,M) de la matriz A se le debe adicionar la

expresion (-2-) de la ecuacion 76.

3.1.3 Aproximacién con funciones de forma cubicas

Utilizando las funciones de forma planteadas en las ecuaciones 35 a 37, e
incorporandolas en la 81 y 76 se plantea el problema, siguiendo un método

semejante al realizado en la seccién 1.1.5.3.
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Cada uno de los elementos de la matriz A, la cual es una matriz con 7 diagonales

diferentes de cero, esta dado por:

P
\h: - dhs!
J Ep.[d_d,i.[d_%].p}%.mdp
dp dp P
1}
Ec. 85

Recordando siempre que al valor (M,M) de la matriz A se le debe adicionar la

expresion (-2-) de la ecuacién 76.

3.1.4 Aproximacion con funciones de forma de grado 4

Utilizando las funciones de forma planteadas en las ecuaciones 39 a 45, e
incorporandolas en la 81 y 76 se plantea el problema, siguiendo un método
semejante al realizado en la seccién 1.1.5.4.

Cada uno de los elementos de la matriz A, la cual es una matriz con 9 diagonales

diferentes de cero, esta dado por:

Pa
\hs - dhs!
J Ep-[d—dai-(d—qnj]-p}ﬁa- 5 g
dp dp =
0
Ec. 86

Siguiendo la ecuacién 76 al elemento (M,M) de la matriz A se le suma la expresion

(-2-) de la ecuacion de dicha ecuacion.

3.2 Aproximacién con enriguecimiento

Es importante saber si las técnicas, usadas para tratamiento de los ejemplos
clasicos con singularidad en mecanica linear, son aplicables a este tipo de
problemas anisotropicos con singularidad.
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Jonson (1987) propone enriquecer el intervalo donde se encuentra la singularidad
con funciones de forma con un comportamiento similar al de la solucion exacta

(expansion asintotica de la solucién analitica, ver seccion 1.2.)

F‘k
uip)l = -g-
'Pg'k_l

Ec. 87

La funcion enriquecedora también debe cumplir con los requisitos de los

elementos finitos. Entonces definimos ¥ como funcion de forma para el primero

intervalo,
k
b Si0=p= l:'1
k
. Py
(ITI “:'13 =
0 de otra moda

Ec. 88
La técnica de enriquecimiento con la funcion planteada en la ecuacién 88 es

mostrado en la figura 23.

Py Funciones de forma lineares por partes

0 A /

po P p2 p3 pd ...

Figura 23, Aproximacion con funcién enriquecedora.



3.3 Norma H;

La norma H, proporciona una cantidad escalar, producto de una integracion, que
da una estimativa del error.

La norma H; es definida como

1
2

|||1u,h—1u,|||H1 = J’ [I o = u|i? + ([ - |2:|dv

i Ec. 89
Donde uh, es la solucién aproximada, u es la solucion exacta.

Entonces la integral de volumen puede ser redefinida como,
1

2
P
|||1U«h—“||'H1 = lg.nj [||uh-u||2+||u'h—u'|I2]-|:'dF}
0 Ec. 90
1
Fa E
x| PR 2
L TN I | | e I X
0 e e
Ec..91

Donde s y g son los vectores con los valores nodales y con las funciones de

forma, respectivamente. Las constantes q Yy k son definidas en las ecuaciones 55y
56.
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4. RESULTADOS NUMERICOS

Con la formulacién planteada en la seccion 3 fue resuelto numéricamente el
problema de Lekhnitskii. Con el objeto de comparar resultados se usaron los datos
utilizados por otros autores como Obeidat (2001) y Aguiar (2004), o sea, se
utilizaron los mismos parametros geomeétricos y las mismas constantes del
material. Los datos utilizados por estos autores fueron: el radio del disco ?. = 1, la
carga aplicada P =500, y las constantes elasticas, c1= Es / (1-po o) = 10°

Co =E-» / (1-|J'_> l.lo) = 103| Ci2 =H?2 C2 = 103.

4.1 Andlisis de Convergencia del MEF.

En esta seccidn se investigan las propiedades de convergencia de las soluciones
aproximadas, obtenidas por el Método de los Elementos Finitos, de problemas

singulares de la elasticidad linear clasica anisotropica.

Figura 24, desplazamiento radial, u, con el radio ?, aqui se comparo la solucién
analitica con la solucién numérica del problema de Lekhnitskii. Para esto se
utilizaron 60 grados de libertad. Esta parte del grafico da una idea clara de la
diferencia entre las soluciones analitica y numérica. Se incluyo en esta figura la
solucion numérica enriquecida en el primero intervalo para mostrar la eficiencia
que esta técnica puede poseer en problemas de elasticidad anisotrépica con

singularidad.
La linea continua corresponde a la solucion analitica, calculada con la ecuacion

54, los circulos describen la solucion numérica enriqueciendo la funcién

aproximadora, uh, y la funcion teste, v, del primero intervalo con la funcion de
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forma definida en la ecuacion 88. Las cruces representan la soluciébn numérica
enrigueciendo solamente la funcion aproximadora uh del primero intervalo. Es
facil notar la proximidad de las soluciones halladas con funcién enriquecedora con
la solucién exacta, Obeidat (2001) ya habia realizado el mismo procedimiento de
enriquecimiento que se efectud en este trabajo mas los resultados encontrados
por este autor evidencian un error mayor . Finalmente la linea a trazos describe
la aproximacion dada por el MEF utilizando solo funciones lineares en todo el
dominio discretizado. Obeidat (2001) comento que la soluciébn numérica utilizando
solo funciones de forma lineares por partes estaba distante de la solucion exacta

como se ve claramente en la figura 24.

En las figuras 25 a 28 se muestra un refinamiento con respecto al tamafio del
elemento finito. Cada una de las graficas fue modelada con un polinomio
aproximador de diferente grado, los cuales varian desde polinomios lineares de
grado uno hasta polinomios de grado 4. Para efecto de comparacién en las cuatro
graficas se utilizo la misma separacion entre nodos. El refinamiento es hecho para

cada uno de los siguientes grados de libertad,

M =60, 120, 240, 480, 960, 1920 = Numero de grados de libertad. Ec. 92

En la figura 25 las lineas a trazos exhiben la solucion numérica modelada con
funciones de forma lineares (d=1), en la figura 26 las lineas a trazos representan
la solucidbn numérica modelada con funciones de forma cuadréaticas (d=2), en la
figura 27 las lineas a trazos simbolizan la soluciobn numérica modelada con
funciones de forma cubicas (d=3), en la figura 28 las lineas a trazos describen la
solucién numérica con funciones de forma de grado 4 (d=4). En todas las
anteriores graficas M varia segun lo indica la ecuacion 92, y la linea continua
representa la solucion exacta calculada con la ecuacion 54. Se utiliza d para

referirse al grado del polinomio aproximador.

" ver Obeidat (2001) figura 1.
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U D’ T T T T T T T T T
Il —— Solucidn exacta
-0.005 L - -
7‘ + ol kum. con funcion singular en uh, funcion linear en vh.
2 Sol. Mum. con funcidn singular en uh vh.
0.0 \ ——  Sol. Num. con funciones lineares en uh v vh
1015
-0.02
0025
-0.03 1
0.035
-0.04
0045
005 1 1 1 | 1 1 ! 1 1
] 01 0z n3 0.4 04 0 07 na 04g 1
P

Figura 24, Desplazamiento radial, u, versus el radio del disco, ?. Soluciones para el problema de Lekhnitskii.

Observando en las figuras 25 a la 28 se puede suponer que el método converge,
mas también es facil notar que es de una forma muy lenta, para la solucién exacta.
Este supuesto sirvio como antecedente para realizar el analisis de convergencia
presentado en las figuras 29 a 32.
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e T T . T T T T T T T T T . T T T T T T =
L - — - - Solucidn numérica, M =60,120,240,..1920.
Mo Solucion analitica de Lekbinitskii.
-n.01 b £
-n.0z b J
u I
-n.0z b J
-0.04 b e

Figura 25, Desplazamiento radial, u, versus el radio del disco, ?. MEF con funciones de forma lineares realizando un
refinamiento de la malla con respecto al tamafio del elemento

e T T T T T T T T T T T T T T T T T T T ™
I - — - - Zolucion numérica, M =80120,240,..1920.
: Solucion analtica de Lekhnitskii.
-0.01 J
-0.02 J
i L
-0.02 [ g
-0.04 - g

Figura 26, Desplazamiento radial, u, versus el radio del disco, ?. MEF con funciones de forma cuadraticas realizando un
refinamiento de la malla con respecto al tamafio del elemento
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gl - - - - Solucidn numérica, M =60,120.240,..1920.

—o.o1s [ Solucidn ansltica de Lekhnitski.

-0.0Z

-0_0zs

0.0z

—0.025 r

-0.0%

-0.045

Figura 27, Desplazamiento radial, u, versus el radio del disco, ?. MEF con funciones de forma cubicas realizando un
refinamiento de la malla con respecto al tamafio del elemento.

-0.01
- = - - Solucion numerica, M =E60120,240,..1920.

-0_015 Solucion analtica de Lekhnitskii. e

-0.0z

-“0_0Z5

-0._02

-0._025

0. 0%

-0_0as

Figura 28, Desplazamiento radial, u, versus el radio del disco, ?. MEF con funciones de forma de grado 4 realizando un
refinamiento de la malla con respecto al tamafio del elemento.
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Estas graficas fueron realizadas en escala logaritmica para un manejo mas
adecuado de los valores obtenidos. La letra “d” es utilizada para referirse al grado
del polinomio aproximador, ||u -up||n1 Simboliza la norma de la energia H; descrita
en la seccién 3.3, M define el numero de grados de libertad y R es un indicador

de error .

La figura 29, contiene el logaritmo en base 10 de la norma H1, descrita en la
seccion 3.3, versus el logaritmo en base 2 del numero de grados de libertad, M,
del problema de Lekhnitskii modelado con funciones de forma lineares. Los datos

correspondientes a esta figura se encuentran en la tabla 1.

-1.4

. s
=16 \
-16 \

-1.7

Lohg |- ulif

=17
y = -0,0456x% - 11468

RZo 4 Log:z M

Figura 29, El logaritmo en base 10 de la norma H; versus el logaritmo en base 2 del numero de grados de libertad. Analisis
de convergencia de la solucién numérica con funciones de forma lineares en todo el dominio.

" R?, utilizado en el software Excel 2003, es un numero de 0 a 1 que determina el grado de
correspondencia entre los valores estimados para la linea de tendencia y los datos reales. La linea
de tendencia es mas confiable cuando el valor de R%es 1 o proximo de uno, este valor es conocido
también como coeficiente de determinacion. Ver Excel 2003.
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Aproximacion con funciones lineares(d=1)

M [lu-uh]|H1 Logz M Logao||u-uh||n1
60 0,038357 5,906890596 -1,416155367
120 0,034593 6,906890596 -1,461011773
240 0,031162 7,906890596 -1,506374677
480 0,028051 8,906890596 -1,552051652
960 0,025241 9,906890596 -1,597893443
1920 0,022712 10,9068906 -1,64374462

Tabla 1, Error Hi-norm con relacién a M, para funciones lineares en todo el dominio

Esta representacion nos permite afirmar que el método converge y de una

manera muy lenta, esto lo indica la pendiente de la recta. Por lo cual va a

necesitar un nimero muy elevado de elementos para que el error tienda a cero.

Para garantizar que la convergencia mantenia un comportamiento linear se
modelo para un numero elevado de grados de libertad. Asi, el problema fue
resuelto con 983040 elementos y fue obtenido un valor de -2,036 para el
Logio||u-uh||rm. Ese mismo indicador calculado con la ecuacion de la linea de
tendencia de la recta, mostrada en la figura 23, fue de -2,054. Aunque los valores
no fueron exactamente iguales fue facil ver que la tendencia de la curva se

mantiene.

La figura 30, logaritmo en base 10 versus logaritmo en base 2 del numero de
grados de libertad, es modelada utilizando en el primero intervalo como funcién
aproximadota la funcién de forma singular planteada en la ecuacién 88 y funciones
de forma lineares en el resto del dominio. Los datos graficados en esta figura se

encuentran en la tabla 2.

52



Es posible notar, de las figuras 29 y 30, que al inserir una funcién de forma con la
tendencia de la solucion exacta el error disminuye en una orden de grandeza

inclusive para un niumero pequefo de elementos.

s 288 : : : :
? II 2 4 \ g 10 1
% - \

N \

.30 =

.308

y = -0,0302% - 2, 6796
R2= 1 Log: M

Figura 30, El logaritmo en base 10 de la norma H1 versus el logaritmo en base 2 del numero de grados de libertad. Analisis
de convergencia de la solucién numérica con funcién enriquecedora en el primero intervalo y funciones lineares en el resto
del dominio.

Es importante reparar que el coeficiente que indica la inclinacién de la curva de
convergencia es pequefo para los dos casos. Las dos razones expuestas en este
parrafo dieron pie a querer saber la eficacia que la técnica de enriquecimiento

aparentemente muestra en relacién a la convergencia.

Tabla 2, la norma H con relacién a M. Con funcién enriquecedora en uh y v sobre el primero intervalo y funciones lineares.

d=1con enriguecimiento en el primero intervalo
M [lu-uh||H2 Logz M Logo||u-uh]|H1
60| 0,001387| 5,9068906 -2,8580175
120| 0,001294| 6,9068906 -2,8881664
240| 0,001207| 7,9068906 -2,9184007
480( 0,001126| 8,9068906 -2,9486159
960| 0,00105| 9,9068906 -2,9788107
1920( 0,000979| 10,906891 -3,0090089
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La figura 31, logaritmo en base 10 de la norma H1 versus logaritmo en base 2 del

numero de grados de libertad, compara las rectas de las figuras 29 y 30.

Puede notarse, graficamente, que la solucién obtenida con enriquecimiento en el
primero intervalo y con funciones lineares en el resto del dominio es casi paralela
a la solucion obtenida con funciones lineares en la totalidad del dominio, o sea, la
velocidad de convergencia del MEF se mantiene casi igual por lo tanto la mejoria

en la aproximacion del modelo con enriquecimiento es solo en el primero intervalo.

La figura 32, enfrenta el logaritmo en base 10 de la norma H; con el logaritmo en
base 2 del numero de grados de libertad. Aqui podemos observar la convergencia
de la solucion numérica modelada con funciones de forma de grado 4, y con M

variando entre 60 y 1920 como lo indica la ecuacion 92.

05

-1.0

AS "——-—-__l__.___.

20

Logqol|u-uh|fy

24

a0 ‘_\_\-‘_\ﬁ_‘_‘—ﬁ—\—\_l_

-38

—— =1 com enriguecimento o M

—8— =1 sim enriquecimento

Figura 31, Paralelo de la convergencia entre la solucién numérica con funciones lineares y la solucién numérica con funcion
enriquecedora en el primero intervalo y funciones lineares en el resto del dominio.
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En la figura 32 se muestra que la convergencia se conserva linear para cualquier
polinomio. Es interesante apreciar que la inclinacion de las rectas de las figuras 29
y 32 se mantiene casi igual tal como lo indican las ecuaciones de las rectas de
respectivas figuras. Esto se observa claramente en la figura 33.

Aproximacion con funciones de grado 4(d=4)

M [Ju-uh]|H1 Logz M Logao||u-uh||H1
60| 0,033938( 5,906891 -1,46931375
120( 0,030566| 6,906891 -1,51476139
240| 0,027511| 7,906891 -1,56049362
480| 0,024754| 8,906891 -1,60635461
960| 0,022274| 9,906891 -1,65220178
1920| 0,020051| 10,90689 -1,69786396

Tabla 3, Norma H1 con relacion a M. Con funciones de forma de grado 4

. 2 < h\_ g (n] 1!2
-1.55 \

-.80 \

-1.85 \

o ™

-1,

Logie|ju-uh 1

y = -0,0457x - 1,199
RZ2 4 Logz M

Figura 32, El logaritmo en base 10 de la norma H1 versus el logaritmo en base 2 del numero de grados de libertad. Analisis
de convergencia de la solucion numérica hallada con funciones de forma de grado 4.
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Figura 33, Paralelo entre la convergencia de la soluciéon numérica hallada con funciones de forma de grado 1 y funciones de
forma de grado 4

Es dificil apreciar en las graficas 25 a 28 la mejoria que tiene la aproximacién a
medida que aumentamos el grado del polinomio. Para percibir esa variacion se
tomé de las graficas 25 a 28 cada una de las lineas correspondientes a M=1920 y
se ubicaron en la grafica 34. El refinamiento como esta presentado en esta figura,
con respecto al grado del polinomio aproximador, es denominado tipo p.

En la figura 34, se encuentra el desplazamiento radial, u, confrontado con el radio,
?. La curva representada con linea-punto describe la solucion numérica del
problema de Lekhnitskii modelado con un polinomio aproximador de grado uno.
La linea a puntos reproduce la solucibn numeérica con funciones de forma
cuadraticas. La curva con el trazo en forma linea-punto-punto muestra la solucién
numeérica con funciones de forma cubicas. La curva linea-linea refiere a la solucion
numeérica con polinomios aproximadores de grado 4. Finalmente la linea llena es

la solucién analitica calculada con la ecuacién 54.
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Figura 34, desplazamiento radial, u, versus el radio del disco, ?. Refinamiento de la malla tipo P. M =1920.

La figura 35, logaritmo en base 10 de la norma H; versus el grado del polinomio,
grafica los datos de la tabla 4. Esta muestra un andlisis de convergencia para un
refinamiento tipo p, con relacion al grado del polinomio, semejante al realizado

para la convergencia tipo h, con relacién al tamafio del elemento.

Puede verse que la velocidad de convergencia del refinamiento tipo p es
desacelerada por lo tanto no es aconsejable realizar un refinamiento con relacion
al grado del polinomio, puesto que la ganancia obtenida no es mucha comparada

al esfuerzo computacional acarreado.

d=1,2,3,4
d [Ju-uh||H1 Logio||u-uh]]H1
1 0,022712 -1,64374462
2| 0,021345 -1,67070384
3] 0,020546 -1,68727272
4 0,020051 -1,69786396

Tabla 4. Norma H; en funcion del grado del polinomio d
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Figura 35, Logaritmo en base 10 de lanormaH; en funcién del grado del polinomio aproximador

4.2 Andlisis del Error Debido a la Precision de la Maguina

En el comienzo de esta investigacion se intento obtener las soluciones
presentadas en las figuras 25-28, esto con la ayuda de la herramienta
computacional MATLAB. En MATLAB el problema fue resuelto sin mayor novedad
para funciones de forma lineares y cuadraticas, pero cuando el refinamiento tipo p
nos llevo a funciones de forma de grado 3 y 4 se extrajeron las respuestas
representadas en las figuras 36 y 37, las cuales muestran una aparente
divergencia. Reflexionando en estos hechos se dedujo que el problema de
divergencia se presentaba a medida que se refinaba la malla ya fuese con

respecto, al tamafo del elemento finito o al grado del polinomio aproximador.

La figura 36 da la variacion en escala logaritmica del dislocamiento radial, u, con
relacion al radio, ?, con el nimero de grados de libertad, M, los cuales varian
entre 60 y 1920. Esta solucion numérica es hallada con funciones de forma de
grado 3 con la ayuda de la herramienta computacional MATLAB.
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La figura 37 también en escala logaritmica representa la variacion del
dislocamiento radial, u, en funcion del radio, ?, para grados de libertad, M,
variando entre 60 y 1920. Esta solucién numérica es halada con funciones de
forma de grado 4 con la ayuda de la herramienta computacional MATLAB.

Sol. Analtics

— — — = =0l Mum. nvar={60,120.. 1920}

I:||:|1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-0.m

-0.02

-0.03

0.04 =

_I:II:I5 | | | | | | | | |
a 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 36, La variacion del dislocamiento radial, u, con relacion al radio, ?. Solucién numérica con funciones de forma
clbicas
Respuestas como las encontradas en las figuras 36 y 37 ya habian dificultado el
estudio de este tipo de problemas. En nuestra investigacion se concluyo que tal
error estaba ligado a la precisidbn con que la maquina estaba trabajando, o sea,
relacionado directamente al numero de cifras decimales manejadas durante la

resolucion de los calculos.
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Indagando respecto a la precision con la que la maquina estaba trabajando, se
encontr6 que el software “MATLAB” normalmente almacena ndmeros con un
maximo de 16 cifras decimales, debido a que esta basado en un lenguaje binario.
Para saber si la precision con la que se estaba trabajando era suficiente se
decidi6 cambiar de herramienta de programacion adoptando un software que

permitiera definir el grado de aproximacion a trabajar.

Sol. Analtica

— — — - Zol Mum. nvar={60,120...1920}

I:II:I1 T T T T T T T T T

1'- 450 Se0 1820

-0.M

-0.02

-0.03

-0.04

-0.05

_I:II:IE | | | | 1 | | 1 1
a 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.5 a7 0.8 0.9 1

Figura 37 es la variacion del dislocamiento radial, u, con relacion al radio, ?. Solucion numérica con funciones de forma de

grado 4

Al mudar de herramienta de programacion para el software comercial

MATHEMATICA, version 5.0, se obtuvieron resultados alentadores que
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permitieron concluir que una gran fuente de error era el numero de digitos

decimales con que se realizaban los célculos internos.

Se realizaron unos diversas pruebas para saber si era posible encontrar una linea
de tendencia que permitiera averiguar la cantidad de digitos decimales necesarios

para obtener una respuesta precisa, dado un nimero de grados de libertad.

Funciones de forma cubicas

M No. Dig |Log2 M Log1o No. Dig
60 25| 5,906891 1,397940009
120 27| 6,906891 1,431363764
240 30| 7,906891 1,477121255
480 33| 8,906891 1,51851394
960 36| 9,906891 1,556302501
1920 38| 10,90689 1,579783597

Tabla 5, Numero de digitos necesarios para obtener un resultado preciso con un polinomio aproximador de grado 3

El estudio con respecto a la precisién del computador fue realizado solo para
funciones de forma cubicas y de grado 4 (donde se comenzd a percibir el

problema de divergencia).

La figura 38, el logaritmo en base 10 del minimo ndmero de digitos necesario para
obtener un resultado preciso versus el logaritmo en base 2 del nimero de grados
de libertad, M. Muestra el analisis realizado para polinomios aproximadores de
grado 3y la figura 39 para polinomios aproximadores de grado 4. En estas figuras
se muestra el nimero de digitos maximo para el cual el programa MATHEMATICA
produce el error ovfl™ variando con el nimero de grados de libertad, M. Estos

" El error ovfl es producido por el MATHEMATICA cuando la escala del resultado excede la
escala de numeros que puede ser representado por la versién del MATHEMATICA en uso.
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célculos son presentados en escala logaritmica para mejor presentacion. Los
datos representados en estas figuras se encuentran en las tablas 5 y 6 para
funciones aproximadoras de grado 3 y 4, respectivamente. Las ecuaciones
mostradas en las figuras son las lineas de tendencia de los datos mostrados en

dichas tablas.

En varios testes realizados se noto que las graficas 38 y 39 dependen de factores
como: la maquina utlizada, la cantidad de tareas que el ordenador esté

ejecutando y el software o herramienta de programacion utilizada.

15
¥ = - O00AZ:8 + 0,020 - 01555 + 1,7452
F2 =000 /
1,55
=
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=]
=
=
E 1,96
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1,55 . . . . .
] 2 4 ] g 10 12
Logz M

Figura 38, Logaritmo en base 10 del minimo nimero de digitos necesario para obtener un resultado preciso versus el

logaritmo en base 2 del nimero de grados de libertad, M. Para funciones de forma cubicas

También este error es ocasionado cuando el nimero trabajado es mas grande que el mayor
numero que puede representar el programa 107(323228010). Ver Mathematica Help Browser.
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Funciones de forma de grado 4

M No. Dig | Log2 M Log1o No. Dig
60 29| 5,906891 1,462397998
120 33| 6,906891 1,51851394
240 37| 7,906891 1,568201724
480 41| 8,906891 1,612783857
960 47| 9,906891 1,672097858
1920 49| 10,90689 1,69019608

Tabla 6, Numero de digitos necesarios para obtener un resultado preciso con un polinomio aproximador de grado 4

174

y = -00092:" + 003017 - 0T35S+ 25727 - 23,2001
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Figura 39, Logaritmo en base 10 del minimo nimero de digitos necesario para obtener un resultado preciso versus el

logaritmo en base 2 del nimero de grados de libertad, M. Para funciones de forma de grado 4.
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4.3 Otras Fuentes de Error.

Es valioso reparar en el deterioro que sufre la condicion de la matriz de rigidez,
cuyos elementos a;; son calculados como se indica en la ecuacion 81.

La condicion de la matriz es dada por la divisibn del menor valor normal por el
mayor. C=?nmin / ?max. Sabiendo que cero es el valor de la condicidon de una matriz

singular.

La figura 40 muestra el logaritmo en base 10 de la condicion de la matriz de
rigidez calculada con funciones de forma lineares por partes versus el nimero de
grados de libertad. Para probar que la perdida de condicion de la matriz en
relacion al numero de grados de libertad mantenia la misma tendencia, sin
interesar el grado del polinomio, se grafica en la figura 41 el logaritmo en base 10
de la matriz de rigidez calculada con funciones de forma de grado 4 versus el
ndamero de grados de libertad. Puede verse en cada una de estas figuras las
ecuaciones de la recta de las lineas de tendencia y también el error R. Los
graficos representados en las figuras 40 y 41 corresponden a los datos ubicados

en las tablas 7 y 8, respectivamente.

Funciones lineares

condicion |M |Logi[Cond.] Log2[M]

1,92E-05| 60| -4,71742547| 5,9068906
4,21E-06| 120| -5,37603781| 6,9068906
9,48E-07| 240| -6,02336166| 7,9068906
2,18E-07| 480| -6,66212162| 8,9068906
5,08E-08| 960 | -7,29431158| 9,9068906

Tabla 7. Condicion de la matriz, calculada con funciones lineares, en relacion al nimero de grados de libertad
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Puede verse que la perdida en la condicion de la matriz sigue una tendencia lineal,

decayendo con el aumento de los grados de libertad.

Condician de la Matriz vs. M. d=1

Logre[Coned]
b bt

/

y= 10,644 x- 09227

R*=09999 ekl

Figura 40, Logaritmo en base 10 de la condicion de la matriz versus el logaritmo en base 2 del nimero de grados de
libertad, M, para funciones lineares

En la figura 42, Logaritmo en base 10 de la condicion de la matriz, calculada con
60 grados de libertad, contra el grado de cada uno de los polinomios
aproximadores. En esta figura aparece la ecuacion de la linea de tendencia de
segundo grado que aproxima los datos que aparecen en la tabla 9 y el indicador

R? que proporciona una medida del error.

Funciones de grado 4
Condiciéon | M Logwo[Cond.] | LogzM]
5,40E-06| 60 -5,2673941| 5,906891
1,22E-06( 120 -5,9139368| 6,906891
2,80E-07| 240 -6,5527613| 7,906891
6,53E-08| 480 -7,1853618| 8,906891
1,54E-08( 960 -7,812791( 9,906891

Tabla 8. Condicion de la matriz, calculada con funciones de forma de grado 4, en relacién al nimero de grados de libertad,
M.
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Condicion de la Matriz vs. M. d=4
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Figura 41, Logaritmo en base 10 de la condicién de la matriz versus el logaritmo en base 2 del nimero de grados de
libertad, para funciones de forma de grado 4.

Se aprecia un decaimiento acelerado de la condicion de la matriz al realizar un
refinamiento del grado del polinomio. Esto lleva a concluir que probablemente al

aumentar el orden polinomial de las funciones de forma se puede llegar a trabajar

con una matriz de rigidez mal condicionada.

M=60
Condicién | Grado(d) | Logio[Cond.]
1,92E-05 1| -4,7174255
1,37E-05 2| -4,8629657
9,10E-06 3| -5,0408042
5,40E-06 4| -5,2673941

Tabla 9. Condicion de la matriz en relacion al orden polinomial de la funcién de forma, para 60 grados de libertad.
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Condicion de laMatriz vs. El Grado(d) del
Polinomio
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Figura 42, Logaritmo en base 10 de la condicion de la matriz versus el grado del polinomio aproximador, d, para 60 grados
de libertad.
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5. CONCLUSIONES

El planteamiento de este trabajo estaba basado en averiguar si el método de los
elementos finitos proporcionaba una secuencia convergente de aproximaciones de
la solucion del problema analizado, a medida que se realizaba un refinamiento de

la malla de los elementos finitos.

En las figuras 29,30 y 32 se ve que el MEF en este tipo de problemas describe
una convergencia linear al reducir el tamafo del elemento finito, esta tendencia es
confirmada en parte por el resultado arrojado al modelar el problema con un
numero elevado de elementos. Aunque queda claro que nada garantiza que este
comportamiento se mantenga para cualquier numero de elementos. Esta
convergencia es muy lenta y precisaria de un nimero muy grande de elementos
para obtener un error aceptable, recordando que se necesita aproximadamente de

10° elementos para obtener un error de 107,

Al hacer una expansion asintética de la solucion analitica y utilizar esta como
funcién enriquecedora en el primer elemento finito se nota una reduccion marcada
del error. Mas la figura 31 indica que la velocidad de convergencia se mantiene
casi igual a la del problema modelado solo con funciones lineares. O sea el error

continuaria yendo lentamente hacia cero.
La velocidad de convergencia con respecto al tamafio del elemento finito tampoco
aumenta si aumentamos el grado de las funciones aproximadoras, como se ve en

la figura 33.

El refinamiento con relacion al grado del polinomio aproximador en problemas de

elasticidad anisotrépica resulta poco eficiente. En la figura 35 se nota que, a pesar
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del nimero reducido de grados polinomiales utilizado (d=1, 2, 3, 4), la curva de
error exhibe una tendencia asintotica que parece indicar la no convergencia del

método con respecto al aumento del grado del polinomio aproximador.

Por ultimo podemos afirmar que la precision del resultado depende fuertemente
del namero de digitos utilizado. Por eso al realizar cualquier tipo de refinamiento
en la malla es necesario hacer un aumento de los digitos decimales utilizados. Si
se desea saber que cantidad de digitos decimales a utilizar para un dado nimero
de elementos y una dada funcion de base de un grado n cualquier, es necesario
realizar un nuevo estudio similar al mostrado en la seccién 4.2 ya que la precisiéon
necesaria depende de factores como: el software utilizado y la capacidad y el uso

del ordenador en el que se trabaja.

Es importante agregar que el deterioro en la condicién de la matriz puede acarrear
problemas si se desea continuar con cualquier tipo de refinamiento, ademas del ya
realizado en este trabajo.
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7. ANEXOS

1. Polinomios de Lagrange

Utilizados para generar funciones de forma de cualquier orden.

Considere la figura A.1 la cual es una serie de nodos externos e internos
distribuidos en una malla regular. Suponga que se quiere determinar la funcién de
forma para el punto indicado con el circulo doble. Claramente los polinomios son
de quinto orden polinomial en ? los cuales tienen un valor de la unidad en los
puntos de la segunda columna de nodos y cero en cualquier otra columna de
nodos. En direccion ? los polinomios son de cuarto orden polinomial con uno en la
fila donde esta definido el polinomio y cero en cualquier otra fila. Satisfaciendo asi

todas las condiciones de continuidad entre elementos.

Los polinomios de Lagrange son dados por la siguiente formula:

=Gl - lC=Cp) € =G - 1 = Gy ) - = Gy
ReaaR ) R ek ) S R AR ERATE AT B NGy - Lyl

g

Siendo la unidad en ?x y definido para n puntos.
En mas de una dimension es simplemente un producto polinomial.

Ni = Nj = 1"(?) ;"(?)

Donde my n son el niumero de subdivisiones en cada direccion.
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