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RESUMEN

TITULO: CALCULO DE MEDIAS GEOMETRICAS EN EL CONO DE LAS MATRICES SIMETRICAS
SEMIDEFINIDAS POSITIVAS []

AUTOR: JUAN ANDRES OLMOS ROJAS

PALABRAS CLAVE: RECONOCIMIENTO DE ACCIONES, MATRICES DE COVARIANZA, MATRI-
CES SIMETRICAS DEFINIDAS POSITIVAS, VARIEDAD DE RIEMANN, MEDIA GEOMETRI-
CA.

DESCRIPCION: En el area de la visién por computador, la descripcién de videos a partir de ma-
trices de covarianza ha sido usada como un descriptor compacto para el reconocimiento de
acciones, esto pues un video puede ser descrito por la media de las matrices de covarianza
que describen a cada una de las imagenes que componen el video. Las matrices de covarian-
za resultan ser matrices simétricas semi definidas positivas y regularizando pueden ser vistas
como matrices simétricas definidas positivas (SPD), las cuales forman una variedad rieman-
niana. El problema geométrico es entonces encontrar una media en este espacio, este ha sido
estudiado a partir de definir diferentes métricas y con ellas plantear diferentes algoritmos para
el célculo de la media. En este proyecto se desarrolla una descripcién matematica de este
espacio mediante definiciones, construcciones y ejemplos de baja dimensién para tener una
nocion mas clara del problema y posteriormente llevarlo a la practica. Ademas, se plantean
dos algoritmos: usando autovalores generalizados y otro haciendo una descomposicién de
Cholesky, esto con el fin de poder comparar teérica y computacionalmente los diferentes algo-
ritmos existentes y los nuestros en problemas reales. Utilizando un conjunto de datos publicos
de reconocimiento de acciones, se compararon 4 algoritmos para el calculo de la media junto
a los dos propuestos. El algoritmo propuesto, con autovalores generalizados, logré una exac-
titud del 69.95 %. Ademas, en experimentos complementarios con generadores aleatorios de

matrices SPD, se evidencié una convergencia mas rapida para el algoritmo Log-Euclidean.

Trabajo de investigacion

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Fabio Martinez Carrillo, Ph.D. Codirec-
tor: Juan Carlos Galvis, Ph.D.
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ABSTRACT

TITLE: GEOMETRIC MEANS ON THE CONE OF SYMMETRIC POSITIVE SEMI-DEFINITE MA-
TRICES []

AUTHOR: JUAN ANDRES OLMOS ROJAS

KEYWORDS: ACTION RECOGNITION, COVARIANCE MATRICES, POSITIVE DEFINITE MATRI-
CES, RIEMANNIAN MANIFOLD, GEOMETRIC MEAN.

DESCRIPTION: In the area of computer vision, the description of videos from covariance matrices
has been used as a compact descriptor for the recognition of actions, this because a video can
be described by the mean of the covariance matrices that describe each one of the frames of
the video. The covariance matrices are symmetric positive semi-defined (SPD) matrices and
regularizing can be seen as symmetric positive defined matrices (SPD), which form a Rieman-
nian manifold: S? , . The problem then is a geometric problem of finding a mean in this space.
This problem has been studied from the definition of different metrics and with them propose
different algorithms for calculate the mean. In this project, the aim is then to develop a clear mat-
hematical description of this space by definitions, constructions and low-dimensional examples,
in order to have a clearer notion of the geometric problem in order to later put it into practice. In
addition, algorithms were also proposed: using generalized eigenvalues and doing a Cholesky
decomposition, this in order to be able to compare theoretically and computationally different
existing algorithms and ours in real problems. Using a public data set of action recognition,
with 60 videos and 6 actions, 4 algorithms for the calculation of the mean were compared with
two algorithms proposed in this work. The proposed algorithm, with generalized eigenvalues,
achieved an accuracy of 69.95%. Furthermore, in complementary experiments with random
covariance matrix generators, a faster convergence was evidenced for the Log-Euclidean al-
gorithm. In general, all algorithms converge in a number of iterations (~ 25 iterations) for the

calculation of the mean, regardless the number of matrices.

Bachelor work

Faculty of Science. School of Matemathics. Advisor: Fabio Martinez Carrillo, Ph.D. Co-advisor:
Juan Carlos Galvis, Ph.D.
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1. INTRODUCCION Y PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El analisis de imagenes y la vision por computador juegan un rol fundamental en
areas como la biomedicina, los deportes, la vigilancia automatica y el estudio de
materiales, entre muchas otras. En particular, la descripcidon y clasificaciéon de alto
nivel de secuencias de videos es uno de los problemas mas importantes en vision
por computador debido a sus desafios inherentes a la alta dimensionalidad de los
videos, y la alta variabilidad de representacion que tienen las acciones en estas
secuencias [P} El principal objetivo en este campo de accién es la descripcion y
clasificacién (automatica) de alto nivel de secuencias de videos a partir de patrones
de movimiento y de apariencia E] Esta tarea, sin embargo, resulta compleja por la
alta variabilidad de movimientos y apariencia para representar las acciones y el
fondo. También variaciones de la cadmara, cambios de iluminacion y subjetividad en
la descripcién de acciones pueden hacer mas complejo este problema. Ademas,
los enfoques de la literatura son computacionalmente costosos y la exactitud en su
clasificacién depende de la dimensionalidad de los datos con los que se trabajen
H Particularmente en una secuencia de video, cada imagen I que lo compone es
codificada en arreglos de dimensién (W x H), correspondiente a su ancho (W width

en ingles) y alto (H high en ingles). Esta imagen I es representada por un conjunto

' D. Geronimo y col. “Survey of Pedestrian Detection for Advanced Driver Assistance Systems”. En:
IEEE Transactions on Pattern Analysis and Machine Intelligence 32.7 (2010), pags. 1239-1258.
DOI:/10.1109/TPAMI.2009. 122,

2 Y. Wang, K. Huang y T. Tan. “Human Activity Recognition Based on R Transform”. En: 2007 IEEE
Conference on Computer Vision and Pattern Recognition. 2007, pags. 1-8. DOI:|10.1109/CVPR.
2007 .383505!

3 David A. Forsyth y Jean Ponce. Computer Vision - A Modern Approach, Second Edition. Pitman,
2012, pags. 1-791.
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de N caracteristicas, denotadas por F(V, F® ... (N (donde podemos asumir que
todas son de dimensidén W x H). Por lo tanto la dimensidn de representacion de cada
imagen I es W x H x N. Ver Figura[i] para una ilustracién de lo anterior.

Cada caracteristica F*) puede ser organizada en un vector de dimensién M = W H,
es decir: FO = [F)°1 = [A",..., F}}). Un enfoque alternativo para el andlisis
de secuencias de video y el manejo de la alta dimensionalidad es el uso de matrices
de covarianza por su representacion vectorial ﬂ En este sentido, la covarianza entre

dos caracteristicas puede ser definida como:

> Xavier Pennec. “Intrinsic Statistics on Riemannian Manifolds: Basic Tools for Geometric Measu-
rements”. En: Journal of Mathematical Imaging and Vision 25.1 (2006). A preliminary appeared
as INRIA RR-5093, January 2004., pags. 127-154. DOI:/10.1007/s10851-006-6228-4.

Figura 1. Un video es un conjunto de imagenes de dimension W x H, donde cada imagen
serd descompuesta en N caracteristicas F(1), F(?) ... F(N) de dimension W x H. Image-
nes tomadas del conjunto de datos UT-lnteract/'onﬁ

1 1 2 2
FMOFD L F® F® ..
F{P F?

FO F@

N N
FM FM L
F{

FMN

Video
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M

1 . .

Cij = Cy(F) = mz (Fz(z) _mi> (Fem —mj)’ 1<4,j<N,
=

donde m; = + 3. F{" es la media de la caracteristica F(). De esta forma, a una

M Lat=1

imagen F' se le puede asociar una matriz de covarianza
N,N
Cr = [Oijhzl,j:p
de dimensién N x N. Observe que si definimos la matriz

F=[FY —my F® —my, ... F® —my],

entonces

M -1
de donde se puede ver que Cr es simétrica claramente (C;; = C};) y semi-definida
positiva. Mas aun, paraun v # 0, vFT Fol = (FUT)T (£vT) > 0 siempre que I tenga
columnas linealmente independientes. Al ser simétrica, vemos que para describirla
solo se necesita su parte triangular superior que se podria ver como un vector de
N(N+1

dimension T) y mediante un proceso de regularizacion (vea Seccion , estas

matrices pueden asumirse simétricas definidas positivas. Ahora, si se toma N <<
min {W, H} vemos que w << W x H x N,y por tanto puede resultar atractivo
(en términos de memoria) calcular estas matrices para describir propiedades de
una imagen o un video. En la practica las matrices de covarianza tienen la ventaja
de poder compactar y reducir la dimension de una posible gran cantidad de datos,
y ademas, permite analizar de manera mas eficiente la relacion existente entre las
caracteristicas estudiadas.

El reconocimiento de acciones requiere de video, asi que se entendera a este como

un conjunto ordenado de imagenes denotadas por (1), [(2), - -, I(x), descritas por
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N caracteristicas. Asi, cada una de las K imagenes puede ser representada por
una matriz de covarianza. Denotando C(y, C(z), - -, C(x), donde Cj; es la matriz de
covarianza que le corresponde a la imagen /; parai € {1,2..., K}, ver Figura
Entonces, una forma compacta de representar estas K matrices de covarianza es
mediante una descripcidn estadistica del video, como por ejemplo, una media. Esta
media de las matrices C(y), C(a), - - - , C(x) resulta ser un arreglo de N x N que repre-
senta la informacion del video de dimensién W x H x N x K (pues tiene K imagenes
de W x H con N caracteristicas).

Una media que ha sido usada para representar estadisticamente el conjunto de

Figura 2. Un video es una secuencia de imagenes (1), I(3)," - - , I(x) que se puede describir
con las matrices de covarianza C(y), C(2), - - - , C(x), respectivamente. Imagenes tomadas del
conjunto de datos UT—lnteractionh
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matrices de covarianza C4, Cs, ..., Ck, es la media de Fréchet mencionada en["|F|f]
Este conjunto de matrices de covarianza ha sido estudiado precisamente porque
calcular una media teniendo en cuenta el espacio que forman no es sencillo debido
a su geometria. La idea entonces es calcular una media geométrica que tenga en
cuenta la geometria del cono convexo formado por las SPD (como subconjunto del
espacio vectorial de las matrices simétricas). Luego, se debe considerar una métrica
en este cono, y una vez definida, surge la pregunta de como poder calcular una
matriz que con respecto a esta métrica esté lo mas cerca de todas las matrices
C1,Cy,...,Cx. Pennec y Fletcher en 48 proponen algoritmos que se basan en el

gradiente descendiente de Newton para solucionar

k
) - 2
min E dist(C, C;)".

i=1

En H se verifica que, para una distancia apropiada, la matriz definida positiva C' que
minimiza esta suma es unica. El algoritmo iterativo planteado enf]] para calcular esta

matriz consiste en la iteracién

k
1
Ct+1 = eXpCt (E Z Iogct (Cz)) )
=1

donde C; es la aproximacién anterior y Cyy es una aproximacién inicial. Las funciones

7 Xavier Pennec, Pierre Fillard y Nicholas Ayache. “A Riemannian Framework for Tensor Com-
puting”. En: International Journal of Computer Vision 66.1 (2006), pags. 41-66. DOI: 10 . 1007/
511263-005-3222-z,

8 P Thomas Fletcher y Sarang Joshi. “Riemannian Geometry for the statistical analysis of diffusion
tensor Data”. En: Signal Processing 87 (feb. de 2007), pags. 250-262. DOI:|10.1016/j.sigpro.
2005.12.018!

9 Xavier Pennec. “Probabilities and Statistics on Riemannian Manifolds: Basic Tools for Geometric
Measurements”. En: ene. de 1999, pags. 194-198.
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de matrices exp., y log., son definidas a partir de la definicion de funciones de
matrices (ver[[%y [1).

Por todo lo anterior es de notar que las matrices de covarianza resultan ser una
alternativa de representacion compacta para la representaciéon de videos en pro-
blemas de visidon por computador. Algunos autores han propuesto explicaciones,
descripciones y motivaciones matematicas relacionadas al célculo estadistico en
estos conjuntos de matrices de covarianza; ver [ 28 Para la definicion y calculo
de una media de un conjunto de matrices de covarianza, es importante saber que
estas matrices forman una variedad de Riemann. Por tanto todos estos aspectos
matematicos son necesarios para entender, implementar y reconocer los alcances,
deficiencias, ventajas y desventajas de los algoritmos para el calculo de medias de
matrices de covarianza. Ademas, y como es ya conocido en el campo de méto-
dos numéricos y matematica aplicada, el entendimiento de estos aspectos genera
oportunidades para la correcta aplicacion de estas técnicas en tareas como el reco-
nocimiento, clasificacién y representaciéon de acciones.

Este trabajo desarroll6 un estudio del calculo numérico de medias geométricas apli-
cado al problema de descripcidon compacta de secuencias de video para el reconoci-
miento de acciones. Para ello, se hizo un estudio de medias geométricas basados en
los ya existentes como el propuesto por P. Thomas Fletcher en el afio 2007 en su ar-
ticulo Riemannian Geometry for the Statistical Analysis of Diffusion Tensor Dataff| o
el mencionado por Pennec en su articulo A Riemannian Framework for Tensor Com-

putingH El calculo de la media geométrica se resume en un proceso iterativo, en el

0 Nicholas J. Higham. Functions of Matrices: Theory and Computation (Other Titles in Applied
Mathematics). Philadelphia, PA, USA: Society for Industrial y Applied Mathematics, 2008.

' Wilson Moreno y Fabio Martinez. “Frame-Level Covariance Descriptor for Action RecognitionRie-

mannian Geometry for the statistical analysis of diffusion tensor Data”. En: Colombian Conference

on Computing (sep. de 2018), pags. 276-290.
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gue cada iteracion, consiste en mapear a la variedad usando la funcién exponencial
el promedio de matrices de covarianza proyectadas al plano tangente (logaritmos de
las covarianzas). En este trabajo se propusieron el uso de autovalores generalizados
y la descomposicion de Cholesky para disminuir los calculos algebraicos involucra-
dos en el calculo de las funciones logaritmo y exponencial. Esta media de matrices
de covarianza, brinda un gran panorama de las ventajas, desventajas y alcances en
cuanto a la descripcién compacta de videos para la clasificacion y reconocimiento
de acciones. También permite hacer un estudio para entender y explicar matemati-
camente el calculo de esta media junto con propiedades algebraicas y geométricas.
Esto conllevara a reconocer criterios para su uso eficiente en diferentes aplicaciones
de las ciencias de la computacion, matematicas aplicadas y areas relacionadas.

Este trabajo estd organizado en un conjunto de capitulos que describen tanto el
problema de reconocimiento de acciones en visiébn por computador, como los fun-
damentos de la geometria riemmaniana y algebra lineal para el analisis de matrices
de covarianzas. En la seccion [2| se describe como los videos pueden ser descritos
como un conjuntos de matrices SPD [, entendiendo las caracteristicas de entra-
da y su representacién a nivel de cuadro. Ademas en la Seccion [3| se mostrara el
problema de optimizacién a resolver para el calculo de la media. Posteriormente,
en la Seccidn 4| se mostraran diferentes algoritmos con los que se ha resuelto este
problema de optimizacion y algunos ejemplos de baja dimensionalidad. De manera
particular, para el dominio de aplicacién, en la Seccion |5 se explicaran conceptos
de clasificacion y flujo 6ptico para posteriormente llevar a cabo aplicaciones con si-
mulaciones y datos reales. En anexo se encuentran definiciones sobre funciones de
matrices (1), resultados variacionales en matrices (3), el calculo de geodésicas (4) y
el calculo de funciones de matrices con autovalores generalizados (2) que se utiliza
en la Seccion 4| para implementar dos algoritmos: mediante autovalores generaliza-

dos y mediante el uso de una descomposicion de Cholesky.
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2. PRELIMINARES DE GEOMETRIA RIEMANNIANA

Para trabajar sobre el espacio de las matrices SPD (denotado por S7 ), es impor-
tante primero entender la geometria de esta variedad. En primer lugar se definira
el concepto de variedad diferenciable, plano tangente y métrica riemanniana. Luego
se mostrard como medir distancias en estas variedades, se presentaran las geo-
désicas y algunos teoremas como el de Hopf-Rinow y de Cartan-Hadamard para
poder definir las funciones exponencial y logaritmo, muy importantes para este tra-
bajo. Los resultados que se mostraran en esta seccion son basados en su mayoria
del libro ] sin embargo hay otros libros de geometria riemanniana como [3°]y mas
introductorios sobre geometria diferencial y variedades diferencibles como [

Se puede comenzar entonces definiendo a un espacio localmente euclidiano de
dimension n como un espacio topoldgico M tal que para cada p € M existe un
abierto U € M, un abierto U ¢ R™ y un homeomorfismo ¢ : U — U tal que
p € U C M. Si M es localmente euclidiano de dimension n, Hausdorff y verifica
el segundo axioma de numerabilidad se dice entonces que M es una n-variedad
topologica. Esta n-variedad topoldgica se puede empezar a cubrir con cartas que
son parejas (U, ¢) donde U es un abierto de M que se conoce como el dominio
delacartay ¢ : U — U es un homeomorfismo que se conoce como parametriza-

cién. Si se tienen dos cartas (U, ¢) y (V,¢) con U NV # (), entonces la composicién

2. Manfredo do Carmo. Riemannian Geometry. Birkh&user Base, 1992.
13 Jirgen Jost. Riemannian Geometry and Geometric Analysis. Springer-Verlag, 2008.

4 John M. Lee. Introduction to Smooth Manifolds. University of Washinton, Department of Mathe-
matics, 2000.

5 Serge Lang. Fundamentals of Differential Geometry. Vol. 191. Springer, 1999.
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b :=gopl:pUNV)— ¢(UNV) es llamada la funcién de transicion de ¢ a ¢
y resulta ser un homeomorfismo. Dos cartas (U, ¢) y (V, ¢) son diferenciablemente
compatibles si U NV = () o si la funcién de transicion ® := ¢ o ¢! es un difeomorfis-
mo. Se puede continuar cubriendo la variedad topoldgica hasta tener una coleccion
de cartas {U, };c;, esta coleccion recibe el nombre de Atlas (denotado como .A) cuan-
do los dominios de las cartas cubren a M, si ademas cualesquiera dos cartas en
M son diferenciablemente compatibles se dice que M es un atlas diferenciable. Si
toda carta que sea diferenciablemente compatible con toda carta de A esta en A,
entonces se dice que este atlas es maximal, es decir, no esta estrictamente conte-
nido en un atlas diferenciable. Las definiciones anteriores tienen sentido en cuanto
a que dada una n-variedad topolégica en algunas ocasiones se quiere construir una
estructura diferenciable. Esta estructura diferenciable es precisamente un Atlas dife-
renciable maximal sobre la variedad. A la pareja (M, .A) donde M es una n-variedad
topolégica y A es su estructura diferenciable se le conoce como variedad diferencia-
ble. Para trabajar sobre estas variedades son necesarios los siguientes conceptos
que pueden verse con mas detalle enf3

Dadas M, y M, dos variedades diferenciables de dimensién n y m respectivamente,
una funcién ¢ : M; — M, es diferenciable en un punto P € M; si dada una
parametrizaciéon ¢, : V.C R™ — M, con V abierto y o(P) € po(V') va a existir una
parametrizacion ¢, : U C R* — M; con U abiertoy P € ¢;(U) tal que la funcién
w2 topoyp : U CR*— R™ es diferenciable en ¢! (P). Por otra parte, dada una
variedad diferenciable M de dimension m, una funcién « : (—e, ¢) — M es llamada
curva diferenciable en M. Como se menciona en|'°| si M C R™ entonces dado P €
M considere todas las curvas v : (—¢,¢) — M C R™ tales que v(0) = P. Se define

entonces el espacio vectorial Tp. M como el conjunto de todos los vectores tangentes

6 Elon Lima. Analise Real Volume 2. Ene. de 2004.
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4(0) = +/(0) de estas curvas. Este conjunto de todos los vectores tangentes a M en
P es llamado plano tangente. Para poder comenzar a tomar medidas sobre estas
variedades es necesario dotarlas de una métrica, la cual se conoce como métrica
Riemanniana y resulta ser una correspondencia entre cada elemento P € M y un
producto interno (-, -) p en el plano tangente 7»M que varia diferenciablemente (esto
es, la funcion P — (-, -)p es diferenciable . Una variedad de Riemann se define
entonces como una variedad diferenciable con una métrica Riemanniana.

Con esta métrica, dado un vector V' € Tp M se puede calcular entonces ||V||p =
v/ (V,V)py dada una curva v : [a,b] — M, se define la longitud de la curva como

Ly) = / ) ot

donde #(t) denota el vector tangente a la curva en el punto ~(¢). Como se menciona
en [/} por lo anterior se puede definir una distancia entre dos puntos P,Q € M, la

cual se conoce como distancia Riemannianay viene dada por

d(P,Q) = inf{L(y)|y : [a,b] — M sea diferenciable por partes y v(a) = P,v(b) = Q}.

(1)
Con la anterior métrica, (M, d) es un espacio métrico. Existen unas curvas especia-
les v : [a,b] — M llamadas geodésicas que son las curvas que minimizan d(P, Q).
En particular como se menciona en , estas curvas tienen la propiedad de que
la longitud de sus vectores tangentes es constante. Estas no son necesariamente
unicas (por ejemplo en la esfera, superficie de dimensién 2 podemos observar que

existen infinitas geodésicas conectando el polo norte y el polo sur, ver%).

Teorema 1. (1.4.2 de[)) Sea M una variedad de Riemann, P € M,V € TpM.

7" H. Quang Minh y Vittorio Murino. Covariances in Computer Vision and Machine Learning. Morgan

& Claypool Publishers, 2017.
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Entonces existe un ¢ > 0 y una unica geodésica ~ : [0,¢] — M tal que v(0) = P y

4(0) = V. Note que v depende diferencialmente de P y V', denote v entonces como

W

La funcion expp : Vp — M, donde Vp = {V € TprM|vy esta definido en [0, 1]} viene
dada por exp,(V) = v (1) y es llamada la aplicacion exponencial de M en P. Por

ser vy (t) una geodésica se tiene entonces que ||yv (t)|,, ) €s constante y asi

1 1
L(W):/O |’7V(t)|’vv(t)dt:/0 v Ol v @dt = 113y 0) ) = VI[P (2)

Antes de continuar, se usara S™ para denotar el conjunto de las matrices simétri-
cas de dimension n, S7 para denotar el conjunto de las matrices simétricas semi-
definidas positivas de dimension n y S, para el conjunto de las matrices simétricas
definidas positivas de dimensién n. Las siguientes definiciones y resultados son ne-
cesarios para conectar la teoria que se viene mencionando con el espacio formado
por el conjunto 57 (ver mas en [&).

Una variedad de Riemann M es geodésicamente completa si para todo P € M,
la aplicacion exponencial exp, esta definida en todo 7»M y cada geodésica ~, se
extiende infinitamente, es decir, cualquier geodésica ~(t) con ~v(0) = P es definida

para todo t € R. Propiedades importantes se pueden deducir del siguiente teorema.

Teorema 2. (Hopf-Rinow). Para una variedad de Riemann M las siguientes afir-

maciones son equivalentes:

1. El espacio (M, d) con la distancia mencionada en (1) es un espacio métrico

completo.
2. Los subconjuntos cerrados y acotados de M con compactos.

3. M es geodésicamente completo.
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Mas aun, 1. o 3. implican que todo par de puntos P, () € M se puede unir por una

geodeésica de longitud d(P, Q).

Esto ultimo quiere decir que si la variedad es geodésicamente completa (entonces,
dados dos puntos siempre hay una geodésica que los une, sin embargo, esta no
necesariamente es Unica pero si se cumple que su longitud coincide con la distancia

Riemanniana vista en (), es decir es la de menor longitud).

Teorema 3. (1.4.3 de@ La aplicacion exponencial expp envia vecindades de 0 €

TrM mediante difeomorfismos a vecindades de P ¢ M.

De esto se tiene que existe una vecindad de P € M que se puede enviar mediante
un difeomorfismo a una vecindad de 0 € Tp M. Se puede definir entonces la aplica-

cién logaritmo como la funcién inversa de la aplicacién exponencial log, := exp,~*

Vamos ahora a enunciar el Teorema de Cartan-Hadamard que va a garantizar que
la aplicacion exp, esta globalmente definida y por la tanto podremos definir la apli-
cacion inversa o log . Para un enunciado auto-contenido de este resultado debemos
revisar conceptos como el de cuadratura asociado a un variedad. Encontramos que
una revision completa de este concepto esta fuera del alcance de este trabajo y re-
comendamos la lectura referencia 2 Antes de continuar se debe recordar que un
espacio topoldgico es conexo por caminos si dados dos puntos P,Q € M existe
un camino continuo ~ : [0,1] — M tal que v(0) = Py (1) = (), ademas M es
reducible a un punto si dado un lazo (es decir una funcién continua v : [0,1] — M
tal que v(0) = v(1) = P € M) en cualquier punto P € M existe una homotopia
H :[0,1] x [0,1] - M talque H(z,0) = ~v(z)y H(x,1) = P. Si un espacio topologico
(en este caso la variedad M) satisface que es conexo por caminos y toda curva

continua es reducible a un punto se dice entonces que es simplemente conexo.

Teorema 4. (Cartan-Hadamard). Sea M una variedad de Riemann geodésicamen-

te completa con curvatura seccional no positiva. Si M es simplemente conexo, en-
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fonces la aplicacion exponencial exp, : TpM — M es un difeomorfismo para todo
P e M.

Una variedad que satisfaga las condiciones del Teorema se llama una variedad
de Cartan-Hadamard, es decir debe ser geodésicamente completa, simplemente
conexa y con curvatura seccional no positiva. Al ser geodesicamente completa, la
variedad viene determinada con geodésicas Unicas cuya longitud coincide con la
distancia Riemanniana. Ademas, por el difeomorfismo va a haber un tnico V€ Tp M

que defina exp, (V) = Q y a la geodesica
expp(tV), dondelog,(Q) =V,

asi que teniendo en cuenta (2) la distancia geodésica de P a ) viene dada por

d(P,Q) = |[VI[p = |[logp(Q)[|p- (3)

Para ver que S es una variedad diferenciable basta probar que S, es un sub-
conjunto abierto de S™ . Definiendo la funcién f : R™*" — R™ donde f(A) =
(dety(A), ..., det,(A))", se puede ver que f es continua pues las funciones det; :
R™™ — R con 1 < ¢ < n son continuas, por tanto S, va a ser abierto ya que
St = f1(R?"). Por otra parte, se puede probar que para todo P € S, se cumple
que Tp(S") = S™. Note que por ejemplo en R* se cumple que TpR C R?, es decir,
todo plano tangente en un punto P a una superficie regular R en R? esta conte-
nido en R?, esto mismo sucede con S%, C S", es decir Tp(S},) C S™ para todo
PeSt,,

do v : (—e€,€) = ST, como «(t) = P+ tV por ser S abierto de S™ va a existir un

falta probar entonces que dado Ve S*y P € S}, V € Tp(S% ), definien-
0 > 0tal que v(t)|(—ss) C S, entonces lo que se tiene es una curva f(t) = v(t)|(-s.s)

en St tal que 3(0) = Py 3'(0) =V, probando asi que V € Tp(S7 ).

Pennec introduce en [ una métrica riemanniana en 7, definiendo el siguiente pro-
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ducto interno en cada espacio tangente T»(S" )
(A, B)p = (PT2AP %, P:BP"3) . (4)

donde A, B € Tp(S%,)y (A, B), = tr(A”B) es el producto de Frobenius. Este pro-
ducto interno define una métrica Riemanniana conocida como métrica afin invarian-

te. De esto se puede ver que

1Al = V{4, A)p

= \/(P—%AP—%,P—%AP—%>F (5)
= ||P=2AP~3|p.

De donde se puede observar que ||A||;4 = ||A||#, €S decir en la identidad la distancia
viene dada por la norma de Frobenius. El producto interno definido en (4) resulta ser

invariante a transformaciones afines, es decir
(CACT , CBCT)eper = (A, B)p, paratodo C € GL(n), (6)

donde GL(n) son las matrices no singulares de dimensién n. Un resultado impor-
tante que se desarrolla en el capitulo 12 de E es que la variedad diferenciable ST |
con esta métrica afin invariante resulta ser una variedad Riemanniana y a la vez es
una variedad Cartan-Hadamard, es decir, es simplemente conexa, geodésicamente
completa y tiene curvatura seccional no positiva.

Como viene explicado en |4{la geodésica que pasa por X € S con vector tangente

w € Tx(S%., ) viene dada por
1 1 1 1
Tiny)(t) = Zzexp <t2‘2w2—2> $5

entonces por la definicidn de la aplicacion exponencial y teniendo en cuenta el teo-
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rema (4), se tiene que la aplicacién exponencial expp : Tp(S%, ) — S, esta definida

en todo Tp(S", ) y esté dada por
expp(V) = Prexp (P‘%VP‘%> Pz, dondeV € Tp(SY,),
analogamente la aplicacion logaritmo log, : S7, — Tp(S%, ) esta definida en todo
Sy viene dada por
log,»(Q) = P:log (P—%QP—%) P, donde Q € S",.

Por ser S, de Cartan-Hadamard, la distancia riemanniana entre dos puntos esta

determinada por la longitud de la Unica geodésica que hay entre ellos. Entonces la

distancia Riemanniana afin invariante esta dada por

d(P,Q) = [|logp(Q)|[p
— ||Ptlog (P—%QP—%) P3|p, donde Qe ST, .

= lllog (P~3QP~#) ||

- \/tr (Iog (P—éQP—%)Q.)
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3. FORMULACION VARIACIONAL DE LA MEDIA GEOMETRICA

Para definir una variedad riemanniana hace falta previamente definir una métrica
riemanniana que en nuestro caso es la métrica afin invariante, la cual ha sido estu-
diada previamente por Pennec en E} y ademas es investigada en varios articulos de
medias geométricas, ver[¥°f?% Si se tiene entonces una variedad riemanniana con
una distancia asociada [}, 1a idea es utilizar el enfoque variacional de Fréchet P2
donde nota que la media = de una variable aleatoria z € R™ minimiza a la varianza,
es decir

T = arg min o> (y)
yeEM

donde si = son mediciones entonces o2(y) = 3" d(y,x;)>. Al ser este un pro-

blema global de optimizacién la media de Fréchet esto puede acarrear algunas difi-

cultades de existencia y unicidad y por ello Karcher en @ propone utilizar minimos

8 Vincent Arsigny y col. “Geometric Means in a Novel Vector Space Structure on Sysmetric Positive-
Definite Matrices”. En: SIAM J. Matrix Analysis Applications 29 (ene. de 2006), pags. 328-347.
DOI:|10.1137/050637996.

® P Fletcher y Sarang Joshi. “Principal Geodesic Analysis on Symmetric Spaces: Statistics of Dif-
fusion Tensors”. En: vol. 3117. Ene. de 2004, pags. 87-98.

20 Maher Moakher. “A Differential Geometric Approach to the Geometric Mean of Symmetric Positive
Definite Matrices”. En: SIAM J. Matrix Anal. Appl. 26 (mar. de 2005), pags. 735-747. DOI: [10.
1137/50895479803436937.

21 M. Fréchet. Lintégrale abstraite d’une fonction abstraite d’une variable abstraite et son appli-
cation a la moyenne d’'un élément aléatoire de nature quelconque. Revue Scientifique, 1944,
pags. 483-512.

22 Maurice René Fréchet. “Les éléments aléatoires de nature quelconque dans un espace distan-
cié”. fr. En: Annales de linstitut Henri Poincaré 10.4 (1948), pags. 215-310.

23 H. Karcher. “Riemannian center of mass and mollifier smoothing”. En: Communications on Pure
and Applied Mathematics 30.5 (1977), pags. 509-541.

28


https://doi.org/10.1137/050637996
https://doi.org/10.1137/S0895479803436937
https://doi.org/10.1137/S0895479803436937

locales y muestra ademas que en una variedad con curvatura seccional no positiva
esta media esta definida de forma unica. Como menciona Fletcher en [ se puede
ver que al ser S, una variedad riemanniana con curvatura seccional no positiva
(ver [2) entonces su media va a ser la solucién Gnica que optimice el problema de
optimizacién mencionado.

El material presentado en esta seccidén es basado en gran parte al trabajo reali-
zado en [y pretende inicialmente mostrar algunos resultados previos basados en
la definicion de la derivada matricial, algunas derivadas e integrales de matrices
particulares, funciones especiales y propiedades, para posteriormente desarrollar
una caracterizacion variacional de la media geométrica con base en el problema de
optimizacién y al final llevar el problema de optimizacién a un problema matricial.
Algunos definiciones y resultados utilizados en esta seccidn se presentan en detalle
en el3l

3.1. PROBLEMA DE OPTIMIZACION

En Y se menciona cémo las medias se han visto como la solucién de un problema

de optimizacion, por ejemplo dado un conjunto {x;}i<;<,m C R el valor

m
T = arg min Z d(x,z1)°,
k=0

x>0

va a ser la media aritmética cuando d(z,y) = |z — y| y la media geométrica cuan-
do d(x,y) = |log(z) — log(y)|. Si ahora se considera el anterior problema pero con

un conjunto de matrices {X;, X,...,X,,} en la variedad de Riemann S, con la
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distancia definida en (7)) entonces el valor apropiado para la media seria

m

X = argmin Z d(X, X;)?

Xest, 15

m L 2
= argminz ||log (PfiQP*%> || .

XeSTL k2o F

A continuacién se mostraran algunos resultados necesarios para plantear este pro-

blema de optimizacion.

Teorema 5. Si A es simétrica definida positivay s € R, las matrices (A — Id)s + Id)™"

ylog(A) conmutan siempre y cuando existan.

Demostracion. Denotando B = ((A — Id)s+ Id)”", se quiere ver que B y log(A)

conmutan. Sea A = QDQ* con QTQ = Idy D = diag(\;)™, una matriz diagonal.

Sean D, = diag(log(\;)), y D, = diag (m)n . Note que D; y D, conmutan
v 1

1=

por ser diagonales, ademas log(A) = QD,QT y B = QD,Q™. Por tanto

log(A)B = QD1Q"QD,Q"
= QD1 D,Q"
= QD D1Q"
= QD,Q"QD,Q"
= Blog(A),

con lo que queda demostrado que B = ((A — Id)s + Id)”" y log(A) conmutan. [

Teorema 6. Si A es simétrica definida positiva entonces

/1 [(A—Id)s+Id>=A"
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Demostracion. En esta prueba se usara definiciones presentadas en (3] Sea
M(s) = (Id— A)"'[(A - Id)s + Id) ™"
Por un razonamiento similar al Teorema anterior, se puede ver que
M(s)=(Id—A) (A= Id)s+Id " =[(A—Id)s+Id] "(Id—A)~".  (8)
Entonces M (s) [(A — Id)s + Id] = (Id — A)~' y derivando esto se tiene
M'(s)[(A — Id)s + Id] + M(s)(A — Id) =0,
y por tanto

M'(s) = M(s)(Id — A)[(A — Id)s + Id)]~", usando
M'(s) = [(A—Id)s + Id]~>.

De donde

/1 (A — Id)s + Id]"* = M(1) — M(0)
(Id— A)'[(A—Id)+ Id) " — (Id — A)~"
(

I

Y
N

"AT  — (Id— A

— )_

— )_

(Id— A~ [A™ - Id]
(Id—A)'[A™ = AA7Y]
(Id— A)"'(Id — A)A™!

AL

Probando asi que la integral fol [(A—Id)s+Id>=A" O
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Lema 1. Supongamos que F,G : S, — S,, son funciones matriciales y definen
p(X) = (F(X), G(X))s, = r(F(X)G(X)).

Si F y G son Frechét diferenciables (ver[3) entonces p es diferenciable y

o PXH V) = p(X)
t—0 t

=tr(DF(X,V)G(X)) + tr(F(X)DG(X, V)),

para toda matriz simétrica V.

Demostracion. En primer lugar note que

p(X +tV) = tr(F(X +HV)G(X + tV))

tr( [F(X) +tDF(X,V) + o(t)] [G(X) + tDG(X, V) + o(t)] >

tr(F(X)G(X)) +t [tr(DF(X, V)G(X)) + tr(F(X)DG(X, V))]
+ o(t)
= p(X) +t[tr(DF(X, V)G(X)) + tr(F(X)DG(X, V))] + o(t),
con lo anterior se tiene entonces que

p(X +1V) = p(X)
t

_ [tr(DF(X, V)G(X)> +tr(F(X)DG(X, V))] + OTt)

y asi cuando ¢ — 0 se obtiene el resultado.

Corollary 6.1. Si I : S| — S, es Frechét diferenciable y

p(X) = tr(F(X)2>

= IE(X)7
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entonces p es diferenciable y

1o PXH V) = p(X)
t—0 t

= 2tr(DF(X, V)F(X)).

Teorema 7. (Teorema 11.1 deH). Para X € S se tiene que

log(X) = /OI(X — Id)[(X — Id)s + Id] "ds.

Demostracion. Como A € S, se puede representar A = Qdiag(\;)Q” con Q orto-
gonal. Ademas el hecho de que \; > 0 implicaque (\;, —1)s+1 >0paras € [0,1]y

asi pueda calcularse

log(A) = Qdiag(log(X;))Q"
. ooy =1
= Qd|ag</0 R 1ds> Q", ver(

g, A — 1
e ey
1

_ / (A— Id)[(A — Id)s + 1d]"ds,

0

esto se tiene usando la definicién de integral en una matriz que se menciona en

8l O
Lema2. SiF(X)= X! entonces DF(X,V)=-X"'VX~L

Demostracion. Como X F(X) = Id se tiene que (X +tV)F(X +tV) = Idy asi

XF(X +tV) +tVF(X +tV) = Id,
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restando X F'(X) = Id de lo anterior se tiene que
X[F(z+tV) = F(X)] +tVF(X +tV) =0,

y asi
Fx+tV)—- F(X)
t

= - X"'WF(X +tV).

Note que cuando ¢t — 0 como F(X) = X! se tiene que

h,mF(x—i—tV)—F(X)

t—0 t

=-X"'VX
mostrando asi que DF(X,V)=-X"'VX 1L

Teorema 8. Si F'(X) = log(X) se tiene que
1
DF(X,E) = / (X — Id)s 4+ Id) 'E[(X — Id)s + Id]"ds.
0
Demostracion. Por el Teorema
1
F(X) = (X — Id) / (X — Id)s + Id)"\ds,
0
y también

F(X +tV) = (X +tV — Id) /1 (X +tV — Id)s + Id) " 'ds
= (X — Id) /1 (X +tV — Id)s + Id) "ds

1
+ tV/ (X 4tV — Id)s + Id)""ds,
0
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usando estos dos resultados se tiene entonces que
F(X +tV) - F(X) = (X — Id) /01 (X +tV — Id)s + Id)]" — [(X — Id)s + Id]”'ds
+ 1V /01 (X +tV — Id)s + Id)""ds.
Usando el anterior lemay como F(X +tV) = F(X)+tDF(X,V) + o(t)
F(X+tV) - F(X) = (X — Id) /01 { —t[(X — Id)s + Id]'V[(X — Id)s + Id] " 's
+ o(t)] ds +tV /01 (X +tV — Id)s + Id)ds
_(Id—X) /01 ts[(X — Td)s + 1) V(X — Id)s + Id]"\ds

+ (X — Id) /1 o(t)ds + tV /1 (X 4tV — Id)s + Id)"ds,

note que cuando t — 0

Iim i ﬂ? SLCL NI /01 SI(X = Id)s + Id)] V(X — Id)s + Id] " ds
+ V/O1 (X — Id)s + Id]"ds
= /01 (s(Id ~ X)[(X —Id)s + Id] " + ]d) V(X — Id)s + Id) " 'ds
= /01 (s([d— X)+[(X — ]d)s+]d])
(X — Id)s + Id)] "' V[(X — Id)s + Id) "ds
- /01 (X — Id)s + 1d] V(X — Id)s + [d]"\ds,
mostrando asi que DF(X, E) = [ [(X — Id)s + Id] ' E[(X — Id)s + Id]"ds. O
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Corollary 8.1. Si F(X) = log(X) entonces
tr(DF(X,E)) = tr(X'E).
Demostracion. Por el anterior Teorema se tiene que
1
tr(DF(X,E)) = tr(/ (X — Id)s + Id)] 'E[(X — Id)s + Id]_lds>
0
1
— / tr([(X — Id)s + Id] 'E[(X — Id)s + ]d]_l)ds
0

_ /Oltr([(X —Id)s + ]d]_2E> ds

1
= tr( [/ (X — Id)s + Id}_st] E), Por Teorema 6]
0

=tr (X‘lE) ,

mostrando asi lo que se queria.

Corollary 8.2. Si F(X) = log(X) y W conmuta con [(X — Id)s + Id]”" entonces

tr(DF (X, E)W) = tr( X *EW).

Demostracién. Usando el Teorema (8]
1
tr(DF (X, E)W) = tr(/ (X — Id)s + Id] ' E[(X — Id)s + Id]_ldsW)
0
1
= / tr([(X — Id)s+ Id] "EW[(X — Id)s + Id]_l)ds
0

1
= / tr([(X — Id)s + Id]‘2EW> ds, Por Teoremalgl
0

—tr (XlEW> ,
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mostrando lo que se queria. ]
Usando el anterior Corolario y el Corolario |6.1|se tiene el siguiente Corolario.

Corollary 8.3. Si F(X) = log(X) y p(X) = tr(F(X)?) = tr(log(X)?). Entonces p es
diferenciable y
o PXH V) = p(X)
t—0 t

= 2tr(X'Vlog(X)).

Demostracion. Por el Corolario[6.1] se tiene que

p(X +1tV) — p(X)

lim . = 2tr(DF(X,V)F(X))
= 2tr(DF(X,V)log(X)), por el Corolario
= 2tr(X " 'Vlog(X)),
mostrando lo que se pretendia. ]

En[i]en el Teorema[9]se menciona la propiedad de que f(AB) = Af(BA)A~! donde
A e Cm™ B e C™ylafuncion f esta definida en el espectro de ABy BA. Usando

esto se puede ver que

log (X' X) = log (X, X, %X>

_1 _1 _1 1
— X, *log (X, XX, 7) X},

y por tanto

1

tr <|Og (XI_(IX)2> =1r (X,;%IOQ (Xk 2X X, %> XEX,;%|OQ (X];QXX;%) X

1 1\ 2
:tr(log<X,;2XXk_2 )

??‘N‘,_.

)

1
2

7

_1 2
Dadas X, X5,..., X, € ST, seao(X) =3, ||log (X XX, 2) || la suma de las
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distancias de un punto X a los puntos X1, X»,..., X, elevadas al cuadrado. Note

que
1 1\ 2
o(X) =Y tr (Iog (XﬁXXi 2) ) entonces del Corolario

_1
como p;(X) = p(X; *

)

_1
2

8.3

p (XXX X V) —p (X

definiendo p;(X)

_1
XX, ?)setiene que o(X) =", pi(X)yademas

_1
2

(2

XXZ._%>

t—0 t t—0 t

=2tr (X 'Vlog (X;'X)) .

Denotando dyo(X) = lim;_, w

Sy, utilizando el calculo anterior se tiene entonces que

Ovo(X) =i t
& (X V) = pi(X)
- 15%2 t
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y por tanto se quiere que >°7", 2tr (log (X;'X) X~'V) = 0 para todo V € S,. Como

_1 _1 _1 1
log (X 'X) X' = X log (X XX 2) X = log, (X
g 7 ) g 1 ) 7 X;

pertenece a S, y tr(ZWW) es un producto interno en S,, se concluye que la condicion

de optimalidad es
2 ( ) “log (X;'X) )X‘1 =0,
=1
0 que es lo mismo

zn: log (X;'X) = 0. (11)

En lo anterior se mostraron entonces resultados previos para al final plantear en
de manera matricial el problema de optimizacion con el que se puede obtener la ma-
triz X que esta mas cercana a todas las matrices { X1, X», ..., X,,} con la distancia
riemanniana definida en (7). Note que si esta media se viera en R* coincidiria con

la media geométrica pues seria el x € R que cumple

Z log (z;'z) =0,
i=1

que efectivamente es la media geométrica de {z, z, ..., x,}.
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4. ALGORITMOS ESTUDIADOS

Como se menciond el inicio de la Seccion [3] el problema de calcular una media ha
sido estudiado utilizando la media de Frechet que en 57, coincide con la media de
Karcher. Dado un conjunto {C;}*_, c S"_, Pennec en Pennec, Fillard y Ayache, [‘A
Riemannian Framework for Tensor Computing” plantea un algoritmo de gradiente
descendiente de Newton para resolver el problema de minimizacién

k
arg min Z d(C,Cy)*.

cesty o

Este algoritmo que propone da cémo estimacién de la media en la iteracion ¢ + 1:

1 k
s = op,, (1 3o, (). (12)
=1

En base a este se han planteado otros algoritmos como el de Fletcher (ver Thomas
Fletcher y Joshi, “Riemannian Geometry for the statistical analysis of diffusion tensor
Data”) que presenta algunas variaciones. En esta seccion presentaremos diferentes
algoritmos existentes y se plantearan dos algoritmos, uno usando autovalores ge-

neralizados y otro una descomposicion de Cholesky.

4.1. ALGORITMO PRINCIPAL DE GRADIENTE DESCENDIENTE: SOLUCION DE
PENNEC

Como se mencion6 anteriormente, el algoritmo que se muestra en [12|fue planteado

por Pennec en E] Haciendo algunos calculos, el algoritmo de Pennec se puede ver

40



de la siguiente forma

k
1
Pt = €XP,, (E Z |Ogm(C'Z»))
= expm( ZMMOQ “ICu ) t%)

1 11 1 _1 11|
:MﬁeXp<Mt Q{E;Mtﬂog(/lt 2Ciu Q)Mtz}ﬂt

k
1 ]_ 1 1 1
:MﬁeXp(E E log(ﬂt20iﬂt2)),ut27
i1

N[
N[

)

asi es mas sencillo calcular la aproximacion 4;.1. Recuerde que log,,, esta definido

ensn,.

4.1.1. EJEMPLO MATRICES DE 2X2 Desde un punto de vista practico, pode-
mos considerar matrices SPD de baja dimensionalidad que nos permitiran ilustrar el

algoritmo para el calculo de la media. Considerando el conjunto

b
Syt = cac—b>>0,a>0,¢>0

Y

este puede ser visto en R? como
Syt ={(z,y,2) eR* 22—y > 0,2 > 0,2 > 0}.

Usando esta representacion se puede llustrar el conjunto S como se ve en la

Figurald(a)l
A continuacién se mostrara como funciona el algoritmo propuesto por Pennec enE]

para el célculo de la media del conjunto de matrices C' = {C},Cs,...,Cyo}, donde
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Figura 3. llustracion algoritmo de la media para matrices 2 x 2

o w

a) Cono matrices SPD 2 x 2. (b) Puntos del conjunto C (en negro).
) Punto inicial My, = () (amari- (d) Puntos log., (C;)(azul) y M4, (mo-
IIo) conjunto C (negro) y los puntos rado) .
loge, (Cs) (azul) .
()  Conjunto inicial f) Conjunto inicial C(negro) incluyen-
(negro), My(amarillo), M4, (morado) y do C1(amarillo), M;(naranja) y los pun-
M, (naranja). tos log,,, (C;) (azul claro) .
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w w

) Puntos log,, (C;) (azul claro) ) Conjunto inicial C(negro) inclu-
MA2 (rosado) . yendo Cl(amarlllo) Ml(naranja)
M 4,(rosado) y M, (naranja oscuro)

W

(i) Conjunto inicial C' (negro) incluyen- (j) Otra vista del conjunto inicial

do C; (amarillo), M;(naranja), M 4, (ro- C' (negro) incluyendo C; (amarillo),

sado) y M, (naranja oscuro) y la media M;(naranja), M4, (rosado) y M, (na-

luego de varias iteraciones M (rojo) . ranja oscuro) y la media luego de va-
rias iteraciones M (rojo) .
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11 2 3 3 2 5 2 1 -2
Cl = y CQ = y C3 = C4 - ) C5 = ’
1 3 3 8 2 2 1 -2 7
4 =3 5 =2 —4
CG = y C? = C18 — ’ 09 Y
-3 4 -2 3 )
6 4
C = serian los puntos ilustrados en la Figura [4(b). Conocido el conjun-
4 3

to de matrices, se elige una matriz inicial M, que puede ser por ejemplo M, = Cy y
la cual se puede visualizar de amarillo en la Figura [4(c)l Posteriormente se calcula
log., (C;) paracadai € {1,2,...10}, ver Figuram. 4(c)l Ahora, con los puntos log, (C;)
se calcula una media aritmética M,, = & S0 1 loge, (C) ilustrada en la Flguram

que es
0,4687 —0,9092

—0,9092 —1,6788

Una vez calculada esta media aritmética, se lleva al cono nuevamente con respecto
a C; mediante exp., (M,,) a lo que se denotara como M; (Ver Figura |4(e)) y que

equivale a
2,3745 0,00756

0,00756 11,8244

Todo lo anterior corresponde a la primera iteracién del algoritmo para el célculo de
la media del conjunto C'. Para continuar, se repite el proceso pero ahora la matriz
inicial es M, se debe entonces primero calcular los puntos log,, (C;) (Ver Figura
, luego hallar una media aritmética de estos M,, = log,, (C;) (Ver Figura[4(g))
y finalmente calcular exp,, (Ma4,) (Ver Figura para obtener un nuevo punto en

S5+ que se denotara como M,

1,9595 0,2481
0,2481 2,2423

no
I
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Estos puntos que se estan agregando al cono (M; y M,) son iteraciones que se van
aproximando a un punto de manera que al hacer més iteraciones se obtiene una
mejor aproximacién de la media del conjunto C. Haciendo mas iteraciones en un
programa computacional se calculé como media del conjunto C a la siguiente matriz

que se denotara como M y que esta en las Figuras [4(i)]y

1,9919 0,2571
0,2571 2,2081

Es de notar que en este caso las primeras dos iteraciones que se calcularon estaban

bastante proximas a la media que se obtiene al final de algoritmo.

4.1.2. CASO PARTICULAR: MEDIA GEOMETRICA  Entendido el anterior ejem-
plo resulta mucho mas facil ahora manipular el algoritmo para el calculo de una
media. Veamos ahora un caso en el que este algoritmo resulta ser una media geo-
métrica. Sea A € ST y Ay, Ay, ..., A, matrices producto escalares de A, es decir,
A =MA Ay = XA, . A, =M Acon A\, Ay, ..., \, € RY (Ver Figurad).

Aplicando el algoritmo para el calculo de la media tomando como matriz inicial a A,

primero se debe hallar una media aritmética M ,, de los log ,(A;), lo que seria

1 n
Ma, = — ; log 4 (A:)
= % > Azlog(A2A; A7) A
i=1

= % > Azlog(AENAATE) Al
i=1
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Figura 4. Matriz A de color amarillo y las demas multiplos escalares de ella A; = M\ A, Ay =
XA, ... A, = M\, A en color negro.

= % )" Atlog(diag();)) A

i=1

= )" Aldiag(log(\)) A
i=1

D=

= A2 E zj: diag(log(Ai))} A
— A3 {diag (Iog ( [ﬁ )\i] %

=1

Se debe hallar ahora exp , (M4, ) que seria

SIS
|l
Q
QO
«
[
[e)
(e}
VRS
.
—=
=
| I
3=
~~_
v
| I
o
SIS
|
SIS
SN—
o
(SIS

exp,(Ma,) = Azexp(A~zA

n

= Aldiag ( el

i=1

3=
ol

)4
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Note entonces que si se toma A = Id se obtiene una matriz diagonal donde todas

sus entradas son la media geométrica de los factores Aj, Ao, ..., \,..

4.2. CONTROL SOBRE EL GRADIENTE: ALGORITMO DE FLETCHER

Thomas Fletcher enff]se basa en la media de Karcher[By el trabajo de Pennecf] pa-
ra plantear su algoritmo. Sabemos que si se toma una variedad M con su distancia
geodésica d, en un conjunto C' = {z;}*_, la media es

pr = arg min po(z),
rzeM

donde pc(z) = 5 Zle d(z, z;)°. Flétcher usa que el gradiente de la funcién objetivo
pc(x) es
1 k
Vpco(r) = % Z log, (z:),
=1
y con este propone controlar el paso en su algoritmo de gradiente descendiente con

el fin de ser mas robusto en el caso que los elementos del conjunto C' = {x;}F,

estén bastante dispersos.

Algorithm 1 Algoritmo de Fletcher (ver P%), compara la norma de los gradientes con
la iteracidn anterior y controla con el paso con 7.

po = Cy

T=1
repeat
X, =+, log (112 Cpii ™)

Hiy1 = uﬁeXD(TXi)m%
if || X;|| > || X;_1] then
T=5,X;=Xi,

end if

until || X;|| > e
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4.3. OTRA METRICA PARA EL CALCULO DE LA MEDIA: LOG-EUCLIDEAN

Pennec junto a otros autores plantean en @ una nueva familia de medias llamadas
“Log-Euclidean" que surgen al dar nuevas estructuras a S%,. En [ se define el

producto logaritmico de dos matrices A, B € S, como
Ax B =exp(log(A) —log(B)),

de forma que (S_’;Jr,*) es un grupo al cual se le puede construir una estructura
de grupo de Lie (ver @) y se le puede asignar una métrica bi-invariante que se
conoce como “métrica Log-Euclidean” ya que resulta ser una métrica Euclidiana en
el plano tangente S™, ademas el grupo de Lie S resulta ser isomorfo y difeomorfo
a su algebra de Lie, plano tangente y grupo aditivo S™. Con la norma asociada a la

métrica se puede calcular la distancia entre dos matrices A, B € S, como
die(A, B) = [log(A) —10g(B)|l 1, - (14)

Ademas extienden el isomorfismo de grupos a un isomorfismo como espacios vec-
toriales definiendo la multiplicacidén logaritmica escalar de un escalar A € R y una
matriz A € S}

A®A=exp(Alog(A)).

Finalmente lo que se logra es definir una estructura Euclidiana en S a partir de
su algebra de Lie S, esto con el fin de hacer calculos aritméticos entre matrices
SPD de forma mas rapida y sencilla, y a su vez poder calcular la media sin un alto
costo computacional como con la métrica afin invariante propuesta previemente por

Pennec en P El teorema 3.13 de [ menciona como la media de Fréchet de un
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conjunto C' = {z;}*_, es
k
1
=1 log(x), (15)
=1

independiente de la métrica Log-Euclidean elegida. Con la distancia definida en (14)

esto se tiene, pues . es el z que minimice lo siguiente
1 k
_ ; 2
[t = arg min z Zz; die(z, x;)
1 k
= argmin - > lllog(x) —log(a:)|l14”,
=1

de donde se obtiene la condicion de optimalidad

T =

Z (log(z) — log(;)) = 0,

y obteniendo asi la media presentada en (15). A continuacién el algoritmo de su

implementacién

Algorithm 2 Media Log-Euclidean (verEI) que surge al dar una estructura Euclidiana
a S%. a partir de su algebra de Lie S”. Sin importar la métrica Log-Euclidean la
media se calcula de la misma manera.

X = % Yil log(Ch)
p = exp(X)

4.4. ALGORITMO DE UNA LIBRERIA DE GEOMETRIA RIEMANNIANA APLICA-
DA: PYRIEMANN

Alexandre Barachant en su repositoriotiene una libreria de python llamada “Pyrie-

mann" con funciones para la manipulacién y clasificacion de matrices de covarianza

26 A. Barachant y J-R. King. pyRiemann v0.2.2. Jun. de 2015. DOI: 10.5281/zenodo . 18982.
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con geometria riemanniana. Su trabajo se puede ver en sus publicaciones E}@ don-

de junto a la teoria presenta también algunas aplicaciones.

Algorithm 3 Algoritmo planteado por Alexandre Barachant en su libreria “Pyrie-
mann" (Ver?).

o {Media aritmética de {C;}%_}

T=1
0>>0
repeat
Xy = 3 Sl xp(ui 2 Crpi2)
h = 7| Xi
pis1 = pi2exp(rX;) ;2
if h <4 then
7=0,957
d=nh
else if then
T =057
end if

until || X;|| > ¢ and 7 > ¢

27 Alexandre Barachant y col. “Multiclass Brain-Computer Interface Classification by Rieman-
nian Geometry”. En: IEEE Transactions on Biomedical Engineering 59.4 (mar. de 2012),
pags. 920-928. DOI:|10.1109/TBME.2011.2172210

28 Alexandre Barachant y col. “Classification of Covariance Matrices Using a Riemannian-Based
Kernel for BCI Applications”. En: Neurocomput. 112 (jul. de 2013), 172—178. DOI: |[10.1016/j .
neucom.2012.12.039.
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4.5. MODIFICACIONES DEL ALGORITMO MEDIANTE AUTOVALORES GENE-
RALIZADOS

Como se puede ver en 2| f=(V) = £Qf(D)QTY donde Q y D son los autovectores
y autovalores del problema de autovalor generalizado X'V, respectivamente. A

continuacion se usara esto para calcular (12). Tenemos

para continuar se denotara J = %Zle Qi f(D;)QT y por tanto para el calculo de la

exponencial exp,,, (utJut) se debe hacer el problema de autovalor Jyu,, asi

Pit1 = €XP,, (th Nt)

= 1Qexp (D) Q"

donde Ju;, = Qu,Q~'. Si ahora a los anteriores célculos se les aplica el Corolario 9.1

donde se afirma que fx(V) = X f(X~'V), se puede calcular de esta otra forma.
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Tenemos

donde se resuelve el problema de autovalor generalizado u;~'C; = Q;D;QF i, pa-
ra calcular log (u;~'C;). Note que en la implementacién de Pennec en se re-
quiere calcular k veces log,, (C;) = yu3log <uf%Ciuf%> 1:2, donde se requiere
resolver dos problemas de autovalor clasico, el de p; para calcular ut% y ut‘%, y

_1 .
el de y, ?C;p,~2 para calcular log (ut‘%@ut‘%). Posteriormente hay que calcular

(1,2 EeXP <% Sk Iog(ut‘iCiuf%)) 11,2, entonces en total se requiere solucionar 2k + 1
problemas de autovalor clasico por iteracion. Con las modificaciones que se propo-
nen en requieren k problemas de autovalor clasico para calcular log,, (C;) =
1w Qi f (D;)QT 1y y un problema de autovalor clasico en Ju; = Qu:Q~*. En las modifi-
caciones que se presentan en también se requieren k problemas de autovalor
generalizado y uno de autovalor clésico pero se hacen menos productos en com-
paracion con (16). A continuacién se presenta el algoritmo implementado en las

experimentaciones.
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Algorithm 4 Algoritmo implementado en las experimentaciones y planteado en (16),
se reducen los 2k + 1 problemas de autovalor clasico presentados en el algoritmo
de Pennec a k problemas de autovalor generalizado y uno clasico.

o {Media aritmética de {C;}%_,}

repeat

Qi, D; {Autovectores y autovalores de u,;'C; }
J = i Quf (D)QT
Xi = pid p
@, D {Autovectores y autovalores de J i}
pi1 = p:Qexp (D) Q"
until || .X;||, > € and k < maxiter

4.6. MODIFICACIONES DEL ALGORITMO MEDIANTE EL USO DE LA DESCOM-
POSICION DE CHOLESKY

Se usara ahora una descomposicion de Cholesky aplicada al calculo con los au-
tovalores generalizados. Se tenia que exp, (X) = YQexp(D)QTY donde Q resuel-
ve Y 1X, es decir XQQ = DY Q. Usando la descomposicién de Choesky se tiene
que Y = RTR, donde R es una matriz triangular superior. Entonces se tendria que
XQ@ = DRTRQ o lo que es lo mismo XR'RQ = DRTR(Q, tomando a \ = RQ
resulta R~ X R~ = D1. Es decir 1\ resuelve el problema de autovalor clasico de
la matriz V = R-TX R~! con los autovalores D, los cuales también son autovalores

del problema inicial Y ! X. Note que Q = R~ y por tanto Q7 = p"R~7, entonces

expy (X) = YQexp(D)Q"Y
= RTRR "exp(D)W' R TR'R
= R™pexp(D)V'R,
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Se mostrara ahora como se puede aplicar lo anterior para calcular (12). Vea que

k
1
Mt-i—l = exput (E Z |Ogut(ol))
i=1

k

1

= exp,, (E > R%Iog(Di)w?R) ,
1=1

donde 1; resuelve el problema de autovalor clasico de la matriz V; = R~7C;R~! con

los autovalores D;. Denotando J = + S°F_ ;log(D)y! se puede continuar con 1)

de forma que

Het1 = eXpM(RTJR) (19)
= R™'exp(D' )W R,
donde v’ resuelve el problema de autovalor clasico de la matriz V' = R-T(RTJR)R™! =
J con los autovalores D’. Note que con esta factorizacion de Choleskyse reducen
los 2k + 1 problemas de autovalor clasico presentados en el algoritmo de Pennec a
una descomposicion de Cholesky, calculo de la inversa de una matriz y k£ problemas

de autovalor clasico.
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Algorithm 5 Algoritmo de Cholesky implementado en las experimentaciones y plan-
teado en y (19), se reducen los 2k + 1 problemas de autovalor clasico presen-
tados en el algoritmo de Pennec a una descomposicién de Cholesky, calculo de la
inversa de una matriz y k£ problemas de autovalor clasico.

o {Media aritmética de {C;}%_}

repeat

X; {Matriz de ceros del mismo tamano de 1}

R {Matriz superior de y;}

RT {Transpuesta de R}

R~ {Solucién de XR = Id}

R~T {Transpuesta de R~}

for X € {C;}F_, do
X=RTXR!
Q;, D; {Autovectores y autovalores de la matriz X}
Xi=X; + %Qi log(D;)Q

end for

@, D {Autovectores y autovalores de la matriz J}
i1 = RTQ exp(D)QTR
until || X, > €
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5. RECONOCIMIENTO DE ACCIONES USANDO MEDIAS RIEMANNIANAS

Una aplicacion potencial de la media en un espacio de Riemann es la descripcién
compacta de caracteristicas de bajo nivel que describen un objeto en una imagen
0 una accion especifica en un video. En este sentido, la media puede resumir la re-
lacién lineal entre caracteristicas, y esta representacion constituye el descriptor de
bajo nivel, que relaciona un concepto de alto nivel. Por ejemplo, las medidas obte-
nidas a nivel del pixel, pueden resumirse en una covarianza media, y para videos,
puede constituir el descriptor relacionado con caminar, correr, entre otras acciones.
En este trabajo, utilizaremos medidas de velocidad local (flujo éptico) para descri-
bir relaciones de bajo nivel, las cuales serviran como descriptor en un problema de

reconocimiento de acciones.

5.1. APLICACION DEL FLUJO OPTICO A ACCIONES

En secuencias de video, el flujo éptico describe el movimiento local y aparente de
una escena desde un punto relativo, en este caso una camara. Como resultado,
entre un par de cuadros consecutivos, se estima el desplazamiento de cada pi-
xel, constituyendo un campo vectorial de desplazamiento. Existen diversos métodos
computacionales para estimar el flujo 6ptico, siendo el mas conocido, el algoritmo
de Lukas Kannade. Este algoritmo establece las condiciones y premisas comunes
en la mayoria de enfoques de flujo optico.

Supongamos que se tiene una secuencia de video que se denotara por D don-
de todas las imagenes que lo componen tienen la misma dimensién, W de ancho
por H de alto. En una imagen cualquiera, el valor I(z,y) representa la luminosidad
del pixel (z,y), entonces realmente un video se puede entender como una suce-

sién de matrices I(z,y,t). Para empezar a introducir la definicion de flujo 6ptico, se

56



asume inicialmente que un pixel tiene un desplazamiento corto en un instante de
tiempo A;. En este desplazamiento, se asume que la luminosidad del pixel no cam-
bia: I(z,y,t) = I(z + A,y + Ay, t + A;). Entonces, esta funcion que representa el

desplazamiento en la imagen, se puede aproximar como

OlAz  OIAy OI

Py
onit | ogAt ot

Ya que la variacion total es nula o sea si I(x(t),y(t),t) = 0 para todo t entonces
derivando se tiene que af;—;jt) + f”g—;}t) + % = 0. Normalizando con respecto a A,
podemos definir el vector de desplazamiento (V, = 2%V, = %). Obteniendo de

esta forma la ecuacion de desplazamiento
LIo(qi)Va + 1y(6:)Vy = —Li(q). (20)

La idea para esto es analizar un arreglo rectangular de pixeles (lo cual como se
conoce como ventana) que pueden ser g, ¢s, . . . , ¢, CUyO centro es el pixel de interés
p. En la ecuacion I,(¢;) denota el cambio de brillo horizontal del pixel ¢;, I,(¢;)
el cambio vertical y I;(g;) el cambio en brillo en el tiempo, el signo menos es debido
a la relacién inversa entre la direccion del movimiento y la variacion del brillo. Se

obtiene entonces un sistema de ecuaciones lineales de la forma Av = B, 0 sea,

L) Iy(q1) —Ii(q1)
[x(Q2) [y(QZ) Ve _ —[t(CJQ)
. . v .
I(qn) 1y(qn) —14(qn)
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Multiplicando lo anterior por AT (Para obtener la solucién de minimos cuadrados),

i L) 2l L) y(@) | (Ve —>imy Le(@)1i(qi)
Z?:l [y(Qi>Ix(Qi) Z?:l ]y(%') Vy - Z?:l Iy<Qi)It<Qi)

De alli se obtiene la velocidad (V;,V,). Note que por pixel se obtiene un vector
V = (V,,V,), entonces estas caracteristicas describen toda la imagen y vienen sien-
do realmente dos matrices: V, = [V, (i, /)lio1_y ¥ Vi, = [V, (i, 4)]io1,—,. Con estas
caracteristicas y operaciones matriciales punto a punto se pueden hacer mas calcu-

los como por ejemplo la magnitud de la velocidad ||V|| en cada punto,

IVIF= (VI G, )l

W,H
. N2 LN 2
=[¢mwﬁ+wam>
i=1,j=1
De la misma forma se puede calcular la tangente que al ser un vector seré también
— VI — — —
dos matrices: T, = q5 ¥ 1y = ”V” La normal sera: N, HT’H y Ny HT’H y como la

aceleracion es la derivada de la velocidad

d
=TV

STV
— T+ v
n dt

d
= N||T’ T— ||V
|7 VI + 7= V]

= CLNN + CLTT,

donde ay = ||T"||[|[V]| y ar = 4 |V| son la aceleracion tangencial y normal res-

pectivamente. Al ser N y T unitarios, la magnitud de la aceleracién seria ||a| =

\/HaN||2 + |lar||* y al igual que la tangente y la normal, la aceleracién seran las ma-
trices: a, = ayN, + arT, Yy ay, = anN, + arT,. En la Figura [5) se muestran dos

imagenes, una del data-set y su correspondiente imagen de flujo 6ptico, de acuerdo
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al circulo de color que se describe en la imagen, en ella se observa que el sujeto
de la derecha realiza un desplazamiento hacia la izquierda mientras el sujeto de la

izquierda realiza un desplazamiento hacia la derecha.

Figura 5. Imagen real e imagen del flujo éptico que como indica el circulo de color, el color
depende de la direccién del flujo y la intensidad del color depende de la magnitud del vector
del flujo.

En la Figura[6|se presenta nuevamente este ejemplo de flujo 6ptico y algunas carac-
teristicas cinematicas calculadas sobre este patron. Para el mapa cienematico de la
magnitud ||V||, los valores estan escalados entre el maximo (blanco) y el minimo
(negro). En el ejemplo en particular se observa el sujeto de la derecha se mueve
mas rapido, con cierta importancia de rapidez en la pierna del sujeto de la izquier-
da. En cuanto a los mapas que representan los componentes de V,, V,, T, y T}, los
mapas estan representados entre [-val, val] y por lo tanto el valor cero se repre-
senta como un valor intermedio en gris. Estos mapas discriminan la direccion de la
velocidad segun cada uno de sus componentes, observandose mas acentuado en
los mapas unitarios. Para la caracteristicas AN y ||a|| los mapas cinematicos estan

escalados entre [0-1] siendo blanco el maximo valor que se representa con el color
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blanco y negro para los valores cero. Como se puede observar, estos mapas dan
informaciéon complementaria a la velocidad, donde las regiones con mayor acele-
racién estan acentuadas en el brazo, lo cual esta altamente correlacionado con la
accion que desarrolla (dar la mano).

Ademas de estas, se pueden calcular mas caracteristicas y por tanto en un video
que se puede ver como un conjunto de k imagenes {I,,I,,..., I} ¢ RW*% cada
imagen va a ser representada por N caracteristicas { F(V, F@ ... FM} c RW>H,
Como se mencioné en la Seccién(i]de la introduccion y planteamiento del problema,
una vez estan definidas las caracteristicas, a cada imagen I,, le va corresponder una
matriz de covarianza C,,) € RV*Y que se construyé con las N caracteristicas y en
donde m € {1,2,...,k}.

Lo que se hizo entonces fue pasar de tener el video como un conjunto de k& imagenes
secuenciales {I,,I,,..., I} ¢ R">H a tenerlo como un conjunto de matrices de
covarianza {C,, Cy, ..., Cy} C RV*Y pero esto se puede compactar mas si se logra

calcular la media del conjunto {C},Cs,...,Cy} C SY.
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Figura 6. Ejemplo de una imagen de flujo 6ptico de donde se extraen las caracteristicas
velocidad y tangente por componentes (V,., V,, T, T;), también se extrae la magnitud de la
velocidad (||V||), la aceleracién tangencial (e que se menciona como AT), la aceleracion
normal (ax que se menciona como AN) y la magnitud de la velocidad (||a||). La imagen de
flujo es tomada del conjunto de datosm

Ejemple imagen flujo dptico

5.2. REGULARIZACION DE MATRICES

A la hora de trabajar con las matrices de covarianza sus autovalores pueden re-
sultar ser valores cercanos a cero o incluso negativos por errores numéricos de
computacion, lo cual da inconvenientes a la hora de calcular funciones como log. A
continuacion se menciona el siguiente lema para posteriormente poder trabajar con

los algoritmos para calcular la media de un conjunto de matrices como descriptor de

61



video.

Lema 3. Si v, A\ son el autovector y el autovalor respectivamente de una matriz A

entonces v, A + a son el autovector y el autovalor de la matriz A + diag(«)

Demostracion. Se tiene por hipoétesis que Av = \v, entonces

(A + diag(a))v = (A+ al)v
=Av+av
= A+ av

= (A + a)v,

mostrando asi que efectivamente al sumar una matriz diagonal diag(«), se incre-

mentan los autovalores en un «. O

Como se mencioné en la Seccion (1}, el conjunto C' = {C4,C,,...,C,} C STy se
requiere que esté contenido en S? | para que todas las matrices estén en esta varie-
dad y a su vez los autovalores de cada C; sean estrictamente mayores que cero para
todo indice i = 1,...,ny de esta forma no hayan problemas al trabajar con la funcion
logaritmo. Para lograr esto se hace uso del Lema (3| de forma que a cada C; se le
suma una matriz diag(a) de forma que C; + diag(a) = O parai = 1,2,...,n. Note en-
tonces que el conjunto {C) + diag(a), Cs + diag(a), ..., C, + diag(a)} C ST,y por
tanto se le puede calcular la media de forma que el video queda entonces descrito

i N
por una sola matriz € S, .

5.3. CLASIFICACION DE ACCIONES: CLASIFICADOR BAYESIANO INGENUO

En el reconocimiento de acciones, una vez se describe cada secuencia de video con
una matriz media de covarianza, se procede a entrenar un algoritmo de aprendizaje

de maquina para determinar la accién mas probable dado el descriptor computado
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para la secuencia. En este caso, se seleccionan un conjunto de videos Vi, Vs, ..., V,,,
descrito por sus respectivas medias de covarianza {1, ps, - - -, 4m }, Para determinar
cuales son las fronteras que separan las matrices media de covarianza segun la
accion que corresponde. Para este proceso de entrenamiento es necesario que los
descriptores estén en un espacio Euclidiano por tanto en este caso es necesario
llevar el conjunto {1, pia, ..., pm} @ T3aSY, con la funcién log : SY, — T;,SY, =
SNy posteriormente vectorizar la parte triangular superior de cada log(y;) ya que

log(y;) € SV y asi obtener un vector X; € R™>" . Entonces cada p; € S, es ahora

N(N+1)

X; € R~ = y por tanto nuestros videos Vi, Vs, ..., V,, estan ahora descritos por

N(N+1) . .
los vectores {X;, Xs,..., X,,} € R™ =, donde cada uno de ellos tiene asociada

la etiqueta de la accion correspondiente, formando la tupla: (X;,y;). En la literatura
existen diversos algoritmos para aproximar este problema, cada uno de ellos, enfo-
cado en una hipétesis de separacion diferente. En nuestro caso particular, utilizamos
el algoritmo Bayesiano ingenuo que se fundamenta en la caracterizacion como dis-
tribuciones normales e independientes de cada una de los valores de los vectores
X; y resuelve la probabilidad de pertenecer a cada clase como una regla de Ba-

es, es decir, para cada uno de los N(N+1) valores, se tienen m datos provenientes
2

de los vectores { X, Xs,...,X,,} con los que se pueden construir M distribu-
ciones normales e independientes con las que se busca mediante un proceso de
clasificacién asignarle la clase mas probable a un nuevo valor X.

Formalmente, la clasificacion es una funcién v : R™ — {C},Cs,...,C,} que asigna
a un vector X € R™ una de las n clases existentes {C,Cs, ..., C,}, en este caso es
determinar a cudl de las clases (4, (s, . . ., C, pertenece un video descrito como un
vector X = (z1,29,...,7,) € R donde ¢ = w En la aplicaciéon que se trabaja,
con el clasificador Bayesiano ingenuo. Del teorema de Bayes se puede obtener la

probabilidad de que dado este nuevo valor X € R’ este pertenezca a una clase Cy,
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donde k € {1,2,...,n}

P(Cy) P(X|Cy)
PX)

P(Cy|X) =

0 que es lo mismo

. P(Ok’)P(xb'x?a"'axACk)

P(Ok|fﬂ1,f1)2,...,ﬁ7g) - (22)

P(xy,29,...,20)

donde P(X) =>"" , P(C;)P(X|C;). Como las clases son mutuamente independien-

tes y ademés P(Cy)P(x1,xo, ..., x4|Cy) = P(Ck, 1,9, ..., xy) €NtONCES
P(Cy, 21, %3, ..., 2¢) = P(Cy) P(1|Cy) P(22|Cr) - - - P(| Ch),

y asi seria

1 m
P(C = P(C P(z;|Cy).
( k|x1,l'2, 737@) P(.Tl,l’g,...,xg) ( k’)g (l’| k?)
Con lo anterior
v(X) = argmax P(Cg|X)
ke{1,2,....,n}
= argmax P(Cglzy,za, ..., 7))
ke{1,2,...,n}
1 m
= argmax P(C P(x;|C
ke{1,2,...n} (131,3727---,135) ( k)g ( ‘ k)

= argmax P(Cy) H P(z]Cr),

ke{1,2,....,n} i1

pues note que P(zy,xs,...,x¢) €S un valor escalar que depende de zy,xs, ..., 2y
y no influye en el calculo de C, por otra parte note que se requiere calcular cada

P(z;|Cy) y para esto se asume que los valores de cada clase se distribuyen de
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manera normal, entonces la distribucion de probabilidad de la clase C}, sera

1 _(v—ukf
Pla =viCy) = \/27‘(’0’k2e o

donde ;. y 0,2 son la media y la varianza de la clase C), respectivamente.
Un descriptor es un proceso que convierte los datos a objetos en R™, usualmente se
usan conjuntos de datos existentes para aplicar el descriptor que se haya planteado

y posteriormente se usa el método de clasificacion elegido.

5.4. PROCESO DE VALIDACION CRUZADA

Una forma de medir el proceso de clasificacién elegido es mediante una validacion,
la cual consiste en elegir previamente un conjunto de datos (data-set) etiquetados
{(X,y:)}, el cual se particiona en dos conjuntos: conjunto de test 7" C {( X, ;) }7,
y el conjunto de prueba P C {(X;,v;)}, donde usualmente |T'| > |P|. Lo anterior
con el fin de tomar los elementos de T" para generar las distribuciones del proceso
de clasificacion y luego ver para cada X € P si(X;) = y;, el porcentaje de exactitud
(accuracy) sera el valor con el que se medira la clasificacion realizada.

En este proyecto se utilizé una validacion cruzada de orden K (K-Fold) que consiste
en primer lugar en desordenar el conjunto {(X;,y;)}",, posteriormente decidir el K
gue es la cantidad de particiones en la que se quiere dividir el conjunto de datos de
forma que en cada iteraciéon se tomen K — 1 bloques de test y el bloque restante de
prueba de forma que habran K iteraciones, en cada iteracion se hace una validacién
como la mencionada en[5.4] de forma que se obtiene un porcentaje de exactitud (ac-
curacy) por iteracion y al final estos porcentajes se promedian para dar el porcentaje
de acierto del método de clasificacion elegido mediante esta validacién cruzada de
orden K.
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6. DISENO EXPERIMENTAL

En esta seccidn se mostrara el disefo de dos experimentos para la validacién de las
estrategias estudiadas y propuestas durante este trabajo. La primera con simulacio-

nes de matrices aleatorias y la segunda con un conjunto de datos reales.

6.1. SIMULACIONES CON MATRICES ALEATORIAS

Para hacer pruebas con matrices SPD aleatorias se usoé la funcion make_spd_matrix
del paquete scikit — learn P} Con este generador de matrices se cre6 una nueva
funcién que permitia generar un conjunto de matrices SPD teniendo en cuenta pa-
rametros como la dimension y la cantidad de matrices. Con estos conjuntos mas
adelante se comparara el comportamiento de los algoritmos estudiados en cuanto
al acierto en el proceso de clasificacion y en cuanto al tiempo que toman en calcular

la media variando el tamano o la cantidad de las matrices.

6.1.1. EJEMPLO DE CLASIFICACION CON MATRICES DE BAJA DIMENSIONA-
LIDAD Partiendo del ejemplo que se hizo en la Seccién [4.1.1] se pretende ahora
ilustrar cdmo se veria un proceso de clasificacién en S? . Con la funcién que gene-
ra matrices aleatorias SPD mencionada en la Seccién se pueden generar dos
subconjuntos disjuntos Ay B de S con 30 elementos cada uno (Ver figuras[8(a)]y

B(b)), al generador de matrices SPD se le hizo una modificacién de forma que

AC{(:E,y,z)€R3::vz—y220,x207z20,y>0},

31 F. Pedregosa y col. “Scikit-learn: Machine Learning in Python”. En: Journal of Machine Learning
Research 12 (2011), pags. 2825-2830.
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BcC{(z,y,2) R’ 12z —y* > 0,2 >0,z >0,y < 0}.

Como se mencion6 en la Seccidn es necesario calcular log,,(A) y log,,(B)
previamente para poder aplicar el clasificador Bayesiano, ver Figura[7] Con log,,(A)

y log,,(B) se hizo una validacién cruzada de 30 y se obtuvo un 100 % de acierto.

Figura 7. Ejemplo Clasificacién matrices 2x2

o

(a) Espacio 5% visto en R?, grupo de matrices A
con y > 0 enrojo y grupo B con y < 0 en azul.

(b) Espacio 5%, visto en R?, grupo de matrices A

con y > 0 enrojoy grupo B con y < 0 en azul.
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B

(c) Espacio 5% visto en R®, grupo de matrices
log,,(A) en naranja y log,,(B) en celeste.

(d) log;,(A) en naranja y log;,(B) en celeste.
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6.2. RECONOCIMIENTO DE ACCIONES

Una vez hechas las simulaciones se pretende ahora trabajar con videos reales, esto
con el fin de mas adelante poder comparar diferentes algoritmos para el calculo de
la media en cuanto al acierto en el proceso de clasificacién y el tiempo utilizado para
calcular la media. Para hacer pruebas con conjuntos de datos reales se hizo uso del
conjunto de datos UT-Interaction %, el cual esta4 conformado de dos conjuntos de
videos, uno grabado en un parqueadero con el fondo estatico (Conjunto 1) y otro

con fondo un parque (Conjunto 2) ver Figura g

Figura 8. Presentacion Data-Set.

(a) Ejemplo de video de la secuencia 1 del (b) Ejemplo de video de la secuencia 2
data-set UT-Interacion (*¥) con fondo sélido. del data-set UT-Interacion () con fondo

un parque.

Cada conjunto tiene 60 videos de forma que hay 10 videos de cada clase las cua-
les son “Dar la mano", “Abrazar", “Patear", “Apuntar”, “Dar un pufioz “Empujar". Los
videos del conjunto 1 son de aproximadamente 120-150 imagenes de dimension
480 x 320 y los del conjunto 2 son de aproximadamente 70-120 frames de dimen-

sién 300 x 250. En ambas secuencias de videos del Data-Set UT-Iteraction, a los 60

32 M. S. Ryoo y J. K. Aggarwal. UT-Interaction Dataset, ICPR contest on Semantic Description of

Human Activities (SDHA). 2010.
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videos se les calcul6 el campo de vectores de velocidad con ayuda del flujo 6ptico
descrito en [°’| que al igual que el flujo 6ptico mencionado en la Seccién este
devuelve por cada imagen tres matrices: V,,, V, y ||V/|| como primeras caracteristicas
de esta imagen, para este trabajo se decidi6 utilizar las caracteristicas cinematicas:
Ve, Vi, IV, T, Ty, Ar, A, @] s Nay Ny, as, ay, |T7]], [|N]|]. Con estas caracteristicas
se describié cada imagen de cada video con una matriz de covarianza de dimen-
sidén 14 x 14 y posteriormente se calculé la media de estas matrices. Luego estas
matrices se pasan al plano tangente en la identidad y se ordenan en un vector de

dimensién 3£ = 105.

87 Thomas Brox y Jitendra Malik. “Large Displacement Optical Flow: Descriptor Matching in Varia-
tional Motion Estimation”. En: IEEE transactions on pattern analysis and machine intelligence 33
(mar. de 2011), pags. 500-13. DOI:[10.1109/TPAMI . 2010. 143!
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7. EVALUACION Y RESULTADOS

Este trabajo tenia como objetivo principal estudiar y analizar el potencial que tiene
calcular la media de un conjunto de matrices de covarianza como descriptor com-
pacto de videos en problemas de reconocimientos de acciones. Los algoritmos que
se estudiaran en las gréficas de aca en adelante son el de Pennec4.1], el de Fletcher
4.2] el de Alexandre Barachant[4.4]que denotamos como “Pyriemann", el propuesto
usando autovalores generalizados denotado por “Generalized Eigenvalues”, el
propuesto usando descomposicion de Cholesky [4.6]y la iteracion Log-Euclidean 4.3
Inicialmente se presentaran simulaciones con conjuntos aleatorios de matrices de
covarianza para evaluar el comportamiento de los diferentes algoritmos estudiados
para el calculo de una media, posteriormente se usaran los algoritmos en un pro-
blema real de reconocimiento de acciones para poder llevar a cabo un proceso de

clasificacion y evaluar los resultados en cuanto a porcentaje de exactitud (accuracy).

7.1. RESULTADOS EN SIMULACIONES CON MATRICES ALEATORIAS

En las Figuras[9] [10]y [T1] se hace en cada una dos experimentos, uno con 100 ma-
trices y otro con 200, a la vez en cada figura se varia la tolerancia de los algoritmos
primero con tolerancia de 1072, luego 10~° y posteriormente 10~?, lo que presentan
los gréaficos es el tiempo que demoran en hallar la media los diferentes algoritmos
mientras se varia el tamafno desde matrices de dimension 2 x 2 hasta matrices de

012 x 512.
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Figura 9. Comparacion del tiempo que toman los diferentes algoritmos al cambiar el tamano
de las matrices (desde 2 x 2 hasta 512 x 512) bajo una tolerancia de 10~2. En la primera
subfigura se realiza con 100 y en la segunda con 200.
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Figura 10. Comparacién del tiempo que toman los diferentes algoritmos al cambiar el tama-
fio de las matrices (desde 2 x 2 hasta 512 x 512) bajo una tolerancia de 10~°. En la primera

subfigura se realiza con 100 y en la segunda con 200.
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Figura 11. Comparacién del tiempo que toman los diferentes algoritmos al cambiar el tama-
fio de las matrices (desde 2 x 2 hasta 512 x 512) bajo una tolerancia de 10~°. En la primera

subfigura se realiza con 100 y en la segunda con 200.
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En las Figuras [12] [13]y [T4] se hace en cada una cinco experimentos, con matrices
de 32 x 32, 64 x 64, 128 x 128, 256 x 256 y 512 x 512. A la vez en cada figura se
varia la tolerancia de los algoritmos primero con tolerancia de 1072, luego 107% y
posteriormente 107Y, lo que presentan los gréaficos es el tiempo que demoran en
hallar la media los diferentes algoritmos mientras se varia la cantidad de matrices,

desde 50 hasta 200 matrices.
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Figura 12. Comparacién del tiempo que toman los diferentes algoritmos al cambiar la canti-
dad de matrices (desde 50 hasta 200) bajo una tolerancia de 10~2. Entre cada subfigura se
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Figura 13. Comparacién del tiempo que toman los diferentes algoritmos al cambiar la canti-
dad de matrices (desde 50 hasta 200) bajo una tolerancia de 10~%. Entre cada subfigura se
varia el tamarnio de las matrices desde 32 x 32 hasta 512 x 512.
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Figura 14. Comparacién del tiempo que toman los diferentes algoritmos al cambiar la canti-
dad de matrices (desde 50 hasta 200) bajo una tolerancia de 10~?. Entre cada subfigura se
varia el tamarnio de las matrices desde 32 x 32 hasta 512 x 512.

Tol=1e-08 Tamanho= 32

200
—8— PyRiemann
175 1 —a— Fletcher
—&— Pennec
150 Generalized Eigenvalues
135 —a— (Cholesky
Log Euclidean
g 100
=
0.75
050
0.25
0.00

g 8 100 120 140 160 180 200
No. Matrixes

Tol=1e-08 Tamafio= 64

—8— PyRiemann
51 =@ Fletcher
—&— Pennec

4 Generalized Eigenvalues
—a— (Cholesky
Log Euclidean

€ 80 100 120 140 160 180 200
Mo. Matrixes

78



Tol=1e-08 Tamafio= 128

16 { —e= PyRiemann
=& Fletcher
—&— Pennec
12 Generalized Eigenvalues
—a— Cholesky
Log Euclidean

14

10

Time
L==]

@ 80 100 120 140 180 180 200
Mo. Matrixes

Tol=1e-08 Tamafio= 256

—8— PyRiemann

B0
—&— Fletcher
gg | ~% Pennec /
Generalized Eigenvalues
—a— (Cholesky

Log Euclidean

Time

30
20
10
0
B0 80 100 120 140 160 180 200
No. Matrixes
Tol=1e-08 Tamafio= 512
—8— PyRiemann
300 —&— Fletcher
—&— Pennec
250 Generalized Eigenvalues
—a— (Cholesky
200 Log Euclidean
w
E
= 150
100
50
o

€ 80 100 120 140 160 180 200
Mo. Matrixes

En la Figura [15| se hacen 3 experimentos, el primero con tolerancia de 1072, luego
10~% y posteriormente 10~°. A la vez en cada uno las lineas continuas representan
matrices de 32x 32, las discontinuas matrices de 64 x 64 y las discontinuas con puntos

representan matrices de 128 x 128. Lo que presentan los graficos es la cantidad de
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iteraciones que toman en hallar la media los diferentes algoritmos mientras se varia

la cantidad de matrices, desde 50 hasta 200 matrices.

Figura 15. Comparacion del numero de iteraciones que toman los diferentes algoritmos
al cambiar la cantidad de matrices (desde 50 hasta 200). Entre cada subfigura se varia
el la tolerancia, la primera de 1072, la segunda de 1076 y la Ultima de 107°. Las lineas
continuas representan matrices matrices de 32 x 32, las discontinuas matrices de 64 x 64y
las discontinuas con puntos matrices de 128 x 128.
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En todas las simulaciones se evidencia que Log Euclidean resulta ser la mas rapida
y la que menos iteraciones requiere, esto se debe a que su computo es simplemente
una iteracion, sobre las Figuras 9] [10]y [{1]donde se analiza el tiempo con respecto
a la dimension de las matrices, se evidencia que ante al disminuir la tolerancia, el
tiempo de convergencia aumenta. Ademas, los demas algoritmos a parte de Log
Euclidean y el propuesto por Alexandre Barachant (“PyRiemann”) toman tiempos

muy similares y mayores a estos dos.
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Analizando el tiempo con respecto a la cantidad de matrices, en las Figuras [12]13]
y [14] se evidencia que ante matrices de mayor dimension el tiempo de convergen-
cia es mayor. Ademas, la media propuesta que involucra autovalores generalizados
(“Generalized Eigenvalues"”) en general es la que mas demora pero mejora los tiem-
pos con respecto a las demas al incrementar el tamafio. Cuando la tolerancia es de
1072, las medias diferentes a la “Log-Euclidean"y “Generalized Eigenvalues" tienen
un comportamiento similar, pero cuando se disminuye la tolerancia a 1075y 107 el
algoritmo propuesto por Alexandre Barachant (“PyRiemann") mejora el tiempo.

Analizando la cantidad de iteraciones con respecto a la cantidad de matrices, en la
Figura se evidencia claramente que el algoritmo “Log Euclidean siempre toma
una sola iteracion y que al aumentar la tolerancia la cantidad de iteraciones que to-
man los demas algoritmos no cambia, se mantiene entre 9 y 25. Ademas, se eviden-
cia que al aumentar la cantidad de matrices, la cantidad de iteraciones requerida por
los algoritmos se mantiene o disminuye. El incremento del tamafno de las matrices
tampoco cambia la cantidad de iteraciones requerida y el algoritmo “PyRiemann” es

el que menos iteraciones toma para converger.

7.2. RESULTADOS EN RECONOCIMIENTO DE ACCIONES

Con las 14 caracteristicas descritas en la Seccion se describié cada imagen de
cada video con una matriz de covarianza de dimensién 14 x 14 y posteriormente se
calcul6 la media de estas matrices con los seis algoritmos mencionados al inicio de
esta seccién. De forma que con cada algoritmo se tienen 60 matrices de 14 x 14
describiendo los 60 videos. Luego, cada una de estas matrices se pasa al plano
tangente en la identidad y se ordena en un vector de dimensién 315 = 105 como
se menciona en la Seccién [5.3] este vector es el descriptor de un video y en este

caso resulta ser bastante compacto en comparaciéon con descriptores presentados
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en el estado del estado del arte que pueden llegar a tener dimensién 73,728 @
Como con cada algoritmo se obtiene una descripcidn distinta de los videos y como
se conoce la clase de cada video, se procede entonces a realizar un proceso de
clasificacion Bayesiano usando una validacion cruzada de orden 60, esto con cada
algoritmo para posteriormente comparar el acierto en la clasificacion. En las figuras
y[17|se comparan los diferentes algoritmos por su acierto clasificando los videos
de la secuencia 1 y la secuencia 2 del Data-Set UT-lteraction respectivamente y En

las Figuras[18]y [T9|se comparan los diferentes algoritmos con respecto a su tiempo.

Figura 16. Exactitud de los diferentes algoritmos en la clasificacion de los 60 videos de la
secuecia 1 del Data-Set UT-lteraction usando un clasificador Bayesiano y un proceso de
validacion cruzada de orden 60.

Log Euclidean | Pennec | Fletcher |PyRiemann| Autovalores Generalizados | Cholesky
Accuracy 59.32% 65.25% 66.10% 65.25% 66.95% 65.25%

Figura 17. Exactitud de los diferentes algoritmos en la clasificacion de los 60 videos de la
secuecia 2 del Data-Set UT-lteraction usando un clasificador Bayesiano y un proceso de
validacion cruzada de orden 60.

Log Euclidean | Pennec | Fletcher |PyRiemann| Autovalores Generalizados | Cholesky
Accuracy 52.54% 55.08% 54.24% 54.24% 55.93% 55.08%

Figura 18. Tiempos promedio de los diferentes algoritmos por cada clase en el calculo de la
media de los 60 videos de la secuecia 1 del Data-Set UT-lteraction.

Log Euclidean | Pennec | Fletcher | PyRiemann| Autovalores Generalizados Cholesky
Dar la mano 0.015 0.635 0.579 0.206 0.910 0.652
Abrazar 0.016 0.660 0.629 0.223 1.050 0.636
Patear 0.008 0.374 0.337 0.137 0.674 0.377
Apuntar 0.015 0.694 0.640 0.186 0.835 0.720
Puiio 0.008 0.305 0.275 0.132 0.529 0.332
Empujar 0.010 0.469 0.428 0.151 0.731 0.469

38 Mihir Jain, Hervé Jégou y Patrick Bouthemy. “Better Exploiting Motion for Better Action Recogni-

tion”. En: jun. de 2013, pags. 2555-2562. DOI:/10.1109/CVPR.2013.330.
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Figura 19. Tiempos promedio de los diferentes algoritmos por cada clase en el célculo de la
media de los 60 videos de la secuecia 2 del Data-Set UT-lteraction.

Log Euclidean | Pennec | Fletcher | PyRiemann| Autovalores Generalizados Cholesky
Dar la mano 0.012 0.701 0.643 0.196 0.848 0.710
Abrazar 0.013 0.807 0.718 0.251 0.992 0.790
Patear 0.008 0.383 0.362 0.098 0.482 0.392
Apuntar 0.019 0.659 0.505 0.418 0.718 0.628
Puiio 0.006 0.329 0.302 0.096 0.479 0.337
Empujar 0.012 0.531 0.466 0.133 0.626 0.515

Con respecto al acierto en el proceso de clasificacion tanto en la secuencia 1 como
en la secuencia 2 (Figuras 16|y se evidencia que el algoritmo “Log-euclidean”
tiene el acierto mas bajo, esto puede deberse a su calculo simple de una sola itera-
cién. Los demas algoritmos presentan un acierto similar esto puede deberse a que
la media calculada por estos es muy similar, sin embargo se destaca minimamente
el algoritmo implementado por nosotros (“Autovalores generalizados"), esto puede
deberse a que se hace un calculo mas directo que puede llevar a una solucién mas
precisa en el calculo de la media como problema de optimizacion.

Con respecto al tiempo que tomd cada algoritmo en el calculo de la media tanto en
la secuencia 1 como en la secuencia 2 (Figuras[18]y [19) se observa un comporta-
miento similar al de las simulaciones hechas con el generador de matrices SPD en
la Seccidn donde “Log-euclidean” es la que toma menor tiempo, luego le sigue
“PyRiemann", luego los demas tienen un comportamiento similar excepto (“Autova-

lores generalizados") que es el algoritmo que mas tiempo toma.
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8. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

En este trabajo se hizo un estudio del célculo de medias geométricas en el cono de
las matrices SPD. Para ello se abordaron fundamentos relacionados con conceptos
de geometria diferencial, que permitieron formular el problema variacional involu-
crado al calcular una media en el espacio de las matrices SPD. También se realizd
una revision bibliografica con la fundamentacion matematica necesaria en el trata-
miento de matrices SPD. En [§| se introdujo la definicion de funciones de matrices
necesaria para el calculo de las funciones log y exp en la variedad S7 .. Ademas,
se presentaron propiedades de las funciones de matrices que permitieron proponer
dos algoritmos, uno utilizando autovalores generalizados y otro una descomposicién
de Cholesky. En este trabajo también se abordé el trabajo “Riemannian Geometry
for the Statistical Analysis of Diffusion Tensor Data" (@) que permiti6 entender el
problema del calculo de la media como un proceso iterativo, resultado de aplicar
el método del gradiente descendiente para solucionar un problema de optimizacién
con una métrica riemanniana.

A partir de este trabajo, se pudieron entender los elementos principales del calculo
de la media y relacionarlo con otros trabajos como el propuesto por Fletcher et. al
?|y Alexandre Barachant et. al [**?| El andlisis de estos componentes permitieron
formular dos propuestas para el calculo de la media en matrices SPD, que en la
practica, sobre secuencias de video, permiten estabilizar el calculo de la media, asi
como también reducen el numero de iteraciones del algoritmo. Tanto los trabajos
estudiados en el estado del arte, como las propuestas descritas en este trabajo
fueron evaluados en datos sinteticos y secuencias de video reales.
Especificamente, en este trabajo se estudié el uso de la media de matrices de co-
varianza como un descriptor compacto para el reconocimiento de acciones. Una

vez se entendid la fundamentacion matematica se hizo una implementacién de los
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diferentes algoritmos estudiados para calcular la media geométrica en el contexto
del reconocimiento de acciones. Los algoritmos primero fueron evaluados usando
simulaciones con matrices aleatorias y luego con un conjunto de videos publicos.
En estas implementaciones se evidencia que el algoritmo propuesto usando auto-
valores generalizados a pesar de ser el que mas tiempo toma presenta la mejor
exactitud (69.95 %).

En el area del reconocimiento de acciones el estudio del calculo de una media de
un conjunto de matrices de covarianza abre la puerta a nuevos estudios para la des-
cripcion de un conjunto de datos, pues ademas de la media se pueden hacer otros
estudios estadisticos en la variedad riemanniana que forman estas matrices de co-
varianza, como por ejemplo el andlisis de componentes principales (PCA) y nuevas
métricas especificas que permitan analizar la variedad que conforma el conjunto de

covarianzas que representan el video.
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ANEXOS

Se presentaran algunos conceptos y resultados teéricos de algebra, funciones de
matrices y geometria utilizados en el trabajo necesarios para una mejor sustentacion
teorica. Inicialmente se definen las funciones de matrices y algunos resultados para

realizar el calculo

necesario para poder calcular las funciones riamannianas log y exp, posteriormente
se desarrolla el calculo con autovalores generalizados que se menciona en la Sec-
cién [4.5] luego se mostraran varias definiciones y teoremas variacionales de matri-
ces utilizados en la Seccion [3|y por ultimo se deducira cdmo calcular la geodésica
en la variedad S7, .

Anexo A. Funciones de matrices

El término funciones de matrices surge cuando dada una funcién escalar f y una
matriz A € C"*" se quiere calcular f(A) de forma que f(A) resulte siendo una ma-
triz de la misma dimensidén que A. Por otra parte si una matriz A es diagonalizable
se puede descomponer de la forma A = ZDZ~!, donde D = diag();) es una matriz
diagonal cuyas entradas son los autovalores asociados a A (si A € S%_, los autova-
lores son positivos) y las columnas de Z son los respectivos autovectores de A. Se

calcula entonces f(A) de la siguiente forma
f(A) = Zf(D)Z ™" = Zf(diag(\,))Z . (23)

Para otras alternativas vea [

Teorema 9 (Corolario 1.34 de . Sean A, B € C"*" y f definida en el espectro de
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AB y BA. Entonces
Af(BA) = f(AB)A.

Este resultado puede ser aplicado a la definicién de expy (V') and logs.(v). En gene-

ral, dada una matriz > € R"*" simétrica definida positiva, se definira

[V

fs(V)=S2f(S2VE 2)8e.

En general el calculo eficiente de fs, no es sencillo. Usando el Teorema previo se

pueden encontrar varias formas de escribir fs (V).
Corollary 9.1. Asumaque ¥ € S©, yV € S™. Se tiene que
1. fo(V) = SF(E1V).

2. fx(V)=f(v—hHx.

Demostracion. Tomando B = $-:V y A = X% en el Teorema|[d] Se tiene

y por tanto

fo(V) = £ f(S7202)%:

N|=
N|=

=¥ | f(N N V)N 2 | D
=Xf(S7V)

Analogamente se obtiene[2tomando A = $3 y B = -3V 51,
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Anexo B. Problema de autovalor generalizado

Dada X simétrica definida positiva y V' simétrica, se puede considerar el problema

de autovalor generalizado V¢ = A\X¢ que escrito de forma matricial es
2TV =QDQ ™, (24)

donde Q! = QTX pues los autovectores de X~V son ortogonales en el produc-
to interno generado por %, es decir Q7XQ = Id con el producto (u,v)s = vTXu.

Entonces [24] puede ser visto como
YW =QDQTY, (25)

o lo que es lo mismo
NTIVETE = 2:QDQTYE. (26)

Tomando ¥ = 2:z() se tiene que ¥~! = Q7% ya que QT¥2X2(Q = Id. Entonces
seria
NTEVY T2 = UDUL (27)

De y (27) note que los autovalores de 'V y ©~2 VX~ son los mismos. Apli-

cando la funcion matricial f en la ecuacion se tiene
f (2*%\/2*%) — Uf(D)T, (28)

y asi
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es decir fx(V') puede ser calculado usando el problema de autovalor generalizado
¥~1V. Con el Corolario también se puede obtener el anterior resultado, pues
usando el hecho de que fx(V) = Zf(X7'V) y la descomposicion (24)

fo(V) = SHQVQ™)
= ¥Q(D)Q™
= 9Q(D)Q"*.

Teorema 10. Los autovalores generalizados de fx(V') con respecto a 3 son de la

forma f(\;) donde \; es un autovalor generalizado de V' con respecto a .

Demostracion. Los autovalores de fx (V') con respecto a ¥ son los autovalores de

¥~ f5(V), pero usando el Colorario (9.1

S e(V) = f(ETV)
= f(QDQ™)
=Qf(D)Q™,

es decir, los autovalores de X! f5 (V') forman la matriz diagonal f(D) donde D es

una matriz diagonal con los autovalores de V' con respecto a X.. O
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Anexo C. Definiciones y resultados variacionales en matrices

En la Seccion [3 se plante6 el problema de optimizacién de forma matricial que debe
resolverse para el célculo de la media de un conjunto de matrices SPD. Esta sub-
seccion es un complemento teérico en el que se mencionaran algunas propiedades
de la traza y varias definiciones variacionales para trabajar con matrices.

Siendo A € R™*" de la forma A = [a;;];7] ;_,, se define la traza como

n

tl’(A) = Z Qi -
=1
Teorema 11. Dadas dos matrices A, B € R"*", se cumple que

tr(AB) = tr(BA).

Demostracion. Note que

mostrando asi que tr(AB) = tr(BA). O
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Corollary 11.1. Dadas k matrices Ay, A,, ..., A, € R"*", se cumple que
tr(A1A2 te AkflAk) == tr(AkAlAQ te Akfl).

Demostracion. Esta invarianza ante permutaciones ciclicas resulta de aplicar el an-

terior teorema a las matrices A; Ay -+ Ax_1 Y Ag. O

Definicion 1. Sea M (t) € R™*" una matriz para cadat € [a,b], es decir, M(t) es la
matriz M (t) = [my;(t)];i2} ;,—, donde my; : [a,b] — R paratodo 1 < i,j < n. Se define

la integral de M (t) como

[ [[oton]

Teorema 12. Dada M (t) = [my;(t)];2; ,—, donde m;; : [a,b] — R paratodo1 <i,j <

tr ( / bM(s)ds) - / b tr(M(s))ds

Demostracién. Sea N = fabM (s)ds.

n. Se tiene que

O]

En el capitulo 3.1 dese define una nocién apropiada para la derivada de funciones

de matrices que se introducira a continuacion.
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Definicion 2. La derivada de Frechét de una funcion matricial F : R"*" — R"*"
en el punto X € R™" es una aplicacion lineal L : R"*" — R"*™ que envia E en

L(X, E), tal que para todo E € R™*"™ se cumple

F(X+FE)=F(X)+L(X,E) +o(||E|]),

esta aplicacion L(X, F) suele denotarse como DF (X, E). En particular si E =tV se
tiene

F(X+tV)=F(X)+tL(x,v) + o(t).
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Anexo D. Calculo de geodésicas

Como menciona Pennec en [ una forma de poder definir una distancia invariante es
a través de una métrica riemanniana, es decir, si se tiene una accion x cualquiera
sobre el espacio S}, se quiere que dados dos vectores Vi, V, € TySY, se cumpla
que

V1, Va)g = (Ax Vi, Ax Vo) 4 5.

Esto es cierto para A = Y~z mediante la accién « : GL} x S?, — S?, donde
A+ Y = AYAT. Donde se ve que en este caso la accién es precisamente la métrica

riemanniana afin invariante
(i, Vo = (STTNE72, D315873) .

En el articulo ﬁ el Teorema 3 menciona que las geodésicas con la métrica rie-
manniana afin invariante vienen dadas por P(t) = Poéexp <tP0’%SP0’%> PO% donde
teR, PyeSt, ySeTpsSt, eselvector que indica la direccion. Moakher y Mourad
en este articulo calculan la geodésica como la solucién de una ecuacion diferencial
de segundo orden, sin embargo Pennec con esta métrica invariante y resultados de
geometria diferencial menciona que la geodésica que pasa por X € S con vector

tangente V' € Tx (5%, ) debe tener la forma:
Tizv)(t) = exp (tA) Yexp (tA)"  donde V = AY + £ AT,

En el caso particular en el que ¥ = id, una solucién simétrica seria V' = 2A y por

39 Maher Moakher y Mourad Zerai. “The Riemannian Geometry of the Space of Positive-Definite
Matrices and Its Application to the Regularization of Positive-Definite Matrix-Valued Data”. En:
Mathematical Imaging and Vision 40 (jun. de 2011), pags. 171-187. DOI:|10.1007/s10851-010-
0255-x.
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tanto
1 1 \"
F(Z‘d7v)(t):exp t§V exp t§V
= exp(tV).

La longitud de la geodésica que va desde id hasta I'i;4,(1) = X seria ||V|. Esto es

/0 ()P = / (1), T ()
- / T OrE) T T,

1
:/ <Vav>id
0
! 2
_ / VIE,
0

2
= IV

pues

T(t) 2D (6)T(t) % = exp (—%ﬂ/) [exp(tV)V] exp (—%tV)

exp (%tV) Vexp (—%tV) (30)

y por el teoremase tiene que exp (—5tV) V = Vexp (—35tV) y por tanto se tiene la
igualdad Ahora por la invarianza de la métrica se puede obtener I'is;v(t), pues

note que

Ly (t) =52 F(z‘dz—%*v) (t)

= * EXp (tE_% * V)

[

— Siexp (tz—%vz—%) N3,
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Calculando asi lo que se queria, la geodésica que pasa por ¥ con vector tangente
V.
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