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TITULOL SEMINARIO DE INVESTIGACION EN TEORIAS DE CONTROL MODERNO

AUTORES ALEN FABIAN GAILVIS ACERO

JUAN MANUEL ORDONEZ FRANCO
IVAN DARIO QUITIAN MENDEZ

BAYRON HENRRY VERGARA SANCHEZ

PALABRAS CLAVES: Control Moderno, Funcién de Transferencia, Variables de Estado, Con-
trol Optimo, Realimentacion, Diagrama de Bloque.

DESCRIPCION

El control automatico ha jugado un papel importante en el avance de la ingenieria. Fl objetivo
es proporcionar una introduccién a la rama de la ciencia y la matematica conocida como teoria
de control, un campo que juega un papel importante en casi todos los dispositivos de precisiéon
moderna. Algunas razones para estudiar las teorias de control son: un conocimiento detallado
del tema permitira que se construyan los dispositivos de alta precisién que realizan exactamente
sus tareas previstas a pesar de disturbios grandes del ambiente. Ciertamente, la electréonica
y los sistemas modernos de ingenierfa serfan imposibles sin teoria de control. Otra razén es
potencialmente mas emocionante, es desarrollar las herramientas matematicas generales para
describir y entender sistemas dindmicos. Por ejemplo, las matematicas que se han desarrollado
para los usos de la ingenieria, tales como aeroplanos de vuelo, ahora se estan utilizando para
el andlisis cuantitativo del comportamiento de sistemas complejos.

Por medio de este trabajo a través de la metodologfa de seminario de investigacién, busca llevar
tal conocimiento de un nivel de post-grado a un nivel académico de pregrado aprovechando la
disponibilidad que se cuenta de Teorias de Control en textos, dando las bases necesarias para
continuar con la investigacion en esta drea en la escuela de Ingenieria Mecéanica.

!Trabajo de grado
?Universidad Industrial de Santander, Facultad de Ingenierias Fisico-Mecéanicas, Escuela de Ingenieria
Mecanica, Director: Ing. Carlos Borras Pinilla
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TITLHE’l CONTROL MODERN THEORIES RESEARCH SEMINAR

AUTHORY} ALEN FABIAN GALVIS ACERO

JUAN MANUEL ORDONEZ FRANCO
IVAN DARIO QUITIAN MENDEZ

BAYRON HENRRY VERGARA SANCHEZ

KEYWORDS: Modern Control, Transfer Function, State Variables, Optimal Control, Feed-
back, Block Diagram.

DESCRIPTION

Automatic control has played an important role in the advancement of engineering. The aim
is to provide an introduction to the branch of science and mathematics known as control
theory, a field that plays an important role in almost all modern precision devices. Some rea-
sons for studying the theories of control are: a detailed knowledge of the subject will be built
high-precision devices that perform their tasks exactly planned, despite major environmental
disturbances. Certainly, electronics and modern engineering systems would be impossible with-
out control theory. Another reason is potentially more exciting, is to develop mathematical
tools to describe and understand general dynamical systems. For example, the mathematics
has been developed for engineering applications such as aircraft flight, are now being used for
quantitative analysis of the behavior of complex systems.

Through this work by means the research seminar methodology, it seeks to bring such knowl-
edge of a post-graduate level to an undergraduate academic level taking advantage of the
availability told of Theories of Control in texts, giving the necessary foundation to continue
research in this area in the School of Mechanical Engineering.

3Thesis Project
*Universidad Industrial de Santander, Facultad de Ingenierias Fisico-Mecanicas, Escuela de Ingenieria
Mecanica, Director: Ing. Carlos Borras Pinilla
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INTRODUCCION

La escuela de Ingenieria Mecéanica en su misién contempla la construccion, aplicacion y di-
vulgacion del conocimiento cientifico, para cumplir con dicha misién es necesario implementar
herramientas que faciliten el desarrollo del conocimiento cientifico y el mejoramiento de los
procesos de investigaciéon. Una forma de contribuir al logro de la misién es investigar en el
area del control moderno, en este caso se desea estudiar los aspectos tedricos y su aplicabilidad
en aspectos ingenieriles.

El seminario de investigacién en teorias de control moderna es un proceso reflexivo, sistematico
y critico que tiene como propoésito fortalecer en el estudiante las habilidades requeridas en el
manejo de la informacién y la comunicacién para desarrollar la investigacion cientifica valién-
dose de las ventajas dadas por el trabajo personal, en equipo y original iniciando el estudio
de nuevos objetos de investigacién de interés para la esculea de Ingenieria Mecanica mediante
una dinamica que comprende actividades de relatoria, correlatoria, discusiéon y elaboracién de
un documento sintesis, en el que se incluyen el esstudio de los referentes contextuales de las
Teorias de Control Moderna, desarrollando asi todo el tema de manera compacta y coherente
entre los subtemas que conforman el seminario. Adicionalmente se abre el espacio para la
continuidad en el estudio y profundizacién del control moderno.

Con esta labor se desea elevar el nivel de conocimiento en la escuela de Ingenieria Mecanica
en el ambito del control moderno, pues con el pasar del tiempo las teorias de control moderno
han evolucionado constantemente y juegan un papel muy importante en muchas aplicaciones
ingenieriles. En los 1ltimos anos, los sistemas de control automéatico han asumido un papel
importante en la tecnologia moderna y el desarrollo de la humanidad. Practicamente todos
las actividades y aspectos de nuestro diario vivir estan afectadas por algtn tipo de sistema de
control. En el ambiente doméstico, en el automévil, en la oficina, la industria, en el transporte,
las telecomunicaciones, medicina, servicios en general, viajes espaciales, generacion de energia,
extraccién de recursos naturales y muchos otros estan utilizando diversos sistemas de control.

La ingenieria de control se basa en los fundamentos de la teoria de la realimentacion y el analisis
de sistemas lineales, los conceptos de las teorias de redes y de comunicacién. Por tanto, la inge-
nierfa de control no esta limitada a ninguna disciplina de la ingenieria, sino que es ignalmente
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aplicable a las ingenierias aeronautica, quimica, mecanica, del medio ambiente, civil y eléctri-
ca. Por ejemplo, un sistema de control incluye a menudo componentes eléctricos, mecénicos
vy quimicos. Ademés, al aumentar el conocimiento de la dindmica de los sistemas comerciales,
sociales y politicos, también se incrementa la capacidad de control de estos sistemas.

Ademas, cabe resaltar que el control automatico ha tenido una importancia relevante en el
avance de la ingenieria y la ciencia, en el desarrollo de los sistemas de vehiculos espaciales, la
manufactura, la industria

Teniendose en cuenta lo anterior, el presente informe es una descripcién de como se cumplieron
los objetivos planteados para la realizaciéon del seminario de investigacion en Teorias de Control
Moderna:

e Documento (recopilacion de la sesiones realizadas).
e Presentaciones en Power Point de los temas expuestos en el seminario.

e Programas en Matlab de ejemplos referenetes a los temas expuestos en el seminario.

En la primera parte se abordan temas que aclaran y dan una perspectiva del seminario de
investigacion, en la segunda parte se explican los resultados obtenidos por medio del seminario
y en una tercera parte se hace la recopilacién de todos los documentos que se elaboraron a
partir de cada sesiéon realizada.
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Parte 1

SEMINARIO DE INVESTIGACION
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Capitulo 1

GENERALIDADES DEL
SEMINARIO DE INVESTIGACION

1.1 QUE ES EL SEMINARIO DE INVESTIGACIO

El seminario de Investigacion, también conocido como Seminario Aleméan, es una actividad
académica cuyo origen se dio a finales del siglo XVIII en la Universidad de GOTTINGEN de
Alemania, para renovar las estrategias de estudio y formacion de los investigadores, ademas
para demostrar que la docencia y la investigacion se pueden unir y complementar para obtener
mejores resultados.

Consiste en estudiar, discutir e intercambiar experiencias acerca de un tema en particular,
en un grupo, en el cual sus participantes se intercomunican exponiendo dicho tema (la Re-
latoria) complementandolo, evaludndolo (Correlatoria), aportando entre todos (la Discusion),
sacando conclusiones y planteando nuevos interrogantes lo que permite que todo ello quede en
la memoria escrita (el Protocolo).

El seminario de investigacién se programa por subtemas, estos son seleccionados con la ori-
entacion del director del seminario, quien con su experiencia y conocimiento del tema central,
guia la seleccién con la debida pertinencia, actualidad y ubicacién en el contexto. Los temas
son desarrollados en sesiones planificadas, en las cuales los miembros del grupo deben asumir
diferentes roles de acuerdo con la descripcion anterior y mantener una relacién de interés y
compromiso con el conocimiento sin jerarquias en un clima de colaboracién y participacién
activa.

!Univesidad Industrial de Santander. Lineamientos para el seminario de investigacion como modalidad para
el desarrollo del trabajo de grado. Vicerrectoria académica. Septiembre de 2007
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1.2 OBJETIVO DEL SEMINARIO DE INVESTIGACION

El objetivo es formar a los participantes en la investigacion cientifica mediante el desarrollo
de habilidades especificas aplicadas al asumir los diferentes roles dentro del seminario. Dichas
habilidades estdn orientadas a desarrollar la capacidad de lector critico de resultados de in-
vestigacion en cualquiera de las areas del conocimiento, a fortalecer la capacidad de observar
e identificar los problemas presentes en temas bajo andlisis, a buscar respuestas a preguntas
clave y sustentarlas teérica y metodolégicamente en forma verbal y por escrito; y a identificar
las relaciones del problema objeto de estudio con el contexto econémico, politico o social a fin
de enriquecer, con una mirada de integralidad, el conocimiento para el grupo de estudiantes.
Para ello se programan y ejecutan ejercicios estructurados que permiten a los estudiantes de-
sarrollar competencias iniciales de investigador, avanzar en el conocimiento y aportar buenas
revisiones y anélisis sobre temas que pueden facilitar el desarrollo de la investigacién.

Para alcanzar dicho objetivo es preciso que haya una formacién desde el trabajo personal
hacia el trabajo en equipo; para esto, cada participante debe reconocer intereses, estilos de
aprendizaje, capacidades para aprender en interaccién con pares; ademdas debe apropiarse de
la metodologia y los instrumentos con los cuales trabajara con el fin de lograr, al interactuar
con los demés miembros del grupo en las sesiones del seminario, compartir, criticar y corregir
las ideas que surjan de él en un ambiente de colaboracién mutua.

Los seminarios de investigacién no se enfocan hacia la repeticion de trabajos ya realizados,
sino hacia las btusqueda de respuestas con nuevos argumentos; por tal razén los trabajos que se
deriven del cumplimiento del objetivo del Seminario deben caracterizarse por su originalidad
y estar acordes al nivel cientifico de formacién de sus participantes.

1.3 VENTAJAS DEL SEMINARIO DE INVESTIGACION

El seminario de investigacién, como herramienta para el desarrollo integral, presenta las sigu-
ientes ventajas:

e Permite a los participantes contar con un director (profesor) durante el seminario, el
cual les guia hacia la consecucién de los propésitos establecidos, v ademaés, resuelve las
dudas e inquietudes o en su defecto, orienta sobre las fuentes de consulta y ayuda a los
miembros del grupo en la bisqueda para suplir las necesidades de informacioén.

e Fortalece el habito de documentarse acerca del tema bajo estudio. Para esto los partic-
ipantes recurren a fuentes bibliograficas, bases de datos, textos de referencia obligada;
este ejercicio refuerza el desarrollo de las competencias interpretativas, argumentativas y
propositivas; les permite apropiarse y aprender de los métodos que emplearon los autores
de los articulos y textos, si como también, reconocer su valor y aporte a la investigacion.
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e Permite que los participantes desempenien diferentes roles dentro del grupo, desarrol-
lando habilidades comunicativas y de relaciones interpersonales, complementarias para
la formacién tanto personal como profesional.

e Fomenta el aprendizaje como una experiencia grupal, permite experimentar la eficiencia
del trabajo en equipo y si el grupo estid conformado con estudiantes de diferentes areas
del conocimiento, la riqueza de la interdisciplinariedad, caracteristicas todas aplicables
y necesarias en el desempeno laboral del mundo de hoy.

e Permite el uso de distintas herramientas didacticas de apoyo al desarrollo de las sesiones,
asi como un control sobre la planificaciéon establecida de éstas.

¢ Es una metodologia integradora centrada en el estudiante, con amplio potencial para
fortalecer la habilidad de aprender a aprender, fundamental para tomar el perfil del
ciudadano del siglo XXI, quien debera asumir el compromiso de aprender a lo largo de
la vida, como la plantea J. Delors3 . E]

1.4 CARACTERISTICAS

El seminario de investigacién posee las siguientes caracteristicas:

e Participacion activa de todos los miembros del seminario, puesto que no solo el director
(profesor) interviene, sino también todos los integrantes del grupo realizan su aporte
desde el rol que estén desempenando. En este proceso los participantes siendo discipulos
empiezan a recorrer el camino hacia Maestros.

e El Seminario de Investigacion estd conformado por un grupo reducido, de aprendizaje
activo y cooperativo, inducido a investigar, reflexionar, descubrir y concluir.

o Empleo del dialogo permanente para compartir los conocimientos adquiridos.

e Ambiente amable y cooperativo fomentando la mayor participacién de los integrantes
del grupo.

e Sesiones desarrolladas utilizando medios didacticos de apoyo al aprendizaje.

o La estructura del seminario y todas las actividades y parametros para desarrollarlas, son
planificados en la primera sesion.

e El seminario de investigaciéon exige a los participantes una alta responsabilidad para
lograr la preparaciéon adecuada, que les permita tener bases para llevarlo a cabo.

2Jaques Delors et al. La Educacién Encierra un Tesoro. Informe a la UNESCO de la Comisién Internacional
sobre la educacién para el siglo XXI. Paris, 1996.
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1.5 ORGANIZACION DEL SEMINARIO DE INVESTIGACION

El Seminario de Investigacién se compone de las siguientes actividades: la Relatoria, la Cor-
relatoria, la Discusién y el Protocolo, las cuales deben girar en torno a un tema, del que se
desprenden los subtemas a tratar durante las sesiones. Dichas actividades son responsabilidad
de los integrantes del grupo, por lo cual a cada uno de ellos es asignado un rol, de caracter
rotativo; es asf como una persona que en una sesién asume el rol de correlator, en la siguiente
puede ser el protocolante, es decir el responsable del protocolo. La organizacién del semi-
nario también implica establecer el lugar del seminario, el nimero de sesiones y las fechas
para realizarlas, asi como la duracion de cada una de las actividades (Relatoria, Correlatoria,
Discusion y Protocolo).

Director:
e Ing. Carlos Borras Pinilla
Participantes:

e Alen Fabian Galvis Acero
e Bayron Henrry Vergara Sanchez
e Ivan Dario Quitian Mendez

e Juan Manuel Ordonez Franco

A los cuales se les asigna un rol para cada sesion. Las sesiones se llevan a cabo en el salon
103 de la Escuela de Ingenieria Mecénica. El nimero de sesiones depende de la cantidad de
temas seleccionados para el seminario. Las sesiones estdn programadas para una duracién de
2 horas.

1.6 DIRECCION DEL SEMINARIO DE INVESTIGACION
EN TEORIAS DE CONTROL MODERNO

La direccion del seminario de Investigacion en Teorias de Control Moderno estuvo a cargo del
profesor: Ing. Carlos Borras Pinilla que cuenta con la siguiente formacién:
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Table 1.1: Formacién Ing. Carlos Borras Pinilla

Formacién

M. Sc. Student. University of Oklahoma.
Thesis research: Pattern Recognition of Failures Using Neural Fuzzy Logic.

Specialist in Management of Maintenance.Universidad Industrial de Santander
Thesis research: Total Productive Maintenance, Colombian Approach.

Specialist in Fluid Power. Training course in hydraulics.
Kitakyushu International Techno-Cooperative Association. Kitakyushu, Japan

Mechanical Engineer. Universidad Industrial de Santander.
Thesis project: Design and manufacturing of electrohydraulics valves 2W-2P. NC & NO.

Para llevar a cabo el seminaro de investigacoon en Teorias de Control Moderno satisfactori-
amente y garantizar la fluidez de las sesiones y el cumplimiento de los objetivos planteados,
el proceso del seminario se realizo en tres etapas: planeacién, ejecucién y finalizacién, los
cuales dependen uno del otro para poder avanzar en el proceso; los cuales se explicaran en lo
siguientes capitulos.
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Capitulo 2

PLANEACION

En esta etapa se establecen las directrices bajo las cuales se desarrolla el seminario, se definen
los objetivos que se esperan alcanzar mediate el desarrollo del seminario, el estudio bibliogra-
fico, los temas y subtemas; y la planeacién de las sesiones.

Figure 2.1: Mapa conceptual de las teorias de control

TEORIAS DE CONTROL [ .conTROL MODERNO —

Limitada para Sistemas lineales Tiene su base esencial en el conoci- Se basaen el A sistemas MIMO
SISO (una entrada una salida) e miento de la dindmica del proceso concepto de (Entradas y sal ples)
invariantes en el tiempo que se desea controlar Estado

I
- ENICAS EN
EN DOMINIO DE LA HERRAMIENTAS ANALITICAS INCORPORATI
I I I DOMINIO DEL TIEMPO

Sistemas Dinamicos, Algebra matricial, Vectores , Fundamentos
de algebra matricial, Descripcion de los sistemas dindamicos en

variables de estado, Analisis de ecuaciones de estado, Controla- <F Ecuaciones de
Transformada fje bilidad y observabilidad Relacién entre Ec de estado y Ec de Estado
Laplace y Fourier transferencia.

Si se requiere completar una Si hay variaciones signifi-| | Si se incorporan laincerti-| | Si hay Necesidad por incrementar
tarea de control en un tiempo cativas en los parame- dumbre al modelado, el la habilidad de tomar decisiones
minimo ( energia minima ) tros de la planta analisis al sistema autonomas para realizar tareas
| l | complejas de control
I
(1% |CONTROLOPTIMO] [ conTroL ADAPTATIVO | [CONTROL ROBUSTO] [ CONTROL INTELIGENTE]
1
Basado en el concepto S A
il istemas Auto-
destablidad de Austables Disefio multiobjetivo | | Esduema de control
lapunoy de sistemas
n Sistemas Adaptaivos con
Pontryagin, bellman , o P o] - Esquema de control
Kalman, Ricatti modelo de referencia H Infinito Difuso
(SAMR) , (MRAC)

2

E

NOTA : LOS CUADROS EN
NEGRILLA GRUESA INDICAN
LOS TEMAS TRATADOS EN EL

SEMINARIO

Esquema de control
Neuronal

QFT
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2.1 OBJETIVOS DEL SEMINARIO

e Elaborar un documento sintesis original donde se recojan los resultados de la investi-
gacién y la discusién realizada en cada sesion a partir de los resimenes, las relatorias
recopiladas y los protocolos en el seminario de investigacién de acuerdo con los temas
establecidos para el seminario.

e Cumplir con los roles asignados a cada integrante del seminario de investigacion.

e Elaborar presentaciones en PowerPoint o Latex/Lyx y documentos sintesis de cada uno
de los temas investigados, obtenidos de los las relatorias y los protocolos recopilados de
cada sesion.

e Desarrollar programas en Matlab o Simulink alusivos a los temas que se encuentran en
el temario del seminario.

Para la seleccion del tema, se selecciono uno en el que los integrantes del grupo tubieramos
conocimiento previo en Sistemas Dinamicos y Control Automatico, ademas se hizo una selec-
cion para el director de proyecto el cual contara con la capacidad de orientacién y el perfil
para dirigirlo.
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2.2 PROGRAMACION DEL SEMINARIO
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2.3 ANALISIS BIBLIOGRAFICO

Seguidamente se hizo un analisis bibliografico para poder desarrollar los temas conteplados en
el seminario y poder dar inicio a las sesiones; el cual fue:

BROGAN L. William. Modern Control Theory. Prentice Hall, Third Edition, 1991. 639
p- Este libro nos da una visién y orientacién en cuanto a los problemas de control y los proce-
sos de control industriales. Se habla sobre el sistema de modelado y control lineal clésico en
la transformacion de dominio, y se desarrolla el algebra lineal / teoria de la matriz necesaria
para el andlisis de la variable de estado.

CHEN Chi - Tsong. Linear System Theory and Desing. Oxford University Press. Third
Edition, 1999. 331 p. Este libro se caracteriza porque no es un texto de control, de por si, ya
que no se refieren a criterios de rendimiento, las limitaciones fisicas, los costos, la optimizacion,
v los problemas de sensibilidad. Chen desarrolla los principales resultados y los procedimientos
de diseno utilizando métodos simples y eficaces. Asi, la presentaciéon no es exhaustiva, y s6lo
aquellos conceptos que son esenciales en el desarrollo son introducidos, en este texto vienen un
conjunto de problemas después de cada capitulo el cual ayuda a los estudiantes a comprender
y utilizar los conceptos y los resultados estudiados.

GREENBERG D. Michael. Advance engineering mathematics. Prentice Hall. Second Edi-
tion., 1998. 1315 p.Este libro facilita la compresion y desarrollo del curso de matematicas
avazadas enfonca a ingenieros que es necesario profundizar y tener bien claro para el desar-
rollo de los temas de aplicacion del seminario.

KATSUHIKO Ogata. Ingenieria de Control Moderna. Pearson Education. Tercera Edicion,
1998. 987p. Este libro nos da un tratamiento completo de andlisis y disefio de sistemas con-
tinuos de control de tiempo, el cual fue escrito para estudiantes de ingenieria de alto nivel. Se
integra MATLAB en el texto, utilizando el programa para resolver todos los problemas, incluye
material introductorio como , la transformacién de Laplace de base, modelaciéon matemaética
de sistemas dinamicos, la transferencia de modelos de funcién, estado de modelos espaciales,
andlisis de la respuesta transitoria de primera y sistemas de segundo orden, las acciones basicas
de control, la raiz del andlisis de lugar, el diseno y técnicas de compensacion de frecuencia
utilizando métodos de respuesta, y aplicaciones de anélisis de estabilidad de Lyapunov para
el diseio. En un apéndice se suministra el material de referencia necesario para el uso de
MATLAB. Incluye graficos, tablas, ecuaciones y ejemplos.

KATSUHIKO Ogata. Dinamica de Sistemas. Prentice Hall Hispanoamerica, S.A, 1987. 608
p. Este libro fue fundamental para la compresion de los sitemas dinamicos de una manera
didactica, la cual contemplaba el desarrollo de modelos matematicos y el analisis de respues-
tas en dichos sistemas. Presenta una variedad de problemas que describen situacioens reales
encontradas en la practica ingenieril.

33



KARNOPP C. Dean, Margols C. Donald, Rosenberg Donald. System Dynamics: Model-
ing And Simulation Of Mechatronic Systems. Jhon Wiley & Sons, Inc. 505 p. Este libro
trata sobre la importancia de los sistemas dinamicos, el cual es un recurso fundamental para
los ingenieros frente al cada vez mas complejo trabajo de disenio de sistemas mecatronicos,
aparatos eléctricos, subsistemas de mecéanica, hidraulica, neumaética, térmicos y magnéticos.
Es una guia completa para modelar, disenar, simular y analizar sistemas dindmicos que com-
prende una variedad de tecnologias y &mbitos de la energia. La presentacién comienza con los
elementos bésicos y da lugar a sofisticados modelos matematicos adecuados para la simulacion
por ordenador automatizado.

KREYSZIG Erwin. Matematicas Avanzadas, volumen I. Limusa Wiley. Tercera Edicion,
2003. 853 p. Este libro presenta a los estudiantes de ingenieria las dreas de las mateméticas
que, desde una perspectiva moderna poseen mayor importancia en relacién con problemas
préacticos, en los temas de ecuaciones deiferenciales, algebra lineal, calculo vectorial, anélisis
de Fourier, metodos numéricos, optimizacién entre muchos otros que contempla el libro.

NISE Norman S. Control Systems Engineering. Jhon Wiley & Sons, Inc. Four Edition,
2004. 970 p. Este libro introduce a la teoria y préctica de ingeniera de sistemas de control,
se puede destacar la aplicacién de la materia al analisis y disefio de sistemas realimentados.
El libro cuenta con un repaso de cursos inferiores de fisica y matematicas como ecuacioanes
diferenciales, algebra lineal, Laplace entre otras que se deben dominar.

POWELL David, Franklin F. Gene. Feedback control of dynamic systems. Addison-Wesley
Longman Publishing Co., Inc.Third Edition. 790 p. Este libro desarrolla ideas sobre los prob-
lemas del control y la intuicién acerca de los métodos disponibles para resolverlos, presenta
este material en una forma que es facilmente comprensible para los estudiantes de cualquier
ingenieria. Ademaéas de las mejoras pedagogicas, este libro agrega comandos de computadora
para muchas operaciones y pone a su disposicidon una caja de herramientas de MATLAB.

Cada integrante del seminario recurrio a estas fuentes bibliograficas y en caso que esta informa-
ci6én no fuera suficiente, se recurrio a otras fuentes que aportaron algo nuevo a la investigaciéon
del tema.

El numero de sesiones se determiné de acuerdo a los temas seleccionados, se asigno a cada
integrante un numero de temas para exponer, de tal forma que tubiera un tiempo prudencial
para recopilar y crear la exposicién del tema, ademas de equilibrar las cargas en el desarrollo
del seminario, a la vez se definieron los roles de cada uno. Se escogieron los viernes para re-
alizar las sesiones por la disponibilidad horaria de los integrantes, como del director y tambien
por la facilidad para disponer dicho dia de salén y videobeam.
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2.4 TEMARIO

Table 2.1: Temario del seminario

] Temas

1. Introduccién.
e Sistemas clasicos de la teoria de control
e Representacion de un sistema.
e Realimentacién, indicadores y medida de desempeno.

e Métodos de analisis de control clasico, extension de técnicas
clasicas a sistemas mas complejos.

2.Sistemas dinamicos

eIntroduccion

eModelado

o Generalidades

o Sistemas Mecanicos

o Sistemas Hidromecéanicos

o Sistemas Electromecénicos

o Sistemas Termicos

eLinealizacion

3. Vectores y el vector lineal espacial.
e Dependencia linear e independencia.
e Operaciones especiales y definiciones de vectores espacial.

e Los Eigenvalues y Eigenvectores.

Continua en la pagina siguiente
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e Transformaciones y funciones de matrices cuadradas.

e Teorema de Cayley-Hamilton.

4. Fundamentos de Algebra Matricial Moderna.

e Operaciones algebraicas con matrices.

Leyes del algebra matricial.

La traspuesta, conjugada y la matriz asociativa.

Determinantes y cofactor.

Rank y el trace de una matriz.
e La inversion de una matriz.

Particiones de matrices.

Diferenciacién e integracién de matrices.

Gradientes.

Vectorizacion de matrices.

5. Descripcién de los sistemas dinamicos bajo espacio y variables de estado.
e Concepto de espacio de estado.
e Representacién dindmica en el espacio de estado.
e Obtencion de las ecuaciones de estado dinamica.

e Interconectibilidad de los subsistemas.

6. Analisis de las ecuaciones de estado para sistemas lineales en tiempo continto.
e Ecuaciones diferenciales de primer orden.
e Matriz con coeficientes constantes.

Continua en la pagina siguiente
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e Sistemas modales y descomposicion modal.
e Tiempo variante.

e Matriz de transicion.

7. Anilisis de sistemas lineales y discretos

e Representaciéon de ecuaciones de estado en el dominio discreto del tiempo.
e Coeficientes constantes discretos de ecuaciones de estado.

e Descomposicién modal.

e Coeficientes variables en el tiempo.

e Matriz de transicién discreta.

8. Estabilidad

e Introduccién

e Puntos de equilibrio y concepto de estabilidad
e Definiciones de estabilidad

e Estabilidad de sistemas lineales

e Sistemas lineales constantes

e El método directo de Lyapunov

9. Controlabilidad y observabilidad para sistemas lineales.

e Definiciones

e Sistemas invariantes en el tiempo con eigenvalues definidos y
sistemas con Eigenvalues arbitrarios.

e Ecuacion canonica para Kalman, deteccién y estabilizacion.

10.

Relacion entre variables de estado y ecuaciones de transferencia de los sistemas.

Continua en la pagina siguiente
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e Matrices de transferencia de un sistema de ecuaciones de estado.
e Realizacion de ecuaciones de estado proveniente de matrices de transferencia.
e Concepto de implicaciéon y reductibilidad en la realizacién.

e Determinacién de realizaciones irreductibles de un sistema dinamico.

11.

Diseno de un sistema de control con realimentacién lineal.

e Estado y salida realimentadas.

e Efecto de la realimentacion sobre las propiedades del sistema.

e Asignacion de los polos usando el estado de realimentacion y salida realimentada.

e Reconstruccion de estado con las salidas disponibles.

12.

Introduccién al control éptimo.
e Conceptos de control 6ptimo.
e Programacién dindmica.

e LQR y LQG.

e Ecuacién de Riccati.

e Principio del m{nimo de Pontryaginado.

Fin
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Capitulo 3

EJECUCION

En la siguiente tabla se ilustra el orden de las actividades desarrolladas por cada integrande
del seminario, compuesta por relator (r), correlator (c¢), protocolo (p), discusion (d) y apertura

(a)-

Table 3.1: Asignaciéon de roles

Director | Alen Galvis. Juan Manuel. Bayron V. Ivan Quitian.

Tema, A RIC|P|ID/IR|{C|IPID/R|IC|P|D|R|C|P|D

1 X X X X X

2 X X X X X

3 X X X X X

4 X X X X X

5 X X X X X

6 X X X X X

7 X X X X X

8 X X X X X

9 X X X X X

10 X X X X X

11 X X X X X

12 X X X X X

El protocolo consta de los siguientes pasos:

e Levantar un acta la cual tiene un numero consecutivo, fecha de la sesion, lugar, roles,
tema desarrollado, observaciones y/o correciones.
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3.1

Hacer un documento del tema expuesto.

Guardar el archivo de Power Point de la presentacion realizada por el relator.

EL ACTA

El acta es un documento escrito donde se hace constar la relacién de los roles de los partici-
pantes en cada sesién del seminario de investigacién. El documento modelo se aplico en todas
las sesiones relazidas como se observa en la fiuga X.

Estructura del acta:

Numeracioén: Es el niumero consecutivo de cada acta, en total se realizaron un total de
12 actas, que corresponden a los 12 temas desarrollados a lo largo del seminario.

Fecha: Es la fecha de realizacion de la sesion.

Hora: Se toma nota de la hora de inicio y la hora de finalizaciéon. La duracién total de
las sesiones es de aproximandamente dos horas.

Lugar: Sitio de realizacién del seminario, el cual fue el salén 103 de la Escuela de
Ingenieria Mecanica.

Relator: Es el encargado de exponer el tema correspondiente en la sesién del seminario.
El relator tiene como misién principal enriquecer, como resultado de su investigacién y
estudio, el saber de los demés, buscando por medio de una argumentaciéon rigurosa apor-
tar algo nuevo que permita avanzar en el conocimiento sobre el objeto de estudio.

El relator durante su exposiciéon debe estimular e inducir el grupo a la discusién, man-
tener su atencién y despertar interés de participacién, a través de la argumentaciéon
rigurosa, explicaciones claras y el planteamiento de su punto de vista.

El relator tiene toda la libertad para organizar su material de trabajo, puede utilizar,
en términos didéacticos, comparaciones, relaciones, ejemplos y pruebas légicas o exper-
imentales; ademas debe abordar su exposicién desde diferentes posiciones, es decir lo
puede hacer desde un enfoque informativo, en el cual el relator es imparcial y objetivo, y
cita con exactitud las fuentes y/o desde un enfoque argumentativo en el que expresa su
opinién y comparte con el grupo sus propias conclusiones , con el fin de llegar a nuevos
resultados. El rumbo de la relatorfa depende de lo que el grupo espera de la sesién y de
la naturaleza de los temas[]

!Nestor H. Bravo Salinas. El seminario investigativo. El seminario como practica pedagogica para la
formacion integr03/02/10al
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e Correlator: Esla persona encargada de complementar y enrriquecer la relatoria, el cual
debe estar muy atento a la exposicién del relator, pues no debe repetir lo expuesto, sino
evaluar el contenido, la claridad y el manejo de la exposicién, con del fin de plantear su
reflexion personal, y su posicion frente a la relatoria, de una manera critica, destacando
los aportes mas relevantes de la relatoria motivando a los participantes al debate.

e Discusion: Es el medio a través del cual los participantes con base en lo expuesto en la
relatoria y la argumentaciéon del correlator, confrontan sus concepciones y apreciaciones
sobre el tema. Esta dindmica se desarrolla a manera de discusién, la cual se caracteriza
por ser de cardcter positivo, argumentativo y enfocado al enriquecimiento del trabajo
en grupo. La discusién requiere participaciéon oportuna y respeto por las opiniones de
los demés, criticandolas constructivamente. Este ejercicio permite a los participantes
fortalecer procesos cognitivos a partir de la escucha atenta, la reflexion, la toma notas
sobre lo que desea expresar para luego a hablar.

e Protocolo: El protocolo es la evidencia escrita de cada sesién del seminario y un in-
sumo para la elaboracion del informe final. Este debe ser leido antes de comenzar cada
sesion, ya que es un acta de registro de lo ocurrido en la anterior y de los compromisos
planteados. Su autor es el protocolante, el cual plasma en un documento las actividades
tal y como fueron desarrolladas, utilizando una redaccién clara y concisa.

El protocolo, como documento testimonial, debe recoger el tema, dia, duracién, asis-
tentes, funciones y tareas cumplidas (sintesis de la relatoria y correlatoria), desarrollo
de la discusiéon, aportes de los participantes, interrogantes nuevos sobre el tema, valida-
ciones y acuerdos entre los miembros del seminario.

El protocolante ademdas de documentar la relacién exacta de lo ejecutado durante la
sesion, también juzga y evalia su desarrollo integral registrando sus aportes en el proto-
colo, el cual debe ser revisado por el Director del seminario y el Relator antes de iniciar
la sesi6én, teniendo en cuenta que cada integrante del grupo debe tener una copia de él.

e Observaciones y Correcciones: Se anotaron en el acta para cada una de las sesiones,
las cuales en la seguiente sesién eran revisadas.
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Figure 3.1: Formato del acta

Urverndad
Industral de
Santander

TEORIAS DE CONTROL MODERNO
UNTVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER, ESCUELA DE INGENTERIA MECANICA

ACTA No. ##

FECHA:
HOEA:
LUGAR:

RELATOR:
COEREELATOR:
DISCUSION:
PROTOCOLO:

Se realizo la #F sesién del SEMINARIO DE INVESTIGACION EN TEORIAS DE

CONTROLMODERNO.
Tema desarrollado:
Observaci ¥ Conclusi

Ing. Carlos Borras Pimilla
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Induatral de

Figure 3.2: Acta diligenciada
(a)

TEORIAS DE CONTROLMODERNO
'UNTVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER, ESCUELA DE INCENTERIA MECANICA.

ACTA No. 03

FECHA: 28 de Enerode 2010
HOERA: 2:40 p.m.
LUGAR:  Saldn 104 Escucla Ing. Mecinica

RELATOR: BAYRON H. VERGARA
CORBRRELATOR: ALEN FABIAN GALVIZ
DISCUSION: IVAN DARIO QUITIAN M
PROTOCOLO: JUAN MANTUEL ORDONEZFRANCO

Se realizo 1a tercera sesién del SEMINARIO DE INVESTIGACION EN TEORIAS DE
CONTROLMODERNO.

‘Tema desarrollado:

3. Vectores y el vector lineal espacial
3.1 Vector espacial linear planar y tridimensional de estado
3.2.D linear e linear
3.3 Operaciones especiales y definiciones de vectores espaciales
3.4 Los Eigenvalues y Eigenvectores
8.5 Transformaciones y funciones de matrices cuadradas
3.6 Teorema de Cayley - Hamilton

(b)

Obscrvacioncs ¥ Conclusiones:

*  Hacer a un gjemplo del producto punto.
Incluir las definiciones de matriz inversa, del rango de una matriz y de la norma de un

vector.
*  Desarrollar un emplo de la definicién de nicleo o Kert
© Hxerla ién grafica de los modos de morvimiento del gjemplo de los bloques

que describen los egencralues

+  Desarvollar Giemplos con mimeros compleios.

Ing. Carlos Borris Pinilla
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Parte 11

FINALIZACION
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Capitulo 4

PRESENTACIONES,
DOCUMENTOS Y APLICACION

4.1 PRESENTACIONES

La presentacién de trabajos de investigacion en foros académicos son la culminacion del es-
fuerzo realizado por los investigadores. Si no se siguen los lineamientos establecidos en la
elaboracién de las presentaciones, el trabajo de investigacién, al momento de su presentacion,
no sera valorado de forma completa por el auditorio presente. Es por esto que se establecid
una guia precisa para este seminario.

4.1.1 Caracteristicas

La diapositiva es un medio que facilita una exposicién, pero para ello es necesario tener en
mente los objetivos que se pretenden alcanzar:

1. Servir como guia al expositor
2. Evitar o minimizar el uso de apuntes

3. Dar un orden légico a la presentaciéon
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4. Favorecer la captacién del mensaje

A continuacion se exponen las carateristicas que ayudan a cumplir con estos objetivos:

La comunicacién humana es verbal y corporal. Mientras las palabras envian un mensaje,
el cuerpo emite mensajes adicionales que pueden ser complementarios, afirmativos o
contradictorios. El balance entre ambas formas de comunicacién acompanadas con la
exposicion de imagenes, graficas y textos favorecen que el mensaje llegue, por alguna
de las vias de percepcién del ser humano. Es por ello que el formato resulta relevante.
El color blanco ayuda a que las personas que ésten presentes durante la presentacién
centren su atencién y no cansen la vista.

Su identificacién estd siempre presente por lo que incluye el logo del seminario, el cual
fue disenado por los integrantes, tambien el logo de la universidad y el de la escuela, lo
que da sentido de pertenencia.

El color negro de la letra resalta sobre el fondo blanco haciendo atractivo el mensaje y
evita la fatiga al espectador, pues las sesiones son de larga duracion y por el cansancio
es facil de distraerse.

Se establecieron margenes en las diapositivas que restringen el uso de textos recargados
v quien elabora la diapositiva se ve en la tarea de preparar bien dicha presentacién a
solo incluir ideas claras y concretas.

Se utiliz6 un tipo de letra y tamano estandar y adecuado para facilitar la lectura

Las imagenes cumplen una funcién nemotéctnica, son mas atractivas que las palabras y
los numeros, por lo que son mas facilmente recordadas por quienes las observan.

El titulo del tema esta presente en cada diapositiva para que el auditorio siempre sepa
que tema se esta desarrollando y no pierda el hilo de la exposicidon.

La informacién se organiza de forma logica, dividida en ideas sencillas que facilitan su
exposicion.
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La totalidad de las diapositivas resultantes de las sesiones en el trascurso del seminario estan
recopiladas en forma digital, debido al gran numero y anexadas al informe.

Figure 4.1: Presentacion en Power Point

SEMINARIO DE INVESTIGACION EN
TEORIAS DE CONTROL MODERNO

4.2 DOCUMENTO

El documento escrito fue elaborado con todas las normas y técnicas de la metodologia cientifica
v no consiste en una serie de puntos de vista, opiniones, de ideas, etc..., sino que es producto de
la accién de investigar, cuestionar, fundamentar y contribuir realmente al avance del seminario,
se desarrollo y enriquecié con los aportes individuales, la discusion de grupo y con la asesorfa
del director durante el trascurso de las sesiones.

El documento esta dividido en tres secciones, con un total de 16 capitulos, con una recopilacién
de todos los subtemas expuestos durante las sesiones siguiendo el mismo orden para tener
continuidad.

El documento fue elaborado en Lyx, el cual es un procesador de texto interactivo de alto nivel
v que esta intimamente relacionado con LaTex, ya que se aprovecha de las caracteristicas de
este para producir textos de alta calidad en su formato. Como sucede con LaTex, en Lyx
solo es necesario preocuparse por el contenido, ya que los detalles del formato los entrega la
aplicacién, lo que convierte a Lyx en uns software ideal para documentos de gran tamano como
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libros o tesis. Como se dijo anteriormente, Lyx trabaja como lo hace LaTex, es decir bajo la
filosofia WYSIWYM (“lo que ves es lo que quieres decir”), a diferenica de otros softwares que
se basan en WYSIWYG (“lo que ves es lo que obtienes”), ya que en Lyx se sefiala que es lo que
se desea hacer y la propia aplicacién se encarga de los pasos necesarios para dar el formato al
documento.

Figure 4.2: Lyx

v = <)
Archivo  Edtar Yer Insertsr Navegar Documento Hemamientas Ayuda
Sl IR E @ Et YR cEE

B EEHWG T @ |EEF @B & e ab = LW

‘ x The Document
Processor

version1.6.4

4.3 APLICACIONES EN MATLAB

4.3.1 Sistemas dinamicos

e Considerando el sistema, encontrar la respuesta escalén

Q

(s) 25

R(s) s24+45+25

Resolviendo en Matlab
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§----Respuesta escaldén unitario------
$-—-definir el numerador y el dencminador de la funcidén de
transferencia

num
den

[0 0 25]:
(14 25);

$--comando escalen unitario

step (num,den)
grid on

Respuesta grafica

Figure 4.3: Escalon unitario

Time (sec)

e Considerando el siguiente sistema, obtener la respuesta impulso

1 0 1 1 0
ig -1 -1 xIo 1

I
+
IS



y=1[1 o][il]ﬂom

Resolviendo en MATLAB

§----Respuesta impulso----
$--definiendo las matrices A,B,C,D

[0 1;-1 -1]:
[0:1]:
(1 0]:
[0]:

00w
nmnn

$--comando impulso

impulse (&,B,C,D);
grid on

Respuesta grafica

Figure 4.4: Impulso

Impulse Response
o8 T T T T T
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e Sistema de doble masa y doble resorte

Figure 4.5: Sistema de doble masa y doble resorte

| X1 | X2
X1 X
K1 S K2 X2

Simular el sistema con los siguientes parametros

e My =10Kg
o My =20Kg
e K1 =2N/m
e K9 =4N/m

B; = 5N/(m/s)

By = 4N/(m/s)

Hallar la respuesta a una sefial impulso F = 1 N y escalén unitario,

Es necesario hallar las ecuaciones de transferencia

dx dx
+(B1+32)7;—327;+(K1+K2)331 — Koxg =0

d2l’1

M=

MyTe 1 Byt Byl 4 Ky — Kyzy = F (1)

dt?
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M 0 d%t (Bi+By) —By | [ % (K1 + K;) —K
0 M || dz | Y| —B, B ||d=|T

Ahora encontrando las ecuaciones de transferencia y reemplazando los valores

xr1 4s+4
F(s) = 200s*+220s3+180s2+28s+8

Z2

_ 105249546
F(s) — 2005%4+220s3+18052+285+8

Resolviendo en MATLAB
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£ Programa para el ejercicio de doble masa y doble resorte

clc
clear all
close all

% Parametros

Mi1=10;
M2=20;
Bl=5;
B2=4;
Kl=2;
K2=4;

% Funcidn de transferencia

numl = [B2 K2]:

num2= [M1 (B1+B2) (K1+K2)]:

dem = [M1*M2 ((M1*B2)+(M2*(B1+B2))) ((M1*K2)+(M2* (K1l+K2
))+(B1*B2)) ((B1*K2)+(B2*Kl)) (K1*K2)]:

x1l=tf (numl, dem);

x2=tf (num2,dem) ;

[z,p,k]=zpkdata(xl,'v");
[z,p,k]=zpkdata(x2,'v"):
damp (x1) ;
damp (x2) ;

figure
pzmap(xl),grid on
legend('x1l Pclos y Zercsa')

figure
pzmap(x2),grid on
legend ('x2 Polos vy Zeros')

figure
step(xl,x2,'r--'),grid on
legend ('x1",'x2'"):
figure

impulse (x1,x2, 'r--'),grid on
legend ('xl','x2'"):

La respuesta a la senial impulso
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Ampltude

Figure 4.6: Sefial impuslo

Impulse Respanse

T
x1
H — —x2
R :
<= :
i
60 80 100 120
Time (sec)

La respuesta a la senal escalon unitario

Step Response

Figure 4.7: Senal escalon unitario

Time (sec)
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4.3.2 Vectores y el vector lineal espacial

e Suma, resta y multiplicacién por un escalar de vectores

Para la suma de vectores y matrices solo hay que tener en cuenta es la forma como se ingresan
estos, escribiendo sus elementos separados por comas o espacios en blanco, entre corchetes
entre corchetes “[]”; se separan filas por “;” |Si se quiere definir un vector columna, entonces
los elementos iran separados por puntos y comas.

b

»» A=[4 5 2 5 27;:
E=[2 4 8 9 5];

C=A+E
C =

& =] 10 14 7
Cl=5%4
c1 =

20 25 10 25 10
C =

& =] 10 14 7

e Producto de vectores:

Producto punto

»> A=[4 5 2 5 2]:
B=[2 4 8 © 5];:

D=dot (A, E)
D =

=]
D =

=]
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=» A=[3 5 3]:
B=[3 & 3]:
cross (A, B)

Las funciones matematicas elementales admiten vectores como argumentos y se interpretan
componente a componente. Algunas funciones especificas para vectores son:

Table 4.1: Funciones elementales con vectores

] Comando Matlab ‘ Operacién

sum(A) Suma de las componentes del vector A
prod(A) Producto de las componentes del vector A
dot(A,B) Producto escalar de dos vectores del mismo tipo y
las mismas dimensiones
cross(A,B) Producto vectorial de dos vectores del mismo tipo y dimensién 3
max(A) Maximo de las componentes del vector A (Sin valor absoluto)
norm(A) Norma euclidea del vector A
norm(A,p) Norma p del vector A: sum(abs(A)."p)~(1/p)
norm(A,inf) Norma infinito del vector A

e Dependendia e independencia lineal, base y dimensién

Para determinar si una familia o conjunto de vectores de un espacio vectorial es linealmente
independiente o linealmente dependiente, se calcula el determinante de la matriz conformada
por las componentes de los vectores
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Como el determinantes es diferente de cero los vectores son linealmente independientes ahora
veamos otro caso:

El determinante de cero, los vectores son linealmente dependientes.

Sea A el espacio en R® Calculamos su rango para mirar su dependencia o independencia lineal:

»» A = [1,2,-1,5,3;1,-1,4,-2,0;:1,1,-1,3,12;:0,4,3,1,-1]1:
rank i)

ans =

Los 4 vectores pertenecen al espacio R®, no es posible aplicar el determinante, el rango de la
matriz, que conforman, es 4. Como son menor o igual que 4 estos son linealmente dependientes.
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e Norma de un vector o una matriz

En la tabla anterior se mostr6 el comando para hallar la norma y en la siguiente figura se
puede ver la sintaxis

== A=[1 4; 5 4]:
> Normid)

T.292828247048%61

e Eigenvalues

Con el comando eig se pueden calcular los valores propios de una matriz

=» A=[1 0O 3;7 2 1;0 0O 1]
A:
1 u]
7 2
] ]
Fx elg(A)
ansg =
2
1
1

Tambien es posible calcular con el comando eig una matriz cuyas columnas son los eigenvec-
tores (eves), como tambien una matriz cuya diagonal son los eigenvalores
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O kO

> [eves, evas]=e=ig(4a)

ewves =

u] 0.14142135£237308 -0.14142135£237308
1.000000000000000 -0.985954949366811ce 0.29859545493 861168
u] u] 0.000000000000000

=vas

[ TR e T ]
[y

El comando poly calcula los coeficientes del polinomio caracteristico de A

A =
1 ] 3
7 2
]

> P=poly(A)

4.3.3 Fundamentos de algebra matricial moderna

e Notacién matricial en MATLAB

Para introducir matrices en MATLAB se usa la siguiente notacién:
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e Los elementos de la matriz se escriben dentro de corchetes cuadrados [ .
e Se introducen los elementos por filas separados por comas ’,’ o espacios en blanco ’_’.

e Al final de cada fila se pone punto y coma ’;’.

Las operaciones matriciales estan defindas por:

Cuadro 4.3: Simbolos de Matlab

Suma +
Resta -
Multiplicacion escalar y matricial *
Multiplicacion de Kronecker kron(-,-)
Matriz Nula zeros(i,j)
Matriz Identidad eye(n)
Matriz Traspuesta J
Matriz Conjugada conj(+)
Matriz Asociada ’
Determinante det(-)
Rango rank(-)
Traza trace(.)
Inversa inv(-) o -1
Func. Matricial Exponencial expm(-)
e Determinantes
4 8 15
Teniendo la matriz A= | 9 11 18
3 1 2

Resolviendo en MATLAB
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»>» A=[4 8 15; 9 11 18; 3 1 2]

A=
3 15

g 11 18

3 1 2

>> detA=det (A)
deth =

-36

o Cofactores de una matriz

Esta no es una funcion definida en MATLAB por lo que se puede realizar donde los valores
de entrada sean la matriz A, y la posicion del cofactor deseado k.l (fila, columna)

Desarrollandola en MATLAB

function ckl = cofact (i, k,1l)

% Cofactor ckl del elemento a kl de la matriz A
[m,n] = sizeiR);

ifm ~=n

error('La matriz debe =zer cuadrada’)

end
B =A([l:k-1,k+1:n],[1:1-1,1+1:n]);
ckl = (-1) " (k+1) *det (B);

=» Cl=cofact (A,1,1)

e Determinante de una matriz por el metodo de los cofactores

Este es uno de los métodos para hallar el determinante de la matriz A.

Desarrollandolo en MATLAB
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function d = mydet (&)
% Determinante d de la matriz A.
[m,n] = size(R);
ifm~=n
error('La matriz debe ser cuadrada')

end

a = A(l,:);

c = [1:

for 1=1:n

cll = cofact(A,1,1);
c = [cicll];

end

d = a*c;

>> Det=mydet (A)
Det =

-56

Hay que tener en cuenta que esta funcion tiene implicita la funcién de cofactores desarrollada
anteriormente.

e Matriz Adjunta

Tambien se puede implementar una funcién para hallar esta matriz.

Desarrollandola en MATLAB

function B = adj (&)

% Matriz Adjunta B de la matriz cuadrada A.
[m,n] = size(R);

ifm~=n

error ("La matriz debe ser cuadrada')

end

B =[]
for k l:n

for 1=1:n

B = [B;cofact(A,k,1)1:
end

end

B = reshape(B,n,n);

o=
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»>> B=adj (A)

Hay que tener en cuenta que esta funcion tiene implicita la funcién de cofactores desarrollada
anteriormente.
4.3.4 Descripcion de sistemas dindmicos bajo espacio y variables de estado

Dada la ecuacion de un sistema y la ecuaciones de salida expresada en forma matricial com-
pacta , consideramos un sistema Continuo e invariante en el tiempo , tal como se muestra

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t)

Aplicando el concepto de caracterizaciéon de variables de estado para circuito RCL visto en la
sesion 5 , Tenemos ;

Figura 4.8: Circuito R.L.C.

iL
L
u(t)
Sumini‘stro L R gv
de corriente <D Vc o ) o
ic

(8 3z] 4]0

v las salidas tal como se muestra en las ecuaciones algebraicas ;
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o m[z]

Z2

Para cuando R=3,L=1y(C=1/2;

A_[(l) :;],B_[(Q)],C[o R], D=0

Es decir

SIIEY

I2

a) Pasar el sistema a ecuaciones de estado mediante MATLAB utilizando el comando ss.

b) Mostrar a respuesta a la senal escalon unitario ( step ) como entrada al sistema.

e et e e e e et
$3EMINARIO DE INVESTIGACICHN EN TEQORILS DE CONTROL MODERNO " APLICACION ©
(Ejemplo: Modelo de estado SIMULACION CIRCUITO RLC™

% Primero introducimos la matrices de estado A, B,C,D.
h=[0 -Z; 1 -3]

E=[Z:0]

C=[0 3]

D=0

sys=ssla,b,c,d) % creamos el modelo en espacio de estado
step(s¥3) % Sometemos al sSistema a una entrada de escalon unitario %

a) Introducidos los valores de las matrices A, B, C, y D utilizando el comando ss, creamos un
modelo de estado.
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®x1l =2
x1 o -z
xa 1 -3
b:
ul
x1 2
X2 n}
o =
®x1l =2
7l o 3
d:
ul
7l a

Continuous-time model.
i

b) Respuesta al escalon unitario

Step Response
3 T T T T T T T T

251 -

151 -

Amplitude

05 —

Time (sec)

Ahora consideremos un sistema Discreto e invariante en el tiempo , tal como se muestra

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k)
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y(k) = Cx(k) + Du(k)

Consideremos el ejemplo anterior
c) Pasar el sistema discreto a ecuaciones de estado considerando el tiempo de muestreo 0.01s.

Si el sistema es discreto se introduce el tiempo de muestreo y se crea el modelo de estado.

B
$SEMINARIC DE INVESTIGACICH EM TECRIAS DE CONTROL MODERNO ™ APLICACION &
(Ejemplo: Modelo de estado © SIMULACION CIRCUITO RLCT

Y Primero introducimos la matrices de estado L,B,C,D.

L=[0 -2; 1 -3]
E=[2:0]

C=[0 3]

D=0

sys=ssia,b,c,d) % creamos el modelo en espacio de estado
sys=ssia,b,c,d,0.01) % =i fuera un sistema discreto

o

% Ze aflade el tiempo de muestreo

8 =
®1 xa X3
x1l u] 1 u]
x2 u] u] 1
x3 -1 =27 -10
h:
ul
x1l u]
xa u]
x3 1
o o=
¥l x2 X3
7l 0 0
d =
ul
7l ]

Sampling time: 0,01
Discrete-titme model.
g
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4.3.5 Analisis de ecuaciones de estado para sistemas lineales

Para tiempo continuo tenemos un sistema descrito por

Donde

T (O)
i) (O)

para este sistema por medio de la herramienta MATLAB

Si la condicion de estado inicial es [ } = [ 1 } Se calculara la matriz de transicion @ (x)

$%%---Soluclon ecuaciones de estado---
clear all

close all
2

syms t

oo
o
Py

.——-Introduciendo las matrices A,B,C,D--—-

HC=ss (A,B,C,D) %se arma es ss-state space-
HDEc2d (Ho. 0 .25) $comando para convertir el sistema continuo en discreto
$%%-—--Matriz de transferencia para A cte.--—-

phic=expm (L*HC.A) *%0 $Para tiempo continuo
phid=HD.A.~t*X0 $Para tiempo discreto
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Segun la solucion de MATLAB el sistema en tiempo discreto es

z1(k+1) _ 0,1947 0,1947 z1(k) n 0,1947
zo(k +1) o —0,1947 0,9735 zo(k) —0,0265
_ L1
Yy = [1 0][$2]+0u
Donde
0,1947 00,1947 - 0,1947 - -
A= —0,1947 0,9735]’]3_[—0,0265}’0_[1 O]YD_O
a:
®xl ®Z2

xl 0.5841 0.1947
®x2 -0.15947 0.8735

b =
ul
x1 0.1947
xZ2 -0.0Z285
c =
xl =x2
vl 1 a
d =
ul
vl a

Sampling time: 0.25
Discrete-time model.

Para estos dos sistemas las matrices de transferencia estan dadas por

Tiempo continuo
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El resultado en MATLAB es

Lo que es

Tiempo discreto

El resultado en MATLAB es

phid =

phic =
exp(-t)
exp(-t)

(657638796831793/11258555906842624) ~t+(7014813832872459/360287970185863968) ~t
(-1753703458218115/90071599254740992) ~t+(4384258645545287/4503590627370496) ~t

Lo que es

0,5841¢ +0,1947¢
—0,1947" + 0,9735!
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4.3.6 Estabilidad, controlabilidad y observabilidad de sistemas lineales

e Determinar la estabilidad del siguiente sistema sistema térmico

To

Se toman en cuenta los siguientes pardmetros:

e u(t) es la cantidad de calor de entrada al recinto T'j (calentador eléctrico)

e To,Tj, Tison las temperaturas en el exterior del horno (ambiente), en el primer recinto
y en el recinto interior respectivamente.

e Ai, Ao: son las superficies interiores y exteriores de los recintos respectivamente.
e (i, C'j: son la capacidades calorificas del espacio interior y del exterior respectivamente.

e hi, ho son los coeficientes de transmisiéon de calor para las superficie interior y exterior
respectivamente.

Consideraciones

Teniendo en cuenta una serie de consideraciones fisicas, se supondra que: los valores reales
de superficie, los valores para las capacidades calorificas de los recintos y sus coeficientes de
transmision de calor, permaneceran constantes en todo momento, bajo cualquier condiciéon.
Se tomaran como variables de estado las temperaturas de los recintos.

Ir = T

ry=Tj

y u(t) la senal de control.

Las ecuaciones propuestas del sistema son:

71



1 = —2x1 + 229

9 = 0,521 — 0,752 + 0, 5u + 0, 25T o(amb)

Considerando constante la temperatura ambiente, se puede eliminar el correspondiente término
compensandolo con un término de valor —0, 25T amb.

Se tomara como salida la temperatura del recinto interior x1. Es la de mayor interés hipotéti-
camente.

Las ecuaciones matriciales del sistema son
T -2 2 T n 0 "
To 0,5 —0,75 T 0,5

Donde

2 2 0
A:{0,5 —0,75}’]3:[0,5}’0:[1 0)yD=0

Este sistema se puede discretizar por medio de la funcion ’¢2d’ para ver el comportamiento en
los dos sistemas, con un T' = 0,25seg, entonces el sistema discreto en forma matricial es

ETD] - Lo ommse | |2+ [ S w0
y = [1 0] [222 } + Ou(k)

Donde

A [ 0,62774  0,359712 ]7 B [ 0,025105

0,089928  0,85256 0,11503 } C=[10]yD=0

A continuacion se analizara la estabilidad, controlabilidad y observabilidad del sistema en los
dos dominios de tiempo usando la herramienta MATLAB.
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P

%%%---Horno-——-
clear all
close all

clc

$%%---Introduciendoc las matrices A,B,C,D---

A=[-2 2Z; 0.5 -0.75];

B=[0; 0.51;

c=[1 01, $Tomando como salida solo una de las temperaturas

D=[07;

HC=ss5 (A,B,C,D); %$se arma es ss-state space-

HD=cZd (HC, 0.25) $comando para convertir el sistema continuo en discreto
%$%%---Estabilidad por medio del analisis de ubicacién de polos---

EigC=eig (HC.A) $Eigenvalues de A contunuo(polos)

EigD=eig (HD.A) $Eigenvalues de A discreto(polos)

figure 3Grafica de polos v ceros de A contunuo

pzmap (HZ) ,grid on

figure sGrafica de polosz v ceros de A contunuo
pzmap (HD) ,grid con

%$%%-——Estabilidad por segundo método de Liapunov--—-—
5%V (2)=x."*P*x --> A."FP+PA=-Q ||Q=I t cont
%53 A.TFPFALDP=-Q

Q=[1 0:;0 11;
Pc=lyap (HC.A, Q)
Pd=dlyap (HD.A, Q)

x0=[20; 100]; % suponiendo temps. ini. de 20° vy 100° en cada recinto.

figure
initial (HC, x0)
figure
initial (HD, x0)

$%%---Controlabilidad---
%$%%---Co=[B AB A"ZB A~ (n-1)B]

Coc=ctrb (HC.A,HC.B)
nocontc=length (HC.A) -rank (Coc)

Cod=ctrb (HD.A,HD.B)
nocontd=length (HD.A) -rank (Cod)

---Observabilidad---
———0b=[C AC A"2C A~ (n-1)C]

Obc=obsv (HC.A,HC.C)
noobserc=length (HC.A) -rank (Chc)

Obd=cbsv (HD.A,HD.C)
noohserd=length (HD.A) -rank (Chd)
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El comando ¢2d muestra el sigueinte resultado

=zl 22
x1 0.6277 0.3597
%2 0.08983 0.8526

ul
zxl 0.02511
%2 0.115

ul
vl 0

Sampling time: 0.25
Discrete-time model.

Cuando se analiza la estabilidad por medio de la ubicacion de los polos (en este caso los
eigenvalues) se tiene para tiempo continuo y discreto

EigC =

-2.5542
-0.1958

EigDh =

y graficando

e Tiempo Contiunuo
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Pole-Zero Map
_ 093 . 08 078 0B4 045024
naF o

D4rpom
2f

Imaginary Axis
(o]
g}
in

02F

P P

08f -
3 093 087 078 0B4 045024
3 25 2 15 1 05 0
Real Axis

e Tiempo Discreto

Pale-Zero Map

Imaginary Axis

Real Axis
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Como se puede observar para tiempo continuo son valores reales y< 0 y en tiempo discreto lo
dos valores son reales entre 0 y 1, por lo que el sistema es asintéticamente estable.

Por es segundo método de Lyapunov se obtienen las siguientes matrices P para tiempo continuo
y discreto respectivamenente,

-
fis)

1.5409
1.5509 1.7273

g 6.3127
6.3127 7.4399

las cuales son definidas positivas por lo que tambien se define la estabilidad asintoética.

A continuacion se presentan graficas de las respuestas a condiciones iniciales para tiempo
continuo y discreto.

Response to Initial Conditions
?D T T T T T T T T

B0

a0

=
=

Armplitude

5]
=

20

10

0 1 1 1 1 L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Time (sec)
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Response to Initial Conditions
?D T T T T T T

B0 —

=
=
|

Armplitude

8]
[
1

20 —

] I I I 1
0 g 10 15 20 25 30 35

Time (sec)

Para el analisis de controlabilidad se calcula la matriz y comparamos su rago con el de A tanto
para tiempo contunuo y discreto.

Coc =
0 l.0000
0.5000 -0.3730
nocontec =

0

[w]

[s]

o
I

0.0251 0.0571
0.1150 0.1003

nocontd =

0

como se puede observar la diferencia es 0 lo que nos indica que sus rangos sin iguales siendo
el sistema completamente controlable.
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Para el analisis de observabilidad se calcula la matriz y comparamos su rago con el de A tanto
para tiempo contunuo y discreto.

Chc =

S
[}

ra

noohserc =

0

Chd =

=
o
o

.0oo
0.6277 0.3597

noobserd =

i

como se puede observar la diferencia es 0 lo que nos indica que sus rangos sin iguales siendo
el sistema completamente observable.

4.3.7 Relacién entre variables de estado y ecuaciones de transferencia de
los sitemas

Dada la ecuacion de un sistema y la ecuaciones de salida expresada en forma matricial com-
pacta , consideramos un sistema Continuo e invariante en el tiempo , tal como se muestra

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t)

Pasar de ecuacion de estado a funcion de transferencia utilizando MATLAB

Dada las matrices

0 1 0 0
A=]| 0 0 1 ,B=|0],C=[100],D=0
—18 —17 —10 1
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B
$SEMIMNARIC DE INWVESTIGACION EM TEQRIAS DE CONTROL MODERNC ™ APLICACICN &
2Ejemplo: De modelo de estado a funcion de transferencia

Ly Introducimos las matrices de la ecuacion de estado
i=[0 1 0O0; OO 1; -18 -27 -10]:

BE=[0;0;1]:

C=[1 0 0O]:

D=0;

L convertimos el modelo a funcion de cransferencia

[, den] =ssZcf (A, E,C, D)
sys=tf [(num, den)

Formulado el c6digo obtenemos el modelo transformado en funcién de transferencia

nun

] —0.00a0 0.aoaa 1.0000

den =

1.0000 10.0000 27.0000 15.0000

Transfer function:
-1.776e-015 =272 + 3.553e-015 = + 1

s"3 + 10 =72 + 27 = + 18

>

Como se menciono en la secciéon 10 , dado las matrices A, B, C y D existe una tnica repre-
sentaciéon como funcién de transferencia.

En el siguiente ejemplo vamos a realizar el proceso inverso , es decir dada una funcién de
transferencia hallaremos las constantes A, B, C y D para la representacién de espacio estados.

Y(s) _ —1,776e=%155243 553015541
Us) $3 1052 +2Ts+18
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B
$SEMIMNARIC DE INVESTIGACICON EM TECRIAZ DE CONTROL MODERNO " APLICACICN ™
ejemplo: De funcidn de transferencia a modelo de estado

% introducimos la funcion de transferencia

NUM = [-1.776e-015 3.553e-015 1]
DEN = [1 10 27 18]
sys=tf (NUM, DEN)

e

L pconvertimos el wodelo a espacio de estado

[L,E,C,D]=tfZ==s (UM, DEN)

Se obtiene la transformacién de funcién de transferencia a modelo de estado.

Transfer function:
-1.776e-015 =2 + 3.553e-015 = + 1

="3 + 10 =72 + 27 = + 18

L o=
-10 —-27 -13
1 u] u]
u] 1 u]
E =
1
u]
u]
[
-0.0o000 0.oooo 1.0000
oD =
u]
=

80



Nota : Recordando lo que se menciono en la seccién 10 , se puede observar que para una
funcién de transferencia dada existen un numero infinito de representancién en el espacio de
estado , es decir se pueden obtener muchas matrices A, B, C y D que me describirdn la misma
funcion de transferencia , es otras palabras lo que serd comun en dichas representaciones seran
los polos o valores propios de A |, el hecho importante es encontrar la minima representacién
en el espacio de estados la cual se llamara realizacidon , en el ejemplo que vimos anteriormente
, apesar de que la matriz A es ligeramente diferente , las dos tienen los mismos polos.

Dada la siguiente representacién

Figura 4.9: Representacién ejemplo matlab

10
B » Y[s]
s+5

U(s)

Y|
L

A

+

[y
F 3

Haciendo representacion de de las funciones de transferencia en serie tenemos ,

S
£IEMINARIQ DE INVESTIGACION EN TEORIAZ DE CONTROL MODERNO " APLICACION &
zejemplo: funcidn de transferencia " Fracciones "

% introducimos la funcidn de transferencia

numl=[1] :

denl=[1 0]:

num2=[10] :

denz=[1 &]:

numi=[1]:

deni=[1 1]:

[numd, dend] =series (numl, denl, numz, denZ); % Multiplicacidn en serie
printsys (numd, dend)

.
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Entonces , quedan dos funciones de transferencia en paralelo como se muestra

Figura 4.10: Funciones en paralelo

10
5+5
1
s+1 |
I e et et e et
£SEMINARIC DE INVESTIGACION EM TEORILS DE CCNTROL MODERMO " APLICACION *
(ejewplo:  funcidn de transferencia " Fracciones ™

% introducimos la funcion de transferencia

[num, den] =feedback (humd, dend, num3 , den3) ;% Multiplicacion en Paralelo
printsysnum, den)

"3 + 6 8°2 + 5 5 + 10
P

Por tanto el sistema original es equivalente a tener una sola representaciéon en el dominio de
la frecuencia , mostrada por la siguiente funcién de transferencia.

Figura 4.11: Sistema equivalente

U(s) N 10s + 10 ¥(s)
s3+ 652+ 55+ 10
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4.3.8 Diseno de un sistema de control con realimentacién lineal

e Pendulo lineal invertido: Como se pudo ver en el capitulo 17 se realizo el desarrollo
matematico

£%%---Pendulo lineal invertido---

clear all
close all
clec

$——-Introduciendo las matrices A,B,C,D

A=[01 0 0;20.601 0 0 0;0 0 O 17;-0.4905 0 0 0];
B=[0;-1;0;0.5]:

$--Definiendo la matriz de controlabilidad y comprobando el
rango

P=[B A*B R~2*B A"~3*B];

rank(P)

§--Como es completamente controlable se puede ubicar los
polos

$——arbitrariamente, introduciendo el polinomio caracteristico
deseado

J=[-2+2*3qrt(3)*j 0 0 0;0 -2-2*s3qrt(3)*j 0 0;0 0 -100; 0 0 O
-10]:
Jo=poly(3):

§--Introduciendo el polinomi Phi
Phi=polyvalm(poly(J),A):
§--La matriz de realimentacidn se determina

K=[00 0 1]*(inv(P))*Phi

§Desempefio

AA=RA-B*K;

BB=[0.1;0;0;0];
x1=[1 0 0 0]*x';
x2=[01 0 0]*x';
x3=[(00 1 0]*x';
X4=[0 0 0 1]*x';
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=Theta

x1

Desplazamiento del carro

x3=

o1

005 H---

005

$Graficas

subplot(2,2,1);
plot(t,xl):grid
title('x1(Theta)contra t')
xlabel ('t seg')

yvlabel ('x1=Theta')

subplot(2,2,2);

plot(t,x2):grid

title('x2 (Theta punto)contra t')
xlabel ('t seg')

ylabel ('x2=Theta punto')

subplot(2,2,3):

plot(t,x3);grid

title('x3 (Desplazamientc del carrc)cecntra t')
xlabel ('t seg')

ylabel ('x3=Desplazamiento del carro')

subplot(2,2,4):

plot(t,x4);grid

title('x4 (Velocidad del carro)contra t')
Xlabel ('t seg')

vlabel ('x4=Velocidad del carro')

Figure 4.12: Respuesta con realimentacion

«1(Theta)cantra t x2(Theta punto)contra t

T 04 T

..........

Theta punto

x2=

05

#3{Desplazamiento del carrojcontra t

Velocidad del carro

=

04
o
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4.3.9 Introduccién al control 6ptimo

e Ecuacion en tiempo continuo de la ecuacién de Riccati

Si se tienen las matrices A, B, R se puede hallar la matriz P de la ecuaciéon de Riccati

AP+ PA -PBR'P+CTC =0

con el comando care

Sea el sistema definido por

x =Az + Bu

donde

La siguiente figura muestra la sintaxis

== A= [-3 2:;1 1]:

B = [0 ; 1]:
C=I1 -1]:
B = 3;

[F] = care(A,E,C'*C,E)

0.5885174372762 82 1.82157472488e8084
1.82157472488680384 8.8188328085923114

e LQR
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Matlab tambien le da solucion a la ecuacién de Riccati con el comando 1qr

Sea el sistema descrito por

El indice de desempeno J de la forma

J:/ ('Qz + v'Ru) dt
0

donde

Q=|, | r-1

Se determina la matrix de ganancias de realimentacién K con Matlab

»» A=[0 1:0 -1]:
E=[0:1]:

2=[1 0:0 1]:
BE=[1]:
E=lqr (A, B,Q,E)
K:

1.0000000000000o0z 1.0000000000000o0z

e Péndulo invertido
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Considerar el péndulo invertido que se muestra en la figura

Figure 4.13: Péndulo

y lsen o
m

Lcos© /

se desea diseniar un controlador digital para este sistema. Se escoge un periodo de muestreo
de T'=0.1[s]. Se definen las variables de estado x1, x9, z3, 24 de la siguiente manera

Tr1 = 0
To = 0
T3 =21
X4 =T
Los parametros fisicos son:
| M| 2[Kg] |
m | 0.1[Kg]
[ | 0.5[m]

Para este sistema es necesario mantener el angulo € pequefio como sea posible mientras el
carro se esta moviendo, se considerard el desplazamiento del carro como la salida del sistema,
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entonces la ecuacion de salida es:

z1
_ T2
Y= [ 0 01 O] 5
T4
Entoces las ecuaciones de estado para el sistema son:
X =Az + Bu
y = Cz + Du
Donde
0 1 00 0
20601 0 0 O -1
A= o 0o 1|B=] g |C=[0010]D=0
—-0495 0 0 O 0.5

Entonces se convierte el sistema de tiempo continuo a discreto con el comando c¢d2 de Matlab
para obtener asi las matrices G y H
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[0;-1;0:0.5]:

1.1047855282505958
L.13156570824403¢&
.002494893483119
.0507515&84482001

.00508£429112508
.103465040738024
LO00Z50Z057836178
.05008Z598208048

=» A=[0 1 0 0:;20.801 0 O
»» B=
> T=0.1;

> [G,H]=c2d(&,B,T)

0:0 00 1;-0.4505 0 0 0O]:

0.1034&9040738024

. 10478552 82590988
.0000825896208048
.00249489348311%

El sistema que se tiene ahora es

Donde

G =

x(k+1) =Gz (k) + Hu (k)

y (k) = Cx (k) + Du (k)

1.1048  0.1035 0 0
21316 11048 0 0 | o
—0.0025 —0.0001 1 0.1
—0.0508 —0.0025 0 1

La representacion completa del sistema es

x(k+1) =Gz (k) + Hu (k)
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—0.0051
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y (k) = Ca (k)

v(k)=v(k—=1)+7r(k)—y(k)

u(k) = —Kz (k) + Kyv (k)

donde

K

[ k1 ko ks ka |

ya que

vk+1)=vk)+r(k+1)—y(k+1)

=v(k)+r(k+1)— C[Gz (k) + Hu (k)]

= —CGuz (k) +v (k) — CHu (k) +r (k+ 1)

se tiene que

Se asume que la entrada es una funcién escaléon

rk)=rk+1)=r

como k se aproxima a infinito
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Se define

Entonces la ecuacion del error es

Observe que

£(k+1) = Ge (k) + Huw (k)
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El objetivo es determinar la matriz K de tal forma que se minimice el indice de desempefio

J:%EZKQ£+MRM

k=0

Donde Q y R se escogen para que la respuesta del sistema sea la apropiada, el propésito de
usar un indice de desempeiio cuadrético es garantizar la estabilidad del sistema escogiendo Q
vy R de la siguiente forma

100 0 00
01 0 00

Q=|0 0100 0 0|,R=[1]
00 0 10
00 0 01

Observe que es importante analizar zs. v 1. Observe que muchos pares de Q vy R se pueden
usar.

Para el desarrollo en Matlab del sistema se usa la siguiente notaciéon

Gl=GHl=HKK =k
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»>» 353eminaric de Investigaclon en Teorias de Control Modernos
tAiplicacidn Control Optimo: Sistema de Péndulo Invertido%
close all
clear all
cle
3Matrices G HC D
G=[1.1048 0.1035 0 0;2.131¢f 1.1048 0 0;-0.0025 -0.0001 1 O0.1;-0.0508 -0.0025 0 1]:
H=[-0.0051;-0.1035;0.0025;0.0501] ;
C=[0 0 1 0]:
D=[0];
% Matrices G1, H1, Q, E
Gl=[G zeros(4,1):;-C*G 1]
H1=[H:-C*H] :
Q=[l0000O0;01 0000010000001 00:0000 17:
B=[1]:
3Desarrollo de la ecuacion de Riccati para estado estable
para P, con P=diagi(0,4)
P=diagi(0,4) ;
P=04+G1' *P*G1-G1' *P*H1*inwv (E+H1' *P*H1) *H1' *P*G1;
for i=1:20
P=0+G1' *P*G1-G1' *FP*H1*inv (F+H1' *FP*H1) *H1' *P*G1;
end
P
3La matriz de ganancias de retroalimentacion EE es
FE=inwv (E+H1' *P*H1) *H1' *P*iz1

De esta forma finalmente se obtienen la matrices P y K

9609.4 2149.8  3427.2  2409.2 —174.51
2149.8 483.54  773.21  543.37 —39.379
P=| 3399.1 766.87 22779 1166.8 —131.17
2405.5  542.54  1176.1 77193 —62.595
—-173.4 —-39.126 —-130.62 —62.217 18.494

K =[ —62.197 —13.864 —9.4744 —8.4057 0.40538 |
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e Péndulo doble invertido

Se implementara el péndulo doble invertido, este es un sistema de alta inestabilidad y miiltiples
variables no lineales de rapida reaccién, estd formado por un carro, dos péndulos y un riel
para definir la posicién del carro y sus estados son altamente sensibles a los cambios de los
pardmetros. Los datos son medidos a través de encoders angulares en las juntas de las varillas
y el carro, y un tercer encoder que registra la ubicacién del carro en el riel. Este sistema
de tres grados de libertad donde sélo se actda el grado correspondiente al carro deslizante
mientras que los otros dos grados que corresponden a los dngulos que giran los péndulos no
estan actuados. Se considera solamente el problema bidimensional en que el péndulo se mueve
exclusivamente en el plano del papel.

Figura 4.14: Péndulo doble invertido

{

Se definen los parametros fisicos del sistema o planta:

e my es la masa del carro

e m1 es la masa del extremo del péndulo 1
® My es la masa del extremo del péndulo 2
o M es la masa del péndulo 1

e M5 masa del péndulo 2

e [ es la longitud péndulo 1

e [y es la longitud péndulo 2

e g; es la longitud al centro de masa del péndulo 1

94



e go es la longitud al centro de masa del péndulo 2
e z es la posicién del carro

e ¢ es el angulo del péndulo 1 desde la vertical

¢2 angulo del péndulo 1 con respecto al péndulo 2

F es la fuerza aplicada al carro

e g es la gravedad

I; Momento de inercia de la barra

Para el modelo matemético que describe la dindamica del sistema se utilizan consideraciones
energéticas:

e Lnergia potencial V'

V = (gcos 1) (Mig1 +mily + Maly +maly) + (cos (¢p1 + ¢2)) (Maga + mals)

e Energia cinética

1 9 1 . . 2 . 2 1. .
Tzimofr +§M1 (33—91¢1COS¢>1) +<91¢1Sln¢1> +§Il¢1+

(o) + ()|

(m — 1 cos p1 — go ((151 + ¢2) cos (¢1 + ¢2))2 + (h{bl sin ¢y + g2 <<Z>1 + ¢2) sin (¢1 + ¢2)>2- +

(3: — l1¢1 cos d1 — g <¢1 + ¢2) cos (¢1 + ¢2))2 + (519131 sin ¢1 + g2 <¢1 + ¢2> sin (¢1 + ¢2))2_

Se aplican las ecuaciones de lagrange para relacionar las ecuaciones que modelan el sistema,
estas son:

d (0T or ov

d (0T oT ov
d(ory _or ov _, 4.2
dt <3¢1> 0p1  O¢1 (42)



a(omy o o
dt \ O Opa O

Resolviendo las ecuaciones anteriores

para (4,1]) se tiene que:

(mQ+M1 + My +my +m2)év'—
[(Mig1 +maly + Maly + maly) cos ¢1 + (Maga + mals) cos (¢1 + ¢2)] ¢1—
(Mgg2 + mglg) Ccos ((251 + ¢2) Q.ﬁ.2 + (M1g1 + mqly + Msls + mgll) sin (251@5%4-

[M2g2 (¢1 + %)2 + mals (¢>1 + ng)? sin (¢1 + ¢2) = F'

Para (12)

— [(Mig1 +maly + Maly + maly) cos 1 + (Mags + mala) cos (¢1 + ¢2)] E—

(Mg} + I + (mi1 + Mo + ma) 1§ + 2 (Mags + mals) Iy cos ¢o + Mags + Io + mal3]| ¢1—
[Mig? + I + (m1 + Ma + mo) I + 2 (Maga + mala) l1 cos ¢ + Mags + Ir + mal3] é1+
[Mags + In + mal3 + (Maga + mals) Iy cos 2] da — 2 (Maga + mals) Iy sin ¢ag1do—
(Mago + malz) 1y sin ¢ad3 — g

[(Maga + mal2) sin (¢1 + ¢2) + (Mig1 + mily + Maly + maly) sin o] =0

Finalmente para (4,3)
— [(Mag2 + mala) cos (1 + ¢2)] & + [(Mggg + maly) Iy cos ¢g + Mogs + I + mglg} b1+
[Mag3 + I +mal3] ¢ + (Mags + mals) 1y sin ¢2¢? — g (Mags + mals) sin (¢1 + ¢2) =0
Para la linealizacion del sistema se toma como punto de referencia ¢; = 7 y se asume:

e ¢y =7m+061, ¢po =m+ 0> donde 0 es un angulo con respecto a la vertical
e cos¢r = —1, sin¢y = 01, cosp2 = —1, sin g = —0, cos (¢1 + ¢1) = 1 — 0162

o Sin (¢1 + do) = 0162, 37 =0, 93 =0, p12 =0, F = u
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Entonces las ecuaciones de moviemiento se reducen a lo siguiente:

Para la ecuacion (4,1)):

(mo + My + My +my +mg) & — [(Migy + maly + Maly 4+ maly)] 61 — (Maga + mals) o = u

Para la ecuacion (4,2)):
— [ (M1g1 + maly + Maly + maly) 4+ (Mags + mals)] i—
[M1gf + I + (m1 + My + mg) l% -2 (Mggg + mglg) 1+ MQQ% + Iy + mgl%] é1+
[Mag3 + I + mal} — (Mago + mala) 1] 62—
g [(Maga 4 malz) (01 + 02) — (Myg1 +myly + Maly 4+ maly) O2] =0
y para la ecuacion (4,3))
— [(Maga + mals)] i + [Mags + I + mal3 — (Mags + mala) 1t 61+

[Mags + Io + mal3] 6 — g (Maga + mala) (61 + 62) =0

Cuadro 4.5: Parametros fisicos

] Parametro ‘ Valor ‘
mo 1.1 [Kg]
m 0.12 [Kg]
mo 0.02 [Kg]
My 0.08 [Kg]
Mo 0.08 [Kg]
l1 0.39 [m]
ls 0.39 [m]
g1 0.195 [m]
g2 0.1975 [m]

2
1i Mle

Al reemplazar los datos de la tabla anterior se obtiene sistema representado en variables de
estado de la forma
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X =Ax + Bu

i ‘01 0 0o 0 o01[z] [ 0

i 0 0 —33794 0 —11,561 0 | | @ 2,461

v | 100 0 1 0 0 01 0

il =100 0641 0 34748 0| |4y | 7| 223 |
0, 0 0 0 0 0 1 0y 0

iy 00 2394 0 —0053 0|6 | 0,889

Control 6ptimo

Se analiza la estabilidad del sistema de acuerdo a la localizacion de los polos en el plano s

Se hallan los eigenvalues de la matriz A

0
0
—5,7575
95,7575
—1,9429¢e — 016 4 1,6003:
| —1,9429¢ — 016 — 1,6003¢ |

Como se puede observar tiene dos eigenvalues cero, ademés tiene un eigenvalue positivo, lo
que hace al sistema inestable.
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Pale-Zero Map

2 T

Tom oh ok |

Imaginary Axis

05 | 0 of2 o | . .
s 4 2 0 2 4
Real Axis
Se comprueba controlabilidad del sistema hallando
F= [ B AB AZ?B A3B A“‘B ASB ]
[0 —-25 0 —85,7 0 —3416,4
-25 0 85,7 0 —3416,4 0
F 0 2,2 0 99,3 0 3226,3
- 2,2 0 99,3 0 3226,3 0
0 0,9 0 5,3 0 2374
0,9 0 5,3 0 2374 0
y calculando su rango se obtiene que es
rank(F) =6

Efectivamente el sistema es controlable, se procede a calcular los términos de la ecuacion de

Riccati
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0

0
—33,7940

0
—11,5610

0

AT =

oo o o+~ OoO
SO = O oo

[ 400

o
cocoocoSo

o O O OO

B"=[0 —2461 0

0o 0 0
0 0 0
30,6410 02,3940
0 0 0
34,7840 0 —0,0530
o 1 0 |
000 07
000 0
000 0
000 0
000 0
00 0 40

2,231 0 0,389 |

0 0
P11 P12
ATp — —33,794pa1 + 30,641pa1 + 2,394pe1  —33,794pa2 + 30,641pa2 + 2,394ps2
P31 P32
—11,561po; + 34,784p41 — 0,053ps1  —11,561pag + 34,784psa — 0,053ps2
L P51 P52
0 0
P13 P14
—33,794p23 + 30,641pa3 + 2,394ps3  —33,794p2y + 30,641pas + 2,394pes
D33 D34
—11,561p23 + 34,784p43 — 0,053pe3  —11,561p2y + 34,784p4q — 0,053 pea
D53 D54
0 0 i
P15 P16
—33,794pos5 + 30,641pys + 2,394pes  —33,794pog + 30,641pas + 2,394pes
D35 D36
—11,561p95 + 34,784p4s — 0,053pgs  —11,561pog + 34,784pss — 0,053pg6
D55 D56 i
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0 p11 —33,794p12 + 30,641p14 + 2,394p16
0 po1 —33,794pao + 30,641p2g + 2,394pog
PA — 0 p31 —33,794ps3o + 30,641ps4 + 2,394ps36
0 pu —33,794pyo + 30,641paq + 2,394p 46
0 ps1 —33,794ps0 4 30,641ps4 + 2,394ps56
| 0 ps1  —33,794pe2 + 30,641pea + 2,394p66
p13 —11,561p1o + 34,784p14 — 0,053p1s P15 |
po3  —11,561pgg + 34,784pos — 0,053p2g P25
p33  —11,561p32 + 34,784p3s — 0,053p3s P35
pa3  —11,561pgo + 34,784p4y — 0,053psg  pas
P53 —11,561ps2 + 34,784pss — 0,053pse  pss
P63 —11,561p62 + 34,784p64 — 07053]766 P65 |

De la misma forma se hace para

posteriormente se igualan los terminos ij con los ji ya que P es una matriz simétrica, de esta
forma se obtien n (n + 1) /2 ecuaciones, se resuelve este sistema y se obtienen los términos de

la matriz

PBR 'B’P

[ 906 526 —-976 225 2946 868
526 1029 —2436 370 5802 1867
p_ —976 —2436 21095 1191 14409 —9238
225 370 1191 418 2048 31
2946 5802 —14409 2048 33273 10826
868 1867 —9238 31 10826 4926

La matriz de ganancia de retroalimentacion 6ptima es

K=R 'B'"P=[ —20 -4529 439,77 4881 —84,82 —147.27 |

El anterior desarrollo se realiz6 con la ayuda de la herramienta Matlab, la cual posee infinidad
de funciones que facilitan el analisis de problemas de este tipo, a continuacion se presenta un
programa con el que se verificaran los resultados obtenidos
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%3eminario de Investigacion en teorias de control moderno
3Péndulo doble invertido
close all
clear all
cle
A=[0D 1 000O0;00 -33.794 0 -11.5&81 0O;
00010000 30.641 0 34.734 0;0 0000 1:0 0 2.324 0 -0.053 0]:
E=[0:;-2.481;0;2.231;0;0.88%9];
C=eye (&, 8):
D=0;
JQ=[400 0O 0O OO 0;0 10DO DO OO0;0O000O0O0;000000:;000000;00000 40]:
E=1;
T=0:0.25:20;
U=0.Z*ones (size (T)):
[E,P,2]l=1lqr (A, B, 2, R)
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-20 -45.29 439.77 46.814 -B4.823 -147.28
o05.8 525.58 -97&.28 224.78 2945.6 868.38
525.58 1028.7 -2435.8 370.5 5801.9 1866.9
-97&.28 -2435.8 21085 11591.4 -14409 -9237.&
224.78 370.5 11591.4 41@.38 2048.3 30.597
2945.6 5801.9 -14409 2048.3 33273 10826
868.38 1866.9 -9237.& 30.597 10826 4925.7
=
-78.468
-0.£3246
-2.74212 2.95081
-2.74212 2.95081
-2.4243 2.045941
-2.4243 2.045941



Capitulo 5

CONCLUSIONES Y
RECOMENDACIONES

El seminario es una herramienta valida para la formaciéon de investigadores y maestros en la
disciplina. Sin dejar de reconocer, que siguen siendo validas las citedras magistrales, y los
séran mucho mas si se evaldaran criticamentes y se aprovechan responsablemente las ventajas
que poseen.

El desarrollo del seminario se partié del supuesto que se aprende a investigar investigando y
que dicha tarea no simplemente fue la aplicacién de ciertas técnicas, si no un proceso a través
del cual se integraron conocimientos teodricos y practicos en funcion de resolver los problemas
planteados en la investigacién.

Debido a las diferentes metodologias para la solucién de problemas del Control Moderno
fue necesario dedicar gran parte del seminario a fortalecer y adquirir los fundamentos de
matematica avanzada los cuales pertenecen al nivel de postgrado.

El desarrollo tedrico de problemas de control muchas veces no son aplicables a sistemas reales
ya que el procesamiento de la informacién requiere de un tiempo, por lo que no se tienen
respuestas en tiempo real.

El control Automatico es una ciencia muy extensa, en el seminario se estudiaron las bases
para el control moderno, se recomienda continuar la linea investigativa con las demés areas
del control como lo son Control Robusto, Adaptativo e Inteligente, las cuales no fueron parte
del temario desarrollado.
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Capitulo 6

INTRODUCCION

6.1 INTRODUCCION

La ingenierfa en sistemas de control esté interesada en el conocimiento y control de los distintos
sistemas que utiliza el hombre en beneficio de la sociedad, a fin de proporcionar un producto,
bien o servicio, econémico y ttil.

En los tltimos anos, los sistemas de control automéatico han asumido un papel importante en
la tecnologia moderna y el desarrollo de la humanidad. Practicamente todos las actividades
y aspectos de nuestro diario vivir estan afectadas por algun tipo de sistema de control. En el
ambiente doméstico, en el automévil, en la oficina, la industria, en el transporte, las telecomu-
nicaciones, medicina, servicios en general, viajes espaciales, generacién de energfa, extraccién
de recursos naturales y muchos otros estan utilizando diversos sistemas de control.

La ingenieria de control se basa en los fundamentos de la teoria de la realimentacion y el analisis
de sistemas lineales, los conceptos de las teorias de redes y de comunicacién. Por tanto, la inge-
nierfa de control no esta limitada a ninguna disciplina de la ingenieria, sino que es ignalmente
aplicable a las ingenierias aerondutica, quimica, mecanica, del medio ambiente, civil y eléctri-
ca. Por ejemplo, un sistema de control incluye a menudo componentes eléctricos, mecénicos
y quimicos. Ademés, al aumentar el conocimiento de la dindmica de los sistemas comerciales,
sociales y politicos, también se incrementa la capacidad de control de estos sistemas. |3]

Ademas, cabe resaltar que el control automatico ha tenido una importancia relevante en el
avance de la ingenieria y la ciencia, en el desarrollo de los sistemas de vehiculos espaciales, la
manufactura, la industria automotriz y en operaciones industriales ,entre otras. Estos avances
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en la teoria y practica de control mejoran la productividad y el desempefio de los sistemas
din&micos pues aligeran la carga de muchas operaciones manuales repetitivas.

Los sistemas de control se utilizan para hacer la vida més comoda, para evitar tareas rutinarias
y riesgos. En la industria se emplean para mejorar tanto la calidad como la cantidad de los
productos manufacturados. Para lograr productos a menores costos, utilizando menos recursos,
con el menor consumo de energia y con la menor contaminacién del ambiente. Se trata de
desarrollar sistemas eficaces, tomando a la eficiencia como premisa fundamental.

Un sistema de control es una interconexién de componentes que forman una configuracion del
sistema que proporcionard una respuesta deseada. La base para el analisis de un sistema es
el fundamento proporcionado por la teoria de los sistemas lineales, que supone una relacién
entre causa y efecto para sus componentes.|[3]

Por tanto, un componente o proceso que vaya a ser controlado puede representarse mediante
un bloque tal como se muestra en la figura 6.1.

Figure 6.1: Proceso a Controlar

Entrada [ss=——_—| Proceso [==——| Salida

La Figura 6.1 muestra la relacién entrada-salida la cual representa la conexién entre causa
y efecto del proceso, que a su vez representa un procesamiento de la senal de entrada para
proporcionar una senial de salida.

6.2 HISTORIA DEL CONTROL AUTOMATICO

La aplicacién del principio de realimentacion tiene sus comienzos en maquinas e instrumentos
muy sencillos,algunos de ellos se remontan a mas de 2000 afios atras.

Los egipcios, hacia el 1400 a.C., ya utilizaban vasijas en las que se vertia agua a un ritmo
constante.Tenfan unas muescas que determinaban, segin alcanzaba el agua un determinado
nivel, el tiempo transcurrido en el llenado.
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Uno de los ejemplos mas antiguos de sistemas automaticos son los mecanismos reguladores con
flotador, desarrollados en Grecia durante el siglo III a.C., como el reloj de agua de Ktesibios
o la lampara de Filén, que permitia mantener un nivel constante de aceite. En el siglo I
d.C. Heron publicé su obra Pneumatica, en la que describia varios automatismos hidraulicos
v neumaticos,En la Edad Media se empezaron a construir en Europa relojes con maquinaria
mecanica,dichos relojes constaban de engranajes que transmitian movimiento a una frecuencia
de giro determinada para el paso de los minutos y las horas. El mecanismo que impulsa el giro
de estos relojes consiste en un resorte tensado que transmite el movimiento a los engranajes.,en
el siglo XVI, sir John Harrington puso en funcionamiento el primer inodoro automético que
vertia agua desde una cisterna, usando una valvula intermedia que permitia el paso de agua a
voluntad, En 1681, el ingeniero francés Denis Papin desarrollé un regulador de presién con el
que consiguié mantener la presion del vapor dentro de una caldera, hoy en dia estos reguladores
se aplican en las ollas a presion, en las que un elemento regulador gira mientras deja salir parte
del vapor que se genera en el interior, esta invencioén supone el principio de la regulacién y de la
automatizaciéon de maquinas neumaéticas.,en 1692, con ayuda de multitud de piezas mecéanicas,
el cientifico y mateméatico Pascal invent6 una méaquina calculadora sumadora.[1]

En la Revolucién Industrial, la invencion de la mdquina de vapor supuso un avance enorme
en la automatizacion de los sistemas. Se aplicoé principalmente a la traccién de locomotoras
v vehiculos, v posteriormente derivé en la invencién de los motores de combustion interna.
Todas estas invenciones tienen en comiin el aporte de un medio energético a una maquina
para que funcione de forma auténoma.

El nacimiento de la automatizacién industrial surgié con la invencién del regulador centrifugo
de Watt, que permitia controlar la velocidad de las méaquinas de vapor. A partir del siglo
XIX comenzaron a aparecer multitud de aparatos que realizaban funciones automaéticas, como
maquinas mecanicas de multiplicar o una méquina para resolver ecuaciones de segundo grado
inventada por Charles Babbage.

En 1801, Jacquard inventé el primer telar automatico. Este telar entrecruzaba los hilos para
formar el tejido de manera que, tras introducir el tipo de ligamento que se queria obtener a
través de una tarjeta perforada, iba situando los hilos de forma automatica. Podemos considerar
las tarjetas perforadas como el primer sistema de control programado, en el que se basaria anos
después el método de programacion de los primeros ordenadores.

La Segunda Guerra Mundial marcd un hito en el desarrollo de los sistemas de control au-
tomaticos, coincidiendo con el desarrollo de la electronica. Asi, se avanzd enormemente en los
medios de control con fines militares, como el radar, el piloto automatico en los aviones, los
sistemas de calculo de tiro o las comunicaciones a través de la radio y la telefonia.
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A partir de los afios cincuenta comenz6 la incorporacion de los ordenadores para el control de
procesos, naciendo los autématas programables y los robots. En 1954, el norteamericano G.
Devol desarrollé un brazo mecanico programable capaz de realizar tareas especificas, y durante
la misma década una empresa norteamericana instalé el primer autémata programable en sus
cadenas de montaje. Sin embargo, el desarrollo de los robots no se produjo hasta la década
de los setenta, cuando el también estadounidense V. Scheinman disefi6 el denominado PUMA
(Brazo Manipulador Universal Programable), que constituye la base de los actuales robots
industriales. Desde entonces, la evolucién de los robots ha sido vertiginosa, y hoy en dia se
utilizan en gran ndmero de actividades industriales|1].

La automatizacion de los sistemas electrénicos ha permitido también el progreso de la astronau-
tica, una de cuyas principales aplicaciones son los satélites de comunicaciones. Asimismo, los
sistemas de control automético han permitido la exploracién del espacio y la llegada del hom-
bre a la Luna en la misién Apollo, el aterrizaje de naves Viking y Pathfinder en la superficie
de Marte y el envio de naves no tripuladas, como las Voyager I y II, hasta los confines del
Sistema Solar.

En definitiva, se puede decir que el desarrollo de los sistemas de control automaticos ha
supuesto que los objetos de consumo posean una autonomia tal que funcionan practicamente
sin intervencién de las personas, no solo en la industria, sino también, y de forma més acu-
sada, en el hogar. Asi, aparatos como microondas, frigorificos, sistemas de calefaccion y aire
acondicionado, alarmas antirrobo, ordenadores, etc., son aparatos que usamos habitualmente,
mejorando la calidad de vida de las personas y realizando funciones de forma automatica.|[5].

[

'En la Figura 6.2 se puede ver un resumen de la historia del control a lo largo del tiempo[1].
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Figure 6.2: Resumen histérico de los sistemas de control
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6.3 DEFINICIONES BASICAS Y REPRESENTACION DE UN
SISTEMA

Sistema: Es una combinacién de componentes que interactiian conjuntamente para alcanzar
un objetivo especifico, el concepto de sistema se puede ampliar a fenémenos abstractos, como
la economia, el transporte y la biologia.

Control realimentado: Se refiere a una operacién, que en presencia de perturbaciones, tiende
a reducir la diferencia entre la salida de un sistema y alguna entrada de referencia y lo continua
haciendo en base a esta diferencia.

Componente: Es una unidad funcional dentro del sistema.

Perturbacion: Es una senal que tiende a afectar el valor de la salida de un sistema. Si la per-
turbacion se genera dentro del sistema se la denomina interna, mientras que una perturbacion
externa se genera fuera del sistema y constituye otra entrada.

Variable de entrada: es una variable del sistema tal que una modificacién de su magnitud
o condicién puede alterar el estado del sistema. Variable de salida: es una variable del sistema
cuya magnitud o condicién se mide.

Sistema dindmico: Se llama dindmico si su salida en el presente depende de una entrada en
el pasado.

Sistema estdtico: Se conoce como estatico si su salida en curso depende solamente de la
entrada en curso. La salida de un sistema estatico cambia si la entrada sufre variaciones, y
permanece constante si la entrada no cambia.

Modelo matemdtico: Es una descripcién matematica que predice el funcionamiento de un
sistema. Para los sistemas fisicos los modelos matematicos se describen en ecuaciones diferen-
clales.

Variable controlada y variable manipulada: La variable controlada es la cantidad o
condicién que se mide y controla, la variable manipulada es la cantidad o condicién que el
controlador modifica para regular el valor de la variable controlada, en general la variable
controlada es la salida o el resultado del sistema.
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Controlar: Significa medir el valor de la variable controlada del sistema y aplicar la variable
manipulada al sistema para corregir o limitar una desviacién del valor medido a partir de un
valor deseado.

La Figura 7.3 muestra la representaciéon tipica de un sistema, en el cual se proporciona una
respuesta o salida determinada.

Figure 6.3: Representacion de un Sistema

ENTRADA SISTEMA ——| SALIDA

A

’ PERTURBACION EXTERNA ‘

Sistema de control: La Figura 6.4 muestra la representacién de un sistema de control, el cual
es una interconexiéon de componentes o elementos que proporcionard una respuesta deseada
del sistema.

Figure 6.4: Representacion de un Sistema de control

‘ PERTURBACION EXTERNA

OBJETIVO DEL
CONTROL

| SISTEMA DE

CONTROL > SISTEMA —:—» SALIDA

Las entradas del sistema también son llamadas sefiales actuantes, y las salidas son conocidas
como variables controladas. La relacion entrada-salida representa la relaciéon causa-efecto. Esto
significa que cuando se aplica una senal de entrada (causa) a un componente del sistema, éste
responde de una forma particular o salida (efecto). En el caso de que se aplique un determinado
control al sistema, el objetivo de control hara las veces de variable de entrada y controlara la
variable de salida, mediante los elementos del sistema de control.

Sistema de control cldsico: La teoria de control clasica trata de sistemas con una entrada
y una salida (SISO), el nicleo de la teoria de control clésica esta conformado por los métodos
de respuesta en frecuencia y del lugar geométrico de las raices, estos conducen a sistemas
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estables que satisfacen un conjunto mas o menos arbitrario de requerimientos de desempeno,
En general, estos sistemas son aceptables pero no 6ptimos en forma significativa.

Figure 6.5: Diagrama SISO

ENTRADA SISTEMA —|  SALIDA

6.4 CLASIFICACION DE LOS SISTEMAS DE CONTROL

Se distinguen dos tipos en funcién de la naturaleza de la informacién utilizada para calcular
la accién de control del sistema, estos son lazo abierto y lazo cerrado.

6.4.1 Sistema de control de lazo abierto

Aquellos sistemas en los cuales la salida no afecta la accién de control se denominan sistemas
de control en lazo abierto. En otras palabras, en un sistema de control en lazo abierto no
se mide la salida ni se realimenta para compararla con la entrada, La Figura 6.6 muestra la
representacion de un sistema de control en lazo abierto. Un ejemplo practico es una lavadora.
El remojo, el lavado y el enjuague en la lavadora operan con una base de tiempo. La méquina
no mide la senal de salida, que es la limpieza de la ropa. En cualquier sistema de control en
lazo abierto, la salida no se compara con la entrada de referencia. Por tanto, a cada entrada de
referencia le corresponde una condiciéon operativa fija; como resultado, la precisiéon del sistema
depende de la calibracion. Ante la presencia de perturbaciones, un sistema de control en lazo
abierto no realiza la tarea deseada. En la préctica, el control en lazo abierto sblo se usa si se
conoce la relacién entre la entrada y la salida y si no hay perturbaciones internas ni externas.
Es evidente que estos sistemas no son de control realimentado. Se debe tener en cuenta que
cualquier sistema de control que opere con una base de tiempo es en lazo abierto. Por ejemplo,
el control del transito mediante senales operadas con una base de tiempo es otro ejemplo de
control en lazo abierto|[3].
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Figure 6.6: Representacion de un sistema de control en lazo abierto

PERTURBACION EXTERNA
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ENTRADA SALIDA

REFERENCIA —}—| CONTROLADOR DEL SISTEMA » DEL
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/

Podemos mencionar algunas Caracteristicas de los sistemas de control en lazo abierto., Tales
como, son mas sencillos y econémicos, no hay comparaciéon de la salida del sistema con el valor
deseado de la salida del sistema (referencia). , para cada entrada de referencia le corresponde
una condicion de operacion fijada. La exactitud de la salida del sistema depende de la cali-
bracion del controlador; en general son imprecisos y poco confiables, también puede decirse
que en presencia de perturbaciones estos sistemas de control no cumplen su funcién adecuada-
mente (no se adaptan a variaciones del medio, ni tampoco a las internas, como en el caso de
desgaste de los componentes del sistema. El control en lazo abierto suele aparecer en
dispositivos de control secuencial, en el que no hay una regulaciéon de variables sino que
se realizan una serie de operaciones de una manera determinada. EFsa secuencia de opera-
ciones puede venir impuesta por eventos (eventdriven) o por tiempo (timedriven).
Se programan utilizando medios electromecanicos, o PLC’s (controladores de légica program-
able)|3].

Algunos ejemplos de un sistema en lazo abierto es la lavadora, la cual funciona sobre una
base de tiempos — Variable de salida “limpieza de la ropa” no afecta al funcionamiento de la
lavadora, ademds los Seméforos de una ciudad representan otro ejemplo de sistemas en lazo
abierto, estos funcionan sobre una base de tiempo — Variable de salida “estado del trafico” no
afecta la funcionamiento del sistema.

6.4.2 Sistema de control de lazo cerrado

Son aquellos sistemas de control en los que la senal de salida del sistema (variable controlada)
tiene efecto directo sobre la accion de control (variable de control) tal como se muestra en
la Figura 6.7, En contraste con un sistema de lazo abierto, el de circuito cerrado utiliza una
medicién adicional de la salida real, para compararla con la salida deseada.
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Figure 6.7: Representaciéon de un sistema de control en lazo cerrado
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Control retroalimentado: Es una operacidn que en presencia de perturbaciones tiende a reducir
la diferencia entre la salida de un sistema y alguna entrada de referencia. Esta reduccion se
logra manipulando alguna variable de entrada del sistema, siendo la magnitud de dicha variable
de entrada funcion de la diferencia entre la variable de referencia y la salida del sistema, tal
como se ilustra en la Figura 7.8.

Figure 6.8: Representacién de un sistema de control retroalimentado
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Los sistemas de control realimentados se denominan también sistemas de control en lazo cer-
rado. En la practica, los términos control realimentado y control en lazo cerrado se usan
indistintamente. En un sistema de control en lazo cerrado, se alimenta al controlador la senal
de error de actuacién, que es la diferencia entre la senal de entrada y la senal de realimentacién
(que puede ser la senal de salida misma o una funcién de la senal de salida y sus derivadas y/o
integrales), a fin de reducir el error y llevar la salida del sistema a un valor conveniente. El
término control en lazo cerrado siempre implica el uso de una accién de control realimentado
para reducir el error del sistema.

6.4.3 Comparacién entre sistemas de control en lazo abierto y lazo cerrado

Una ventaja del sistema de control en lazo cerrado es que el uso de la realimentacién vuelve la
respuesta del sistema relativamente insensible a las perturbaciones externas y a las variaciones
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internas en los pardmetros del sistema. Por tanto, es posible usar componentes relativamente
precisos y baratos para obtener el control adecuado de una planta determinada, en tanto que
hacer eso es imposible en el caso de un sistema en lazo abierto.

Desde el punto de vista de la estabilidad, el sistema de control en lazo abierto es mas féacil
de desarrollar, porque la estabilidad del sistema no es un problema importante. Por otra
parte, la estabilidad es una funcién principal en el sistema de control en lazo cerrado, lo cual
puede conducir a corregir en exceso errores que producen oscilaciones de amplitud constante
o cambiante.

Debe senalarse que, para los sistemas en los que se conocen con anticipacién las entradas y
en los cuales no hay perturbaciones, es aconsejable emplear un control en lazo abierto. Los
sistemas de control en lazo cerrado sblo tienen ventajas cuando se presentan perturbaciones
impredecibles y/o variaciones impredecibles en los componentes del sistema. Se debe tener en
cuenta que la valoracién de la energia de salida determina en forma parcial el costo, el peso y
el tamano de un sistema de control.

La cantidad de componentes usados en un sistema de control en lazo cerrado es mayor que la
que se emplea para un sistema de control equivalente en lazo abierto. Por tanto, el sistema de
control en lazo cerrado suele tener costos y potencias més grandes. Para disminuir la energia
requerida de un sistema, se emplea un control en lazo abierto cuando puede aplicarse. Por lo
general, una combinacién adecuada de controles en lazo abierto y en lazo cerrado es menos
costosa y ofrecera un desempeno satisfactorio del sistema generall4].

6.5 COMPONENTES DE UN SISTEMA DE CONTROL (LA-
Z0O CERRADO)

Bésicamente se pueden enunciar tres componentes de un sistema de control en lazo cerrado,
estos son:

A. Sensor/transmisor: en donde el sensor es el elemento primario y el transmisor es el
elemento secundario.

Los sensores constituyen el principal medio de enlace entre los procesos industriales y los
dispositivos electronicos encargados de controlarlos o monitorearlos.
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El comportamiento de un sistema de control automéatico depende directamente de las carac-
teristicas del sensor o sensores utilizados en su lazo de realimentacién. Idealmente, un sensor
deberia entregar una senal de salida proporcional a la variable de entrada dentro de un amplio
rango de validez, responder instantdneamente a los cambios de la misma, ser inmune a las
perturbaciones externas, etc.

En la practica, esto no siempre sucede y la respuesta real de los sensores se ve frecuentemente
afectada por linealidades, retardos, ruido, etc. Por esta razén, las caracteristicas técnicas de
los sensores se expresan generalmente en forma de curvas o familias de curvas. Las curvas
caracteristicas de un sensor definen el comportamiento real del mismo con respecto al com-
portamiento ideal deseado o con el de un sensor tomando como patrén. Estas caracteristicas
se agrupan en dos grandes categorias: estaticas y dindmicas.

Las caracteristicas estdticas, que describen la actuaciéon del sensor en régimen permanente o
con cambios muy lentos de la variable a medir. Ejemplos de caracteristicas estaticas son el
campo de medida. la resolucién, la exactitud, la precisién, la repetibilidad, la linealidad, la
sensibilidad, el ruido y la histéresis, las caracteristicas dindmicas, que describen la actuacién
del sensor en régimen transitorio, a base de dar su respuesta temporal ante determinados
estimulos estdndar o a base de identificar el comportamiento del transductor con sistemas
estandar, e indicar las constantes de tiempo relevantes. Ejemplos de caracteristicas dindmicas
son la velocidad de respuesta, la respuesta de frecuencia, la estabilidad y el error dinamico[11].

B.Controlador: es el cerebro del sistema de control.

El controlador es el dispositivo que se emplea para el gobierno de uno o varios procesos. Por
ejemplo, el controlador que regula el funcionamiento de un horno dispone de un sensor que
mide constantemente su temperatura interna y, cuando traspasa los limites prefijados, genera
las senales adecuadas que accionan los efectores que intentan llevar el valor de la temperatura
dentro del rango estipulado. Aunque el concepto de controlador ha permanecido invariable a
través del tiempo, su implementacién fisica ha variado frecuentemente. Hace tres décadas, los
controladores se construfan exclusivamente con componentes de l6gica discreta, posteriormente
se emplearon los microprocesadores, que se rodeaban con chips de memoria y E/S sobre una
tarjeta de circuito impreso. En la actualidad, todos los elementos del controlador se han podido
incluir en un chip, el cual recibe el nombre de microcontrolador.,Realmente consiste en un
sencillo pero completo computador contenido en el corazoén (chip) de un circuito integrado.

Un microcontrolador es un circuito integrado de alta escala de integracién que incorpora la
mayor parte de los elementos que configuran un controlador. Un microcontrolador dispone
normalmente de los siguientes componentes:Procesador o UCP (Unidad Central de Proceso),
Memoria RAM para contener los datos,Memoria para el programa tipo ROM/PROM/EPROM,Lineas
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de E/S para comunicarse con el exterior,Diversos modulos para el control de periféricos (tem-
porizadores, Puertas Serie y Paralelo, CAD,Conversores Analdgico/Digital, CDA,Conversores
Digital/Analogico, etc.),Generador de impulsos de reloj que sincronizan el funcionamiento de
todo el sistemall].

C.Elemento final de control (preactuadores y/o actuadores): actian sobre la variable
manipulada.

Estos a su vez se pueden clasificar como ;

A. Sensores : Estos se pueden clagificar de diferentes maneras, como por ejemplo, segin el
aporte de energia, segiin la sefial de salida entre otros.

-Clasificacién de los sensores segtin su aporte de energia:

e Sensores pasivos (Generadores): Generan seniales representativas de las magnitudes a
medir por medio de una fuente auxiliar.

e Sensores Activos (Moduladores): No requieren de otras fuentes para generar las sefales
representativas de las magnitudes.

-Clasificacion segun el tipo de sefial de salida, tal como se muestra en la figura 6.9.
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Figure 6.9: Clasificaciéon de los sensores dependiendo del tipo de senal de salida

Piezoeléctricos Magnetoeléctricos
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Caudalimetro de vértices digitales

\Sensores inteligentes

-Clasificacion segin el tipo de variable a medir: Resistivos , magnéticos ,6pticos, inductivos ,
capacitivos, tal como se ilustra en la figura 6.10.

Figure 6.10: Clasificacion segun el tipo de variable a medir

Inductivo — IE—

Capacitivo { %

z
6ptico *‘*

Magnético ﬁ
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B. Controlador: Estos pueden clasificarse segin la légica empleada , puede ser de légica ca-
bleada o légica programada tal como se ilustra en la figura 6.11.

Figure 6.11: Clasificacién de los controladores segin el tipo de logica
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P> INDUSTRIALES

’| ELECTROHIDRAULICA |

C. Elementos final de control : Formados por el conjunto de pare-actuadores y actuadores los
cuales intervienen para mantener unas determinadas condiciones de operacién del sistema, tal
como se ilustra en la figura 6.12.

Figure 6.12: Pare-Actuadores y Actuadores

Pre-Actuador Actuador —>| Mecénica, Térmica,Otras

6.6 CLASIFICACION DE LAS SENALES

Segiin la naturaleza de las sefiales que intervienen en el proceso, estas pueden clasificarse en
analogicas y digitales tal como se muestra en la figura 6.13.
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Figure 6.13: Clasificacién de las senales
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Los sistemas que usan senales analégicas y senales digitales se denomina sistemas analégicos y
digitales respectivamente., Los sistemas digitales utilizan senales todo o nada (on-off), llamadas
sefiales binarias por poseer sélo dos estados: abierto o cerrado, alto o bajo, etc, también estan
las llamadas tren de pulsos, Estos niveles o estados se representan por variables logicas o bits,
cuyo valor sélo puede ser 0 o 1.,

Los sistemas analégicos trabajan con sefiales continuas, con un margen de variacién deter-
minado. Suelen representar magnitudes fisicas del proceso, como presién o temperatura por
ejemplo, mediante una tensién o corriente proporcionales a su valor. Los valores tipicos de los
rangos son de 0 a 10 voltios o de 4 a 20 miliamperios, que representan los valores inicial y final
del rango elegido para la variable que representan [11].

Figure 6.14: Tipos de senal

SENAL DIGITAL SENAL ANALOGICA

TIEMPO TIEMPO

Los sistemas modernos con un cierto grado de complejidad, y en particular los autématas pro-
gramables, son casi siempre sistemas hibridos, procesando sefiales de los dos tipos anteriores.
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Si el sistema de control es por ejemplo electroneumético, tendremos interfaces que conviertan
las seniales eléctricas a neumaéticas y viceversa. Dado que existen muchos sensores y actuadores
que trabajan con sefiales analogicas, las interfaces deben de realizar la conversiéon analdgica
digital (llamada A /D) para obtener una senal digital a partir de la analdgica; y la digital-
analdgica (llamada D/A) para obtener seniales analdgicas a partir de las cantidades numéricas
que suministra el controlador digital, Tal como se muestra en la Figura 6.15.

Figure 6.15: Unidad de control digital con las interfaces de entrada y salida para operar con

senales analogicas
| ] I
DIGITALES f——————— DIGITALES
I UNIDAD [

DE

[ ] CONTROL [
ANALOGICAS =» CONVERSOR || CONVERSOR | ANALOGICAS =
] A/D D/A ]

Nota: El hecho de estar a un mismo nivel en el grafico, de ninguna manera implica que a toda
sefial de entrada de un tipo le deba corresponder una salida del mismo tipo, ni tampoco que
el nimero de entradas sea igual al de salida. Las sefiales seran digitales o analégicas segin lo
requieran los dispositivos sensores y actuadores o registradores.

6.7 ELEMENTOS DE UN SISTEMA DE CONTROL

Un sistema de control opera con magnitudes de baja potencia, llamadas sefiales, y con ellas
los actuadores son los que realmente controlan la energfa o elementos de entrada y salida del
sistema controlado, Tal como se muestra en la Figura 6.16.

Lo expresado puede entenderse como que el sistema de control es un mero conversor-amplificador
de potencia que ejecuta las érdenes dadas a través de las consignas (ordenes). Este tipo de
control se denomina de lazo abierto porque no recibe ninguna informacién del comportamiento
del sistema controlado. El operador debe verificar que el sistema responde como esta previsto,
caso contrario deberd cambiar las consignas o recalibrar el sistema de control.
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Figure 6.16: Sistema de control de lazo abierto
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Sin embargo, lo habitual es que el sistema de control se encargue de tomar ciertas decisiones
ante determinados comportamientos del sistema controlado, denomindndose en este caso con-
trol automatico, Tal como se muestra en la Figura 6.17.

Para esta funcion se requieren de elementos que detecten o midan las salidas del sistema (de-
nominados sensores y/o transductores), y de interfaces que adapten la salida de esos sensores
y/o transductores a lo requerido por el controlador.Esto establece un retorno de la salida a la
entrada, denominada realimentacién o retroalimentacién, obteniéndose un sistema de lazo cer-
rado, o retroalimentado. Al conjunto de senales de consignas (ordenes) y de realimentacion se
las denomina entradas del sistema de control y al conjunto de las senales de control obtenidas
se las denomina salidas del sistema de control.

Figure 6.17: Sistema de control de lazo cerrado
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Algunos ejemplos de estos sistemas de control en lazo cerrado son los Servomecanismos (sis-
temas de control realimentados en los cuales la salida puede ser posicién, velocidad o acel-
eracion mecanica).
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6.8 CONTROL AUTOMATICO

El control automético de procesos es una de las disciplinas que se ha desarrollado a una
velocidad vertiginosa, dando las bases a lo que hoy algunos autores llaman la segunda rev-
olucién industrial. El uso intensivo de las técnicas del control automéatico de procesos tiene
como origen la evolucién y tecnificacion de las tecnologias de medicion y control aplicadas al
ambiente industrial. Su estudio y aplicacién ha contribuido al reconocimiento universal de sus
ventajas y beneficios asociados al ambito industrial, que es donde tiene una de sus mayores
aplicaciones debido a la necesidad de controlar un gran nimero de variables, sumado esto a
la creciente complejidad de los sistemas. El control automéatico de procesos se usa fundamen-
talmente porque reduce el costo asociado a la generacién de bienes y servicios, incrementa la
calidad y volimenes de producciéon de una planta industrial entre otros beneficios asociados
con su aplicacioén.

La eliminacién de errores y un aumento en la seguridad de los procesos es otra contribucién
del uso y aplicaciéon de esta técnica de control. En este punto es importante destacar que
anterior a la aplicacién masiva de las técnicas de control automaético en la industria, era el
hombre el que aplicaba sus capacidades de calculo e incluso su fuerza fisica para la ejecucion
del control de un proceso o maquina asociada a la produccién. En la actualidad, gracias al
desarrollo y aplicacién de las técnicas modernas de control, un gran ntimero de tareas y calculos
asociados a la manipulacién de las variables ha sido delegado a computadoras, controladores
y accionamientos especializados para el logro de los requerimientos del sistema|9].

El principio de todo sistema de control automético es la aplicacién del concepto de reali-
mentacion o feedback (medicion tomada desde el proceso que entrega informacion del estado
actual de la variable que se desea controlar) cuya caracteristica especial es la de mantener
al controlador central informado del estado de las variables para generar acciones correctivas
cuando asi sea necesario. Este mismo principio se aplica en campos tan diversos como el con-
trol de procesos quimicos, control de hornos en la fabricacién del acero, control de maquinas
herramientas, control de variables a nivel médico.

El uso de las computadoras digitales ha posibilitado la aplicacién en forma 6ptima del con-
trol automatico a sistemas fisicos que hace algunos anos atras eran imposibles de analizar o
controlar. Uno de estos avances esta dado por la aplicacién de las técnicas de control difuso,
aplicaciones con redes neuronales, simulacién de sistemas de control y sistemas expertos entre
otros.

Es de vital importancia la aplicacién del denominado control adaptativo cuya principal car-
acteristica es su capacidad de modificar los parametros del sistema de control en respuesta
a cambios en la dindmica y/o perturbaciones del sistema. Esta fue la principal razén para
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introducir este tipo de reguladores, es decir, los cambios internos que puede sufrir la dindmica
de la planta a controlar por factores ambientales u otros inherentes a los sistemas como el
envejecimiento, desgaste y los cambios en el entorno del conjunto regulador-planta, como por
ejemplo, cambios en la presién y temperatura entre otros. Uno de los primeros campos donde
se introdujo esta técnica de control fue en los pilotos automaticos de vuelo, donde las condi-
ciones atmosféricas y las propias del vehiculo, como el peso y la velocidad, pueden cambiar
radicalmente

La Figura 6.18 muestra el control mediante realimentacién, En conclusién “El control automéati-
co es el mantenimiento de un valor deseado para una cantidad o condicién fisica, midiendo
su valor actual, comparédndolo con el valor referencia, y utilizando la diferencia para proceder
a reducirla mediante una accién correctiva. En consecuencia, el control automatico exige un
lazo cerrado de accién y reaccion que funcione sin intervencién humana’[10].

Figure 6.18: Control mediante realimentacién

PROCESO .
ENTRADA (== SALIDA

QE REALIMENTACION |{==

Los sistemas de control en la industria son usados para el control de procesos., Los sistemas
de control de procesos son aquellos que requieren la regulacion de variables de proceso (tem-
peraturas, concentraciones, caudales, niveles. .. ). Estos sistemas de control requieren la ma-
nipulacion de unidades de proceso continuas (no se interrumpe el flujo) y discontinuas, bache
o por lotes (se interrumpe el flujo), Ejemplos de estos son la refineria de petroleo, planta de
produccion de energia eléctrica, papelera entre otros. Ademas los sistemas de control también
son usados en maquinas manufactureras, como las maquinas de control numérico en las que
se usa un programa para controlar la secuencia de operaciones de una méquina, dicho progra-
ma contiene instrucciones que especifican posiciones, direcciones, velocidades y velocidad de
corte[1].

6.8.1 Operaciones basicas en un sistema de control automatico

En cuanto a las operaciones bésicas en un sistema de control podemos clasificarlas asi: medi-
cion,decision y accién, tal como se muestra en la figura 6.19.
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a) Medicion (M): Medida de la variable controlada(Responsable: Sensor/transmisor).
b) Decision (D): Responsable: Controlador.

¢) Accion (A): Resultado de la decision del controlador (Responsable: Mediante elemento final
de control).

La MDA estan siempre presentes en todo sistema de control automatico.

Figure 6.19: Operaciones basicas en un sistema de control automético
[ —se{0 =4

i

Algunas definiciones que aparecen cuando se habla de un sistema de control automético son la
variable controlada (VC), la variable manipulada (VM), el punto de ajuste (SP) y la variable
de carga o perturbacion (VP), estas a su vez cumplen un papel fundamental dentro del mismo,
el cual es ajustar la VM para mantener la VC en su SP a pesar de la presencia de la VP.

6.8.2 Modelo estructural de un SAC (Sistema Automatico de Control)

Cuando hablamos de un sistema de control automético es importante definir que componentes
dentro del mismo tiene que ver con la parte operativa y cuales con la parte de control para
una mejor comprension del mismo [11], esto se ilustra en la Figura 6.20

Figure 6.20: Modelo estructural de un SAC (Sistema Automéatico de Control)

Energia
| I
l Parte operativa Parte de control
I
Pre y actuadores
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Producto inicial Producto Terminado
o Entradas o Salidas
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A continuacién en la Figura 6.21 ilustra un ejemplo del diagrama de bloques de de un SAC
(Sistema automaético de control) [11]:

Figure 6.21: Ejemplo SAC

) (oo
Error

Punto de
ajuste

Fluido de control ———— Preactuador

Fluido de potencia ——|  AcTUA

Variable Manipulada o regulada Variable Manipulada
Perturbaciones

bl [ ool
Jrable - — <

6.9 EJEMPLOS DE SISTEMAS DE CONTROL

La figura 6.22 muestra un ejemplo sencillo de un sistema de control ,en este, el control del
nivel liquido dentro del tanque depende de la accién del operario al cerrar o abrir la valvula
para controlar la salida de dicho fluido[11].

Figure 6.22: Control de nivel del liquido, Sistema de control (lazo cerrado)

- = =

ENTRADA DEFLUIDO

Outy ===

VALVULA SALIDA DEL FLUIDO

Entonces , las funciones de control son: Medir, Comparar, Computar, Corregir.
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A continuacién se hace una descripcion del proceso de control.

1. Observar el nivel que ha alcanzado el fluido en el tanque.

2. Compararlo con el nivel deseado.

3. Abrir la valvula de salida si el nivel de salida observado es mayor que el deseado.
4. Cerrar la valvula de salida si el nivel observado es menor que el deseado.

5. Ante cualquier variacion en el nivel deseado detectada por la continua variacién de las
acciones 1 y 2, reaccionar segin las acciones 3 o 4.

El diagrama de bloques de este sistema es ilustrado en la figura 6.23;

Figure 6.23: Diagrama de bloques del sistema de control

Nivel Nivel real
Deseado de Agua

I Cerebro ‘ | Musculos y Vélvula Tanque de agua >

Ojos l

Otro ejemplo ilustra el regulador centrifugo de Watt ( Figura 6.24 ) en el cual se regula el flujo
de combustible para mantener una determinada velocidad en el motor pese a las variaciones
v perturbaciones.
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Figure 6.24: Regulador centrifugo de Watt para el control de velocidad de una méquina de
vapor que fue disenado en el siglo XVIII [2]

..

Cilindro de
Aceite potencia
a presion @J
e ——
4 Abrir i
Combustible & Cerrar Maquina — Carga
—_ =) =) | | [

Valvula de control

El diagrama de bloques de este sistema es ilustrado en la figura 6.25;

Figure 6.25: Sistema de control del regulador
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de las masas “ Hace la funcion
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La Descripcién del proceso del regulador centrifugo de watt puede verse a continuacién, para
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el mismo se tendran en cuenta dos condiciones , en el primero la velocidad del motor cae o
disminuird , y en el segundo la velocidad del motor sube o aumentaré , estos casos son;

Caso 1

1. Si la velocidad real cae debajo del valor deseado debido a una perturbacién, ocurrira una
disminucién de la fuerza centrifuga del regulador de velocidad.

2. Esta disminucién de velocidad hara que la valvula piloto se desplacé hacia abajo.

3. Comunicando la linea de presién de aceite con la linea del lado vastago del cilindro de
potencia, originando una fuerza hacia arriba dentro del cilindro de potencia.

4. Esta fuerza origina que el cilindro de potencia suba, abriendo la valvula de control.

5. Aumentando el flujo de combustible hacia el motor, y la velocidad del motor aumenta
hasta alcanzar el valor deseado.

Caso 2

1. Sila velocidad del motor aumenta sobre el valor deseado, debido a un suministro excesivo
de combustible u otra causa, ocurrird un aumento de la fuerza centrifuga.

2. Esta aumento de velocidad hara que la valvula piloto se desplacé hacia arriba.

3. Comunicando la linea de presiéon de aceite con la linea del lado pistén del cilindro de
potencia, originando una fuerza hacia abajo dentro del cilindro de potencia.

4. Esta fuerza origina que el cilindro de potencia baje, cerrando la valvula de control.

5. Disminuyendo el flujo de combustible hacia el motor, y la velocidad del motor disminuye
hasta alcanzar el valor deseado.
Otro ejemplo se observa la figura 6.26, donde se muestra el reloj de agua el cual controla el

nivel del liquido mediante un flotador en forma de cono, este restringe el paso de liquido hacia
el vaso en este caso, en la vida cotidiana la aplicacién de este principio puede verse en los
inodoros de los banos.
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Figure 6.26: Reloj de agua Probablemente el primer sistema de retroalimentacién creado por
el hombre, Inventado por Ctesibios de Alejandria (Egipto, aprox. 260 a.c.)
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El diagrama de bloques de este sistema es ilustrado en la figura 6.27;

Figure 6.27: Sistema de control del reloj de agua
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6.10 ACCIONES DE CONTROL

Al controlador ingresan las senales R(s) (set-point ) y B(s) ( mediciéon de la variable controlada
) cuando se comparan se genera la senal de error E(s), esta a su vez es modificada de alguna
forma por la transferencia del controlador G. , y finalmente el resultado es la variable de
control U(s)., el algoritmo matematico que se ejerce sobre el error es la llamada accion de
control [6], Tal como se ilustra en la Figura 6.28.

Figure 6.28: Accién de control

Ris) Es) Ues)
—
Bes) 1

6.10.1 Clasificacion de los controladores industriales

Los controladores industriales se clasifican, de acuerdo con sus acciones de control, como:

1. De dos posiciones o de encendido y apagado (on/off).
2. Proporcionales.

3. Integrales.

4. Proporcionales-integrales.

5. Proporcionales-derivativos.

6. Proporcionales-integrales-derivativos.

6.10.1.1 Accioén de control de dos posiciones o de encendido y apagado (on/off)

En un sistema de control de dos posiciones, el elemento de actuacion solo tiene dos posiciones
fijas que, en muchos casos, son simplemente encendido y apagado. El control de dos posiciones o
de encendido y apagado es relativamente simple y barato, razén por la cual su uso es extendido
en sistemas de control tanto industriales como domésticos. Supongamos que la senal de salida
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del controlador es u(t) y que la senal de error es e(t). En el control de dos posiciones, la senal
u(t) permanece en un valor ya sea maximo o minimo, dependiendo de si la senial de error es
positiva o negativa. Tal como se ilustra en la ecuacion [L7.1}

u(t) = Uy Parae(t) >0

u(t) = Uy Parae(t) <0 (6.1)

En donde U; y Us son constantes. Por lo general, el valor minimo de Uy es cero o —U;. Es
comin que los controladores de dos posiciones sean dispositivos eléctricos, en cuyo caso se
usa extensamente una valvula eléctrica operada por solenoides. Los controladores neumaticos
proporcionales con ganancias muy altas funcionan como controladores de dos posiciones y, en
ocasiones, se denominan controladores neuméticos de dos posiciones [6],|7].

6.10.1.2 Accién de control proporcional

Para un controlador con accién de control proporcional, la relacién entre la salida del contro-
lador u(t) y la senal de error e(t) es como se muestra en la ecuacion y[17.3

u(t) = K, * e(t) (6.2)

o bien, en cantidades transformadas por el método de Laplace,

U(s)
E(s)

K, = (6.3)

en donde K, se considera la ganancia proporcional. Cualquiera que sea el mecanismo real y la
forma de la potencia de operacion, el controlador proporcional es, en esencia, un amplificador
con una ganancia ajustable. En la figura 6.29 se presenta un diagrama de bloques de tal
controlador [6],[7].

Figure 6.29: Diagrama a bloques de un controlador proporcional

Ees) Ues)
R
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6.10.1.3 Accion de control integral

En un controlador con acciéon de control integral, el valor de la salida del controlador u(t) se
cambia a una razén proporcional a la senal de error e(t)., Es decir,como se muestra en las

ecuaciones [[7.4] o I7.0]

du(t) .
e K; xe(t) (6.4)
o bien ,
u(t) = K; [ e(t)dt (6.5)
/

en donde K; es una constante ajustable. La funcién de transferencia del controlador integral
es como se ilustra en la ecuacion

Uls) _ Ki
E(s) s (6:6)

Si se duplica el valor de e(t), el valor de u(t) varia dos veces mas rapido. Para un error de
cero, el valor de u(t) permanece estacionario. En ocasiones, la accion de control integral se
denomina control de reajuste (reset). La figura 6.30 muestra un diagrama de bloques de tal
controlador [6],]7].

Figure 6.30: Diagrama a bloques de un controlador integral
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6.10.1.4 Accién de control proporcional-integral

La accién de control de un controlador proporcional-integral (PI) se define mediante la ecuacion

i}

u(t) = Kelt) + f;f / e(t)dt (6.7)
0

o la funcion de transferencia del controlador es expresada como la ecuacion

=K,(1+—) (6.8)

en donde K, es la ganancia proporcional y T; se denomina tiempo integral. Tanto K, como
T; son ajustables. El tiempo integral ajusta la accién de control integral, mientras que un
cambio en el valor de K, afecta las partes integral y proporcional de la accién de control. El
inverso del tiempo integral T; se denomina velocidad de reajuste. La velocidad de reajuste es la
cantidad de veces por minuto que se duplica la parte proporcional de la accién de control. La
velocidad de reajuste se mide en términos de las repeticiones por minuto. La figura (a) muestra
un diagrama de bloques de un controlador proporcional mas integral. Si la senal de error e(t)
es una funcion escalon unitario, como se aprecia en la figura (b), la salida del controlador u(t)
se convierte en lo que se muestra en la figura (c)[6],[7].

Figure 6.31: Controlador proporcional
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6.10.1.5 Accién de control proporcional-derivativa

La accién de control de un controlador proporcional-derivativa (PD) se define mediante la
ecuacion [I7.9

de(t)

u(t) = Kpe(t) + K, Tqy o (6.9)
Y la funcion de transferencia esta definida por la ecuacion [17.10
U(s)
= Kp(1+T, 6.10
E(S) P( + dS) ( )

en donde Kp es la ganancia proporcional y Ty es una constante denominada tiempo derivativo.
Tanto Kp como Ty son ajustables. La accién de control derivativa, en ocasiones denominada
control de velocidad, ocurre donde la magnitud de la salida del controlador es proporcional
a la velocidad de cambio de la senal de error. El tiempo derivativo Ty es el intervalo de
tiempo durante el cual la accién de la velocidad hace avanzar el efecto de la accién de control
proporcional. La figura (a) muestra un diagrama de bloques de un controlador proporcional-
derivativo. Si la senal de error e(t) es una funcién rampa unitaria como se aprecia en la figura
(b), la salida del controlador u(t) se convierte en la que se muestra en la figura (c). La accion
de control derivativa tiene un cardcter de previsién. Sin embargo, es obvio que una accién
de control derivativa nunca prevé una acciéon que nunca ha ocurrido. Aunque la accién de
control derivativa tiene la ventaja de ser de prevision, tiene las desventajas de que amplifica
las senales de ruido y puede provocar un efecto de saturaciéon en el actuador. Observe que la
accién de control derivativa no se usa nunca sola, debido a que solo es eficaz durante periodos
transitorios|6],[7].

Figure 6.32: Controlador proporcional-derivativo
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6.10.1.6 Accion de control proporcional-integral-derivativa

La combinacién de una accién de control proporcional, una accién de control integral y una
acci6n de control derivativa se denomina accién de control proporcional-integral-derivativa
(PID). Esta acciéon combinada tiene las ventajas de cada una de las tres acciones de con-

trol individuales. La ecuacién de un controlador con esta accién combinada esta dada por la
ecuacion [17.111

t
K
Tfj/e(t)dt+KpTdde(t) (6.11)
' 0

u(t) = er(t) + W

Ul(s
ﬁ = Kp(1+ 7 + Tus)

En donde K, es la ganancia proporcional, T; es el tiempo integral y Ty es el tiempo derivativo.
El diagrama de bloques de un controlador proporcional-integral-derivativo aparece en la figura
(a). Si e(t) es una funcién rampa unitaria, como la que se observa en la figura (b), la salida
del controlador u(t) se convierte en la de la figura (c)[6],[7].

Figure 6.33: Controlador proporcional-integral-derivativo
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6.11 ALGUNAS ESTRATEGIAS DE CONTROL

Implementar una técnica de control a un proceso dado, implica un conocimiento amplio sobre
la dindmica del proceso y de todas las variables que intervienen en el, ademés de tener presente
los algoritmos de control empleados. Independientemente del sistema de control que se aplique
a un proceso dado, las estrategias son aplicables.

Estas estrategias, se aplican con el fin de lograr un control regulatorio 6ptimo sobre la variable
o variables de interés, las cuales toman estados inestables en la operacién normal del proceso,
como resultado de las perturbaciones internas y externas al proceso.
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En consecuencia, el funcionamiento correcto de un sistema de control esta determinado por
la naturaleza del proceso, de las caracteristicas del sistema de control y de las perturbaciones
externas.

Algunas estrategias de control son , A) Control Feedback (retroalimentacion), B) Control
Feedforward (adelanto).C) Control de cascada,D) Combinado (feedback + feedforward), dichas
estrategias se explican a continuacion.

6.11.1 Control Feedback (retroalimentacién)

El control Feedback tiene como objetivo: Mantener constante una variable en un valor deseado
o variable a través del tiempo. El control retroalimentado, es la forma mas simple de aplicar
un control en lazo cerrado. El problema en este tipo de control, es que la correccién se hace
después de que se presentd el problema y una cantidad del producto no lleva la calidad deseada,
ya que la correccion llega un tiempo después.( ver Figura 6.34)

Figure 6.34: Control Feedback (retroalimentacion)
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6.11.2 Control Feedforward (adelanto)

El control Feedforward tiene como objetivo Sensar la perturbacion de una variable, antes de
afectar al proceso y tomar la accién correctiva para evitar un efecto danino al producto. En
los procesos que tienen tiempos muertos muy grandes, se presentan desviaciones en magnitud
y frecuencia variables, la senal de error se detecta un tiempo después de que se produjo el
cambio en la carga y ha sido afectado el producto, y como consecuencia la correccién actiia
cuando ya no es necesario. El problema anterior se resuelve aplicando al proceso esta técnica,
que parte de la medicién de una o varias sefiales de entrada y acttian simultdneamente sobre
la variable de entrada, produciendo la salida deseada sobre el proceso. Aplicar esta técnica
de control implica un conocimiento amplio, exacto y completo de las caracteristicas estéaticas
y dindmicas del proceso. La relacién entre la variable de salida y la variable de entrada,
constituye el modelo del proceso y es la funcién de transferencia del sistema de control en
adelanto. El controlador es quien debe responder a los cambios de las perturbaciones, pero
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como es logico, su eficiencia depende de la exactitud del captor y elementos de interfase de
una o mas variables de entrada y de la exactitud alcanzada en el modelo, calculada en el
proceso.El control anticipativo es capaz de seguir rapidamente los cambios dinamicos (estado
transitorio), pero puede presentar un error estatico considerable. Por tal motivo, regularmente
se aplica combinado con el control retroalimentado. Un esquema representativo puede verse
en la figura 6.35.

Figure 6.35: Control Feedforward (adelanto)
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6.11.3 Control de cascada

El control de cascada tiene como objetivo Mejorar la estabilidad de una variable del proceso
aun con una Optima sintonizacién del controlador en lazo retroalimentado. La aplicacion de
esta técnica de control, es conveniente cuando la variable no puede mantenerse dentro del valor
de set point deseado, debido a las perturbaciones inherentes al proceso.

Para que un sistema de control en cascada esté bien aplicada es necesario que se tomen en
cuenta algunos aspectos importantes para su aplicacién, tales como, la Localizacion de las
variables més importantes del proceso, Localizar la variable bésica a controlar, Localizar la
variable que introduce la inestabilidad, Determinar la velocidad de cambio de ambas senales,
entre otros.( ver Figura 6.36).

Figure 6.36: Control de cascada
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A continuacidn se ilustrara algunos ejemplos de aplicacion de estas estrategias aplicadas en un
intercambiador de calor, tal como se muestra en la figura 6.37.
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Figure 6.37: Intercambiador de calor
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A continuaciéon vemos el ejemplo del feedback en un intercambiador de calor ( Ver Figura 6.38)

7

Figure 6.38: Feedback en un intercambiador de calor

SP
D TC
Vapor
Tt . T
—b[ Intercambiador de Calor
Flujo de Corriente
Corriente \( caliente
Retorno
Condensado

TC= Temperatura de set point ; TT = Temperatura tomada

En este sistema tratara de mantener el valor de set point es decir se ajusta a una determinada
temperatura TC , entonces cualquier valor tomado de la corriente caliente T'T debera manten-
erse al valor del set point | si se llegase el caso en que la TT fuera menor que TC por ejemplo,
se provocaria una diferencia entre estas temperaturas , entonces se produciria una sefial de
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error que lo que en ultimas hara es abrir la valvula para permitir mas paso de vapor para que
la temperatura de la corriente aumente hasta alcanzar un error de cero , es decir que el valor
de TT iguale al valor de TC , esto también se aplica en forma anéloga si la TT fuera mayor.

Algunas ventajas de esta estrategia es que es sencilla y ampliamente difundida, también que
no conoce y no le interesa conocer cual perturbacién entra al proceso, ademas trabaja con un
minimo de conocimiento del proceso.

Una de las desventajas es que compensa por efecto de una perturbacién tnicamente después
de que la VC se ha desviado de su SP | la VP debe propagarse por todo el proceso antes que
este esquema de control inicie una accién con el fin de compensar este efecto [8].

A continuacion vemos el ejemplo del feedforward en un intercambiador de calor (ver Figura

6.39);

Figure 6.39: Feedforward en un intercambiador de calor
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Condensado

FT=Temperatura de adelanto, es decir tomada antes del intercambiador de calor.

En conclusion el objetivo del feedforward es medir las VP y compensarlas antes que la VC se
desvie de su SP; ello ocasiona un efecto minimizado de las VP sobre la VC.

A continuacién de ilustra en la figura el empleo de las dos estrategias de control la cual es mas
eficiente, feedback + feedforward (ver Figura 6.40).
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Figure 6.40: Feedback-feedforward en un intercambiador de calor
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Una ventaja de esta combinacién es que es mas eficiente pero la implementacién de estas
estrategias es mas costosa y demandante de esfuerzo.

6.12 NECESIDAD DEL MODELO MATEMATICO

El gobierno de un proceso se reduce al establecimiento de la secuencia de acciones de mando
que debe aplicarsele para que el funcionamiento sea el requerido. La toma de decisién sobre
la senal que debe aplicarse al sistema implica que existan distintas alternativas. Es decir,
que existan distintas acciones posibles cada una de las cuales daria un resultado distinto. El
problema se reduce al de elegir entre estas senales, aquellas cuyo resultado sea el requerido.

Al existir distintas opciones respecto a la accion a tomar para gobernar el proceso, para realizar
la elecciéon conveniente de la sefial de entrada que determine un funcionamiento requerido, es
necesario que se sepa predecir que resultados se obtendria de cada una de las posibles acciones.
Es decir, quien tome la decisién respecto a cual de las posibles acciones a tomar, debe predecir
, las acciones que resultaran de cada una de sus posibles opciones, con el fin de escoger aquella
senial de entrada a la que corresponda un resultado que sea el buscado.

Por lo tanto, se requiere el conocimiento exhaustivo de las relaciones que existen entre las
posibles acciones a tomar sobre el sistema, y los resultados que determinaran cada una de
ellas. Esto es lo que se llama un modelo matematico del proceso, y esta constituido por las
relaciones formales que ligan a las variables de entrada y las variables de salida.
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Por ejemplo, El conductor del automoévil, que es quien toma la decisién del posicionamiento de
los distintos 6rganos que tiene a su alcance (volante, frenos, acelerador...) lo que hace en todo
instante es prever cual serd el resultado de las decisiones tomadas con el fin de mantener el
proceso que gobierna (el automovil), en un estado de marcha y funcionamiento requeridol1].

Para construir un modelo matematico de un proceso, se requiere establecer de una forma
precisa, las magnitudes que lo definen (senales de entrada y de salida) asi como las relaciones
formales que ligan a estas magnitudes.

En la vida ordinaria, cuando se construyen modelos, de una manera subconsciente, para la
toma de decisiones, estos no tienen el nivel de formalidad que se acaba de indicar. Sin embargo,
cuando se quiere automatizar un proceso, es indispensable la construccién de estos modelos
formales con el fin de poder trasladar el proceso de toma de decisién a una maquina construida
para dicha funcién, con el fin de que este determine las acciones a tomar precisamente a partir
del modelo del sistema del que disponga.

La posibilidad de construir un modelo del proceso que se este considerando, constituye una de
las mayores limitaciones que a priori se pueden establecer respecto a la posibilidad de autom-
atizar un determinado proceso. Considérese, por ejemplo, el problema del establecimiento de
un tratamiento por un medico para uno de sus enfermos. En la medida en que fuese posible en
primer lugar definir una serie de magnitudes que caracterizasen el estado del enfermo (temper-
atura, tension arterial, resultados de analisis clinicos...) y de las relaciones formales que ligan
a estas magnitudes, seria posible automatizar completamente el problema del establecimiento
de un tratamiento, que no es sino determinar la accién a seguir sobre el enfermo para conseguir
que la evolucion del mismo estado de salud se realice en forma requerida|3].

En ciertos casos es posible establecerse un modelo matematico del proceso que ligue de una
manera univoca a cada una de las acciones a que tomen un tnico resultado. Se tiene entonces
un sistema determinista. En otros casos, para cada una de las acciones posibles, no se tiene
sino una predicciéon estadistica de posibles resultados; se tienen entonces los llamados sistemas
estocasticos.

6.12.1 las matematicas y el control automatico

Las matematicas tienen un doble empleo en las ciencias empiricas y aplicadas.,Las mateméticas
pueden usarse como lenguaje cuando se pretende formular los problemas con la ayuda de
conceptos matemaéticos buscando con ello la precisién y claridad.,Las matematicas pueden
emplearse como herramientas cuando una vez planteado el problema en términos mateméaticos
se resuelven las ecuaciones que resultan (analiticamente o por simulacién).
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Por otra parte, cabe considerar que la ingenierfa puede describirse como una mezcla de sentido
comin y ciencia. Se trata de recurrir a planteamientos tedricos que permitan profundizar en
los problemas que se estén tratando, pero sin perder de vista que en tultimo extremo de lo que
se trata es de conseguir que algo funcione.

Estas consideraciones previas deben hacerse debido a que las matematicas juegan un papel
fundamental en la teoria moderna del control automético. Tan es asi que en algin sentido puede
considerarse la teorfa del control automatico como una rama de las matematicas aplicadas.

6.12.2 Fases del método del control automatico

La Figura 6.41 muestra la representacion de las Fases del método de control, el cual es de vital
importancia para el buen disefio de un sistema de control, en este se pueden definir algunas
fases tales como:

1. A partir del proceso, por abstraccion, se construye el modelo mateméatico del mismo. Esta
primera fase no es especifica del especialista en control, y requiere de la participaciéon del
especialista en el proceso a controlar. 2. Una vez obtenido el modelo matematico se determina
que tipo de accién debe efectuarse sobre el mismo para que su comportamiento se adecue
a las metas propuestas o requerimientos. Se trata de determinar, lo que se denomina ley de
control. 3. Por ultimo, se trata de realizar fisicamente, la ley de control determinada en el
punto anterior para lo que se requiere la participacién de instrumentos fisicos que realicen esta
funcién. En esta dltima fase se requiere de nuevo la participacién del especialista en el proceso
a controlar (en forma de instrumentista).

Figure 6.41: Fases del método de control

MODELO »  LEYDE
MATEMATICO » CONTROL
A A
ABSTRACCION IMPLEMENTACION
YY
SISTEMA SISTEMA DE
Fisico CONTROL
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6.13 REALIMENTACION, RETARDOS Y OSCILACION

La existencia de retardos en un circuito de realimentacion, conduce a la aparicion de fenémenos
oscilatorios en el comportamiento dindmico del mismo. Este hecho tiene una importancia
vital al considerar el comportamiento dindmico de los sistemas realimentados y gran parte
del problema de diseno de los mismos reside en el amortiguamiento (o anulacién) de estas
oscilaciones.

Con el fin de ilustrar de una manera intuitiva este hecho, considérese a un conductor que
conduce un automovil, proceso que se puede interpretar con un circuito con realimentacién o
lazo cerrado, Tal como se muestra en la Figura 6.42. Entre la deteccién de un obsticulo, y
la accion correctora consiguiente (girar el volante, actuar sobre los frenos...), se produce un
cierto retardo que el conductor experimentado tiene perfectamente asimilado, y no constituye
un obstaculo para una conduccién normal.

Figure 6.42: Ejemplo de realimentacion

Perturbaciones

Referencia Ojos » Posicion
—> - » Conduccién Coche
( Sentidos)

Y

A

Supoéngase que se trata de mantener el coche en linea recta sobre una superficie completa-
mente llana, sin ningn obstaculo. Sobre el automovil solo actian las pequenas perturbaciones
(baches) del terreno y el conductor puede conseguir su objetivo con relativa facilidad.

Supoéngase ahora que el conductor debe realizar su cometido con los ojos cerrados, llevando a
su lado un copiloto que es el que le va transmitiendo las indicaciones respecto a las desviaciones
de la linea recta que se trata de seguir. El circuito de realimentacion se modifica con respecto
al caso anterior, Tal como se muestra en la Figura 6.43, con ello lo que se ha introducido es de
una manera artificiosa un notable retardo en el lazo de realimentaciéon. Es facil comprender,
que en este segundo caso, y debido precisamente al retraso que se introduce en el lazo de
realimentacién, la conduccion seria fuertemente oscilante.
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Figure 6.43: Ejemplo de oscilaciones y retardos
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Un hecho importante que ilustra también el anterior ejemplo es que cuanto mayor sea la
velocidad a la que pretende conducirse el automévil, mayores seran los efectos de oscilacién
que se han indicado. El dilema entre velocidad de respuesta (precision) y estabilidad (ausencia
de oscilaciones), constituye una de las constantes que aparecen en el estudio de sistemas

realimentados.
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Capitulo 7

SISTEMAS DINAMICOS

7.1 INTRODUCCION

Un sistema es una combinacién de componentes que acttian conjuntamente para alcanzar un
objetivo especifico vy se llama dinadmico si salida en el presente depende de una entrada en el
pasado (figura 7.1).

Cualquier tentativa de disefio debe empezar a partir de una predicciéon de su funcionamiento
antes de que el sistema pueda disefiarse en detalle o construirse fisicamente, dicha prediccion
se base en una descripcién matemaética de las caracteristicas dindmicas del sistema, a esta de-
scripcion matematica se le llama modelo matemaético, la mayoria de los modelos que resultan
utiles se describen en termino de ecuaciones diferenciales.

El procedimiento para obtener un modelo matematico de un sistema puede resumirse de la
siguiente manera:

1. Dibujar un diagrama esquemético del sistema y definir las variables.

2. Utilizando las leyes fisicas, escribir ecuaciones para cada componente, combinandolos de
acuerdo con el diagrama del sistema y asf{ obtener un modelo matemaético.

Figura 7.1: Sistema dinamcio

— —_

Variablesde — Sistema Dinamico —_ Var~iables de
Entrada Salida
— —
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3. Para verificar la validez del modelo, la prediccién acerca del funcionamiento obtenida al
resolver las ecuaciones del modelo es necesario compararlo con resultados experimentales.

La dindmica de sistemas trata del modelado matemético y el anélisis de la respuesta de los
sistemas dindmicos.

e Las ecuaciones diferenciales pueden clasificarse en ecuaciones diferenciales lineales y no
lineales.Las ecuaciones diferenciales lineales pueden clasificarse en ecuaciones diferen-
ciales lineales invariantes en el tiempo (1) y ecuaciones lineales variantes en el tiempo
(2). Una ecuacion diferencial lineal invariante en el tiempo es aquella en la cual una vari-
able dependiente y sus derivadas aparecen como combinaciones lineales, debido a que
los coeficientes de todos los términos son constantes, también se le denomina ecuacién
diferencial lineal de coeficientes constantes. En el caso de una ecuacion diferencial lineal
variante en el tiempo, la variable dependiente y sus derivadas aparecen como combina-
ciones lineales, pero algunos de los coeficientes pueden involucrar a la variable independi-
ente. Es necesario recordar que con objeto de que sea lineal no debe contener potencias,
productos u otras funciones de las variables dependientes y sus derivadas

2z dr

@+5a+10$:0 (71)
d2
% + (1 —cos2t)z =0 (7.2)

e Una ecuacion se denomina no lineal, cuando no cumple con las condiciones mencionadas
anteriormente en las derivadas y variables dependiente

d2x

Wuﬁ_mdim:o (7.3)

dt

La propiedad méas importante de los sistemas lineales consiste en que se les puede aplicar el
principio de superposicion, el cual establece que la respuesta producida por la aplicacién simul-
tanea de dos funciones de excitacién diferentes, es la suma de dos respuestas individuales, en
consecuencia la respuesta a varias entradas puede calcularse tratando una entrada cada vez y

después sumando los resultados. Es necesario tener presente que en los sistemas fisicos los lla-
mados sistemas lineales cumplen con dicha condicién dentro de un rango de operacién limitado.

En los sistemas no lineales no es posible aplicar el principio de superposicién, por lo que

encontrar la solucién a tales sistemas es extremadamente complicado, a causa de la dificultad
matematica con frecuencia es necesario linealizarlos alrededor de una condicion de operacion.
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7.2 MODELADO

7.2.1 Sistemas Mecanicos

Para cualquier sistema mecénico se puede desarrollar un modelo matemaético, aplicando al
sistema las leyes de Newton, las ecuaciones de Lagrange, el metodo de las energias, trabajo
virtual, entre otros metodos. Para el modelado matematico de este tipo de sistemas se necesitan
tres tipos de elementos béasicos: elemento de inercia, de resorte y elementos amortiguadores.

e Por elementos de inercia se entiende por las masas y los momentos de inerecia.

e Flementos de un resorte: Un resorte lineal es un elemento mecanico que puede ser de-
formado por un fuerza externa tal que la deformacién sea directamente proporcional a
la fuerza o par que se le aplique. La constante del resorte indican rigidez, un gran valor
de k corresponde a un resorte duro y un valor pequeno a un resorte suave.

Cambioenla fuerza

~ Cambioenel desplazamaiento del resorte

F=kr=(z1 —x2) (7.5)

e [Llementos amortiguadores: Un amortiguador es un elemento mecanico que disipa energia
en lugar de almacenarla, en forma de calor que fluye al ambiente.

Cambioenla fuerza

b (7.6)

- Cambioenlavelocidad

F =bi =b(i — i) (7.7)

Sistema masa — resorte: Describe un sistema que consiste en una masa y un resorte; para
el movimiento vertical la masa estd suspendida por el resorte y acttian dos fuerzas sobre la
masa: la fuerza del resorte ky y la fuerza gravitacional mg.
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Figura 7.2: Sistema masa - resorte

L Z
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m se una al resorte masa m se una al
resorte

En la figura 7.2, la direccién positiva del desplazamiento en orientada hacia abajo y la fuerza
gravitacional jala a la masa hacia abajo, si se jala a la masa hacia abajo aplicando fuerza
externa y luego se suelta, la fuerza del resorte actiia en el sentido opuesto y tiende a jalar la
masa hacia arriba; as{ que mediante la aplicacién de la segunda ley de Newton, se obtiene la
ecuacion del movimiento

mij = Z fuerzas = —ky + mg (7.8)

mij = —ky + mg (7.9)

La fuerza gravitacional es estaticamente opuesta por la deflexion & de equilibrio del resorte,
al medir el desplazamiento desde una posicién de equilibro, el termino mg puede descartarse
de la ecuacion de movimiento, debido a que k6 = mg y sustituyendo y = z + § en la ecuacion
anterior, se obtiene

mi + kx =0 (7.10)

El cual es un modelo mateméatico del sistema; a dicho sistema se le llama sistema de segundo
orden, debido a que esta gobernado por una ecuacion diferencial de segundo orden.

Vibraciéon Libre: En el sistema ilustrado en la figura 6.1, supéngase que la masa se jala
hacia abajo y luego se suelta en condiciones iniciales arbitrarias z(0) y ©(0), en este caso la
masa oscilara y el movimiento sera peridédico. Para encontrar la solucién es necesario suponer
que z (t) tiene una forma exponencial o sinusoidal.
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Para esta situacion se supondra que z (t) esta en forma exponencial

z(t) = KeM (7.11)

Sustituyendo la en la ecuacién (|16.8))
mE NN + kK eM (7.12)

Dividiendo a ambos lados entre Ke
m\ +k=0 (7.13)

La cual es la ecuacion caracteristica del sistema y se obtiene

.k
)\172 = :|:] % (7.14)

Estos valores de A satisfacen la solucién propuesta, puesto que la ecuacion diferencial de se-
gundo orden debe tener dos constantes arbitrarias en su solucién, se puede escribir la solucién
general z (t) como

x(t) = Klej<\/g)t + Kzeij( %>t (7.15)

Aplicando la formula de Euler para expresar las funciones exponenciales en términos de fun-
ciones Seno y coseno:

eIt = cos wt + j sin wt (7.16)

e W = coswt — jsinwt (7.17)
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Entonces la solucion general z (¢) se hace

x (t) = Asin \/Zt + B cos \/Et (7.18)
x (t) = C cos (\/Et + qﬁ) (7.19)

A
¢ = — arctan B (7.20)

A y B son ahora constantes arbitrarias que dependen de las condiciones iniciales x(0) y %(0),
para determinar las constantes A y B en términos de las condiciones iniciales sustituimos t = 0

z(0)= B (7.21)

i (0) = Ay — (7.22)

z (t) = & (0) \/z sin \/Zt + 2 (0) cos \/Zt (7.23)

El movimiento peridédico descrito por esta tltima ecuacién se denomina movimiento arménico
simple; si las condiciones iniciales son = (0) = g y 4 (0) = 0,entonces el desplazamiento estaria
dado por

x (t) = o cos \/zt (7.24)

El periodo y la frecuencia de un movimiento armoénico simple pueden definirse asi

T="_ (7.25)



1
= = 7.26
f=z (7.26)
La frecuencia natural es la frecuencia de vibracién libre de un sistema sin amortiguamiento,
si la frecuencia se mide en hertz (Hz) o ciclos por segundo (cps) se representa f,, y si se mide

en radianes por segundo (rad/s) se representa wy,

k
Wy =27 f, =/ — (7.27)
m
El modelo matematico que corresponde al sistema
iP+wiz=0 (7.28)

Sistema masa-resorte-amortiguador: La mayor parte de los sistemas fisicos constan de
algin tipo de amortiguamiento (viscoso, seco, magnético, etc.), el amortiguamiento no solo
retarda el movimiento sino que dado el caso, causa que se detenga.

Figura 7.3: Sistema masa - resorte - amortiguador

I P I IIIDIIY4

k E b

'

Suponiendo que la masa de la figura 7.3, se jala hacia abajo y luego se suelta; si el amor-
tiguamiento es ligero, ocurrird un movimiento vibratorio (sistema subamortiguado), si el amor-
tiguamiento es fuerte, no ocurre movimiento vibratorio (sistema sobreamortiguado) y si el
sistema se encuentra entre los dos anteriores casos es un sistema criticamente amortiguado;
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independiente de qué forma este amortiguado el sistema, la presencia del amortiguador la vi-
bracion libre disminuird con el tiempo (transitoria).

En el sistema mostrado en la figura 7.3, en el movimiento vertical estan actuando tres fuerzas

sobre la masa: la fuerza del resorte, la fuerza amortiguadora y la fuerza gravitacional, pero co-
mo ya se dijo anteriormente la fuerza gravitacional no participa en la ecuacion del movimiento.

mi = Z fuerzas = —kx — b (7.29)

mi + bi: + kx = 0 (7.30)

Esta ecuacién describe el movimiento del sistema y es también un modelo matematico del
sistema.

Sistemas mecénicos con dos o més grados de libertad:

El ntmero de grados de libertad que posee un sistema mecdnico es el niimero minimo de
coordenadas independientes requeridas para especificar las posiciones de todos sus elementos.

Numerode grados de libertad = (Numero de ecuaciones) — (Numero de restricciones)

(7.31)

Figura 7.4: Grados de libertad

(a)

(©

En la figura 7.4(a) la masa esta restringida a moverse verticalmente, solo requiere de una
coordenada x para definir la localizacién de la masa en cualquier momento, asi que el sistema
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tiene un grado de libertad. El sistema tiene una ecuacién de movimiento y cero de ecuaciones
de restriccién por lo que:

Gradosdelibertad =1 —-0=1 (7.32)

En la figura 7.4(b) las ecuaciones de movimiento son

miy + ki (21 — x2) + kox1 =0 (7.33)

kl (xl — (L'Q) = bli'g (734)

Por lo tanto el niimero de ecuaciones de movimiento es dos y no hay ecuaciones de restriccion.

Grados delibertad =2 — 0 = 2 (7.35)

El sistema de péndulo de la figura 7.4(c) las ecuaciones de movimiento son

mZ = T sin6 (7.36)
mi =mg — T cos (7.37)
La ecuacién de restriccion es
w2+ =12 (7.38)
Gradosdelibertad =2 —1 =1 (7.39)
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7.2.2 Sistemas hidraulicos

7.2.2.1 Llenado de tanques

Modelo para nivel de liquido: Segun el sistema mostrado en la figura 7.5.

Figura 7.5: Llenado de tanques

Capacitancia
C l

Resistenica
R

<«—— Pendiente =R

h Tan'R

\/

Si la variacion de la altura y la razén de flujo varian poco respecto al periodo de tiempo
considerado, puede encontrarse facilmente un modelo matemético en términos de resistencia
y capacitancia. (Flujo turbulento)

H = Altura en estado estable

h = Desviacion de altura de su valor en estado estable
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() = Caudal en estado estable
q; = Desviacion del caudal de entrada en estado estable

¢, = Desviacion del caudal de salida en estado estable

El cambio en el liquido almacenado en el tanque durante dt segundos es igual al flujo de
entrad neto al tanque durante los mismo dt segundo y por lo tanto

Cdh = (qi — qo) dt (7.40)

La resistencia del flujo a través de una valvula por definicién es

dH
R=— 741
0 (7.41)
Donde para el flujo turbulento @ esta relacionado con H por
Q=KVH (7.42)

Si la condicién de operacion varia un poco durante el periodo de operacion, entonces el valor
de la resistencia R puede considerarse constante durante el periodo de operacién entero y el
sistema puede ser linealizado usando un valor de resistencia promedio. En el sistema definimos
las desviaciones de altura en estado estable y de la razén de cambio de salida asf

dH = h (7.43)

dQ = qo (7.44)

La resistencia promedio puede escribirse como

dH h
R=—=— 7.45
dQ 4o ( )
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Sustituyendo en la ecuacién [16.17] obtenemos

dh h
RC% +h = Ry, (7.47)

7.2.2.2 Potencia Fluida

o Circuitos hidraulicos: Los circuitos hidriulicos son capaces de producir muchas combina-
ciones diferentes de movimiento y fuerza, sin embargo en esencia son lo mismo, independiente
de su aplicacion. Estos circuitos estan formados por cuatro componentes bésicos: un deposito
para el fluido hidr4ulico, una o més bombas para forzar al fluido a través del circuito, valvulas
para controlar la presion del fluido y su flujo, y un o unos actuadores para convertir la energia
hidraulica en energia mecanica para hacer el trabajo.

eUnidad de potencia hidraulica: Una unidad de potencia hidraulica incluye componentes
tales como un deposito, filtros, un motor eléctrico para impulsar una bomba y una valvula de
control de presién maxima.

El deposito, que funciona como fuente de fluido hidraulico, debe ser lo suficientemente grande
para almacenar el mayor volumen de liquido que el sistema puede necesitar, ademas debe estar
completamente cerrado con el objeto de mantener el fluido limpio. Para remover las particulas
extrafias del fluido hidraulico, se utilizan rejillas, filtros y bujias magnéticas, asegurando de
ese modo la larga vida y el funcionamiento sin dificultades del sistema hidraulico.

Utilizadas para convertir energia mecanica en energia hidraulica, las bombas hidraulicas pueden
clasificarse como bombas de desplazamiento positivo y bombas de desplazamiento no positi-
vo, la mayoria de bombas utilizadas en sistemas hidraulicos son bombas de desplazamiento
positivo. Hay cuatro tipos de bombas de desplazamiento positivo comtnmente usadas en los
sistemas hidréulicos.

1. Bombas de piston axial
2. Bombas de piston radial

3. Bombas de paletas

158



4. Bombas de engranes

e Acumuladores: Almacena fluido a presion proveniente de una bomba hidraulica, este com-
ponente se usa a menudo en circuitos hidraulicos para tener disponible el fluido a presién ante
la demanda y para suavizar las pulsaciones en el flujo.

e Actuadores: Realizan la funcién opuesta a las bombas hidraulicas en el sentido que con-
vierten la energia hidraulica en energia mecanica con el objeto de permitir el trabajo atil.

eValvulas hidraulicas de control: Es un dispositivo que utiliza movimiento mecanico para
controlar la direccién del flujo del fluido hacia el actuador.

e Ventajas de los sistemas hidraulicos:

1. El fluido hidraulico actiia como lubricante, ademaés de transportar el calor generado en
el sistema hasta un intercambiador de calor conveniente.

2. Los actuadores hidraulicos de tamano comparativamente pequeno pueden desarrollar
grandes fuerzas o pares.

3. Los actuadores hidraulicos tienen una mayor velocidad de respuesta con arranques, paros
e inversiones de velocidad.

4. Los actuadores hidraulicos pueden operarse sin danarse en condiciones continuas, inter-
mitentes, inversoras y de paro.

5. La disponibilidad de actuadores lineales y rotatorios ofrece flexibilidades en el disefio

6. Por el escaso escurrimiento en los actuadores hidraulicos, la caida de velocidad es pe-
quena cuando se aplica carga.

¢ Desventajas de los sistemas hidraulicos:

1. La potencia hidraulica no esta tan facilmente disponible comparada con la potencia
eléctrica.

2. El costo de un sistema hidraulico puede ser mayor que un sistema eléctrico semejante
que realice una funcién similar.

3. Existen riesgos de fuego y explosién a menos que se usen fluidos a prueba de incendio.
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4. Dificultad en mantener el sistema hidraulico libre de escurrimientos, por lo que el sistema
tiende a ser sucio.

5. El aceite contaminado puede causar fallas en el funcionamiento correcto de un sistema
hidraulico.

e Propiedades de los fluidos hidraulicos: Tienen un efecto importante en el funcionamien-
to de los sistemas hidraulicos, ademaés de servir como un medio para la transmisién de potencia,
el fluido hidraulico debe mantener al minimo el desgaste de las partes méviles proveyendo una
lubricacién satisfactoria. En la practica los aceites basados en el petréleo con aditivos son los
fluidos hidraulicos més comtinmente utilizados debido a que ofrecen buena lubricacién para
las partes moviles en el sistema y son casi incompresibles.

¢ Densidad: La densidad de masa p de una sustancia es su masa por unidad de volumen.

e Volumen especifico: Es el reciproco de la densidad; es el volumen ocupado por una unidad
de masa de fluido, v

e Peso especifico: Es el peso de la sustancia por unidad de volumen, y

e Densidad especifica: Es la relacion de su peso con respecto al peso de un volumen igual
de agua a la presion atmosférica y temperatura estandar

e Viscosidad: Es la propiedad més importante del fluido hidriulico, es una medida de la
friccién interna o de la resistencia del fluido. Una viscosidad baja significa un incremento
en las perdidas por fugas y una alta viscosidad implica una operaciéon lenta. En los sis-
temas hidraulicos, las viscosidades disponibles estdn limitadas por las caracteristicas de
operaciéon de la bomba, motor y valvulas, tanto como por las temperaturas del ambiente
v de operacion, debido a que la viscosidad de un liquido decrece con la temperatura.

e Numero de Reynolds: Las fuerzas que afectan el flujo de un fluido son debidas a la
gravedad, la flotacion, la inercia del fluido, la viscosidad, la tensién superficial y factores se-
mejantes, en muchas situaciones de flujo, las fuerzas resultantes de la inercia del fluido y la
viscosidad son las més significativas. La relacion adimensional de la fuerza de inercia con re-
specto a la fuerza viscosa se llama ndmero de Reynolds, por lo que un ntimero de Reynolds
grande indica el predominio de la fuerza de inercia y un niimero pequeno el predominio de la
viscosidad.

_peD  4pQ

R
7 D

(7.48)
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Flujo Laminar: Un flujo dominado por la fuerza de viscosidad se llama flujo laminar, esta
caracterizado por un movimiento del flujo suave, segin lineas paralelas, como se puede observar
en la figura 7.6; expresado con el numero de Reynolds R <2000.

Figura 7.6: Fujo laminar

!
J

!

Flujo Turbulento: Cuando dominan las fuerzas de inercia se tiene un flujo turbulento y esta
caracterizado por un movimiento del flujo irregular y con remolinos, como se puede observar
en la figura 7.7. Para un nimero de Reynolds R >4000.

Figura 7.7: Fujo turbulento

e Ecuaciones de continuidad: Se obtienen aplicando el principio de conservacion de la masa
del flujo, este principio establece que la masa dentro de un sistema permanece constante con
el tiempo.

pl‘/lAl = p2V2A2 (749)
Q1 =V14; (7.50)
Q2 = VoA, (7.51)

Para flujo estable incompresible
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p1 = p2 (7.52)

Q1= Q2 (7.53)

Por lo tanto

ViA; = VoA, (7.54)

Esto significa que la razén de cambio del flujo de un liquido en un tubo es constante en
cualquier seccién transversal.

e Ecuaciéon de movimiento de Euler:

Figura 7.8: Modelo de euler

p + (dp/ds)ds

‘\nymen de control

pgdAds

Considerando el tubo de corriente infinitesimal de longitud ds de la figura 7.8. Y
considerando el volumen de control compuesto por la pared del tubo de corriente entre las
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secciones 1 y 2 més las areas de las secciones 1 y 2 que son normales al tubo de corriente.
Para simplificar el anélisis, se asumird que la viscosidad es cero.

La masa del fluido en el volumen de control es pdAds y la aceleraciéon de esta masa es %. La

fuerza de presion que actua sobre la seccion 1 en la direcciéon positiva de s es pdA y la que
actta en la seccién 2 en la direccién negativa de s es (p + (%) ds> dA. La fuerza de

gravedad es pgdA. Aplicando la segunda ley de Newton.

d
m® — paa— (p+ 2Pas) dA — pgdAds cos o (7.55)
dt 0s
Donde m = pdAds
dv Op
pdAdsE = —adsdA — pgdAds cos 6 (7.56)
dv 190p

Para la velocidad v = v (s, t)

dv  Ovds Ov ov  Ov

o = osdt T ot Vos o (7:58)
Al combinar las ecuaciones [16.205{16.26
ov  Ov 190p
v%—l-a——;%—gcosﬁ (7.59)

Observando que cosf = %, donde 7 es el desplazamiento vertical, la ecuacién [16.30[se puede
escribir.

ov Ov 10p 0z
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La cual es la ecuacién de movimiento de Euler; en flujo estable % = 0 y la ecuacion [16.29se
simplifica a

ov 109p 0z
et = — .61
vas—i—pas—i-gas 0 (7.61)

Como v, p y z son funcio de s la ecuacion [16.37] puede reescribirse como

dv 1dp dz
—+ —— — =0 7.62
Uds+pds+gds ( )

d
vdv + ?p +gdz=0 (7.63)

La cual es la ecuacion de movimiento de Euler para flujo estable.

e Ecuaciéon de Bernoulli: Para flujo estable, sin friccién e incompresible la ecuacién de
movimiento de Euler para flujo estable se puede integrar.

2

v + P + gz = constante (7.64)
2 p
v2  p
— + = 4+ z = constante (7.65)
29 v

v = pg (7.66)

Al igual que en los sistemas mecanicos y eléctricos, hay tres tipos de elementos basicos en los
sistemas hidraulicos: elementos resistivos, elementos capacitivos y elementos de inertancia.

Resistencia: Se define como el cambio en potencial requerido para producir un cambio unitario
en la corriente, razén de flujo o velocidad. En flujo de tuberias, orificios o cualquier otro dis-
positivo resistor de flujo, el cambio en potencial corresponde ya sea a la presién o a la altura
y la razéon de flujo puede ser la razén de caudal.
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Cambio en potencial

.5t a = .
Resistencia Cambio en corriente razonde flujoovelocidad (7.67)
. . N/
Resistencia = C’ame? enpoten'czal = /2 (7.68)
Cambio en presion m* /g
bi It
Resistencia = Cambioen altura ik (7.69)

Cambioen caudal m?/g
Capacitancia: Se define como el cambio en la cantidad de material o distancia requerida para

producir un cambio unitario en potencial. En un sistema de tanque lleno de liquido, la canti-
dad de material puede ser el volumen del liquido, y el potencial puede ser la presién o la altura.

Cambio en cantidad de sustancia o material

Capacitancia = 7.70
b Cambio en potencial ( )
Cambi l 3
Capacitancia = am Z? envo umen -n (7.71)
Cambioenpresion  N/m?

Cambi [ 3
Capacitancia = am ZO, cnvotumen _ m- (7.72)
Cambio en altura m

Inertancia: Se define como el cambio en potencial necesario para producir una razén de cambio
unitaria en la razén de flujo, la velocidad o la corriente.

Cambi tencial
Inertancia = ATONO e porencia (7.73)
Cambio en caudal por segundo

bi , T
Inertancia = Qam 1O Cnpresion = /;n (7.74)

Cambio en caudal por segundo ~ ™°/s

Cambi It

Inertancia = AmBo en artura m (7.75)

Cambio en caudal por segundo - m?/g
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7.2.3 Sistemas electricos

e El woltaje en los sistemas eléctricos es analogo a la presion en los sistemas hidraulicos o
neumaéticos, esta es la fuerza electromotriz requerida para producir un flujo de corriente en un
alambre. La unidad es el volt (v).

e La carga eléctrica es la integral de la corriente con respecto al tiempo, la unidad de carga
en el coulomb (C), el cual es la cantidad de carga transferida en un segundo por una corriente
de una ampere.

e La corriente hace referencia a la razéon de cambio del flujo de carga, la unidad es el ampere.

e La resistividad se define como el cambio en voltaje requerido para producir un cambio
unitario en la corriente, la unidad es el Ohm (Q2)

e La capacitancia es una medida de la cantidad de carga que puede almacenarse para un
voltaje dado entre las placas, la unidad es el farad (F).

e La inductancia es la relacién entre el voltaje inducido y la razén de cambio de la corri-
ente, la unidad es el henry (H)

e Por fuente de corriente se entiende una fuente de energia que produce un valor especifico
de corriente, usualmente como funcién del tiempo, esta es capaz de suministrar una corriente

especifica independiente del voltaje a través de la fuente.

e La fuente de wvoltaje es una fuente de energia que suministra un valor especifico de voltaje
en funcién del tiempo, en forma completamente independiente de la corriente

Figura 7.9: Representacion de las fuentes de poder

Fuente de corriente Fuente de voltaje
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e Elementos basicos de los circuitos eléctricos: Se encuentran tres tipos de sistemas
bésicos en los circuitos eléctricos: elementos resistivos, elementos capacitivos y elementos in-
ductivos.

Elementos resistivos: Los resistores no almacenan energia eléctrica en forma alguna pero en
su lugar la disipan en forma de calor.

Figura 7.10: Representacién de una resistencia

— MAMA—

Cambio enwvoltaje

Resistencia (R) (7.76)

Cambio en corriente

Elementos capacitivos: Dos elementos conductores separados por un medio no conductor
(aislante o dieléctrico) forman un capacitor.

Figure 7.11: Representacién de una capacitancia

Cambio en cantidad de carga electrica

Capacitancia (C) = (7.77)

Cambio envoltaje
Elementos Inductivos: Alrededor de una carga en movimiento o corriente hay una regiéon de

influencia que se llama campo magnético, si el circuito se encuentra en un campo magnético
variante con respecto al tiempo, se induce una fuerza electromotriz en el circuito.

Figura 7.12: Representacion de un inductor

—O000—
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Inductancia (L) Cambio envoltaje inducido

(7.78)

Cambio en corriente por segundo

e Ley de Ohm: Establece que la corriente en un circuito es proporcional a la fuerza elec-

tromotriz total (fem) que acttia sobre el circuito e inversamente proporcional a la resistencia
total del circuito.

(7.79)

==

e Circuitos en serie: La resistencia combinada de resistores conectados en serie es la suma
de las resistencias por separado.

Figura 7.13: Circuito en serie

v—‘—\/v\/\N\/— —W\/\N\T
IV‘ - "
v =01 + U3 + U3 (7.80)
vy = iRy (7.81)
vy = iRy (7.82)
v3 = iRs (7.83)
%:&+m+&:m (7.84)

e Circuito en paralelo
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Figura 7.14: Circuito en paralelo

Ri

=g (7.85)
@:é (7.86)
%:é (7.87)

i =iy + iy + i3 (7.88)
i= oot = (7.89)

Por lo que la resistencia equivalente es

1 1 1 1

_ L1 7.00
"R R R (7.90)

1 B R1RyR3
R% + I% + R% RiRy + RoR3 + R3 Ry

R, = (7.91)

e Circuito combinado en serie y paralelo.
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Figura 7.15: Circuito combinado

R R2

El circuito mostrado en la figura 7.15 se puede considerar como un circuito en paralelo que
consta de las resistencias (R; + Rg) + (R3 + R4), por lo tanto la resistencia total es

1 1 1
== + 7.92
Ry Ri+Rs R34+ Ry ( )

Ri+Ro)+ (R3+ R
th( 1+ Ro) + (B3 + Ry) (7.93)

Ry +Ry+ R3+ Ry

o Leyes de Kirchhoff: En la solucién de problemas de circuitos que involucran muchas
fuerzas electromotrices, resistencias, capacitancias, inductancias y demaés, es necesario el uso
de las leyes de Kirchhoff, hay dos leyes: la ley de corrientes (ley de nodos) y la ley de voltajes
(ley de mallas).

e Ley de nodos: Un nodo en un circuito eléctrico es un punto donde tres o mas conductores
se unen entre si. La ley de corrientes de Kirchhoff establece que la suma algebraica de
todas las corrientes que entran al nodo o salen de él, es cero. Al aplicar la ley deben con-
siderarse las siguientes reglas, las corrientes que van hacia el nodo deben estar precedidas
por un signo mas y las corrientes que van hacia afuera del nodo deben estar precedidas
por un signo menos.
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Figura 7.16: Nodo

11 +io+13—1t4—15=0 (7.94)

¢ Ley de mallas: Establece que en cualquier instante dado del tiempo la suma algebraica
de los voltajes alrededor de una malla cualquiera en circuito eléctrico es cero. Al aplicar
la ley deben considerarse las siguientes reglas, una elevaciéon en el voltaje debe estar
precedida de un signo més y una caida de voltaje debe estar precedida por un signo
menos.

Figura 7.17: Malla

R
.
E—iR—ir=0 (7.95)
E
— 7.96
"T“Rer (7.96)

Circuitos con dos o mas mallas.
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En el punto A

Malla 1

Malla 2

Sustituyendo y despejando las ecuaciones y en la ecuacion [16.89

Figura 7.18: Circuito

+ +
Er- 2
R3
Ri R2
i1+i2+i3=0

FEi—FEy+i3Ry —11R1 =0

Ey — i2R3 — igRQ =0

(7.97)

(7.98)

(7.99)

e Sistemas analogos (equivalencias mecanicas): Los sistemas pueden representarse me-
diante el mismo modelo matematico, pero que son diferentes fisicamente se llaman sistemas
analogo. Los sistemas analogos se describen mediante las mismas ecuaciones diferenciales o
integro diferenciales o conjuntos de ecuaciones.

Los sistemas mecanicos pueden estudiarse mediante el uso de sus analogos electricos, los cuales
se construyen mas facilmente que los modelos del sistema mecanico corresponidente; hay dos

tipos de analogisas electricas: las analogia fuerza-voltaje y la analogia fuerza-corriente.

Anlaogias fuerza - wvoltajes: Para el sistema mecanico de la figura 7.19 se observa que su

equivalencia electrica es un circuito en serie y la ecuacion del sistemas es:
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Figura 7.19: Analogia fuerza - voltaje

IV I IIDIIYA
k L R
p
m

SIS

@ (b)

Lr  d
mo bdit” + ko = (7.100)

Por lo tanto por ser sistemas analogos la ecuacion para el sistema electrico:

L +R +C/zdt—v (7.101)

En terminos de carga electrica q:

d%q d 1
A

_ 102
a e Tl (7.102)

Comparando las ecuaciones diferenciales de los dos sistemas se puede concluir que son identi-
cas, los termino que ocupan las posiciones correspondientes en las ecuaciones diferenciales se
llaman cantidades analogas (ver tabla).
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Cuadro 7.1: Analogia fuerza - voltaje

Sistemas Mecanicos Sistemas Electricos
Fuerza p (par 1) Voltaje V
Masa m (momento de inercia j) | Inductancia L
Coeficiente de friccion b Resistencia R
Coeficiente de resorte k Reciproco de la capacitancia
Desplazamiento x Carga g
Velocidad & Corriente 14

Analogias fuerza - corriente: Para el sistema mecanico de la figura 7.20 se observa que su
equivalencia electrica es un circuito en paralelo y la ecuacion del sistemas es:

Figura 7.20: Analogia fuerza - corriente

Ll L L L2 L
k
§ p
m :) L R —C
b lX
S
(a) (b)
d?x dzx
— 4+ b— t+ kx = 7.103
m 72 + 7 +kx=p ( )
Aplicando las leyes de Kirchhoft:
i, +ip +1ic =T (7.104)
. 1
i = L/vdt (7.105)
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. v
in= g (7.106)

ic = C— 7.107
ic= 0% (7.107)
Por lo tanto
. 1 v dv
ir=1 /vdt +o 40 (7.108)

El flujo magnetico 1 esta relacionado con el voltaje mediante la ecuacion

dyp
. d2 1dy 1
i =Ce Y Rar TV (7.110)

Las cantidades analogas se pueden observar en la siguiente tabla:

Cuadro 7.3: Analogia fuerza - corriente

Sistemas Mecanicos Sistemas Electricos
Fuerza p (par T) Corriente 14
Masa m (momento de inercia j) | Capacitancia C
Coeficiente de friccion b Reciproco de la resistencia %
Coeficiente de resorte k Reciproco de la capacitancia %
Desplazamiento x Fujo Magnetico
Velocidad & Voltaje V

. By (Ry+ R3) — E3R3

— 7.111
. Ri1R> + RoR3 + R3 ( )

E, (R1 + Rg) — F1R3

_ 7.112
=R/ Ry + RyRs + RsR, (7.112)
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. o E1Ry — Eo Ry
= = 7.113
R R1Ry + RoR3 + R3 %y ( )

7.2.4 Sistemas termicos

Los sistemas térmicos son aquellos que involucran la transferencia de calor de una sustancia a
otra. Estos sistemas se analizan en términos de resistencia y capacitancia; para simplificar el
analisis, se supondré que un sistema térmico se representa mediante un modelo de parametros
concentrados, que las sustancias que se caracterizan mediante una resistencia al flujo de calor
tienen una capacitancia insignificante y que las sustancias que se caracterizan por una capac-
itancia térmica tienen una resistencia insignificante al flujo de calor.

El calor fluye de una sustancia a otra de tres formas diferentes: por conduccién, por con-
veccion y por radiacion. Solo se considerar la conduccion y la conveccion, la transferencia de
calor por radiacién solo se aprecia si la temperatura del emisor es muy alta en comparaciéon
con la del receptor, al igual la mayor parte de los procesos térmicos en los sistemas de control
de procesos no involucran transferencia de calor por radiacion.

Table 7.5: Unidades

Simbolo | Cantidad Unidades

q Flujo calorico Keal/s

h Coeficiente de conveccion Keal/m2sec

k Conductividad termica Keal/mseC
m Masa Kg
A Area de intercambio de calor | m?

c Calor especifico Keal /KgoC
Cr Capacitancia termica Keal/oc
Ry Resistencia termica C/(Keal/s)

Temperatura oC

e Energia Calorica Joule

AX Espesor del conductor m

La condicién de equilibrio para sistemas térmicos establece que el calor administrado a un
sistema es igual al calor almacenado mal el calor liberado
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Energia | [ Razondeenergia . FEnergia (7.114)
deentrada | almacenada de sakuda '

Para la transferencia de calor por conduccién o convecciéon

q=KAT (7.115)
El coeficiente K se obtiene mediante
e Por conduccion
kA
K=— 7.116
X ( )
e Por conveccion
K =~hA (7.117)

Resistencia térmica: La resistencia térmica R para la transferencia de calor entre dos sustan-
cias se define:

Cambioenladiferencia de temperatura

Ry = 7.118
T Cambioenel flujode calor ( )
d(AT) 1
= = — a1
Ry i K (7.119)

Los coeficientes de conductividad y conveccién térmica con casi constantes, se pueden consid-
erar constantes.
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Cp — Cambio en el calor almacenado (7.120)

Cambioenlatemperatura

Cr =mc (7.121)

Por lo que la condicién inicial expresada en términos de flujo de calor y temperatura se puede
escribir

T, — 1Ty
Ry

q=hA(T» —T1) = (7.122)

Por otro lado, la velocidad del cambio en la temperatura se relaciona con la razén de trans-
ferencia calérica dentro del cuerpo por medio de la ecuacién

dr drl

Modelo de un sitema termico:

Figura 7.21: Sistema termico

v~ A~~~/ Liquido caliente

——

Calefactor ?
A 2

Liquido frio 2 “ Mezclador
e

s
///////////

\

Definiendo

0;— Temperatura en estado estable del liquido que entra

0,= Temperatura en estado estable del liquido que sale
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G = Velocidad de flujo del liquido en estado estable
M = Masa del liquido en el tanque

¢ = Calor especifico del liquido

R = Resistencia termica

C = Capacitancia termica

H — Entrada de flujo de calor en estado estable

Suponiendo que la temperatura del liquido que entra se mantiene constante y que el flujo de
calor de entrada al sistema, cambia repentinamente de H a H + h; en donde h; representa
una fluctuacién en el flujo de calor de entrada, el flujo de calor de salida cambiara en forma
gradual de H a H + h,, . La temperatura del liquido que sale también cambiara de 6, a 6, + 6.

ho = Gcf) (7.124)
C = Mc (7.125)
6 1
_¢_ 1 12
R T Ge (7.126)

La ecuacion diferencial para este sistema es

do
& hi—h, 12

o= (7.127)

RC% +0 = Rh (7.128)

7.3 LINEALIZACION

Es importante el proceso de linealizar sistemas no lineales, porque médiate la linealizacion de
ecuaciones no lineales, es posible aplicar numerosos métodos de anélisis lineal que producirdn
informacién acerca del comportamiento de sistemas no lineales. El proceso de linealizacion se
basa en la expansion de la funcién no lineal en series de Taylor. Debido a que despreciamos los
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términos de mas alto orden de la expansién en series de Taylor, estos términos despreciados
deben ser lo suficientemente pequetios y asi las variables se desvien ligeramente de la condicién
de operacién.

Linealizacion de z = f(x) alrededor de un punto (7, Zz): Considerando un sistema no lin-
eal cuya entrada es = y cuya salida es z, entonces la relacién entre z y x puede escribirse

z=f(x) (7.129)

Si la condicion de operacion normal corresponde al punto (Z,Z) entonces la anterior ecuacion
puede expandirse en series de Taylor alrededor de este punto como:

1 d%f

gw(:ﬁ—ff%—... (7.130)

c= @ =@+ T w7+

Donde las derivadas estan evaluadas en el punto de operacién z = y z = Z. Si la variacién
(x — T) es pequena, se puede despreciar los términos de més alto orden e (x — T), obsérvese
que zZ = f (T) por lo que la serie se puede escribir

Z—z=ua(r—7T) (7.131)

Donde

df
= —/ |lx=%. 2=2 7132
a= "oz, (7.132)
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Figura 7.22: Representacién grafica de la serie de Taylor

A

Modelo linealizado

L ——————— -
Punto de equilibrio

Modelo no lineal

Xo

Linealizacion de z = f (z,y) alrededor de un punto (7,7, Z): Considerando un sistema no lineal
cuya salida z es una funcién de las entradas = y y de modo que

z=f(x,y) (7.133)

Para obtener el modelo matematico lineal para este sistema no lineal alrededor del punto de
operacion (T, 7, Z), se expande la anterior ecuacion en una serie de Taylor alrededor de dicho
punto

e K o, df 1S e, f = L Pf _\2
L e R e e O e R IR R = AU
(7.134)
Donde las derivadas parciales se evalian en el punto de operaciéon x =Ty =7 y z = z. Cerca
de ese punto, los términos de mal altor orden pueden despreciarse
Z—z=a(r—7)+b(y—7) (7.135)

Donde
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df

a = % ”:c:E7 Y=y, z2=2 (7136)
df
b= ay | 2=z, y=7, == (7.137)
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Capitulo 8

VECTORES Y EL VECTOR LINEAL
ESPACIAL

8.1 VECTOR ESPACIAL LINEAL PLANAR Y TRIDIMEN-
SIONAL DE ESTADO

Muchas cantidades fisicas tales como fuerzas, velocidades, etc. son representadas por vectores,
estos poseen una magnitud y una direccién, se representan por medio de flechas o segmentos de
linea, la longitud indica la magnitud de la cantidad fisica y la orientacién indica la direccién.
Un vector de n-componentes se define como un conjunto ordenado de n niimeros escritos de
la siguiente manera:

(x1, 22,23, ... %n) (8.1)

Un vector columna de n-componentes es un conjunto ordenado de n ntmeros escritos de la
siguiente manera:

1
€2
w3 (8.2)

Tn
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x1 se denomina a la primera componente del vector, xo es la segunda componente y asi sucesi-
vamente, generalizando x; se denomina a la k-ésima componente del vector, cualquier vector
cuyos elementos sean todos cero se denomina un vector cero.

Definicion:

se una el simbolo R"™ para denotar al conjunto de todos los n-vectores

donde cada a; es un nimero real

Se usa R? para indicar vectores en el plano y R? para indicar vectores en el espacio, en
términos reales los vectores son tipos especiales de matrices.

8.1.1 Suma, resta y multiplicacién por un escalar de vectores

La suma entre vectores solo puede realizarse cuando los vectores tienen la misma dimensién,
se efectiia por medio de la regla del paralelogramo, para sumar dos vectores, uno de ellos se
traslada hasta la punta del otro y el vector suma resultante va del inicio del primero hasta la
punta del segundo. Expresado en términos de componentes es obtenido sumando estas de la
siguiente forma:

T Y1 1+
T2 Y2 T + Y2
+ = ) (8.4)
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De igunal forma se hace para la resta de vectores.

Producto por escalares: el producto de un escalar C siendo este un nimero real, por un vector
Z da como resultado un vector. El producto se realiza de la siguiente forma:

I Cl'l
T Cx

cl 7= ? (8.5)
Tn Cxp,

Esta operacion puede hacerlo mas grande, mas pequeno inclusive cambiarlo de sentido depen-
diendo del escalar y su signo, puede afectar su magnitud y sentido.

8.1.2 Propiedades de la suma de vectores

1. Ley asociativa de la suma de vectores
(X+§) Hiiys gy g (§>+3)

2. Ley conmutativa de la suma de vectores:
A+B=B+4

3. Vector cero:

A+ 0T=0+4

4. Inversos aditivos:

At (-4) = (-4)+4 =0
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5. Propiedad distributiva del producto sobre la suma:
oz(X—i—B) :aZ+a§
6. Propiedad distributiva de la suma se escalares sobre el producto:

(aer)Z:aZerX
7. Propiedad asociativa del producto:
(ab) A=a (bZ) =b (aZ)

8. Propiedades generales:

1222}702:6)

8.1.3 Producto de vectores

Producto interno, producto punto o producto escalar: se puede definir en un espacio vectorial
en general, y es una magnitud escalar que nos informa de la tendencia de los vectores a
apuntar hacia un mismo sentido, sean los vectores v = (a1,a2,a3) y 7 = (b1, bz, b3) su
producto escalar se denota por e U3 y se define como:

U_>1 ° @ = a1b1 + agbs + asbs (86)
En general:
Ul e U5 = aib; (8.7)



Propiedades:
1. Conmutativa

(AeB)=(BeA)

2. Distributiva de la suma vectorial
Ae(B+C)=(4eB)+(4:7)
3. Cancelativa

Ae0=0

4. Desigualdad de Swartz

(A« B) <415

Producto externo, producto cruz o producto vectorial: se puede definir en un espacio vectorial
en general, es una magnitud vectorial relacionada con la generaciéon de un vector ortogonal al
plano formado por los vectores que intervienen en la operacién, Sean A y B dos vectores del
espacio R? el producto externo, producto cruz o producto vectorial denotado por A x B . es
un vector que tiene como moédulo o norma:

A x B| = |4||B|sind (8.8)
Su direccién es perpendicular al plano formado por los vectores Z y ﬁ y su sentido sigue

la regla de la mano derecha o también el producto cruz se obtiene mediante la notacién de
determinantes:

1 j k . . R
AxTB = a; az az | = (agbz —asbz)i — (asby —a1bs) j + (arbs — agxb1) k (8.9)
b1 by b3
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Propiedades:

L No os conmutativa
(4 B) (B 4)

9. Asociativa, siempre y cuando no se cambie el orden
(3 B) « 0 =4« (Fx70)

3. Distributiva

A (Be0)=(AxB)+ (A7)

4. Cancelativa

Ax0=0

8.1.4 Espacio Vectorial Real

Un espacio vectorial real V es un conjunto de objetos, denominados vectores, junto con dos op-
eraciones binarias llamadas suma y multiplicacién por un escalar y que satisfacen las siguientes
condiciones:

1. Cerrado bajo la suma: Si X ¢ Vy y € V, entonces x+y ¢ V

Ley asociativa de la suma: para todo X,y y z € V, (x+y) +z= x+(y+2z)

El cero se llama vector cero o idéntico aditivo

-x se llama inverso aditivo de x: si x € V, existe un vector -x € V tal que x+(-x)=0
Ley conmutativa de la suma de vectores: si x y y estan en V, entonces x+y=y+x
Cerrado bajo la multiplicacién de un escalar: si « es un escalar entonces ax ¢ V

Ley distributiva: Si x y y € V y a es un escalar, entonces a(x+y)=ax+ay

@ N e e W N

Ley asociativa de la multiplicacién por escalares: Six € V y a v 3 son escalares entonces

a(fx)=(ap)x
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8.2 DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL

Dos vectores en un espacio vectorial son linealmente dependientes si y solo si uno de ellos es un
multiplo escalar del otro. Sean vi,vo,v3--+ v, n vectores en un espacio vectorial V, entonces
se dice que los vectores son linealmente dependientes si existe n escalares cq, co, c3---c, NO
todos cero tales que:

c1vi+cavo+ -+ vy, =0 (8.10)

Si los vectores no son linealmente dependientes se dice que son linealmente independientes
veamolo con el siguiente ejemplo

Ejemplo:
4 2 12
Los vectores | 8 | ,| 4 |, | 24 |, son linealmente dependientes
3 3 9
2

Es claro que son linealmente dependientes por que existe una relacién entre los tres vectores,
se pueden expresar uno como combinaciéon lineal de los otros.

Figure 8.1: Dependencia lineal

b

Dos Vectores en R? linealmente dependientes
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Figure 8.2: Independencia lineal

Dos Vectores en R? linealmente independientes, estos no se encuentran sobre una misma recta

Propiedades

1. Si entre los vectores Vi, Vo --- V,, figura el vector cero, son linealmente independientes
2. Un solo vector, si es distinto de cero, es linealmente dependiente

3. Dos vectores de R? son linealmente dependientes si y solo si tienen las respectivas com-
ponentes proporcionales

Significado geométrico de la dependencia lineal

Suponga que A, B y C son tres vectores linealmente dependientes en R3, se pueden tratar los
vectores como si tuvieran un punto terminal en el origen, entonces existen constantes ci, ca,
cg3, diferentes de cero no todas, tales que:

A+ cB+cC=0 (8.11)

Suponga que cz# 0 ( un resultado similar se cumple si c1#0 o0 c3#0). Entonces se pueden
dividir ambos lados de la ecuacién anterior entre cz y reordenando tenemos:
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C=-2A-2B=-0A+5B (8.12)
c3

C3

Donde o = _Til y B = E—j y demostramos que A, B y C son coplanares:
C.(AxB)=(aAxpB)=(AxB)=a[A. (AxB)]5B.(AxB)]=a.0+3.0 (8.13)

Porque A y B son ortogonales a AxB. Sea D = AxB. Si D = 0 entonces A y B son
paralelos y colineales. Asi A, B y C estan en cualquier plano que contiene tanto a A como a
B y por consiguiente son coplanares. Si D#£0, entonces A y B estén en el plano que consiste
en aquellos vectores que pasan por el origen que son ortogonales a D. Pero C esta en el mismo
plano porque C.D = C.(AxB) = 0, asi vemos que A, B y C son coplanares.

8.2.1 Base y dimensién de un espacio vectorial

Sea V un espacio vectorial. Un conjunto de vectores {uj, ug, --u,} es una base de V si se
cumplen las siguientes condiciones:

1. Los vectores son linealmente independientes.

2. Todo vector de V puede expresarse como combinacién lineal de uy, us, ---u,.
Ejemplo:

En el espacio vectorial R? los vectores (1, 2) y (0, 3) constituyen una base ya que se verifican
las dos condiciones senaladas:

- Son linealmente independientes.

- Cualquier vector (x, y) de R? puede expresarse como combinacién lineal de ellos; en efecto
(x,y) = a1, 2) + B(0, 3) y resolviendo se obtiene
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Existen los niimeros buscados (escalares) y por tanto,

(2,y) = 2 (1,2) + ¥ (0,3)

Estos escalares reciben el nombre de coordenadas del vector (x, y) respecto de la base {(1, 2),
(0, 3)} Un espacio vectorial puede tener muchas bases distintas pero todas tienen el mismo
numero de vectores.

8.2.2 Teorema de la base

Todas las bases de un espacio vectorial tienen el mismo ntimero de vectores. La dimensién de
un espacio vectorial es el nimero de vectores que forman la base. La dimensién del espacio
vectorial R? es dos. En el espacio vectorial R? los vectores (2, 1, 3), (0, 4, 1) y (0, 0, 6)
constituyen una base como puede comprobarse. La dimension de R? es tres.

8.2.3 Bases canodnicas

En R? los vectores e;= (1, 0) y e3 = (0, 1) forman una base que recibe el nombre de base
canénica de R?. En R? la base canonica la forman los vectores e; = (1,0, 0), e = (0, 1, 0) y
e3 — (0, 0, 1). En general, la base canoénica de R™ la forman los vectores:

e = (170707”' 70)

€2 = (071707"' 70)

63:(0,0,1,"' 70)

en:(ov()vo?'” 7]-)

Debe advertirse la diferencia entre sistema de generadores y una base. Dos vectores linealmente
independientes de R? forman una base del espacio vectorial R%. Tres vectores linealmente de-
pendientes de R? forman una base del espacio vectorial R3. En general, n vectores linealmente
dependientes constituyen una base de R"™.
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8.3 OPERACIONES ESPECIALES Y DEFINICION DE VEC-
TOR ESPACIAL

8.3.1 Producto punto

Sean A = (aj, ag, -+,a,) v B = (by, ba,--- ,b,) dos vectores de R", el producto punto de A
y B se denota por AeB y se define como

AeB =a1by +asby+ -+ a,by, (814:)

El producto punto asigna un ntmero real a cada par de vectores

Propiedades: sean A, B y C vectores en R" y sea o un escalar, tenemos:

1. AeB = BeA

2. (A + B)eC = AeC + BeC

3. aAeB = a(AeB)= AeaB

4. AeA > 0y AeA=( si y solosi A=0

8.3.2 Norma de un vector en R"

Sea A= (a1, ap) un vector en R%. Se sabe que la longitud de este vector es 1/ (a1)* + (a2)?

podemos generalizar esta definicion para vectores en R™. La norma de un vector B = (by,
ba,---.,by) en R" se denota por ||B|| y se define como:

Bl =/ 00)2 + (02)? 4+ + (b2) (8.15)

La norma de un vector también se puede expresar en términos del producto punto:
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IB|= VBeB (8.16)

Un vector unitario es un vector cuya norma es igual a uno. Si B es un vector distinto de cero
entonces el vector

A=—B (8.17)

Es un vector unitario en la direccién de B, el procedimiento para construir un vector unitario
en la misma direccién del vector dado recibe el nombre de normalizaciéon del vector

Propiedades

1. La longitud del vector no puede ser negativa |(|A| ) |> 0
2. |(|A] )|>0siysolosi A =0

3. |(|aA| )| = |«|]|A|| siendo a una constante

8.3.3 Angulo entre vectores

Sean A y B dos vectores distintos de cero en R™. El coseno del angulo 6 entre estos vectores
es:

AeB

cos® = ——
|A|e|B]

(8.18)
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Figure 8.3: Angulo entre vectores

i

¥

8.3.4 Espacio vectorial real

Es un conjunto V no vacio, cuyos elementos reciben el nombre de vectores dotado de dos
operaciones:

1. Una interna llamada suma que cumple las siguientes propiedades:
I. Asociativa: (A+B) + C = A+(B +C)
II. Conmutativa: A+B = B+A
II1. Elemento neutro: Hay un elemento 0 en V tal que A4+0=A

IV. Elemento opuesto: Cada elemento A tiene su elemento opuesto —A tal que A+(-A) =0

2. Una operacion externa llamada producto de ntimeros reales por vectores que aso-
cia a cada ntmero real o y a cada vector A el vector aA y que verifica las siguientes
propiedades:

I. Distributiva respecto a la suma de escalares: (a+f8).A = aA+SA
IT. Distributiva respecto a la suma de vectores: a.(A+B) = aA+aB
ITI. Asociativa para escalares: a.(BA)= (af)A

IV. Elemento neutro: 1.A = A

8.3.5 El proceso Gram-Schmidt

El proceso Gram-Schmidt es un algoritmo sencillo para producir una base ortogonal u ortonor-
mal para cualquier subespacio diferente de cero de R” Dada una base {x1, x2,--- X,} para un
subespacio W de R" se define:
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U1 =71

T2
V2 = T2 v?.vi Vi

_ 3.V1 x3.V2
U3 =3 — v1.01 Vl T va.v2 V2

_ _ Tp.y _ Tp.vg _ _ TpUp—1
UP - mp v1.U1 Vl V2.V2 V2 T Vp—1.Vp Vp_l
Entonces { vi, va,..., vp} es una base ortogonal para W

A los niimeros reales se les llama escalares

8.4 LOS EIGENVALUES Y LOS EIGENVECTORS

Si A es una matriz nxn Av no se relaciona por lo general con el vector nv. un caso muy
interesante se da cuando Av resulta ser proporcional (paralelo) a v. Asi geométricamente, v
v Av estan en la misma recta que pasa por el origen. En este caso se dice V es un eigenvector

o vector propio de A, y que la constante de proporcionalidad es un eigenvector o valor propio
de A

Definicion: Sea A una matriz nxn. Un vector v distinto de cero es un eigenvector de A si
para cierto escalar A tenemos:

Av =)\v (8.19)

El escalar A (que puede ser cero) se llama eigenvalor de A correspondiente a (o asociado con)
el eigenvector v. Los eigenvectores también se le conocen como valores caracteristicos o valores
propios (eigen en aleman quiere decir propio) o también raices latentes.

10 —18 2 10 —-18 2 2 )
Sea A = [ 6 —11 ]Entonces A[ 1 } = { 6 _11} [1 } = { 1 }A& A= 1 es un valor

caracterfstico de A con el correspondiente vector caracteristico vi = de manera similar,

2
1
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3 10 —18 3 —6 3
A[Q} = { 6 _11}[2] —[_4] = — [Q}demodoque)\g—2esunvalorcar—

acteristico vg =

A.

como se verd enseguida, estos son los unicos valores caracteristicos de

2

Sea A una matriz de nxn. Entonces A es un eigenvalor (valor caracteristico) de A si y solo si

Py = det (A = AI) =0 (8.20)

Esta ecuacion se denomina ecuacion caracteristica de A; p(y) se denomina el polinomio carac-
teristico de A, p(y) es un polinomio de grado n en A, toda matriz de nxn tiene exactamente n
valores caracteristicos.

Sea A una matriz de nxn y sea A1, Aa,- -+, Ay, valores caracteristicos distintos de A es decir \;
# A;j ,sii# j con vectores caracteristicos correspondientes vi, va, ..., V. Entonces vy, va,

.,V son linealmente independientes es decir los vectores caracteristicos correspondientes a
valores caracteristicos distintos son linealmente independientes.

8.4.1 Procedimiento para el calculo de los eigenvalores y los eigenvectores:

1. Se encuentra p(y)= det(A-Al)
2. Se encuentran las rafces A1, A, ..., Ay, de p(y) = 0

3. Seresuelve el sistema homogéneo (A-AI)v = 0 correspondiente a cada valor caracteristico
Ai

Ejemplo:

Calculo de valores y vectores caracteristicos

4 2 4—-A 2
3 3 3 3-2A
(A—1)(A—6) Entonces los valores caracteristicos son \; = 1y A2 = 6 se resuelve (A—I)v =0

Sea A = [ } Entonces el det |A — \I| = [ } = (4=N)(3=)) = \2=TA+6 =

197



3 2 0 . .. .
esto es { 3 9 } { il ] = [ 0 ] es claro que cualquier caracteristico correspondiente a Ay =1
2

. .. . 2 .
satisface 3z1 + 2292 = 0 . Un vector caracteristico de este tipo es vi = [ _3 ] , Asi E; =
2 .. . .. -2 2
{ 3 ] de manera similar , la ecuacién (A — 6I)v = 0 significa que { 3 3 } { il } =
_ - 2

1 .. 1
[ 8 } 0 1 = X2 entonces vy = [ 1 ] es un vector caracteristico a \g =6y Eo = [ 1 ]

Se Observa que v ¥ va , son linealmennte independiente ya que uno no es multiplo del otro |
el orden en el que se establezca A no influye en el resultado ya que para un valor caracteristico
dado dado corresponde un vector caracteristico en particular. Los eigenvalores de una matriz
cuadrada A son las raices de la ecuacién caracteristica correspondiente, por lo tanto una matriz
n X n tiene al menos un eigenvalor y maximo n eigenvalores numéricamente diferentes.

8.4.2 Matrices simétrica, antisimétrica y ortogonal
Una matriz cuadrada real A = [a;;] se llama

Simélrica si la transposiciéon la mantiene invariable

AT =A (8.21)

Por lo tanto ag; = a;i

Antisimétrica si la transposicion da como resultado la negativa de A

AT = A (8.22)
Ortogonal si la transposiciéon da como resultado la inversa de A

AT = A (8.23)
Eigenvalores de las matrices simétrica y antr simétrica

- Los eigenvalores de una matriz simétrica son reales
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- Los eigenvalores de una matriz antisimétrica son imaginarios puros o cero

Los eigenvalores de una matriz ortogonal A son reales o complejos conjugados en pares y tienen
valor absoluto 1.

8.4.3 Propiedades de los eigenvectores

Los eigenvectores de una matriz A de nxn pueden o no formar una base de R™ y si lo hacen
pueden usarse para diagonalizar con eigenvalores en la diagonal principal

Definicion: Se dice que una matriz A de nxn es semejante de una matriz A de nxn si:
A=T71AT

Para alguna matriz no singular de T de nxn, esta transformaciéon de la que se obtiene A a
partir de A, se denomina transformaciéon de semejanza

Si A es semejante a A, entonces A tiene los mismos eigenvalores que A. Ademads si es un
eigenvector de A, entonces y = T~ !x es el eigenvector de A correspondiente al mismo valor.

Dependencia o independencia lineal de los eigenvectores

Sean Aq,Ao, -+, A, eigenvalores diferentes de una matriz de nxn entonces los eigenvectores
correpondientes X1, Xa,... X, forman un conjunto linealmente independiente.

Base de eigenvectores

Si una matriz A de nxn tiene n eigenvalores diferentes, entonces A tiene una base de eigenvec-
tores para R"

Diagonalizacion
Si una matriz A de nxn tiene una base de eigenvectores, entonces:
D = X'AX

es diagonal, con los eigenvalores de A como elementos de la diagonal principal
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Ejemplo

Aplicar el proceso de diagonalizaciéon a la matriz A
5 4
=0

Los eigenvectores de esta matriz son:

oA

y utilizando la definicién anterior

[ERIEEE

-1 -1

X'AX = -1 [ 1y

0.2
0.2

02 |[24 1]
—08 || 6 -1~

o)

8.5 TRANSFORMACIONES Y FUNCIONES DE MATRI-

CES CUADRADAS

Como ya se habia dicho anteriormente en un espacio vectorial se definen dos operaciones:

la adicion y la multiplicacién por un escalar.

Las transformaciones lineales entre espacios

vectoriales conservan estas estructuras lineales segtn el siguiente criterio: Sean A y B espacios

vectoriales. Sean a y b vectores en A y sea o un escalar.

Una transformacion T:A — B es lineal si

T(a + b):T(a) JrT(b)
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T(aa)y=0T{q)

La primera condicién implica que T convierte la suma de los vectores en la suma de las
imégenes de los vectores, la segunda que T convierte el multiplo escalar de un vector en el
miltiplo escalar de la imagen, de esta manera las operaciones de adicién y multiplicacién por
un escalar se conservan bajo una misma transformacién lineal.

Definicion: Sea T : A—B una transformacién lineal, el nicleo o kernel de T, el nucleo se
representa por ker(T), el conjunto de vectores en B que constituyen las imégenes de los vectores
en A recibe el nombre de rango de T, el rango se representa por rango(T)

Sea T: A — B una transformacion lineal:

El nacleo de T es un subespacio de A, se sabe que el nucleo no es vacio ya que contiene el
vector cero de A.

El rango de T es un subespacio de B

Propiedades bdsicas de las transformaciones lineales:

Sea T: V=W una transformacion lineal entonces para todo vector u, vi, va, ... , vy en Vy
todo escalar ag, ag, ..., oy
1. T(0)=0

2. T(u-v)=Tu-Tv

3. T(O(1V1, U2Vo,. .., O(nVn) = O(1TV1, O(QTVQ, ey O(nTVn

Ejemplo:

se quiere determinar el nucleo y el rango del operador lineal

T(x,y,2)= (x, v,0)
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El operador lineal T transforma R? en R3 el nucleo y el rango seran subespacios de R3

Nucleo: Kert(T) es el subconjunto transformado en (0,0,0)

T(xyz) = (x,5,0) = (0,0,0) six = 0,y = 0

Por consiguiente, el Kert(T) es el conjunto de vectores (0, 0, z) esto se expresa como:

Kert(T)= {(0,0,2)}

Desde una perspectiva geométrica el Kert(T) es el conjunto de vectores que se localizan en el
eje z

Rango: es el conjunto de vectores de la forma (x, y, 0) entonces:

rango (T) = {(x, y, 0)}

El rango(T) es el conjunto de vectores que se localizan en el plano xy

Se puede observar en la siguiente figura 9.4 que T proyecta el vector (x,y,z) en el vector (x,y,0)
en el plano xy, T proyecta todos los vectores en el plano xy, T es operador de proyeccién

Figure 8.4: Vectores

z

(0.0.Z}

RY.Z)

- R

(X, Y.0)

Y
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Se dice que una transformacion T es uno a uno si cada elemento del rango de T corresponde
exactamente a un elemento del dominio de T', esto significa que T es uno a uno si T'(u) = T(v)
implica que u = v

- Una transformacién lineal T es uno si y solo si el nucleo es el vector cero

- La transformacion T: R™ — R, definida por T(x) = Ax es uno a uno si y solo si A es no

singular
- Sea T: U=V una transformacion lineal uno a uno. Si el conjunto {uj, ug, ... , u,} es
linealmente independiente en U, entonces {T(uy), T(uz), ... , T(u,)} es linealmente

independiente en V, es decir que las transformaciones lineales uno a uno conservan la
independencia lineal

8.5.1 Funciones de Matrices cuadradas

Sea A una matriz de nxn con FEigenvalues A1, Ao, ... , A, considerar la serie infinita en una
variable escalar x

a(z) =ao+az +ax® + ... +apa” + ... (8.24)

es claro que una serie infinita dada puede converger o divergir segtn el valor de x, por ejemplo
la serie geométrica

l4z+a2+2°+ . +a2F 4+ (8.25)

Converge para |x| < 1y diverge por otra parte, algunas series infinitas convergen para todos
los valores de x tales como:

2 23 z*

1+1‘+§+§+...+H+...
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Porque esta seria infinita es tan ampliamente usada se le da un nombre especial e*

Sea A una matriz de nxn con eigenvalues \;, si la serie infinita o(x) = ag + a;x + asx? + ...
es convergente para todos los valores de n y x = A; entonces la matriz de serie infinita es

O’(A):aof—i-alA+CL2A2+--~+akAk+---:ZakAk (8-26)
k=0

- Una sola funcién uniforme f (z), con z un escalar complejo, se dice que es analitica en un
punto zg si y sélo si su derivada existe en cada punto en una vecindad de zg. Los puntos
en los que la funciéon no es analitica se llaman puntos singulares. Por ejemplo, f(z) =
1/z tiene z = 0 como punto tnico y singular, es analitica en cada punto

- Si una funcién f(z) es analitica (no contiene singularidades) en cada punto, en algunos
circulos €2 en el plano complejo, entonces f(z) puede ser representada como una serie de
potencias convergente (la serie de Taylor) en cada punto z dentro Q

- Si f(z) es cualquier funcion que es analitica dentro de un circulo en el plano complejo que
contiene todos los valores propios A; de A, entonces la correspondiente matriz funcion
f(A) puede ser definido por una serie convergente

Ejemplo:

vamos a encontrar % [eAt] la representaciéon de la serie es:

A=y At AL L A

Término por término la diferenciacién seria:

deAt 2A2%¢t 3A3¢
@ —ATS ST

La factorizacion de A se puede hacer por la derecha o por la izquierda

det — A I+At+A§f2+...} - [I+At+A§f2 4o A = Aeht = (At
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8.6 TEOREMA DE CAYLEY-HAMILTON

El teorema de Cayley-Hamilton es una herramienta matemética poderosa, que permite obtener
con mayor facilidad el calculo de e con un esfuerzo mucho menor comparado con Laplace
o el método de eigenvalores, ademas funciona para calcular funciones matriciales en general.
Toda matriz de n x n satisface su propia ecuacién caracteristica, esto es:

A= M| =qp) =@ +a M+ @A+ ...+ Ay =0 (8.27)

Es muy util para comprobar teoremas que involucran ecuaciones matriciales.

Sea A — [3

1 9 ] el polinomio caracteristico de esta matriz es:

|A-AI] = (3—=A)(2—A) — 1 =A% — 5\ +5 entonces:

o ea e 1057 (31 1 0] _ [0 0
swp=at-sa-sr=[ W3] e[ 10 00] aay

El polinomio minimo de una matriz cuadrada de A es el polinomio de grado menor (es decir,
el coeficiente de la potencia mas alta se normaliza a uno) que cumpla:

Seria un poco mas eficiente de utilizar el polinomio minimo, mas que el polinomio caracteristico
en algunos casos. El minimo polinomio m(A) y el polinomio caracteristico A”(A) suelen ser
los mismos (si todos A; son distintos, o en el caso de la degeneracion simple). En forma de
factores las tnicas diferencias posibles entre m(A) y A”(A) son las influencias de los términos
de las raices repetidas, entonces:

Apy = (=D"A=A)™ (A= 2)™ (A= A)™

mey = (A= A)™ (A= X2)" . (A=)

En todos los casos k; < m;
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8.6.1 Calculo de la inversa de una matriz con el teorema de Cayley-Hamilton

1
SeauA[2 1

se puede expresar de la siguiente forma:

] los eigenvalores de la matriz A son Ay = -1 y Ay = 3, por lo tanto la funcién

f(A)=A"1=qp T+ oy A
Las funciones de los eigenvalores son:

f()\l): 0(()7L o1 )\1

f()\2>: 0(07L o1 )\2

Donde la inversa de cada eigenvalor se calcula de la siguiente forma:

El sistema de ecuaciones lineales es:

Op- A1 = -1

Ap- 3oq= —%
La solucion a este sistema es:

2
ap— -3

1
O(l—g

La inversa de la matriz seria:

a1 9|10 1|1 2]
f(A)—Al—Oé(]I—l-OzlA——g[O 1 +§ 9 1]

—
win I
Wl
| wWIN
Lol
1
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8.6.2 Problemas

8.6.2.1 Vectores en dos y tres dimensiones

U1 w1
Encontrar el producto cruz T xW y WX Tsi¥=]| v y W= | wy | vectores reales:
V3 w3

Si decimos que e1, ea v e3 son vectores unitarios a lo largo de los tres ejes coordenados el
producto cruz se puede calcular con el siguiente determinante:

(&) €9 €3
7 X E? = v1 V2 U3

w1 w2 w3
Usando la expansién de Laplace con respecto a la fila:

7 X B = €1 (1}211}3 — ’Ug’wg) — €9 (1)111}3 — ’Ug’wl) + €3 (U1UJ2 — ’Ugwl)

Donde:
1 0 0
€1 = 0 , €2 = 1 , €3 = 0
0 0 1

VW3 — V3W2
7 X B = V3w — Uv1wWs
| viwg — vowy

V3Wo — VW3
E} X 7 = V1W3 — v3w1
| Vo2WwW1 — V1W2
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8.6.2.2 Dependencia e independencia lineal

Sea el conjunto {vi, va} linealmente independiente. Demuestre que {vi + va, vi — va} también
es linealmente independiente,

Asumiendo: a(vy + va) + b (vi —va) =0

Si podemos demostrar que lo anterior, implica que a = 0 y b = 0, entonces {vi + va, vi —va}
serd linealmente independiente asi:

avy + avy + bvy — bvg =0

(@+b)vy +(a—Db)vy =0
Ya que {v1, v2} es linealmente independiente.

a+b=0

a—b=0

Este sistema tiene una solucién tnica, a = 0, b = 0. Al retomar lo que asumimos inicialmente,
tenemos que {vy + va, vi — va} es linealmente independiente

8.6.2.3 Proceso Gram-Schmidt

Usar el proceso Gram-Schmidt para la construccién de un conjunto de vectores ortonormales:

147 27
xr1 = 1_j ; L2 = 1_2] , L3 = j
j 1+2j 5]

Verificamos la independencia lineal de conjunto {x;}

5 7 )
G = [(zj, zj)] = [:):Z-_T:rj} =7 14 8+4j
5 8—4j o1



El determinante es |G|=377 # 0 por lo tanto los x; son linealmente independientes

Paso 1: Construccion del conjunto ortogonal a v;

2j 14y —7+3j
V1 =x1 vo=|1-2j | =T 1-j|=1]| -2-3j
1+ 2j j 5+ 3j

Los productos(va, v2) =2 y (va,v3)= 1 + 45 son calculados:

1 1+ —7+3j 19 + 4y

. : 5(1+4j : ‘
vy= | J —% 1—7 | — (21?5)]) —-2-3;5 | = % —31 +53j

5] J 5+ 3j 7461y

Paso 2: Normalizar

143 ~7+3j
~ 1 o ~ 1 o .
1= |17 | 2=y | 23
J 5+ 3

Usando (vs, v3) = 2L obtenemos:

19 + 4j
~ 441 _ 1 .
V3 = Wvg = Jorr —-31 + 53]

7+ 615

8.6.2.4 Eigenvalues y eigenvectores

Encontrar los Eigenvalues y los eigenvectores de la matriz A
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La ecuacién caracteristica es A* -403 -1202 + 32\ + 64 = 0 y sus raices son: A; = -2, -2, 4, 4.

Con A = -2

3 0 0 =3
0 3 -3 0
-05 =3 3 05
-3 0 0 3

A-AI=A+21-=

Esta matriz tiene rango 2, por lo tanto q = n — r = 2, esto muestra que hay dos eigenvectores
con A = -2, dos soluciones linealmente independientes de [A+2I|x;= 0 son:

0 1
R 1o
L= [ Y*27 |
0 1
Conih =4
-3 0 0 -3
A-N=A-4 = 0 =3 =30

-05 -3 -3 05
-3 0 0 =3

El rango es 3 y q = 1 este es solo un eigenvector, solucionando [A+4I]x; = 0 da una sola
solucién independiente

Por lo tanto [A-4I|x4= x3 y el resultado es:

\)

L=

X4 =

)

210



8.6.2.5 Vibracion libre de un sistema de dos masas

Considerar el sistema de dos masas y tres resortes y dos fuerzas f1 y fs, unidas por resortes y
apoyado sobre una superficie sin rozamiento como se muestra en la figura:

Figure 8.5: Sistema de dos masas

X, }xz .‘
. fl f:}_
W my AW m, W
Ky ks, Ks
M A M, N, VN oo %N VNN \ \
‘\\ AN \\\\ NN \\ VNN NN \\ \_\ AN\

Diagrama de cuerpo libre para las masas:

Figure 8.6: Diagrama de cuerpr libre

X4 | Xz |
— —
f, - f
Ky, m m
1 —— Kz (%3-%5) z
Kz (%y-x2) kX,

Las ecuaciones del movimiento son:

mi1&1 + (k1 + ki2) x1 — kiezi2 = f1

mody — k1221 + (ko + k12) 22 = fo

Asumimos m; = mo= kj= ko= 1 y para vibracion libre f; = fo= 0 entonces:

1 +2x1 —x0=0
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To —x1+229=0
La solucion a este sistema es de la formas:

z1 (t) = q1 sin (wt + D)

xo (t) = a2 sin (wt + P)

Donde g7 v g2 son las amplitudes, o es la frecuencia y @ es la fase, remplazamos en las
ecuaciones del movimiento:

—w?q +2¢1 — g2 =0

—wq —q +20=0

Esto es equivalente a:

2 -1 q1 2 { q1 ]
=w
{ -1 2 } { q2 } q
Esta ecuacién tiene la forma:
Av = v

Con = w? como eigenvalue, resolviendo los Eigenvalues y los eigenvectores tenemos:

1 1
)\11,610(|:1:| )\23,62ﬁ|:_1:|

Cada eigenvalor da una solucién la primera es ©= (M)% = 1 tenemos entonces:
t 1 ] . .
a [ o ] - [ 1 } sin (t + ®1) , con oy @ arbitrarios

La segunda es es ©w = (kz)% = (3)%
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. [ z1 (t) ] _— |: _11 ] sin (\/%—1— CI)Q) con 3y @ arbitrarios

Figure 8.7: Modo de vibracién 1

Nota: Cada eigenvalor define un modo de vibracion (ver figura), el eigenvalor da una frecuencia
de vibracion (o = V) y el eigenvector da la forma o configuracién. Las frecuencias son
llamadas eigenfrecuencias o frecuencias naturales (corresponden a las frecuencias de vibracion
libre)

Figure 8.8: Modo de vibracién 2

213



Capitulo 9

FUNDAMENTOS DE ALGEBRA
MODERNA

Una matriz es un arreglo rectangular de elementos. Donde los elementos de una matriz hacen
referencia a escalares y son escritas con letras mindsculas, a, b, a, 8, ect. Con el fin de definir
operaciones algebraicas con matrices, es necesario restringir que estos elementos escalares sean
miembros de un campo. Un campo % es cualquier conjunto de dos o mas elementos para los
que las operaciones de suma, multiplicacién y division estan definidas y cumplen los siguientes
axiomas:

1. Siae # ybe Z, entonces (a+0b) =(b+a) € 7.

2. (ab) = (ba) € 7.

3. Existe un unico elemento nulo 0 € .% de tal manera que a+ 0 =a y 0(a) = 0.

4. Si b # 0, entonces (a/b) € Z.

5. Existe un unico elemento de identidad 1 € .% de tal manera que 1(a) = (a) 1 = (a/1) = a.
6. Para cada a € .% existe un tnico elemento negativo —a € .% tal que a + (—a) = 0.

7. Las propiedades asociativa, conmutativa y distributiva se cumplen.

Hay que tener en cuenta que el conjunto de enteros no forman un campo debido a que el
axioma 4 no siempre se cumple. Algunos ejemplos de campos son el conjunto de numeros
reales, numeros racionales y los numeros complejos. Tambien se encuentran matrices con
polinomios.
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Las matrices se representan con letras mayusculas y en negrita, como:

45 25
A=| 5 7
1 9

Los elementos horizonteales como (45 25) y (1 9) se llaman filas, y las entradas verticales
como (45 5 1) se llaman columnas. Nos referimos al elemento en la fila i-ésima y la columna
J-ésima de A como a;;. En lugar de mostrar explicitamente todos los elementos de A, la forma
abreviada A = [a;;] es utilizada algunas veces. Si A tiene m filas y n columnas, se dice que
es una matriz de orden m x n. En este caso los indices ¢ y j en la forma abreviada son lo
rangos de i = 1,2,...,my j = 1,2,...,n. Si n =1, la matriz tiene solo una columna y es
llamada matriz columna. El indice de columna j es innecesario y generalmente se omite. Del
mismo modo, cuando m = 1, la matriz se denomina matriz fila. Se llama matriz cuadrada
cuando m = n. Cuando m = n = 1, la matriz tiene un tnico elemento y es solo un escalar.
En general m y n puede tomar cualquier valor entero.

9.1 OPERACIONES ALGEBRAICAS CON MATRICES

9.1.1 Igualdad de matrices

Las matrices A y B son iguales A = B, si y solo si sus correspondientes elementos son iguales.
Es decir a;; = b;; paral <i <my 1 < j < n. Esto quiere decir que la igualdad solo puede
ocurrir entre matrices del mismo orden m X n.

9.1.2 Suma y Resta de matrices

La suma de matrices se hacen elemento por elemento. Esto es, si A = [a;j] y B = [b;;] donde
las dos matrices son del mismo orden, m X n, entonces A + B = C indica que la matriz
C = [cij] también es m x n y los elementos de esta estdn dados por ¢;; = a;; + b;; para
1=1,2,...,myj=1,2,...,n. La resta de matrices sigue el mismo principio que la suma de
matrices, excepto que C = A — B.
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Ejemplo 1:

Teniendo las matrices

4 8 15 1 7 20 A 37 20
A=|9 11 18|,B=|6 15 24 ycz[% 5 12},hallarA+B,B+A,A+C,
3 1 0 6 0 11
B+C
5 15 35
A+B=|15 26 32
9 1 11
B+A-A+B

A+C y B+C no se puede hacer debido a que son de diferente orden.

9.1.3 Multiplicacién de matrices

Dos tipos de multiplicacién se pueden definir:

e Multiplicacién de una matriz por un escalar.

e Multiplicacién de una matriz por otra matriz.

La primera es multiplicar una matriz A = [a;;] por un escalar arbitrario o € .# que equivale
a multiplicar cada elemento en A por a. Esto es aA = Aa = [aaij].

La segunda es la multiplicacién de una matriz A = [a;;] m X n por una matriz B = [b;;] p
X g. Para formar el producto C = AB, se dice que B premultiplica a A, o A postmultiplica
a B. Este producto solo se da cuando A tiene el mismo numero de columnas que B de filas,
osea que n = p. Los elementos de C = [¢;;] se dan deacuerdo a:

n
Cij = Y Qikbr;
k=1
Claramente, el producto C es una matriz m X g.
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Ejemplo 2:

3 2 1
Tenemos A = B=|3 5
2%3 5 3x2 6 92

Propiedades de la multiplicacién de matrices:

1. La multiplicacién de matrices no necesariamente es commutativa:

AB # BA

Aun si AB y BA existen, las matrices resultantes pueden no ser del mismo orden.

2. Una matriz fila postmultiplicada por una matriz columna es un escalar

b1
bo
AB = [a as a3 - ap]| b3

bn

AB = aib + agba +azbs + -+ anby,
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3. Una matriz columna postmultiplicada por una matriz fila es una matriz.

by
bo
AB = bs [ ai az az -+ Gn ]
- bm -
i blal blag blag e blan i
boar  boai; bgaz -+ baan,
AB = b3a1 b3a1 b3a3 PN bgan
L bmai bmair bpmaz -+ bpan i

es una matriz de orden m x n.

4. Una matriz postmultiplicada por una matriz columna es una matriz columna.
5. Una matriz fila postmultiplicada por una matriz es una matriz fila.

6. La multiplicacién de matrices es asociativa, es decir:
< A B) CcC = A (B C)
mxXnnXp | pxk mXxXn \nXppxk

7. La multiplicacién de matrices es distributiva con respecto a la suma

AB+C)=AB+ACy (B+C)A=BA+CA

9.1.4 Multiplicacion de Kronecker

Otra definicién de multiplicacion poco usada se puede definir es la multiplicacidn de Kronecker,
se escribe A ® B.Donde cada uno de los elementos de la primera matriz a;; se multiplica por
la matriz entera B. No hay ninguna restriccion respecto al orden de las matrices A y B. Si
la matriz A es de orden m X n y B de orden p X ¢, la matriz resultante de A ® B sera de
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orden mp x ng. Noétese que A ® B # B® A, sin embargo los dos productos son del mismo
orden. A continuacion un ejemplo ilustrativo de la multiplicacién de Kronecker:

an a2 | o bi1 b2 bi3 _ annB a12B
as1 @22 ba1 baa  ba3 a21B  a22B

a11bir  aitbiz ainbiz aiebin  aizbiz  aizbis
ai1bor aiibay  airbaz  aisbar  aisbae  ai2bos
a1b11  az1biz  abiz  azebin  azbiz  aebis
az1bor  az1bay  az1baz  agebar  assbas  asobas

Ejemplo 3:

Realizar la multiplicacién de Kronecker de las matrices

45 32 2
A‘{z s]yB__157_
12 8 8 15 10 10
451 3 2 2] 4 20 28 5 25 35
A®B_[2 8}®_157__ 6 4 4 24 16 16

2 10 14 8 40 56

9.1.5 La matriz nula (cero) y la matriz identidad

Como es necesario en el algebra escalar, es necesario tener un elemento nulo y un elemento
unitario para cumplir con los axiomas 3 y 5 anteriormente mencionados. En consecuencia,
la matriz nula 0 es la que tiene todos sus elementos iguales a cero. Entonces A+0=Ay
0A = 0. Sin embargo, observamos que la matriz nula no es tnica porque el nimero de filas y
columnas que posee puede ser cualquier nimero finito entero positivo. Por lo que es necesario
indicar el orden de la matriz nula con subindices, 0,,,. Otra diferencia importante entre el
cero escalar y la matriz nulaes que en el algebra escalar, ab = 0 tiene implicito que a o b o los
dos son 0. No se puede decir lo mismo del producto de matrices AB =0. Un simple ejemplo de

verificacion, teniendo A = { _11 _11 ] y B = [ ; g ]donde el producto AB es una matriz

cero, sin embargo ninguna ni A o B son matrices nulas.
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La matriz identidad I es una matriz cuadrada con todos los elementos cero, exceptuando los
de la diagonal principal (posiciones donde i=j) que son unos. Esta matriz no es tnica por
sus dimensiones. Cuando es necesario, una matriz identidad se puede denotar I,,. La matriz
identidad tiene propiedades algebraicas similares al elemento escalar de identidad, si A es m
x n, entonces I,,A = A y Al,= A.

9.2 LAS PROPIEDADES ASOCIATIVA, CONMUTATIVA Y
DISTRIBUTIVA DEL ALGEBRA MATRICIAL

Muchas de las propiedades asociativas, conmutativas y distributivas del algebra escalar se
presentan en el algebra matricial, tales como:

A+B=B+A A-B=A+(-B)=-B+A
A+B+C)=(A+B)+C «a(A+B)=aA+aoB
aA =Aa A(BC)=(AB)C

AB+C)=(A+B)C (B+C)A=BA+BC

La mayor diferencia entre el algebra escalar y matricial es que la multiplicacién escalar es
conmutativa, ab = ba, pero la matricial no, AB % BA. En muchos de los casos el producto
invertido ni siquiera esta definido deacuerdo a las condiciones de la operacién.

9.3 MATRIZ TRANSPUESTA, CONJUGADA Y LA MATRIZ
ASOCIADA

La transposicién de una matriz es intercambiar cada una de sus filas con sus columnas del
mismo {ndice. SiA = [a;;], entonces la transpuesta de A es AT = [a;;].
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9.3.1 Propiedades de la transposicién de matrices:

1. La transposicién de una matriz transpuesta es la misma matriz original

(A" = A

2.51C=A+B

CT=A+B)T=AT BT

Si AB es definido,(AB)T = BTAT.
La transpuesta de un matriz identidad es la matriz identidad misma.
Si A es una matriz tal que A = AT; entonces A es una matriz simétrica.

Si A es una matriz tal que A = —AT se dice que A es una matriz anti-simétrica

N ot e W

La transpuesta de un escalar es el escalar mismo. Por tanto, si 8 es un escalar

o= pt

8. La transpuesta de (BA)T es BAT ; donde 3 es un escalar.

Ejemplo 4.
4 8 15
Hallar la transpuestade A= | 9 11 18
31 0
4 9 3
AT =18 11 1
15 18 0

La conjugada de A, A, es la matriz formada mediante el remplazo de todos los elementos en
A por su complejo conjugado. Es decir, la parte imaginaria de los elementos de la matriz
cambian su signo. Denotada por A = [a;;]. Si todos los elementos de A son reales, entonces
A = A. Si todos los elementos de A son completamente imaginarios, entonces A = —A.
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9.3.2 Propiedades de la conjugacién de matrices

1. La conjugacién de una matriz conjugada es la misma matriz original

(A)=A

2.5iC=A+8B

3. Si AB es definido,(AB) = BA.

4. La conjugada de (BA) es BA ; donde 3 es un escalar y 3 es el conjugado de ese escalar.

Ejemplo 5.
4+ 8 —1+2j
Hallar la conjugada de A = | 2—-65 114557 —1-—3j
3 1 95
4—3 8 —1-2j
A=|24+6j 11—-5j —1+3j
3 1 -9y

La matriz asociada de una matriz es la conjugada transpuesta de esta. El orden de estas
operaciones es irrelevante. SiA = [a;;], entonces la matriz asociada de A es A* = AT,
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9.3.3 Propiedades de las matrices adjuntas

1. La adjunta de una matriz adjunta es la misma matriz origina 1

(A")" = A

22.51C=A+8B

3. Si AB es definido,(AB)* = A*B*.

4. La transpuesta de (BA)* es BA* ; donde 8 es un escalar y 3 es el conjugado de ese
escalar.

5. Si A es una matriz tal que A = A*; entonces A es una matriz hermitica.

*

6. Si A es una matriz tal que A = —A* se dice que A es una matriz anti-hermitica.

Ejemplo 6.
447 8 —1+25
Hallar la conjugada de A= | 2—-65 11455 —1-—3j
3 1 94

4—j 2+46j 3
A* = 8 11-55 1
—1-2j —1+3j 95
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9.4 DETERMINANTES, MENORES Y COFACTORES

Los determinantes solo estidn definidos para matrices cuadradas. El determinante de una
matriz n X n se escribe |A|. Por ejemplo, la evaluacion del determinante de una matriz de
orden 3x3 es:

ail a2 a13
A = a1 a2 a3
az1 azz as3

|A| = ai1a22a33 — a11a23a32 + 412023031 — A12021033 + Q13021032 — 113022031

Se tiene como patron que para una matriz de orden n x n su determinante tiene n!/ terminos
v cada uno de esos terminos tiene n elementos de A, uno de cada fila y cada columna.
Generalmente, este patréon no es eficiente para evaluar determinantes para matrices de orden
alto. Para hallar el determinante de estas matrices se usan otros metodos como la expansién
de Laplace y pivote entre otros. Ademads las siguientes propiedades de los determinantes nos
ayudan a facilitar su proceso de evaluaciéon:

1. Si A y Bson n x n, entonces |AB| = |A||B|.
2. Los determinantes de A y AT son los mismos:|A| = ‘AT‘.
3. Los determinantes de A* y A son los mismos:|A*| = |A|.

4. Si todos los elementos de cualquier fila o columna de A son cero, su determinante es
cero.

5. Si cualquier fila 0o columna de una matriz es una combinacién lineal de otras filas o
columnas, su determinante es cero. Por tanto, si una fila o una columna de una matriz
es un multiplo de otra fila o columna de esa matriz, su determinante es cero.

6. Sise intercambia dos filas o dos columnas de la matriz el signo del determinante cambia.

7. Al multiplicar los elementos de una fila o columna de A por un escalar a, entonces el
determinante de la matriz es a|A|.
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8. Cualquier multiplo de una fila o columna se puede anadir a cualquier otra fila o columna
sin cambiar el valor del determinante de la matriz.

9. Si todos los elementos de la matriz se multiplican por un escalar «, entonces el determi-
nante de la matriz es o™ |A|.

10. Una matriz cuyo determinante tiene un valor de cero se denomina una matriz singular.

Ejemplo 7.
4 8 15
Hallar el determinante de A = | 9 11 18
3 1 2

|A| =4+ (11%2—1%18) — 9% (8%2—1%15) + 3% (8 x 18 — 11 % 15)
|A| = 4% (4) — 9% (1) + 3 (—21)

|A| =16 —9 — 63 = —56

9.4.1 Menores

Una matriz A de orden n x n tiene n? elementos a;;. Cada uno de estos elementos esta
asociado con un escalar, llamado menor, M;;. El menor M;; es el determinante de la matriz
n — 1xn — 1 formada de A eliminando a p-ésima fila y la g-ésima columna.

ail a2 a3
A = az1 a2 a23
as] as2 as3

az1 a3

Mz =
2 azr  as3

’ = 21433 — A230431

225



Ejemplo 8.

4 8 15

Hallar los menores de la primera filade A= | 9 11 18

My =

Mo =

3 1 2

11 18
1 9 ‘—11*2—18*1—4
9 18
3 9 '—9*2—18*3——36
9 11
3 1 '—9*1—11*3——24

9.4.2 Cofactores

Cada uno de los elementos de una matriz A tiene un cofactor Cpy, que se diferencia de My,

bésicamente por un cambio de signo. Dado por:

En la figura 9.1 se muestra el algoritmo para hallar el cofactor de la posicion requerida (pq)

Cpq = (—1)p+quq
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Figure 9.1: Algoritmo cofactores

[n,m]=size{A}

B=A{[1:k-1,k+1:n],[1:]-1,141:n]);
“Lamatriz debe ckl = (-1)7{k+)*det(B);

ser cuadrada”
ckl

Ejemplo 9.
4 8 15
Hallar los cofactores de la primera filade A= | 9 11 18
3 1 2

My =4,Cy= ()" My =M, =4
My = =36, Cig = (—1)' T2 Mg = — M5 = 36

Mg = —24, C13 = (=1)"*° My3 = Myz = —24

9.4.3 Determinantes por el método de Expansion de Laplace

Si A es una matriz n X n, cualquier fila k se puede seleccionar y |A| esta dado por

n

Al = D arCy

=1
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La expansion de Laplace también se puede hacer respecto a cualquier columna I, entonces |A|
esta dado por

Al = Zailcil
i=1

En la figura 9.2 se muestra el algoritmo para hallar el determinante

Figure 9.2: Algoritmo determinante

Ejemplo 10.
4 8 15

Hallar el determinante de A = [ 9 11 18 |por el método de expansién de Laplace
3 1 2

Del ejemplo 9 tenemos los cofactores de la primera fila (k = 1).

Ci1 = 4, Cio = 36, 013 =24
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Aplicando la formula tenemos:

3
Al = > a1;C15 = annCn + a12C12 + a13C13 =4 %4 + 8% 36 + 15 x —24
=1

|A| = 16 + 288 — 360 = —56

9.4.4 Determinantes por el método del pivote

El método del pivote reduce un determinante n z n en un determinante (n-1) z (n-1) en donde
se evita el largo procedimiento de la expansién de Laplace. Si ay,q es cualquier elemento de
A diferente de cero, este sera llamado el elemento pivote. Se forma un determinante (n-1)
z (n-1), donde cada uno de los elemento se obtiene de un determinante 2x2. Cada uno de
estos determinantes contiene el elemento pivote apg, otro elemento de la p-ésima fila, otro de
la g-ésima columna y el cuatro elemento es el cruce entre estos dos elementos (formando un
rectangulo imaginario). Este determinante (n-1)z(n-1) se escribe |A|. La ecuacion es

1
Al = —,5 48]
(apg)" 2
Ejemplo 11.
4 8 15
Hallar el determinante de A = | 9 11 18 [por el método del pivote.
3 1 2
Eligiendo a9y como el pivote tenemos
‘ ail an ‘ ’ a1z a1z ’
a1 Q22 a2 023
A = (a 1)3—2 Al = é
22 a1 a22 ao22 493
as1 asz az2 ass
‘4 8 8 15‘
9 11 11 18 —28 =21
_ 1 — L = 1l(_ = —
Al =1 9 11 11 18 1y 24 4 ’ 11(~616) 56
3 1 1 2
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9.5 RANGO Y TRAZA DE UNA MATRIZ

El rango de una matriz es el namero de filas o columnas linealmente independientes. El valor
maximo que puede tener el rango de una matriz es el menor de los nimeros correspondientes
al numero de filas y columnas, es decir, si una matriz tiene dimensién 3 x 5, el valor méximo
que puede alcanzar el rango de dicha matriz es 3 (pues 3 = minimo{3,5}). También se puede
definir como el orden del mas grande determinante diferenten de cero que se puede formar de
una matriz. Un determinante cero es interpretado en términos del cero del campo numérico
que se utiliza. Por lo tanto, una matriz con elementos de polinomios racionales se considera
singular si su determinante es idéntico a cero, y no sélo si su determinante pasa a tener un
valor cero para algunos valores aislados de s 0 z. Lo mismo se aplica para la determinacién
del rango de estas matrices.

El rango de un producto de dos o mas matrices nunca es mayor que el rango mas pequeno de
las matrices que forman el producto. Por ejemplo, si 74 y rp son los rango sde las matrices
A y B, donde C=AB que tiene rango r¢ se cumple que 0 < r. < min(ra,rg). Si A es una
matriz n X n y n es su rango, entonces esta matriz es llamada no-singular..

Siendo A una matriz n X n, entonces la traza de A, denotada por Tr(A), es la suma de los
elementos que conforman la diagonal principal de A,

T?”(A) = Znaii
1=1

Si A y B son matrices cuadradas, entonces Tr(A+B) =Tr(A)+1r(B), Tr(AB) = Tr(BA)
y Tr(AB) # Tr(A)Tr(B).

Ejemplo 12.
4 8 15 1 -1 8
Hallar el rango y la trazade A= | 9 11 18 [yB=| 3 -3 2
3 1 2 4 —4 6
Como |A| = —56 el rango de A 7o = 3 y se dice que A es una matriz no singular.
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Para la matriz B, |B| = 0 ya que la columna 2 es multiplo de la columna 1 (-1), entonces
rg < 3. Sacando el determinante una submatriz eliminando la fila 2 y la columna 1 es -26,
entonces rg = 2.

Tr(A)=4+114+2=17

9.6 INVERSION DE MATRICES

El inverso de un escalar a es 1/a (a™!), esto satisface a(a™!) = (a7 ')a = 1. Si una matriz
arbitraria A tiene una aniloga inversa B = A~! entonces se cumple que BA = AB = 1.
Esto solo se cumple si y solo si A es siempre una matriz cuadrada. Ademés el determinante
de A debe ser diferente de cero y también ser una matriz no-singular. Si esto se cumple A
tiene una una inversa dada por

CT

A7l = =
Al

donde C es la matriz formada por los cofactores Cj;. La matriz CTes llamada la matriz
adjunta, Adj(A). Entonces la inversa de una matriz no-singular es

Adj(A)
A]

En la figura 9.3 se muestra el algoritmo para hallar el determinante
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Figure 9.3: Algoritmo matriz adjunta

[n.m]=size{A)

I B= [B;cofact{AkI}]
=re ,n,n]

La inversa de un producto de matrices es el producto invertido de las inversas de cada una de

estas matrices (ABC--- W) =W~1...

C 1B 1AL

Una matriz involutiva es aquella que su inversa es igual a la matriz original A~! = A. Cuando
la inversa de una matriz es igual a la traspuesta de la misma, A~™! = AT, es llamada matriz

ortogonal.
Ejemplo 13.
4 8 15
Hallar la inversa de A= | 9 11 18
3 1 2

Como |A| = —56, A~ existe.

Primero hallamos C (matriz de cofactores)

4 36 —24
C=| -1 =37 20
-21 63 —28
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4 -1 =21

cT=1| 3 -37 63
—24 20 —28
4 -1 =21
36 —37 63
—24 20 —28
-1 _ L
A - —56

[ —0.07 0.02 0.38
Al=1| 064 066 —1.13
043 036 0.5

9.7 PARTICION DE MATRICES

Cualquier matriz A puede ser particionada o subdividida en submatrices més pequenas. Si
estas matrices se dividen de forma compatible, las submatrices pueden ser tratadas como si
fueran escalares cuando se hacen operaciones de suma y multiplicacién.

La particién de matrices pueden ser usadas para hallar una expresiéon para la inversa de una
matriz no-singular A. Si A es subdividida en cuatro submatrices, ademas A~! = B que
también se tiene cuatro submatrices

A A B: B

I 0
AB=1o A3 A4 B3 B4 = 0 I

La particién implica cuatro diferentes ecuaciones matricales:

A1B; +AB;=1
AsB1 +AB3=0
AiBs +AB;s =0

AsBs +ABs =1

Despejando las B,:

233



B, = (A — AsA Ay

By = —A7 Ay (Ay — AsAT'A,)
Bs = —A;'As (A — AsA ' Ag) )

_ -1
By = (As— A3AT'A)
siendo la inversa de A

(A — AsA; Ay —AT A, (A — A3A;111x2)*1
ATV = | AT A (A — ALALTAY) T (As— A3AT'Ay)”

Muchas identidades matriciales se pueden derivar a partir del orden inverso, BA=I repitiendo
el proceso anterior, y luego usando la singularidad de B = A~! para igualar los diferentes
términos. Una identidad, llamada el lema de la inversién de matrices, es particularmente ttil.
Una forma general es

(AL — AsA 'As) = AT+ AT (As— AsAT AY) T AAT!

Si los tinicos elementos diferentes de cero en una matriz cuadrada A son la diagonal principal,
entonces A se llama una matriz diagonal. También se escribe como A = diag [ a1l ase -+ Gnp ] .
Para este caso, |A| = ajjag - ap, vy A7l = diag[ 1/a11 1/age -+ 1/any, ] La matriz
unitaria es un caso especial donde todos a;; = 1.

Una matriz de bloque diagonal, o cuasidiagonal es una matriz cuadrada que se puede parti-
cionar de tal modo donde los tinicos elementos diferentes de cero son los que pertenecen a la
diagonal principal,

Ay
A

A = ) :diag[Al Ay - Ak]

Ay
para este caso [A| = |Ay||Ag|---|Axl y A7l = diag[ AT AP - ALY ], conla
condicion que A ~lexista.

Una matriz cuadrada que tiene todos sus elementos inferiores (superiores) de la diagonal prin-
cipal igual a cero se denomina matriz triangular superior (triangular inferior). El determinante
de una matriz triangular es el producto de sus elementos diagonales.
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9.8 DIFERENCIACION E INTEGRACION DE MATRICES

Cuando una matriz A tiene elementos que son funcién de una variable escalar, la diferenciacion
e integraciéon de la matriz se hace elemento por elemento,

%au(t) e %alm(t) fan(t)dt cee falm(t)dt
GAm=| 1 1 |y A@M)= A

Lani(t) - Lay,(t) [ani(®)dt - [ anm(t)dt
donde en la integracion se considera que lo elementos a;;(t) son integrables como funcién de ¢t.

Si los elementos de las matrices A y B son funciones de ¢, entonces

d d d
—(A+B) = —A+—-B
dt( +B) dt + dt
d dA dB
—(AB) = —B+A—
dt( ) dt + dt

Si k(t) es un escalar y es funcion de ¢, entonces

LAk = %kz(t) + Ad’;f)

También tenemos que

b
/dABdt = AB

b b 4B
— [ A=—dt
. dt a / L dt
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La derivada de A~! esta dada por

iAfl _A1 %

— AL
dt dt

Esta ecuacién se puede derivar facilmente al diferenciar AA~!con respecto a t. Ya que

d dA dA~1
—AAl = AT A
dt dt + dt
y
d d
—AAl = —I=0
dt dt
tenemos que
dA~! dA A —1
A= T aA
(6]
dA~! 1 dA
-1 _dATl A -108 g
T T

que es el resulta deseado.
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9.9 EL OPERADOR GRADIENTE

Si tenemos a f(z1,x2,...,T,) una funcién escalar con n variables z;. La derivada parcial de
f(x) (siendo x un vector con los componentes x;), %, se podria utilizar frecuentemente. Una
matriz con una sola fila o0 una sola columna se podrian utilizar para este propésito y ambos se
conocen como el vector gradiente. Se utilizan diferentes simbolos para identificar el gradiente
de f(x), Vf = grad. f = df/dx. el significado de estos simbolos es

_ of  of of
Vi = | a1 #es 7 Ban

la dnica diferencia que hay entre las definiciones para vector fila y vector columna es la pres-
encia o ausencia de la Transpuesta en diversas manipulaciones algebraicas.

La interpretacion geométrica del gradiente también es 1itil. Para facilitar la visualizacién, el
vector x se limita a dos componentes. Entonces para cada punto x tiene un valor predetermi-
nado.

La ecuacion f(x) = ¢, siendo ¢ una constante, especifica un lugar de puntos en el plano. En
un punto dado, Vf es un vector normal a la curva f(x) = ¢, y apunta en la direccion de los
valores crecientes de f(x). El gradiente define la direccion de aumento maximo de la funcion

f(x)

Figure 9.4: Gradiente

J{x) Ax=
Sfi{x) = o,
fix)
fAx) =
€y <<
Ve £

[e=3]
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La derivada de una funcién escalar respecto vector es un vector, el vector gradiente. Si un
vector con una funcién vectorial, es considerado, el gradiente de cada componente es un vector
columna con la misma dimensién que x. Si se hace la transpuesta a la funcion f(x) a un
vector fila, entonces

VIT(x)=[ VAX) Vfo(x) - Vin(x) ]

es una matriz nzm cuyas columnas son gradientes. La transpuesta de esta matriz se escribe
Vf(xz) o simplemente df/dx. Esto es, df/dx = 0f;/0x; y esta matriz man es la Matriz
Jacobiana.

Las segundas derivadas parciales de una funcién de un vector se plantean también en ocasiones.
Donde f(x) es una funcion con valores escalares, la matriz con todas las segundas derivadas
parciales, es llamada la matriz de Hesse.

of _ef . _9f
an Oz 0x10x2 0x10Tn
Ox2 = : : - :
) ) A O’ f
Oxndx1  Oxn0T1 02

Se hace dificil seguir estas definiciones a la segunda derivada de una funcién vectorial de la
funcién vector con respecto a un vector. Esto requeriria una matriz tridimensional.

9.10 SERIE DE TAYLOR

La serie de Taylor de una funcién f(z) infinitamente derivable (real o compleja) definida en
un intervalo abierto (a-r, a+r) se define como la siguiente suma:

n.

©_ (n)(q
o) = S g
n=0
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Donde n! es el factorial de n y f(™(a) indica la n-ésima derivada de f en el punto a.

Si esta serie converge para todo z perteneciente al intervalo (a-r, a+r) y la suma es igual a
f(z), entonces la funciéon f(z) se llama analitica. Una funcion es analitica si y solo si se puede
representar con una serie de potencias; los coeficientes de esa serie son necesariamente los
determinados en la formula de la serie de Taylor.

Si a = 0, a la serie se le llama serie de Maclaurin. Esta representacion tiene tres ventajas
importantes:

e La derivacién e integraciéon de una de estas series se puede realizar término a término,
que resultan operaciones sencillas.

e Se puede utilizar para calcular valores aproximados de la funcién.

e Es posible demostrar que, si es viable la transformaciéon de una funcién a una serie de
Taylor, es la 6ptima aproximacién posible.

La serie de Taylor para una funcién exponencial es:

La correspondiente funcion matricial se define como
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Ejemplo 1/4.
Hallar % [eAt].
At A2 A3

e = I+ At+ o1 + 3]

Derivando término por término

d 2A%t A3¢?
76At _ A 3

dt _+2!+3!

A puede ser factorizado tanto a la derecha como a la izquierda

d At 242 A2t2 At At
—e = A(I+At+ 4+ | =1+ At+ 4+ JA=Ae™ =e™MA
dt 2! 2!
Ejemplo 15.
Hallar fg eATdr.
Integrando término por término
! A t t t A2:2 t A373
/6Td7' = [y dr + [y ArdT + [, S5-dT + [ B50-dT+--- =Tt + 2
0
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Entonces

¢ At? A% At
A/ ATdr +I= A(It+—+ + o ) A T=eN
0 2 3! Al

0, si A™! existe

9.11 VECTORIZACION DE MATRICES

Hay veces en las que es mas conveniente tener un arreglo dentro de una sola columna que
tener el arreglo tradicionalmente rectangular. Realizar este arreglo es llamado vectorizacion
de una matriz. Las letras maytsculas usadas para indicar matrices se mantiene, pero para
indicar una columna vectorizada se encerrard esta letra en paréntesis.

al
a1
asi
a1 a2 a13
A az1 a2 a3 - torizando est triz (A a12
= vectorizando esta matriz =
asz1 agz aszy - (A) a22
. . . a32
a13
para ahorrar espacio se puede escribir la transpuesta
AT =
(A = |ann an a3 -+ a2 axp azx - a3 Az -

Las operaciones de vectorizacién y tramsposicién no son commutativas, (A7) # (A)T.

Una de las aplicaciones de la vectorizacién de matrices es en la soluciéon de las ecuaciones de
Lyapunov.
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Capitulo 10

DESCRIPCION DE SISTEMAS
DINAMICOS BAJO ESPACIO Y
VARIABLES DE ESTADO

10.1 INTRODUCCION

En la actualidad los sistemas de ingenieria tiene cada vez una mayor complejidad, debido prin-
cipalmente a los requerimientos de las tareas y la elevada precisiéon que requieren determinados
procesos. Los sistemas complejos pueden tener entradas y salidas multiples y pueden variar en
el tiempo. Debido a la necesidad de alcanzar los requerimientos cada vez més restrictivos en el
desempeno de los sistemas de control, al aumento en la complejidad del sistema y a un acceso
facil a las computadoras de gran escala, aproximadamente desde 1960 se ha desarrollado La
Teoria de control moderna, que es un nuevo enfoque del anélisis y diseno de sistemas de control
complejos. Este enfoque nuevo se basa en el concepto de estado. El concepto de estado por si
mismo no es nuevo, dado que ha existido durante largo tiempo en el campo de la dindmica
clasica y en otros medios.

La Teoria de control moderna aplica a sistemas con entradas y salidas multiples, que pueden
ser lineales o no lineales mientras que la Teoria de control convencional ¢ clasica solo se aplica
a sistemas lineales con una entrada y una salida invariantes en el tiempo. Asi mismo la teoria
de control moderna es esencialmente un enfoque en el dominio del tiempo, en contraste con
la teoria de control convencional 6 clasica que es un enfoque complejo en el dominio de la
frecuencia.

La transformada de Laplace es usada para obtener modelos de funcién de transferencia que
representan sistemas fisicos lineales e invariantes en el tiempo descritos mediante ecuaciones
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diferenciales ordinarias, donde la trasformada de Laplace es usada para convertir las ecuaciones
diferenciales que representan el sistema en una ecuaciéon algebraica expresada en términos de
la variable compleja s. Este método es atractivo porque proporciona un método practico para
disefiar y analizar sistemas, ademéas permite utilizar diagramas de bloques para interconectar
subsistemas, también es importante resaltar que este método nos muestra informacién clave
en el dominio de la frecuenciall].

En este capitulo se utiliza un método alternativo de modelado de sistemas utilizando un
método en el dominio del tiempo. Al igual que antes, se consideraran sistemas fisicos descritos
por una ecuacién diferencial ordinaria de orden n-ésimo. Utilizando un conjunto de variables
(no tnico), conocido como variables de estado, se puede obtener un conjunto de ecuaciones
diferenciales de primer orden. Se pueden agrupar estas ecuaciones de primer orden utilizando
una notacién matricial compacta en un modelo conocido como modelo en variables de estado.
El modelo en variables de estado en el dominio del tiempo permite facilmente calcular la
solucion y analizarla.|3|

Cabe resaltar que las tecnicas en el dominio del tiempo se usan para sistemas no lineales,
variantes en el tiempo y multivariables. Un sistema de control variante en el tiempo es un
sistema en el que uno o mas de sus parametros pueden variar en funcién del tiempo, por ejemplo
la masa de un proyectil varia en funcién del tiempo a medida que se gasta el combustible
durante el vuelo., Un sistema multivariable es un sistema con varias senales de entrada y
salida.La solucién de una formulacién en el dominio del tiempo para un problema de sistemas
de control, se facilita con la disponibilidad y facil utilizacién de computadores digitales.

El dominio en el tiempo es el dominio matemdtico que incorpora la respuesta y la
descripcion de un sistema en funcion del tiempo, t.

Cabe resaltar que la teoria de control convencional se basa en la descripcion de las ecuaciones
de transferencia, la teoria de control moderna se basa en la descripcion de las ecuaciones de
un sistema en términos de n ecuaciones diferenciales de primer orden. El uso de la notacién
matricial simplifica enormemente la representacién matematica de los sistemas de ecuaciones.
El incremento en la cantidad de variables de estado, de entradas y de salidas no aumenta la
complejidad de las ecuaciones.

10.1.1 Definiciones basicas

Es importante tener en cuenta algunas definiciones:

Sistemas: Conjunto de pares ordenados de funciones del tiempo que representan entradas y
salidas.
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Estado: El estado de un sistema dinamico es el conjunto més pequeno de variables (denom-
inadas variables de estado) de modo que el conocimiento de estas variables en ¢t = to , junto
con el conocimiento de la entrada para t > tg, determina por completo el comportamiento del
sistema para cualquier tiempo.

El concepto de estado de ningin modo esta limitado a los sistemas fisicos. Se puede aplicar a
sistemas bioldgicos, econdémicos, sociales y otros.

Variable de Estado: Las variables de estado de un sistema dinamico son las que forman el
conjunto mas pequeinio de variables que determinan el estado del sistema dinamico.

Si se necesitan al menos n variables z1, x2, . . ., xp, para describir por completo el com-
portamiento de un sistema dindmico (por lo cual una vez que se proporciona la entrada para
t > to y se especifica el estado inicial en t = tg, el estado futuro del sistema se determina por
completo), tales n variables son un conjunto de variables de estado.

Nota: Las variables de estado no necesitan ser cantidades medibles u observables fisicamente.
Las variables que no representan cantidades fisicas y aquellas que no son medibles ni observ-
ables pueden seleccionarse como variables de estado. Esta libertad al elegir las variables de
estado es una ventaja de los métodos de espacio de estados. Sin embargo, en la practica es
conveniente elegir cantidades que se midan con facilidad para las variables de estado, si es
posible, debido a que las leyes del control 6ptimo requeriran la realimentacién de todas las
variables de estado con una ponderacién conveniente.

Vector de FEstado: Si se necesitan n variables de estado para describir por completo el
comportamiento de un sistema determinado, estas n variables de estado se consideran los n
componentes de un vector x. Tal vector se denomina vector de estado. Por tanto un vector
de estado es aquel que determina de manera tnica el estado del sistema x(t) para cualquier
tiempo t > tp, una vez que se obtiene el estado en t = ty y se especifica la entrada u(t) para
t > to.

Espacio de estado: Es el espacio n-dimensional, cuyos ejes de coordenadas son las variables
de estado, z1, 2, . . ., xp, Un estado del sistema, serfa un punto de este espacio de estado.

Ecuaciones en el espacio de estados: Se deben tener en cuenta tres tipos de variables in-
volucradas en el modelado de los sistemas dinamicos, tales como, variables de entrada,variables
de salida y variables de estado.
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Permiten la descripcién de sistemas dindmicos con dominio en el tiempo, representados por
sistemas de Ecuaciones Diferenciales. El dominio en el tiempo es el dominio matemdtico que
wncorpora la respuesta y descripcion de un sistema en términos del tiempo.

El sistema dindmico debe incorporar elementos que memoricen los valores de la entrada para
t > t;. Dado que los integradores de un sistema de control en tiempo continuo funcionan
como dispositivos de memoria, las salidas de tales integradores se consideran las variables
que definen el estado interno del sistema dinamico,Por tanto, las salidas de los integradores
funcionan como variables de estado. La cantidad de variables de estado necesarias para definir
completamente la dindmica del sistema es igual a la cantidad de integradores que contiene el
sistema.

10.2 LAS VARIABLES DE ESTADO DE UN SISTEMA DINAMICO

Para el diseno y anélisis de los sistemas de control en el dominio del tiempo se utiliza el concepto
de estado de un sistema el cual se define como “ El estado de un sistema es un conjunto de
variables tales que el conocimiento de estas variables y de las funciones de entrada, junto con
las ecuaciones describen las dindmica, proporcionan la salida y el estado futuro del sistema .[1]

Para un sistema dinadmico, el estado de un sistema se describe en funcién de un conjunto de
variables de estado [z1(t),x2(t),...,z,(t)]. Estas variables son las que determinan el compor-
tamiento futuro de un sistema cuando se conocen el estado presente de éste y las senales de
excitacion.

En la Figura 10.1 puede verse la representacion de un sistema, en donde y;(t) e y2(t) repre-
sentan las sefiales de salida y u;(t) y ua(t) representan las seniales de entrada.Un conjunto de
variables de estado (x1, x9, ..., ) para el sistema que se muestra en la figura, en un conjunto tal
que el conocimiento de los valores iniciales de las variables de estado [z1(t0),x2(t0),---,2n(t0)],
en el tiempo inicial ¢y y las senales de entrada wui(t) y ua(t) para t = to son suficientes para
determinar los valores futuros de las salidas y de las variables de estado.|2]

Figure 10.1: Diagrama de Bloques del sistema

SENALES DE ENTRADA SENALES DE SALIDA
Ui(t) ——> ———>y1(t)
Ua(t) SISTEMA ya(t)
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Las variables de estado describen las respuesta futura de un sistemna, conocido el
estado el estado presente, las senales de exitacion y las ecuaciones que describen
la dindamica. En la figura 10.2 podemos ver un ejemplo de un sistema dindmico.

Figure 10.2: Sistema dinamico

X(o) Condiciones Inicales

’ SisteEma D.inér(?)ico )
U(t) spacio X y(t)
Entrada Salida

Las variables de estado de un sistema caracterizan el comportamiento dindmico de éste. E1
interés del ingeniero estd principalmente en sistemas fisicos donde las variables son voltajes,
corrientes, velocidades, posiciones, presiones, temperaturas y variables fisicas similares. Sin
embargo, el concepto de estado de un sistema no esta limitado al anélisis de sistemas fisicos,
y es particularmente 1til en andlisis de sistemas bioldgicos, sociales y econémicos. Para estos
sistemas, el concepto de estado se extiende més alld del concepto de energfa de un sistema
fisico, hasta el punto de vista mas amplio de variables que describen el comportamiento futuro
del sistema.

10.3 LA ECUACION DIFERENCIAL DEL ESTADO

Supongamos que un sistema lineal tiene entradas y salidas miltiples, también que existen
r entradas definidas como wj(t),ua(t),...,u,(t) y m salidas definidas como y1(t),y2(t), ...ym (%),
ademas se definen las salidas de los integradores como variables de estado x1(t),x2(t), ...xn(t).
Entonces el sistema queda definido de la siguiente forma:

1(t) = frlanzi, a1222, ..., A1nTn; briui, bigua, ..., bipur;t)
Z9(t) = fa(ao11, a2, ..., G2nTp; baru1, bagus, ..., bapty;t)

(10.1)

xn(t) = fn(anlxlaan2x23 vy A Tn; bnlulabn2u2; ---;bnrur;t)

Las salidas i (t),y2(t), ...ym(t) de obtienen mediante:
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yl(t) = gl(xlax27 ey Ty UL, U2, -eny ’I,L,,t)
Y2 (t) = g2(x1, Tay ooy Tns UL, Uy ooy Ups T)

(10.2)
ym(t) = gm(ml, L2y vy Ty ULy Uy vney Up] t)
Si definimos ;
l‘l(t)
xg(t)
x(t) = : (10.3)
2alt)

La matriz de columnas formadas por las variables de estado se denomina vector de estado, y
se escribe tal como se muestra en la ecuacion [L0.3] donde la letra en negrita indica que es un
vector.

filaniz1, @122, ..., A1nTn; biiur, biousg, ..., biruy;t)
fa(a2121, @222, ..., A2 T baru1, bagua, ..., bopur;t)
Flaut) = ' (104

fn(anlxlv Ap2T2, ooy AnnTn; bnluh bn2u27 “eey bnr“r? t)

o) = | (105)
Ym (t)

gl(x17$2a"'amn; ’U,17’U,2,...,’U,T;t)

gg(.’lll,IQ,...,l‘n; u17u27"'7u7‘;t)

g(x,u,t) = (10.6)

gm(x17$27 ey Ty UL, U2y veny Upy t)

247



El vector de las senales de entrada esta definido como se muestra en la ecuaciéon 11.7.

u(t) = | (10.7)

(1)

Entonces las ecuaciones y se convierten en:

En donde la ecuacion es la ecuacion de estado ( 6 Ecuacion Diferencial de Estados) y la
ecuacion es la ecuacion de salida.

El estado de un sistema se describe por el conjunto de ecuaciones diferenciales de primer
orden escritas en funcién de las variables de estado (a1121,a12, 2, ..., a1,2,) Ahora también
podemos escribir la ecuacion [10.8] 6 la ecuacion para un Sistema Lineal o para un
sistema linealizado en un punto como:

1 = a1171 + a1272 + A1, Tp + b11uU1 + b12u2 + b1,Ur
To = a2171 + a22T2 + a2, Tp + ba1ut + boouo + boyu,

(10.10)

Ty = Ap1T1 + Ap2T2 + AppTy, + bnlul + bn2u2 + bnrur

Donde = = fl—f, por tanto este conjunto de ecuaciones diferenciales simultaneas puede escribirse
de forma matricial como se muestra en la ecuacion [L0.11)
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[ .Il(t) 1 i ail . A1n, 1T X1 T [ b11 blr 1T Uy T
d .’L’g(t) a1 . Qo2p T2 b21 bQT u2
X
a | o | L | (10.11)
L xn(t) i L an1l Ann 1 L Tn ] L bnl bnr 1 L Uy |

Entonces el sistema puede representarse mediante la notacién compacta de la ecuacién difer-

encial de estados como se muestra en la ecuaciéon [10.12] ;

X = Ax+ Bu (10.12)
Donde A es una matriz n X n y B es una matriz de n X r. La ecuacidn diferencial de estados

relaciona la rapidez de cambio en el estado del sistema con el estado del sistema y las senales
de entrada. En general, las salidas de un sistema lineal pueden relacionarse con las variables
de estado y con las senales de entrada por la ecuacion [10.13] que se denomina ecuacion de
salida donde y es el conjunto de senales de salida expresado en forma de vector columna.

y = Cx + Du (10.13)
La representacion en el espacio de estados (o la representacion en variables de

estado) consta de la ecuacion diferencial de estados y la ecuacion de salida,Si las
funciones vectoriales f y g no involucran el tiempo t explicitamente, el sistema se
denomina sistema invariante con el tiempo.

Donde ;

A =n x n; Matriz de estados.

B =n x r; Matriz de entrada.

C =m x n; Matriz de salida.

D =m x r; Matriz de fuerzas disipativas..
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Tanto A, B, C, D son matrices Invariantes en el Tiempo lineal (L'TT) o estacionario.

La funcién matricial exponencial se define como la ecuacion [10.14)] ;

A2t2 Aktk
+

At _
e =1+ At+ o1 T

+ .. (10.14)

que converge para todo t finito y cualquier A, entonces se encuentra que la solucion de la
ecuacion diferencial del vector de estado [10.12] es la que se muestra en la ecuacién [10.15

t
x(t) = eAlzg + / AT Buy(r)dr (10.15)
o
Donde z, es la condiciéon inicial.

Vemos que el estado del sistema es una superposicién de una solucién particular y una com-
plementaria, Las complementaria esta dada por eAzy y depende de la condicién inicial, zg
mientras que la solucién particular viene dada por una convolucién sobre la senal de entrada.
Contiene toda la fisica de la interaccion entre la senal de entrada y de la dindmica interna
del sistema. La ecuacion puede ser sustituida en la ecuacién a fin de obtener una
expresion analitica de y(t)ﬂ

La representacién de espacio de estado de sistemas dindmicos de la ecuacién [10.12] y [10.13] se
ilustra en la Figura 10.3.

Figure 10.3: Diagrama de bloques del sistema de control lineal en tiempo continuo representado
en el espacio de estados

u() X X(t) & y(®)

A(t)

!La solucion de la ecuacion diferencial del vector de estado se explicara en el capitulo 9.
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10.3.1 Modelado de espacio de Estados segin el tipo de sistema.

Este método de definido de variables de estado puede ser aplicado para sistemas de multiples
entradas y multiples salidas.,Se debe tener en cuenta que las variables de estado son el conjunto
mas pequeno de variables que pueden representar al sistema dindmico completo en un tiempo
cualquiera. Las variables de estado deben ser linealmente independientes; una variable de
estado no puede ser una combinacién lineal de otras variables de estado. El ntimero minimo
de variables de estado necesarias para representar un sistema dado es n, es normalmente igual
al orden de la ecuacién diferencial que define al sistema.

La formulacion de las ecuaciones y depende de la variable temporal ¢ ya que
puede ser "continua" (teR) o una discreta (teZ), en éste ultimo caso la variable temporal es
generalmente indicada como k. Dependiendo de las consideraciones tomadas, la representacion
del modelo de espacios de estado puede tomar las siguientes formas tal como se muestra en la
tabla 1.

Table 10.1: Modelado de espacio de estados segin el tipo de Sistema

Modelado de espacio de
Tipo de sistema Estados
Continuo e invariante en el X(é)): (( )—i]?)ulfg)’
tiempo y
x(t) = A(t ) (t) + B(t)u(t) ;
Continuo y variante en el tiempo y(t) = Cx(t) + Du(t)
Discreto e invariante en el *(k 2—@1) - A)((() 1—+D]1311(1())
tiempo y
x(k+1) = A(k)x(k) + B(k)u(k) ;
Discreto y variante en el tiempo y(k) = C(k)x(k) + D(k)u(k)
Transformada de Laplace sX(s) = AX(s) + BU(s) ;
continua e invariante en el Y (s) = CX(s) + DU(s)
tiempo
: sX(z) = AX(z) + BU(z2) ;
T?ansf(.)rmada 7 dl'screta e Y(z) = CX() + DU(2)
invariante en el tiempo

A continuacién presentaremos algunos ejemplos en los cuales mostraremos como obtener la
ecuacién de estado y la ecuaciéon de salida de un sistema para el conjunto de ecuaciones
diferenciales que describen el mismo.

Consideraciones: A,B,C,D son matrices Invariantes en el Tiempo lineal (LTI)
para estos ejemplos , es decir este es el caso mas sencillo donde A,B,C,D son

251



constantes, por stmplicidad consideraremos que la matriz D de fuerzas disipativas
es tgual a cero (D=0).

Para el ejemplo 1, consideraremos un sistema en el cual hay tres entradas uj ug,us y tres
salidas y1,y2,y3, tal como se muestra en la figura 10.4.

Figure 10.4: Representaciéon de un sistema con tres entradas y tres salidas

SENALES DE ENTRADA SENALES DE SALIDA
Ui() ——> i
Ua(t) > SISTEMA ———>y2(t)
Ua(t) — ——>ys(0)

Las ecuaciones que se muestran a continuacién describen la relacion entre las salidas y entradas
del sistema.

Y1+ a1yr + a2(y1 + 92) + as(y1 — y3) = ui(t)

U2 + as(Y2 — U1 + 293) + as(y2 — y1) = ua(t)

U3 + ae(yz — y1) = us(t)

Se puede observar que en la ecuacion uz(t) el termino 3 puede ser eliminado usando la ecuacion
de ug(t) ecuacion.

Seleccionando x1 = y1; To = §1; T3 = J1; T4 = Y2; T5 = Y2; Tg = Y3 como variables de estado
, entonces las ecuaciones anteriores se puede reescribir como :

.ﬁlsz
izzl’g
T4 = x5
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T3 = —a1x3 — ag(xa + x5) — az(zy — x6) + w1

Ty = —a4($5 — X2 + 2.7'}6) — a5(x4 — avl) =+ U9

&g = —ag(re — T1) + U3

Eliminando &g e introduciéndola en la ecuacién de &5 y representando en forma matricial las
ecuaciones anteriores queda como la ecuaciéon mostrada, que es la ecuaciéon de estado.

T 0 1 0 0 0 0 T 0 0 0
To 0 1 0 0 0 9 0 0 0 u
.%:3 o —as —a2 —ai 0 —as as T3 + 1 0 0 ul
iy | 0 o 0 0 1 0 T4 00 0 u2
x'5 a5—2a4a6 aq 0 —a5 —a4 2a4a6 T5 0 1 —2(14 3
g ] | ae 0o 0 0 0 -a |lzs] LOO 1 |
La ecuacién es la ecuacién de salida del sistema.
T
n 100000 ?
w2 |=]1000 100 x?’ (10.16)
U3 000001 4
xs5
L T6 |

Para el ejemplo 2, Consideremos el sistema mecénico que aparece en la figura 5, Suponemos
que el sistema es lineal. La fuerza externa u(t) es la entrada para el sistema, y el desplazamiento
y(t) de la masa es la salida. El desplazamiento y(t) se mide a partir de la posicion de equilibrio
en ausencia de una fuerza externa. Este sistema tiene una sola entrada y una sola salida ./3/
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Figure 10.5: Sistema Mecénico

Apartir de la Figura 10.5 la ecuacién del sistema es:

my+by+ky=u

Como puede verse este sistema es de segundo orden, lo que significa que el sistema contiene
dos integradores,definiremos las variables de estado como ;

1(t) = y(t)
za(t) = y(t)
Entonces obtenemos:
T1 = X9

iy = L(—ky—by) + Lu

reacomodando y sustituyendo términos tenemos :
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.7')121‘2

S k b 1
Ty = —7.01 — 7, T2+ ;U
La ecuaciéon de salida es
Y = X3

En forma matricial estas ecuaciones pueden ser escritas como (Ecuacion de estado):

Este par de ecuaciones estén en la forma genérica como :

X = Ax + Bu

y = Cx+ Du
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Endonde;A:[ 0 1 ];B:[?};C:[l O];DzO

k.
m

Ademés suponemos que el sistema es invariante en el tiempo por lo que las matrizes A,B,C,D
son constantes.,La representacién dindmica en el espacio de estado del ejemplo anterior es tal
como se ve en la figura 10.6;

Figure 10.6: Diagrama de bloques del sistema mecanico

. 1/m o x * ==
+
+o+<— b/m
k/m

El Ejemplo 3 , es otro ejemplo de caracterizacién de variables de estado de un circuito RCL ,
tal como se muestra en la figura 10.7.

Figure 10.7: Circuito RLC

iL
A VaTa VaN
L
u(t)
Suministro L 3
de corriente Vc M R ‘VD
[a

El estado de este sistema puede describirse en funcién de un conjunto de variables de estado
(z1,x2) donde 1 es el voltaje del condensador v.(t) y x2 es igual a la corriente del inductor
ir,(t) , estas variables con convenientes puesto que la energia almacenada puede escribirse

mediante la ecuacién :
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1 1
€= 5Lz‘% + §Cv3 (10.17)

Por lo tanto z1(t9) y z2(to) representan la energia inicial total del sistema para cuando t = t,
para un circuito RCL, el numero de variables de estado debe ser igual al numero de elementos
independientes de almacenamiento de energia. Utilizando la ley de corrientes de Kirchhoff,
obtenemos una E.D.P.O. escrita en forma general como se muestra en la ecuaciéon :

Z,_dvc
Cdt

= u(t) —ig (10.18)

La ley del voltaje de Kirchhoff para el lazo de la parte derecha de la figura 6 proporciona la
ecuacién que describe la relacién del cambio de la corriente del inductor como se muestra en

la ecuacion :

0
L% = —Riy, + v, (10.19)

Ademas, la salida de este sistema se representa por la ecuacion algebraica lineal mostrada en

la ecuacion

vo = RiL(t) (10.20)

La ecuaciones [10.18] y [10.19] se pueden reescribir en términos de variables de estado 1 y x2 :

da:l 1 1
dl‘g 1 R

La senal de salida es :
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U1 (t) = Uo(t) = Rl‘Q

Por tanto , las matriz del sistema puede verse en las ecuacion :

|

SIS
[
Q=
| I
—
8 R
N =
| I
| —
oqQl=
| I
g
~—~
~
S~—

Ahora en el ejemplo 4 Consideremos el caso de dos carros con friccion despreciable en las
ruedas se conectan como muestra en la figura 10.8 , una fuerza de entrada u(t) , la salida es la
posicién del carro 2, determinaremos una representacion en el espacio de estados del sistema
(en este caso nos piden determinar la matriz de estado del sistema).

Figure 10.8: Sistema de dos masas , dos resortes , dos amortiguadores

ki

R == R A
OO OO ¢

El procedimiento como se ha llevado a cabo, es determinar las ecuaciones diferenciales dinami-
cas del sistema para después Determinar la ecuacién diferencial de estado en forma matricial,
entonces para esto debemos hacer el DLC ( diagrama de cuerpo libre para cada una de las

masas.

EL DCL de la masa 1 es tal como se ilustra en la figura 10.9.
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Figure 10.9: D.C.L. Masa 1

ki(g-x)

u(t) .
—_— mi1
<—

(dq dxj
b ———
dt dt

Y la ecuacién que resulta al hacer el balance de fuerzas , es tal como se ilustra en la ecuacién

10.23

d*x dq dx
— +bi(—— —)+ki(qg—x2) =ult 10.2
g 1(dt dt) g —z) =ult) (10.23)

EL DCL de la masa 2 es tal como se ilustra en la figura 10.10.

Figure 10.10: D.C.L. Masa 2

ki(g-x) karq
—_ > D
m2
\dt dt 2t

La ecuacién [10.24ks la que resulta al hacer el balance de fuerzas sobre la masa 2.

d*q  dq
m2@ + b2$ + kog — kl(q — x) — bl(

@dx

- —) = 10.24
dt dt) 0 (10-24)

Ahora definimos las variables de estado , y realizamos el debido remplazo en las ecuaciones

10.23] y dando como resultado :

r1T =
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T4 = ZEQZE

e d’q_ K k1—ko b1 b1—bo
Ty =T = go="7, 01 T T 502 — o3 + T =Ty

Esta ecuacién la podemos escribir en forma matricial , basando nos en la ecuacién [10.12] lo
que nos resulta en la ecuacion [10.25

#1 o 0 1 0 2 0
Ci?Q 0 0 0 1 T9 0
; = Lol k1 b b +1 1 |u (10.25)
x3 1 mi mi mi z3 mi
j; _ﬂ k'l_k?Q _bil bl—bg T 0

4 ma2 m2 ma mo 4

La ecuacion algebraica de salida segan [10.13], Para nuestro sistema queda, tal como se muestra

en la ecuacion

z1

y=[10 0 0] (10.26)

x3
Tq
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10.4 SOLUCION NUMERICA DE SISTEMAS POR EL METO-
DO DE EULER

Ahora mostraremos la forma de calcular mediante solucién numeérica las ecuaciones de estado
en el dominio del tiempo de un circuito RLC (ver figura 10.11) para un intervalo de tiempo
dado.

Figure 10.11: Circuito R.L.C.

v(t)
| | a
'C' i(t)

Formulando las ecuaciones de estado se obtiene ;
v+ Ri+ L4 =0
. ~d
i=C%

Con las condiciones iniciales:v(0) e i(0)

Del modelo de ecuaciones de estado pueden obtenerse las ecuaciones diferenciales, de may-
ores 6rdenes, para cada una de las variables del circuito, por ejemplo para el voltaje en el
condensador, se obtiene eliminando i:

v+ RCL + LOLE =0

Acomodando tenemos ;
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d?v R dv 1 _
@t Tat1ev=0

ConC=1R=2yL=3zv(0)=

1, i(0) = O se tiene una ecuaciéon diferencial de segundo
grado sin exitaciones:

b+20+3v=0
v(0) =1, 9(0) = £i(0) =0

Volviendo al problema de calcular soluciones numeéricas en el dominio del tiempo, se desea
obtener la solucién v(t) para el intervalo desde ¢t = 0 hasta ¢t = 6.

A partir de las ecuaciones de estado , con los valores de los pardmetros, se tiene:

dv __
a — !

di __ .
%——311—22

Expresando matricialmente, se obtiene la matriz de estado A.
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10.4.1 Meétodo de Euler

A partir de la expresion de la serie de Taylor , para una variable escalar y se tiene :

y(t+ At) = y(t) + WOAL 4 LEHD N2

La relacién anterior, puede generalizarse considerando y como un vector. Pueden calcularse
aproximadamente, los valores en el instante siguiente (k + 1) a partir de los valores en el
instante K-ésimo, mediante:

i = iy + T Ay

Este procedimiento se denomina esquema simple de Euler.
Los valores de las derivadas se obtienen mediante la matriz de estado.

A partir de de la ecuacion de estado se determina el valor de las derivadas en un punto.

R TR

Sea At = 0,1, entonces lo valores en t = 0,1 se obtiene mediante:

| — |
& |5
Q=8 =
| I
I
| —
|
oo o
[N
| I
| —

dv(0
aitoy | Ot
dt

—

Para el siguiente punto, se efectiian los siguientes célculos t = 0,2.
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Y asi sucesivamente, hasta llegar al valor final ¢ deseado.

La solucién aproximada, por el esquema simple de Euler, puede ser suficiente en muchos
casos. Existen numerosos métodos numéricos que dan mejores soluciones que el método de
Euler,cuando las variables son funciones que tiene crecimientos o cambios muy grandes entre
los intervalos en que se calculan los puntos.

En sistemas lineales se estudian métodos que permiten pasar de la representacion de las vari-
ables de estado a Funciones de transferencia. Las funciones de transferencia modelan la rep-
resentacion de sistemas en el dominio de la frecuenciafl

Pueden obtenerse importantes propiedades del comportamiento del sistema en el espacio de
estado.Esto se logra dibujando los valores de las variables de estado en términos del pardmetro
tiempo.

10.5 INTERCONECTIBILIDAD DE LOS SUBSISTEMAS

Supongamos que dos subsistema i y j han sido modelados en el espacio de estados como;

El subsistemas i esta definido como se ve en las ecuaciones y [10.2§]

X; = A;x; + By, (10.27)

y; = C;x; + Dyu; (10.28)

2La relacién entre variables de estado y ecuaciones de transferencia se estudiara en el capitulo 10.
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Mientras que el subsistema j esta definido mediante las ecuaciones [10.29] y [10.30] ;

Xj = Aj.l‘j + Bju]' (10.29)

Yj = Cij + Djllj (10.30)

Supongamos que la entrada del subsistema j es la salida del subsistema i, esto es u; = y;
ademés y; y y; son ambas consideradas como salidas de la composicion de sistemas.( ver figura
10.12)

Figure 10.12: Interconectibilidad de los subsistemas

> i

yi=uj
Ui——>| Subsistema i > Subsistema j >Yi

Ahora sustituyendo la ecuacion [10.28| en las ecuaciones [10.29]y [10.30] nos queda que;

x; = A;x; + B; [C;x; + D;juy] (10.31)
Yj = Cij + Dj [CZXZ + Diui] (10.32)

La composicion del vector de espacio del sistema ( subsistema 1 y 2 ) y el vector de salida
son;

xT; 1
X = o | (10.33)
— 10.34
=14 ( )
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Nota:El numero de variables de estado del sistema es la suma de las variables de los dos
sistemas.

Las ecuaciones [10.31] J10.32] [17.22] pueden ser escritas de tal forma que ellas satisfagan la
ecuacion de estado del sistema ( subsistema 1 y 2 ) y el vector de salida de dicho sistema,
teniendo en cuenta el vector de espacio de estado del sistema (17.11)) y el vector de salida del

sistema ((17.22)), entonces queda:

*= [ B;C; A, ] [ x; ] - [ B;D,; }ul (10.35)
103711

v= [ D;C; C; ] [ T } " [ D;D; ] o (10.36)

Donde la primera fila representa la ecuacion [10.28] y la segunda fila representa la ecuacion
10.32

Debe notarse que la parte de arriba de la particiéon derecha de la composicién de matrices A y
C son ambas cero , esto es por que no hay parte del subsistema j dentro de i. La substitucién
aproximada puede ser extendida a varios sistemas interconectados.

Supongamos que tenemos cuatro subsistemas , donde hay dos grupos de entrada y cuatro
grupos de salida definidos como.

vy=[oF & oF F 1"

El vector de estado x compuesto por x1,x2,x3 vy x4, después de un tedioso proceso de susti-
tucién y arreglos, se encontré que el sistema compuesto puede ser descrito por las siguientes
ecuaciones:
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T Aq 0 0 0
To | By(Cy As BoChs 0
s | 0 0 A o | X7
T4 —B4D2C3 —ByCy ByC3 — B4DyC3 Ay
Bl 0 Ul
BoDy ByDs 0
0 Bg us
—ByDyDs ByDs— ByDyDs || 0
Y1 I Cl 0 0 0
Y2 DyCy Cs DyC3 0
v |~ 0 0 C o |*T
(7 | —D4D2Cy —DyCy DyCo — DyDoC3 Cy
Dl 0 Ui
DyD, Dy Ds 0
0 D3 Uus3
| —DyDyD; DyDs— DyDsDs | | 0

Del sistema compuesto por los cuatro subsistemas se puede hacer la representacion en el espacio
del estado como se ilustra en la figura 10.13.

Figure 10.13: Interconexion de Cuatro Subsistemas

> Y1
y1 + U2 .
Ui————>| Subsistema 1 »O——> Subsistema 2 > Y2
+
>3
y3 U4vf A
Us————| Subsistema 3 20— Subsistema 4 —> Y4

Algunas ventajas de la aplicacion del método de espacios de estados, consiste en que la repre-
sentacion de sistemas de miltiples entradas y miltiples salidas es més sencilla , asi como toda
la dindmica del sistema, la cual se representa por ecuaciones diferenciales o de diferencia de
primer orden, ademads, la simulacién con métodos computacionales es més eficiente a conse-
cuencia del desarrollo tecnolégico, debido a estas ventajas algunas de las técnicas de control
moderno se basan en este método.
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Capitulo 11

ANALISIS DE LAS ECUACIONES
DE ESTADO PARA SISTEMAS
LINEALES EN TIEMPO CONTINUO

11.1 ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN
LINEALES.

La ecuacion diferencial de primer orden es lineal si puede escribirse como:

g =a(t)x(t)+b(t)u(t) (11.1)

la cual se repasara antes de considerar el caso de una matriz de orden nth. Cuando la senal
de salida u(t) es cero, la ecuacion diferencial para x se dice que es homogenea y en este caso

dx dx
—r=az(t) or —=a(t)dt (11.2)

Como la variable dependiente z y la variable independiente ¢ se encuentra separados a ambos
lados de la ecuacion y representan un diferencial entonces se pueden integrar

T @ )= [amar (11.3)



Inz(t) —Inz (to) = /a(r) dr (11.4)

to

Aplicando la propiedad de los logaritmos

Inz (t) — Inz (tg) = In [#(1)/x(t0)) (11.5)

y simplificando por medio de e® = x obtenemos

2 () =  (to) o “4 (11.6)

En un caso particular cuando a(t) = a es cosntante, la ecuacion se reduce a

z(t) = z (tg) et (11.7)

Como era de esperarse, la condiciéon inicial z(ty) debe ser especificado antes de poder deter-
minar una unica solucion z(t)

Cuando se considera que la ecuacion [I1.1I] es no-homogenea, una solucion se puede obtener
mediante la reduccion de la ecuacion a una que pueda ser facilmente integrada. Es necesario
hacer un paso extra primero. Considere

LW z@®])=k@)i @) +kE) @) (11.8)

k()i(t)—kt)a(t)z(t)=k()bt)ut) (11.9)
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En el lado izquierdo de la ecuacion se puede hacer un diferencial con tal que la funcion k(t)
sea seleccionada para satisfacer k (t) = —k (¢) a (t). Lo cual obliga a que k(t) represente una
ecuacion homogenea de primer orden del tipo que acabamos de considerar, y su solucion es:

k(t) = k (to) e Jeo @07 (11.10)

Utilizando esta solucion, la ecuciacion no-homogenea para (1) se puede escribir en terminos
de diferenciales

Ak () x (£)] = k ()b () u () dt (11.11)

t
k (to) / k(1)
= 11.12
o= |58 o)+ [ L v uar (1112
to
Utilizando la solucion para k(t)
¢
z(t) = {eha "D 2 (to) + / el “©sp () u (r) dr (11.13)
to
Si el coeficiente a es constante, se reduce a
t
z(t) = ety (¢0) + / =% (7Y u (1) dr (11.14)

to

Este resultado puede derivado directamente de la ecuacion utilizando la transformada de
Laplace y el teorema de convolucion. Con la condicion inicial de x (0)

sz (s) —x(0) =ax(s)+ L[b(t)u(t)] (11.15)
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_zO)  LpbOu)

s—a s—a

Aplicando la inversa

s—a

a;(t) — ﬁfl {33 (S)} — :C(O) eat_i_ﬁfl {[’[b(t)u(t)]}

Utilizando el teorema de convolucion £~ {g1 (s) g2 (s)} = fot g1 (t—7)g2(7)dr

s—a

g {£bOu ) /tewab (s
0

Entonces

z (t) = ez (0) + / 1% (1) u (r) dr
0

La solucion para cualquier otra condicion inicial z (t¢)

x (t) = ez (tg) + / e (1) u(r) dr

to

Comprabando la condicion inicial en la ecuacion 13 con t = tg

to
t .
x (tg) = {effg a(T)dT} x (to) + /ejfto a(<)dsy, (T)u(r)dr
to
: to i a(T)dr
Donde a (t) es continuo, fto a (1) dr = 0 por lo que e’to =1
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Igualmente fttoo eli® a©)dsy (T)u(r)dr=0

Por lo tanto z (t9) = x (to)

Comprobando la ecuacion diferencial

t

i (t) :% [ / a(r) dT] el T 4 (40 +% [ / elr 2©dp ()4 (1) dT] (11.22)

to to

Utilizando la formula general para derivar una integral

g(t) 9(t)
d B Oh (t,T) dg df
7 /h(t,T)dT —/ 5 dr 4+ h(t,g(t)) L h(t,f(t))d (11.23)
f(t) f()
Aplicandola a la ecuacion diferencial
¢
4 /a()d =a(t) (11.24)
7 T)dr| = .
to

Por lo tanto

i=al(t) |:{ejtt0 a(T)dr} = (to) +

w
o\
-

el7 al9)dsy, (1) w(7) dT] +b(t)u(t) (11.26)
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Cuando b es constante la ecucacion indica que z(t) depende solo del intervalo de tiempo
t —to vy el tiempo de inicio ¢, con frecuencia es replazado por 0 para simplificar. Cuando a y
b son cosntantes, se dice que el sistema es invariente en el tiempo por que la respuesta de la
senal de entrada es siempre la misma independientemente del tiempo de inicio.

Ejemplo

La senal de entrada del circuito de la figura 11.1. es una fuente de corriente ideal u(?). Y la
senial de salida es el voltaje en el condensad

Figure 11.1: Circuito R.C

x(t)

a3l R

4= |

_ t/RC 10—e' f/RC gz
u (t) - Rsinh(ty/RC)

y si  (0) = o, encontrar la salida x () cuando ¢t =t

La ecuacion de estado es:

. —x
r=——-+

u
7t o (11.27)

Utilizando la solucion general descrita en la ecuacion [11.14]
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t
1
z(t)=e ") + Yol /e“ﬂ/Rcu (1)dr (11.28)
0

Para efectos de simplicidad decimos

10— e't/RC g

= Rsm (o) (11.29)

y por lo tanto

u = Ke'l? (11.30)

Aplicandolo a la solucion general

t
_ K
z(t)=e VRO g 4 / e1RC 4
C
0

K T ] R T K R ]nh -
t/RC C t/RC {Jic 2 /RC } —¢ t/ C' 0 + S. < C) (1131)

z(ty) =10 (11.32)

11.2 MATRIZ CON COEFICIENTES CONSTANTES

El conjunto de n ecuaciones de estado homogeneas

x = Ax x (tp), A constante (11.33)
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Tiene una solucion que es completamente andloga al resultado escalar de la ecuacion [11.7]

x (t) = et Ax (1) (11.34)

Hay varios métodos para verificar que se trata de una solucién a las ecuaciones de estado.
Primero, las condiciones iniciales se deben satisfacer:

x (t) = et710Ax (1) = %% (t9) = x (to) (11.35)

Diferenciando ambos lados de la ecuacion |[11.34} es facil verificar que x = Ax (t). Dado que la
ecuacion [11.34] satisface las condiciones iniciales y la ecuacion diferencial, esta representa una
unica solucion a la ecuacion [11.33

Considerando un conjunto de ecuaciones de estado no homogeneas, en el cual el sistema de
la matriz A sigue constante, pero B (¢) puede ser variable en el tiempo. Los componentes de
B () u (t) se asumen continuos para garantizar una solucién dnica.

%= Ax+B(t)u(t) x (1) (11.36)

La tecnica utilizada en la solucion de ecuaciones escalares es utilizada aqui pero con unas mod-
ificaciones dimensionales menores. Siendo K (¢)una matriz n z n; multiplicando la ecuacion

por K () y reorganizando
K(#)x(t) —K(t)Ax(t) =K (t)B (t)u(t) (11.37)

Donde d[K (t)x (t)] /dt = Kx + K?c, el lado izquierdo de la ecuacion |11.37| puede escribirse
como un diferencial siempre que K = —K (t) A. La matriz que se va a utilizar K (t) =
e~ (t=10)A v 13 ecuacion diferencial puede escribirse

d[K (t)x ()] = K (t) B () u (t) dt (11.38)



Integrando

K (¢)x (t) — K (to) x (tg) = /K(T)B(T)u(f) dr (11.39)

La forma seleccionada para K siempre va a tener inversa, entonces:

x (t) =Kl(t)K(to)x(to)+/K1(t)K(r)B(T)u(r) dr (11.40)
x (t) = e710A% (1) + / etOAB (1) u (1) dr (11.41)

Esta ecuacion representa la solucion para cualquier ecuacion del sistema de la forma de la
ecuacion [11.36] Note que la solucion esta compuesta por un solo termino dependiente de la
condicion inicial y una integral que involucra a la salida.

Ejemplo

Encontrar la solucion al sistema lineala homogeneo

x=Ax = x (11.42)
1 -3

y apartir de ella, la solucion particular que satisface las condiciones iniciales y; (0) = 3 y
y2(0) =0

La ecuacion caracteristica es
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2-X —4

det[A—NI)=| “ " 7

=X 4HA-2=A-1D(A+2) =0 (11.43)

Los eigenvalues son respectivamente A\; = 1 y A2 = 2. Y los eigenvectors se obtienen de la
siguiente ecuacion

(2= A)ay — 420 =0 (11.44)

Con los eigenvectors encontrados se obtiene la solucion general

X =0 el + ¢y e 2 (11.45)
1 1

Apartir de las condiciones iniciales se obtiene

4 1 3
x(0) = + e = (11.46)
1 1 0
De donde ¢; =1y cg = —1 , por lo que la solucion particular es
4 1
X = el — e 2t (11.47)
1 1

11.3 SISTEMAS MODALES Y DESCOMPOSICION MODAL

Considerando la ecuacion otra vez. Es necesario resaltar que la matriz A es constante,
pero B (t) puede ser variable en el tiempo. Suponiendo que n eigenvectors \;, y n vectores
independientes, ya sean eigenvectors o eigenvectors generalizados, que se han encontrado para
la matriz A. Estos vectores se denotaran por & para evitar la confusion con los vectores de
estado x. Como el conjunto {;} es linealmente independiente, que puede ser utilizado como
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base para el espacio de estado ¥. En consecuencia en un tiempo dado t, el estado x (t)se
puede expresar

x)=qgt)a+et)o+...+a(t)é (11.48)

El tiempo de variacion de x esta contenido en los coeficientes de expansion ¢; de A, y por lo
tanto & son constantes. En cualquier tiempo ¢ dado, el vector B (¢)u (t) € ¥ y por lo tanto,
también se puede desarrollar como

B(t)u(t)=p1(t)& +Pa(t)a+ ...+ Bn(t)én (11.49)

De hecho, f; (t) =< r;B (t) u (t) >,donde {r;}es el conjunto de vectores reciprocos

Utilizando la expansion anterior, la ecuacion [11.36| quedaria

)&+t . +it)én=a )AL + @A)+ ...
+ AW &+ )& +B )+ + B ()& (11.50)

Asumiendo por el momento que A es normal para que todos los &; eigenvectors sean méas que
eigenvectors generalizados. Entonces A&; = \;&;, de modo que

(@1 =M1t —B1) &1+ (2 —Xage — B2) &+ ..+ (G — A — Bn) & =0 (11.51)

Donde el conjunto &; es linealmente independiente, lo cual requiere que

G=Nigg+03 fori=1,2,...,n (11.52)

Los cual demuestra que cuando A es constante y tiene un conjunto total de eigenvectors, y el
sistema es completamente describible por un conjunto de n ecuaciones escalares desacopladas
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cuya solucion es de la forma

t
@i (1) = et Nig: (1) +/e<t—t°>AiBi (1) dr (11.53)

to

Desde luego, ¢; (to) =< r; x(tg) >. El vector estado es de la forma

X(t) =qQ (t)§1+q2 (t) §2+--'+Qn (t)fn (1154)

Los terminos en esta suma son llamados sistemas modales. La respuesta general a este com-
plicado sistema puede desglosarse en la suma de n simples respuestas modales.

La ecuacion [11.48|tambien se puede escribir en terminos de la matriz modal M = [£; ... §,]donde
x = Mq, y como tal, representa un cambio de base. Utilizando esta notacion, consideramos
la ecuacion [11.36] nuevamente:

X se convierte en M, donde M es constante

Ax se convierte en AMq y Bu se mantiene sin cambios

Por lo tanto

Mg = AMq + Bu (11.55)

qg=M"1AMq+ M 'Bu=Jq+B,u (11.56)

A — . . .
Donde B, # M~ 1B y J es la Jordan canonical form (o la matriz diagonal en muchos casos).
Si el mismo cambio de base se utiliza en la ecuacién de salida, entonces el sistema es descrito
por el par de la ecuacién de la forma normal
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q=Jgq+Byuu (11.57)

y=C,q+ Du (11.58)

Donde C,, & CM. La solucion para la ecuacion |11.57] se puede escribir como

t
a(t) = e"="q (to) + / "IB, (r)u(r)dr (11.59)
to

Basados en esto el vector estado original es

t
x (t) = Mq (t) = Me"0TMx (tg) + /Me“‘T)JM—an ()u(r)dr (11.60)
to

El procedimiento de la ecuacion utiliza el hecho de que M~ les la matriz de trasposicion de
los vectores base, lo que significa que

q(t) = M~ 'x(to) (11.61)

Comparando las ecuaciones [11.60|y [11.41

elt=t0)A — Ne(t-TIIp 1 (11.62)

La descomposicion modal es 1til por la informacién que proporciona sobre las propiedades
intrinsecas del sistema. Las propiedades de controlabilidad, observabilidad, estabilidad y de-
tectabilidad son mas faciles de entender y evaluar. Las propiedades de la estabilidad de
el sistema tambien se revelan mas claramente. La descomposicion modal proporciona una
imagen geométrica simple para el movimiento del vector de estado en funcién del tiempo.
Conservando sélo los modos dominantes, un sistema de orden superior se puede aproximar a
un sistema de orden inferior.
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Hay que tener en cuenta que la técnica de descomposicién modal es til sélo si A, y por lo
tanto &;, A\; son constantes. Es la invariancia de las partes del vector x, es decir, los términos
&, que da los valores con el método. Si la matiz modal fue variante en el tiempo y tuvo
que ser constantemente reevaluada, la mayoria de las ventajas de la descomposicién modal se

perderian.

Ejemplo

Un sistema que es descrito por

1 -2 =2 0 T 1 0

U1(e)
To = 0 0 1 zo |+ 0 1

U2 (t)
T3 0 -3 —4 T3 1 1

1. Encontrar el cambio de variables x = Mq que desacopla el sistema

2. Encontrar las ecuaciones para desacoplar el sistema

Encontrando la matriz modal M. Primero encontramos los eigenvalues

JA—IN=—A+1)(A+2)(A+3)

Ai=—1,-2,-3

Encontrando la matriz adjunta

(A2 +4X+3) —2(A+4) —2
Adj[A -T)\ = 0 A+2)(A+4)  2+X
0 =3(24+X))  A2+N
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Ahora encontrando los eigenvectors

Con esto encontramos que

Ahora § = M~1AMq + M~1Bu, por lo que es necesario encontrar M !

Por lo tanto

3
U

D=

g=1|1 4

[\

[0 3

|
—_
) N[ —

-2 =2
0 O
0 -3

q+

N[ —

N[ —

-2 1 -1
1 0 -1
-1 0 3

M=

[ —2

1

| -1
6
1_

)
ol

N[

Ua(t)

U2 (t)

282

D=

[Nl

NI

D=

[

N[ =

(11.67)

(11.68)

(11.69)

(11.70)

(11.71)

UL(t)

Wa(t)

(11.72)



Las tres ecuaciones desacopladas son

1
G1=—-q+ 515 +2 (11.73)
g2 =—2q2+3t+6 (11.74)
_ 1

G = =33+ 5t +1 (11.75)

11.4 TIEMPO VARIANTE

Las ecuaciones de estado homogeneas variantes en el tiempo

X =A(t)x (11.76)

Son consideradas primero. Con el fin de que se considere como una ecuacién de estado vélida,
se requiere que haya una solucién tnica para todos los x(¢g) € X. Esto coloca a algunas
restricciones sobre el tipo de variacién de tiempo permitido en la matriz A. Una condicién
suficiente para la exitencia de soluciones tnicas es exigir que todos los elementos de a;; (t) de
A (t) sean continuos.

Donde n vectores x; (t9) linealmente independientes iniciales se pueden encontrar, y cada uno
define una solucién tnica de la ecuacion llamado x; (t), t > to. Definiendo una matriz
n z n U (tg)con columnas independientes formada por vectores de condicion inicial x; (¢g).
Las n soluciones correspondientes a estas condiciones iniciales se utilizan como columnas en
la formacion de una matriz n z n U () = [ x1(t) x2(t) ... x,(t) |. Cualquier matriz
U (t) debe satisfacer

Ut)=A)U(®1) (11.77)
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Es llamada la solucion fundamental de la matriz, siempre que |U (¢p)| # 0. Aumiendo que
la solucion fundamental de la matriz es valida, la solucion a la ecuacion [11.76] con un vector
condicion inicial arbitrario x (ty) es

x(t) =U () U (to) x (to) (11.78)

Lo cual es facil de verificar. Comprobando las condiciones iniciales

x (tg) = U (to) U™t (to) x (to) = I,x (tg) = x (to) (11.79)

Ahora haciendo la comprobacién para ver que esta solucion si satisface la ecuacién diferencial

%(t)) = U (1) U™ (to)x (to) = A () U (1) U™ (tg) x (to) = A () x (1 (11.80)

Las condiciones iniciales y la ecuacion diferencial se satisfacen, por lo que representa la Unica
solucién al problema homogéneo.

La ecuacion no homogenena variable en el tiempo se resuelve de una manera analoga a los
casos de un escalar y una matriz constante. Es decir, la ecuacién se reduce a diferenciales
exactos para que pueda ser integrado. Previamente a esto, hay que sefialar que U~ (¢) se
puede demostrar que existe para todo t > tg v que

d
Ututi) =1, por lo que p (U (1) Ut (t)) = [0] (11.81)
0
au___, dau—t du—! 4dU___

Por lo tanto
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du—1 _
o =-U L) A (¢) (11.83)

Premultiplicando la version de la ecuacion [11.36]en tiempo variante por U~ (¢), luego multi-
plicando la ecuacion [11.83| por x (¢) y sumando los resultados

U (D)% + gtlx(t) — U ()B@®)u) (11.84)
% (U t)x ()] =U""(#¢)B(t)u(t) (11.85)

La solucion no homogenea se obtiene integrando ambos lados de la ecuacion de tg a t

t

U (t)x(t) — UL (tg)x (o) = /U—1 (T)B (1) u(r)dr (11.86)
x(t) = U (U (to) x (to) + /U (U (r)B(r)u(r)dr (11.87)

El resultado otra vez toma la forma de un termino dependiente de un estado inicial y de una
integral que envuelve la funcion de salida. De hecho, el primer termino es la misma solucion
homogenea de la ecuacion [L1.78]

11.5 MATRIZ DE TRANSICION

El resultado del sistema anterior es la definicién de una matriz importante que puede ser aso-
ciada a un sistema lineal, es decir, la matriz de transicion
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®(t,T)EURBU ! (1)

(11.88)

Esta matriz n x n es una transformacion lineal o mapeo de 3 sobre si mismo. Es decir, en
ausencia de cualquier entrada u (t), dado el estado x (¢) en cualquier tiempo 7, el estado en

cualquier otro tiempo t estd dado por la asignaciéon

Con la condicion para x (7)

®(r,7)=1, Para cualquier

Derivando @ (¢, 7) con respecto a su primer argumento ¢

d% (t,7) _ dU (1)

2D = U () = AWMU UT ()

d® (t,7)

e A(t)®(t, 1)

(11.89)

(11.90)

(11.91)

(11.92)

El conjunto de ecuaciones diferenciales (11.92), junto con las condiciones iniciales, ecuacion

11.90[, es a menudo considerada como la definicion para ® (¢, 7).

Otras dos propiedades importantes de la matriz de transicion son las propiedades de semigru-

pos

D (to,tg) = P (t2,t1) P (t1,t0) para cualquier tg, t1, to

y la relacion entre &'y &
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&1 (t,tg) = ® (to,t) para cualquier to, ty, to (11.94)

Métodos de cdlculo de la matriz de transicion

Si la matriz A es constante, entonces

®(t,7) =elt"TA (11.95)

Por lo tanto

1. ®(¢,0)=L"1 {[Is — A]_l} . ® (t,7) se encuentra mediante la sustitucion de ¢ por ¢t —,
donde ® (¢t,7) = ® (t — 7,7) cuando A es constante.

2. ®(t,7) =gl + a1 A + ...+ o, 1A" ! cuando MET) — g+ g\ + .+ A N
y, si se repiten algunos eigenvalues, los derivados de la expresién anterior con respecto a
A se debe utilizar.

3. ®(t,7) = Me?=M~!, donde J es la forma Jordan ( o la diagonal de la matriz A), y
M es la matriz modal.

4. @ (t,7) = S eMITZ; ())
=1

5. @t m)XI+A(t—1)+5A%(t— )+ A3 (t — 7)% + .. .. Esta serie infinita se puede
cortar después de un ndmero finito de términos para obtener una aproximacion a la
matriz de transicion.

Ejemplo

Para la ecuacion de estado y el vector de estado inicial que se ilustran en la ecuaciones [11.96
y |11.97] donde u(t) es un escalon unitario, encuentre la matriz de transicion.

x(t) = x (t) + u(t) (11.96)



z(0) = (11.97)

Como la ecuacion de estado es de la forma

X (t) = Ax () + Bu (t) (11.98)

Primero es necesario encontrar los valores cararteristicos utilizando el det (sI — A) =0

s —1
(sI—A)= (11.99)
8 (s+6)

Por lo tanto s> + 6s + 8 = 0 de donde s; = —2 y so = —4. Como cada termino de la
matriz de transicion de estados es la suma de las respuestas generadas por los polos, se supon-
dra que la matriz es de la forma:

(K1672t + K2€f4t) (K3672t + K4674t>
® (1) = (11.100)
(K5€72t + K6€74t) (K7672t + K8674t>

Hallando los valores de las constantes

®(0)=1 (11.101)
Ki+Ky=1 (11.102)
Ks+K;=0 (11.103)
Ks+ K¢ =0 (11.104)
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K+ Kg=1 (11.105)

y como

d0)=A (11.106)
— 2K, — 4Ky =0 (11.107)
—2K3 — 4K, =1 (11.108)
— 2K5 — 4Kg = —8 (11.109)
— 2K7 — 4Kg = —6 (11.110)

Por lo tanto

(26—% _ 6-415) (%6—27& . %6—415)
®(t) = (11.111)
(—de~% 4 de~1)  (—e~% 4 2e7%)

La matriz de transicion tambien se puede hallar por merido de la transformada de Laplace,
utilizando el hecho de que ® (t)es el inverso de la transformada de Laplace de (sI — A)~!. Por
lo que es necesario encontrar primero (sI — A) como se hizo en la ecuacion [11.99]

(s+6) 1
+6 1
. —8 s 52—7-65—&—8 52+65+8
(SI—A) = 516 = (11.112)
s4+6s+8 -8

s
s24+65+8  s2+65+8
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(sI—A) ' = (11.113)

Finalmente aplicando la transformada inversa de Laplace de cada termino (Sia> = ¢ o
se obtine la matriz deseada
(267215 _ ef4t) (%e’% _ %e"lt)
d(t) = (11.114)

(_4672t +4€f4t) (_eth +2674t)
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Capitulo 12

ANALISIS DE SISTEMAS
LINEALES Y DISCRETOS

12.1 REPRESENTACION DE ECUACIONES DE ESTADO
EN EL DOMINIO DISCRETO DEL TIEMPO

En los dltimos afios ha aumentado el uso de controladores digitales en sistemas de control, estos
proporcionan un desempeno 6ptimo, la capacidad en la toma de decisiones y la flexibilidad
en los programas de control son las principales ventajas de los sistemas de control digital.
La tendencia actual de controlar los sistemas de forma digital y no analdgica se debe a la
disponibilidad de las computadoras y a las ventajas de trabajar con senales digitales en lugar
de senales en tiempo continuo.

Para los sistemas lineales en tiempo discreto se tienen resultados andlogos a los obtenidos en el
capitulo 10 para los sistemas lineales en tiempo continuo. En donde las matrices y vectores que
aparecen tienen una interpretaciéon analoga a la de las matrices y vectores de las expresiones
de este capitulo.

Actualmente el control de procesos moderno es control digital, por lo que las sefiales deben
ser convertidas previamente para que puedan ser tratadas por el algoritmo de control de un
computador. Dado que el computador opera en forma discreta (no continua), esta operacion
recibe el nombre de muestreo de senales.

El muestreo consiste en medir periédicamente el valor de la senal y asignarle un conjunto de
valores. Este conjunto de valores es finito, por ejemplo, entre 0 y 1023, 0 0 y 65535, etc. El
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nimero asignado es siempre entero. El muestreador actia como un interruptor interrumpiendo
la linea que lleva la sefial como lo muestra la figura 12.1.

Figure 12.1: Muestreador
" /x
q'- —

Cada h segundos se cierra durante un tiempo muy breve dejando pasar la senal hacia el
convertidor A/D. El tiempo que permanece cerrado es finito aunque en la practica es tan
pequeno que tedricamente se considera un punto.

Durante el muestreo las seriales analégicas en tiempo continuo se reemplazan por una secuencia
de nmeros proporcionales al valor de la senal en el instante de muestreo. En lugar de muestreo
se puede utilizar el concepto equivalente de discretizacién. veamos ahora algo de tipos de
seniales. Asi, a partir del tipo de sefial presente en el sistema, los sistemas se clasifican en:

e Senal en tiempo continuo:

Es aquella que se define sobre un intervalo continuo de tiempo, la amplitud puede tener un
intervalo continuo de valores o solamente un nimero finito de valores diferentes, el proceso de
representar una variable por medio de un conjunto de valores distintos se denomina cuantifi-
cacion y los valores resultantes se denominan valores cuantificados. La variable cuantificada
solo cambia en un conjunto finito de valores distintos.

e Senal analogica:

Es una senial definida en un intervalo continuo de tiempo cuya amplitud puede adoptar un
intervalo continuo de valores.

e Senal en tiempo discreto:

Es una senal definida solo en valores discretos de tiempo, (aquellos donde la variable inde-
pendiente t esta cuantificada) en una sefial en tiempo discreto, si la amplitud puede adoptar
valores en un intervalo continuo, entonces la senal se denomina senal de datos muestreados
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o Senal Daigital:

Es una senal en tiempo discreto con amplitud cuantificada, dicha sefial se puede representar
mediante una secuencia de ntmeros, por ejemplo, en la forma de nimeros binarios, en la
practica muchas senales digitales se obtienen mediante el muestreo de seniales analégicas que
después se cuantifican, la cuantificacién es lo que hace que sefiales analogicas sean leidas como
palabras binarias finitas

Estas series temporales denominadasa datos muestreados, se pueden transformar en el dominio
S y despues en el dominio z, el dominio frecuencia compleja en términos de z tiene propiedades
similares a las del dominio s de Laplace.

se puede usar la transformada z de una funcién de transferencia para analizar la estabilidad y
la respuesta transitoria de un sistema.

o Muestreo de Senales

Las senales continuas deben ser convertidas a senales discretas en el tiempo para que puedan
ser leidas por un computador. Para ello se muestrean cada cierto intervalo de tiempo, h.
Cuanto menor es el valor de h, mejor reproducira la senal original pero mas esfuerzo de
calculo requiere. Por el contrario, al aumentar el valor de h, se generan menos puntos pero
puede perderse informacién de la senal, de tal forma que su reconstruccién sea errénea o
imposible. La sefial discreta de control, proporcionada por el algoritmo, debe ser convertida
a una senal continua para actuar sobre los elementos finales de control, generalmente una
valvula. Esta operacién la realiza el mantenedor o dispositivo de retencién. Desde el punto de
vista matematico, discretizar una sefial continua se consigue multiplicando la sefial continua
por la delta de Dirac. La delta de Dirac dada por:

d(t—kh)

Sélo tiene valores en los instantes en que t es igual a kh, donde k es un entero 0,1, 2, etc.,
que representa el instante de muestreo y h es el tiempo. Dato que para los demés valores la
funcién vale cero, la senal resultante s6lo presentara valores en los instantes de muestreo.
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Figure 12.2: Conversion de senales

y - ¥ y(kh)
Conversion
. | i
) > :

A/D .
a AD k2 ot =

Sensor  Senal continua Senal Muestreada

QumENnORY

La transformada z representa un método operacional para resolver ecuaciones en diferencias
lineales y sistemas lineales con datos discretos o digitales.

e La transformada z

Como la salida de un muestreador ideal (definida como r*(¢)) es una serie de impulsos con
valores r*(kt) se tiene entonces que:

rx(t) :ir(kT)c?(t—k‘T) (12.1)
k=0

para una sefial para t>0. Empleando la transformaciéon de Laplace, tenemos que

Llrx(t)] = ir (kT) e *T (12.2)
k=0

Se tiene ahora una serie infinita que comprende factores de e*” y sus potencias. Se define

z=e (12.3)
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donde esta relacion incluye una transformacion conforme del plano s al plano z. Se define
entonces la transformacién, denominada transformada z, tal que

o0

ZIr@)=Z[r*@®)] =Y rkT)z" (12.4)

k=0

En general se define la transformada z de una funcion f(;) como

ZIf@)=F(z2)=>_ fET)z" (12.5)

k=0

Ejemplo 1.

Determinar la trasformada z de f (t) = e~ parat > 0 tenemos

oo o k
Zle" =F(2)= Z e~ T =k — Z (zeT)
k=0 k=0
Esta serie se puede escribir en forma cerrada como
1 z

Se puede demostrar en general que

Z{e"f(t)} = F (e"z)
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En la siguiente tabla se presentan algunas transformadas usadas normalmente

Table 12.1: Transformadas

| x(t) [ x() | x(z)
1 t=20
5(t) = 1 1
() { 0t=kT,k#0
1 t=kT _ _
(5(t—]~cT):{O i kT ekTs z "
Escal6n unitario u(, % P
1 Tz
t 52 (z—1)*
—at 1
e sta z—i”T
1 _ oot 1 L‘ZT_)QZT
s(s+a) (2*1)(Z*€T )
- o Zsinw
sin wt s24w? W
P 2(z—cosw
cos wt 22 W
T w ze % sinwT
e % sinwt (s+a)?+w? 22—2ze— 9T coswT+e—2aT
—T sta 22—ze= T coswT
e % coswt (s+a)2+w2 22—2ze— 9T coswT+e—2aT

Propiedades de las transformadas

Table 12.3: Propiedasdes

L | x(t) | X (2)

1 kx (t) kX(z)

2 T (t) + x9 (t) X1 (Z) + X5 (Z)

3 x(t+T) 2X (z) — zx (0)

4 tx (t) —Tzdjéi(z)

5 e~ (t) X (ze"T)

6 | 2 (0), Valor inicial | lim,_,,, X(z)si el limite existe
7 | x(c0), Valor final lim, (2 — 1) X (2)
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Independientemente de las razones para utilizar el modelo discreto, el objetivo es hacer de los
valores obtenidos en el muestreo de las senales en los diferentes instantes una representacién
aceptablemente precisa de las correspondientes senales continuas.

Consideremos el sistema:

% = A(t)X(t) +B(t)u(t) (12.6)

con X(tp) conocido

Asumimos que {tg, 1, ..., tk,...}es un conjunto de puntos discretos de tiempo suficientemente
proximos entre si de manera que, durante cualquier intervalo de [tg, tx+1] la entrada del vector
u(t)puede aproximarse a u(ty), Tenga en cuenta que si las entradas se procesan a través de
un zero-order holdE], como parte de un controlador digital, entonces son automaticamente
constantes durante el intervalo de muestreo

La expresion mas general de un sistema expresado en variables de estado es:

T =A(t)X(t)+ B(t)u(t)

y(t)=C (O X (1D ()

La solucion para X (t) es:

X (1) = ® (£, t0) X (to) + /top(t,T)B(T)u(T) dr (12.7)

to

y entonces podemos expresar la solucion para ty,itomando x(¢) como condicién inicial

k+1
X(thrl) = (I)(tk+1,tk)X(tk> —l—/k (I)(tk+1,T)B(T) dru (tk) (12.8)

!zero order hold: es un proceso matematico para la reconstrucciéon de una sefial de tiempo discreto a una
senal continua
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Hay que tener en cuenta que la entrada u(7)ha sido sustituida por u(tx)y sacado de la inte-

gral, debido a su comportamiento constante a tramos, si A(¢) y/o B(¢)son aproximadamente
constantes en [tg,tr11] tambien puede ser simplificadas.

Por ejemplo si A es constante, entonces ® (tgy1,t;) =e4T, donde T = tp1- tpy A es A(ty).
Si B es constante en [tg11,t;], entonces se puede quitar de la integral. Esto conduce a una
aproximacion de uso general para las ecuaciones de estado discreto,

X (k+1)=A1X (k) + Biu (k) (12.9)
Donde A1 y By se utilizan en el modelo discreto para distinguirlas de las matrices de modelo

continuo A y B. Las relaciones son
Ai=eiTy Bi=/f eAlv17) dr B

Aunque estos resultados han sido mencionados como aproximaciones discretas, son exactos
para el coeficiente constante de los sistemas cuyas entradas pasan a través de un Zero-order-
hold, como es comin en controladores digitales.

Una simplificaciéon de anélisis que se pueden hacer en el caso especial donde A(tk)_1 existe

al usar los resultados de la integracion de la matriz exponencial analizada en el capitulo 6 de
este seminario,

By = [Ay (ty) — I1 A7" (tx) B (1)

Aunque las muestras de tj suelen estar igualente espaciadas esto no es necesario para la
ecuacion [3], la reevaluacion de A1y Bjserian necesarias en cada ciclo de la ecuacion [4] en el
caso de muestras variables

Ejemplo 2.

Considerar el sistema de segundo orden y+ 3y + 2y = u(t), su funcion de transferencia es
uls) — 1/ [s*+3s+2]=1/ [(s+ 1) (s +2)] a partir de este modelo obtenga la aproximacion

u(s)
del modelo de estado discreto, use T= tgy1- txy= 0.2 segundos
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Expresado en forma de ecuaciones de estado,

1% S]]

con y (t) = x1 (t) donde A y B son constantes y se asume que u (t)serd constante en tramos
para cada periodo de muestreo T, las matrices discretas Ay v B; se calculan como se dijo
anteriormente, una serie truncada infinita se utiliza para la evaluacién y se obtiene:

0.967141  0.148411 0.016429
X(k+1)= [ ~0.296821 0.521909 ] X (k) + [ 0.148411 ]“(k)

La ecuacién de muestreo de salida es

y(k)=[1 0]X ()

Ahora calcularemos de otra forma el modelo discreto, la conversion del zero-order-hold da
G(2)=(1—2"1) Z{G (s) /s} = (0.01643z + 0.013452) / (2% — 1.48905z + 0.548811)

El denominador de esta funcién de transferencia es (z — e_T) (z — e‘QT) donde T = 0.2, hay
muchas manera de escoger el modelo de estado de esta funciéon de transferencia, la forma
candnica se usa entonces porque el estado discreto xjserd la misma variable fisica que en el
estado x3

[ 21 (k+1) ] B [ 1.48905 1 ] [ 1 (k) } n [ 0.01643 ]u(k)

2o (k+1) |~ | —0.548811 0 || a2 (k) 0.013452

y(k)=[1 0]x(k)

Ambos resultados son validos para el modelo, con la misma frecuencia de muestreo y las
mismas suposiciones, pero es claramente que son diferentes, ambos modelos tienen las mismas
entradas y salidas caracteristicas aquellos descritos por la funcion de transferencia G(z), sus
componentes internos son diferentes porque se seleccionarion diferentes variables de estado, la
frecuencia de muestreo utilizada en el desarrollo de un modelo discreto con frecuencia se fija
por el sensor o el tiempo de ciclo de tratamiento, sin embargo, podemos elegir, el disefio del
sistema o en el caso de la simulacién digital, un orden aproximado de magnitud guia es 1til.

Hay que tener en cuenta que el limite inferior tedrico para el muestreo es de dos muestras por
periodo, para una mejor respuesta con relacién al muestreo cada caso debe ser analizado por
separado.
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12.2 COEFICIENTES CONSTANTES DISCRETOS DE ECUA-
CIONES DE ESTADO

Si suponemos que A(k)es constante, consideramos primero el caso homogéneo

X (k+1)= Ax(k)

Asumimos la condici6n inicial x(0) conocida, de modo que z (1) = Az (0), usando esto en la
ecuacion diferencial tenemos x (2) = Ax (1) = A%z (0). Continuando con este proceso llegamos
a que la soluciéon general para un tiempo tiexpresada en términos de x (0)

z (k) = Az (0) (12.10)

Usando los metodos vistos en el capitulo 7 de este seminario podemos determinar A* como
una funcién general de k, tal que las multiplicaciones de matrices repetidas no son necesarias.

Consideremos ahora el caso no homogéneo, se da una secuencia de vectores u (0), u (1), u (2). ..
asi como las condiciones iniciales, entonces

z (1) = Az (0) + B (0) u (0)
z(2) = Az (1) + B (1) u (1) = A% (0) + AB (0)u (0) + B (1) u (1)

(3) = Az (2) + B (2)u(2) = A3z (0) + A2B (0)u (0) + AB (1) u (1) + B (2) u (2)

Para el caso general de t; quedaria

k—1
(k) = A%z (0) + ) A" B (j)u(j) (12.11)
j=0

Haciendo un pequeiio cambio en los limites de la sumatoria esto quedaria
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k
z (k)= APz (0)+ > A*IB(j —1)u(j - 1) (12.12)
j=1

La estrecha analogia con sistemas de tiempo continuo se hacen mas evidente al usar la definiciéon
de matriz de transiciéon para sistemas discretos. Siempre que A sea constante, la matriz de
transicion discreta es

O (k,j) = A
donde
k
x(k:):<I>(k,0)x(0)+Z<I>(k,j)B(j—1)u(j—1) (12.13)
j=1

y la tnica diferencia del resultado de continuo es la sustitucién de la integral de convolucién

por una sumatoria discreta

12.3 DESCOMPOSICION MODAL.

La matriz A del sistema se sigue considerando constante, sus eigenvalues \; y eigenvectores
&;.entonces si se hace el cambio de base x (k) = Mg (k), donde M = [£1 &, ... &y ]las ecuaciones
de estado se reducen a

Mg (k+1) = AMq (k) + B (k) u(k)

expresado de otra forma

q(k+1) = Jq (k) + By (k) u (k) (12.14)
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y (k) = C (k) Mq (k) + D (k) u (k)

y expresada tambien de otra forma

y (k) =Cn (k) q(k)+ D (k)u(k) (12.15)
Donde J = MY AM, B, (k)= M~'B(k), C,= C(k)M asi como en el caso continuo, las

ecuaciones en ¢ son casi desacopladas y tienen las mismas ventajas. Cuando A tiene todos los
eigenvectores, entonces J serd la matriz diagonalA

Una ecuacion tipica de q; componentes tiene la forma,

gi (k+1) = XNigi (k) + (ri, B(k)u(k))

La solucién es

qi (k) = Mg (0) + S N (B (G - Du(j — 1))

de modo que

g (k) = Afq (0) + S5, AFIMIB(j — Du(j — 1)

Usando z (k) = Mq (k)y q(0) = M~'z (0) obtenemos

w (k) = MAPM =2 (0) + S5 MAMIM~'B(j — 1)u(j - 1)

Esto demuestra una vez mas que A¥ = MA*M~1 y nos da la forma de calcular la matriz de
transicion

La técnica de descomposicién modal da una visién geométrica de la estructura del sistema. El
comportamiento de z (k)comparado con el indice de tiempo k puede ser representado como la
suma vetorial de los eigenvectores & multiplicado por g; (k)

z (k)= Mq (k) =&aq (k) + &g (k) + ... + &agn (k)
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12.4 COEFICIENTES VARIABLES EN EL TIEMPO.

Cuando A(k)es una matriz variable en el tiempo, se hacen unas ligeras modificaciones a lo
anterior, ademaés de las potencias de A, los productos de A se evaluén sucesivamente en K. la
solucion para z (k)en un tiempo t(k) se convierte en

k k—1
(k) =Ak-1AK-2) ... A0z0)+> [[[A®|BG-Dui-1)  (12.16)
j=1 | p=j

en la ecuacion anterior la notacion H];;Jl- A (p) indicael producto A (k —1)A(k—2)...A(j+1) A(j).

Se sabe que si j = k — 1, el producto solo es A(k —1) y si j = k entonces Hl;;,iA (p) £ I,.
La matriz de transicién para tiempo variable esta dada por

k—1

o (k) =[] AP (12.17)

p=j
Cuando se utiliza esta definicion [11] para tiempo variable el resultado que se obtiene es el

mismo de la ecuacion [8], sin embargo la evaluacion de la matriz de transicién es mucho mas
complicado para el caso variable en el tiempo.

12.5 MATRIZ DE TRANSICION DISCRETA

Las propiedades de la matriz de transicién discreta conserva gran parte de las propiedades que
tiene la matriz de tiempo continuo, en particular la matriz de transicion ® (k, j) representa el
mapeo del estado en el tiempo tjen el estado de tiempo t; proporcionando una entrada u. Se
puede aplicar la propiedad de semigrupo, esto es

@(k,m)q)(m,j) :(I)(kvj)

para cualquier k, m, j que satisface j < m < k. Tambien tiene la propiedad de identidad,
esta es ® (k, k) = I, para cualquier tiempo de indice k. Una gran diferencia de la matriz
de transicion discreta es que la inversa no necesariamente existe, cuando la inversa no existe
entonces el tiempo invertido tiene la propiedad:
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o~ (k,j) = @ (j. k)

La inversa existira si el sistema discreto se deriva correctamente como una aproximacién a un
sistema continuo, entonces A (k) = @ (tp41,tk) y P (k,j) = P (tk,t;) la matriz de transicion
discreta siempre es singular

Problemas

1. Obtener la matriz de transicion de estado del siguiente sistema en tiempo discreto y obtenga
el estado z (k) y la salida y (k) cuando la entrada u (k) = 1 para k£ =0, 1, 2, ...

x(k+1) = Az (k) + Bu (k)

y (k) = Cu (k)

donde

A:[—oo.m —11] B:[H c=[1 0]

Suponiendo que el estado inicial es

La matriz de transicién de estado ® (k) es
O (k)= AF = 771 [(zI AL,

El siguiente paso es calcula (21 — A) ™

-1

Existen métodos tanto analiticos de computo para el calculo de (2 — A)™ " uno de ellos esta

basado en la expansién de la matriz adjunta y se puede expresar como
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(2 — ) = gLl

El determinante |zI — A| esta dado por

|2l — Al = 2"+ a12" 1 +az" 2+ ... +ay

y la adj(zI — A)esta dado por

adj (21 — A) = I2""1 4+ B12" 2+ Bo2" 3 + ...+ By

donde

Bi=A+a1l

By = AB1 + aol

Bp1=AB, 2+ ap11

B, =ABn,_1+a,l =0

Las a; las encontramos mediante el uso de las trazasE]de la siguiente forma

a1 = —trA
ag = —%tY’ABl
ag = —%t’I"ABQ

ap = — %trABn_l

Reemplazando y sustituyendo todas esta ecuaciones en la ecuacién principal hallamos la matriz
inversa de (zI — A)

2La traza de una matriz de nzn es la suma de los elemento diagonales
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Entonces

(2T — A)! = z -1 71: (z+o§3+(i+o.8) (z+0.2)1(z+0~8) —
016 z+1 (z+0._2)'(1z€r0.8) 0D (-703)
4 _1 5 -5
3 3
(21 —A)7 ' = Z+02+ %8 =02 HE w8
>702 T 2708 zvo2 T 3508

Ahora si obtenemos la matriz de transicion @ (k)

1
(k) =21 oFTe2 38308 37102 esta ecuaciéon da la matriz de tran-

sicién de estado
Ahora calculamos x (k), la transformada z de x (k) esta dada por

Zlx (k)] =X (2)= (2 —A) 22 (0) 4 (21 — A) ' Bu(z) = (21 — A) "' [22(0) + Bu(2)]

—
e
N~—
+
W
<
—~
SN—
| —
|
NN
| I
+
| —
N
N ||
=
| I
Il
—
|
oI
4|
N
N
| |

w
|
—

Por lo tanto

(z2+2)z _17, 22, 25,

_ — —6- 4 9 4 18T
X (2) = (= A) 7 ew (0) + Bu(2))= | FPATNNTD || 502 TS
(210.2)(210.8)(z—1) oz T 508 T

El vector x (k)esta dado por
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(— 02) 2 (—0.8)F +%

x(k)zz-l[x<z>]=[64( T Py

Y finalmente obtenemos la matriz de salida y (k)

1 k22 _ gk 2
y(k)=Crk)=[1 0] [ o ol 0;2,{172]:—”(—o.8>k+2,?<—o.8>k+25

2. Para el sistema descrito por

1 -2 =2 0 T1 1 0 wr (b)
iy =] 0 0 1 x2+01[u1(t)]
i3 0 -3 —4 || = 11 2
10
(a)Encontrar el cambio de variables x = Mq que desacopla el sistema, Si  (0) = | 5 | ysi
2

u(t) = { i } encontrar x (t), Se debe encontrar la matriz modal M, |A-I\| = — (A + 1) (A +2) (A + 3)

tal que los eigenvalues son A\ = —1, Adg = =2, A3 = —

Entonces tenemos que

M 4+dr+3 —2(A+4) ~2
Adjl[A - I)\] = 0 A+2)(A+4) 2+
0 —-3(24 M) A2+ )
-2 1 -2
De esto los eigenvectores son & = | 1 [, & =0 [,y&=] —1
-1 0 3
De este modo
-2 1 -2
T = 1 0 —1 | g queesla transformaciéon de desacoplamiento
-1 0 3
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esto conduce a

(@)
o
=
|
—
I
—
[NSIESNY ][OV
NI DD N

1 0 0 3 2],
Gg=10 -2 0 g+ |3 6 {ul}
0 0 -3 ! 2

Las tres ecuaciones desacopladas y sus soluciones son:

G1=-q+gt+2=>aq)=c"q0)+5t+3(1-¢)

G2 = —2q2 + 3t + 6= q2 (t) = e 2qo (0) +

[\GI[eV]

t+ 5 (1—e?)

Gs = —3¢3 + 3t+1 = g3 (t) = e g3 (0) + gt+ 5 (1 — )

Donde ¢ (0) = Mtz (0) = y x(t) = Mq(t), la solucién es:

o P

et () e - (8) ek ()i
=] @ e
et () e g

D[ 00|

Imw ] Lo ][]

Encontrar y (k) si 21 (0) = —1, 2 (0) = 3. La entrada u; (k) es obtenida del muestreo de la
funcion rampa t en los instantes tg = 0, t; = 1, ..., tx = k, y ua (k) es obtenida del muestreo
de et en el mismo conjunto de tiempos discretos.

QO = | =

Primero encontramos la matriz de transicion

1 1

ag + 5a Q0
AF =gl + anA=| "0 270 8T
501 ap + 501
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Ahora calculamos los eigenvalues

|A— TN =X - X+ % las raices de este polinomio son A; = %, Ay = % y resolviendo para ag
y a1

NI NI

NI—= NI

Usando lo anterior y teniendo en cuenta que:

® (k,j) = A¥=J tenemos que

N—= N

;k + Z§:1 {

NI—= NI
LI B |

La salida es

y(k)=[1 5]xz(k)

4. Encontrar un modelo de tiempo discreto para el sistema mostrado en la figura, usar t541 —
tr=At = 1 y aproxime u1y ug como funciones a tramos constantes

Las ecuaciones de estado de tiempo continuo son:

E R R FY R R



Y la matriz de transicion es:

@(t,O):eAt:[fl{[sI—A]_l}, o (s) =

O también puede ser

20~ ey V]

El estado en el instante t;11 = tx + At puede escribirse como:

T (tp+1) = @ (thr1, te) @ (L) + J;ik+l ® (th1,7) dT[ [0{ _01 ] [ s Etk) ]
Pero

e~ ! 0
() (tk—i—l, tk) =0 (tk+1 — 1, 0) = 1 =

0.368 0 ]
1—e !

0.632 1
y también

_ 1
ﬁikﬂ@(tkﬂm)m[ l—el 0 ] _ [ 0.632 0 ]

e ! 1 0.368 1

La ecuacién de aproximacién seria:

[l [ [0 O [ ] ] oo O ] tee)]
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Capitulo 13

ESTABILIDAD

13.1 INTRODUCCION

La estabilidad de sistemas lineales invariantes en el tiempo con una sola entrada y una sola
salida se puede basar en el andlisis de la funcién de transferencia. Donde las condiciones de
estabilidad estan dadas por la posicién de los polos. Para sistemas de tiempo continuo tenemos
el plano complejo s donde el area estable es la mitad izquierda de este (Figura. El interior
del circulo de radio 1(Figura , centrado en el origen del plano z, es el area estable para
sistemas de tiempo discreto.

(a) Pplafio s (b) Plano =

Figura 13.1: Zonas Estables
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Una descripcion detallada del comportamiento del sistema dependiendo de la ubicacién de los
polos para tiempo continuo y discreto se tienen en las Tablas 14.1 y 14.2, respectivamente.

Graf. Plano-s

r = 2 en el origen

Tipo de polo ) Gréfica Respuesta Nota
P P (A = Bi iw;) P
w yA
: Asintoticamente
Real y Negativo \¥ - Estable
B T
w yA
Real y Positivo / Inestable
B T
w yA
Marginalmente
Zero _ Estable
B T
w A y‘
Conjugado complejo X Asintoticamente
. ——»f -t
con parte real negativa X W—H_ Estable
w A y“
Cont]ugac.io. imaginario _X 8 \ / \ / - Marginalmente
(multiplicidad r = 1) \/ \/ Estable
4 > 1 M
Cont]ugac.io. imaginario XX 8 - Inestable
(multiplicidad r = 2) XX w
‘1 > 1 M
Conjugado compl.eqo X 8 ol Tnestable
con parte real positiva X w
??
w A yA
Polos de multiplicidad N 8 =t Inestable

Cuadro 13.1: Tiempo continuo
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Graf. Plano-z

Tipo de polo (A = B + iwr) Grafica Respuesta Nota
1 T 1 K3
. y
g ; ’ ' Marginalmente
- B T g
Real -1 | > Estable
. y
{ % R Marginalmente
B T g
Real 1 | > Estable
. y
0-TReal~1 6 . Asintoticamente
- Estable
1 - -
. y
1-TReal=0 6 T . Asintoticamente
| > Estable
. y
Imaginario X 5 T . Asintoticamente
(r=vVB+uw2<l) | - > Estable
Imaginario T
(r=+B2+w?>1) {}B | : == Inestable
. Y
Real>1 ‘69—» P T Inestable
1§ >
. y
Real<-1 %6}“ T . _ Inestable

Cuadro 13.2: Tiempo discreto
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Extender estos conceptos de estabilidad a sistemas multivariables lineales o linealizados de-
scritos en modelos de variables de estado es el objetivo de esta parte, en la cual varias defini-
ciones de estabilidad se estudiaréan.

Un sistema dado puede mostrar un comportamiento que se considera estable en una regién del
espacio de estados e inestables en otras regiones. Entonces, el estudio de la estabilidad debe
dirigirse a los distintos puntos de equilibrio (a veces llamados puntos criticos) de un sistema y
no al propio sistema. Esta distincién es en gran medida innecesaria para los sistemas lineales,
pero en los sistemas no lineales si se tiene en cuenta.

Ejemplo 1.

Teniendo la siguiente Ecuacién de Transferencia de un sistema. Determinar su estabilidad.

El sistema tiene un solo polo —a y se dice que el sistema es asintoticamente estable (siendo «
un numero real positivo diferente de 0).

13.2 PUNTOS DE EQUILIBRIO Y CONCEPTOS DE ESTA-
BILIDAD

Un anélisis grafico de la estabilidad es el primer paso para que el tratamiento matemaético
posterior sea mas facil. Considerando la posibilidad que la pelota es libre de rodar en la
superficie que se muestra en la Figura [13.2] La pelota podia ser puesta y quedarse en los
puntos A, B, C y G y en cualquier lugar entre los puntos D y F, como es E. Cada uno de estos
puntos es un punto de equilibrio del sistema.
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Figura 13.2: Analisis grafico de estabilidad

En el espacio de estados, un punto de equilibrio para un sistema continuo en el tiempo es un
punto en el que x es cero, en ausencia de las entradas y perturbaciones. Asi, si el sistema se
encuentra en ese estado, permanecerd alli. Para los sistemas en tiempo discreto, un punto de
equilibrio es aquel para el cual x(k+ 1) = x(k) en ausencia de todas las entradas de control o
perturbaciones.

Una pequefa perturbacién en los puntos A o C hard que el balon se aparte de estos puntos.
Este comportamiento hace que A y C sean llamados puntos de equilibrio inestables. Después
de las pequenas perturbaciones fuera de B o G, el balén finalmente regresard a descansar
en estos puntos. Entonces, B y G se denominan puntos de equilibrio estables. Si la bola se
desplaza ligeramente desde el punto E, en ausencia de una velocidad inicial. se mantendra en
la nueva posicién. Puntos como E se dice a veces que son neutralmente estables.

Suponiendo que la forma de la superficie en la figura [13.2| cambia con el tiempo. En concreto,
supongamos que el punto G se mueve verticalmente, de modo que la pendiente en ese punto
es siempre cero, pero a veces la superficie concava hacia arriba (como se muestra) y, a veces
cOncava hacia abajo. El punto G sigue siendo un punto de equilibrio, pero si es estable o no
depende ahora de tiempo.

Hasta ahora so6lo se ha considerado la estabilidad local, ya que las perturbaciones se supone
que son pequenas. Si la bola se desplazara suficientemente lejos del punto G, que no volveria
a ese punto. La estabilidad por lo tanto depende del tamafio de la perturbacién original y de
la naturaleza de las perturbaciones que pueden estar actuando.
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Un punto particular x. € ) es un punto de equilibrio de un sistema dinamico si el estado del
sistema en g es X, y X(t) = X, para todo t > t( en ausencia de las entradas o perturbaciones.
Para un sistema continuo en el tiempo x = f(x(t),u(t),t) esto significa que f(x.,0,¢t) = 0
para todo t > tg. Para sistemas en tiempo discreto x(k + 1) = f(x(k),u(k), k) esto significa
que f(x.,0,k) = x. para todo k > 0.

El origen del espacio de estado siempre es un punto de equilibrio para sistemas lineales, sin
embargo no debe ser el tinico. En el caso del tiempo continuo, si la matriz A del sistema
tiene un eigenvalue cero, entonces hay una cantidad infinita de vectores (eigenvectors) que
satisfacen Ax. = 0. En el caso del tiempo discreto un eigenvalue unitario 1 de A nos dice que
hay infinidad de vectores que satisfacen Ax. = x.. Estos puntos corresponden en términos
generales a los puntos entre D y F de la figura 2. Para sistemas lineales el tinico punto de
equilibrio aislado es el origen.

13.3 DEFINICIONES DE ESTABILIDAD

Considerando el sistema de tiempo continuo con entrada cero,

x =1f(x,0,t), x(to) =x0 (13.1)

Existe una tnica solucién a estas ecuaciones diferenciales, si es por lo menos continua por
partes con respecto a ¢ en algunas regiones del espacio producto 3 X 7, que contiene xg, tg.
Ademas, la solucion depende de sus argumentos en una manera continua. La solucion suele
escribirse como ®(t;xq,to) que muestra sus argumentos de forma explicita, pero a menudo se
refieren a ella simplemente como x(¢). En el caso lineal, ®(t;xq,t0) = ®(t, t9)xo.

Se supone que un punto de equilibrio para el sistema (Eq. 1) es o ha sido trasladado al origen.
Para el caso de tiempo continuo entrada cero

x = f(x,0,7), x(to) =xo

siendo el origen un punto de equilibrio, se aplica lo siguiente.

Definicion 1. El origen es un punto de equilibrio estable si para cualquier valor dado ¢ > 0
existe un numero (e, tg) > 0 tal que si ||x(t9)|| < J, entonces el movimiento resultante x(t)
satisface||x(¢)|| < e para todos los t > tg.
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Esta definicion de estabilidad es a veces llamada estabilidad en el sentido de Lyapunov, abrevi-
ado como estable i.s.L. Si posee un sistema con este tipo de estabilidad, entonces se garantiza
que el estado se puede mantener dentro de ¢, en teoria, del origen de la restricciéon de la pertur-
bacién inicial tiene que ser inferior a §. Hay que tener en cuenta que § < € no es necesariamente
cierto.

Definicién 2. El origen es un punto de equilibrio asintéticamente estable si (a) es estable, y si,
ademas, (b) existe un namero ¢'(tp) > 0 tal que cada vez que ||x(to)]| < §'(to) el movimiento
resultante cumple tlim IIx(¢)|| = 0.

—00

La figura[13.3a]ilustra estas definiciones para el espacio de estado bidimensional 3. Las mismas
ideas conceptualmente se aplican en las dimensiones superiores. Dos ejemplos de trayectorias
posibles se muestran en la Figura 10.2a, uno para un sistema que es estable i.s.L. y el otro
para un sistema asintéticamente estable. Una proyeccién sobre el espacio de los estados Yo
se muestra en la Figura [I3.3b] Una trayectoria que no es estable, se ha afiadido a las dos
originales.

Trayectoria Asintoticamente Estable Cilindro de radio €

Estables.L.

Disco de'radio & Estable is.L. Disco de radio &

(a) (b)

Figura 13.3: Trayectoria Asintoticamente estable

Las dos definiciones anteriores son las méas bésicas de estabilidad para sistemas no forzados
en tiempo continuo. Si § y ¢’ no son funciones de t(, entonces el origen se dice que es uni-
formemente estable y uniformemente y asintéticamente estable, respectivamente. Si & (¢g) en
la segunda definicion se puede hacer arbitrariamente grande - es decir, si todos los x(tg) conver-
gen a (-entonces el origen se dice que es globalmente asintéticamente estable o asintoéticamente
estable a lo largo.

Las definiciones de estabilidad para sistemas en tiempo discreto con entrada cero

317



x(k+1) =f(x(k),0,k), =x(0)=x0 (13.2)

son iguales a las anteriores, siempre que el indice de tiempo discreto £ se utilice en lugar de .
Como antes, se supone que las coordenadas se han elegido de modo que el origen es un estado
de equilibrio.

Cuando las entradas u(t) o u(k) son distintas de cero, se consideran dos tipos adicionales de
estabilidad.

Definicién 3. (Estabilidad con entrada limitada y estado limitado.) Si hay una constante fija
K, tal que ||u|]| < K para cada ¢ (o k), se dice que la entrada es limitada. Si por cada entrada
limitada, y para condiciones iniciales arbitrarias x (o), existe un escalar 0 < 0(K, tg, x(to)) tal
que el estado resultante satisface ||x|| < ¢, entonces el sistema tiene estabilidad con entrada
limitada, estado limitado, abreviado como estabilidad BIBS (bounded input, bounded state en
inglés).

Estas definiciones de estabilidad tratan con el comportamiento del vector de estado en relacién
a un estado de equilibrio. Con frecuencia, el principal interés radica en el comportamiento de
salida del sistema.

Definiciéon 4. (Estabilidad con entrada limitada y salida limitada) Siendo u una entrada
limitada con K, como minimo en la cota superior. Si existe un escalar « tal que por cada ¢ (o
k), la salida satisface ||y|| < aK,,, entonces el sistema tiene estabilidad con entrada limitada y
salida limitada, abreviado como estabilidad BIBO (bounded input, bounded output en inglés).

13.4 ESTABILIDAD DE SISTEMAS LINEALES

Si consideramos el siguiente sistema lineal en tiempo continuo:

X = A{)x(t)+B(t)ut)
(13.3)
y(t) = C()x(t) + D(t)u()

318



El caso no forzados se trata en primer lugar. Con u(t) = 0, el vector de estado esta dado por

x(t) = ®(t, to)x(to) (13.4)

La norma de x(t) es una medida de la distancia del estado desde el origen:

%O = 1L to)x(to)l| < |2 (L, to)| [Ix(to) (13.5)

Supongamos que existe un niumero N (tp), posiblemente en funcion de ¢, de manera que

[®(¢,t0)[ < N(to) (13.6)
para todo t > tg.

Entonces, las condiciones de la definicién 1 pueden ser satisfechas por cualquier € > 0 dejando
0(to,€) = €/N(to). Se deduce de la ecuaciéon lo que la ecuacién es suficiente para
asegurar que el origen es estable en el sentido de Lyapunov. Es facil demostrar que esta
condicién también es necesaria. El origen es asintdticamente estable si y sélo si la ecuacién
se mantiene, y si, ademaés, ||®(t,t9)|| — 0 para t — oo. Hay que tener en cuenta que
para un sistema lineal, la estabilidad asint6tica no depende de x(tp). Si un sistema lineal es
asintéticamente estable, es globalmente asintéticamente estable.

Considerando los tipos de estabilidad que dependen de la entrada u(t). Para sistemas lineales
de tiempo continuo, el vector de estado estd dado por

x(t) = ®(t, to)x(to) + /t ®(t,7)B(T)u(r)dr (13.7)

to
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La estabilidad BIBS requiere que x(¢) sigua siendo limitada para todas las entradas limitadas.
Puesto que u(t) = 0 es limitada, es evidente que la estabilidad i.s.L. también es una condicion
necesaria para la estabilidad de BIBS. Al tomar la norma de ambos lados de la ecuacion [17.7]
y el uso de las propiedades de la norma, se encuentra que ||x(t)|| sigue siendo limitada, y por
lo tanto el origen tiene estabilidad BIBS, si la ecuacién se mantiene y si ademas existe
un namero Ny (tp) tal que

t |®(t,t0)B(7)|| dr < Ni(to) (13.8)

to

para todo t > .

Argumentos similares demuestran que un sistema lineal en tiempo discreto tiene estabilidad
BIBS si la matriz de transicion discreta satisface la ecuacion [17.6]y si

k1
> [1®(k1, k)B(k — )] < M.
k=0

La estabilidad BIBO es investigada por considerar la salida de un sistema lineal

y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t) (13.9)

La sustitucion de la ecuacion en la ecuacion y con el estado inicial x(to) surgen a
causa de la entrada limitada en el intervalo (—oo,y) dando

v(t) :/_O W (t, 7)u(r)dr (13.10)

So6lo se considera la entrada limitada, esto es,

lu(7)]| < K (13.11)
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para todo 7

La salida sigue siendo limitada si existe una constante M > 0 tal que la respuesta al impulso
o de la matriz de ponderacion W (¢, 7) satisface

/t W (t, )| dr <M (13.12)

—0o0

para todo ¢

La ecuacion[I7.12]es la condicion necesaria y suficiente para la estabilidad BIBO de los sistemas
de tiempo continuo. El resultado analogo, con una sumatoria que sustituye a la integracién, es
valida para sistemas en tiempo discreto. La norma de la matriz | ®(¢, to)|| tiene un papel central
en las condiciones de estabilidad. Esta norma se puede definir de varias maneras, incluyendo
la definicién del producto interno

1@ (¢, t0) I = maz {(B(t, to)x, B(t,t0)x) | (x,x) = 1} (13.13)

Si se introduce la adjunta de ®(t,tp) la ecuacion [17.14] queda

|®(t, to)||* = maz eigenvalue de BT (,to)®(t, to) (13.14)

Si ®(t,t) es normal, entonces ST (¢,10)P(t,t9) = P(t,t9)PT(¢,19) v entonces
|®(t,to)]| = maz || (13.15)
donde «; es un eigenvalue de ®(¢,%y). En todos los casos un limite inferior util en la norma

esta dada por

|®(t, t0)||* > |cuil* para todo eigenvalue o; de ®(t, o) (13.16)
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13.5 SISTEMAS LINEALES CONSTANTES

Siempre que el sistema tiene una matriz A constante, se tienen los siguientes resultados:

®(t, 1) = A7) (tiempo continuo) (13.17)
®(k,0) = AT (detiempo discreto) (13.18)

En virtud del teorema de Cayley-Hamilton, visto anteriormente, estos dos resultados se

pueden expresar como polinomios en A. Entonces por el teorema de Frobenius los valores
propios «; de un ® se relacionan con los valores propios A\; de A por

Ai(t—to) o) a; = \F

o; = e i = A

para tiempo continuo y tiempo discreto respectivamente. Es relativamente simple de expresar

las anteriores condiciones de estabilidad en términos de los eigenvalues del sistema de la matriz
A. Dejando que estos valores propios sean A\; = 3; £iw;, las condiciones resultantes se resumen
en la tabla [[3.11

Ejemplo 2.

Estudiar la estabilidad del sistema en tiempo continuo y su aproximacién en tiempo discreto:

Hallamos los eigenvalues de A

A—IN| = 0
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-1 0 )\1 0 . —1- )\1 0 o - B
1 0 0 M| ‘ 1 X | (—1=2A)(=A2) = (1 +A1)(X2) =0
A= —1
A = 0
De acuerdo con la ecuacién A; = 3; +iw;, 81 = —1 y B2 = 0. Si nos remitimos a la primera

parte de la Tabla se tiene que el sistema es estable i.s.L.

La ecuacién diferencial aproximada en tiempo discreto es:

ot ] = Lo V[ ]+ e O ][t ]

Hallamos los eigenvalues de A

A—IN| = 0

0,368 0 A 0
0,632 1 0 A

_]o368-x 0 | B o
B ‘ 0632 1 | (0368 =A)(1—A)=0

M = 0,368
N = 1

De acuerdo con la ecuacion A\; = 5; +iw;, 51 = 0,368 y B2 = 1. Si nos remitimos a la segunda
parte de la Tabla se tiene que el sistema es estable i.s.L.
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Clasificacion de los Puntos de Equilibrio: Los puntos de equilibrio se pueden clasificar en
varios tipos, mas alla de etiquetarlos estable o inestable. Para ello es util ampliar la respuesta
a la condicién inicial, utilizando los eigenvectors de A como vectores de la base:

x(t) = w1(0)exp(A1t)€1 + wa(0)exp(Aat)éa + - - - + wp(0)exp(Ant)én (13.19)
donde w(0) = M~!xq y M es la matriz modal.

N @\x | |

(\ & (estable)
&

& & (intestable) &

(a) Nodo Estable (b) Punto de Silla (c) Nodo Inestable

Figura 13.4: Clasificacion de P.E.

La ecuacién se utiliza para discutir la respuesta de la condicién inicial de un sistema
de segundo orden. Los dos valores propios podrian ser reales o un par conjugado complejo.
En el caso real, si ambos eigenvalues son estables, el punto de equilibrio es llamado nodo
estable, y el marco de fase para diferentes condiciones iniciales se muestra en la Figura
Si un eigenvalue es estable y el otro es inestable, el comportamiento es como se muestra en la
figura [I3.4D] y esto se llama un punto silla. Cuando ambos eigenvalues son inestables, resultan
trayectorias como las de la figura [13.4d, y esto se llama un nodo inestable. Cuando los valores
propios son complejos, la ecuacién puede ser reescrita como

x(t) = exp {St} {[a cos(wt) + bsin(wt)] Er + [beos(wt) — asin(wt)] &1}

324



donde &g vy &7 son las partes reales e imaginarias de € y a, b son constantes reales que dependen
de las condiciones iniciales. Si la parte real del eigenvalue, 8, es negativo resulta el marco de
fase de la figura y es llamado foco estable. Si 8 > 0, resulta el foco inestable de la figura
[13.5b] Si 8 = 0 el punto de equilibrio es llamado un centro. y el marco de fase es mostrado en la
figura[I3.5d Generalmente, visualizaciones graficas de trayectorias son dificiles o imposibles en
dimensiones superiores. Sin embargo, la ecuacién también es 1til para conceptualizar
la respuesta.

N
N
N

AN [T
N,

(a) Foco Estable (b) Foco Inestable (c¢) Centro

Figura 13.5: Clasificacion de P.E.

13.6 EL METODO DIRECTO DE LYAPUNOV

Como nos podemos dar cuenta los resultados generales de estabilidad para sistemas lineales
estdn en términos de la matriz de transicion ®(t,tp). esto significa que para tener una con-
clusion de la estabilidad del sistema debemos tener la solucion de las ecuaciones diferenciales
del sistema. Este método también conocido como Segundo Método de Lyapunov fue desar-
rollado en el siglo IXX y es una aproximacion al andlisis de la estabilidad. Para este método
solo es necesario tener las ecuaciones diferenciales, mas no su solucién. Este método se utiliza
tanto para el andlisis de sistemas lineales como de no-lineales, tiempo invariante y tiempo
variable. La complicada matematica puede parecer demasiado para sistemas lineales. Sin em-
bargo, para sistemas lineales de tiempo variable, se pueden obtener respuestas fiables que por
otros métodos serian dificiles de encontrar. Incluso para los sistemas lineales constantes, este
método provee una aproximacion con informacién alternativa.
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El método directo de Lyapunov puede ser considerado como un método de energia generaliza-
do.

Este método utiliza la funcion de Lyapunov, V(x). Esta funcion escalar de el estado puede ser
considerada como una energia generalizada. En muchos casos la funcion de energia puede ser
usada como funcién de Lyapunov. Cuando el sistema modelado es descrito matematicamente,
puede que no este claro que significa “energia”. Las condiciones para que V(x) sea considerada
una, funcién de Lyapunov son mateméaticas mas no fisicas.

Una funcién de un solo valor V(x) que es continua y tiene derivadas parciales continuas se
dice que es definida positiva en alguna region ) sobre el origen del espacio de estado si (1)
V(0) =0y (2) V(x) > 0 para todos los x distintos de cero en €. Si la condicion (2) es sosegada
a V(x) > 0 para todo x € Q se dice que es semi-definida positiva. Invirtiendo las desigualdades
obtenemos las definiciones de funcién definida negativa y semi-definida negativa.

Considerando el siguiente sistema:

Asumiendo que el origen es un punto de equilibrio, osea, f(0) = 0. La estabilidad de este
punto se puede determinar por medio de los siguientes teoremas.

Teorema 1. Si una funcion definida positiva V (x) se puede determinar de manera que V (x) <
0 (semi-definida negativa), entonces el origen es estable i.s.L.

Una funcién que cumpla estos requisitos es llamada funcién de Lyapunov. La funcién de
Lyapunov no es dnica, hay muchas diferentes funciones de Lyapunov que se pueden encontrar
para un sistema dado. Del mismo modo, la incapacidad de encontrar una funciéon de Lyapunov
satisfactoria no significa que el sistema es inestable.

Teorema 2. Si una funcion definida positiva V(x) se puede determinar de manera que V(x)
es definida negativa, entonces el origen es asintdticamente estable.

Estos dos teoremas se relacionan con la estabilidad local en el vecindario €2 del origen.
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Teorema 3. El origen es un punto de equilibrio globalmente asintéticamente estable para el
sistema (Eq. [L7.20)) si una funcion de Lyapunov V(x) se puede encontrar tal que (1) V(x) > 0
para todo x # 0y V(0) = 0, (2) V(x) < 0 para todo x # 0, y (3) V(x) — oo cuando
Ix|| — oc.

En los dos anteriores teoremas el requisito de definida negativa en V se puede bajar a semi-
definida negativa, y la estabilidad asintética todavia se puede concluir, si puede demostrar que
V nunca es cero a lo largo de una trayectoria de solucién.

Lamentablemente, los teoremas de Lyapunov no dan ninguna indicacién de cé6mo una funcién
de Lyapunov puede ser encontrada. No hay una tnica funciéon de Lyapunov para un sistema
dado. Algunas son mejores que otras. Podria suceder que un Vj(x) se puede encontrar que
indice la estabilidad i.s.L., Va(x) puede indicar la estabilidad asintética de estados iniciales
muy cerca del origen, y V3(x) puede indicar estabilidad asintética de una regiéon mucho maés
grande, o incluso la estabilidad asintética global. La incapacidad de encontrar una funcién
de Lyapunov adecuada no demuestra la inestabilidad. Si un sistema es estable en uno de los
sentidos mencionados, se asegura que una funcién de Lyapunov existe. Sin embargo, se puede
presentar mucha dificultad para encontrarla.

No hay un método universal mejor que otro para la busqueda de funciones de Lyapunov. Una
forma de V(x) se puede suponer, ya sea como una conjetura pura o tanteando por vision
fisica y consideraciones como la energia. Luego V(X) se puede probar, lo que nos llevaria a
las ecuaciones del sistema x = f(x) en el proceso. Otro enfoque es asumir una forma para los
derivados de V(x), bien sea V(x) 0 V<V (x). Luego V(x) puede ser determinado mediante la
integraciéon y la prueba para ver si cumple las condiciones requeridas.

Ejemplo 3.

Considerando un sistema de segundo orden como el sistema masa resorte (Figura 6)

En este caso la posicién y y la velocidad 9 son las usadas como variables de estado x.
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Figura 13.6: Sistema masa-resorte

La energia total (cinética mas potencial)

La energia £ para este caso es una funcién cuadratica de las variables de estado. Asi que
E(x)>0six#0yE=0siysolosix=0.85ila tasa de variacion de la energfa & es siempre
negativa, excepto para, entonces £ decrecerd continuamente y eventualmente se aproximara a
cero. Entonces, si & < 0 para todo t, a excepcion de x = 0, se puede concluir que para un t
suficientemente grande x(¢) — 0. Tenemos que el sistema sera asintoticamente estable.

Si la tasa de variacion de la energia nunca es positiva £ < 0, entonces £ nunca se incrementara,
pero no necesariamente se aproximara a cero. Se puede concluir que £ y por lo tanto x, se
mantienen limitadas en cierto sentido. Tenemos que el sistema serd estable i.s.L.

La tarea de encontrar las funciones de Lyapunov adecuadas para sistemas lineales es mucho
més de rutina. Una forma cuadratica puede ser utilizada,

V(x) = x'Px

donde P es una matriz positiva definida, simétrica y real. Entonces la rata de cambio en el
tiempo es V(x) = x! Px+x! Px+x! Px. Usando la ecuacion de estado para sistemas lineales,
%X = Ax, esta se convierte en
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V(x) =xT [ATP +PA +P|x

Si el sistema es asintoticamente estable, V' debe ser definida negativa, lo que requiere que la
ecuaciéon matricial

ATP+PA+P=-Q

sea cierta para matrices definidas positivas Q. Si A es constante, entonces una matriz P
constante serd suficiente, para que P = 0. La ecuaciéon que queda es también llama ecuacién
de Lyapunov,

ATP +PA = -Q (13.21)

Una solucién tnica P existird para cada Q, siempre que no haya dos eigenvalues de A que
cumplan A\;+A; = 0. Por lo tanto, para cualquier Q arbitraria, P se puede encontrar resolviendo

n? ecuaciones lineales (ya que P = P s6lo (n? + n)/2 son realmente necesarios):

Lo AT+ AT ®1,] (P) = —(Q) (13.22)

donde (P) y (Q) son las columnas vectorizadas de P y Q. Una forma de uso de la ecuacion
serfa suponer una matriz simétrica definida positiva P y luego comprobar si la Q
calculada es definida positiva. Si es asi, se establece la estabilidad asintética. Si Q es s6lo
semi-definida positiva, entonces se tiene es estabilidad i.s.L.. Si Q es definida negativa, se
concluye la inestabilidad. Si Q es indefinida, nada puede concluirse. Un resultado més potente
se obtiene mediante el trabajo en la direccién inversa, es decir, comenzando con una matriz
definida positiva Q y usando la ecuacion. se determina P. Resulta que cualquier Q
simétrica definida positiva satisface y normalmente Q = I es utilizado. Lo que lleva lo siguiente

Teorema 4. La matriz constante A es asintéticamente estable si y solo si la soluciéon P de la
ecuacion ([17.21)) es definida positiva cuando Q es definida positiva.
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Este no es solo un caso especial del teorema 2 porque las condiciones suficientes y necesarias se
dan. En vista de la relacién uno-a-uno entre P y Q establecido por la ecuacion (17.21)), puede
parecer extraflo que a partir de una arbitraria Q definida positiva se obtiene una respuesta
definitiva, mientras que a partir de una P arbitraria definida positiva no se puede.

Ejemplo 4

0 1

Teniendo un sistema lineal con A = [ 9 _3

] , determinar su estabilidad

Seleccionando arbitrariamente a Q = I, resolvemos la ecuacién [17.21}

ATP +PA =-Q

0 -2 P11 P21 n P11 P21 0 1 _ 1 0
1 -3 Pis Pso Pis  Pos -2 -3 N 0 1

1,25 0,25
0,25 0,25
teorema 4 este sistema es asintéticamente estable.

y tenemos como resultado P = [ ]la cual es definida positiva, y de acuerdo con el

Ejemplo 5

Teniendo un sistema de tercer orden con la siguiente representacién de variables de estado
il 0 1 0 I 0

To | = 0 0 1 z2 |+ | 0 |uyy= [ 1 00 }x, determinar su esta-
T3 —-18 —-27 —-10 T3 1
bilidad

Seleccionando arbitrariamente a Q = I3, resolvemos la ecuacién [17.22
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Lo AT+ATeI (P) = —(Q)
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Resolviendo este sistema de ecuaciones hallamos la matriz P

1,94841 1,297619 0,027777
P=| 1297619 2,167769 0,066578
0,027777 0,066578 0,056657

Los menores principales son

A, = P =1,94841
Ay = Pyl — PL =2167769 * 1,94841 — 1,297619% = 2,53989
Az = P33Ay — Pog(P11Pag — PiaPi3) + Pi3(Pi2Paz — PaaP13) = 0,138395

Como los tres son positivos, P es definida positiva y el sistema es asintoticamente estable.

Si se considera un sistema de tiempo variable,

x = f(x, ) (13.23)

Se supone que el origen es un punto de equilibrio, £(0,¢) = 0 para todo t. Los teoremas de
estabilidad anteriores siguen siendo bésicamente lo que se necesita para concluir la estabilidad.
Sin embargo, ahora la funcién de Lyapunov y su derivada temporal pueden ser funciones
explicitas de tiempo, asi{ como el estado. Las definiciones de positivo y negativo tienen que ser
modificadas para reflejar que esta generalidad se agregé. Solo el teorema 3 es generalizado.

Teorema 5. Si una funcion de un solo valor V' (x) existe, es continua y tiene primeras derivadas
parciales continuas y para la que

1. V(0,t) = 0 para todo t;
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2. V(x,t) > o(||x||) > 0 para todo x # 0 y para todo ¢, donde o(-) es una funciéon escalar
continua, no-decreciente con o(0) = 0;

3. V(x,t) < —k(]|x]|) < 0 para todo x # 0y para todo ¢, donde k(-) es una funcion escalar
continua, no-decreciente con x(0) = 0;

4. V(x,t) > v(||x]|) para todo x y para todo ¢, donde v(-) es una funcién escalar continua,
no-decreciente con v(0) = 0;

5. o(||x]|) — oo para ||x|| = oo

entonces x = 0 en uniforme globalmente asint6ticamente estable.

Las funciones o, k, y v son todas definidas positivas en el sentido anterior, en donde el tiempo
no aparece explicitamente. V(x,t) se dice que es definida positiva si V(0,t) =0y si V(x es
siempre mayor que o igual a una funcion definida positiva invariante en el tiempo como o. Las
condiciones (1) y (2) simplemente requieren que V (x,t) sea definida positiva. Del mismo modo,
la condicién (3) requiere V (x, t) sea definida negativa. La condicion (5) requiere V(x,t) tienda
a infinito cuando ||x|| — oo, como en el teorema 3, y en la condicién (4) impide V (x,t) tienda
a infinito cuando ||x|| es finito. La "uniformidad" en la conclusion indica que la estabilidad
asintética no depende de ningtin momento inicial particular #.

Hay una serie de teoremas de inestabilidad , que son ttiles para evitar busquedas infructuosas
de las funciones de Lyapunov para sistemas inestables.

Teorema 6. Si una funcién escalar V(x) es continua y tiene primeras derivadas parciales
continuas y si

1. V(x, t) es definida positiva en alguna region Q2 que contiene el origen;
2. V(0,t) = 0 para todo ¢;

3. V(x,t) > 0 en algan punto arbitrario en {2 cerca al origen;

entonces el origen es un punto de equilibrio inestable del sistema de la ecuacion ((17.23))

Estos teoremas de estabilidad de Lyapunov también puede ser utilizados para el analisis de
estabilidad de sistemas en tiempo discreto:
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x(k +1) = £(x(k)) (13.24)

El origen se asume como punto de equilibrio, de modo que £(0) = 0. Los anteriores teoremas

de estabilidad, la estabilidad asintotica, y estabilidad asintética global aplica siempre que la
derivada en el tiempo V' (x) se sustituya por el primer diferencial, AV = V(x(k+1))—V (x(k)).

El método directo de Lyapunov para el analisis de estabilidad es un método general de aprox-
imacién, pero su uso exitoso requiere mucho ingenio.

Muchos sistemas de control pueden ser modelados como sistemas lineales con coeficientes de
tiempo variables. Ejemplos de esto son aeronaves y naves espaciales cuya masa disminuye a
medida que se quema el combustible, maquinas para procesamiento de papel, alambre, u otros
materiales que obliga que la inercia cambie a medida que se enrolla un material de la bobina,
manipuladores robéticas con diferentes tipos de cargas desconocidos, y aproximaciones lineales
de sistemas no lineales cuyos coeficientes cambian a medida que se evaliian en diferentes puntos
a lo largo de la trayectoria nominal.

Una técnica comin usada es analisis de estabilidad llamando el método de coeficientes congela-
dos, en el que todos los coeficientes que varian de tiempo son congelados y luego la estabilidad
del sistema se analiza como si se tratara de un sistema de coeficientes constantes. Es casi un
teorema de tradicion oral que, si los eigenvalues (polos) estan con seguridad en la region de
estabilidad en todos los tiempos (o al menos una muestra representativa de ellos) y si los coe-
ficientes y eigenvalues no estan cambiando "demasiado rapido", entonces el sistema de tiempo
variable se puede presumir estable. La evidencia empirica sugiere que cuando se utilizan con
precaucion, este método suele dar resultados correctos. Sin embargo, la base teérica para el
teorema de tradicién y de una definicién precisa de "demasiado rapido" no se entienden bien.
La dependencia total en la ubicacién de eigenvalue o un polo puede ser engafnosa para los
sistemas de tiempo variable. El método directo de Lyapunov puede ser utilizado en beneficio
de la toma de decisiones de estabilidad en estos casos.
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Capitulo 14

CONTROLABILIDAD Y
OBSERVABILIDAD PARA
SISTEMAS LINEALES

14.1 DEFINICIONES

Para la descripcion de un sistema lineal ya sea en tiempo continuo o tiempo discreto, depende
de las matrices A, B, C y D. Dependiendo de la eleccién de las variables de estado, o de la
eleccién base para el espacio de estados Y, diferentes matices pueden ser usadas para describir
el mismo sistema. Un conjunto particular {A, B, C,D}es llamado una representacion o real-
izacion de un sistema. Estas matrices pueden ser constantes, o dependientes del tiempo, tanto
en tiempo continuo {A(t), B(t),C(t),D(t)} o discreto {A(k),B(k),C(k),D(k)}. Los dos do-
minios de tiempo seran considerados simultaneamente, los tiempos de interés seran referidos
como el conjunto de escalares §, donde § puede ser un intervalo continuo [tg,?f], 0 un conjunto
de puntos discretos [to,t1,...,tn]. En cualquier tiempo ¢t € J, las cuatro matrices del sistema
son una representacion de las transformaciones en el espacio de estados ¥ n-dimensional, el
espacio de entrada U" r-dimensionales, el espacio de salida Y™ m-dimensional.

=X
U =D

DI

o a & »

U YT
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14.1.1 Controlabilidad

Controlabilidad es una propiedad del acoplamiento entre la entrada y el estado, y por lo tanto
involucra las matrices A y B.

Definicién 1. Se dice que un sistema lineal es controlable en tg si es posible encontrar una
funcion de entrada (o secuencia en tiempo discreto) u(t), definida sobre ¢ € J, que transferira
el estado inicial x(¢g) al origen en algin tiempo finito t; € <, t1 > tg. Es decir, existe una
entrada up, 4, que da x(t1) = 0 en un tiempo #; € 3. Si esto es cierto para todos los tiempos
iniciales ¢y y para todos los estados iniciales x(tp), el sistema es completamente controlable.

Esta definicion se conoce como Controlabilidad de Estado. Esta es la definicién mas comun.

La completa controlabilidad es obviamente una propiedad muy importante. Si un sistema no
es completamente controlable, entonces para algunos estados iniciales no existiran entradas
que puedan llevar el sistema al estado cero. En este caso no tendria sentido buscar un control
6ptimo. Un ejemplo de un sistema incontrolable es cuando la matriz B es cero, porque en este
caso la entrada esta desconectada del estado.

El completo significado de controlabilidad se dard mas adelante. Si existe un sistema lineal que
es controlable, es posible disenar un control de retroalimentacion lineal de estado que le daré
eigenvalues (polos) arbitrarios especificos de lazo cerrado. Por tanto, un sistema inestable
puede ser estabilizado, un sistema lento puede acelerarse, la frecuencias naturales se puede
cambiar, y asi sucesivamente, si el sistema es controlable. Las existencia de soluciones a ciertos
problemas de control 6ptimo se puede asegurar si el sistema es controlable.

14.1.2 Obsevabilidad

Obsevabilidad es una propiedad del acoplamiento entre el estado y la salida, y por lo tanto
involucra las matrices A y C.

Definicién 2. Se dice que un sistema lineal es observable en t( si x(tg) se puede determinar
desde la funcion de salida yj, 4 (0 secuencia de salida) para to € Sy to < 1, donde #; es
algiin tiempo finito que pertenece a . Si esto es cierto para todo to y x(tp), el sistema es
completamente observable.

La observabilidad de un sistema es fundamental en la determinacion del estado o la construc-
cién de problemas.
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14.1.3 Dependencia del Modelo

Controlabilidad y Observabilidad estdn definidas en términos del estado del sistema. Para un
sistema fisico dado hay diferentes maneras de seleccionar las variables de estado. Dos formas
de estos modelos para sistemas una entrada, una salida son la forma canénica controlable y la
forma canonica observable. Como es de esperar, el modelo de variables de estado siempre sera
controlable en el primer caso y siempre observable en el segundo. Es posible que un sistema
fisico dado tendra un modelo de estado que es controlable, pero no observable y otro modelo
de estado que es observable, pero no controlable. Estas propiedades son caracteristicas del
modelo {A, B, C,D}mas que del sistema fisico en si. Sin embargo, si un modelo de variable de
estado de orden n es a la vez controlable y observable, entonces todos los modelos de variables
de estado posibles de orden n tienen estas propiedades. Si alguna de estas propiedades no
se presenta en un modelo de variables de estado de orden n, entonces todos los modelos de
variables de estado para este orden tendran solo una de estas dos propiedades,

Seria preferible si el modelo del sistema fuera tanto controlable como observable. Si esto no se
cumple, entonces las débiles condiciones de estabilizabilidad y detectibilidad pueden permitir
el disefio del sistema, de control aceptable. Es comtn que un disenador de sistemas de control
pueda determinar si el sistema es controlable u observable. Si el sistema no es observable,
se puede cambiar instalando sensores adicionales. Si el sistema no es controlable, esto podria
indicar que necesita actuadores de control adicionales.

Si el sistema no es completamente observable, entonces el estado inicial x(tg) no se puede
determinar de la salida, sin importar cuanto se observe la salida.

14.2 SISTEMAS DE TIEMPO INVARIABLE

14.2.1 Sistemas de Tiempo Invariante con Eigenvalues distintos

Controlabilidad y observabilidad de sistemas invariantes en el tiempo dependen solo de las
matrices constantes {A,B,C}. D no esta incluida porque es una correspondencia directa
desde el espacio de entrada al espacio de salida, sin afectar los estados internos. No se necesitan
referencias para tener un intervalo [tg, t1] particular. Los n eigenvalues de A se asumen distintos.
Entonces la presentacion de la forma Jordanica para sistemas de tiempo continuo es

d = Aq+ Bhu(t) (14.1)

337



y(t) = Cnq(t) + Du(t) (14.2)

Para sistemas de tiempo discreto,

q(k+1) = Aq(k) + B,u(k) (14.3)

y(k) = Cnq(k) + Du(k) (14.4)

Donde A = M~'AM, B, = M~ !B, C,, = CM, donde M es la matriz modal. Si alguna de
las filas de B,, solo contiene elementos cero, el modo correspondiente ¢; no es afectado por la
entrada. Entonces ¢ = A\;jq; 0 qi(k + 1)=X;iqi(k). En este caso la soluciéon homogenea para g;
se podria aproximar a cero cuando ¢ (0 k) — oo, pero no hay un tiempo finito en el que este
componente de ¢ sea cero. Por lo tanto no hay un tiempo finito en el que ¢ y por lo tanto x
tiendan a cero.

Criterio de Controlabilidad No. 1

El sistema de coeficientes constantes, para el que A tiene eigenvalues distintos, es completa-
mente controlable si y solo si no hay ninguna fila de ceros en B,, = M~'B.

Ejemplo 1

Un sistema descrito por

l"l -2 =2 0 1 1 0 u (t)
i =10 0 1 Ty |+ 0 1 [ul(t)]
s 0 -3 —4 T3 11 2

Determinar si el sistema es controlable
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Hallamos los eigenvalues de A

-2 -2 0 A1 00 —2-XN -2 0
0 0 1 — 0 X O = 0 —A2 1 =0
0 -3 —4 0 0 A3 0 -3 4-X
A= —1
Ao = -2
A3 = =3

Como todos los eigenvalues son distintos ahora analizamos B,, teniendo como matriz modal

-2 1 -2
M = 1 0 -1
-1 0 3
0 1,5 05
Lainversade MesM1= |1 4 2
0 0,5 05
0 1,5 05 10 05 2
B,=M"'B=|1 4 2 0 1|=| 3 6
0 05 05 11 05 1

Como B,, no tiene ninguna fila 0 entonces el sistema es completamente controlable.

Ejemplo 2

Un sistema descrito por

z1(k+1) 05 05 0 21 (k) 3 1w
zo(k+1) | =] 0 1 0 zo(k) |+ 2 0 [ ul(k> }
z3(k+1) 5/6 —13/6 —1/3 z3(k) -1 1 2
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Determinar si es controlable.

Hallamos los eigenvalues de A

05 05 0 A0 0 05—A1 05 0
0 1 0 — 0 A 0| = 0 1-—X 0 =0
5/6 —13/6 —1/3 0 0 A 5/6  —13/6 —1/3— As

M o= 1

XAy = 05

A3 = 0,3333

Como todos los eigenvalues son distintos ahora analizamos B,, teniendo como matriz modal

1 10
M = 1 00
-1 1 1
0 1 0]
La inversa de M es M1 = 1 -1 0
-1 2 1

o
—_
]
w
=

o)

3

Il

|

—_

o)

Il
I~
—_
o |

—
]
Lo
[a—y
—_ O

Il
S~ N
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Como B, tiene su tercera fila en 0 entonces el sistema no es completamente controlable.

Las ecuaciones y muestran que la salida y no influenciara por el i-ésimo sistema
modal ¢;, si la columna ¢ de C,, contiene sélo elementos cero. si esto es cierto, entonces el
qi(to) puede tomar cualquier valor arbitrario sin influir en y. En este caso no hay posibilidad
de determinar q(tp) o x(tp).
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Criterio de Observabilidad No. 1

El sistema de coeficientes constantes, para el que A tiene eigenvalues distintos, es completa-
mente observable si y solo si no hay ninguna columna de ceros en C,, = CM.

Ejemplo 3

Un sistema descrito por

Determinar si es observable.

Hallamos los eigenvalues de A

01 x 0]  |-n 1 L e
8 -2 0 X _'8 Ly [T M@ A) =8 =0
Moo= 4
Ay = 2

Como todos los eigenvalues son distintos ahora analizamos C,, teniendo como matriz modal

1 1
v
C,=CM=[4 1] Lol =[0 6]
" —4 2
Como C,, tiene su primer columna en 0 entonces el sistema no es completamente observable.
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Ejemplo 4

Un sistema descrito por

z1(k+1) 05 05 0 21 (k) 3 17t
zo(k+1) | =] 0 1 0 zo(k) |+ | 2 [ ul(k) }
z3(k+1) 5/6 —13/6 —1/3 z3(k) -1 1 2

(][ 8 4]

Determinar si es observable.

En el ejemplo 2 ya se demostro que A tiene eigenvalues diferentes y teniendo la matriz modal
1

10
M = 1 0 0 | analizamos C,,
-1 11

Como C,, no tiene columnas en 0 entonces el sistema es completamente observable.

El criterio de completa controlabilidad y observabilidad son ttiles debido a la percepcién
geométrica que dan. También hacen posible hablar de sistemas individuales modales como
controlables o incontrolables. Sin embargo, este criterio no es el mas util porque esta restringido
al caso de eigenvalues distintos (no solo una forma Jordéanica diagonal). Se muestra que cada
modo debe tener una conexién directa a la entrada o junto a otro modo como una conexién
directa de control. Esto significa que filas ceros se pueden presentar en B,, siempre que no
sean la ultima, fila asociada con un bloque Jordénico dado. Un resultado similar con respecto a
observabilidad tenemos si la primera columna asociada con cada bloque Jordanico es diferente
de cero.

La aplicaciéon de este criterio requiere la determinaciéon de la Forma normal Jordénica, que
requiere encontrar la matriz modal M y su inversa.
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14.2.2 Sistemas de Tiempo Invariante con Eigenvalues arbitrarios

Criterio de Controlabilidad No. 2

Un sistema lineal de coeficientes constantes con la representacion {A, B, C,D} es completa-
mente controlable si y solo si la matriz n x rn

P2 [ B|AB|A’B|---| A"'B | (14.5)

tiene rango n. La forma para esta condicién es idéntica tanto para tiempo continuo como para

tiempo discreto. Esta condicién en un poco mejor de lo necesario. Si A tiene un eigenvalue
cero, entonces ciertas condiciones iniciales (los alineados con el eigenvector correspondiente)
puede conducir a cero en un intervalo de tiempo sin que el rango de P sea completo. Cuando
se modifica la definicién de controlabilidad a la habilidad de manejar cualquier estado de
condicién inicial a otro estado en un tiempo finito, entonces el rango completo de P es suficiente
y necesario.

Ejemplo 5

La dinamica lateral de un avién, de un conjunto particular de condiciones de vuelo, los vectores
de estado y control en cantidades de perturbacion

x:[p r B cp]Tyu:[(Sa 6T]

donde p y r son las tasas incrementales nominal y guinada, 8 es un dngulo de deslizamiento
lateral incremental, y ¢ es un dngulo de inclinacién incremental. El control son los cambios
incrementales en el angulo del alerén J, y en el angulo del timén J,. En un conjunto consistente
de unidades de este modelo linealizado tiene

-10 0 —-10 O 20 2.8

o =07 9 0 | 0 313
A= 0 -1 -0,7 0 B= 0 0
1 0 0 0 0 0
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V Timén

Alerén

timén

desviado \

alerén $=p
desviado™—_

Velocidad
(a) Vista Frontal (b) Vista Superior

Figura 14.1: Avion

Suponiendo que un mal funcionamiento evita la manipulacién de la entrada de §,.

i Es posible controlar el avion usando s6lo §,7

iEs el aviéon controlable con sélo 6,7

Comprobar que se puede controlar con las dos entradas operando.

Cuando ¢, es la tnica entrada, solo la primera columna de la matriz B se debe utilizar en el
chequeo de controlabilidad. La Matriz P es

20 | —200 | 2000 | —20 x 10~*
0 0 0 0

0 0 0 0

0| 20 |—200| 2x103

P=[B|AB|A’B| ---|A"'B | =
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v el rango de esta matriz es 2 < n. Por lo que es no controlable.

Con §, como tnica entrada, la segunda columna de B es usada para hallar otra matriz P

2.8 | —28 | 2487 | —2443,18

—3,13| 2,191 | 26,636 | —58,08
0 | 3,13 | —4,382| —23,57
0 2,8 | —28 2487

P=[B|AB|A’B|---|A"'B | =

El rango es ahora 4, y el sistema en completamente controlable. El indice de controlabilidad
(el namero de particiones en P que se requieren antes de lograr el rango completo) es de 4.

Criterio de Observabilidad No. 2

Un sistema lineal de coeficientes constantes es completamente observable si y solo si la matriz

Q (Eq. [17.6)tiene rango n:

Q2 [ CT | ATCT | AT | A2TCT ... | An-TET | (14.6)

La forma para esta condicién es idéntica tanto para tiempo continuo como para tiempo

discreto.

Ejemplo 6

Si en Ejemplo 5 la tinica salida medida es la tasa nominal p (proporcionado por un girdscopo),
jes el sistema observable?

La matriz de salida es C = [ 1 0 00 ] calculamos la matriz Q,

1} —-10 100 | —1000
0| O 10 | —114
0| —10| 107 | —984,9
0| 0O 0 0

Q= [ ol ‘ ATOT ‘ A2TET | A2TET ... | A(n—D)THT ] _
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y el rango de esta matriz es 3 < n. Por lo que es no observable. La medicién de la tasa
nominal permite el cambio de dngulo de inclinacién que debe controlarse, pero nunca permitira
determinar el 4ngulo de inclinacidn en si, porque su valor inicial se desconoce. De hecho, Si se
mide una o todas las variables a excepcién de ¢ el sistema se mantiene inobservable.

Cualquier medio para medir ¢ se requiere para obtener un sistema observable.

Si ¢ es la unica medicion , entonces C = [ 0 0 01 ] y calculamos la nueva matriz Q,

0[1]-10]100
~T | ATAT | 32TAT | 2TA . . 0/0 0 |10

_ T T AT 2T AT 2T AT . . (n—D)TAT 1 _
Q= [ CT|ATCT | A2TCT | A2TC A T olol —10! 107
1jo| o |0

la cual tiene rango 4 por lo que el sistema es observable.

14.3 SISTEMAS DE TIEMPO VARIABLE

14.3.1 Controlabilidad de Sistemas en Tiempo Continuo

Si un sistema de tiempo continuo con {A(t), B(¢),C(t),D(t)} como representacion se consid-
era. Para una funcién de entrada u(t), la solucion para el estado a un tiempo fijo 1 es

t1
x(t) = ®(t1,t0)x(to) +/ ®(t1,7)B(1)u(r)dr
to
El vector definido por x; = x(t1) — ®(¢1,t9)x(to) es un vector constante en 3 para cualquier

tiempo fijo t;. Definiendo la transformacion lineal

t1

Ac(u) é/ ®(t1,7)B(7T)u(r)dr
to

La transformaciéon A, traza funciones en U en vectores en Y. El interrogante de completa

controlabilidad en [t1,to] se reduce a hallar si A.(u) = x; tiene una solucién u(t) para un
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X1 € X arbitrario. Una condicién necesaria y suficiente para la existencia de tal solucién es
que el espacio nulo de A% solo contiene elemento cero N (A%) = {0}. Este es el requisito para
que sea completamente controlable en [t1, tg], pero se puede tener de una forma as util. Desde
A% ¥ — U, el rango de A} es una funcién de espacio de infinitas dimensiones. El siguiente
enunciado permite el uso de una transformaciéon de dimensién finita.

Enunciado 1. El espacio nulo de A es el mismo del espacio nulo de A.A%. Esto es, N (A%) =

N(AAY)

Para utilizar este enunciado en el desarrollo del criterio de controlabilidad completa, una
expresion para la transformaciéon A.A} se debe encontrar:

A(u) = /t "By, 1) B(r)u(r)dr

0

entonces

t1

(v, Au(w)) = (A% (v), 1) = / @ (1, 7)B(r)u(r)dr

to
de modo que A%(v) = ]_3T(t)<i>T(t1, t)v. Entonces

AAL(v) = /t1 ‘I’(tl,T)B(T)BT(T)‘i’T(tl,T)dTV

to

La transformacion A.A% es solo una matriz n x n, redefinida como G(t1,tg),

Gt tg) 2 /t " St BB (18" (1. 7)dr (14.7)

0

El espacio nulo de A, A’ solo contendra el elemento cero si y soélo si G(t1,%p) no tiene a cero

como un eigenvalue.
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Criterio de Controlabilidad No. 3

El sistema descrito por x = A(¢)x + B(t)u(t) es completamente controlarle en el intervalo
[t1,t0] si alguna de las siguientes condiciones equivalentes se cumple:

1. La matriz G(t1,19) es definida positiva.
2. G(t1,to) no tiene eigenvalue cero.

3. |G(t1,t0)| # 0.

Este criterio de controlabilidad para tiempo variable se puede reducir al criterio No. 2 cuando
las matrices A y B son constantes. Gracias a la forma cuadratica de la integral de G, tenemos
que G es siempre por lo menos semi-definida positiva. Por lo tanto, que G tenga rango méximo
y que sea definida positiva son condiciones equivalentes. Si G tiene rango maximo, entonces P
deberé tener rango méximo. Para probar esto del teorema de Cayley-Hamilton tenemos

':I)(tlﬂ')B = Ozg(T)B —+ al(T)AB 4+ 4 Oén_l(T)Anle
Od()I,«
O[lIr
_ [B AB A2B ... A~B]| 7 | =ps)

ap—1L,

Ya que A, B y por lo tanto P son constantes,

t1 _ _ _
G(t1,to) =P / S(7)ST(r)drPT = PRPT

to

De acuerdo a esta ecuaciéon tenemos que rang(G) < min{rang(P),rang(R)}.
Por lo tanto, {G es definida positiva} = {rang(G) =n} = {rang(P) = n}. La implicacion
inversa también es verdadera. Asumiendo que rang(P) = n, entonces P tiene n columnas

independientes. Donde, por el teorema de Cayley-Hamilton, para cualquier m > n, A™ puede
ser expresada como una combinacién lineal de mas bajo nivel AJ, j < n, A™, la matriz
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BT
BTAT
BT(AT)Q

BT(KT)m

todavia tiene n» columnas linealmente independientes, aun si m — oco. Esto continua siendo

cierto cuando grupos de filas se ponderan por varios niveles de (t; — tp) y sumados, entonces

]_3T<i>T(t1, tp) también tiene n columnas independientes y rango maximo n. Este es el operador
A% Por lo que A*w = 0 si y solo si w = 0. Es decir N(A%) = {0}. Del enunciado 1

N(A2) = N(A:A)

La conclusion es que si G(t1,t9) = AcA% solo tiene el vector cero en su espacio nulo, lo que
significa rang(G) = n si rang(P) = n.

14.3.2 Observabilidad de Sistemas en Tiempo Continuo

La forma general para la salida y(t) es

y(t) = C(t)®(t1,t0)x(to) + ! C(t)®(t,7)B(m)u(r)dr + D(t)u(t)

to

Si la entrada u(t) se asume conocida, entonces los dos términos que la contienen se pueden
combinar por lo que la funcion y(¢) se modifica a una funcion yq (t). Ademas se puede considerar
solo la solucién no forzada. En cualquiera de los dos casos para la observabilidad completa
se requiere un conocimiento de y(¢) (o yi(t)) , esto sera suficiente para la determinacion
de x(tp). Definiendo la transformacion lineal Ay(x(to)) = C(t)®(¢,to)x(to), el requisito de
observabilidad completa es que una tnica x(tg) se puede asociar a cada funcion de salida y (¢).
Esto requiere que N (Ap) = {0}. Modificando un poco el enunciado 1, se puede demostrar que
N(A§A) = N(Ap). Para encontrar la transformacién adjunta, se considera

t1

(w(t), Ao(x(to))) = (Agw(t),x(t0)) =/ W (T)C(7) ®(r, to)dTx(to)

to
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Entonces

A Ao (x(t)) = /t &7 (. 10)CT (1) C (1) w (7)B (7, to)drx(to)

La transformacion A§Ap : ¥ — 3 es solo una matriz n x n, redefiniendola como H(ty, tp),

H(ty,t) = /t1 (i’T(T, to)CT (1) C(1)® (7, to)dT

to

Criterio de Observabilidad No. 3

El sistema

es completamente observable en tg si existe algin tiempo ¢; finito para el que cualquiera de
las siguientes condiciones equivalentes se cumple:

1. La matriz H(t¢1,to) es definida positiva.
2. H(t1,t0) no tiene a cero como eigenvalue.

3. [H(t1, )] # 0.
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14.3.3 Sistemas en Tiempo Discreto

Las formas del criterio 3 de controlabilidad y observabilidad correspondientes para sistemas
discretos se obtienen de la misma forma. Sin embargo, donde los espacios de entrada y salida
tienen secuencias en lugar de funciones como sus elementos, el producto interno adecuado es
una sumatoria en lugar de la integral:

Criterio de Controlabilidad y Observabilidad No. 3, Sistemas Discretos

El sistema

x(k+1) = A(k)x(k) + B(k)u(k)
y(k) = C(h)x(k) + D(k)u(k)

es completamente controlable en k = 0 si y solo si para algin {ndice de tiempo finito N la
matriz n X n

N
S ®(N, k)B(k)BT (k)@ (N, k)
es definida positiva (o no tiene a cero como eigenvalue, o su determinante es diferente de cero).

Este sistema es completamente observable en & = 0 si y solo si existe un indice de tiempo
finito N para el que la matriz n x n

N

Z (k,0)BT (k)B(k)®(k,0)

k=0
es definida positiva (o no tiene a cero como eigenvalue, o su determinante es diferente de

cero).
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14.4 FORMAS CANONICAS DE KALMAN

Cualquier vector x(tg) que pertenece al subespacio generado por las columnas de P puede ser
llevado a cero, es decir, estos estados son controlables. Si las columnas de P cubren todo el es-
pacio de estados n-dimensional, entonces el sistema es controlable. Cuando rang(P) = rp < n,
el espacio de estado se puede descomponer en dos subespacios ortogonales, > = 31 & Xo, donde
321 es el subespacio generado por las columnas de P. ¥; es llamado el subespacio controlable.
Teniendo un conjunto de vectores base para »; que consiste en rp vectores ortogonales que
pertenecen a X1 y los vectores restantes ortogonales rp — n a estos. Estos vectores forman las
columnas de una matriz de transformaciéon T = [ T, ‘ To ] Las ecuaciones de estado origi-
nal se transforman a la forma canénica controlable de Kalman dejando x = T'w. Entonces, el
conjunto de bases ortogonales T~™! = T7, de manera que

w =TT'ATw + T 'Buy y = CTw + Du

Particionando estas ecuaciones de acuerdo a las dimensiones de 37 yXs,

wi | [ TTAT, | TTAT; | [ wy N TIB u
Wo TTAT, | TTAT; | | wo TIB

y:[CTl‘CTQ ]w+Du

Como las columnas de T se seleccionan ortogonales a todas las columnas de P (esto incluye
las columnas de B), estd claro que T2 B = [0]. Las variables de control no tienen entrada
directa a los estados wo. Ademads, el término TgATl = [0], para que los estados wg no se
acoplan a los estados w;. La descomposicién canédnica controlable Kalman es, entonces

{wl]:[TlTATlTlTATg}[wl]Jr[TlTB]

Wo 0] | TTAT; | | wo 0]
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y=[CTi|CT» |w+Du

Las variables de estado ws no estan conectadas con la entrada, ni tampoco directa ni indirec-
tamente a través del acoplamiento wj. Por lo que son incontrolables.

Ejemplo 7

Un modelo de variables de estado tiene

3 6 4 —2/3 1/3 2 2
A=|9 6 10|,B=| 1/3 —2/3|yCc=|31
-7 -7 —9 /3 1/3 4 3

Evaluar la matriz de controlabilidad P y usarla para encontrar la Forma canénica controlable
de Kalman

-2/3 1/3 | 4/3 -5/3|-8/3 19/3
P=[B|AB|A’B|---|A™'B|=| 1/3 -2/3|-2/3 7/3 | 4/3 -23/3
/3 1/3 | -2/3 —2/3| 4/3  4/3

Hallamos T mediante la descomposicion QR, P = TR mediante el procedimiento de Gram-
Schmidt

71—

tes Pi
ti = pz‘—z< l>tk
k

— (b, tr)
—0,816497 0 0,57735
T, = 0,408248 —0,707107 |, To = | 0,57735
0,408248  0,707107 0,57735

0,816496 —0,408248 | —1,63299 2,04124 | 3,265986 —7,75671
R = 0 0,707107 0 —2,12132 0 6,36396
0 0 0 0 0 0
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De esto tenemos que el rango de P es 2, por lo que el sistema es incontrolable. Las dos columnas
de T; son una base ortogonal del subespacio controlable. Un tercer vector base ortogonal se
encuentra para y forma la columna de Ty. Teniendo T la forma candnica controlable de
Kalman nos da

—2 1,73204 | —5,65684 0,816495 —0,408247
w=| 0 -3 ~19,5959 | w+ 0 —707107 | u
0 0 | 5 00

B 1,224756 0,707107 5,19615
N 0 1,41421 3,46410

El tercer componente de w es incontrolable.

Una analogia exacta de la forma candnica observable de Kalman se puede hallar seleccionando
un conjunto base orto-normal de las columnas de Q (formando las columnas de la matriz
V1) y si es necesario, aumentar los vectores que forman las columnas de V,. Entonces la
transformacién x = Vv conduce a la forma deseada

\;1 V,{ AVl ‘ [0] V1 V{B
| = T T + T u
\& VIAV, | VIAV; | | vy VIB

Vi

y:[CVl[O]][ }JrDu

V2

El hecho de que por la construccion VZCT = [0] y que VI'AV, = [0] se han utilizado para
llegar a llamarlo forma canénica observable de Kalman de ecuaciones de estado. Tenga en
cuenta que los estados vo no contribuyen directamente a la salida y. Informacién sobre va
tampoco esta disponible en forma indirecta en y a través de las variables vi porque vs no
tiene ningin efecto sobre los estados vy.
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Ejemplo 8

Un modelo de variables de estado tiene

3 6 4 1/3  4/3 L9 3
A=|9 6 10 |,B=| 4/3 1/3 yc_[3 5 6}
—7 -7 -9 —2/3 1/3

Evaluar la matriz de observabilidad Q y usarla para encontrar la Forma candnica observable
de Kalman

1 3,0 —-6|—-6 12
Q=[ OT | ATCT | A2TCT | A2TCT ... | AnDTET ] = | 2 3[-3 —6| 3 12
3 6|—-3 —12| -3 24

Hallamos T mediante la descomposicion QR, Q = VR mediante el procedimiento de Gram-
Schmidt

i—1
_ \ <V1kan>
R L TR

— vlg, vlg)
0,26726 0,771517 —0,57735
V1= 053452 —0,617213 |, Vo= | —0,57735
0,801784  0,154303 0,57735

3,741657 7,21605 | —4,0089 —14,43211 | —2,40535 28,86421
R = 0 1,38873 | 1,38873  —2,77746 | —6,94365 5,55492
0 0 0 0 0 0

De esto tenemos que el rango de Q es 2, por lo que el sistema es incontrolable. Las dos columnas
de V; son una base ortogonal del subespacio controlable. Un tercer vector base ortogonal se
encuentra para y forma la columna de Vy. Teniendo V la forma canénica observable de Kalman
nos da

~1,07143 0,371154 | 0 0,26726  0,80178
v=| -482499 —3092857 | 0 |v+ | —066865 087439 |u
—19,4422 374171 | 5 —1,3472 —0,76980
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3,74165 0 01,
7,21604 1,38873 | 0

El tercer componente de v es incontrolable.

14.5 ESTABILIZABILIDAD Y DETECTABILIDAD

En general las propiedades de controlabilidad y observabilidad y estabilidad son independi-
entes. Ninguna de estas propiedades implica ninguna de las otras. Estas propiedades son ttiles
cuando un sistema no puede ser completamente controlable o completamente observable.

Definicion 3. Se dice que un sistema lineal es estabilizable si todos sus modos son inestables,y
si alguno es controlable.

Si un sistema es estable este es estabilizable. Si un sistema es completamente controlable,
este es estabilizable. En el caso general, el subsistema definido por los modos o estados en
wo debe ser estable para que el sistema sea estabilizable. Para un sistema lineal constante
el requerimiento es que todos los eigenvalues de TgATg deben estar en la regiéon estable,
esto es la parte izquierda en el plano-s (tiempo continuo) y el interior del circulo de radio 1
(tiempo discreto). La importancia de la estabilizabilidad es que a pesar de que algunos modos
no pueden ser controlados por la opcion de entrada o retroalimentacion, si son estables (mejor
atn asintoticamente estable), estos modos se quedaran delimitados (o mejor atn tienden a
cero). Este comportamiento modal a menudo pueden ser tolerados en el sistema global de
control.

Definicion 4. Se dice que un sistema lineal es detectable si todos sus modos son inestables,
y si alguno es observable.

Si un sistema es estable este es detectable. Si un sistema es observable, este es detectable. En
el caso general, la condicién se cumple si el subsistema descrito por los modos v, son estables.
En el caso lineal constante, el requerimiento es que todos los eigenvalues de V;FAVQ estén en
la regién estable. La importancia de la detectabilidad es que si ciertos modos son inestables
v por lo tanto sujeto a un crecimiento sin limites, al menos este comportamiento no deseado
serd evidente a partir de las senales de salida y. No “modos ocultos”, tales como los contenidos
en vo permite que crezca en secreto en una forma inestable.
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Capitulo 15

RELACION ENTRE VARIABLES DE
ESTADO Y ECUACIONES DE
TRANSFERENCIA DE LOS
SISTEMAS

15.1 FUNCION DE TRANSFERENCIA DE ECUACIONES
DE ESTADO

La teoria clasica de control se aplica con cierto grado de facilidad cuando tenemos sistemas
fisicos con una entrada y una salida , pero cuando los sistemas tienen multiples entradas
y/o multiples salidas se vuelve extensivo , un arreglo matricial de elementos de funciéon de
transferencia H;; puede ser usado para relacionar las jth entradas a las ith salidas. El objetivo
de este capitulo consiste en estudiar la relacién entre la matriz de funcién de transferencia y el
modelo de variables de estado para el mismo sistema. El tratamiento para sistemas de tiempo
continuo o tiempo discreto es parecido solo con diferencias menores en la notacion [1].

Para un modelo de variables de estado dado hay una tnica matriz de funcién de transferencia.
La descripcién mas general de espacio de estados lineales, sistemas constantes con r entradas
u(t), m salidas y(t), y n variables de estado x(t) esta dada por:

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (15.1)
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y(t) = Cx(t) + Du(t) (15.2)

Donde A,B,C y D son matrices constantes de dimensiones n X n, n X r;m X n, y m X 7,
respectivamente. Aplicando la transformada de Laplace para las ecuaciones (17.1) y (17.2)

tenemos ;
sx(t) — x(t = 0) = Ax(s) + Bu(s)
¥() = Ox(s) + Du(s)

Como es usual cuando se trata de funciones de transferencia la condicion inicial x(¢ = 0) se
ignora., resolviendo para z(s) queda ;

x(s) = [sI, — A] " Bu(s)

Este resultado nos conduce la ecuacion (17.3) ., la relacion entradas-salidas para las variables
transformadas es:

y(s) = {c sI, — A]"'B + D} u(s) (15.3)

La matriz m X r que multiplica a u(s) es la matriz de transferencia H(s),

H(s)=C[sI,— A]"'B+D (15.4)
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Un elemento H;;(s) de H(s) es la funcion de transferencia que relaciona la jth componente de

la entrada u; con la ith componente de salida y;, H;; = 32((55)) con todas las seriales de entrada
J

igual a cero excepto u; también siendo todas las condiciones iniciales cero.

1 _ AdjlsT,-A]
NG

Es conveniente definir A(s) = |sI, — A|, entonces [sI,, — A] y la matriz de

transferencia puede reescribirse como

_ CAdj [sI,, — A]B + DA(s)

H(s) Als)

(15.5)

Cada elemento de la matriz adjunta es un polinomio en s de menor grado que o igual a
n — 1.A(s) es un polinomio en s de grado nth, cada elemento H;j(s) es una relacion de
polinomios en s, con el grado del denominador al menos tan grande como el grado de el
numerador, entonces H es llamada matriz de relacion propia, Si D = [0], entonces cada
elemento en el numerador en H(s) serd de grado menor que el denominador, en este caso
H(s) es una matriz de relacion propia estricta ( mas polos que zeros ), esto puede verse en la

ecuacion ((17.5).

D =limy— oo H(s) (15.6)

La ecuacion ([17.4)) indica que la matriz de funcion de transferencia propia puede ser escrita
como la suma de maitriz de transferencia de relacion propia estricta mas una matriz constante
D.

Cuando una descripciéon de variables de estado de un sistema es dado , la inica correspondiente
matriz de funcién de transferencia es dado por 1 Ec y . El proceso inverso no es
anico. Si la matriz H(s) o ( H(2) ) es dado , inmediatamente la matriz D es obtenida por la
Ec , sin embargo, la determinacion de {A, B, C} para el conocimiento de H no es tnico
para el proceso [1].

A continuacion mostraremos dos ejemplos para la aplicacion de este concepto.
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15.1.1 Obtenciéon de una Funcién de transferencia a partir de un sistema
con una entrada y una salida (SISO)

En el ejemplo (1) , el sistema con una sola entrada y una sola salida ( SISO) es descrito en
forma de variables de estado como ;

-5 1 0 0
A=| 0 -2 1 |,B=|1[|,C=[10 0],D=]0]
0 0 -2 1

s 00 -5 1 0 s+5 -1 0
sI,—Al=]0 s 0|—-] 0 =2 1 |=| 0 s+2 -1
00 s 0 0 -2 0 0 s+2

Ahora;
Adj [sI,, — A]= CT Matriz adjunta o matriz transpuesta de cofactores .

Hallando los Menores tenemos;

_ls+2 —1 _ 2 10 -1 ol 10 s+2 ]
M 0 s+2'_(s+2)’M12_‘0 s+2‘_0’M13_‘0 0 ’_0
-1 0 s+5 0 _ .
Mgl—' 0 S+2'——(8+2),M22— 0 8+2‘—(8+5)(S+2),
0 s+2
Mggz‘o 0 ’:0
-1 0 s+5 0 | .
M31_'s+2 —1‘ LidMez =1 —1‘_(”5)’
s+5 -1 _
M33— 0 S+2‘—(S+5)(S+2)
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Entonces la matriz de cofactores queda definida por Cpy = (—1)PTIM,,

Cii= (-1 x (s +2)2 = (s +2)?

Ci2=0

Ci3=0

Cor = (-1 x —(s+2) =s5+2

Co = (—1)>T2 x (s +5)(s +2) = (s + 5)(s +2)

Cy3=0

Cs1= (13 x1=1

Cyo = (—1)3*2 x —(s+5) = (s +5)

C33 = (=1)*" x (s +5)(s +2) = (s +5)(s +2)

Por tanto la matriz de cofactores es ;

(s+2)2 0 0
C= s+2 (s+5)(s+2) 0
1 (s+5) (s+5)(s+2)

Y la matriz traspuesta de cofactores es ;
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(s +2)? 542 1

CT = 0 (s+5(s+2) (s+5)
0 0 (s +5)(s+2)
(s +2)2 s+2 1
0 (s +5(s+2) (s +5)
_ 0 0 s+5)(s+2
[sT, — A]™! = (+5)(s+2)2 ( ! )

De la Ec[I7.4] y aplicando la ley asociativa para la multiplicacion de matrices tenemos;

(s+2)? 5+2 1
0 (s +5(s+2) (s+5) 0
1 0 0 (s+5)(s+2)
[sI, — A 'B = e 1
0+s+2+1 s+3
0+ (s+5)(s+2)+s+5 (s+5)(s+2)+s+5
1 0+0+(s+5)(s+2) (s+5)(s+2)
[sI, —A]""B = (545)(5+2)2 = (5+5)(s+2)?

Una matriz fila postmultiplicada por una matriz columna es un escalar entonces E] ;

s+3
(s+5)(s+2)+s+5
1 (s+5)(s+2) 543
Clsl,—A]" ' B=[1 0 0] (575)(512)2 = G tara
Luego la Ec de transferencia es ;
_ 543
H(s) = traptors)

!Las Operaciones Algebraicas con matrices se explico en el capitulo 4 “Fundamentos de algebra matricial”
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15.1.2 Obtencién de una matriz de transferencia a partir de un sistema
con dos entradas y dos salidas (MIMO);

En el ejemplo (2) , Consideremos un sistema , en el cual las ecuaciones de entrada y salida
estan determinadas por ( ver Figura 15.1 ) ;

U1+ 2(y1 — y2) = dur — uz (15.7)

Y2 + 3(y2 — y1) = dur — uz (15.8)

Figure 15.1: Representacion en diagramas de bloques

ul 4 +®_"_-I_;® J'

X1 y1

u2

X2 Y1

++® ;

Las ecuaciones (15.7) y (15.8) pueden ser representadas en el espacio de estado, Heseribiéndolas
entonces en forma matricial compacta, la ecuacion de estado y la ecuaciéon de salida son ;

HEE
HEEIE

El vector de estado tiene dimension 2. La matriz de transferencia puede ser obtenida direc-
tamente de las Ec (15.7) y (15.8) por la transformada de Laplace y una matriz inversa , o

2 Algunos ejemplos para el analisis de sistemas de control en espacio de estados se ilustrarén en el capitulo
9.
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aplicando la Ec (17.4) , mediante la cual con el conocimiento de las matrices {A, B, C,D},
obtenemos la matriz H(s).

[INVRINN
Lo |
=" =

[ I

15.2 ECUACION DE ESTADO DE FUNCIONES DE TRANS-
FERENCIA (REALIZACION)

Esta discusion es restringida a sistemas SISO , descritos por la funcién de transferencia,

Y(S) _ T(S) _ ﬂ7n3m+6m715m71+...+ﬁls+ﬁ0
- T s"fan_1s" +..+aistao

o una funciéon en el dominio de Z

Y(S) T(S) _ Bmzm“rﬂmflzm_1+...+512+B0
T 2"tap—12"" +..4ai1ztao

Al procedimiento de encontrar una representacion de variables de estado a partir de una fun-
cion de transferencia o matriz de transferencia es llamado Realizacidn, en particular hay cuatro
categorias de modelos de variables de estado, estas son, la realizacion directa ( Forma canoénica
controlable y Forma canénica observable) , realizacion en cascada ( serie ) y realizacion en
paralelo, cabe resaltar que estas son las cuatro categorias de realizacién generales pero tam-
bién se pueden trabajar simultdneamente segin sea conveniente como en forma analoga a los
circuitos eléctricos.

Dentro de cada una de estas categorfas sigue habiendo una cierta libertad de eleccién , por
ejemplo , como los factores se agrupan en forma de cascada en forma diferente , en realidad las
posibilidades son infinitas porque si cualquier vector de estado x es valido entonces también
lo es para cualquier transformacion de Sx [1].
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15.2.1 Realizacion directa .

Son llamadas asi porque deriva directamente de la expansién polinomial que forma la funcion
de transferencia.Las dos mayores realizaciones son ;

(a) Forma canénica controlable

La forma canoénica controlable es obtenida por un fraccionamiento artificial del polinomio del
denominador de la funcion de transferencia llamado a(s), y el polinomio del numerador llamado
b(s) como se muestra en la figura 15.2. Una variable intermedia z(s) que es exactamente la
misma variable de estado que representa al primer bloque de la figura 15.2, asi que una

vez que el estado es seleccionado como z1 = ¢, x2 = §,..., Ty = "51 , €l bloque de g a la
salida y en la figura 15.2 indica que y(t) es una combinacion lineal de g y es derivado de

y(t) = Bog + P19 + P29 + ...6m51., cuando la definicién de estado es usado, cada termino de
g excepto el pasado (flt;f,’) es simplemente remplazado por la apropiada variable de estado.
El nth orden derivado de g es ahora &, vy estado es una combinaciéon de todos los estados y

coeficientes a;.

Agrupando términos da la ecuaciéon de estado de salida para la forma canénica controlable
queda ;

y(t) = [ Bo—aofn B1—a1Bn B2—abBn ... Pn-1— an-15n ] X(t)‘f‘ﬁnu(t)

Cuando m < n, 3, = 0 toma una forma aparentemente sencilla

Figure 15.2: Representacion

u (S) 1 g (s)

b(s)

El diagrama que simula la forma canénica controlable esta dada en la figura 15.3.
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Figure 15.3: Diagrama de bloques de la forma canénica controlable

(n-1)

+
® 3=x200 g=X1(0)
Uyl W SN | f B J

a [

Consideremos la funcién de transferencia ( Ver Figura 15.4 ) con un termino constante en el
numerador, encontrar {A,B, C,D)} es decir la representacion de espacio de estados [2].

~

(s 24
U(s) — (s3+9s2+26s+24)

Figure 15.4: Funcién de transferencia

U(s) 24 Y(s)
$+9s4265+24
(s 4+ 95 +265)Y (s) = 24U (s) (15.9)
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Aplicando la transformada inversa de Laplace a la Ec (17.7) , y asumiendo cero las condiciones
iniciales.

i+ 9§ + 267 + 24y = 24u (15.10)

Ahora seleccionamos las variables de estado

1 =Y
T9 =19
3=y

Las ecuaciones de espacio combinadas y ecuaciones de salidas son ;

j?l:xg

j?g:.%'g

T3 = —24x1 — 2622 — 923 + 24u

En forma de vector de estado,

T1 0 1 0 T 0
To | = 0 0 1 T2 | + 0 [u
T3 —24 —-26 -9 T3 24
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€1
y=[1 0 0] | =
€3

El diagrama de bloques se ilustra en la figura 15.5

Figure 15.5: Diagrama de bloques equivalente

U(t) 24 + ®

X3(t)

X3(t) I X2(t) J, X1(t) Y(t)

26 |~

24 |

La funcién de transferencia del ejemplo anterior tiene un termino constante en el numerador
. Si la funcién de transferencia tiene un polinomio en s en el numerador de grado menor que
el denominador como se ve en la Figura (15.6a), el numerador y el denominador pueden ser
manejados separadamente como se muestra en la figura (15.6b) , el primero es el denominador
que puede tratarse como el ejemplo anterior, por lo tanto la variable x1(s) es la salida y el
resto de variables de estado son variables internas de el primer bloque, como se muestra en la
figura (15.6b). La segunda funcion de transferencia con solo el numerador es [2];

Y(S) = (b282 + b1s + bo)Xl(S)

Donde, después de tomar la transformada inversa de Laplace con condiciones iniciales igual a
0,

2
y(t) = by L5 + by L1+ byzy

Pero las derivadas terminan siendo definiciones de las variables de estado obtenidas en el
primer bloque, por lo tanto reescribiendo los términos , conformamos las ecuaciones de salida.
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y(t) = box1 + b1z + boxs

Entonces, el segundo bloque simplemente es combinacién lineal de variables de estado desar-
rollado en el prime bloque.

Figure 15.6: Descomponiendo una funcién de transferencia

U(s) b,s+bis+b, yGs)
a,54a,5+a,5+3ao

€)
U(s X S
S ) hrbstb, | L.
a,;s+a,s+a;S+a,
Variables Internas:
X2(s), X3(s) (b)

En el siguiente ejemplo se encontrard una representacién de espacio de estado de la funcién
de transferencia que se muestra en la figura 15.6 , como puede verse este problema difiere al
del ejemplo anterior en que el numerador tiene un polinomio en s en vez de un solo termino
constante [2].

Paso 1: Separamos el sistema en dos bloques en cascada ( seguidos ) como se ve en la figura
(16.6b). El primer bloque contiene el denominador , y el segundo bloque el numerador.

Paso 2: Encontramos las ecuaciones de estado para el bloque que contiene el denominador,
podemos ver que la solucién para el primer bloque fue la desarrollada en el ejemplo anterior,
por tanto las ecuaciones de estado son las mismas excepto la de la matriz de entrada B,
entonces la ecuacién de estado es

.fl 0 1 0 Tl 0
To = 0 0 1 zo |+ 0 |u
b 24 26 -9 | | a4 1

Paso 3: Se introduce en el segundo bloque de la figura (14.6b) los valores de by = 1, by = 7,
by = 2,
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Y (5) = (bas® + b1s + bg) X1(s) = (52 4+ Ts + 2) X1(s)

Tomando la transformada inversa de Laplace con condiciones iniciales cero,

Yy ==+ 7x1 + 221

Pero

Tr1 = I
.@121‘2
i’l = I3

Por lo tanto la ecuaciones de salida es una combinacién lineal de variables de estado

y = bax3z + bywo + bor1 = 13 + T2 + 211

Por tanto el bloque de la figura (15.7b) recoge el estado y genera la ecuacion de salida Ec

(15.11)

il I
y=1[bo by bo ]| a2 |=[2 7 1]| a2 (15.11)
I3 I3
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Figure 15.7: Funcién de transferencia

U(s) s+75+2 Y(s)
s+9s%265+24
(a)
U(s) 1 Xi(s) ; Y(s)
5954265424 SH/s+2
Variables Internas:
X2(s), X3(s) (b)

El diagrama de bloques se ilustra en la figura 15.8

Figure 15.8: Representacién en diagrama de bloques

X3(t)

+
X3(t) X2(t) X1(t)
| | | 2

26

NOTA: Ahora vamos a considerar una funciéon de transferencia en comin para los cuatro
casos, la realizacion directa ( Forma canoénica controlable y Forma canonica observable) | real-
izacion en cascada ( serie ) y realizacion en paralelo, mediante la cual hallaremos la realizacion
para cada uno de los mismos , es decir consideraremos 4 casos posibles para la obtencién de
la representacién de las ecuaciones de estado a partir de la funcién de transferencia descrita
por la Ec comenzaremos en primera instancia hallando la realizacién para la forma
canonica controlable de la funcién de transferencia descrita por [1];
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s+ 3

T(s) = 15.12
()= o+ 205120 (15.12)
Expresada en forma de factores queda
s+3
T(s) = 15.13
)= Gr2rG+9) (15.13)

v usando una expansion de fracciones parciales y hallado los factores del numerador tenemos

7

(15.14)

La Ec (15.12)),(15.13),(15.14)) son iguales luego se pude representar de cualquier de estas formas

1

nN

2
_ 5+3 _ 5+3 _ 9 3 9
T(s) = wrssriotsso0 = 722515 — 542 T o322 T 595

( Caso 1)
Ahora una forma de obtener el espacio de estado se mostrara ( realizacion directa , forma

candnica controlable ), el numerador de la funcion de transferencia es separado como se muestra
en la figura 15.9.

Figure 15.9: Representacion de la funcién de transferencia

U 1 g y

+3 —
4954245420 >
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La relacion entre g y la salida y depende solo del numerador de T'(s),es decir

y=g+3g

Utilizando el método mostrado en los ejemplos anteriores , la representacion de la forma
candnica controlable del espacio de estado es ( ver figura 15.10 ) ;

0 1 0 0
X = 0 0 1 [x4+]0|u
-20 -24 -9 1

y=[3 1 0]x+[0]u

Figure 15.10: Representacion de la ecuacién de transferencia en variables de estado

Y(t)
+
%
u(t X3(t) Xa(t) X1(t)
(1) +® g [ ‘ I J’ 3

\ 9 "g':).(3(t)

g=X3(t)
g=X2(t)
g=Xi(t)

24 |«—

20 |~—

En el siguiente ejemplo [caso(2)] se mostraré la representacion de una funciéon de transferencia
en el espacio de estado en forma canénica observable

(b) Forma canoénica observable

El diagrama de bloques de la forma canodnica controlable se ilustra en la figura 15.11
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Figure 15.11: Diagrama de bloques de la forma candnica controlable

u(t)

+ (n) + . + + Y(t)

g=Xn(t) g=X2(t) g=X1(t)
®— | Fro—_ 1 Fro—| S

a, a a

( Caso 2 )

Aplicando la transformada inversa de Laplace a la Ec (15.12)) , y asumiendo cero las condiciones
iniciales , el sistema lineal queda descrito por ;

i = —9ij — 249 — 20y + @ + 3u
(6]

y=[ {—9y + [ [-24y + u+ [(—20y + 3u)dt] dt’} dt’
Ahora representando la ecuacién anterior como se muestra en la figura 15.12 tenemos ;

Figure 15.12: Representacién de la ecuacion

+
xa(t) . *

X2(t)
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Usando la figura 15.12 , la forma canénica observable de las ecuaciones de estado es

il -9 1 0 T 0
T2 | = =24 0 1 2 |+ | 1 |u
T3 -20 0 O T3 3

15.2.2 Realizacion cascada.

Son llamadas asi porque ellas se derivan de la forma de la funcién de transferencia escritas
como un producto de simples términos de factores, esta funcién puede ser representada por
una serie de bloques en cascada en el diagrama de bloques.

La funcion de transferencia en el dominio de s puede ser escrita en factores como se muestra
en la Ec . Si todos los polos son distintos y m = n la expansién de fracciones parciales
queda como se muestra en la Ec , Sim < mn, by =0, por la dindmica del sistema m
nunca puede exceder a n [1].

_ Bm(s+ 2z1)(s 4 22)...(5 + 2m)
1) = T o) + o) (s & )

(15.15)

b1 L+ bo L by,
s+p1 s+p2 S+ Pn

T(s) = bo + (15.16)

En algunos casos los sistemas pueden ser representados por una serie ( cascada ) de simples
bloques como vemos en la figura 15.13.

Figure 15.13: Diagrama de bloques de realizacion en cascada (Representacion del sistema en
series)

U B S+z, s+z, sz+2C2w25+wi y

2 2
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( Caso 3 )

Ahora usando las factores obtenidos en la Ec ((15.13]) , los diagramas de bloques son obtenidos
como se muestra en la figura 15.14, entonces una posible realizacién en cascada es ;

-5 1 0 0
X = 0 -2 1 x+ |0 |uy
0 0 -2 1

Figure 15.14: Representacién de la ecuacion de transferencia

S+3
S+2

S+2 S+5

Xit)  y(v

15.2.3 Realizacién en paralelo .

Son llamadas asi porque ellas se derivan de la forma de la funciéon de transferencia escritas
como una suma de términos de fracciones parciales , que aparecen como bloques en paralelo

en un diagrama de bloques.

Cuando la funcién de transferencia se expresa por la expansion de fracciones parciales se puede
representar como una conexién de simples términos en paralelo como se ve en la figura 15.15.
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Figure 15.15: Representacion del sistema en paralelo

( Caso 4 )

Ahora usando la expansion parcial Ec(15.14) , el diagrama de la figura 15.16 es obtenido
,ademas de la figura 15.15 la realizaciéon paralela es ;

-5 0 0 1
X = -2 1 |x4+ |0 |uy
0 0 =2 1
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Figure 15.16: Representacion en diagrama de bloques

X2(t)

X1(t)

XRX— | , 2/9

15.3 ECUACIONES DE ESTADO DE MATRICES DE TRANS-
FERENCIA :REALIZACION

Si el par de ecuaciones (17.1)) (17.2) pueden ser encontradas teniendo una matriz de trans-
ferencia especifica H(s), entonces estas ecuaciones son llamadas un realizacion de H(s).Por

brevedad es comun referirse a las matrices {A, B, C,D} como la Realizacion de H(s) [1].
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Figure 15.17: Diagrama de bloques de H(s)

S
\ yi(s)
I HH(S) e 0_> -

+ ]+
\ s
S =1 Sy R Sy B 5

ui(s) T
_——— + ym(s)
HmW(S) ] HWZ(S) ° e )_>4>\>—>

u2(s)

ur(s) .

Ahora Consideremos un sistema con dos entradas y dos salidas , cuya matriz de transferencia
es ;

1 2
(s+1)(s+3) (s+3)
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Figure 15.18: Realizaciéon del ejemplo

ui(t) J i X ~ yi(t)

ua(t) : [DX_B"I’ D/Xz
L

D/ X ya(t)
p ‘ m +
[

Usando como referencia el diagrama sugerido en la Figura 15.17 | cuatro funciones de trans-
ferencia escalares son mostradas en la Ec ([15.17))., Usando las variables de estado x; hasta xg
como se define en la figura 15.18 . Una realizacion de H(s) es dada por,

1 0 0 0 0 0 10
0 -2 1 0 0 0 00
0 0 -1 0 0 0 01
A=10 0 0 =30 o |'B7]01
O 0 0 0 -3 1 00
0o 0 0 0 0 -1] 1 0
1 01"
2 0
00 00
C=101 ’D_[oo]
01
L 0 0 ]

La aplicacion de la Ec (17.4) muestra que la representacion de estado del sistema se sexto
orden tiene una matriz de transferencia entradas-salidas especifica.
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Este método solo presenta rendimiento para la realizacidon de algunas matrices de transferencia,
la realizacion de H(s) no es tunica , si una realizacion de H(s) de nth — orden puede ser
encontrada entonces hay infinitos nimeros de realizaciones de nth — orden.

Las expresiones estudiadas permiten transformar la terna (A;B;C) en otra forma de repre-
sentacion, de manera que se siga representando el mismo sistema dindmico. Desde un punto de
vista del espacio de estados ello es equivalente a que el vector de estados se puede representar
en distintas bases. Debe resaltarse, sin embargo, que el vector de estados es un objeto abstrac-
to, sin ninguna referencia, en principio, con magnitudes fisicas medibles. Es decir, no existe
una base "natural" para representar a X. Ello hace que segin la naturaleza del problema a
tratar se adopten unas bases para el vector de estado que hagan que la forma que toma en ellas
la terna (A;B; C) sea lo mas comoda posible para la resolucion del problema en cuestion. En
ello reside una de las grandes ventajas del uso de la descripcién interna, ya que esta permite
escoger la forma de representacion de la terna (A;B;C) mas comoda en cada caso. Aunque
se pueden concebir multiples formas para la terna (A; B; C) existen dos especialmente intere-
santes para las aplicaciones practicas a problemas de con- trol. Son estas: La forma canénica
de control y la forma canénica de observaciéon las cuales se mostraron anteriormente. Cada
una de ellas esta relacionada con los problemas de control y de observacién.

15.4 CONCEPTO DE IMPLICACION Y IRREDUCTIBILI-
DAD EN LA REALIZACION

Los métodos que se mostraron anteriormente en los cuales se obtiene el modelo de variables
de estado de sistemas en tiempo continuo o tiempo discreto de una funcién de matriz de
transferencia son métodos que ignoran la relacion que existe entre los varios elementos H;;,
cuando estas consideraciones son olvidadas , el resultado de las ecuaciones de estado seré de un
alto orden ., Por tanto el espacio de estado serd de una dimensién alta la cual es innecesaria.

Sea {A1,B1,C1,D1} una realizacion de H(s) , donde Aj es una matriz n x n. M sera alguna
matriz constante no singular n xn y define un nuevo vector de estado xs por la transformacion.
(cambio de base en el espacio de estado ) x; = Mxg . Ahora

x; = A1x1 + Biu, y = Cx; + Dju

Convirtiendo
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Mzxy = AiMxs + Biu, y = Ci1Mxs + Diu

Definiendo
Ay =MTA M, B, =M"'B,C;, =C,M, y Dy =D,
da
X9 = Aoxs + Bou, y = Coxs + Dou
Entonces

Cy[sI— As] "By + Dy = CiM [sI - M~ 'A;M] 'MIB, +D; = C; [sI— A 'B; + Dy
Co[sT — Ay) ' By + Dy=C; [sI — A;] ' B;+D;

Por tanto {A1,B1,C1,D1} v {A1,B1, C1,Dq}son dos diferentes realizaciones. La Ec (17.6)
indica que D es determinado solo por H(s) , la eleccion de la base del vector para ¥ no influye
en D. Por tanto D1 = Do

Definicion 1: De todas las posibles realizaciones de H(s) , {A, B, C,D}se dice que es una
realizacién minima si el espacio de estado asociado tiene la mas pequefia posible dimX.

Una minima realizaciéon es completamente controlable y completamente observ-
able.

Un realizacién irreducible es un sistema de minima dimensién, el cual es capaz de reproducir
las relaciones entre las entradas y las salidas, esto asume que el sistema inicialmente esta
relajado , es decir que las condiciones iniciales son cero. Por esta razon a un sistema y su
realizacion irreducible se le llama estado equivalente cero.
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Usualmente el solo conocimiento del sistema es la informacion la cual es obtenida acerca de
las mediciones de las entradas y las salidas. Las funciones y matrices de transferencia pueden
ser determinadas experimentalmente de esas mediciones.La realizacién irreducible no causa
perdida de informacién en este caso porque no fue encontrada mediante la estructura interna
del sistema, no se afirma que una realizacion irreductible es la mejor descripcién de la estructura
interna de un sistema.

La descripcion incompleta de una matriz de transferencia es otra razén por la que se prefieren
las técnicas de espacio de estado.

Algunos modelos de variables de estado pueden ser descompuestos en cuatro subsistemas
los cuales con (1) completamente controlable y completamente observable (2) completamente
controlable pero no observable (3) completamente observable pero no controlable y (4) no
controlable ni observable, el subsistema que es completamente controlable y completamente
observable se denomina realizacion irreductible de H(s) como ya se menciono anteriormente.

Entonces la tarea resulta a determinar si la representaciéon de las ecuaciones de estado cumplen
con los criterios de controlabilidad y observabilidad tal como se menciono en el capitulo 15.

La Controlabilidad y observabilidad de sistemas invariantes en el tiempo dependen solo de las
matrices constantes A, B, C. no se tiene en cuenta las condiciones iniciales. Los n eigenvalues
de A se asumen distintos. Entonces la presentaciéon de la forma Jordénica eﬁ ;

Para un sistema Continuo e invariante en el tiempo

q = Aq+ Bpu(?)

y(t) = Cnq(t) + Du(t)

Para un sistema Discreto e invariante en el tiempo

q(k +1) = Aq(k) + Bnu(k)

3Sistemas de Tiempo Invariable , controlabilidad y observabilidad ¢ Capitulo 14 ”
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y(k) = Cnq(k) + Du(k)

Donde ;

A=M"1AM
B,=M"B
C, = CM
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Capitulo 16

DISENO DE UN SISTEMA DE
CONTROL CON
REALIMENTACION LINEAL

16.1 ESTADO CON REALIMENTACION Y SENAL DE SAL-
IDA CON REALIMENTACION

Se asumira aqui que el sistema de lazo abierto, a menudo llamado planta, se describira en
variables de estado. El cual sera aplicado igualmente para sistemas en tiempo continuo

x=Azx+ Bu (16.1)
y = Cz + Du (16.2)
o para sistemas en tiempo discreto
x(k+1)=Ax (k) + Bu (k) (16.3)
y (k) = Cx + Du (16.4)
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El sistema de matrices {A, B, C, D} tienen diferente significado en los dos casos, y obviamente
la ubicacion de los polos es diferenten entre el plano s y el plano Z. Sin embargo, si s; es una
posicion de polo en el plano s, entonces su imagen z; = €17 heredara las mismas caracteristicas
en el plano Z. En cualquier evento, tendran el mismo los metodos y procedimientos a desarrollar
para ambos tipos de sistemas en términos del sistema de cuatro matrices.

Asumiendo que la planta, y por lo tanto estas cuatro matrices, se especifican y no puede ser
alteradas por el disenador para mejorar el rendimiento. Se supondra siempre que el vector
estado x es m z 1, vector entrada u es 7 z 1 y el vector salida y es m z 1, en consecuencia
Aesnzn Besnaezr,Cesman,yDes mazr Sielrendimiento del sistema debe ser
modificado, debe ser realizado por alguna forma manipulando la senal de salida del sistema
de lazo abierto, dos posibilidades usadas comunmente para sistemas en tiempo continuo son
las mostradas en las figuras 15.1 y 15.2. Estos arreglos se conocen como realimentacion de la
variable de estado y realimentacién a la sefial de salida, respectivamente.

Las matrices de ganancia K y K’ son r z n y r £ m, y se asumen constantes. Las senales
externas v y v’ son vectores p z 1 aunque por lo general v tendrd el mismo numero de
componentes que u, por lo que r = p. Las matrices F y F’ en la mayoria de los casos son de
dimension r z p pero son mas comunes matrices constantes cuadradas r z 7.

Es necesario argumentar que la realimentacién de variables de estado es solo para intereses
academicos, por definicién, las senales de salida son las unicas sefiales que son accesibles.

Figure 16.1: Sistema con realimentacién de variables de estado

» D
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Figure 16.2: Sistema con realimentacion de la senial de salida

» D

Las ecuaciones que describen el sistema de realimentacion de estado son:

u(t) =Fv(t) — Kx(t) (16.5)
u (k) =Fv (k) — Kx (k) (16.6)

De la combinacién
x =[A - BK]x + [BF|v (16.7)
x(k+1)=[A—-BK]|x(k)+ [BF]v (k) (16.8)

y

y = [C — DK]x + [DF]v (16.9)
y (k) = [C — DK]x (k) + [DF]v (k) (16.10)

La estabilidad se determina [A — BK]
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La controlabilidad dependen del par {[A — BK], BF}

Y la obsevabilidad depende del par {[A — BK], [C — DK]}

Las ecuaciones que describen el sistema de realimentacién en la senal de salida en tiempo
continuo son:

u(t) =Fv () - K'x(t) (16.11)

y (t) = Cx + DF'v' — DK’y
y (t) = [L, + DK'| ' {Cx + DF'v'} (16.12)

Utilizando este tenemos

X

{A-BK'[1,+DK| "' C}x+B{F -K'[I, + DK| 'DF }v'  (16.13)

. -1
X

{A-BK'[I,, + DK'| " C} x+ B I, + DK Ty (16.14)

La estabilidad se determina {A —BK'[I,, + DK'|! C}

La controlabilidad B {I, + K'D} ' F’
Y la obsevabilidad [I,, + DK']"* C

Para sistemas en tiempo discreto se aplica la misma clase de resultados.
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16.2 EFECTO DE LA REALIMENTACION SOBRE LAS
PROPIEDADES DEL SISTEMA

16.2.1 Controlabilidad

La matriz de controlabilidad de sistema de lazo abiertoP = | B : AB : A2B : ... : A" 'B ];

ahora aplicando realimentacion de estado la matriz de controlabilidad cambia a:

P=|BF: (A-BK)BF : (A>-BK)BF : .. : (A—BK)"JBF} (16.15)

Si la matriz F satisface rango(F) = r, entonces F no afecta el rango de P. Fisicamente, esto
significa que hay muchas componentes de entrada independientes v despues de adicionar la
realimentacion como los habia en la entrada u sin la realimentacion. Asumiendo que esto es
verdad, y dejando F = I, por conveniencia, una serie de operaciones elementales en la columna
puede ser usado para reducir P a P. Por ejemplo, las columnas de BKB son combianciones
lineales de las columnas de B. Con operaciones elemetales se puede reducir esto, asi como
todos los demds términos adicionales en P, a 0. Por lo tanto, el rango(f’) = rango (P)
para cualquier matriz de ganacia K. En consecuencia la realimentaciéon de estado no altera la
controlabilidad de un sistema de lazo abierto.

Ya que P y P tienen el mismo rango para cualquier K, incluyendo el caso especial
K =K'[I,, + DK’ ]71 C, La controlabilidad del sistema no se altera cuando la realimentacién
a la salida se utiliza. Esto supone que I, + K'D es no singular y el rango(F?) = r.

16.2.2 Observabilidad

La matriz de observabilidad de un sistema de lazo abierto es

—T - —T-—=T - . —n-1\T =7 . . s
Q=|C A C : ... : (A ) C" |. Es obvio que cuando se usa la realimentacion
de estado, la observabilidad se pierde si C = DK. Este conjunto de ecuaciones lineales si-

multineas tiene una solucion K si el rango(D) = rango (D : C). Cuando la realimentacion
de salida es utilizada, la observabilidad de un sistema de lazo abierto y cerrado es el mismo

Asumiendo que D = (0), la matriz de observabilidad con realimentacion a las salida es
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Q=|c": a-BrC)'c": ... A-BKCO)" T’ (16.16)

Una serie de operaciones elementales en la columna, precisamente como los usados en P,
se pueden utilizar para reducir Q a Q. Esto demuestra que el rango (Q) — rango (Q). La
observabilidad se conserva cuando la realimentacién de salida es utilizada, a pesar de K’. La
razon por la cual la observabilidad del sistema es invariante para la realimentacién de salidad y
no para la realimentacion de estado es la presencia de la matriz C en los terminos A - BK’C.

. —T—T=T-=T . .
Es decir, se puede demostrar que las columnas de C° K~ B~ C" se relacionan linealmente con

=T . —T=T=T .
las columnas de C , mientras que para las columnas de K" B C™ no es necesario.

16.2.3 Estabilidad

La estabilidad para sistemas constantes depende totalmente de la ubicaciéon de los eigenvalues
en el plano complejo. Los eigenvalues de un sistema de lazo cerrado son diferentes de un
sistema de lazo abierto tanto para realimentacién de estado como para realimentacién de
salida. Esto significa que la estabilidad de un sistema de lazo cerrado no es necesariamente la
misma que un sistema de lazo abierto.

16.2.4 Polos y Ceros

Los polos y los zeros son conceptos de la funcién de transferencia. Los polos son los valores de
la variable compleja s (0 z en el caso de tiempo discreto) para que uno o mas elementos de la
matriz funcién transferencia tengan magnitud sin limites. En el caso de una entrada unica y
una salida unica, la funcion de transferencia es una funcién escalar, una relaciéon de polinomios.
Los valores de s para que el denominador sea cero, son los polos. En el caso de la matriz de
funcién transferencia, nada de sorprendente sucede con las definiciones de los polos, porque si
el denominador comun desaparece, todos los términos de la matriz de funcion de transferencia
aumentan sin limites a menos que la raiz del denominador se cancele. Por lo tanto los polos
son los mismos que los valores propios del sistema, excepto en el caso inusual de la cancelacion.
En realidad, los polos seran siempre valores propios, pero todos los valores propios no puede
ser polos debido a la cancelacién, en términos generales, los polos y los valores propios son los
mismos.

En el caso de una tunica entrada y una tnica salida, los ceros son los valores de s (o de z)
para que el numerador de la funcién de transferencia sea cero. Con dicho valor de s, entradas
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u distintas de cero causaran que la salida del sistema sea cero. Cuando son consideradas
multiples entradas y multiples salidas del sistema, la generalizacién del concepto de cero es
algo méas complicado. El caso més facil de generalizar es en la que el nimero de entradas y
salidas son iguales, la matriz de funcion transferencia es cuadrada.

16.3 ASIGNACION DE LOS POLOS USANDO
REALIMENTACION DE ESTADO

La ecuaciéon indica que los valores propios de un sistema de lazo cerrado con realimentacion
de estado son raices de:

AN ENM-A+BK]=0 (16.17)

Se ha demostrado que si el sistema de lazo abierto es completamente controlable, entonces
cualquier conjunto de valores propios de un sistema de lazo cerrado I' = {A1, A\a,..., A\p}
deseado se puede conseguir con una matriz constante K de realimentaciéon de estado.

Un metodo directo y simple de encontrar los valores desconocidos de la matriz de ganancia
cuando se tenienen los valores propios es expandir la ecuacién e igualar con el polinomio
caracteristico, luego de igualar se puede encontrar una expresion o el mas simple de los casos,
directamente los valores para los elementos de K.

Ejemplo 1.

. 0 2 0 . . .
Sabiendo que A = 0 3| B= 1Y asumiendo que los valores propios de sistema lazo
cerrado A1 2 = —3, —4. Esto significa que el polinomio caracteristico es.

A+3)(A+4) = A2+ 7A+12

Expandiendo el determinante
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A —2

— \2 .
K A4k, | =N T 3N 2K

Igualando los terminos constantes obtenemos 2K; = 12, e igualando los terminos de primer
orden obtenemos Ko — 3 = 7; por lo tanto K = [ 6 10 ]

Este metodo funciona muy bien para problemas de orden inferior. Generalizando para sistemas
de orden n-th

0 1 0 0 0
0 0 1 - 0 0

X = _ x+| . |u (16.18)
—agp —a; —as an, 1

Para este forma especial de las matrices A y B, el determinante de la ecuacion [16.17] sera:

A -1 0 o - 0

0 A -1 o - 0

0 0 A -1 .- 0
Ki+ay Ko+a1 Ks+ay - {)\—i—Kn—i—an_l}

=N+ (Kp+ap- 1) \" P+ 4+ (Ko +a)) N+ Ky +ag (16.19)

Igualando esta expresién con el polinomio caracteristico, se obtiene una ecuaciéon para cada
componente de la matriz de ganancia

Kl‘ =Ci—1 —Q;—-1 (16.20)

Donde ¢; es el coeficiente de A’ en el polinomio caracteristico del lazo cerrado. Esta forma
ampliada hace mas evidente que el del polinomio del lazo cerrado se diferencia del polinomio
de lazo abierto, el més grande son los beneficios de votos requerido. Este procedimiento se
aplica a la forma canodnica controlable, para el ejemplo 1. la ecuacion [16.20/no se puede aplicar
directamente debido a q no se encuentra en la forma canonica. Sin embargo, para cualquier
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entrada unica de un sistema controlable existe una transformacién T no singular , el cual
mapea el vector estado x en un nuevo vector x’ de tal manera como para dar las ecuaciones
de estado x’ en la forma canonica controlable. Para multiples entradas la forma canonica es
mags complicada , no hay una formula general para la forma canonica contolable en el caso de
multiples entradas.

Sea x’ = Tx, y luego las matrices correspondientes A’ y B’ para este nuevo estado son
A’ =TAT ! y B’ = TB, la ecuacién se puede utilizar para encontrar las ganancias
de realimentacién K’ que son apropiadas para el nuevo vector estado. Luego igualando las
seniales de realimentacion K'x’ = Kx y utilizando x’ = Tx se obtiene K = K'T.

Ejemplo 2.

El sistema del ejemplo 1. se puede transformar a la forma canonica controlable utlizando

30
T= [ 0 1 ] (16.21)
Obtenemos A’y B’
A = TAT = [ 8 ; ] (16.22)
B'=TB = [ (1) ] (16.23)

de la dltima fila de A’, ap = 0 y a1 = —3, ahora de la ecuacion [16.20 encontramos K/ y K5,

I=c—a=12-0=12
Ky=ci—a;=7+3=10 (16.24)

Como se vio anteriormente K = K'T, por lo tanto:
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O o=

K=KT=]12 10][ (1)]:[6 10 | (16.25)

Y como era de esperarse es la misma respuesta encontrada en el ejemplo 1.

Cuando hay multiples entradas o cuando las ecuaciones de estado no estan en la forma canonica
controlable, los métodos anteriores no pueden proporcionar la mejor forma para la determi-
nacién de las matrices de ganancia de realimentacién. Un método que funciona para cualquier
orden, cualquier nimero de entradas, y cualquier otra forma arbitraria de ecuaciones de estado
se desarrollara ahora. El problema consiste en determinar una matriz de ganancias K tal que
como en la ecuacion satisface para cada n valores de \; € T.

Si la ecuacién [16.17) es verdadera, entonces por lo menos debe existir un vector no cero ¥, tal
que.

(AI— A +BK)y, =0 (16.26)

Reorganizando la ecuacion

(A= BK)v, = \iyp; (16.27)

Esto deja claro que 9; es un vector propio de la matriz (A — BK) del sistema de lazo cerrado
y esta asociado con el valor propio (polo) A; del lazo cerrado. Reescribiendo la ecuacion [16.26
de otra manera se obtiene:

(Ml — A)¢; = —BK, (16.28)
[(/\Z-I —A) EB} [ Iépw } = [0] (16.29)



En este punto el vector v, y la matriz K son ambas desconocidas. Por lo tanto, nada se pierde,
y la simplicidad de la notacién se obtiene mediante la definicién de un vector desconocido
(n+ )zl como

Y;
gi=| ——— (16.30)

K%,

La determiancién de K consiste en dos pasos generales. Primero, un numero suficiente de
vectores solucién &; es encontrada. Entonces la estructura interna entre los componentes de
estos vectores, segtin lo expresado por la ecuacién [16.30] es usada para encontrar K.

Si el sistema de lazo abierto descrito por la pareja {A,B} es controlable, como se conoces
anteriormente que la matriz de coeficientes nx (n + r) en la ecuaciéon homogenea n tiene un
rango completo para cualquier valor de ;.

Ejemplo 3.

0 2

Teniendo A = [ 0 3

A = —4.

0 :
] y B = [ 1 ], encontrar los vectores solucion §; para \; = —3 y

La controlabilidad de este sistema es facil de verificar. Donde r = 1, en este caso no habra
una unico &, para cada A;. Con A\ = —3, de la ecuacion [16.29]se obtiene.

-3 -2 0
[ 0 6 1 ]51 =0 (16.31)
Seleccionando arbitrariamente €& = 1 obtenemos &; = —% y & = 6. Recordando de la

ecuacion [16.30[ como se definio §;, entonces es obvio que

_2
g&=[-2 1 6]" esequivalentea K[ 3 } =6 (16.32)
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Similarmente, con Ao = —4 la ecuacién homogenea [16.29] tiene soluciéon

_1
&=[-1 17 ]T es equivalente a K[ 12 } =7 (16.33)
Tomando ambas ecuaciones se obtiene
2 _1
K[ K 12} = [6 7] (16.34)

Es necesario recordar que los vectores propios para dos diferentes valores propios deben ser
independientes como se puede observar aqui. La matriz 2 x 2 que multiplica a K tiene columnas
independientes y por lo tanto es no singular.

=[6 10] (16.35)

Dejando el maximo orden de r una solucién de vectores linealmente independientes de la
ecuacion [16.29 de un valor propio dado, forma la columna (n + r)zr de una matriz U ()\;).
La matriz U se divide cuando se hace la sustitucion f; = K,.

¥ (\)
U((\) = Y1 ¥ o #’f‘ =| ——— (16.36)



La ecuacion[16.37no se puede solucionar directamente para K si r > 1, por que representa una
ecuacién con inconsistencias. Como siempre, si el sistema es controlable, una matriz no singular
nzndey; (X\i) se puede encontrar seleccionando n columnas linealmente independientes a
ambos lados de la ecuacién v eliminando las columnas restantes. En este proceso de
seleccién, una columna se seleccionara para cada valor propio A;. Seleccionando n columnas
del lado izquierdo se forma la matriz G y las correspondientes columnas del lado derecho
forma la matriz J, cuando esto este hecho el resultado KG = J puede solucionar la matriz de
ganancia K para la realimentacion.

K=JG! (16.38)

La libertad en la seleccion arbitraria de un subconjunto de m» columnas, esta sujeto solo a la
condicién que una columna sea elejida para cada cada )\; v que G~! exista, es lo que conduce
a la multiplicidad de posibles matrices de ganancia en el caso de multiples entradas. En
realidad, cualquier combinacién lineal de columnas puede ser seleccionada de las r columnas
encontradas para cada ;.

Ejemplo 4.

Considerando la misma matriz A de los ejemplos anteriores; sin embargo, ahora tenemos dos
entradas, con B = Is. Encontrar la matriz de ganancia de realimentacién que producen los
valores propios del lazo cerrado, A1 2 = —3, =5

Con A1 = =3, la ecuacioén [16.29| resulta

o Zooale={o] 1639

Llamando & = a y & = B conduce a una soluciéon & = [ a [ 3a+28 60 ]T. Es posible
encontrar dos y solo dos vectores independientes especificando los distintos valores de a y .
Lo que se ha encontrado hasta el momento se puede escribir como

« 3a+ 20
K = . (16.40)
B 65
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El espacié extra se ha dejado intencionalmente como recordatorio que con Ay = —5 se encon-

traréd la otra ecuacién. Con Ay = —5, haciendo el mismo procedimiento se obtiene:
-5 -2 1 0
0 -8 0 1 £E=0 (16.41)

Llamando & = v y & = § conduce a una solucion & = [ v & 5y+25 &6 }T Lo que
significa que
0% 5y + 20
K| . = . (16.42)
1) 8§
Tomando ambas ecuaciones para determinar K
a v | | 3a+28 5y+26
K[ﬁ 6]_[ 63 85 (16.43)

Cualquier valor de «, 8, v y 0 dard una matriz de ganancia vilida siempre y cuando exista
la inversa. Tanto para simplicidad de calculos como para obtener un conjunto ortogonal de
vectores propios, se selecciono a =d =1y =~ = 0. Luego, por inspeccion, la soluciéon a la
ecuacion es:

K— [ 3 2 } (16.44)

Donde un sistema de miltiples entradas permite un infinito numero de elecciones para la
matriz de ganancia de realimentacion, el disenador debe hacer las selecciones. Conociendo
que 1, son los vectores propios del lazo cerrado pueden ayudar a guiar a la eleccion de las
columnas que se deben conservarar. En realidad, cualquier combinacién lineal de columnas
de una particién determinada de ¥ se puede utilizar siempre y cuando la misma combinacién
lineal de columnas f; sea utilizada. A menudo es Gtil para tratar de hacer G lo més ortogonal
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posible entre los modos de el sistema de lazo cerrado. Esta ortogonalidad por lo general mejora
la sensibilidad del sistema a las variaciones de parametros.

Una complicacién final debe resolverse antes de estudiar completamente el método general
de asignacion de polos. Suponiendo que se desea que A; sea una raiz de orden pth de la
ecuaciéon caracteristica. Si r, la dimensién del espacio nulo o, equivalente, el rango de ¥, es
mayor o igual que p, entonces el procedimiento anterior serd suficiente. Si r < p, entonces
no es posible especificar los vectores propios p. Todavia es posible alcanzar los deseados
valores propios p. Los vectores de tal exceso de valores propios repetidos seran ahora vectores
propios generalizados. Siendo 1p; un vector propio el cual ha sido encontrado utilizando este
procedimiento y siendo 1, un vector propio generalizado. Recordando lo visto anteriormente
que se cumple

(A —BK) 9, =\, + 1, (16.45)

reorganizando la ecuacion

(AL— A — BK) 4, = —1h, (16.46)
[()\I _A) EB} [ Iéﬁzg ] — _y, (16.47)

La ecuacién remplaza a la ecuacion por el primer vector propio generalizado.
Si mas de un vector propio generalizado es requerido, la segunda y las siguiente selecciones
pueden satisfacer la ecuacion. Los vectores propios generalizado en la discusion en la ubicacion
de polos solamente por que conocemos que ellos aportan un conjunto necesario de vectores
independiente.
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Ejemplo 5.
Considerando el sistema del ejemplo 1. Encontrar la matriz de ganancia que se obtiene de los

valores propios A = —1. Aplicando la ecuacién [16.29

-1 -2 0
[0 . 1]5:0 (16.48)

Todas las soluciones no triviales son proporcionales a

e=[-2 1 4]" (16.49)

Obviamente solo un valor propio @ = [ -2 1 } se seleccionara para este espacio unidimen-
sional, entonces un vector propio generalizado es necesario y se encuentra con la ecuacién

[16.47

[ _01 :i (1) } £, = [ _21 } (16.50)

Seleccionando & = 1 obtenemos & = —4 y £ = 3 de manera que una solucion es §; =

[ -4 1 3 ]T. Por lo tanto las dos ecuaciones para encontrar K son
2 —4
K[ . 1}:[4 3] (16.51)

de la cual obtenemos que K = [ 05 5 ]
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16.3.1 Resumen del algoritmo para la ubicacion de los polos (Asignacion
de valores propios y vectores propios)

Dado A, B y el conjunto deseado de valores propios, realizar los siguientes pasos

I. Para cada \;

1. Realizar KAJ — AfB)}

2. Encontrar el espacio nulo U al encontrar todas las soluciones independientes de la
ecuacion [16.29]

3. Dividir U, utilizando las n filas superiores como la matriz n z r ¥ (\;).

4. Utilizar las r filas restantes como la matriz r z r F ()\;).

IL. Forma las matrices compuestas @ = [ W (A;) ¥ (X2) -+ ¥(\,) |; nz nr, el rango de
n es controlable y A = [ F (A1) F(X2) -+ F(Ay) |; rz nr. La ecuacion [16.37| se puede

escribir como KQ = A

II1. Seleccionar n columnas linealemente independientes de €2 para formar G una matriz
n z n . Una columna (o cualquier combinacion lineal de columnas) se seleciona para cada
division ¥ (\;).

IV. Utilizar el mismo numero de columnas en el paso III para formar J una matriz r z n
de A .

V. Resolver KG = J de la matriz de ganancia K.

Ejemplo 6.

Un modelo de la dindmica lateral de un avién en un conjunto particular de condiciones de
vuelo. Una aproximacién discreta de este sistema es obtenida el metodo, con 7" = 0.2

La matriz de transicién discreta

1.3533533F — 01  9.8391518F — 02  —7.2121400E — 01 O
0 7.1751231F — 01 1.4726298 0 (16.52)
0 —1.6362552E — 01 0 0 ’
8.6466469EF — 02  7.8584068E — 03 —1.0389241F —01 1
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La matriz de entrada B

1.7293293 2.1750930F — 01
0 —5.5092329F — 01
0 5.5393357F — 02 (16.53)

2.2706707E — 01  3.0423844F — 02

Diseniar un controlador con realimentaciéon de estado que proporcionard el lazo cerrado, los
polos en el plano Z corresponden a los del plano s, s = —2, —5, —8 y —10, aplicando z = e’*
encontramos los polos en el plano Z.

Ai = 0.6703, 0.3679, 0.2019 y 0.1353 (16.54)

Resolviendo la ecuacion [16.29) para cada \;

402



U(h) =

U(X2) =

U(Az) =

3.0937374E — 01
0
-1
0
0
1.8517032F — 01

1.3450530F — 01
0
-1
0

0
1.1934122F — 01

0
4.4247019EF — 01
3.5991812F — 01
1.0787997E — 02
8.4780902EF — 04

-1

0
7.5502163F — 01
1.9485569F — 01
5.8909208EF — 03
8.7471344EF — 02

-1

0
7.2149646F — 01
1.2148339F — 01
3.6517035E — 03
1.1616344F — 01

-1

0
6.9379878E — 01
9.9803299E — 02
2.9885261F — 03
1.2362902F — 01

-1

(16.55)

las partes sobre las lineas de particion son W ()\;) y la parte inferior son los F' ();). Con el fin
de encontrar la ganancia adecuada, algunas combinaciones de columnas (1 02)y (304)y (5
0 6) y (7 o 8) son elegidas. Por ejemplo, si las columnas 1, 4, 6, y 7 son usadas las ecuaciones

16.37| y [16.43] dan:

8.2435042F — 02 2.4582298F — 01

K= 0

—1.5015275
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Los valores propios del lazo cerrado son:

Parte Real Parte Imaginaria
1.3529983F — 01 0
2.0190017E — 01 0
3.6790001E — 01 0
6.7029989E — 01 0

Si las columnas 2, 4, 5, y 7 se obtendria las siguiente alternativa de matriz de ganancia.

K — 1.9954935F — 01  1.6860582E — 01 —2.6471341F — 01 1.9948014 (16.57)
N 0 —8.8968951F — 01 —1.6846579 0 ’

El resultado de las matrices de ganancia K y los vectores propios son totalmente distintos
aunque los valores propios seran los mismos. Ahora asumiendo que la matriz de ganacia K es
factorizada en K = F1Kj, y se ubican en el diagrama de planta como se muestra en la figura
16.3. No hay ningtin cambio en la ecuacién caracteristica y por lo tanto en los polos tampoco.
El numerador de la funcién de transferencia puede difererir sustancialmente. Si Fies solo un
escalar, entonces sélo las ganancias de los elementos de la funcion de transferencia cambian. Si
F es una matriza r z r, la funcion de transferencia puede tener una apariencia muy modificada.
Aunque las funciones de s (o z) que aparecen en los elementos del numerador puede parecer
totalmente diferente, los ceros de la funciéon de transferencia permanecen sin cambios.

Figure 16.3: Diagrama de planta con la matriz de ganancia K

~—O—> F = B = > C

A 4

K: =
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16.3.2 Formula de Ackermann

Considerando el sistema obtenido mediante la ecuacién 1, que puede reescribirse como

% = Ax + Bu (16.58)

Suponemos que el sistema es completamente controlable, tambien suponemos que los polos
deseados estan en s = p1, S = o, -+, S = .

El uso de un control mediante la realimentacion de estado

u=-Kx (16.59)
Modifica la ecuaciéon del sistema a
x=(A-BK)u (16.60)
Definiendo
A=A-BK (16.61)

La ecuacién caracteristica deseada es

sSI—A+BK=sI—A=(s—p)(s—p2) (s pn)
=s"+as" T a5t a, =0 (16.62)
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Dado que el teorema de Cayley -Hamilton plantea que A satisface su propia ecuacién carac-
teristica, tenemos que

¢ (A) — A"t an A" fap At al =0 (16.63)

Emplearemos esta ecuacion para obtener la formula de Akermann. Para simplificar la obten-
cion, cosideraremos el caso en el que n = 3

Considerando la siguientes identidades:

1=1
A=A-BK
A% = (A-BK)>?=A?_- ABK — BKA
A3 = (A -BK)? = A3 — A2BK — ABKA — BKA? (16.64)

Multiplicando las ecuaciones anteriores en orden por as, ag, ag, o (en donde ay = 1), re-
spectivamente y arreglando los resultados, obtenemos

agI + QQA. + OA1A2 + A?,

= a3l + as (A — BK) + oy (A2 — ABK — BKA) + A3~ A?BK — ABKA — BKA?

= asl + asA + 1A% + A% — ,BK — 0; ABK — a;BKA — A?2BK — ABKA — BKA?
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Remitiendonos a las ecucién [[6.63] tenemos

asl + asA + a1 A2 + A3 = ¢ (A) =0 (16.65)

Asimismo tememos que

a3l +asA + A + A3 =9 (A) #0 (16.66)

Sustituyendo las dos ultimas ecuaciones en la ecuacién [16.64

¢ (A) = ¢(A) — asBK — ¢;BKA — BKA? — 0y ABK — ABKA — A’BK  (16.67)

Dado que ¢ (A) = 0, obtenemos

6(A) = B (asK+aiKA + KA?) + AB (1K + KA) + ABK (16.68)
asK+a; KA + KA2
=[B:aB A’B|| wK+KA (16.69)
K

Puesto que el sistema es de estado completamente controlable, la inversa de la matriz de
controlabilidad

[B AB AZB ] (16.70)
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existe. Premultiplicando ambos miembro de la ecuacién [16.69| por la inversa de la matriz de
controlabilidad, obtenemos

asK+a; KA + KA2
B I AB : A?B| ¢(A)= a1 K + KA (16.71)
K

Premultiplicando ambos miembros de esta ultima ecuacién por [ 0 0 1 ], obtenemos

1 aoK+a; KA + KA?2
[001]{B5AB5A2B} ¢(A)=[0 0 1] a1 K + KA =K
K
(16.72)
Que puede escribirse como
—1
K=[001]|B: aB | A2B| @A) (16.73)

Esta ultima ecuacién produce la matriz de ganancias de realimentacién del estado K deseada

Para un entero positivo arbitrario n, tenemos que

K=[00 - 01][p ap i ... : aip| 6(A) (67
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Ejemplo 7.

Considerando el sistema definido mediante

X = Ax+ Bu (16.75)
en donde
0 1 0 0
A= 0o o0 1 y B=1]0 (16.76)
-1 -5 —6 1
Usando el control mediante la realiemtaciéon del estado u = —Kx se quiere que los polols
en lazo cerrado esten en s = —2 £ 45 y s = —10. Determinar la matriz de ganancias de

realimentacion de estado K

Primero se necesita verificar la controlabilidad del sistema

0 0 1
P:[B © AB AzB}z 0 1 -6 (16.77)
1 -6 31

por lo tanto el rango = 3, asi que el sistema es completamente controlable y es posible la
ubicacién arbitraria de los polos.

La ecuaciéon caracteristica del sistema es

s —1 0
sT—Al=|0 s -1
1 5 s+6
=524+ 65% +b5s+ 1 (16.78)
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Por tanto

La ecuacién caracteristica deseada es

Asi

Ahora

Dado que

a1 =6 a2=5 az3=1

(5 4+2—47) (s +2+45) (s +10) = s> + 145> + 605 + 200

K=[0 0
0 1 0
0 0 1
-1 -5 —6

a1:14 a2:60 043:200

¢ (A) = A3 +14A2 + 60A + 200

+14

0
0
-1

1 0
0 1
-5 —6
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+ 60

0
0
-1

1
0
-5

1
—6

+ 200

(16.79)

(16.80)

(16.81)

(16.82)

(16.83)

(16.84)



199 55 8

p(A)=| -8 159 7 (16.85)
7 —43 117
y
0 0 1
B aB i .. ¢ aip|={0 1 -6 (16.86)
1 —6 31
Obtenemos
0 0 1 71'[199 55 8
K=[001]|0 1 -6 8 159 7 (16.87)
1 —6 31 7 43 117
K=1[199 55 8] (16.88)

16.4 APLICACION DE ASIGNACION DE POLOS USANDO
REALIMENTACION DE ESTADO

Cosiderando el sistema del péndulo invertido de la Figura 16.4, en el que un péndulo se monta
en un carro controlado con un motor.

Se desea conservar el péndulo perpendicular ante la presencia de perturbaciones. El péndulo
inclinado regresa a la posicién vertical cuando se aplica al carro una fuerza de control u
apropiada. Al final de cada proceso de control, se pretende regresar el carro a x = 0, la
posicién de referencia.

Disenar un sistema de control tal que, dadas cualesquiera condiciones iniciales, el pendulo
regrese a la posicién vertical y el carro regrese a la posiciéon de referencia rapidamente. Suponga
lo valores numericos siguientes para M, myl.

411



M=2Kg m=01Kg [=0.5m
Figure 16.4: Péndulo invertido

q—-—x——hfsenﬂ’-‘—
m

[¢]
€cos @ mg
4
i ] / x
p L

AN &
=
=

|

Modelo matematico

(M +m) i+ mlf = p

(I +mi?) 6 +mli = mgld

En donde I es el momento de inercia de la barra del pendulo con respecto a su centro de

gravedad. Dado que en este sistema la masa se concentra en la parte superior de la barra, el
centro de gravedad es el centro del pendulo

(M +m)&+mlf =p
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mil? + mli = mglf

Eliminando %

MIf = (M +m) gl —p

Eliminando 6

Mi = p— mg

Obteniendo la funcién transferencia de la planta

0(s) _ 1
—p(s) = Mlis?+(M+m)g

Sustituyendo los valores numericos

0(s) 1 1 _ 1

—u(s) — 2x05s2+(2+0.1)9.81 — s2-20.601 52— (4.539)2

Tiene dos polos s12 = +4.539

Definiendo las variables de estado

171:9
.7}2:9
r3 =2



Ahora la salida del sistema

r=nl=e]=5]

Apartir de la definicion de las variables de estado y las ecuaciones del modelo matematico

.ﬁl = X9
§ = iy = Mg, —
T3 = T4
T =24 = —73;9%1 + 3 4
En terminos de ecuaciones matriciales
.i’l i 0 1 0 0 i 1 0
. M+ 1
I3 0 0 01 T3 0
T4 | —g 0 0 0] |z ot
T i
U1 (1 0 0 0 T
v2] |00 10 T3
T4 |
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Sustituyendo los valores numericos

Mimg 90601 Mg=04905 =1 & =05

Las ecuaciones matriciales se pueden escribir como

x= Az + Bu
y =Czx
En donde
0 1 00 0
20.601 0 0 O -1 1 0 0O
A= 0 0 01 B= 0 C_[0010] D_[O O]
—-0.4905 0 0 O 0.5

Se usara el esquema de control mediante la realimentacion de estado

u=—-Kx
Verificando si el sistema es controlable
0o -1 0 —20.601
. . . . -1 0 —=20.601 0
— : : 2 oL n—1 —
P=| B: AB : A“B : DA B 0 05 0 0.4905
05 0 0.4905 0
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Dado que el rango es 4, el sistema es completamente controlable

La ecuaciéon caracteristica del sistema

s -10 0
—20.601 s 0 O
|sT— Al = 0 0 s —1
04905 0 0 s

= s* — 20.601s>

:s4+a153+a252+a38+a4:0

Por tanto
a1 =0 a9 =20601 a3=0 a4=0
A continuacion se deben seleccionar las ubicaciones delos polos
ur g =—2+2v35 wugs=-10

La ecuacién caracteristica deseada se convierte

(s —up) (s —u2)(s—usg)(s—uyg) = (s+2—2\/§j) (s+2+2\/§j> (s +10) (s + 10)
= (s* +4s + 16) (s* + 20s + 100)
= 51 2453 + 195 + 705 + 1600

:s4+a133+ags2+a35+a4=0

Determinando la matriz de ganancia
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K= a4 — Qg a3 — as a9 — a9 Oél—al}T_l
Determinando primero T
T =PW
az ag aj 1 0 —20.601 0 1
_la a 1 0] | —20.601 0 10
W= aiz 1 0 O 0 1 0 0
1 0 0 O 1 0 0 0
0 0 -1 0
0 0 0 -1
T= —9.81 0 05 O
0 -9.81 0 0.5
Ahora
0.5 1
—os1 U gm0
0 05 0 1
71— 9.81 981
-1 0 0 0
0 -1 0 0
Por lo tanto
0.5 1
—g9s1 Y —gs O
0 —g&& 0 -5
K= [ 1600 — 0 720 — 0 196 + 20.601 24 -0 ] 1 0 0 0
0 1 0 0

= [ —298.1504 —60.6972
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La senal de control u se obtiene mediante

u = —Kx = —298.1504z1 + 60.6972x2 + 163.0989x3 + 73.3945x4

16.5 ASIGNACION DE LOS POLOS USANDO
REALIMENTACION DE SALIDA

La senal de realimentacion considerada en esta seccién es formada por premultiplicaciéon de
la salida y por una matriz r £ m constante llamada K’. Si D no se cero, un vector salida
modificado y’ = y — Du se puede formar. Luego una matriz de ganancia modificada K* se
puede utilizar con y’; se puede mostrar que K* y K’ estan relacionados por

K=K [I+DK]' o K =[1-D-K'K* (16.89)

Si D = 0, estas dos ganancias son las mismas. Cuando D es distinto de cero es mas sencillo
primero determinar K* (que es equivalente a asumir D = 0) y luego si calcular K’ utilizando la
ecuacion Mediante la introduccion de K* en la ecuacion es evidente que cuando
la realimentacion de salida es utilizada, los valores propios son las raices de

IAL—- A + BK*C| =0 (16.90)

Siguiendo los mismo argumentos de la seccién anterior, esta implicita la existencia de uno o
mas vectores ¥ diferentes de cero que satisfacen

[(AI —A) EB} [ K*q’é% } =0 (16.91)

Salvo por la presencia de C, esta es la misma ecuacion [16.29] Un vector es definido
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£= [ K*%¢ ] (16.92)

Todas las soluciones no triviales para € hay que encontrar para cada \;. Luego U (\;), ¥ (\;) vy
2 se forman como en el algoritmo anterior, sin cambios. Los n componentes de la parte superior
de cada columna §;, ahora en U ();), son los vectores propios. Asimismo, los componentes
inferiores r forman parte inferior de la particion de U ();). Estos son utilizados para formar
F' ()\;). El sentido de la particion inferior de las columnas es diferente ahora por la aparicion
de C. Especificamente, f; = K*C1),, que es utilizada para formar A’. Una operacion extra es
requerida debido a la presecia de la matriz C, definiendo €’ = C£Q. La ecuacién equivalente
a la ecuacion es K*Q' = A’, ahora Q' es una matriz m z nr. Por lo tanto, a lo sumo m
columnas linealmente independientes de £’ puden ser seleccionadas en el paso I1I del algoritmo
para formar G’. Las columnas correspondientes de A’ son usadas para formar J’. La solucién
para K* se ecuentra de la misma forma que en el paso V de la seccion anterior K* = J (G’)fl.
Finalmente si D es diferente de cero, la sefial de realimentacién es

u=—K*(y —Du)+FvV (16.93)

Combinando los dos terminos de u obtenemos

u=—[I- K*'D] ' K*y +[I- K*D] 'F'v (16.94)

La matriz de realimentaciéon de salida, con la que se comenzo en la ecuacion [16.89

K =[I- K*D] ' K* (16.95)
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Ejemplo 8.

Especificar una matriz K’ de realimentacion de salida de tal modo que el sistema sea controlable
y observable

tendra A1 = 5 como valor propio, aplicando la ecuacién [16.91

-5 -1 1 0
[3 00 1]5:0 (16.97)

Nombrando & = a y & = [ como constantes arbitrarias permite que los dos ultimos compo-

nentes sean encontrados como &3 = 5a + 0y &4 = —3a + B, en otras palabras
ba+ 8
K*C| ¢ | = 16.98
515 H69%)

Con lo cual se encontraran dos ecuaciones independientes; por ejemplo, si a = 1, 8 = 0
obtenemos una y con o = 0, 8 = 1 obtenemos otra, de esta manera podemos escribir

K*C:[ g 1] (16.99)

pero esto no es particularmente ttil, ya que C no se puede invertir para encontrar K*. Lo
que hay que hacer es volver a la ecuacién [16.98 y combinar C con los valores hasta ahora
ba+

conocidos de v y 3, que es K*{a + 8} = [ “3a+8

]. Ahora el escalar o + 8 puede pasar

a dividir para obtener K*

dba+ ]

—3a+

K* = . (16.100)
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. . . . . 1 3
Un numero de infinito de opciones validas para «a y 3 son posibles, tales como o = 7 8 = ¥,

. T T
obteniendo K* =K' =[2 0], 0con a = %B: %, obtenemos K* = K’ = | % -11],
la cuestion es si la elecciéon de o y 8 pueder ser usados para afectar los valores propios. La
realimentacion de salida no es capaz de cambiar la posicién de todos los n valores propios, peor

atn los valores propios que no son reasignables puede ser inestables y por lo tanto inaceptables.

16.6 RECONSTRUCCION DE ESTADO CON LAS SALIDAS
DISPONIBLES

En gran cantidad de sistemas todos los componentes del vector estado no son directamente
validas como sefiales de salida. Por ejemplo, un radar puede hacer el seguimiento de la posi-
cion (estado) de un vehiculo y se desea conocer las velocidades, aceleraciones, o otros estados.
Algunas veces el conocimiento de los valores de los estados es deseado, para una evaluaciéon de
rendimiento. En muchos problemas de sistema de control la razén para esperar al conocimiento
de los estados es para la formacion de las senales de realimentacién. Como se mostro anteri-
ormente, si todos los estados se utilizaran para la realimentaciéon, seria posible un completo
control sobre todos los valores propios, asumiendo que el sistema es controlable. Varios enfo-
ques para el problema de la medicién de los estados pueden ser considerados; primero, podria
ser posible utilizar sensores adicionales para proporcionar las mediciones, pero generalmente
es la opcién mas costosa. Segundo, haciendo alguna diferenciacion especifica de las medidas
de los estados puede proporcionar un estimado de los estados no medidos. Esta opcién no da
funcionamiento suficientemente preciso, especialmente en el caso de datos ruidosos. La ter-
cera opccion es usar el pleno conocimiento de los modelos matematicos del sistema de manera
sistematica en un intento de estimar o reconstruir los estados; esta tercera opcién se va a de-
sarrollar, el algoritmo resultante es llamado observador. Hay observadores en tiempo continuo
y observadores en tiempo discreto.

16.6.1 Observador en tiempo continuo total

Considerando el sistema de tiempo continuo descrito por la ecuacion Por simplicidad
se ahora se asumira que D = [0]. Si esto no es verdad, entonces una salida equivalente
y' =y — Du se puede utilizar en lugar de y. Se desea conseguir una buena estimacion del
estado x (t), obteniendo el conociemiento de la salida y (¢), la entrada u(t), y el sistema de
matrices A, B, C, D, lo cual hace referencia al problema de la reconstruccién de estado. Si
C' es cuadrada y no singular, entonces (en general, este resultado no trivial se aplicara).

Si la entrada depende de y y u y el estado es una buena aproximacion a x (t) . La forma del
observador es
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X=AX+Ly+z (16.101)

Donde X es un vector aproximacion n z I a x. % A,y L son matrices n £ n y n x m respecti-
vamente y z es un vector n z 1. Definiendo e = x — %X y utilizando la ecuacion [16.]]

ée=Ax—-Ax—-Ly+Bu-z (16.102)

mediante la seleccién de z = Bu y y = Cx, se reduce la anterior ecuacion a

é=(A-LC)x— A% (16.103)

seleccionando A, = A — LC

é=Ace (16.104)

Si todos los valores propios de A, tienen partes reales negativas, entonces resulta una ecuacion
asintoticamente estable. Lo cual indica que e(t) — 0, o X(t) — x(t) como t — oo. Si el
sistema originalmente utilizado (ecuaci()n es completamente observable, entonces siempre
es posible encontrar L que permite llegar a una serie de valores propios deseados para A.. Por
lo que es posible controlar la velocidad a la que X — x.

Comparando la matriz n z n A — LC de la ecuacion con la matriz n z n A — BK de la
ecuacion [16.8] ambas tienen una matriz n z n A que es conocida, modificada por un término
que estd parcialmente seleccionable por el disefiador. El orden de los terminos B y C y de
las ganancias seleccionables K y L son reservados, por lo que la comparacién no es exacta.
En capitulos anteriores se desarrollaron metodos para determinar K que dan A — BK un
conjunto especifico de valores propios. Una matriz cuadrada y su traspuesta tienen el mismo
determinante y por lo tanto los mismo valores propios. Por consiguiente, si L se pueden
seleccionar para obligar a los valores propios a tener un valor especifico,

AT = AT _ cTLT (16.105)
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entonces A tiene los mismos valores deseables. Los metodos presentados anteriormente para la
ubicacién de polos se pueden aplicar al sistema sin cambio alguno al problema del observador.
Remplazando A por AT y B por CT, y se encuentra LT (en lugar de K) por cualquiera de
los algoritmos de ubicacién de polos visto. El requerimiento de que el sistema {A, B}debia
ser controlable ahora se convierte en un requisito de observabilidad para {A, C}. La ecuacion
fundamental se repite aqui con cambios notacionales apropiados para el problema del
observador.

M—AT ¢ CT |€=0 (16.106)

La ecuacion es usada para determinar la matriz de ganancia del observador L. Como
antes, habrd momentos en el que se seran necesarios los vectores propios generalizados para
obtener multiples polos. En la figura 16.5 se puede ver el funcionamiento del observador.
La parte (a) es directamente de la ecuacion y la parte (b) se obtiene mediante la
manipulacion de los bloques de matrices.
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Figure 16.5: Funcionamiento del observador

T T T T T T 7T 7 Tobservador T !

uft sistema X0 ,| L >

+

+
™

@ Lo J

ult Sistema

(b)

Ejemplo 9.

Disenar un observador para el sistema del Ejemplo 1. si solo x; puede ser medido. Ubique
ambos valores propios del observador en A = —8. Esto hara que el error de e (¢) tienda a cero
rapidamente, independientemente de cualquier error en la estimacién inicial de X.

A:[g ;] y C=[1 0]
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Utilizando estas dos matrices en [ 8T — AT : (T } & = 0 se obtienen los componentes de
las ecuaciones 8§ = &3 vy 261 = —11&. Seleccionando arbitrariamente £ = 1 encontramos
&H = —% y & = 8. Los dos primeros componentes de £ forman el vector propio . Es
necesario un vector propio generalizado para encontrar la segunda columna independiente.

—_

—8I - AT : CT }Eg =—¢ = [ :% ] (16.107)

Resolviendo la ecuacion encontramos §, = [ 1 —% 7 ]T. Las columnas £ y &, de la matriz

U (-8) . Particionado la obtenemos

LT[ 12 L } =[8 7] (16.108)

La solucién es LT = [ 19 60.5 } Como un control, la matriz A, = [ —_6%)95 ?) ] se com-
prueba que (A + 8)2 como su polinomio caracteristico.

X =A%+ Ly + z

s | =19 2], 19 0

X_{—60.5 3]x+[60.5]y+[1}u (16.109)
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Figure 16.6: Representacién grafica del ejemplo 9
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16.6.2 Observador en tiempo discreto total

Para el sistema en tiempo discreto de la ecuacion [16.3] una posible forma para el observador
es:

% (k+1) =A% (k) + Ly (k) + z (k) (16.110)

Teniendo en cuenta que esto implica que la estimacién se ha calculado en el paso k + 1,
se basa en datos medidos de una muestra anterior, llamada, y (k). Este tiempo de retardo
puede ser forzado por los disenadores del sistema para dar tiempo a la demora en el algoritmo
computacional. Si el tiempo de la muestra entre k y £ + 1 es grande, este retraso puede ser
indeseable.

La estimacion del error del observador e (k) = x (k) — %X (k) satisface la ecuacion diferencial
homogenea

e(k+1)=(A—-LC)e(k) = Ace(k) (16.111)

Siempre que z(k) es seleccionado para cancelar todos los términos u que entran en la ecuacién
de error a través de Ly. Este requisito se cumple cuando z = (B — LD)u (k), igual que en el
caso de tiempo continuo, el error e (k) decaera a cero si A, es estable. Esto significa que todos
los valores propios deben estar dentro de un circulo unitario. La rata de decaimiento depende
de la localizacién los valores propios.

La figura 16.7a ilustra el observador descrito en el ecuacion [16.110] v 1a figura 16.7b muestra
la diferencia entre la y real y la precedica y, obtenida por Cx + Du.
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Figure 16.7: Observador en tiempo discreto total

Observador
»| B-LD
R(k+1)
+V¥ -~ R
u(k Sistema y®) > L na®; X(k+1)L Retraso
A
—| A-LC
(a)
(b)
T T T T T T 7T 7T TObservador —:
) |
]
R ! |
! D B :A
1 l | Xg("'l)
1 —>
I i + ! (k
ﬂLo—» Sistema Lk):—,o—» L p—>CO—e—|Retraso : ®
! -A +
| f |
: A |
| |
: — C |« 1 :
L = _______ J
(b)

Ejemplo 10.

Disenar un observador total con valores propios z = 0.1 4+ 0.25 para un sistema discreto con

A:{O?Q OzyB:[?},D:[O]yC:[O 1].

Para este caso la ecuacion [16.106ge convierte, con z = 0.1 +0.25 en
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—0.4+0.2j —0.2 1

-1 —04+02j 0]¢=0 (16.112)

Seleccionando & = 1 se obtiene £ = —0.4 4+ 0.25 y &3 = 0.28 + 0.065. Con el conjugado de z
obtenemos el conjugado de &,por lo tanto

7 | 04 Ir 0.2j —0.4 N 0.2; ] =[0.284+0.065 0.28 —0.06; ] (16.113)

Esto se puede expresar con valores puramente reales:

v [ —04 02
L™ = [ L o | =028 006 ] (16.114)
Donde
L"=[03 04 ] (16.115)

La matriz de observacién del sistema es y su representacion se ve en la figura 16.8

A, = [ —03 1 ] (16.116)
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Figure 16.8: Representacién grafica ejemplo 10
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Una segunda forma del observador en tiempo discreto total se puede postular como

2(k+1)= A% (k) +Ly (k+1)+z (k) (16.117)

Usando las ecuaciones de estado para eliminar el termino y (k + 1)

%(k+1) = Ax (k) + L{Cx (k+1) + Du(k+ 1)} + z (k)
= Ak (k) + LCAx (k) + LCBu (k) + LDu (k + 1) + z (k) (16.118)

La ecuacién de error es

e(k+1)=(A—LCA)x (k) — Ak (k) + (B — LCB)u (k) — LDu (k + 1) — z (k) (16.119)

Como antes, la salida z (k)del observador es seleccionada para cancelar todos los terminos de
u, asi z (k) = (B—LCB)u (k) — LDu(k + 1). La matriz de observacién queda:

A,=(A-LCA)=(I-LC)A (16.120)

de modo que la ecuacién de error es otra vez una simple ecuacién homogenea y su respuesta
decaerd a cero si todos los valores propios de A, son estables. Sin embargo, si se obliga a
los valores propios de A, a posiciones estables preespecificadas por eleccion de la ganancia L.
La pregunta ahora es si la matriz A del sistema original se puede multiplicar por el factor
(I — LC) para forazar el resultado A., a tener valores propios arbitrarios. La respuesta a
este interrogantes es afirmativa si el sistema A es no singular, como se puede ver mediante la
definicién de una nueva matriz de ganancia C' = CA. Esto permite que la ecuacion se
pueda escribir en una forma que oculte el problema de los productos y obligue a la ecuaciéon a
aparecer como una mas en el capitulo, A, = (A — LC'). La figura 16.9 dos arreglos para este
observador.
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Figure 16.9: Arreglos para el observador

(a)
E_ ! Observador _E
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Ejemplo 11.

Usando el mismo sistema y valores propios del ejemplo 10, pero utilizando y (k + 1) como
entrada.

Primero se calcula C' = CA = [ 01 ] y luego se resuelve
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01402  —02 07,
[ ~1  —04+02j 1 }5 =0 (16.121)

Las dos soluciones conjugadas son usadas para escribir

LT[ 1 1

0547 05— ] =[14+03j 14-03j | (16.122)

o LT [ L0 ] = [ 14 0.3 ] , obtenemos LT = [ 1.25 0.3 ] Por lo que el observador

0 —0.25 —1.25
AC_{O'Q 09 } B—LCB_[ g ] (16.123)

La implementacién se puede ver en la figura 16.10

Figure 16.10: Representacion grafica del ejemplo 11
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Capitulo 17

INTRODUCCION AL CONTROL
OPTIMO

17.1 CONCEPTOS DE CONTROL OPTIMO

Un sistema de control 6ptimo es aquel cuyo diseno optimiza el valor de una funcién que se
denomina indice de desempeno o funcién de costo que depende de las variables del sistema,
esta funcién puede incluir aspectos como por ejemplo la medida del error de seguimiento, la
medida del esfuerzo de control, el error final y cualquier otra caracteristica que se considere
importante en el disefio

El objetivo es determinar los valores de un conjunto de pardmetros que para dicho controlador
minimice alguna medida de desviacién del comportamiento ideal y que ademés verifique ciertas
restricciones, dicha medida de desempeno nos dice cuanto se parece el comportamiento real al
comportamiento deseado, que viene dado por la senial de referencia.

En la ingenierfa del control moderno es de suma importancia el disefio de sistemas de control
6ptimo, el proposito de este es realizar un sistema con componentes practicos que proporcionen
un comportamiento deseado.

Los sistemas que vamos a considerar son descritos en forma variable de estado en la forma que
se muestra en la ecuacién

= f(x(t),u(t),t) (17.1)

w(k+1) = f(x(k),uk) (17.2)
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Se supone que todos los estados de salida estan medidos, es decir, y(x) = x(t). si este no es
el caso, el estado de un sistema lineal observable puede ser estimado mediante el uso de un
observador o un filtro de Kalman. Existen a veces limitaciones en los valores permisibles de las
variables de estado. Sin embargo, s6lo trataremos el control con acondicionamientos variables.

El comportamiento de un sistema puede representarse por medidas integrales de compor-
tamiento de esta forma se debe tener en cuenta para el disefio de un sistema minimizar un
indice de comportamiento como la integral de cuadrado del error. Los sistemas que se ajustan
para proporcionar un indice minimo de comportamiento se conocen como sistemas de control
6ptimos.

En la mayoria de los casos, el comportamiento del sistema se hace optimo al escoger el vector
de control u(k) de tal forma que el indice de desempeno se minimice (0 maximice, dependiendo
de la naturaleza del indice de desempeno seleccionado). La seleccion de un indice de desem-
peno apropiado es importante porque determina la naturaleza del sistema de control 6ptimo
resultante. Es decir, que el sistema resultante sea lineal, no lineal, estacionario o variante en
el tiempo, dependerd de la forma del indice de desempeno. Por lo tanto este se selecciona en
base a los requisitos que el sistema debe cumplir y se debe tener en cuenta para el andlisis
del sistema resultante. La selecciéon de un indice de desempefio implica una evaluaciéon del
desempeno del sistema y un problema matemaético.

Un planteamiento matematico del problema de control 6ptimo consiste en:

° Ecuaciones del sistema

. Clase de vectores en el problema
. Restricciones del problema

° Indice de desempeno

° Parametros del sistema

Excepto en algunos casos, el problema de control optimo puede ser muy complicado para
obtener una solucién analitica por lo que se tiene que obtener una solucién por computador.

Generalmente para problemas de control 6ptimo cuando tenemos la condicion inicial  (0), lo
que se hace es encontrar un vector de control u (k) que transfiera al estado a la region deseada
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del espacio de estados para el cual el indice de desempefio se minimiza. En algunos casos por
condiciones fisicas y el estado deseado del sistema el indice de desempeiio y restricciones hacen
imposible aplicar un control 6ptimo. Las posibilidades de que exista o no un vector de control
6ptimo dependen también de caracteristicas del sistema como lo son la controlabilidad y la
observabilidad.

Consideremos el sistema de control definido por

z(k+1) =Gz (k) + Hu (k) (17.3)

donde

x(k) es el vector de estado (vector n)

u(k) es el vector de control (vector r)

G es una matriz de n z n

H es una matrizde n z r

Se desea determinar una ley para el vector de control u (k) tal que un indice de desempeno
cuadratico se minimice. Un tipico indice de desempenio cuadratico es

N-1
J = %ZL‘ X (N)Sz (N) + % ;::0 [z x (k) Qx (k) +u x (k) Ru (k)] (17.4)

Donde las matrices S y @) son matrices hermiticas (matrices cuadradas de elementos complejos
que es igual a su transpuesta conjugada) definidas positivas o semidefinidas positivas y R es
una matriz hermitica definida positiva, el primer término del lado derecho esta relacionado con
la importancia del estado final, el primer término dentro de los corchetes estd relacionado con
la importancia relativa del error durante el proceso de control y el segundo esta relacionado
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con el gasto de energia de la senal de control. Suponemos que el vector de control u(k) no
esta restringido

La ley de control éptimo esta dada por:

u(k) = —K (k) z (k) (17.5)

Donde K(k) es una matriz de rxn variante en el tiempo. Si N = oo, entonces K(k) es
una matriz constante de rxn. El disefio de sistemas de control basado en dichos indice de
desempenio cuadratico depende de obtener la matriz K(k). La caracteristica principal de esta
ley de control 6ptimo basada en un indice de desempeno cuadrético es que es una funcién
lineal del vector de estados (k). Esta realimentacion de estado requiere que todos los estados
estén disponibles para realimentarse, siendo asi es con conveniente representar el sistema en
términos de variables de estado medibles si no se puede se estiman y se utilizarian variables de
estado estimadas u observadas para generar sefiales de control 6ptimo. Cuando utilizamos un
control 6ptimo cuadrético el sistema disenado sera asintéticamente estable, excepto en algunos
casos especiales. Hay diferentes enfoques para resolver problemas de control éptimo cuadratico
uno de ellos puede ser la técnica de minimizacién empleando multiplicadores de Lagrange, en
el caso estacionario se puede usar el método de Lyapanov. También es importante recalcar
que cuando un sistema de control 6ptimo se disefia en el espacio de estados se deben verificar
las caracteristicas de respuesta en frecuencia, en algunos casos es necesario una compensacion
especifica para efectos de ruido de no obtenerse buenos resultados se nidificaria el indice de
desempeno.

17.2 PROGRAMACION DINAMICA

17.2.1 Introduccién general al principio de optimalidad

Programacion dindmica es un medio eficaz para la toma de decisiones secuenciales. Su base
es R. El principio de optimalidad de Bellman dice "Una acciéon de control 6ptima tiene la
propiedad de que, independientemente del estado inicial y la decisiéon inicial, las decisiones
restantes deben constituir una accién 6ptima con respecto al estado resultante de la primera
decisién." Una "decisién" es una opcién de control en un momento determinado y la “accion
de control” es la secuencia de control (o funcién)
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Figure 17.1: Trayectorias alternativas para ir de a hasta [

Consideremos los nodos de la figura 17.1 como los estados, en sentido general. Una decisién
es la eleccion de trayectorias alternativas dejando un nodo dado. El objetivo es pasar de un
estado a otro [ con un costo minimo. Un costo es asociado a cada segmento de la grafica lineal.
Definimos J4; como el costo entre a y b. Jpg es el costo entre b y d, etc. Para la trayectoria a,
b, d, | el costo total es J = Jop+ Jpa+ Jar v la trayectoria 6ptima (accion de control) se define
por

mind = min [Jop + Joa + Jai, Jab + Jve + Jets Jac + Jen + Ini, Jac + Jer + Jii] (17.6)

Si el estado inicial es a y si la decisién inicial es ir a b, entonces el camino de b a [ se debe
seleccionar de manera O0ptima si la ruta global de a a I debe ser 6ptima. La decision final es
ir a ¢, entonces el camino de ¢ a [ se debe seleccionar de manera 6ptima.

Sea gy v gc el costo minimo para by ¢ respectivamente, para l. Entonces g, = min [Jpq + Jai, Jpe + Jel]
y 8 = min[Jep + Juiy Jek + Jri]. El principio de optimalidad permite q la ecuacion ((17.6))
puede ser escrita de la siguiente forma:

Ga = minJd = min [Jap + gy, Jac + e (17.7)

la caracteristica mas importante es que la cantidad que debe reducirse constara de dos partes:

1. La parte que se le atribuye a la decisiéon actual como Jgp v Jac

2. La parte que representa el valor minimo de todos las funciones de costo, comenzando
con el estado que resulta de la primera decisi6n
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El principio de optimalidad sustituye el elegir entre todas las alternativas por una secuencia
de decisiones de menos alternativas.La programaciéon dindmica nos permite concentrarnos en
una secuencia de decisiones actuales en lugar de estar preocupados por todas las decisiones
de forma simultdnea. Dividir los costos en dos partes, energia y caracteristica, es normal,
pero estas partes no necesariamente aparecen como una suma. Veamos un simple ejemplo del
método

Ejemplo 1.

Dados N ntimeros x1, s, -+, £, encontrar el mas pequeno

En lugar de considerar todos los N numeros simultaneamente, definimos g como el minimo
de z, hasta x,. Entonces g, = x, gn—1 = min{xn_1,98}, gn—2 = min{zy_2,gN-1}, ",
gr = min{xg, gx+1}. Al continuar elegiendo entre dos alternativas finalmente lleva a g =
min{x1, g2} = min{zy,x2, - , TN}

El resultado deseado g; no tiene que ser tinico, ya que mas de un niimero puede tener el mismo
valor, el més pequeno. La naturaleza recursiva de la formula g = min {xg, gp+1} es tipico de
todas las soluciones de programacion dindmica discreta.

Ejemplo 2.

Usar la programacién dindmica para encontrar la trayectoria de minimo costo entre el nodo a
y el nodo [ de la figura 17.2 los segmentos de linea s6lo puede ser atravesada de izquierda a
derecha, los costos del trayecto se muestran al lado de cada segmento

Figure 17.2: Trayectorias del ejemplo




Definimos g como el costo minimo de un nodo general k£ a [. Obviamente g = 0. Como
solo hay un camino admisible de h a [, g5, = 4. De la misma forma g; = 5, g4 = 2 + gp—
6, gr = 6 + g; = 11. El primer punto donde deber ser tomada una decisiéon es en el nodo e.
ge = min{3+gn, 4+ g;} = min{3+4,44+5} = 7. La mejor trayectoria de e a [ es la que
atraviesa a h. Encontramos que g, = min {8+ 94,5+ ge} = 12, gc = min {4 + g.,6 + g¢} =
11y ga = min{3+gy,5+ g.} = 15. El costo minimo es 15 y es el de la trayectoria que
atraviesa a, b, e, h, 1.

El procedimiento que se hizo anteriormente responde las preguntas: si la decisiéon pasada hace
que la trayectoria hace que pase por el punto k, cual es la mejor decisién para tomar, apartir
de ese punto?

17.2.2 Aplicaciéon del control optimo en tiempo discreto

Para hacer la transiciéon desde el caso més simple a uno general se hacen las siguientes analogias,
el grafico del problema anterior es una representacion de los posibles estados (los nodos), en
tiempo discreto puntos tx. El punto a es en tg, b y cen t1, ---, 1 en t4. La eleccién de las
posibles direcciones, hacia arriba o abajo de "e", es andloga a la del conjunto de controles
admisibles. La seleccion de un control u(k) es andloga a la seleccion de una direccion de salida
de un nodo dado z (k). Los segmentos de linea conectados a los nodos juegan el mismo papel
que la ecuacién diferencial

z(k+1) = f(xk),u(k))

ya que ambos determinan el siguiente nodo x (k + 1)

Ejemplo 3

Consideremos el siguiente sistema escalar z (k + 1) = x (k)+u (k) con las siguientes condiciones
de frontera z (0) = 0 y z(3) = 3, encontrar u (0), v (1) y u(2) de tal forma que mimimicen
J = Zizo {u (k)2 + Ati} este criterio de desempeno es la suma de tres hipotenusas en el

plano tx. KEsta es una forma del problema de minima distancia y la secuencia optima de
puntos z (k) que se sitian sobre una linea recta en el plano tx. Verficar este resultado servira
para ilustrar el procedimiento de la programacién dinamica.

Sea g (x (k)) el costo minimo de z (k) al punto terminal. puesto que x (3) es el punto final,
g(z (3) = 0, entonces

440



g(z(2)) = m(z;)z {costode x (2) hasta el puntoterminal}

— min,, {u 2)2+ A2+ g (x (3))} (17.8)

Esta minimizacion no esta restringida ya que x (3) debe ser igual a 3. Usando z (3) = 2 (2) +
u (2) se encuentra que u (2) = 3 — z(2). Para cualquier x (2), existe un unico u (2). Esto es
analogo a la decision en los puntos h y j del ejemplo anterior.

}2

Por conveniencia, sea At = 1. Entonces g (x (2)) = [3 — x (2)]” + 1. Retrocediendo un estado,
x

g (x (1)) = miny,, {u 12 +1+g(z (2))}. Usando z (2) = 2 (1) + u (1) induce a

9 (1)) = min {u(1)2+2+ 3—2(1) fu(l)]Q} (17.9)

No hay restricciones en u (1), por lo que la minimizacién se puede lograr por
%(1) {u (12 4+2+3-2(1)—u (1)]2} =0estodau(l)=[3—x(1)]/2y entonces

(@ (1) = [3_93(1) - 3_3”(1)]2+2+ [3_“’(1)} (17.10)

Esto se utiliza junto con z (1) = z(0) + u(0) en g (z (0)) = miny, {u (0 +1+g(x (1))}
Al miminizar nuevamente tenemos u (0) = [3 —xz(0)] /3. Ya que z(0) = 0 esta dada por
u (0) = 1, de la ecuacion diferencial se obtiene x (1) = 1. Esto se usa en la expresion calculada
anteriormente para dar u (1) = 1. Entonces z (2) =z (1) +u(l) =2y u(2) =3 -2 (2) = 1.
Finalmente z (3) = z (2) + u (2) = 3, tenga en cuenta que la secuencia z (0), x (1), 2 (2), z (3)
esta sobre una linea recta en el espacio tx como se esperaba

Difinimos ¢ (x (k)) como el minimo costo del proceso, iniciando en t;, x (k). Obviamente
g(x(N)) =S (x(N)). Entonces el pricipio de optimalidad es

9@ (N 1) = min {L(@(N-~1).u(N-1)+( ) (17.11)
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La ecuacion x (k+ 1) = f(x (k),u(k)) se utiliza para eliminar x(n). La minimizacién con
respecto a u (N — 1) se lleva a cabo mediante el desarrolo del gradiente con respecto a u (N — 1)
igual a cero (si no hay restricciones u), o por un calculo por computador. En cualquier caso
la u (N — 1) 6ptima debe ser obtenida para cada x (N — 1) posible. Ademés g (z (N —1)) de
ser almacenadas para la siguiente etapa, esto continua etapa por etapa esto es

& (e () = min (L (x (k) ,u (k) + & (k£ 1))} = (17.12)

’m%L {L(z (k) u(k)) +g(f(x(k),uk))}

u(

La ecuacién anterior es muy util y da un resultado general. Es la clave para la soluciéon de
muchos problemas de control éptimo en tiempo discreto. Esta ecuacion diferencial no lineal
tiene la condicién de frontera g(x (N))) = S(z (N)). La solucion a la ecuacion anterior da
la solcion al control 6ptimo en cada etapa asi como la trayectoria éptima. La solucién a esta
puede tener un enfoque computacional, esto es, una red discretizada de posibles z (k) y u (k)
los valores se determina en cada instante. El resultado del paso hacia atras en el tiempo a
través de esta red consiste en una tabla de u* (k) 6ptima para cada valor de x (k). Esto es
mas util para funciones de costo cuadratico.

17.2.3 Programacién dindmica enfocada al control 6ptimo en tiempo con-
tinuo

La programacién dindmica se aplica de manera similar a los sistemas de tiempo continuo. El
costo de operacion del sistema en términos generales tiempo y estado ¢, z (¢) estan definidos
como

g (x (), by — 1) 2 min{S(m (t). ;) —I—/th(x (), u(t),b) dt} (17.13)

u(t)

esta integral se puede expresar de la siguiente forma

442



t+dt
g(x(t),tf—t)éz@&gz{S(ac(tf),tf)—F/ L(a:(t),u(t),t)dt+/t L(x(t),u(t),t)dt}

El principio de optimalidad dice que si el costo es minimo, entonces el costo de t+dt, = (t + 6t)
tambien debe ser minimo. Los dos primeros términos en el lado derecho de la ecuacién anterior
por lo tanto debe ser igual a g (x (t + 6t) ,ty —t — 0t) para que

t+dt
g<x(t),tf—t):%z:{g(x(t+5t),tf—t—5t)+/t L(:c(t),u(t),t)dt} (17.15)

para un 4t muy pequeio

/t+5tL(a; (), u(t),t)dt = L(z(t),u(t),t)dtyz(t+0t) = (t) + idt (17.16)

La expansioén en series de Taylor da

g(x(t+6t) t;—t—0t) 2 g(x(t),t;—t)+ Vg a6t — gtg 5t (17.17)

donde t, & t; —t que es el tiempo que queda. usando esto en la ecuacion ((17.15]) tenemos
. T . dg
g(z(t),t,) = min 1 9 (@ (1) tr) + [Vag)” @0t — = =0t + Lt (17.18)
u(t r

Por definicion g (z (¢) , ¢, )es una funcion exclusiva del estado actual y el tiempo restante (y no
una funcion de u (t)) por lo tanto la ecuacion (17.18]) conduce a la ecuacion diferencial parcial
de Hamilton-Jacobi-Bellman (H.J.B)
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gz = T(Zt?)l {L (x(t),u(t),t) + [ng]Tx'} (17.19)

La condicion de frontera es g (x (t) ,t,) |t,—0 = S (x (t),ty). La ecuacion es la contra-
parte en tiempo continuo de la ecuacién . Es la clave méas importante para resolver los
problemas de tiempo continuo de control 6ptimo. Ya sea que se puede resolver o no y con qué
nivel de dificultad, depende de la clase de sistema, funcidon de costo, controles admisibles y las
limitaciones del estado. El control éptimo es el que minimiza el lado derecho de la ecuacién
. Si no hay restricciones a u (t), es decir, el conjunto admisible U es todo el espacio U”,
entonces se puede minimizar mediante la diferenciaciéon con respecto a u (t) y hacer el vector
resultante del gradiente cero. Esto nos da la condicién necesaria para la optimalidad

OL  Of B
M %ng}—o (17.20)

Si el sistema es lineal, £ = Az +Bu y 9f — BT (t). Sila funcion de pérdida L es de segundo

ou
grado, entonces ‘3—5 = 2Ru (t) de manera que hace 6ptima w (t) para la versién continua del

problema LQ que viene dada por

ux(t) = —-RBTV,g(x(t),t,) (17.21)

Ejemplo 4.

e Determinar la ley de control éptimo para el sistema

con el indice

¢
J—/l(xz—i-uQ)dt
0
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entonces tenemos que el hamiltoniano es

ov
H=2*+u*+ ——u

ox
se minimiza esta hamiltoniano
oH ov
= _9 A
ou ut ox 0
lo que da
ue LoV
20z

se forma la hamiltoniana minima

con la condicién de frontera

V({L’ (tl) ,tl) =0

Una forma de resolver la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi-Bellman es asumir una solucién, y
comprobar si satisface la ecuaciéon y las condiciones de frontera. Supongamos una solucion de
la forma
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V(z,t) =k (t) 2*

en donde k (t) es una funcién a ser determinada, tenemos entonces:

oV

EARN

e k(t)x
v,
E =kx

Por tanto la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman se convierte en
ka? + 2% — 1 (4k2x2) =0
4

esto es

k+1—-k2=0

de V (t1) = 0 se tiene que k (¢;) = 0 la solucién es

k(t) = tanh (t; — t)

y por lo tanto

u* = —tanh (t; —t) z (¢)
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17.3 LQy LQR

17.3.1 Lq en tiempo discreto

Considerar el sistema x (k + 1) = Ax (k) +Bu (k) con z (0) conocido. El objetivo es encontrar
la secuencia de control u (k) que minimice la funciéon cuadrética de costos para el regulador
de tiempo finito

N—

> {z" (k) Qu (k) + u” (k) Ru (k) } (17.22)

k=0

—_

J = %X(N)TMx(N)—i-

N | =

M y Q son matrices simétricas semidefinidas positivas de n x n y R es una matriz simétrica
de r x r definida positiva. No hay restricciones en u (k). Sea g [z (k)] = min costo de k, x (k)
para N, z (N), tenemos entonces

glz (k)] = Zl(%l {;xT (k) Qx (k) + %UT (k)Ru (k) +glz (k+ 1)]} (17.23)

Las condiciones de frontera son g [z (N)] = ix (N )T Mz (N), Esta ecuacion se resuelve asum-

iendo la solucién
glz (k)] = %x (k;)TP (N —k)x(k)+x (k;)TV (N—k)+Z(N —k) (17.24)

Donde P es una matriz de n x n, V es un vector de n x 1 y Z es un escalar. Ellos seran
seleccionados en la ecuacion ((17.24]) de tal forma que cumpla con la ecuacion (17.23) y esta
ecuaciéon quedaria:

Lz " P(N—k) (k) +z(k) V(N k) +Z(N—k) =

T(%L{%ﬂ (k) Qa (k) + 2uT (k) Ru (k) + 3o (b + )T P (N =k — 1) a (k +1)
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+a:(k+1)TV(N—k—1)+Z(N—k—1)} (17.25)

Sustituyendo z (k + 1) = Ax (k)+Bu (k) y reagrupando, el lado derecho de la ecuacion ([17.25))
quedaria:

(1
= min {235 k)" [Q+ATP (N —k—1)A] z (k) (17.26)
-l-%u (k)" [R+BTP (N —k—1)B]u(k)

+u (k)" BTV (N —k 1)+ BTP (N — k — 1) Az (k)]

+:r(l<:)TATV(N—k:—1)+Z(N—k:—1)}

Ya que no hay restricciones en w (k) la minimizacion de u (k) se encuentra solucionando
0{} /Ou (k) = 0 el resultado de esto es

w(k)=—[R+B™P(N—k-1)B] "B [V(N—k—1)+P(N—k—1)Az (k)] (17.27)

—F.(k)V (N —k—1)— G (k)z (k)

El problema sigue siendo encontrar las matrices de las ganancias de la retroalimentacion y
alimentacion adelante G(k) y F. (k) y la entrada externa V' (k). Reorganizando y simplificando
la parte derecha de la ecuacién (|17.26)) tenemos:

:%x(k)T [Q+A"P(N-k—-1)A—-A"P(N -k —1)BUB"P (N — k- 1)A] z (k)
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+a (B)T [ATV(N -k —1) -~ ATP(N — k- 1)BUB"V (N — k — 1)]

1
+ Z(N—k—l)—§V(N—k—1)TBUBTV(N—k—1)

Donde U & [R +BTP (N —k—1) B] ! Igualando la parte izquierda con la derecha, la forma
asumida para g [z (k)] puede ser obligada a ser una solucion para todos los x (k) exigiendo que
los términos cuadraticos, los términos lineales y los términos que no involucren a x todos
igualados individualmente:

P(N-k)=Q+ATP(N-k—-1)A-ATP(N-k—-1)BUB'P(N -k —1)A (17.28)
VIN-k)=ATV(N-k-1)-ATP(N -k -1)BUBTV (N -k - 1) (17.29)

Z(N—k:):Z(N—k:—l)—%V(N—k:—l)TBUBTV(N—k:—l) (17.30)

Las condiciones de frontera son P(N —N) = M, V(N—-N) =0, Z(N—-N) = 0. Una
solucion con ayuda de un software facilmente da P (IV — k), normalmente se resuelve primero
la ecuaciéon Entonces su solucion P (N — k) se utiliza como una matriz de coeficientes
conocidos mientras se resuelve para V (N — k). Entonces V actua como una funcion
de forzado en de hecho no tiene que ser resuelta si el Gnico interes es el de
encontral el control 6ptimo. Z (N — k) solo se necesita si J,;, debe calcularse. Para la funcion
de costo considerada aqui, es una ecuacién homogenea con condiciones iniciales nulas,
asi V(N — k) es cero para todos las etapas. Por lo tanto no es necesario. El resultado
de la ecuacion ([17.28)) es el principal, si defnimos &' = N — k un indice de ejecucion tiempo
atras y sea P (N — k) = M (k). La introducciéon de dos nuevas variables intermedias K y P;

permiten que la ecuacién (|17.28)) se sustituya por
M (k) =ATP; (K —1) A+ Q (17.31)
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K (K) =M () B[B'M (K)B+R] (17.32)

Py (k) =[I-K (k)BT M (k) (17.33)

La condicion inicial en ((17.31) es M (0) = M. El control 6ptimo de retroalimentacién viene
dado por

ux (k) = K" (k' — 1) Az (k) (17.34)

de tal forma que la matriz de ganancia de retroalimentacion es G (k) = K (k' — 1) A.

La secuencia de control éptimo puede ser encontrada para el mismo sistema lineal pero con
una funcién de costo mas general

J= % i (V) — 2] M [z (N) — 2] (17.35)
1 N—-1 - .
5 2 {0 =00 QL (k) =0 (0)] +u (k) Ru (k)]
k=0

Esta funcion de costo intenta hacer que z (k) siga la secuencia de 7 (k). La expansion de los
términos cuadraticos de J muestra que hay cuatro condiciones adicionales debido a x4 (k) y a
n (k) cambiando asi las ecuaciones (17.29) y (17.30]) por

V(N—k)=ATV(N-k—-1)—ATP(N—k—-1)BUB'V (N —k—-1)—Qn(k) (17.36)
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Z(N—k:):Z(N—k—l)—%VT(N—k—1)BUBTV(N—I<:—1)+%n(k:)TQn(k)

(17.37)
La ley de control es
ux(k)=-K" (K —1)Az (k) - U (K - 1) BV (K - 1) (17.38)
La ganancia de retroalimentacién es
G()=[R+BTP(N-—k—1)B] 'BTP(N—k—1)A (17.39)
y la ganancia de alimentacién adelante es
F.(k)=-[R+BTP(N—k—1)B] ' BT (17.40)

17.3.2 Lq en tiempo continuo

Consideremos el sistema lineal © = Az 4+ Bu. En el control éptimo se pretende minimizar el
criterio de desempeitio cuadratico. No hay restricciones a u (t) y se fija un ¢f

£ = min {[x(t) = (O]" Qlz (1) = n (1] + u () Ru(t) + (Vo9)" [Az + Bu]}

con condiciones de frontera

glz (t) ty]ltrmo = [ (tf) —2a]" M [z (ty) — zd]

ya que u(t) no esta restringido, tomando la derivada con respeto a w (t) igual a cero da
ux*(t) = —3R'BTV,g [z (t),], la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman se reduce a
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20— [x(t) = (O)]" Qx(t) — 1 (1)) + (Vo) Az (t) — 1 (Vog)” BRBTV,g

Esta ecuacion diferencial parcial no lineal puede ser resuelta asumiendo una solucion g [z (t) ,t,] =
2T (t) P (t,)x (t) + 2T (t) V (t,) + Z (t,), donde P es una matriz desconocida de n x n, V es
un vector desconocido de n X 1y Z es un escalar desconocido. Diferenciando las respuestas
asumidas y tratando a x (t) y a ¢t como variables independientes tenemos

g—g:xT(t)%m(t)+xT(t)%+%ngCg:2P(tr)a:(t)—|—V(t,«)

Usando esto en la ecuacion HJB tenemos
xT(t) 4P (t) +x7 (t) 9 + £ = x" {Q+2PA - BPR'B'P}x

+xT{-2Qn+ ATV - PBR'BTV} + {nTQn - ;VTBR'BTV}

Para que la forma asumida para ser realmente una solucion para todo x (t), los términos
cuadraticos en x, los términos lineales y los términos no involucrados con x deben ser igualados
individualmente, entonces

dz
dt,

=067 Qu (1)~ V7 (1) BRTBIV (1) (17.41)

av
dt,

= —2Qn (t)+ ATV (t,) — P (t,) BR™'BTV (¢,) (17.42)

Cada matriz que participan en los términos cuadraticos es simétrica, excepto x* {2PA} z, que
se puede escribir como x” {PA + ATP} r4+zt {PA — ATP} x el segundo término es siempre
cero ya que el matrix es antisimétrica, Todos los términos de la ecuacién cuadratica H.J.B. se
pueden combinar en la forma x?Px = 0, se puede concluir que P =0

dP
wt,

= Q+PA+A"P -PBR'B'P (17.43)

Las condiciones de frontera son P (t, =0) = M, V (t; =0) = —2Mxg y Z (t, = 0) = 2T Mz,
La ecuacién anterior es conocida como ecucacién diferencial matricial de Riccati, el resultado
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de esta se puede usar al resolver la ecuaciéon (17.41) y asi integrase la ecuaciéon (|17.40)), el

sistema de retroalimentacién se representa en las siguientes figuras

Figure 17.3: Realimentacion cotrol 6ptimo

V(t,) uw(t) x(t)
b F(ty) X =Ax+ Bu

v

G(tr)

A

Figure 17.4: Realimentacion control ¢ptimo

(e, V[T ) x(0)
SRTBT » i =Ax+Bu

v

2P(t,)

Y

La equivalencia se establece mediante el uso de las relaciones G (t,) = R™'BTP (t,) y F. (t,) =
—%RleT. La forma de la ecuacion matricial de Riccati que se encuentra con mayor frecuencia
en la literatura de control es

—Pt)=P(t)A+ATP(t)-P () BR!BTP (t) + Q (17.44)

La forma alternativa expresada en términos del tiempo restante, ¢,, tiene un cambio de signo en
el término derivativo, ya que d{} /dt, = —d {} /dt Esta ecuacion diferencial no lineal se puede
transformar en un par de ecuaciones diferenciales lineales, de forma analoga al tratamiento de
la ecuacién de Riccati en tiempo discreto.

SeaP=EF ! yaque FF!' =1 d{FF '} /dt =00
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FF 1+ Fd {F_l} Jdt =00 d {F_l} /dt = —F~'FF~lusando la ecuacion (17.44)) y posmul-
tiplicando por F tenenemos
_ (E _ EF*1F) — EF'AF + ATE — EF'BR'B”E + QF

Si los términos lineales en E y F son equivalentes, es decir

~E=ATE +QF

Entonces los términos no lineales restantes dan

EF'F = EF!AF - EF 1BR!BTE

cuando este es premultiplicado por [EFil] ! se encuentra la segunda ecuacién lineal

F = AF - BR!BTE

Las dos ecuaciones anteriores se pueden escribir de forma matricial

[ g } - [ —AQ _BS;;BT } [ 2 ] (17.45)

La matriz de 2n x 2n de coefiecientes del lado derecho de la ecuacién anterior se conoce como
el Hamiltoniano H. Su forma diferente no debe confundirse con la version de tiempo discreto.
Sin embargo, es similar al caso discreto, este H también tiene sus valores propios tienen lugar
en parejas estables e inestables. Es decir, si A es un valor propio de H, entonces también lo es
—A. La ecuacién anterior tiene una solucién en términos de matriz exponencial, esto
es

[ i ] = cap{(t — to) H} [ §E§2§ } o)

Para cualquier par t,t9. Ya que las condiciones iniciales en P por lo tanto en E v en F se
dan para t; y no para tg la ecuacion (17.46) no se puede usar, existen dos métodos posibles
modificaciones, es sustituir g por t;. El primer método invierte a la variable tiempo-restante
t, y cambia el signo a los términos derivativos. Ya que ¢t = t; implica ¢, = 0 esto es
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53] emum [ 560

El otro método evaliia la ecuacién (17.46]) con el tiempo general ¢t remplazado por el tiempo
final t; y el tiempo inicial remplazado por el tiempo actual ¢, esto da

] -mmon[ 5]

Invirtiendo la matriz exponencial, que solo cambia el signo del exponente para resolver los
valores actuales en la ecuacién con to remplazado por ty. Ya que P (t =tf) entonces
decimos que E(t =t5) = E(t, =0) = M y F (t, =0) = I Esta relacion de transformacion
similitud entre H y su forma de Jordan J = Diag [Js J,] es H = TJT~! donde como antes .J
y J, contienen los bloques estables e inestables

Tor Ta

donde T = [ T T ]

es la matriz modal de eigenvectores para H, con las primeras n columnas que son asociadas a
los eigenvectores estables.

Sea T ! = [ Vi Vi ]

Vor Voo

ya que exp{—t,H} = T Diag[exp{—t,Js} exp{—t,J,}] T, la solucién de P en el tiempo ¢
dado es

P (t,) = [T21€$p {—tTJS} Vi1 + Thsexp {—tTJu} Vo1 (17.49)
+ (Torexp{—t,Js} Via + Togexp {—t,Jy } Vao) M]

[T116$p{_trjs} Vi + T12€$P {_trJu} Vo1
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+ (Thieaxp {—t,Js} Vio + Tioewp {~t,Jy} Vag) M] ™"
Una vez P (t,) es determinado la ley de control viene dada por

u* (t) = —R7'BT {P (t,)x (t) + Ly (tr)} (17.50)

17.3.3 Lqr

El objetivo principal consiste en regular el estado de un modelo lineal en espacio de estados
para que llegue a cero, mientras se mantenga bajo el costo debido al esfuerzo de control. La
ley de control 6ptimo resulta ser una de realimentaciéon de estados en la que la ganancia de
realimentacién se obtiene de una ecuacién algebraica de Riccati.

Sea un sistema din&dmico lineal descrito por

i = Az + Bu (17.51)

Se trata de mantener a este sistema en un estado lo méas cercano al de reposo z = 0. El costo
correspondiente a las desviaciones del estado de reposo se expresa por

t1
J1 = / T Qudt 4 27 (t1) Sz (t1) (17.52)
0
Por otra parte, el costo de la aplicacién de una senial de control u viene dado por

t1
Jo = / u’Rudt (17.53)
0
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Las matrices Q y S son matrices semidefinidas positivas, y la matriz R es definida positiva.
El problema consiste en determinar la senal u que debe aplicarse en cada instante para que el
costo total J; + Jo sea minimo. Es decir, se trata de minimizar el funcional

J= / ! (2" Qz +u'Ru] dt + 2" (t1) Sz (1) (17.54)
0

Se supone que t; esta fijado de antemano, y que el estado final es libre. Q y R son matrices
simétricas que representan los costos de la desviacién del estado y del esfuerzo de control
respectivamente. En la mayoria de las aplicaciones serdn matrices diagonales, por lo que la
funcionales J; y Jy adoptaran normalmente la forma:

t1
Ji = / (127 + qoa3 + -+ - + qna2) dt
0

t1
Jo = / (riuf 4+ rous + - - + rpu,) dt
0

para un sistema con n variables de estado y m senales de entrada.

Si el sistema posee una sola entrada, entonces la matriz R se convierte en un escalar, por
dltimo, pueden existir términos de control terminal, que deberén ser de la forma:

XT (tl) SJ:‘ (Ifl)

siendo S una matriz simétrica. La hamiltoniana correspondiente a este problema es

T

H=2"Qz+u'Ru+ 8(;; (Ax 4+ Bu) (17.55)
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haciendo %—JZ = 0 obtenemos:

ov
B'—— +2Ru= 17.
o +2Ru=0 (17.56)
por lo tanto u* (x,t) esta dado por
ut = 2R B o (17.57)

Llevando este valor de u* a la hamiltoniana se tiene la hamiltoniana minimizada que resulta
ser,

ovT 1ovT oV
H* =27 ——Az--——BR'BT — 17.58
v Qrt ox Ty ox Ox ( )
La ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman correspondiente es
ov oV 1ovT ov
— + —Ar— -~ ———BR BT~ +27Qz = 17.
ot o™ 1 os g ¢ Qr=0 (17:59)
con la condicién de frontera
V (z,t1) = x' Sz (17.60)
Para la integracién de (17.59)) es razonable adoptar una funcién de la forma:
V(z,t)=2TP(t)x (17.61)

siendo P(t) una matriz real simétrica. Llevando (17.61) a la ecuacién de Hamilton- Jacobi-

Bellman (|17.59)) se tiene:

x'Pz + 2x'PAz — z"PBR'BTPz + 27Qz = 0
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factorizando

xT (P +2PA — PBR'BTP + Q) z=0 (17.62)

La matriz entre paréntesis no es simétrica, puesto que PA no lo es. Se sabe que toda matriz
M puede escribirse:

M = M, + M, (17.63)
en donde M, es simétrica (es decir, My = M! ) y M, es antisimétrica (es decir, M, = —MZ

). Para demostrar (17.63)) basta sumar y restar M’ /2 a M, con lo que se tiene

M M M wMT
M:f—l—i"i‘*—T

2 2 2
y comprobar que Mg = % + MTT es simétrica y M, = % - MTT antisimétrica de la ecuacion
(117.63) se tiene que
™Mz = 2" Mgz + 2" My (17.64)

pero como la ecuacié anterior da un escalar (|17.64) y tambien

le\/Iax = SUTMZJJ = fxTMaaz

se tendrd entonces

"Mz = xTMSx

Lo que equivale a decir que la matriz M asociada a una forma cuadrética puede escogerse
simétrica. Ademaés, sabemos que la parte simétrica de una matriz M viene dada por:

459



M + M7

Por tanto, toda forma cuadratica 7 Mz puede escribirse:

M +M7”
:UTMS:E = xT%x

Aplicando estas consideraciones a ((17.62)), para el caso M = PA, se llega a la siguiente
ecuacion:

P+A"P+PA-PBR'B'P+Q=0 (17.65)

P(t) =S

que recibe la denominacién de ecuacién de Riccati. La resolucién de esta ecuacién permite
obtener P(t), o lo que es igual

V(z,t)=2TP(t)x

La ecuaciéon es simétrica, como también lo es la matriz S que define las condiciones de
frontera, por lo que también lo serd la solucion P(t). Esta simetria sirve para simplificar el
célculo de P(t). En efecto, a primera vista puede parecer que la expresion representa
un conjunto de n? ecuaciones diferenciales, ya que P(t) es una matriz n x n. Sin embargo,

debido a la simetria de P(t) el nimero de ecuaciones es en realidad de %

Otra propiedad importante de P(t) es su cardcter definido positivo. Ello se debe a que para
todo u(t) # 0 el valor de J (el costo del proceso) debe ser positivo, y por tanto asi debe ser
V (x,t) = 2P (t) z, lo que impone el caracter definido positivo de P (¢).

Una vez determinado V (z,t) se procede a determinar la ley de control 6ptimo, que resulta
ser:
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1
u* (z,t) = 2R1BT?; = R 'BTPz (17.66)

El resultado es una ley de control lineal, que se ha obtenido a partir de la imposiciéon de
un criterio de minima varianza en las variables de estado y en el esfuerzo de control. Para
encontrar la solucién de la ecuacién de Riccati serd necesario imponer condiciones de frontera
en P, que se obtendran de los términos de control terminal:

e Si J posee términos de control terminal, entonces P(T') = S.

¢ Si no existen dichos términos, entonces P(7T') = 0.

Un caso especialmente interesante es aquel en que t; tienda a oo. Entonces se dice que el
problema tiene horizonte infinito. En tal caso, la matriz P se convierte en constante. En
efecto, para cualquier par de instantes iniciales t1, y t1p, los valores tomados por V (x,t14)
y V (z,t1p) son iguales. Esto ultimo es evidente ya que tanto el sistema como el indice de
desempeno son invariantes en el tiempo y por consiguiente una traslacion finita en la escala
de tiempos no debe afectar al problema (nos va a costar tanto llegar al infinito desde ahora
que desde dentro de media hora). Por tanto, la matriz P es constante. La matriz P puede
determinarse resolviendo la siguiente ecuacién

ATP+PA-PBR'B'P+Q=0 (17.67)

la cual se obtiene de la expresion , haciendo P = 0. Esta ecuacién recibe la denomi-
nacién de ecuacién de Riccati degenerada. La solucion de la ecuacion no es dnica ya
que es una ecuacién del segundo grado en P. Sin embargo, si se impone la condiciéon de que
P sea definida positiva, entonces la solucién es tnica. Tendremos, por tanto, una regulaciéon
mediante realimentacién de variables de estado, con una ley de control lineal y constante en
el tiempo.

u=K.x
siendo
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K.=-R'B'P (17.68)

Debe observarse en las expresiones anteriores que la ley de control 6ptimo que se ha determi-
nado es una ley de control lineal. Este es un resultado que ya se habfa obtenido, a partir de
otros supuestos, al estudiar el control de sistemas lineales para su estabilizacién. La estructura
que se obtiene aqui, que es la que se representa en la figura 17.5

Figure 17.5: Diagrama de bloques

u o~ L y
—1 B Y, [ C
A
-R-'BTP

es la misma que se encontré alli. Esta identidad de estructuras constituye uno de los puntos
mas sobresalientes de la teoria del control moderno. Una propiedad que tiene el sistema de
control representado en la figura es que es estable. En efecto, el sistema en lazo cerrado que
resulta de aplicar la ley de control viene dado por:

i=(A+BK)z (17.69)

ecuacion que rige la evolucion del estado en lazo cerrado. Es facil ver que la funcién

V(z) =2TPz (17.70)

es una funcién de Liapunov para este sistema. En efecto, en primer lugar se tiene que puesto
que P es definida positiva, V(z) lo serd a su vez. Por otra parte se tiene que

%/ = (#"Pz + 2" P#) (17.71)
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teniendo presente las expresiones (17.69) y (17.67) se tiene

%¥:>ﬁT“J+PBR4BTPﬁ: (17.72)

es decir dV/dt < 0 para todo z, es decir V' (z) cumple las propiedades que definen una funcion
de Liapunov y por lo tanto, el sistema es estable. Puesto que PBR™'BTP es definida no
negativa entonces para que dV/dt < 0 la matriz Q tiene que ser definida positiva. Es decir,
si Q es definida positiva entonces la estabilidad asintotica estd garantizada. La aplicacion del
anterior resultado requiere algunas matizaciones. En particular, conviene resaltar el hecho de
que se requiere que Q sea definida positiva. Consideremos el sistema,

T=x+u

con el indice de desemperio

1 oo
J:/ u?dt (17.73)
0

En este indice de desempeno conviene observar que no existen términos en x (en tal caso
es evidente que @ = 0 por lo que @ no es definida positiva, sino definida no negativa). Es
decir que se pondera tnicamente el costo de actuaciéon y no el costo de comportamiento. Este
tipo de situacién no es comin en las aplicaciones. No obstante y a los efectos formales que
aqui interesan, vamos a continuar analizando este ejemplo. La solucién 6ptima existe y es
obviamente u* = 0. Lo cual quiere decir que en un sistema en el que lo tnico que se penaliza
es el costo de actuacién y no se establecen especificaciones respecto al desempernio, lo mejor
es no hacer nada. Pero siguiendo con los aspectos formales sucede que aplicando esa sefial (o
ley) de control el sistema en lazo cerrado resulta ser

que es inestable. Esta inestabilidad es debida a que la trayectoria inestable e! no contribuye al
indice de funcionamiento. Es decir, no se manifiesta en . Se puede decir que los estados
inestables no son observados por el indice de funcionamiento. Ello es debido aunque el sistema
es controlable, no es ni observable ni detectable, ya que el modo inestable e’ no es observable.
Conviene recordar que un sistema se dice detectable si los modos inestables son observables.
Si todas las trayectorias, o al menos las inestables, son detectadas en la parte 7 Qxz del
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integrando del indice de funcionamiento, entonces la estabilidad asintética del sistema de
control 6ptimo realimentado queda a garantizar, ya que si algunas de estas variables de estado
no convergen a cero el costo éptimo J* serfa infinito. Todas las trayectorias del sistema se
detectaran en 7 Qz si Q es definida positiva. Por tanto el caracter definido positivo de Q
es una condicién suficiente para la estabilidad asintética del regulador 6ptimo. Es posible,
sin embargo, encontrar una condicién menos restrictiva. Supongamos que Q es simplemente
definida no negativa (lo que no es extrano en la practica, como se veré en el ultimo ejemplo de
esta seccion). La propiedad de estabilidad asintotica del sistema en lazo cerrado se conservaria
si todas las trayectorias se detectan en la parte 27 Qz del integrando del indice de desempefio.
Este recibimiento se cumple si el par (A, D) es completamente observable, en donde D es
cualquier matriz tal que DD = Q.

Para que el sistema sea estable se rquiere que V < 0, estando V dado por la ecuacién .
Supongase que V es idénticamente nulo a lo largo de una trayectoria que se inicia en un
estado inicial no nulo z(0). Entonces 7 Qz y 2T PBR™IB?Px son idénticamente nulos y
—R'BTPz, el control 6ptimo para el sistema en lazo cerrado, es también idénticamente
nulo. Por consiguiente, las trayectorias del sistema en lazo cerrado son las mismas que las del
sistema en lazo abierto, que estdn dadas por

z (t) = eAlz (0)

ahora

27Qz = 27 (0) e2 ' QeAz (0) = 27 (0) A" 'D T DeAlz (0)

debe ser idénticamente nulo. Esto contradice la hipotesis de que el par (A4, D) es comple-
tamente observable, ya que la observabilidad de (A, D) implica que DeAz(0) para algan
t € [0,00) siy solo si 2(0) = 0. En consecuencia es imposible tener V idénticamente nulo a
lo largo de una trayectoria que se inicie en un estado no nulo. Con ello queda garantizada la
estabilidad asintética del sistema en lazo cerrado para este caso. Se define la salida sintética
como

y =Dz (17.74)
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La observabilidad del par (A, D) implica que el sistema dado por las ecuaciones

T = Az + Bu

y = Dz

es completamente observable.

Ejemplo 5.

e Sea el sistema definido por la ecuaciéon & = u y la funcién de desempefio a minimizar

¢
J:/l(m2+u2)dt
0

Entonces tenemos que:

A=S=[0]B=Q=R=1]]]

Por lo que la ecuacién de Ricati que debe resolverse es

P+1-P2=0P(t;)=0

Esta ecuacién diferencial puede resolverse por separacion de variables. Su solucién es

1 — ¢—2(t1-1)

T lte 2D

P (t)

por lo que la ley de control é6ptimo resulta ser

u* = =P (t)x(t)



e Ahora vamos a determinar los coeficientes de la ley de control para el siguiente sistema

T =-3r+u

la funcién de desempefio es

J:/ (2 + 0.1u%) dt
0

Entonces tenemos que:

A=-3B=1Q=1R=0.1

La ecuacion de Riccati es

—6P—10P2+1=0

tenemos entonces que P = 0.1359 entonces K, = 6%13 = —1.359 por lo tanto u = —1.359x

e Determinar los coeficientes de la ley de Control para el sistema

si

J:/ (23 +u?) dt
0

ATP — [ —2p12 —2p22
P11 — P12 P12 — P22
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PA — [ —2p12 P11 — P12 ]
—2p22  p12 — P22

PBR_lBTP_[ 4piy 410122922]
Apiapza 43y

a0

La ecuaciéon de Riccati

AP +PA-PBR 'B'P+ Q=0

da lugar a las siguientes ecuaciones

—2p12 — 2p12 — 4Pl +1=10 (17.75)
— 2p22 + p11 — p12 — 4p12p22 = 0 (17.76)
2 (p12 — p22) — 4p3y =0 (17.77)

de la ecuacién (|17.75]) tenemos que:

4p3y +4p1a —1 =0

cuya dnica solucién positiva es p1o = 0.20710

llevada a (17.77) tenemos que:

4p3y + 2pa2 — 2p12 = 0
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cuya Unica solucién positiva es pag = 0.15311

eliminando py1 de (17.76)) tenemos que:

P11 = 4p12p22 + 2pao + p12 = 0.64016

de esta forma

p_ 0.64016 0.20710}

~ | 0.20710 0.15311

K. = R'BTP = [ 0.41420 0.30622 |

w=—[041420 030622 | "
T2

e Sea el sistema

=10 o]ot|1 ]

minizar el indice de desempeno

J:/ (2% + u?) dt
0

En este caso tenemos

e [b e[ 2]

La matriz D es tal que D”D = Q entonces
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D=[+Vv2 0]

Enseguida podemos ver que (A, D) es completamente observable. En consecuencia el sistema
6ptimo en lazo cerrado seré asintéticamente estable. En efecto, resolviendo la correspondiente
ecuacion de Riccati

P:[Q\z/i 2\2/5]

de modo que la ley de control éptimo viene dada por

w () =50 1}[2f 2\2@] [i;}:—xl—Q\/ﬁzg

se puede compobar que efectivamente da lugar a un sistema estable.

17.4 ECUACION DE RICCATI

Normalmente es usada una simplificaciéon de la solucién de LQ y es hacer t1 — oo esto es
equivalente a hacer la derivada P cero,

ATP+PA-PBR'B'P+ Q=0 (17.78)

La ecuacion anterior es la ecuacién algebraica de Riccati, esta tiene diferentes formas de re-
solver, utilizando la simetria conocida de P producira % ecuaciones cuadraticas acopladas.
Bajo la hipétesis de que R es definida positiva y que Q es semidefinida por lo menos positiva,
se sabe que existe una tinica solucién definida positiva para P siempre que el sistema {A, B}
sea estabilizable y {A, O} es detectable donde CTC = Q.A es la condiciéon mas fuerte que a
veces se presenta, es decir: o A es asintoticamente estable o { A, B} es controlable y {A,C} es

observable.

Cuando t; — oo, exp{—t1Js} = ooy exp{—t1J,} — 0 entonces el resultado general es
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Py = [To1exp{—t,Js} Vi1 + Torexp {t,Js} ViaM |«[Tioexp {—t,Js} Vi1 + Tiiexp {—t,Js} ‘/12]\4]_1
(17.79)

que se reduce a

Py =T T (17.80)

Es de interés sefialar que si la ecuacion (17.46|) se trata de una forma similar pero con 1 — oo,
se comprueba que una solucion en "estado estable" para P viene dado por Pz = ngTﬁl.

Ejemplo 6.

Analizar la ecuacion algebraica de Riccati para cada uno de los siguientes sistemas con Q =1
yR=1

1. A = { _03 ; ], B = { (1) } Este sistema estd en la forma canénica de Kalman,

que muestra que son inestables, y el modo inestable es incontrolable; por lo tanto
no es estabilizable, ignoramos esto, encontramos los eigenvalues de H que son +2 y

T
+3.16227. Encontramos los eigenvectores asociados a los eigenvalues estables [ 1 } =

151
0 -1
0 0 E ident T ingular 1 método de 1 on
0 —0.16228 s evidente que Tp; es singular y que el método de la ecuacio
-1 —-0.13962

(17.80) falla, Si se intenta el método de integracién, también falla porque no resuelve
una matriz constante.
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-3 1 1
0 -2 0
sistema es estabilizable, utilizando los eigenvalues y los eigenvectores de H, encontramos

2. A= [ ,B= Ahora el modo incontrolable es estable, por lo tanto, este

0.16228 0.031462
que Py, = [ 0.031462  0.96547 ] Goo = [ 0.16228 0.031435 ], y en lazo cerrado los
eigenvalues son A = —2,—3.16228 tenga en cuenta que el modo incontrolable tiene su
eigenvalue sin cambios con respecto al valor de lazo abierto de A = —2.
0 1 =10
0 1 1 . . . 0 -3 0 O
3.A—[0 _3],B—[0},lamatrlzdelHamlltomanoesH 1 0 o ol
0o -1 -1 3
se encuentran los eigenvalues A = —1,1, -3 y 3. Los eigenvectores son

SH=—1=[-1 0 -1 -0.25 ]T ,é=—3=[0375 —1 0.125 —0.145833 ], estos
se usan en la ecuacién (|17.80]) para encontrar P... Ya que este sistema es estabilizable,
se debe tener una Unica solucién definida positiva para P, usamos la solucién de la

ecuacion algebraica de Riccati ATP 4+ PA — PBR™'BTP4+Q =0

0 0 w11 W12 + w11 W12 0 1 + 1 0 .
1 -3 w12 W2 w12 W2 0 -3 0 1

Wil Wiz 10 wn o wiz | [ 00
w12 W22 0 0 wiz wype | [0 0

}T

4. Para el término 1,1 P4 = 1, P debe ser definido positivo, por lo tanto Pj; = 1. Para
el término 1,2 0 2,1 p11 — 3p12 — p12p11 = 0, por lo tanto wie = 0.25. Para el término
2,2, 2p12 — 6p2a — p3y + 1 = 0 tenesmos que pgg = 0.23958. De esta forma la matriz de
ganancia es Ko = [ 1 0.25 ] y en lazo cerrado los eigenvalues son A = —1 y -3.

El método del eigenvector de la ecuaciéon (17.80)) resuelve la mayoria de los problemas de
ecuacion algebraica de Riccati para los que se sabe que tienen solucién dnica.

Ejemplo 7.

Para el sistema dado

T1 = T9
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To=—21+u

determinar el control éptimo u que minimice el indice de desempefio

con

[B AB]:[? é]

de manera que el sistema dado es completamente controlable

P [Pn P12 ]
P21 D22

entonces

P12 BTP
PB_[Pzz} —[p21 P22]

Aplicando la ecuacién de Riccati tenemos
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PA+A"P-PBR 'B"P+ Q=0

—p12 P11 —p21  —DP22 P12P21  P12P22 1 0|
+ - P22 4 —0
—Pp22 P21 P11 P12 D22P21 D32

que producen las siguientes ecuaciones algebraicas

—p12 — P21 —p12p21 +1 =10
P11 — p22 — p12p22 =0
—p22 +p11 — p2apa1 =0

Po1+p12—pi+1=0

Las dos ecuaciones del medio implican que pi2 = p21 por lo que P es en realidad simétrica, la
primera ecuacién da

P +2p21 —1=0

que tiene como solucién

pn =pr=1+£V2 (17.81)

La dltima ecuacién y una de las del medio proporcionan

P22 = £+/2p21 +1 (17.82)
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P11 = p22 (1 + p21) (17.83)

se puede determinar el signo correcto en las ecuaciones (17.81)) y (17.82)) partiendo del requer-
imiento de que el sistema controlado sea estable. Consideremos ahora la ecuacién

u* (t) = —R'BTPx(t) = —kx (t); k=R 'BTP

Entonces la matriz de ganancia de retroalimentaciéon 6ptima es

K=R'B"P=[pu p2 |

de manera que u = —p1x1 — p22xo Al sustituir por u en la ecuacion de la planta se obtiene
.i‘l = X9
To = —X1 — T21T1 — P22
entonces

Zo + paoto + (1 + po1) x2 =0

vemos que la ecuacién caracteristica del sistema controlado es

A4 posd+ (14 p21) =0 (17.84)

y para la estabilidad
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14 p21 > 0obienpar > —1ypax >0

Los signos apropiados para las ecuaciones (17.81)) y (17.82)) estan determinados, es decir,
pa1 = —1+ V2 = 0.4142 y po2 = \/(2])21 +1) = 1.3522 de igual manera a partir de la

ecuacion ([17.83)), si p11 = 1.9123 de aqui que

| 19123 0.4142

b= 0.4142 1.3522

Observe que en la ecuacion (17.84)) los valores propios del sistema controlado son

2
P2 P2y — 06761 + j0.9783, —0.6761 — j0.9783

)\17)\2:_2 4

17.5 PRINCIPIO DEL MINIMO DE PONTRYAGINADO

En 1956, los matematicos rusos Pontryagin, Boltianskii y Gamkrelidge estudiaron el problema
de la optimizacién dindmica para el caso en que la regién de sefiales de control admisibles
U estuviese acotada, y establecieron el famoso principio del minimo (en el trabajo original
del maximo) al que se ha unido el nombre del primero de estos tres autores. El principio del
minimo de Pontryagin constituye una generalizacién de los resultados alcanzados con ayuda del
calculo variacional para resolver el problema del control 6ptimo. Se puede definir un espacio
de funciones admisibles U (¢) para las senales de control w (f). Al mismo tiempo las senales
u (t) de control admisibles pueden presentar discontinuidades en un namero finito de puntos;
con ello se abre la posibilidad de estudiar el control por conmutacién, que tanto interés tiene
en determinadas aplicaciones practicas.

Consideraremos de nuevo la ecuacion & = f (x (t),u (t),t) y tenemos x (0) conocido, las senales
de control admisibles deben pertenecer a un conjunto cerrado U, es decir u (t) € U, el estado y
el instante o tiempo al final del proceso estan defnidos por un conjunto de pares (z(t1),t1) € B.
la funcién de desempefio a optimizar tiene la forma
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J= /tlL(a:,u) dt+ Sz (t), 1) (17.85)
0

Definimos tambien una la funcién hamiltoniana de la siguiente forma

H (z,u,A\) = L(z,u) + \f (z,u) (17.86)

El principio del minimo de Pontryagin permite establecer las condiciones necesarias para que
una senal de control admisible dé lugar a un control 6ptimo. Sea u(t) una senal de control
admisible y z(t) la trayectoria correspondiente, de manera que z(t) esté definida por

= f(x,u) (17.87)

2(0) =0 (17.88)

Por otra parte, definimos las ecuaciones adjuntas o de coestado:

d\  of oL

— = - — 17.89
dt ox Ox ( )
Las condiciones finales del sistema vienen dadas por una ecuacién del tipo:
oS oS
A(t) Axd — H (t1) 6ty = —Axd + —=6t 17.90
(t1) Az (t1) 01 = oAzl + — ot (17.90)

donde Azf =y (t1) 6t
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y es el estado final y ¢; es el instante final estos estan ligados a una expresiéon analitica de la
forma

Figure 17.6: Relacion del estado final y el instante

x(0)

()|, =y @)y

Con todo lo que se defini se puede enunciar el principio del minimo de Pontriagyn

17.5.1 Principio del minimo de Pontryagin

Supuesto que existe un vector adjunto A (¢) tal que satisfaga las ecuaciones adjuntas (17.89)) y
las condiciones finales para todo vector (A:Uf, 5t1) tangente a B en el punto (x(t1),t1),
entonces la condicion necesaria para la existencia de un minimo es que en todo punto ¢ € (0,¢;)
la funcion hamiltoniana H(x,u, A) alcance su minimo con relacion a u.

De acuerdo con el principio de Pontryagin la eleccién del control 6ptimo u* es muy simple:
en cada instante de tiempo, u debe seleccionarse de manera que garantice el minimo posible
de la hamiltoniana H, teniendo en cuenta las restricciones (limitaciones) impuestas sobre los
valores admisibles de u. La funcién hamiltoniana permite evaluar variaciones del criterio J
debido a variaciones admisibles e infinitesimales de la senal de control Ju(t). La variacion del
hamiltoniano H debida a una variaciéon du se denota por 0 H y se escribe

(oL o0
§H = <8u + Aau) S (17.91)
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Sea una trayectoria nominal (o de referencia) x(¢) de un sistema dinamico, generada por una
senal de mando wu(t). La variacion del criterio 0.J debida a una variacién admisible du de la
senial de control 6ptimo u* (que determinard una variacion de la trayectoria dz) viene dada
por

t1
6J:/ 0H (t)dt (17.92)
0
en el supuesto de que se cumplan las ecuaciones adjuntas (17.89)) y las condiciones finales

(T7.90).

Recuérdese que la variacion de H que se considera en la expresion ((17.92) es exclusivamente
la debida a u. Es decir, la expresion ((17.92)) se puede escribir

57 = J (u) — J (u*) = Otl H(z",u,\) — H(z" ™, \)dt (17.93)

Aparentemente no hay nada de extraordinario en lo anterior, de hecho, la ecuaciéon adjunta y
las condiciones de tranversalidad prefiguran el resultado alcanzado. Sin embargo es interesante
resaltar el interes de la expresiéon , va que permite evaluar el efecto sobre 6J de una
variacién local de du. Esta interpretacion conduce al teorema del minimo de Pontryagin. Para
enunciar ese teorema se parte del hecho de que toda trayectoria 6ptima esta caracterizada por
la condicién

5.7 > 0 Vou (t) (17.94)

que, de acuerdo lo anterior, se convierte en que la condicién necesaria para el minimo es

t1
SH (t)dt > 0 (17.95)
0

para toda variaciéon infinitesimal admisible du (¢). Considérese variaciones du () tales que,
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u(t)=durt—e<t<ty

ou (t) = 0 parael resto

de manera que se cumpla:

*u(t)+ou(t) e U

* 2 (t)+ dz (t) cortaa’B

La condiciéon de minimo de la expresién (17.95]) se convierte en

SH(t) >0

para todo0 < t < t1. En efecto, para demostrar la expresiéon anterior se procede por contradic-
cién. Supodngase que existe un valor de u y uno del tiempo ¢, tales que

H (2" (o) ,u” (to) , A(to)) > H (27 (o) , 1, A (to)) (17.96)

es decir, que H (u) en t, es menor que H (u*) 6ptima. Entonces es posible concebir una senal
u (t) tal que coincide con u* (t) para todo valor de ¢ excepto en un pequeno entorno de ¢, en
el que toma el valor @ (t,) = % como lo muestra en la figura 17.7
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Figure 17.7: Relacién de @ con u*
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Puesto que H es continua con relacion a x y A (en la medida en que lo son Ly f) se tendra
que en un entorno de t, se podra determinar un valor de € tal que

H (2% (£) ,u* (£), A (£)) — H (7 (£) ,ut), A\ () < € (17.97)

para todo t tal que t — t, < € de lo anterior se desprende
oJ = J(u(t)) —J(u"(t)) (17.98)

=/01<H<x* (). a(t) A () — H (@ (£) . (£). A (1)) dt < e
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Haciendo € arbitrario y pequefio

§J <0 (17.99)

en contradiccién con lo supuesto. Es decir, en el caso en que para un valor v y un tiempo %,
se cumpla la expresién puede suceder . Para que no suceda es necesario
que no suceda. Luego tiene que cumplirse, como establece el teorema que se trataba
de demostrar.De hecho el principio del minimo de Pontryagin no hace sino generalizar los
resultados alcanzados en el apartado anterior para el caso en que u* (¢) se encuentre en los
limites de U y no en el interior de esta regién. Es decir, el principio del minimo de Pontryagin
generaliza al caso en que u esta acotada el resultado demostrado anteriormente segtin el cual
la determinaciéon de la senal de control v* que minimiza al funcional J es equivalente a la
determinacion de la senal ©* que minimice la funcién hamiltoniana H. El interés del principio
del minimo, reside en que el problema inicial de minimizar un funcional J se transforma en
una infinidad (para cada valor de t € (0,%1)), de problemas de minimizaciéon de un escalar H.

Hemos determinado u* (t) que minimiza a H se hace resolviendo la ecuacion algébrica

Esta ecuacién permite determinar el minimo de H en el caso en que u* se encuentre en el
interior de U, lo que siempre sucede en el caso de que u no esté acotada. En el caso en que u
esté acotada, la determinacién del minimo de H debe hacerse por otro tipo de consideraciones
y no con ayuda de la ecuaciéon anterior. La demostracién rigurosa de que u* debe elegirse
de manera que minimice H es la contribucién bésica de Pontryagin a la teorfa del control
6ptimo. Para determinar v* la hamiltoniana se minimiza en cada punto del tiempo a lo largo
de la trayectoria Optima por eleccién de los valores de u Optimos. Asi, para cualquier valor
det € [to,t1] sucede que o existe una solucion interior en la cual

en donde n es una normal dirigida hacia el exterior sobre el contorno de U. En la figura 17.8
se representan graficamente estas dos posibilidades, para el caso en que la dimensién de u sea
1.
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Figure 17.8: Solucién de Contorno

u

Figure 17.9: Solucién de interior

u

En la figura 17.9 se considera la forma de H, en funcién de wu, para un instante genérico de
tiempo t.

Ejemplo 8.

e Sea el sistema

482



Figure 17.10: Valores de A

A>0
1 1
—1 +1 u
A<0
+1

1 1
1 u

T=-2r+u

con el indice

t1
/ 22dt
0

y con la restriccion |u| < 1. Se forma la hamiltoniana

H = 2?4+ \(u — 2z)

Para optimizar la hamiltoniana se observa que la dependencia de esta funcién de u se limita
al término Au. Por tanto, teniendo presentes las restricciones sobre wu, es claro el valor 6ptimo
deuserd u=4+18i A<0yu=—18si A>0 como lo muestra en la figura 17.10

Si se emplea la funcién ‘sgn (se lee ‘signo) se escribe,

*

u* = —sgn(\)

La hamiltoniana 6ptima seré

H =22 — Xsgn (\) — 2z
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La ecuacién adjunta es

A= 22+ 2\

El conjunto se puede mecanizar interpretar mediante un diagrama como lo ilustra la figura
17.11

Figure 17.11: Diagrama de bloques

=4

-

Observe que puesto que S = 0, la condicién de frontera es A (t1) = 0

e Sea el sistema con ecuaciones de estado

.i‘l:l‘Q

igz—l‘l—l-u

El objetivo es minimizar el criterio de funcionamiento

Con senales de control admisibles tales que
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lu(t)] < 1Vt € [0, 4]

Para resolver el problema:

1. Formamos la hamiltoniana

1 1
H = 535%4— §u2+/\1x2+)\2 (u—xp)

2. Se minimiza H con relacién a todos los valores de u admisibles, para determinar u* =
u* (x, A\, t). En este caso se separan los términos en u de H

1
5’&2 =+ )\QU

Si la senal de control no esta saturada, el minimo se obtiene haciendo

OH
=
ou
entonces
’LL* = —)\2
por tanto, si |A2 (t)| < 1 entonces se adopta u* = —\y ya que con ello se esta en la zona no

saturada de u. Si [Ay(¢)| > 1 entonces, el valor que minimiza H sera

*

w* = —sgn (M)

Por lo tanto u* tiene la forma que se indica en la figura 17.12

Para determinar Ag (t) se resuelven las ecuaciones

jﬁlzxg
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Figure 17.12: Valores de u*

w*(t)
| X5(1)
ig = —T2 — )\2
>'\1 = —I
Ao =—\

con las condiciones de frontera que correspondan

17.6 METODO LQG

En sistemas dindmicos lineales con perturbaciones aleatorias gausianas y criterio de opti-
mizaciéon cuadratico se puede demostrar que el regulador 6ptimo se obtiene separando los
problemas de estimacién y control, resolviendo cada uno de ellos separadamente, y conectan-
dolos en serie. Es decir, a partir de las sehales de salida y por medio de un filtro de Kalman se
obtienen las estimaciones de los estados, y a partir de estas estimaciones y con ayuda de la ley
de control, obtenida prescindiendo del caricter estocastico del sistema, se determina la sefial
de accién sobre el mismo. La estructura de control asi obtenida recibe la denominacién de
control LQG (lineal cuadratico y gausiano), la cual requiere que se adopten modelos estocés-
ticos para el ruido de los sensores y del proceso, y que se defina un criterio cuadratico como
criterio de funcionamiento. Lo que se plantea en ese caso es un problema de control 6ptimo
estocastico.

Sea un sistema din&dmico lineal (con n estados, m entradas y [ salidas):
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T =Ax+Bu+w

y=Cx+v

donde:
es el vector de estados (n x 1)
u es el vector de entradas (m x 1)
Yy es el vector de salidas (I x 1)
A matriz de (n X n)
B matriz de (n x m)
C matriz de (I x n)
w, v Senales aleatorias de ruido blanco gausiano con medida nulay mutuamente inde-
pendientes que satisfacen:
Ew®)w’ (t—7)=Qd(7)]
E [v (t) ol (t— 7‘)] = Ry (1)
E [w(t)vT(t—T)] =0
donde:

Qo=QF >0, Ro=Rl >0

El objetivo es determinar la sefial de control u de forma que la siguiente funcional sea minima:

J = / (27 Qe + u' Reu) dt (17.100)
0

487



con:

Q.=Ql' >0, R.=Rl' >0

El teorema de separacion establece que el 6ptimo global se tiene dividiendo el problema en
dos subproblemas:

e Un problema de control éptimo, del que se obtiene la regulacién por realimentacién de
variables de estado:

u=—K.x
siendo

K.=R,'BTP.

pe se determina a partir de la ecuacién de Riccati:

AP, +P.A-PBR'B'P.+Q.=0

e Un problema de filtrado 6ptimo, mediante el filtro de Kalman:

% =Az7+Bu+ Ky (y — C7)
donde:

Ko = P,C'R;!
v Pg se obtiene de
AP +PoAT + Q) — PoCT'R,'CP; =0

El problema que descompuesto en dos partes:

1. Resolucién del problema del control, prescindiendo en el sistema de perturbaciones, para
obtener la Ley de control K..

2. Filtrado de Kalman para obtener Z.

El esquema de regulaciéon que se obtiene uniendo estos dos problemas aparece en la figura
17.13
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Figure 17.13: Regulacion de Kalman

) .(2‘)

™ U ]

: * ‘( 3 = Planta y(t)
Lev de (1) Filtro de i
Co.utrol ) Kalman i

v el compensador resultante es el que se muestra en la figura 17.14

Figure 17.14: Observador

0 syl | o1 i [ | s roli v
N N IRE =

-\ / B ./
+
Planta
) 4
K, g K S
€ 9 N
= C
Observador L]

17.7 FILTRO DE KALMAN

Para poder implementar un regulador mediante una ley de control de la forma u = f(x) es
necesario conocer en cada instante el valor de todas las variables de estado. Para estudiar
la estimacién del estado se adopta la misma estructura que se adopta para un observador, y
que aqui recibe la denominacién de filiro de Kalman. Para el estudio de este filtro se parte
de un modelo del sistema, cuyo estado se va a estimar, mediante un sistema dindmico con
perturbaciones de la forma: siguiente forma:
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&(t) = Az (t) + Bu(t) + w (¢) (17.101)

y(t)=Cx(t) +v(t)

donde w (t) y v (t) son variables aleatorias correspondientes a un ruido blanco o ruido gausiano,
y presentardn, por tanto, las siguientes propiedades:

Elw;(t)) =0 parai =12, ... n

Elv(t))=0coni=12,..m
Es decir, su media es nula para cada instante de tiempo:

Elw;(t)w; (t—7)] =¢ij0 (1) coni,j=1,2,..n
Elv(t)vj(t—7)] =ryo(r)coni,j =1,2,..m

siendo ¢ (7) la funcion delta de Dirac. Es decir,

E [w (t) w’ (t— T)} = Qo (1)

E [v(t) vl (t — 7)] = Ré (¢)

Cada senal tnicamente esta correlacionada consigo mismo en el instante de producirse. Esto
implica un espectro de frecuencias plano, donde no hay ninguna predominante, y cuya amplitud
nos da la covarianza de la senal.

Las variables v(t) y w(t) representan lo siguiente:

e w(t) : el sistema nunca queda perfectamente modelado, por lo que el estado alcanzado en
cada instante por el modelo matemético difiere del existente en el sistema real. Con w(t)
se representan las desviaciones en la evolucion de los dos sistemas (el real y el modelo
matematico). Estas variables también son una representacion de las perturbaciones que
pueden aparecer en las distintas partes del sistema real.
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e v (t) : modela los errores que aparecen al medir la variable de salida del sistema. Estos
errores, en general, pueden ser cuantificados de manera mas exacta que los anteriores.

Para la evaluacion de los estados estimados Z se adopta la misma estructura que para un
observador, es decir:

u
d;f = A7+ Bu+ Ky (y — C%) (17.102)

donde:

es la estimacion del vector de estado

8)

u es la senal de entrada del sistema
y es la salida del sistema

ko es el vector de ganancias del filtro de Kalman

La siguiente figura 17.15 muestra la estructura correspondiente.

Figure 17.15: Diagrama de las variables estimadas

ylt ,
v 4\ y(t)
N
ly(t) —u(t)
K, C
o
wu(t /‘\ ;i f
B J}"‘\_“_/‘ f
+
A
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Con la expresion anterior a partir de la estimacion del estado 7, de la senal de entrada u y del
error en la variable de salida y — CZ generamos evolucion de las estimaciones.

Sea

La matriz de covarianza del error de estimacion & =7 — .

El objetivo es encontrar los valores de Ky que minimicen la discrepancia entre los estados
reales x y los estados estimados Z. Esta discrepancia se mide por el valor cuadratico medio
del error:

J=FE[i"z] = teP(t) (17.103)

restando la expresion (17.101)) y (17.102)) y recordando que & = Z —z, se tiene que la evolucion
del error Z viene dada por la ecuacion:

"
dit” = (A —KoC) & +w + Kov (17.104)

A partir de las caracteristicas de los ruidos v y w se tiene que el ruido blanco que actia sobre
el sistema lineal anterior posee la covarianza:

E[(w () — Kov (1)) (w (7) — Kov (T))T] = (Q+KoRK!) 4 (t—7) (17.105)

La covarianza P (t) del error & viene dada por:

%p (t) = (A — KoC) P (£) + P (t) (A — KoC)” + Q + KoRK? (17.106)

por otra parte
(Ko - PCTR )R (K - R"!CP) = KoRK} — PCTK{ — K(,CP + PC'"R"'CP
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Por tanto, sumando y restando a PCTR™ICP a la ecuacion (17.106]) teniendo en cuente esta
dltima expresiéon, tenemos:

%P (t) = AP () + P () AT ~ PCTR™!CP + Q + (Ky - PC'R™)) R (K] - R™!CP)

(17.107)

El problema del estimador 6ptimo puede enunciarse diciendo que se trata de determinar Kj
de modo que se minimice ((17.103)), estando P(t) sujeto a

Ko (t) =P (t)CTR™! (17.108)

Es decir, el criterio a optimizar viene dado por , las ecuaciones de evolucién del
sistema, por y la sefial a optimizar es K (¢). Al formar la funciéon de Hamilton del
correspondiente problema de control 6ptimo se tiene que el tinico término en esta funcién
que depende de Kg (t) es (Ko - PCTR_l) R(K;‘)F — R_lcP), por lo que es claro que el
Ko (t) 6ptimo vendréa dado por llevando este valor de K a se tiene que P(t)

satisface la ecuacion diferencial:

P(t)=P(t)AT + AP (t)+ Q(t) — P (t) CTRICP (1) (17.109)

con las condiciones iniciales P (tg) = Py

Al igual que se hacia en el caso del LQR consideraremos horizonte de tiempo infinito, con lo
cual, lo que se pretenderd es minimizar en valor medio la diferencia entre los estados reales y
los estimados, y no hacer minimo dicho valor en un intervalo de tiempo determinado, que es
lo que se persigue con el anterior planteamiento. En consecuencia, al hacer esta consideracién,
la variable tiempo desaparece de las ecuaciones que proporcionan los parametros del filtro de
Kalman y se tiene que Ky toma el valor constante dado por:

Ko =PC'R™! (17.110)

donde el inico parametro desconocido es la matriz P, que se halla resolviendo la ecuacién de
Riccati para la observacion
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AP +PAT +Q-PC'RICP =0 (17.111)

La matriz Ky recibe la denominacién de ganancia de Kalman.

Para la determinacién del filtro de Kalman se ha partido de la estructura representada en
la figura del filtro de Kalman, que es la de un observador clasico, y se ha ajustado Ky para
que el error de estimacién sea el minimo con una norma cuadratica. Sin embrago, se puede
demostrar que en realidad esa es la estructura que produce las mejores estimaciones de todos
los posibles estimadores. Esta demostracién es muy compleja, por lo que no se incluye en un
curso introductorio como éste. Se trata de un resultado de la misma naturaleza que el que se
ha visto al estudiar el problema lineal cuadratico, en donde si se ha demostrado que la ley de
control lineal era la éptima, y no se han ajustado simple los valores de k para que lo fuera,
que es en realidad lo que hemos hecho en el caso del filtro de Kalman.

Ejemplo 9.
Figure 17.16: Diagrama del ejemplo
w
v
u N N Y
B N\ f 1 / B

Sea el sistema dinamico de dimensién 1 que se muestra en la figura 17.16 y en el que A = -1.
Se trata, por tanto, de un sistema de primer orden al que se asocian un ruido de modelado
w y un ruido de lectura v. La salida de este sistema es la senial z. Se trata de reconstruir el
estado x a partir de la senal z. Para ello se adopta la estructura de un filtro de Kalman, tal
como se indica en la otra figura(). La determinacion del filtro de Kalman se reduce, en tltimo
extremo, a la determinacién de la constante K de modo que el valor cuadritico medio del
error de estimacién sea minimo. Supongamos que las intensidades de los ruidos de modelado
y medida vienen dadas por
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El valor de Kg en la figura 17.17 viene dado por la expresién (|17.110). Para determinar el
valor de P se requiere resolver la ecuacion ((17.109). Los parametros necesarios para escribir
esta ecuacioén, en el problema que nos ocupan, son

Figure 17.17: Diagrama de bloques

u

S

I\r,; ) L_ /'I

u

A=-1,C=1,Q=3;R=1

Con los valores de estos parametros la expresion (17.109]) toma la forma

que en el caso de un proceso estacionario, en el que el valor cuadratico medio del error sea
. d . . ..
constante, se tiene que d—f =0, y p es igual a constante. Fn tal caso se tiene que la ecuaciéon

que satisface p es la (17.111)) es decir,
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PP +2p—3=0

Resolviendo esta ecuacién en p se obtiene

Lo que llevado a ((17.110)) conduce a

Ko =1
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Capitulo 18
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