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RESUMEN:

En este documento se presentan los resultados de una investigacion de corte cualitativo, que surgid
a partir del desarrollo de una alternativa curricular remedial para atender la problematica de
desercidn y reprobacion de los estudiantes en la asignatura Célculo I (Célculo Diferencial) en la
Universidad Industrial de Santander. La investigacion se llevd a cabo en un programa de
acompafiamiento en matematicas denominado programa ASAE (atencidn, seguimiento y
acompafiamiento a estudiantes), dirigido a estudiantes de primer semestre.

Esta investigacion tuvo por objetivo identificar y describir habilidades asociadas al proceso
procedimental que desarrollan estudiantes beneficiarios de un programa de acompafiamiento y
seguimiento en Célculo Diferencial. Para ello se usaron elementos conceptuales como la Zona de
Desarrollo Proximo y la Taxonomia de los procedimientos. Ademas, las habilidades relacionadas
con el proceso procedimental surgieron de la categorizacién de los procedimientos realizada por
el Ministerio de Educacion Nacional y el reporte de un trabajo de investigacion, precedente a este
mismo contexto de estudio; a partir de los referentes se plantean cuatro tipos de procedimientos:
i) aritméticos, ii) geomeétricos, iii) métricos y iv) analiticos.

El trabajo se realizé durante dos semestres académicos en el que se implementaron diversos
instrumentos de recoleccion de datos en dos casos de estudio, como video-grabaciones,
producciones escritas y reportes de seguimiento. En general, la evidencia sefiald que los tutores
posibilitan experiencias sobre nociones importantes del Calculo como el cambio y la tendencia,
asi como la elaboracion y ejercitacion de procedimientos analiticos, usando las tecnologias
digitales como herramienta mediadora.

A partir de los resultados encontrados en esta investigacion se espera contribuir al desarrollo
tedrico de la Educacién Matematica, a partir de la teorizacion de los aprendizajes de estudiantes
en su paso por dicho programa y, particularmente, aportar al tratamiento de la problematica de la
ensefianza y el aprendizaje en Calculo.
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ABSTRACT

This paper presents the results of a qualitative research that emerged from the development of a
remedial curricular alternative to attend to the problem of desertion and reprobation of students
in the subject Calculus | (Differential Calculus) in the Industrial University of Santander. The
research was carried out in an accompaniment program in mathematics called the ASAE
program (Attention, follow-up and accompaniment to students), for first semester students.

This research aimed to identify and describe skills associated with the procedural process
developed by students who are beneficiaries of an accompaniment and follow - up program in
Differential Calculus. Conceptual elements such as the Zone of Proximal Development and
Taxonomy of procedures were used for this purpose. In addition, the skills related to the
procedural process arose from the categorization of the procedures carried out by the Ministry of
National Education and the report of a research work, precedent to this same context of study;
from the referents four types of procedures are proposed: i) arithmetic, ii) geometric, iii) metric
and iv) analytical.

The work was carried out during two academic semesters in which several instruments of data
collection were implemented in two case studies, such as video-recordings, written productions
and follow-up reports. In general, the evidence pointed out that tutors allow experiences on
important notions of Calculus such as change and tendency, as well as the elaboration and
exercise of analytical procedures, using digital technologies as a mediator tool.

From the results found in this research is expected to contribute to the theoretical development of
Mathematics Education, based on the theorization of student learning in its passage through this
program and, particularly, to contribute to the treatment of teaching and Learning in Calculus.

" Grade work.
" Faculty of Sciences. School of Mathematics. PhD. Sandra Evely Parada Rico.
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Introduccion
Nuestro pais dia a dia enfrenta nuevos desafios educativos, uno de ellos apunta a
incrementar la permanencia (que refiere a que los estudiantes no abandonen sus estudios) de los
estudiantes en la educacion superior. Segun lo reporta el Ministerio de Educacion Nacional
(MEN) en sus Estadisticas, la tasa de desercién del afio 2013 por cohorte en programas
universitarios fue del 44.9%, esta cifra justifica la necesidad de incrementar las estrategias para

coadyuvar a los estudiantes a que terminen la carrera en los tiempos establecidos.

En esa direccion, la Universidad Industrial de Santander (UIS) ha realizado estudios
desde la Vicerrectoria Académica, y ha identificado que los cursos de matematicas son los de
mayor reprobacion. En particular, la asignatura de Calculo Diferencial ha alcanzado los
primeros puestos de reprobacion y cancelacion, convirtiéndose en una situacion inquietante para
la alta direccién de la universidad y para docentes de la Escuela de Matematicas. Asi, en 2012 la
UIS después de la presentacién de la estructura curricular propuesta por Parada (2016) y la
investigacion de Botello (2013) se implement6 e institucionaliz6 el programa de Atencion,
Seguimiento y Acompafiamiento a Estudiantes (ASAE), que junto con otras alternativas hace

parte del Sistema de Excelencia Académica (SEA) de la universidad.

Actualmente, el programa ofrece apoyo a un porcentaje de estudiantes de primer nivel
que desde su ingreso a la universidad son identificados en riesgo académico por el SEA. El
apoyo inicia con un curso de precalculo para fortalecer su Pensamiento Variacional basandose en
el desarrollo de los procesos matematicos, y mediado por el uso de un software matematico
interactivo. Posteriormente, ingresan a un programa de tutorias personalizadas en donde el

estudiante cuenta con un tutor permanente a lo largo de todo el semestre.

16
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La investigacion que aqui se presenta es en gran parte cualitativa y se desarroll6 desde el
contexto del programa ASAE, ésta tuvo por objetivo identificar habilidades que estudiantes de
primer nivel desarrollan como beneficiarios de un programa de acompafiamiento y seguimiento
en Calculo Diferencial, esto desde el proceso de elaboracion, comparacion y ejercitacion de
procedimientos (MEN, 1998). El proceso antes mencionado para efectos de la investigacion que
aqui reportamos se llamara proceso procedimental. Asi mismo las actividades tutoriales y el
proceso de acompafiamiento realizado por un profesor de matematicas en formacion se

interpretaran desde la teoria de la Zona de Desarrollo Proximo (Vygotsky, 1979).

Para lograr la identificacion y descripcion de las habilidades relacionadas con el proceso
procedimental se tuvo en cuenta la categorizacion realizada por el MEN (1998) y la taxonomia
emergente de un trabajo precedente a este mismo contexto de estudio, la cual es reportada por
Barajas (2015). La autora, plantea en dicha taxonomia una serie de habilidades las cuales
nosotras tomamos como a priori para el andlisis de los datos de dos casos de estudio, que
corresponden a estudiantes beneficiarios del programa en el segundo semestre académico de

2015 y el primero de 2016.

En este documento presentamos el reporte final de la investigacion, el cual esta
conformado por seis capitulos; en el primer capitulo se da a conocer los antecedentes
relacionados a la problematica, posteriormente se presenta el contexto de la investigacion,
finalizando con la pregunta y el objetivo del trabajo. En el capitulo 2 se exponen los referentes
tedricos que constituyen el marco conceptual base para la interpretacion y explicacion de los

datos.

El proceso metodologico se presenta a detalle en el capitulo 3 con los respectivos

instrumentos de recoleccion de informacion y el analisis cuantitativo de esa informacion. En los

17
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capitulos 4 y 5 se describen las habilidades identificadas en los casos de estudio, Camilo y
Alejandro respectivamente, después de su recorrido por el programa de acompafiamiento y
seguimiento, teniendo como categorias cada una de las principales etapas del programa.
Finalmente, en el capitulo 6 se presentan las conclusiones del estudio que dan respuesta a la

pregunta de investigacion.

18
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1. Fenomenologia de la investigacion

Para dar a conocer el fendmeno de la investigacion, presentamos en este capitulo dos
grandes apartados: i) los antecedentes relacionados con los aspectos que intervienen en la
investigacion; como son: los programas de tutorias y su impacto en los estudiantes, la Educacion
Matematica y el aprendizaje entre pares, el Pensamiento Variacional y sus habilidades, por
altimo, el proceso procedimental; ii), el contexto en el cual se desarroll la investigacion.

Cerramos el capitulo con el planteamiento del problema.

1.1. Antecedentes

Para el desarrollo de la investigacion que aqui reportamos, realizamos una revision de la
literatura en torno de algunos aspectos que fijaron la direccion de la misma. Los aspectos se han

dividido en los siguientes cuatro sub-apartados:

i) Programas de tutorias y su impacto en los estudiantes.
ii) Educacién Matematica y aprendizaje entre pares.
iii) Pensamiento Variacional y sus habilidades.

iv) Proceso procedimental en matematicas.
1.1.1. Programas de tutorias y su impacto en los estudiantes

Los referentes més cercanos a la idea de tutoria académica en Latinoamérica se
encuentran en Argentina donde el concepto de tutorias se enfoca a las tutorias entre pares, es
decir, que son estudiantes de los dltimos cursos de carreras los que median el proceso de

aprendizaje de sus compafieros de nuevo ingreso a la universidad. En México el sistema tutorial

19
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en la educacién superior se viene realizando desde los inicios de la década de los afios cuarenta,
inicialmente en el posgrado (Mendiola y Romano, 2014), en el cual un profesor o colega de

mayor experiencia acomparfia procesos de formacion o investigacion.

En México, la tutoria es ampliamente reconocida por las Instituciones de la Region
Centro-Occidente (RCO) de la Asociacion Nacional de Universidades e Instituciones de
Educacion Superior (ANUIES). Tanto asi que comparten sus experiencias y retroalimentan los
procesos tutoriales cada dos afios en su Encuentro Regional de Tutoria. En la emision 2013
realizada en el Instituto Tecnol6gico Superior de Irapuato las instituciones presentaron sus

practicas en la accién y gestion tutorial.

Por ejemplo, Alcaraz, Figueroa y Cruz (2014) plantean tras la experiencia en el Centro
Universitario del Sur de la Universidad de Guadalajara para las licenciaturas de Negocios
Internacionales, Derecho y Psicologia, que en efecto la experiencia de la tutoria ha sido muy
satisfactoria dado que es una oportunidad para acompafiar a los estudiantes en la planeacion y
conformacién de su proyecto de vida como profesionales. De igual forma, se presentan algunos
resultados cuantitativos en relacion a la desercion escolar y la retencion de alumnos
proporcionados por la Coordinacién de Control Escolar sobre la retencion, desercion estudiantil
y bajas en el primer afio donde sefialan que durante los ciclos escolares 2007 B al 2012 A, los

indices de desercién han disminuido.

Otro reporte positivo sobre los programas tutoriales es de Gonzéalez, Velasco y Gonzélez
(2014), quienes realizan un estudio diagndstico integral a los estudiantes del Instituto
Tecnologico de Atitalaquia (ITAt) y plantean los principales problemas psicosociales y
académicos que enfrenta la poblacion de estudio. Después de la aplicacion del programa

institucional de tutorias a 150 estudiantes de los programas de ingenieria quimica, ingenieria
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industrial e ingenieria mecatronica, muestran el impacto obtenido en pro de la formacién integral
de los estudiantes. Resaltando que Célculo Diferencial es una de las asignaturas atendidas, donde
el porcentaje de estudiantes considerados en riesgo que lograron acreditar la asignatura fue del

61.2%.

En el ambito nacional, un estudio para evaluar la percepcion de la satisfaccion de la
accion tutorial fue realizado por Bohdrquez, Ariza y Ocampo (2008). Este estudio de caracter
exploratorio se realizd con 237 estudiantes de la facultad de psicologia de la Universidad
Catdlica de Colombia, quienes participaban constantemente en el proceso tutorial. La toma de
datos se realizé a partir de dos instrumentos: un registro de aspectos positivos, negativos y a
mejorar, incluyendo preguntas abiertas; y un registro de evaluacion de las tutorias. Segun los
resultados obtenidos a partir de esta investigacion, se encontrd que los estudiantes valoraban
positivamente la tutoria. Otro resultado, a partir del analisis estadistico, fue una correlacion
significativa entre la valoracion individual y la nota final. Por altimo, los autores realizan una
sugerencia sobre profundizar en la investigacion del proceso de tutorias y su evaluacion,

combinando las tutorias presenciales y virtuales.

Al respecto consideramos importante esta Ultima idea de continuar investigando, dado
que hasta el momento encontramos que los trabajos sobre programas tutoriales en distintas
asignaturas se limitan a cifras y aspectos cualitativos subjetivos como la apreciacion por parte de
los estudiantes. Haciendo necesario un estudio de mayor profundidad que reporte los
aprendizajes logrados en los estudiantes beneficiarios especificamente en la asignatura en la que

reciben el apoyo.

También cabe resaltar desde el panorama nacional, la investigacion de Norefia (2012)

quien indago sobre la influencia de estudiantes monitores (tutores) en el aprendizaje de la Leyes
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de Newton, en estudiantes de décimo grado de la Escuela Normal Superior Maria Escolastica de
Salamina Caldas. Para ello se conformaron dos grupos, el de control y el intervenido, el ultimo
de ellos contd con la participacion de dos monitores (estudiantes que cumplian con
caracteristicas previamente definidas). Luego se aplicé un pre-test y al finalizar la intervencion
se realiz6 un post-test a los dos grupos; los resultados fueron comparados mediante el programa
SPSS utilizando la prueba de hipdtesis como instrumento para evidenciar la influencia positiva
de la intervencion y la aplicacién del modelo de aprendizaje cooperativo. La Zona de Desarrollo
préximo planteado por Vygotsky fue tomada como marco teérico de la investigacion para

explicar el trabajo entre pares y su incidencia en el proceso académico.

En particular la Universidad Industrial de Santander ya ha desarrollado algunos proyectos
de atencion académica a los estudiantes, como: el Programa de Asesoria para el Mejoramiento
del Rendimiento Académico (PAMRA) y el Modelo de Intervencién Integral para Disminuir la
desercion Académica en Estudiantes de | Nivel (MIDAS). Con relacién al primer programa hay
dos investigaciones, una de ellas reportada en el articulo de Miranda (2010) hecha sobre
estudiantes de segundo semestre de enfermeria que estaban inscritos a PAMRA; segin los
resultados presentados por el autor, el 100% de los estudiantes del grupo experimental
(beneficiarios de PAMRA) aprobaron la asignatura con un promedio de 3,47 en su nota final.
Ademas, el autor invita a los estudiantes a participar en estos grupos de asesoramiento en cada

universidad e igualmente a fomentar su creacion en aquellas universidades donde aun no existen.

Sumado a esto, el articulo de Cardozo (2011) también sobre PAMRA, informa que las
tutorias entre pares juegan un rol importante en los logros de los estudiantes, desde un sentido
humano, académico e integrado. Por ejemplo, plantea que se hace visible el aporte pedagdgico y

social hacia los estudiantes durante la tutoria, y afiade que el trabajo entre pares mejora la calidad
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universitaria, al crearse vinculos y fortalecer relaciones entre comparfieros, que aportan al
desarrollo social y cognitivo, “pasando de ser solo un “trabajo en grupo” a ser uno compartido,
asumido de forma organizada por todos como responsables del éxito comun” (Cardozo, 2011, p.
6). Por otro lado, los articulos de Botello y Parada (2013, 2014) documentan el trabajo realizado
desde el programa ASAE como espacio de tutoria y aprendizaje entre pares, sin embargo, por ser

del &rea de Educacion Matematica se presentaran en el siguiente apartado como trabajo local.

1.1.2. Educacion Mateméatica y aprendizaje entre pares

Un trabajo que valora el impacto de las tutorias ya especificamente en matematicas y a su
vez observa a los estudiantes es el estudio de Chavez y Vargas (2007) sobre el papel de la
asesoria académica en los programas de tutorias, donde analizaron el proceso de aprendizaje de
los 85 estudiantes que pertenecian al programa institucional de tutorias (PIT) del Instituto
Tecnoldgico de Toluca en la materia de Matematicas I. Dentro de los aspectos analizados, se
encuentran: habitos de estudio, estrategias de aprendizaje y resolucion de problemas entre otros.
La metodologia implementada para realizar la investigacion fue el seguimiento individual y

entrevistas individuales a tutorados y asesores.

Entre los resultados obtenidos a partir de un analisis estadistico, se encontrd que aquellos
alumnos que tenian un buen habito de estudio, pero escasas estrategias, tuvieron resultados
limitados; un alumno que aplicaba buenas estrategias, pero no tenia habitos de estudio no obtuvo
buenos resultados. Por ultimo, un estudiante que tenia mas de dos estrategias y habia
desarrollado méas de cuatro habitos de estudio tenia mejores resultados (Chavez y Vargas, 2007).
Las autoras consideraron dentro de su investigacién la metodologia de Polya para observar la

resolucion de problemas y ademas la sugieren para introducir al estudiante en la resolucion de
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problemas. Este Gltimo referente tedrico podria complementar la interpretacidn de las habilidades
relacionadas con el proceso de resolucion de problemas que se encuentra implicito en los demas

procesos como el proceso procedimental en el que nos enfocaremos dentro de esta investigacion.

En general, las tutorias y aprendizaje entre comparieros afectan positivamente el
rendimiento en matematicas de los estudiantes, ya que como lo menciona Kunsch, Jitendra, y
Sood (2007), las tutorias entre iguales en matemética son moderadamente eficaces en el
mejoramiento del rendimiento académico y ain mas eficaz para los estudiantes en riesgo de la

bésica primaria y el aprendizaje de contenidos de matematica computacional.

En relacion al aprendizaje entre pares encontramos en la universidad de Lisboa el
proyecto de investigacion de César (2000) que ha sido implementado con estudiantes de 5° a 12°
con el fin de promover las interacciones entre parejas de alumnos en el aula de matemaéticas y
mejorar su pleno desarrollo socio-cognitivo y alcanzar el éxito escolar. Los resultados aportan
datos sobre el papel que las interacciones entre parejas pueden desempefiar en la comprensién de
conocimientos. Su base es el conflicto socio-cognitivo que, a diferencia del conflicto cognitivo
de Piaget, es concebido como el resultado de la confrontacion entre esquemas de sujetos
diferentes que se produce en el curso de la interaccion social, y también incorpora la Zona de
Desarrollo Préximo de Vygotsky, se puede concluir que cuando el conflicto es superado el par

mas competente también se beneficia de la interaccion.

Maldonado, et al. (2009) realizaron un estudio sobre el acompafamiento en el aprendizaje
de las matematicas en estudiantes de pregrado de ingenieria de la Universidad Central de Bogota;
esto por la necesidad de sistematizar la experiencia de acompafiamiento que se generaba en el
departamento de matematicas de la universidad. Este estudio se considero de tipo longitudinal,

ya que se hizo el seguimiento de un grupo, desde el primer semestre hasta la culminacion de su

24



HABILIDADES PROCEDIMENTALES

carrera en el area de matematicas. Una de las conclusiones a la que llegan los autores es sobre la
oportunidad que ofrece este espacio para mejorar las condiciones de comunicacion y el
monitoreo de la evolucion del aprendizaje, al igual que la formacién de una red académica en el

interior de la universidad.

Nuevamente encontramos trabajos que dan una apreciacién positiva de los programas de
acompafiamiento y trabajo entre pares en matematicas en distintos niveles educativos, a partir de
esto consideramos que el contexto de los programas de acompafiamiento académico en
matematicas podria ser un buen espacio de investigacién sobre los aprendizajes de los

estudiantes beneficiarios. Estos aprendizajes vistos desde los procesos matematicos.

Para finalizar y como habiamos mencionado anteriormente, a nivel local encontramos los
reportes de Botello y Parada (2014) quienes presentan algunos resultados obtenidos de una
investigacion curricular, ampliamente explicada en Botello (2013), desarrollada en la
Universidad Industrial de Santander con estudiantes de primer semestre que cursaban célculo |
(Célculo Diferencial) y estudiantes de semestres superiores de Licenciatura en Matematicas
dentro de un programa de tutorias, actualmente ASAE. Las primeras reflexiones enfocadas al
proceso de aprendizaje entre pares indican que los estudiantes beneficiarios tenian vacios
cognitivos y dificultades con las operaciones con nimeros reales, ecuaciones lineales, manejo de
funciones, procedimientos algebraicos, por mencionar algunos, y a su vez los estudiantes tutores
tenian déficit en conocimientos matematicos; dejando ver que en el trabajo entre pares se
identifican las dificultades de ambas partes. Sumado a esto el articulo de Botello y Parada (2013)
hace énfasis en que ASAE es un espacio que permite a los tutores aprender y reaprender los
contenidos del calculo diferencial, y en general es un espacio para formacion inicial de

profesores de matematicas. Nuestra investigacion no se interesa en esta Ultima parte, pero si nos
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da indicios positivos dado que si hay un impacto académico favorable en los tutores entonces

también debe darse en los estudiantes que son beneficiarios.

Como se observd en los dltimos dos apartados los estudios no son todos del &rea
especifica de matematicas, sin embargo, concuerdan al concluir que las tutorias y el aprendizaje
entre pares favorecen el aprendizaje en los estudiantes, y la percepcion positiva que tienen
aquellos que han sido beneficiarios. Dejando asi entrever a las tutorias como un espacio rico en
informacion sobre los aprendizajes de los estudiantes que a su vez conlleva a la necesidad de
examinar en detalle los procesos cognitivos de los estudiantes tutorados al pasar por un programa

que les brinda apoyo académico.

1.1.3. Pensamiento Variacional y sus habilidades

Este apartado puede ser dividido en los trabajos sobre el desarrollo del Pensamiento
Variacional y los trabajos e ideas méas relevantes sobre las dificultades y habilidades del

aprendizaje del célculo diferencial.

En relacion al desarrollo del Pensamiento Variacional tenemos el trabajo de Vrancken,
Engler, Giampieri y Muller (2014) donde parten de la transformacion, a través del tiempo, en el
que las funciones pasaron de ser modelos matematicos que reflejan la variacion y las relaciones
entre las variables, a conceptos matematicos abstractos, y proponen introducir la nocién de
funcién desde su aspecto més fundamental, la variacion. Para ello, desarrollan una secuencia de
seis actividades para favorecer el desarrollo del Pensamiento y el Lenguaje Variacional en
estudiantes de primer afio de Ingenieria Agronomica de la Universidad Nacional del Litoral en
Argentina. Su hipoétesis es que el estudio de procesos de variacion permite construir de forma

significativa la comprension y el uso de las funciones. Los autores concluyen que a partir de las
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situaciones planteadas se identificaron dificultades asociadas al concepto de funcién, por
ejemplo, los estudiantes confunden este concepto con el de ecuacién, debido al constante
tratamiento algebraico. Por otro lado, se observé el surgimiento de argumentos variacionales,
desde lo cualitativo y lo cuantitativo que llevan a la construccion de nociones fundamentales para

el inicio del estudio del calculo.

Cantoral y Farfan (1998) presentan un acercamiento didactico novedoso a traves de
actividades, con el que buscan construir una base de significaciones para procesos y conceptos
del analisis matematico. Identifican la importancia del desarrollo del Pensamiento y del Lenguaje
Variacional ya que para iniciar el estudio del célculo se necesita un lenguaje que permita hacer
transferencias entre las representaciones del lenguaje algebraico y las del lenguaje gréfico.
Proponen el planteamiento de situaciones problema en las aulas y no limitarse al aprendizaje de
definiciones. En sus conclusiones consideran que las actividades expuestas favorecen la
discusion y elaboracién de propuestas de ensefianza que traten sobre el qué ensefiar y no sélo
sobre el como ensefiar. Al respecto, esta postura apoya y va muy acorde a las ideas del programa
de acompafiamiento académico, dado que tanto el curso de precalculo como las sesiones de

tutorias estan basados en la resolucion de problemas y en el desarrollo de procesos matematicos.

En las asignaturas de célculo diferencial los contenidos més relevantes son: limite,
continuidad, derivada y sus aplicaciones, segun planes de estudio de universidades nacionales
como la Universidad Pedagogica y Tecnoldgica de Colombia, Universidad Nacional de
Colombia y por supuesto la Universidad Industrial de Santander, por mencionar algunas. Ahora
bien, los estudiantes presentan dificultades en el aprendizaje y uso de dichos contenidos; a
continuacion, revisamos algunos de los trabajos que dan cuenta de las dificultades en el

aprendizaje del calculo diferencial.
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Artigue (1995) menciona que los estudios sobre las dificultades encontradas en la
ensefianza tradicional y en particular la ensefianza universitaria tiende a centrarse en una practica
algoritmica y algebraica del célculo. Asi, esta problematica se ha convertido en un generador
potente para el desarrollo de investigaciones didacticas. Agrega ademas que la mayoria de las
investigaciones didacticas de la ensefianza superior se han concentrado en el campo conceptual
del célculo, retomando el contenido de la obra “Advanced Mathematical Thinking” de Tall,
(1991). Sumado a esto, Artigue (1998) agrupa las dificultades del aprendizaje del céalculo en tres

categorias:

« Las dificultades ligadas a la complejidad de los objetos basicos del célculo: los
nameros reales, las funciones y las sucesiones, objetos que estdn siempre en fase de

construccién cuando se empieza la ensefianza del célculo.

« Las dificultades ligadas a la conceptualizacion, la formalizacion y dominio técnico

de la nocién de limite, que es la nocién central del campo.

* Las dificultades ligadas a las rupturas necesarias con modos de pensamiento del

funcionamiento algebraico.

Por ejemplo, una dificultad persistente sobre la nocion de limite que la limita a procesos
puramente algebraicos o la dificultad para relacionar los diferentes registros semioticos que
permiten representar y trabajar con funciones. Y resalta la importancia de que se desarrolle la
flexibilidad entre la funcion vista como un “proceso” y la funcion vista como una “entidad

conceptual”.

En particular, sobre el concepto de derivada, Rojas (2008) reporta algunos tipos de

dificultades en la ensefianza y el aprendizaje de la derivada; entre ellos hay un tipo que denomina
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tangencia local y que se relaciona con la idea de Euclides. En este tipo de dificultad se sefiala
que al plantear la tangencia como el resultado de llevar al limite rectas secantes genera en los
estudiantes dificultad porque para ellos la idea de tangencia a una curva es la de una recta que
toca a la curva sin cortarla. Entonces para ellos si la recta es tangente a la curva en un punto pero
la corta en otro punto automaticamente la recta pierde la propiedad de tangencia. Lo que marca
la necesidad de hacer una separacion entre las ideas de la geometria euclidiana y el célculo

diferencial.

También respecto al tema de la derivada se encuentra el articulo de Williner (2014),
donde se reporta las habilidades matematicas relacionadas con el tema de derivada en un grupo
de estudiantes universitarios cuando trabaja con software Mathematica. Para el disefio de la
investigacion se tuvo en cuenta un test inicial y test final, un grupo control y de intervencion y el
desarrollo de un dispositivo de ensefianza cuidadosamente disefiado. Para el disefio de las
actividades y el andlisis, la autora retoma la tipologia de las habilidades presentadas por Delgado
Rubi (1998) centrandose en las habilidades conceptuales (aquellas que operan directamente con
los conceptos). Sus resultados sefialan una evolucion favorable en las habilidades conceptuales
de interpretacion geométrica de la derivada y reconocimiento del concepto en otras ciencias u
otros contextos (i.e. velocidad instantanea en Fisica, tasa de crecimiento instantanea en Biologia,

etc.) posibilitadas por el trabajo con el software.

La investigacion presentada por Ramos, Herrera y Ramirez (2010), implementada con
cerca de 240 estudiantes de nuevo ingreso de una institucion de educacion superior de la ciudad
de Monterrey y alrededor de 6 profesores de la misma institucion, presenta un analisis sobre los
recursos de aprendizaje movil para identificar el desarrollo de habilidades cognitivas en los

estudiantes. Esta investigacion enuncia una serie de habilidades cognitivas como: enfoque,

29



HABILIDADES PROCEDIMENTALES

obtencion y recuperacion de informacién, organizacion, analisis, transformacion, evaluacion,
solucién de problemas, toma de decisiones, pensamiento critico, pensamiento creativo; estas
mismas habilidades son clasificadas en habilidades cognitivas béasicas y habilidades cognitivas
superiores. Los investigadores concluyen que el uso de los dispositivos moviles y los recursos
implementados promovieron las habilidades cognitivas basicas, aunque no lograron promover las

habilidades cognitivas superiores de pensamiento critico, pensamiento creativo.

Por altimo, el MEN (1998) menciona que el desarrollo del Pensamiento Variacional debe
darse desde los primeros afios de la educacion primaria con el fin de que los estudiantes al llegar
a la universidad hayan alcanzados los estandares basicos en competencias en matematicas

propios del Pensamiento Variacional y que son establecidos por el MEN, 2006:

o Utilizar las técnicas de aproximacién en procesos infinitos numéricos.

o Interpretar la nocion de derivada como razén de cambio y como valor
de la pendiente de la tangente a una curva y desarrollar métodos para hallar las
derivadas de algunas funciones basicas en contextos matematicos y no matematicos.

o Analizar las relaciones y propiedades entre las expresiones
algebraicas y las graficas de funciones polindmicas y racionales y de sus derivadas.

o Modelar situaciones de variacion periddica con funciones

trigonomeétricas e interpreto y utilizo sus derivadas (p. 89).

Estos estandares fueron tenidos en cuenta por la coordinacion del programa ASAE para la
elaboracion de uno de los instrumentos de evaluacion usado en el curso de pre-calculo, sobre este
curso hablamos en la siguiente seccion mientras que los estandares son referenciados dentro del

marco conceptual que se explica en el siguiente capitulo.
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El MEN relaciona las competencias en matemaéticas con los procesos matematicos al
sefialar que ser matematicamente competente requiere ser diestro, eficaz y eficiente en el
desarrollo de cada uno de esos procesos generales, en los cuales cada estudiante va pasando por
distintos niveles de competencia (MEN, 2006, p.54). Por lo tanto, los estandares de competencias
para el Pensamiento Variacional estan relacionados con cada uno de los procesos matematicos
que el mismo describe, en particular, el proceso de elaboracién, comparacion y ejercitacion de
procedimientos que denominamos proceso procedimental, del cual hablaremos en la siguiente

subseccion.

1.1.4. Proceso procedimental en matematicas

Desde autores como Hiebert y Lefevre (1986) se habla del conocimiento conceptual y
procedimental, plantedndolos como dos grandes campos que organizan el conocimiento
matematico; en los cuales se centraba en uno mas que en otro la atencidn, segun los intereses de
los docentes. En particular definen el conocimiento conceptual como un conocimiento rico en
relaciones, que puede pensarse como una membrana conectada de conocimientos, en donde las
relaciones son muy importantes al igual que las piezas de informacion (Hiebert y Lefevre, 1986,
p. 4). Proponiendo que una unidad de conocimiento no debe ser una pieza aislada de

informacion.

Respecto al conocimiento procedimental se distinguen dos partes; una compuesta por el
sistema de representacion simbolica en matematicas, y la segunda consiste en algoritmos o reglas
para completar tareas matematicas. A lo segundo Hiebert y Lefevre (1986) mencionan que

consiste en:
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Reglas, algoritmos o procedimientos empleados para resolver una tarea.
Existen instrucciones paso por paso que prescriben como concluir una tarea. [...] Es
la naturaleza secuencial de los procedimientos la que probablemente los diferencia de

otras formas de conocimiento. (p. 6)

De igual modo, autores como Rittle-Jhonson, Siegler y Wagner (2001) también
distinguen entre el conocimiento conceptual y el conocimiento procedimental. El conocimiento
procedimental hace referencia a la capacidad de ejecutar secuencias de accién para resolver los
problemas, y por lo tanto plantean que esta ligado a los tipos de problemas especificos. Estos
autores mencionan que para evaluar los conocimientos procedimentales suelen utilizar las tareas
de rutina, como contar una fila de objetos o resolver célculos aritméticos. Los autores enfocan su
trabajo en el desarrollo del conocimiento conceptual y procedimental de fracciones en nifios de

quinto grado.

Por su caracter algoritmico y como menciona Rittle-Jhonson y Schneider (2012) que
algunos problemas permiten el desarrollo del conocimiento procedimental, consideramos que
esta interpretacion se limita a lo memoristico. Cuestion que no va con el enfoque dado por el
MEN (1998) al proceso de resolucion de problemas, que lo plantea como eje central del curriculo
de matematicas, ademéas como lo menciona Polya al resolver un problema estamos encontrando
un camino donde no se conocia uno con anterioridad, luego no se da de forma inmediata. Por lo
tanto, los procedimientos no se deben limitar a lo memoristico y menos en situaciones que

involucran la variacion.

Referente a la limitacion del conocimiento procedimental, Star (2004) habla de los
procedimientos matematicos, y plantea que a lo largo del plan de estudios de matematicas de las

escuelas en Estados Unidos, se espera que los estudiantes aprendan y utilicen procedimientos.
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Sin embargo, los informes de evaluacion de los Estados Unidos sobre el rendimiento en
matematicas dan fe que muchos estudiantes simplemente desarrollan el conocimiento
memoristico de los procedimientos. Por lo tanto el autor propone que los estudiantes tengan un
conocimiento de los procedimientos méas flexible, es decir, que los estudiantes posean
conocimiento de multiples procedimientos de solucién, y a su vez posean la capacidad de

seleccionar los procedimientos adecuados para completar tipos particulares de problemas.

El trabajo de Star (2004) se enfoca en que los estudiantes de sexto grado tengan fluidez
procedimental, esta ultima definida como “el conocimiento de los procedimientos, el
conocimiento de cuando y como usarlos apropiadamente, y la habilidad en el desempefio de
forma flexible, precisa y eficiente” (Star, 2004, p. 3). Brindando una idea mas interpretativa de
“saber hacer” que no se limita unicamente a lo memoristico y a mecanizar la solucién a

diferentes tipos de problemas.

Otro referente sobre los procedimientos es Rico (1995) quien denota a los procedimientos
como formas de actuacion o ejecucion de tareas matematicas, también propone que se pueden
diferenciar niveles dentro de los procedimientos. El primer nivel son las destrezas que
corresponden a la transformacion de una expresion simbolica en otra expresion; el segundo
corresponde a los razonamientos que concierne al establecimiento de relaciones entre conceptos;
el altimo son las estrategias se dan sobre las estructuras conceptuales, es decir, sobre conceptos
y sus relaciones. A su vez, segun el campo de las matematicas distingue entre destrezas
aritméticas, metricas, geomeétricas y graficas y de representacion. Por su pertinencia y referente
para el proceso de elaboracion, comparacion y ejercitacion de procedimientos establecido por el
MEN (1998), lo acogemos como un referente tedrico, y profundizamos sobre él en el marco

conceptual.
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Por ultimo, Barajas (2015) logra la caracterizacion del proceso de elaboracion
comparacion y ejercitacion de procedimientos, especificamente para el Pensamiento Variacional,
que mencionamos nuevamente en el siguiente capitulo sirviendo como referente para clasificar
las habilidades asociadas a dicho proceso. La autora clasifica los procedimientos retomando la
clasificacion hecha por el MEN (1998) en cuatro grupos: aritmético, métrico, geométrico y
analitico; y tiene en cuenta esta clasificacion para indicar las dificultades observadas en los

estudiantes respecto a este proceso.

Realizamos énfasis en lo que Barajas (2015) plantea sobre este proceso dado que en el
desarrollo de la investigacion es un referente principal para la construccién de los instrumentos
que den cuenta de las habilidades de los estudiantes en relacion al pensamiento variaicional.
Nuevamente aclaramos que para efectos de la investigacion, el proceso de elaboracion,

comparacion y ejercitacion de procedimientos sera entendido como proceso procedimental.

Observando el panorama general, se puede notar por un lado que los programas de
seguimiento y acompafiamiento no son analizados a profundidad desde los aprendizajes de los
estudiantes, dado que algunos solo estudian la efectividad de los programas y su impacto a nivel
general. Por otro lado, los trabajos que dan cuenta de los aprendizajes de los estudiantes en
célculo diferencial no estan vinculados exactamente con programas de tutorias dirigidas por

pares académicos.

En esta investigacion, por el contrario, se proyecta el aprovechamiento de un programa de
acompafiamiento con un proceso de tutoria que cuenta con un seguimiento a los estudiantes en
Calculo Diferencial para dar cuenta de las habilidades del Proceso Procedimental que pueden

desarrollar los estudiantes al ser parte de este tipo de programa.
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1.2. Contexto y problematica

Desde la década de los noventa se ha evidenciado el interés por parte de algunos
investigadores, como Tall (1991) y Dreyfus (1990) en profundizar en la ensefianza y el
aprendizaje de temas relacionados con el Célculo Diferencial e Integral. Al respecto, Davis
(1988) y Artigue (1998) han indagado sobre los errores, dificultades y conocimientos en
matematicas de los estudiantes de los Gltimos afios de secundaria y de los primeros cursos

universitarios.

Referente a los conocimientos en matematicas los documentos orientadores del curriculo
plantean que los estudiantes al terminar la formacion preuniversitaria deben ser capaces de
comprender relaciones y funciones, seleccionando y utilizando varias formar de representarlas,
asi como analizar el cambio en contextos diversos (NTCM, 2003. MEN, 1998, 2004). Sin
embargo, algunos autores (Artige, 1998, Hit, 2005, Fiallo y Parada, 2014, Barajas, 2015)
plantean que los estudiantes que ingresan a la educacion superior no traen los conocimientos y
habilidades necesarios de algebra y pre-calculo para afrontar, en particular, un curso de Calculo
Diferencial. Aludiendo a que a pesar de que estos documentos hacen énfasis en el desarrollo
homogéneo de procesos y contenidos, la prioridad esta en el aprendizaje de conceptos (Fiallo y

Parada, 2014) perdiéndose asi el equilibrio entre procesos y contenidos matematicos.

Especificamente desde el proceso procedimental, Star (2004) menciona que éstos
deberian ya ser dominados por los estudiantes preuniversitarios, sin embargo, los resultados en
los exdmenes muestran que el conocimiento de ellos es netamente memoristico. Al respecto,
Barringer, Pohlman y Robinson (2010) mencionan que dicho manejo memoristico puede

obstaculizar la compresion de los conceptos matematicos y la capacidad de resolver problemas
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Al mirar localmente, la vicerrectoria académica de la UIS ha realizado estudios
cuantitativos, evidenciando que los cursos de matematicas son los de mayor reprobacion, en
particular el curso de Célculo Diferencial. Barajas (2015) reporta que en los afios 2012 y 2013 se
ofrecieron en promedio 40 cursos de esta asignatura, cada uno de ellos con mas o menos 40
estudiantes, con un porcentaje aproximado de reprobacion entre 49 y 64%, convirtiéndose en un
asunto preocupante para los directivos y profesores de la universidad. No obstante, la UIS cuenta

con diferentes alternativas que atienden la problemética de los cursos de matematicas en general.

El proyecto denominado una estructura curricular para atender la problematica de
célculo I en la UIS, expuesto por Parada (2016) contiene alternativas remediales y preventivas
desarrolladas desde la Escuela de Matematicas con apoyo del SEA. En la

lHustracion 1 se muestra un esquema de todo lo que comprende el proyecto, el cual se empezé a
implementar parcialmente desde el 2012 y es precisamente desde la implementacion de este
proyecto y desde algunas de las actividades de las alternativas preventivas y remediales que se

desprende el estudio que aqui reportamos.

A continuacion, se describen los dos de los tres ejes fundamentalmente del proyecto, en
los cuales se encuentran involucradas algunas de las actividades que se tendran en cuenta en esta

investigacion:
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lHustracion 1. Estructura general del proyecto curricular de la UIS. Fuente: Parada (2016)

ASOCIADOS AL FRACASO
ACADEMICO

ESTUDIO DE FACTORES ’

UNA ESTRUCTURA CURRICULAR PARA ATENDER LA PROBLEMATICA RELACIONADA
CON LOS CURSOS DE CALCULO EN LA UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER

DISENO DE ACOMPARNAMIENTO Y SEGUIMIENTO Y
ALTERNATIVAS DESARROLLO PROFESIONAL ACOMPANAMIENTO A
CURRICULARES DE PROFESORES ESTUDIANTES
PRUEBA
DIAGNOSTICA i eIAY
DE INGRESO CoP DE
Y PROFESORES DE
CURSO PRECALCULO
CURSOS
PRECALCULO DE ETNARIO DE
CALcuLo PROFESORES TUTORIAS TUTORIAS
PRUEBA bE ChLoUiD INDIVIDUALES GRUPALES
DIAGNOSTICA
\ DE EGRESO I )
ALTERNATIVAS PREVENTIVAS ALTERNATIVAS REMEDIALES

i Disefio de alternativas curriculares, actualmente en este eje se considera el
disefio y la aplicacion de una prueba diagnostica denominada Prueba de Competencias
Basicas de Matematicas que permita conocer el desempefio del estudiante de nuevo
ingreso, de las carreras de ingenierias y ciencias, a la universidad en la resolucion de
problemas de fendmenos variacionales. La prueba tiene una parte virtual en donde el
estudiante selecciona la opcion que considera correcta, y una parte escrita en donde a lo
sumo se le plantean dos situaciones que el estudiante debe resolver explicitando sus
procedimientos. la prueba se aplica al iniciar un curso de pre-célculo y al finalizarlo se
aplica una prueba de egreso para obtener un referente del impacto del curso.

El curso de pre-célculo, que a la fecha se sigue implementando, es otra alternativa
preventiva ofrecida a aquellos estudiantes que presentan los mas bajos puntajes en la
valoracion de Matematicas de la prueba nacional Saber 11. El proposito principal de este
curso es potenciar habilidades del Pensamiento Variacional de los estudiantes. Segun
Moreno (2015), el trabajo en este curso se constituye en un espacio de ensefianza y

aprendizaje que posibilita un proceso activo de resolucién de problemas, que involucra los
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procesos matematicos definidos por los estandares de matematicas del pais MEN (2006),
con una metodologia fundamentada en la interaccion entre pares y estudiantes-profesores.
Los procesos se quieren potenciar con el apoyo de tecnologias digitales, las cuales son
mediadoras para la produccion de aprendizajes significativos alrededor de ideas como el
cambio y la variacion. El curso tiene una intensidad horaria de 4 horas diarias durante 15
dias previos al inicio de las actividades académicas. Actualmente, los profesores al
finalizar el curso realizan un informe cualitativo y cuantitativo de cada uno de sus
estudiantes con la ayuda de un formato denominado DIPEVA (Dificultades en el
Pensamiento Variacional) que contempla los cuatro estandares del Pensamiento
Variacional sefialados por el MEN para el grado undécimo.
ii. Seguimiento y acompafiamiento a Estudiantes. Con el propésito de atender las
necesidades especificas de los estudiantes de calculo que presentan bajo rendimiento
académico, se crea en 2012 el programa de “Atencion, Seguimiento y Acompafamiento a
Estudiantes” (ASAE), el cual contempla tutorias individuales y tutorias grupales bajo la
premisa del trabajo entre pares dado que éstas son realizadas por profesores en formacion.
Esta linea se ha consolidado bajo la coordinacién de educadores e investigadores
matematicos, ademas, Botello (2013) realiz6 la caracterizacion de ASAE. Aqui sus
principales caracteristicas aun vigentes:

e La atencion tutorial se da a grupos de estudiantes (maximo tres estudiantes) en un

periodo de tiempo de dos horas una vez a la semana durante todo el semestre.

e Los estudiantes beneficiarios son estudiantes de primer nivel de las carreras de

ingenierias y ciencias, teniendo prioridad aquellos que tras la presentacion de las
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pruebas diagndstico y su participacion el curso de pre-céalculo han sido identificados
con dificultades en el aprendizaje de las matematicas.

e Los estudiantes beneficiarios son asignados a un tutor para trabajar con él durante
todo el semestre.

e Los tutores son estudiantes de Licenciatura en Matematicas que se clasifican en
dos tipos: los tutores-practicantes son estudiantes que estan cursando la signatura de
Didéctica del Célculo, quienes no reciben remuneracion econdémica y dan tutoria a tres
estudiantes una vez a la semana. Los tutores-auxiliares son estudiantes que aprobaron
la asignatura de didactica del Célculo, ellos reciben una remuneracion econémica por
trabajan con cuatro grupos de tres estudiantes cada uno.

e Los alumnos-tutores realizan, tras cada tutoria, un reporte del desempefio de cada
estudiante en el Formato de seguimiento para las tutorias de Calculo I, relacionando
fortalezas y dificultades del estudiante detectadas en la tutoria, ademas de las
actividades tratadas y los objetivos trazados.

e Los tutores registran la asistencia de sus estudiantes para llevar un control y
determinar cuales estudiantes pueden perder el beneficio, y posteriormente asignar un
nuevo estudiante.

e Los tutores disefian talleres para trabajar en las sesiones de tutoria; de esta forma
el programa se orienta en la resolucion de problemas y el desarrollo de procesos

matematicos.

Después de la creacién del SEA como politica institucional en 2014 (Acuerdo del
Consejo Superior No. 018 de 2014), el programa ASAE es institucionalizado en la UIS.

Actualmente la coordinacién de ASAE, desarrolla actividades para atender a estudiantes desde el
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ingreso a la universidad (con la caracterizacion del pensamiento matematico y el curso de
induccion a la formacion matematica universitaria) y posteriormente posibilita el
acompafiamiento mediante tutorias para alumnos de primer nivel y para estudiantes repitentes de
asignaturas de matematicas. Por este motivo ASAE se constituye en un programa méas amplio
que abarca alternativas preventivas y remediales, construyendo asi un espacio de aprendizaje

completo a favor de la permanencia universitaria.

Cabe resaltar que desde el segundo semestre de 2013, ASAE en la parte tutorial hace
parte de las alternativas propuestas en el convenio No. 901 que la UIS tiene con el Ministerio de
Educacién Nacional (MEN). Luego el programa tiene tanto un reconocimiento institucional
como gubernamental, que es ratificado en el documento presentado por el MEN (2015) donde
reconocen a ASAE como parte de los programas dirigidos a enfrentar la desercion en la
institucion.

En general, ASAE y todo el proyecto curricular se convirtié en un rico espacio de
investigacion que consolida una Comunidad de préctica de Educadores Matematicos (Moreno,
2015), quienes a través de diferentes estudios han ido validando varias de las estrategias
implementadas en el programa, e.g. Botello (2013), Suarez y Rojas (2013), Barajas (2015),

Moreno (2015), Rueda (2016) y Lépez (2015).

Por lo anterior este proyecto pretende contribuir a la teorizacién de los aprendizajes de los
estudiantes en su paso por todo lo que constituye un programa de seguimiento y

acompafiamiento estructurado. A continuacion, la pregunta y objetivo de la investigacion.
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Pregunta de investigacion

¢Qué habilidades asociadas al proceso procedimental desarrollan estudiantes beneficiarios de un

programa de acompafiamiento y seguimiento en Célculo Diferencial?

Objetivo:

Identificar y describir habilidades asociadas al proceso procedimental que desarrollan estudiantes

beneficiarios de un programa de acompafiamiento y seguimiento en Calculo Diferencial.
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2. Marco conceptual

Con el fin de poder describir las habilidades presentes en los estudiantes, beneficiarios del
programa de acompafiamiento académico, al momento de resolver situaciones propias del
Caélculo Diferencial y dada la continua interaccion de los estudiantes con un par académico mas
aventajado, decidimos profundizar sobre el Pensamiento Variacional y la Zona de Desarrollo

Proximo (ZDP) de Vygotsky.

Es sabido que los estudiantes al terminar su educacion media vocacional (formacion
preuniversitaria) e ingresar a la educacién superior contindan un proceso de aprendizaje. En el
caso de las matematicas algunos autores (Tall, 2002, Dreyfus, 1991) consideran transitar del
pensamiento matematico elemental al pensamiento matematico avanzado (PMA), en donde
necesitaran la “ayuda” de otra persona (MAs capacitada) para superar los obstaculos,
principalmente en estudiantes identificados en riesgo académico. Esto lo podemos interpretar
como el pasar de un nivel de desarrollo real a uno nuevo. Por lo tanto, dentro del programa de
acompafiamiento académico en Calculo Diferencial se evidencia una Zona de Desarrollo

Proximo (Vygotsky, 1979).

Como habiamos mencionado anteriormente, el proceso de aprendizaje es sobre elementos
del Calculo Diferencial que se relaciona principalmente con el Pensamiento Variacional, en
donde desde los documentos orientadores del curriculo de matematicas (MEN, 1998, 2004,
2006) se plantea lo que el estudiante debe ser capaz de realizar al finalizar el colegio, por medio
de estandares basicos de competencias. Interpretandolo desde la teoria sobre la ZDP como el

nivel de desarrollo real “esperado” para afrontar un curso de Célculo Diferencial.
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Asi mismo, el Pensamiento Variacional se relaciona con los cinco procesos matematicos,
propuestos por el MEN: Resolucion de problemas, Razonamiento, Comunicacion, Modelacién, y
especificamente con el proceso Procedimental (elaboracidén, comparacién y ejercitacion de
procedimientos). Sobre los procedimientos algunos autores (Rico, 1995, MEN, 1998 y Barajas,
2015) los clasifican de acuerdo al campo de las matematicas, obteniendo una taxonomia de los
procedimientos (aritméticos, métricos, geométricos y analiticos). Ademas, alrededor de los tipos
de procedimientos se han definido algunas habilidades a priori (Barajas, 2015) que se relacionan

con los estandares dada su conexidn con el Pensamiento Variacional.

En la llustracién 2 se presenta un esquema que resume el marco conceptual con el que
damos sustento al andlisis de los datos y que, de alguna forma, orientd el disefio metodoldgico de

la investigacion.

lHustracion 2. Esquema del marco conceptual.
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En lo que sigue de este capitulo describimos cada uno de los elementos conceptuales y su

interpretacion dentro de la investigacion.

2.1. Elementos teo6ricos sobre el aprendizaje segun Vygotsky

Vygotsky desde el campo de la psicologia en los afios 20, estuvo interesado en estudiar
los procesos psicolégicos superiores del ser humano, como por ejemplo el lenguaje que
inicialmente no nos pertenecen, sino que pertenecen al grupo humano en el que nacemos, asi,
una de sus premisas es que estos procesos se originan en la vida social, es decir, en la interaccion
del sujeto con otros en la realizacion de actividades. El lenguaje como proceso es considerado
fundamental ya que se convierte en una de las principales herramientas de aprendizaje, lo que

nos lleva a confirmar que el dialogo continuo favorece la construccion de conocimiento.

En ese sentido al hablar de dialogo e interaccién social para posibilitar el aprendizaje nos
trae a colacion el tipo de aprendizaje colaborativo, dado que son caracteristicas esenciales
presentes en este tipo de aprendizaje como lo plantean Guitert y Giménez (2000), en donde para
ellos este aprendizaje se propone como un proceso social de construccion de conocimiento, en

donde al establecer metas comunes se propicia

. reciprocidad entre un conjunto de individuos que saben diferenciar y contrastar
sus puntos de vista de tal manera que llegan a generar un proceso de construccién de
conocimiento. Es un proceso en el que cada individuo aprende mas de lo que
aprenderia por si solo, fruto de la interaccion de los integrantes del equipo (Guitert y

Giménez, 2000, p. 114).

Teniendo en cuenta las ideas mencionadas hasta el momento, y con la caracterizacion del

programa de acompafiamiento y seguimiento ASAE, que es nuestro contexto de investigacion,
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decidimos analizar e interpretar las situaciones de ensefianza y aprendizaje que se evidencian en
las actividades del programa (especificamente en el curso de pre-calculo y las tutorias), desde los
elementos tedricos relacionados con el aprendizaje colaborativo segun Vygotsky. Uno de los
elementos que mayor repercusion tiene en el analisis de las précticas educativas es la
denominada Zona de Desarrollo Proximo (ZDP); otros elementos a explicar a continuacion son

el andamiaje, y procesos de interiorizacion.

Antes de entrar en detalle con estos elementos, cabe resaltar que para algunos autores como
Rodriguez (2013) la Teoria Sociocultural de Vygotsky tiene implicaciones trascendentales para
la educacion y la evaluacion del desarrollo cognoscitivo. Esto porque las pruebas basadas en la
ZDP representan una alternativa para superar las pruebas estandarizadas de inteligencia, que
suelen poner atencion a los conocimientos y aprendizajes ya realizados por el estudiante,
proponiendo una alternativa para evaluar sus potencialidades, de esta forma los estudiantes a

nivel escolar se benefician.
2.1.1. Zona de Desarrollo Préximo
La definicion mas usada y trabajada por los investigadores que proviene de la formulacion
original en la obra de Vigotsky es la siguiente:

la distancia entre el nivel real de desarrollo, determinado por la capacidad de resolver
independientemente un problema, y el nivel de desarrollo potencial, determinado a
través de la resolucion de un problema bajo la guia de un adulto o en colaboracién

con otro compafiero mas capaz. (Vigotsky, 1979, p. 133).

De la definicidn anterior entendemos que en el nivel de desarrollo real se encuentran los

conocimientos necesarios para solucionar un problema, en nuestro caso conocimientos
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matematicos, y que ademas permiten con la ayuda de un experto resolver nuevos problemas con
un grado de complejidad mayor. Ademas, Vigotsky plantea que lo que el aprendiz es capaz de
hacer hoy en colaboracion con otro sera capaz de hacerlo por si mismo mafiana. La idea anterior
nos hace pensar que la resoluciéon de problemas propios del Célculo Diferencial con ayuda del
tutor influird positivamente en el estudiante, en el momento de resolver individualmente

situaciones similares.

Rodriguez (2013) menciona que la importancia de la Zona de Desarrollo Proximo consiste
en que destaca la unidad y diferencia entre el desarrollo actual y el desarrollo potencial, enfatiza
en el valor de la actividad de colaboracién y de la comunicacion en el proceso de ensefianza, asi
como el papel del profesor o educador como orientador y facilitador de ese proceso (p. 15).
Luego como lo menciona Parra (2010), la ZDP se lograra gracias a la mediacidn, entendiéndola
como el proceso en el cual participa un mediador (el tutor, el profesor) quién conduce los
procesos de ensefianza y aprendizaje estableciendo una relacion de ayuda con el aprendiz, para
apoyarlo a organizar y desarrollar los procesos del pensamiento; en nuestro caso particular, a la

elaboracion y ejercitacion de procedimientos matematicos.

Con lo anterior podemos interpretar que la ZDP no se limita Gnicamente a lo que el
estudiante puede o no hacer independientemente, sino a una estructura mayor y mas alla del
sujeto, como lo plantea Baquero (1997) al decir que “la ZDP obliga a pensar mas que en una
capacidad o caracteristica de un sujeto, en las caracteristicas de un sistema de interaccion
socialmente definido”. En esos términos la ZDP se puede entender como un "sistema social", y
llevandolo al contexto local de la investigacion entonces el programa de acompafiamiento siendo

un sistema social innato se puede interpretar desde este elemento teorico.
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2.1.2. Andamiaje

Ahora bien, se plantea que para que el estudiante adquiera autonomia en el desarrollo de
los problemas una de las cosas a tener en cuenta es que el apoyo, que brinda esa persona con
mayor dominio, debe tener ciertas caracteristicas; sin embargo, Vygotsky no lo plante6
explicitamente, pero otros autores como Woods, Bruner y Ross en 1976 hicieron la formulacién

del andamiaje, que rapidamente se asocio con la ZDP segin Baquero (1997).

El termino andamiaje se entiende como una situacion de interaccion entre un sujeto
experto, 0 méas experimentado en un dominio, y otro novato, 0 menos experto, en la
que el formato de la interaccién tiene por objetivo que el sujeto menos experto se

apropie gradualmente del saber experto (Baquero, 1997, p. 148).

De acuerdo a esto el andamiaje esta inmerso en la ZDP y algunas recomendaciones para
que la situacion de interaccidn sea optima es que el novato participe desde el comienzo en la
actividad que reconoce como compleja, sin importar que su participacion inicial sea sobre
aspectos particulares de la actividad. Por lo tanto, la idea de andamiaje hace referencia a que la

actividad se resuelve "colaborativamente".

Haciendo la analogia con los andamios en construccion, el andamiaje debe poseer como

caracteristicas las siguientes:

a) Ajustable, de acuerdo con el nivel de competencia del sujeto menos experto y de los

progresos que se produzcan;

b) Temporal, ya que un andamiaje que se torne crénico, no cumple con otorgar

autonomia en el desempefio al sujeto menos experto.
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c) El andamiaje deberia ser audible y visible, es decir, desde un inicio al reconocer que
trata de una actividad compleja, el novato debe ser consciente de que es asistido o auxiliado en la
ejecucion de la actividad. En otras palabras, debe conocer que los logros a los que accede son

producto de una actividad intersubjetiva (Cazden, 1988, citado en Baquero, 1997).
De igual forma que los andamios, el andamiaje tiene cuatro funciones esenciales:

1) Brindar apoyo,
2) servir como herramienta,
3) ampliar el alcance del sujeto que de otro modo serian imposible,

4) usarse selectivamente cuando sea necesario.

Por ultimo, el proceso de interiorizacion es entendido como el proceso de pasar de lo
interpsiquico a lo intrapsiquico, es decir, de lo creado socialmente, el conocimiento colectivo al
pensamiento y conocimiento auténomo del sujeto; en ultimas, este proceso conlleva a la
apropiacion de lo aprendido socialmente para actuar por si mismo. Este proceso se puede
identificar explicitamente en el trabajo que el estudiante esta realizando desde que ingresa al
curso de pre-célculo y pasa, posteriormente, a las sesiones de tutoria y la actividad
complementaria que el estudiante debe realizar después de ellas, propiciada inicialmente por el

profesor de pre-calculo y luego por el tutor.

Teniendo en cuenta las ideas mencionadas, y con la caracterizacién del programa de
acompafiamiento y seguimiento, como espacio de interaccion continua entre profesores, tutores y
estudiantes, decidimos analizar e interpretar las situaciones de aprendizaje que se evidencian en

las sesiones de tutoria desde los elementos tedricos ya expuestos.
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2.2. Pensamiento matematico avanzado

Hasta hace treinta afios los problemas de investigacion estaban muy centrados en los
conceptos basicos de las matematicas de la ensefianza primaria, es decir, como lo menciona
Manson (1997), el término “educacion matematica” se asocia principalmente con los nifios y las
matematicas escolares. Sin embargo, para la época ya existian investigadores de nivel
universitario interesados en la educacion matematica universitaria. Es asi, como en 1985, en el
International Group for the Psychology of Mathematics Education (PME), se conformdé un
subgrupo de trabajo cuyo objetivo era profundizar en las investigaciones cognitivas acerca de los
procesos de ensefianza y aprendizaje de temas relacionados con el Calculo Diferencial e Integral
(Dreyfus, 1990, Tall, 1991). De alli se obtuvo como resultado una ampliacion del campo de los
problemas de investigacion a cuestiones relacionadas con el Pensamiento Matematico Avanzado
(PMA), propio de los curriculos de los ultimos afios de educacion media o preuniversitaria y los
primeros cursos universitarios. Siendo estos ultimos el principal contexto de nuestra

investigacion.

Cantoral (2008) plantea que algunas de las investigaciones en didactica que se han
ocupado de documentar las dificultades de los estudiantes cuando se enfrentan al estudio de las
ideas del andlisis matematico, asumen que el pensamiento matematico avanzado posee procesos
del pensamiento sobre tdpicos llamados “avanzados” en matematicas, posteriores al algebra
bésica, como: abstraccion, generalizacion, prueba, visualizacion y razonamiento bajo hipotesis.
Sumado a esto la gran mayoria de las investigaciones que se centran en topicos del Calculo,
se ocupan de estudiar las nociones de numero real, funcion, limite, continuidad, diferenciacion,

integracion y ecuaciones diferenciales.
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Algunos de los procesos del pensamiento matemético avanzado son retomados y
adaptados por el MEN (1998) para el disefio curricular de la educacion bésica y media, ya que
como plantean Azcérate, Camacho y Sierra (1999), la abstraccion no es caracteristica exclusiva
de las matemaéticas superiores, asi como tampoco lo son los demas procesos cognitivos. Por otro
lado, al interior del grupo de investigacion en ensefianza del Calculo (conformado al interior del
grupo de Educacién Matemética, EDUMAT-UIS) se ha ido investigando sobre algunos de estos
procesos directamente relacionados con las nociones de aproximacion, variacion y cambio,
propias de los temas de un curso de Calculo Diferencial. Esta ultima cuestion nos lleva a revisar
el Pensamiento Variacional que es descrito y trabajado a nivel nacional desde los niveles mas

inferiores de educacioén.

2.2.1. Pensamiento Variacional

Entre las posturas sobre el Pensamiento Variacional tenemos la de Cantoral y Farfan
(2003, citados en Vrancken, et al. (2014)), quienes han venido trabajando sobre el Pensamiento y

el Lenguaje Variacional (PyLV) y expresan que:

El Pensamiento y Lenguaje Variacional estudia los fendmenos de ensefianza,
aprendizaje y comunicacion de saberes matematicos propios de la variacion y el
cambio en el sistema educativo y en el medio social que le da cabida. Hace énfasis en
el estudio de los diferentes procesos cognitivos y culturales con que las personas
asignan y comparten sentidos y significados utilizando diferentes estructuras y

lenguajes variacionales (p. 3).

En el ambito nacional, Vasco (2006) considera como proposito importante en la

matematica escolar el desarrollo de cinco tipos de pensamiento matematico: el numérico, el
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espacial, el métrico, el estocastico y el variacional, a través de cinco procesos matematicos
bésicos (formular y resolver problemas, comunicar, razonar, modelar procesos y fenémenos de la
realidad, y formular, comparar y ejercitar procedimientos y algoritmos). Sobre el Pensamiento
Variacional, el autor considerd necesario unos cambios, como por ejemplo pasar de las
matematicas estaticas a las dindmicas, y del pensamiento de verdades absolutas al Pensamiento
Variacional, dado que desde su formacion halla que las matematicas refinadas que se tienen
actualmente surgieron de los fendmenos de la realidad por medio de los procesos de
matematizacion, y pese a esto el sistema educativo tiene una organizacién en donde los

estudiantes parten de la matematica ya dada para interpretar los fenémenos.

Por lo anterior, Vasco plantea que el Pensamiento Variacional no debe confundirse con la
memorizacion de formulas de areas, volumenes o de la fisica por su caracter estatico. Al respecto
consideramos que esto podria converger en la algoritmizacién del Célculo al que se refiere
Artigue (1998), como una de las dificultades en el aprendizaje del Calculo Diferencial. Para el

autor ya mencionado el Pensamiento Variacional:

puede describirse aproximadamente como una manera de pensar dindmica, que
intenta producir mentalmente sistemas que relacionen sus variables internas de tal
manera que covarien en forma semejante a los patrones de covariaciéon de cantidades
de la misma o distintas magnitudes en los subprocesos recortados de la realidad.

(\Vasco, 2006, p. 6)

Concluyendo que dada la naturaleza de las magnitudes variables, este tipo de pensamiento
necesita de los demas tipos de pensamiento matematico con el objetivo principal de la captacion
y modelacion de la covariacion entre cantidades de magnitud (Vasco, 2006). El objetivo coincide

con la definiciéon del razonamiento covariacional de Carlson, et al. (2003) ya que lo definen
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como “las actividades cognitivas implicadas en la coordinaciéon de dos cantidades que varian
mientras se atiende a las formas en que cada una de ellas cambia con respecto a la otra” (p. 124).
Por otro lado, Vasco (2006) ratifica a la tecnologia electronica y los paquetes matematicos como

herramientas potentes en el desarrollo del Pensamiento Variacional.

No obstante, nos separamos un poco del proposito planteado por Vasco, ya que centra toda
su atencion en la modelacion como enfoque principal para los problemas, y nosotras consientes
del Célculo Diferencial que abordan los estudiantes en la universidad, consideramos que se
deben tener en cuenta otros tipos de problema ademas de los que implican la modelacién. Porque
de lo contrario no tendria sentido analizar un proceso completo de acompafiamiento en Célculo

Diferencial, en donde hay involucrados diferentes procesos y contenidos.

Especificamente, en los Estandares Curriculares de Matematicas se describe el

Pensamiento Variacional en los siguientes términos:

[...] este tipo de pensamiento tiene que ver con el reconocimiento, la percepcion, la
identificacion y la caracterizacion de la variacion y el cambio en diferentes
contextos, asi como con su descripcion, modelacion y representacion en distintos
sistemas o registros simbolicos, ya sean verbales, icdnicos, graficos o algebraicos

(MEN, 2006, p. 66).

De igual modo, se manifiesta que uno de los propoésitos de cultivar el Pensamiento
Variacional es construir, distintos caminos y acercamientos significativos para la comprension y
uso de las funciones, para el aprendizaje apropiado del calculo numerico y algebraico y, méas
adelante, del Calculo Diferencial e Integral. Entonces se ratifica que este tipo de pensamiento
tiene un papel sobresaliente en la resolucion de problemas, apoyados en el estudio de la variacion

y el cambio propios del Calculo Diferencial.
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Ademas de describir el Pensamiento Variacional, el MEN trabaj6 los afios 2002 y 2003 con
el apoyo del Instituto colombiano para a evaluacion de la educacion y la division de Evaluacion
y Estandares, en la elaboracion de estdndares basicos de competencias en matematicas, teniendo

como referente a los Lineamientos Curriculares de 1998.

Antes de continuar con los estdndares, resaltamos que para el MEN (2006) la nocion de

competencia matematica hace referencia:

[...] al conjunto de conocimientos, habilidades, actitudes, comprensiones Yy
disposiciones cognitivas, socioafectivas y psicomotoras apropiadamente relacionadas
entre si para facilitar el desempefio flexible, eficaz y con sentido de una actividad en

contextos relativamente nuevos y retadores (p. 49).

Observamos que ser competente matematicamente se extiende mas alla del aula de clase
realizando acciones efectivas y a su vez reuniendo los tipos de pensamientos y procesos
matematicos; porque ademas, el desarrollo de las competencias es mediado por diferentes
contextos, ambientes y situaciones de aprendizaje significativo de las matematicas, en donde

procesos generales como la comunicacion y el razonamiento son esenciales para todos ellos.

Ahora bien, los estandares fueron definidos como un criterio claro y pablico que permite
juzgar si un estudiante, una institucion o el sistema educativo en su conjunto cumplen con unas
expectativas comunes de calidad (MEN, 2006, p. 11). Sin embargo, con respeto a evaluar o
juzgar un estudiante, se establece que un estandar no es un objetivo sino un minimo de lo que el

estudiante debe saber y ser capaz de hacer fuera del salén de clase ya como ciudadano.

En concreto, los estandares estan contemplados para cada tipo de pensamiento y se definen

para cada dos grados de la Educacién Basica y Media. Por tal motivo, los estandares asociados al
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Pensamiento Variacional que tendremos en cuenta por su proximidad con la educacion superior

son los propuestos para los grados decimo y undécimo:

o Estandar 1. Utilizo las técnicas de aproximacion en procesos infinitos

numéricos.

. Estandar 2. Interpreto la nocién de derivada como razon de cambio y como
valor de la pendiente de la tangente a una curva y desarrollar métodos para hallar
las derivadas de algunas funciones basicas en contextos matematicos y no

matematicos.

o Estandar 3. Analizo las relaciones y propiedades entre las expresiones

algebraicas y las graficas de funciones polindmicas y racionales y de sus derivadas.

. Estandar 4. Modelo situaciones de variacién periodica con funciones

trigonométricas e interpreto y utilizo sus derivadas. (MEN, 2006, p. 89).

Estos estandares fueron tenidos en cuenta por la coordinacion de ASAE la elaboracion de
la prueba de competencias basicas de matematicas que presentan los estudiantes de nuevo
ingreso a la universidad, y para ello se elaboraron descriptores, ver Tabla 1, que detallan cada
uno de los cuatro estandares para asociarlos a los items de dicha prueba, reportados por Botello y

Parada (2015).

Hacemos énfasis en esta parte dado que uno de los instrumentos a analizar es la hoja de
procesos de la prueba de competencias basicas de matematicas y el formato de evaluacion
DIPEVA, que explicaremos a detalle en el capitulo siguiente. Ademas, estos estdndares de
competencias y sus descriptores pueden relacionarse con las habilidades asociadas al proceso

procedimental, dado que en primer lugar hay una relacion en el desarrollo de los tipos de
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pensamiento con los tipos de procesos matematicos (MEN, 1998, Vasco, 2003) y en segundo
lugar porque las competencias involucran un conjunto de habilidades.

Tabla 1.

Descriptores para la prueba de competencias basicas de matematicas

Estandares  Descriptores

Estandar 1 3. Reconoce caracteristicas de los procesos infinitos utilizando
diversas representaciones: graficas, tablas o explicaciones
verbales.

4. Utiliza aproximaciones numéricas o graficas para deducir
intuitivamente el limite de una funcion.

5. Aplica procedimientos aritméticos para resolver problemas
que involucran procesos infinitos.

Estandar 2 1. Reconoce e interpreta situaciones que implican variacion.

2. Interpreta la derivada como razon de cambio de cantidades
variables y funciones en contextos matematicos o no matematicos.
3. Desarrolla o aplica métodos para hallar las derivadas de
algunas funciones basicas en contextos matematicos y no
matematicos.

4. Interpreta la derivada en un punto como la pendiente de la
recta tangente a la curva.

Estandar 3 1. Relaciona correctamente los diferentes registros de
representacion de una funcién en una situacion problema.
2. Modela con propiedad una situacion de cambio a través de una
funcion.
3. Reconoce las pendientes de las rectas tangentes de funciones
polindmicas o racionales, y las relaciona con el crecimiento o
decrecimiento de las mismas.

Estandar 4 1. Modela situaciones de variacion periédica con funciones
trigonomeétricas.
2. Interpreta la derivada como razon de cambio de cantidades
variables y funciones trigonométricas en contextos matematicos o
no matematicos.
3. Domina correctamente las razones Yy las identidades
trigonomeétricas en contextos matematicos o no matematicos.

Nota: Adaptado de Botello y Parada (2015).
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En el caso de los procesos matematicos es importante precisar que, tanto para el MEN
(2006) como para el grupo de investigadores al interior de la universidad, el gran proceso de
resolucion de problemas involucra todos los demas procesos, con el cual los estudiantes pueden:
razonar, modelar, comunicar, y elaborar, comparar y ejercitar procedimientos. A continuacion,
expondremos cada uno de los procesos matematicos con mayor énfasis en el proceso

procedimental.

2.3. Procesos matematicos

En toda actividad matematica estan presentes algunos procesos generales: Resolucion de
problemas, razonamiento, modelacion, comunicacion y elaboracién, comparacion y ejercitacion
de procedimientos (MEN, 1998). Esta clasificaciébn no es rigida, segun los Estandares de
Competencias Bésicas en Matematicas se espera que haya traslapes y relaciones entre los
procesos, y como ya habiamos mencionado, el proceso de resolucion de problemas involucra a

todos los demas.

2.3.1. LaResolucién de problemas

Como proceso es considerado un eje importante para la organizacion del curriculo de
matematicas dado que una situacién problema da inicio a la actividad matematica. Al resolver un
problema se esta comprometiendo a los estudiantes con una tarea, en donde no se conoce de
antemano el método de solucion (NCTM, 2003); como también lo plantea Polya al afirmar que al
resolver un problema se debe encontrar la forma de salir de una dificultad, pero esa forma no es

de manera inmediata.
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Luego la resolucion de problemas permite desarrollar una actitud mental perseverante e
inquisitiva, desarrollar una serie de estrategias de solucion, encontrar resultados e interpretar su

coherencia, asi como también permite originar otros problemas.

2.3.2. El Razonamiento

El razonamiento matematico debe estar presente en todo el trabajo de los estudiantes. El
MEN (1998) define razonar como la accion de ordenar las ideas en la mente para llegar a una
conclusion. Entonces el razonamiento proporciona formas potentes de desarrollar y codificar
conocimientos (NCTM, 2003). Ademas, el razonamiento en matematicas segun el MEN (1998,

p. 77) tiene que ver con:

. El saber el cémo y el porqué de los procesos que se siguen para llegar a
conclusiones.

o Justificar las estrategias y los procedimientos puestos en accion en el tratamiento
de problemas.

o Formular hipdtesis, hacer conjeturas, [...], usar hechos conocidos, propiedades y
relaciones para explicar otros hechos.

. Encontrar patrones y expresarlos matematicamente.

Como vemos, razonar permite entender las matematicas y como hacer matematicas
implica descubrir, donde conjeturar es el principal camino para el descubrimiento (NCTM,
2003); por eso la importancia de que los estudiantes formulen y comprueben conjeturas para
luego dar paso a la argumentacion, que en ultimas converge en responder preguntas como ¢por

qué funciona esto? Que al relacionarlo con el proceso procedimental significa justificar los
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procedimientos utilizados para resolver un problema. Obteniendo de este modo una pequefia

muestra de las relaciones entre procesos matematicos.

2.3.3. La Comunicacion

Segun el MEN (1998) los estudiantes estan comunicando matematicas cuando trabajan en
grupos cooperativos, cuando explican un algoritmo para resolver ecuaciones, y no solo eso, pues
en general la comunicacion es una necesidad de todos los seres humanos en todas las actividades
que se realicen, que exige que seamos capaces de expresarnos de distintas maneras, de
comprender, interpretar, unir y construir ideas y también de formular preguntas y argumentos
validos. Entonces como lo plantea Maciel (2003) “La comunicacién matematica va mas alla de
resolver un problema, ésta involucra la escritura, la presentacion y la argumentacion de ideas” (p.
75). De alli que la comunicacién sea considerada uno de los procesos mas importantes en el

aprendizaje de las matematicas.

De igual forma para el NCTM (2003) la comunicacion es fundamental en las matematicas
y en la educacion matematica, porque es un camino para compartir y aclarar las ideas. Como
proceso ayuda a dar significado y permanencia a las ideas y a hacerlas publicas. Por otro lado, A
través de la comunicacion los estudiantes vinculan sus nociones informales con el lenguaje de las

matematicas.

El programa de acompafiamiento académico en Calculo Diferencial no es la excepcion,
dado que los estudiantes necesitan comunicar sus ideas e inquietudes relacionadas, en particular,
con los procedimientos para resolver situaciones que involucran conceptos como funcion, limites

y derivada.
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2.3.4. La Modelacion

Los Lineamientos Curriculares en Matematicas destacan que al hablar de actividad
matematica en la escuela, los estudiantes aprenden “haciendo matematicas” y esto conlleva a la
resolucion de problemas de la vida cotidiana, haciéndose necesario el proceso de modelacion.

Para Vasco (2006) la modelacion asociada al Pensamiento Variacional es:

[...] es el arte de producir modelos matematicos que simulen la dinamica de ciertos
subprocesos que ocurren en la realidad. Se trata de un proceso de deteccion,
formulacion y proyeccion de regularidades por medio de la creacion de un artefacto
mental, un sistema con sus componentes, transformaciones y relaciones, cuyas
variables covarian en forma que simulen las regularidades de la covariacion de los

fendmenos o procesos que se intenta modelar (p. 10).

Sumado a esto la modelacion de una situacion simplifica y selecciona una manera de
representarla mateméaticamente, graficamente o por medio de simbolos aritméticos o algebraicos
y asi lograr resolver los problemas relacionados con la situacion (MEN, 2006). Por lo tanto, este
proceso podemos considerarlo como el paso inicial para la elaboracion e implementacion de
procedimientos para solucionar un problema, ya que con un buen modelo de la situacion el
estudiante podra buscar diferentes caminos de solucion, como ocurre muy a menudo en las

situaciones de optimizacion y razén de cambio.

Con las descripciones de los procesos matematicos identificamos las relaciones que
tienen entre si y como se complementan, en particular, la relacion de cada uno con el proceso
procedimental. Encontrando en general que el proceso de resolucion de problemas incluye a los
demas procesos, y que tanto el proceso de razonamiento como el de modelacion influyen en la

elaboracion, comparacion y ejercitacion de procedimientos. Una vez ejecutados los
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procedimientos se dara lugar a la comunicacién de los resultados, asi como su interpretacién para

concluir con la solucién a una situacién. La llustracién 3 esquematiza esas relaciones.

llustracién 3. Relacion de los procesos matematicos con el proceso procedimental

Resolucion de
problemas

Razonamiento

Proceso
procedimental
1

Comunicacion

Modelacién

//‘J

2.3.5. Proceso procedimental

Para el MEN (1998) el aprendizaje de los procedimientos es importante en el curriculo de
matematicas, dado que los procedimientos facilitan la aplicacion de las matematicas en la vida
cotidiana. Como proceso implica comprometer a los estudiantes en la construccién y ejecucion
segura y rapida de procedimientos mecanicos o de rutina (MEN, 2006), sin dejar de lado la
comprension que permita elegir el procedimiento adecuado o realizar adaptaciones. Con respeto
a la compresion, autores como Star (2004) proponen que los estudiantes tengan un conocimiento
de los procedimientos mas flexible, es decir, que los sujetos posean conocimiento de maltiples
procedimientos de solucion, y a su vez posean la capacidad de seleccionar los procedimientos

adecuados para completar tipos particulares de problemas.

A su vez el Programa Internacional de Evaluacion de Estudiantes (PISA) de la OCDE, al
proponer lo que denominan como capacidades matematicas plantea a la Utilizacion de
operaciones y lenguaje técnico, formal y simbdlico como una de estas capacidades y dada su

descripcion, como sigue a continuacion, la relacionamos con el proceso procedimental:
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Comporta descodificar e interpretar el lenguaje formal y simboélico; comprender sus
relaciones con el lenguaje natural; traducir del lenguaje natural al lenguaje
simbdlico/formal; hacer uso de expresiones y asertos que contengan simbolos vy
férmulas; emplear variables, resolver ecuaciones Yy realizar célculos. (OCDE, 2006, p.

102).

Un referente importante ya mencionado en los antecedentes es Rico (1995), quien entiende
por procedimientos a las formas de actuacién o ejecucion de tareas matematicas, y a su vez
propone que dentro del campo de los procedimientos se pueden diferenciar 3 niveles que

dependen de los niveles de conocimiento (hechos, conceptos y estructuras conceptuales):

o Las destrezas consisten en transformar una expresion simbolica desde una forma
dada hasta otra forma, y para ello hay que ejecutar una secuencia de reglas sobre
manipulacion de simbolos. Las destrezas se ejecutan procesando hechos.

. Los razonamientos se presentan al procesar relaciones entre conceptos.

o Las estrategias se ejecutan sobre representaciones de conceptos y relaciones. Las
estrategias operan dentro de una estructura conceptual y supone cualquier tipo de
procedimiento que puede ejecutarse teniendo en cuenta la relacion y conceptos

implicados. (Rico, 1995, p. 16).

Como podemos notar cada uno de estos niveles se asocia con un nivel de conocimiento
que es ascendente. Las destrezas son a su vez clasificadas por el autor dependiendo del campo de
las matematicas, es decir que las clasifica en: aritméticas, métricas, geométricas, graficas y de

representacion.

Este referente tedrico es retomado por el MEN (1998) en la descripcion de los tipos de

procedimientos, pero a su vez define a los procedimientos como “las actuaciones, destrezas,
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estrategias, métodos, técnicas, usos y aplicaciones diversas que un alumno realiza para resolver

problemas de manera cada mas habil e independiente, con prontitud y precision” (p. 103).

Ademas, el MEN (2006) menciona que mecanismos cognitivos involucrados en los algoritmos
como la alternacion de momentos, y la reflexion, permiten analizar la contribucion de la
ejecucion de procedimientos rutinarios en el desarrollo significativo y comprensivo del
conocimiento matematico. Es decir, con el mecanismo de alternacion de momentos se debe tener
control de cual tipo de conocimiento prima, si el conceptual o el procedimental lo que implica la
interpretacion de los resultados; con el mecanismo de reflexion sobre qué procedimientos y
algoritmos conducen al reconocimiento de patrones y regularidades, esto exige en el estudiante
explicar y entender los conceptos sobre los cuales un procedimiento se apoya, y la l6gica que lo

sustenta, ademas de saber cuando aplicarlo de manera fiable y eficaz.

Como podemos observar el proceso procedimental definido hasta el momento no se
limita Gnicamente a lo algoritmico y memoristico, por eso a los procedimientos los seguiremos

entendiendo como los presenta el MEN (1998).

Anteriormente habiamos mencionado que el trabajo de Barajas (2015) esta enfocado en el
proceso de elaboracién, comparacion y ejercitacion de procedimientos visto desde los fendmenos

de cambio y variacion. Para la autora dicho proceso:

Implica la capacidad del estudiante para transformar procedimientos fijando su
atencion en las ideas centrales del célculo diferencial (cambio y variacion) y
estableciendo relaciones entre ejes tematicos (patrones y regularidades; procesos
algebraicos, y andlisis de funciones) para efectuar nuevos procedimientos especificos

que respondan al fenémeno variacional que subyacen en el problema (p. 44).
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Sin embargo, a partir de lo que hemos expuesto sobre el proceso procedimental decidimos
interpretarlo como la creacion y uso de procedimientos para aplicar y comunicar ideas
matematicas y a su vez resolver situaciones en contextos matematicos y no matematicos. Ademas
de acogernos a la clasificacion de los procedimientos expuesta por Barajas (2015), que se
presenta a continuacion, dado que complementa los tipos de procedimientos ya elaborados por

Rico (1995) y el MEN (1998).

a) Taxonomia de los procedimientos

Como habiamos mencionado anteriormente, Rico (1995) ha clasificado las destrezas en
cinco tipos de acuerdo al campo de las matematicas; mientras que el MEN (1998) teniendo como
referente conceptual al anterior autor ha distinguido cuatro tipos de procedimientos, que Barajas
(2015) ha retomado y complementado para plantear una clasificacion de los procedimientos en
cuatro tipos: aritmético, geométrico, métrico y analitico, generando asi una taxonomia de los
procedimientos, en donde reconoce que dentro de cada uno de ellos hay procedimientos

algoritmicos y no algoritmico:

o Procedimientos Aritméticos
Relacionados con el dominio del nimero y la estructura del sistema de numeracion
decimal; de las operaciones en diversos contextos; de sus propiedades y de las relaciones

entre ellas.

o Procedimientos Métricos
Implica la construccion de conceptos de cada magnitud, procesos de conservacion,
unidades de medida, estimacion de magnitudes y de rangos, seleccion y uso de unidades de

medida y de patrones, sistemas monetarios y sistema métrico decimal.
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o Procedimientos Geométricos

Comprende atributos y propiedades de figuras y objetos 2D y 3D y su ubicacion en el
plano o el espacio; las nociones de horizontalidad, verticalidad, paralelismo y
perpendicularidad; los disefios y construcciones utilizando representaciones de cuerpos y
figuras geométricas; las representaciones verbales y gréficas de recorridos y el

reconocimiento de angulos y poligonos, su clasificacion y propiedades.

. Procedimientos Analiticos
Tienen que ver con “algebra”, “funciones” y “céalculo diferencial e integral”; con el
reconocimiento de regularidades y patrones, la caracterizacion de la variacion, la
identificacion de variables, la descripcion de fendmenos de cambio y dependencia en

contextos aritméticos y geométricos.
b) Habilidades a priori del proceso procedimental

Antes de definir las habilidades asociadas a los tipos de procedimientos, es pertinente revisar
de manera general que significa habilidad. Segun el RAE habilidad es la capacidad y disposicion
para algo o cada una de las cosas que una persona ejecuta con gracia y destreza. Ademas,
capacidad, competencia, destreza y experiencia aparecen como sinénimos del término habilidad,
no obstante, dentro del campo de la educacion debemos ser cuidadosos porque varios términos
pueden no significar lo mismo. Entonces revisamos algunas definiciones sobre habilidad y
habilidad matematica propias de la Psicologia y la Educacion Matematica resumidas en la Tabla

2.
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Tabla 2.

Definiciones para habilidad y habilidad matematica.

Cafiedo (2008) Rodriguez, Carnelli, Falsetti, Favieri, Scorzo y
Formica, (2005) Williner (2009)
Habilidad Habilidad Matematica Habilidad Matematica

Sistema de acciones dominadas
por el sujeto que responde a un
objetivo. Es la capacidad
adquirida por el hombre, de
utilizar ~ creadoramente  sus
conocimientos y habitos tanto
en el proceso de actividad

tedrica como practica” (p.21)

Forman parte de la

actividad matematica vy
pueden identificarse entre
las entidades actuativas de
Godino (1998) que hacen
referencia a las acciones de
frente a

un  sujeto

situaciones o tareas.

Es la capacidad de efectuar o
realizar una tarea matematica
eficientemente o de actuar

adecuadamente frente a una

situacion, en la que la
Matematica esté involucrada,
comprendiendo mas de una

operacion intelectual. (p. 3)

En cada una de las definiciones podemos relacionar a las habilidades con acciones, pero

particularmente caracterizadas por ser ejecutadas con eficiencia para alcanzar un objetivo, lo que

implica que dichas acciones sean dominadas por el estudiante. En nuestro caso el objetivo es la

resolucion de problemas propios del Céalculo Diferencial. Sin embargo, autores como Golbach,

Pérez y Rodriguez (2006, citado en Williner, 2014) no diferencian entre habilidades y

procedimientos, conceptos fundamentales dentro de nuestra investigacion, y por lo tanto no

coincidimos con su posicion, considerando a las habilidades diferentes de los procedimientos,

como bien lo plantea Williner (2014) tras su analisis comparativo de varios autores sobre estos

términos:
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[...] discernimos entre procedimiento y habilidad vinculados con la Matematica. Por
una parte, el procedimiento es la accion o tarea que debemos realizar para lograr un
objetivo o fin en el cual la Matematica esta involucrada. En tanto que una habilidad
matematica es la facultad personal de efectuar el procedimiento eficientemente, es
decir, la capacidad de realizar acciones correctamente en relacion al logro del

objetivo planteado. (p. 104).

Sumado a esto como ya habiamos mencionado sobre la competencia matematica como
conjunto de conocimientos, habilidades, actitudes, [...] relacionadas entre si para facilitar el
desempefio flexible, eficaz y con sentido de una actividad, y de igual forma para Falsetti, Favieri,
Scorzo y Williner (2009) comprende una combinacién de destrezas cognitivas y practicas,

conocimiento para lograr una accion efectiva en un contexto particular.

Para efectos del estudio que aqui se reporta, asumiremos la habilidad asociada con las
competencias de las que se habla en el MEN (2006) y éstas a su vez enfocadas en los
procedimientos (como ya se mencioné alusivos al proceso de elaborar, comparar y ejercitar
procedimientos (MEN, 1998). Entonces, podemos decir que la formacion por competencias en
matematicas sugiere lograr por medio de un conjunto de conocimientos, destrezas y actitudes la
efectividad o accion efectiva en las diferentes experiencias matematicas vividas, lo que implica

tener habilidades (dominar y efectuar eficientemente los procedimientos).

Ahora bien, para cada tipo de procedimiento Barajas (2015) propone unas habilidades a
priori asociadas al Pensamiento Variacional; las cuales usaremos literalmente para nuestra
investigacion (ver Tabla 3). Alli las habilidades se definen por medio de descriptores:
“expresiones verbales escritas, relacionadas con la habilidad y que tiene como fin contribuir a

describir las actuaciones de los estudiantes en las diferentes tareas variacionales” (p. 45).
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Ademas, retomando los procedimientos analiticos planteados en el MEN (1998), decidimos

complementar este procedimiento con los procedimientos de rutina como transformar, y asi

proponer dos descriptores de las habilidades asociadas a este procedimiento:

v

v

Tabla 3.

Transforma expresiones algebraicas desde una forma hasta otra. (F11)

Transforma un objeto matematico para obtener un nuevo objeto (F14).

Descriptores de las habilidades a priori para el Pensamiento Variacional.

Procedimiento Descriptores

Aritmético

Métrico

Geométrico

Analitico

» Realiza con los nimeros reales, operaciones basicas y superiores. (F»2)

»  Usa diferentes notaciones de los numeros reales y establece relaciones
para decidir sobre su uso en una situacion dada. (F3)

» Establece relaciones que involucran ndmeros naturales y utiliza
propiedades de los nimeros para justificarlas. (F1)
. Emplea correctamente los aparatos de medida mas comunes de las
magnitudes longitud, tiempo, amplitud, capacidad, peso y superficie. (F1o)
. Domina el sistema métrico decimal para seleccionar unidades
apropiadas. (Fo)
. Realiza representaciones en el plano. (Fs)

. Emplea un procedimiento de tipo grafico que supone expresar una
imagen visual de un concepto o relacion variacional. (Fs)

. Modela fendmenos periddicos del mundo real usando relaciones y
funciones trigonométricas.
. Determina las variables de una situacion. (Fi2)

. Establece correctamente la interdependencia de las magnitudes
variables. (F13)

. Representa situaciones de cambio a través de las expresiones
algebraicas, las graficas y las tablas. (Fs)

. Traduce de una a otra de las distintas representaciones de una funcion.

. Relaciona las expresiones algebraicas y grafica empleando sus
propiedades. (Fe)

. Determina procesos infinitos que subyacen en las notaciones decimales.

(F7)
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Ademas, dada la relevancia que tiene la interpretacion simbdlica en la ejecucion de los
diferentes procedimientos no solo en Célculo Diferencial, y que es denotada por la OCDE (2006)
a través de la capacidad de Utilizacion de operaciones y lenguaje técnico, formal y simbélico,
nos parece pertinente considerar dos descriptores asociados a la habilidad para usar y manejar

notaciones y simbolos matematicos:

v Entiende y maneja la notacion establecida para los objetos matematicos de
estudio. (F1s)
v Da significado y usa correctamente los simbolos matematicos usados en la

resolucion de problemas. (Fis)

La abreviatura alfa-numérica al final de cada descriptor, en la Tabla 3, hace referencia al
cadigo con el que se identifica dentro de un instrumento de seguimiento que disefiamos y

mencionamos en el capitulo de proceso metodoldgico (ver 3.2.3).

A su vez para el andlisis de los datos consideraremos las habilidades de control expuestas
por Barajas (2015) para este proceso, dado que seguin la autora el desarrollo de ellas implica
“reconocer, entender, juzgar y usar procedimientos en una variedad de contextos y situaciones en

los que la Matematica juega un papel importante” (p. 48):

o Reconocer cuando un procedimiento es apropiado.
. Verificar los pasos de un procedimiento y justificarlos (por ejemplo, usando

modelos o analiticamente).
o Ejecutar procedimientos fiable y eficientemente,

o Generar nuevos procedimientos y ampliar o modificar los ya conocidos.
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o Acceder a los algoritmos de la memoria a largo plazo y llevar a cabo una serie de
acciones mentales mientras se trabaja a traves de soluciones de varios pasos.

o Tener en cuenta que los algoritmos implican que tiene un orden en el que los
pasos deben ser completados.

o Recordar y seguir la secuencia correcta para resolver el problema.

o Seleccionar los procedimientos apropiados para problemas concretos y

modificarlos cuando las condiciones lo justifican.

De igual modo, rescatamos algunos de los descriptores resultantes de las dificultades
reportadas por Barajas en sus conclusiones y que son mas particulares de acuerdo a un objeto
matematico. Pero que tenemos en cuenta para, de alguna forma, identificar si las dificultades que
los estudiantes de nuevo ingreso afrontan son superadas en su paso por el programa de
acompafiamiento y seguimiento en Calculo Diferencial. A continuacion, algunas de ellas

asociadas nuevamente a la taxonomia de los procedimientos.
Descriptores para los procedimientos de tipo aritmético:

o Utilizar las propiedades asociativa, conmutativa de la suma y propiedad
distributiva de la multiplicacion para simplificar los calculos con nimeros racionales
tanto en su expresion fraccionaria y decimal.

o Emplear correctamente las razones y las identidades trigonométricas en contextos

matematicos 0 no matematicos.
Descriptores para los procedimientos de tipo métrico:
o Identificar relaciones entre distintas unidades utilizadas para medir cantidades de

la misma magnitud.
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o Realizar comparaciones y estimaciones por medio de referentes de media.
Descriptores para los procedimientos de tipo analitico:

o Distinguir como se relacionan las magnitudes en el problema particular, por ende,
reflexionar frente a lo que cambia, frente a lo que se conserva.

o Usar tablas para observar el cambio y la interdependencia de las magnitudes
variables del problema.

o Emplear tablas de valores para observar patrones o regularidades que permitan
establecer procesos de generalizacion.

o Establecer conexiones entre las representaciones de las funciones y asociar la
informacion proporcionada por éstas con los esquemas mentales sobre funciones para la
resolucion de problemas.

o Utilizar aproximaciones numéricas o graficas de la funcion para deducir

intuitivamente el limite de una funcion.

Con lo anterior podemos relacionar las habilidades con los estandares basicos de
competencia en matematicas y sus descriptores presentados en la seccion anterior, logrando de
ese modo ampliar o especificar mejor la lista de habilidades a priori para un mejor analisis de los
resultados que nos permitirdn dar cuenta de las habilidades de los estudiantes en relacion al

proceso procedimental.

Realizamos énfasis en lo que los autores plantean sobre el proceso procedimental y sus
habilidades a priori, dado que en una parte inicial fueron usados para el disefio de algunos
instrumentos (Formato de seguimiento individual, prueba simulacro), asi como para la

interpretacion de algunos ya existentes dentro del programan de acompafiamiento y seguimiento
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(Prueba de competencias basicas de matematicas, Formato de evaluacion DIPEVA); los

instrumentos se presentan en el apartado 3.2.

En general, para la identificacion de las habilidades asociadas al proceso procedimental
de estudiantes beneficiarios, algunos elementos conceptuales tendrdn un mayor énfasis en
algunas de las actividades realizadas por los casos de estudio (y coordinadas por el programa de
acompafiamiento y seguimiento). Es decir, los datos emergentes de las pruebas escritas seran
analizadas siguiendo la taxonomia de los procedimientos y sus habilidades a priori para (en su
respectivo caso) establecer lo que consideramos desde la teoria de Vygotsky como el nivel de
desarrollo real del estudiante. Por otra parte, los datos obtenidos de las sesiones tutoriales seran
interpretados a partir de los elementos teoéricos del aprendizaje de Vygotsky, para identificar
cuales habilidades son posibilitadas dentro de la gran Zona de Desarrollo Proximo, que

representa el espacio de las tutorias dirigidas por un par académico mas aventajado.

Finalmente, asumimos que un estudiante estd desarrollando su proceso procedimental dentro
del Pensamiento Variacional, si tiene la capacidad de resolver situaciones de variacion y cambio

propias de un curso de Célculo Diferencial empleando algunas de las habilidades descritas.
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3. Proceso metodologico

Para cumplir el objetivo de la investigacion se usé una metodologia mayormente
cualitativa, que nos permitio indagar sobre las habilidades desarrolladas por los estudiantes en su
paso por el programa de acompafiamiento y seguimiento en Calculo Diferencial, coordinado por
el programa ASAE. A continuacion, explicamos el camino que se siguid en esta investigacion,
ademas, describimos los instrumentos disefiados para recolectar y sistematizar los datos. Dado
que tuvimos en cuenta datos cuantitativos presentaremos esos hallazgos en este capitulo,
mientras que la parte cualitativa la presentamos en el siguiente capitulo cuando especificamos los
casos de estudio. El proceso metodoldgico se organizd en cinco fases, y el esquema de la

llustracion 4 lo resume, a continuacion lo describimos.

llustracidn 4. Proceso metodoldgico de la investigacién

Proceso Metodologico

1
1
1
1
-

Recopilacion de
datos

Interseccién de
datos

Dos Estudiantes
Beneficiarios
(2015-11y 2016-)

eba
gnostico

-Informe general
-Formato de
Evaluacion DIPEVA

Videos sesiones

Formato de
2 seguimiento por
sesion
Examen
simulacro
Examen Final de

Calculo
Diferencial

Antecedentes
proyecto curricular
Resultados

cuantitativos de

Cursode
precalculo

Programa de
acompafiamientoen
Mateméticas

Categorizacion seglin
Taxonomia

Procedimientos:
Aritmético
Métrico Geométrico
Analitico

-——

Programa de
tutorias

Andlisis a
priori
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3.1. Fase 1. Un acercamiento al programa y sus resultados

Como habiamos mencionado en el apartado del contexto y problematica, la estructura
curricular (

Iustracion 1) se convirtid en un rico espacio para la reflexion y la investigacion, por lo tanto, se
exploraron los trabajos enmarcados por este proyecto, encontrando diferentes reportes de
investigacion ubicados en cada uno de los ejes fundamentales de la estructura:

i. Respecto al eje de Acompafiamiento y desarrollo profesional de profesores esta el trabajo
de Moreno (2015) quien caracterizd los significados negociados en una comunidad de
practica (CoP) de educadores matematicos que participaron en el curso de pre-calculo,
donde se evidencié que la interaccion de los integrantes de la CoP promueve la
confrontacién entre diferentes concepciones propias de los objetos matematicos del Célculo
Diferencial; asi como, que los profesores de la CoP han negociado su rol protagénico en la
clase para darle participacion a los estudiantes durante los espacios de socializacion de las
actividades.

También se cuenta con el trabajo en curso de Sully Moreno (una compafiera del programa de
Maestria), donde a partir de las reflexiones realizadas en el programa ASAE, se determinan
y explican los significados negociados (para concretar posibles aprendizajes) desarrollados
por profesores de matematicas en formacion. En este trabajo, se observan algunos sujetos
quienes ademas de haber realizado practicas tempranas mediante tutorias académicas han
transitado por las diferentes modalidades en las cuales se puede participar en esta CoP. La
autora resalta que estos espacios son un apoyo para poder desarrollar las précticas

profesionales y mejorar la ensefianza de las matematicas en los diferentes niveles
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educativos. Ademas, de posibilitar el desarrollo del pensamiento reflexivo en el profesor, lo
que permite que evalUe sus practicas para mejorarlas.

ii. En relacién al eje de Acompafiamiento y seguimiento a estudiantes, se tiene el reporte de
Botello (2013) quien logra dos objetivos: i) caracterizar los aprendizajes que emergen en los
profesores en formacion dentro de un programa de seguimiento y acompafiamiento
académico en el que ellos fungen como tutores; ii) consolidar la identidad y las politicas de
las tutorias académicas como espacio de formacion docente y de acompafiamiento
académico a estudiantes de Calculo Diferencial. Creando el programa de tutorias ASAE.
iii.En torno al eje de Disefio de alternativas curriculares se encuentra el trabajo de Barajas
(2015) donde se reporta, a partir de la prueba de competencias basicas de matematicas, las
dificultades de los estudiantes de nuevo ingreso a la universidad centrdndose precisamente
en el proceso de elaboracion, comparacion y ejercitacion de procedimientos. Ademas,
plantea una taxonomia de los procedimientos y habilidades a priori relacionadas al proceso
procedimental. Dentro de este eje a su vez esta el trabajo de investigacion de Rueda (2016)
quien definid y caracteriz6 habilidades cognitivas asociadas a los procesos de representacion
de fendmenos de variacién, posibilitadas por el uso de GeoGebra y las actividades que se
realizan en el curso laboratorio de pre-calculo, dirigido a los estudiantes de primer ingreso a

las carreras de Ingenierias y Ciencias de la universidad.

Una vez explorados los distintos trabajos, encontramos que no hay una investigacion que
reporte los aprendizajes de los estudiantes beneficiarios de primer nivel. Y para examinar la
riqueza del programa de acompafiamiento a estudiantes, pasamos a revisar los resultados

cuantitativos; inicialmente tenemos el seguimiento a los estudiantes beneficiarios de 2013-1 en su
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ciclo completo de célculo, la llustracion 5 muestra el resumen del estado académico de los

estudiantes beneficiarios reportado hasta 2014-11.

lustracidn 5. Aprobacion de las asignaturas del ciclo de Calculo, beneficiarios 2013-1.

Estado Académico de los estudiantes de 2013-1 hasta el periodo
de 2014-11

m Terminaron Ecuaciones

39% m Terminaron Caculo II1

m Terminaron Calculo II

Terminaron Calculo I
11%

No pasaron de Célculo I (pfu o retiro)

A partir de la lustracion 5 podemos ver que del total de beneficiarios de ese afio (104
estudiantes) solo el 9% ha terminado su ciclo de célculos, aspecto que plantea la existencia de
dificultades en las siguientes asignaturas a Célculo Diferencial. Por otro lado, el 39% de los
estudiantes no aprobaron la asignatura de célculo | después de cuatro semestres, algunos por
retitos voluntarios y otros por retiro forzado debido al bajo rendimiento en diferentes periodos.
Este ultimo porcentaje se asemeja a los porcentajes de desercion en la universidad y a nivel
nacional, recordemos que en nuestro pais es del 44.9%, luego somos un reflejo del panorama

nacional.

Los siguientes datos son reportados por el SEA al Consejo Superior (llustracion 6), en
donde se compararon las cifras de aprobacion de los estudiantes beneficiarios de las tutorias con
las cifras de aprobacion de los demas estudiantes que cursaron Calculo I en los periodos de 2014-
| @ 2015-11, y como se puede observar en la llustracion 6 las cifras son similares o superiores a

favor del programa de acompariamiento.
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lHustracion 6. Aprobacion calculo I: Beneficiarios de ASAE vs. no beneficiarios.

46% 46%
50%

43% 42%  a1s
6%

45%

35% -
S30%
25%
20%
15% -
109 4

5%

W ASAE

muis

2014 -2014 2015

Fuente: Informe del SEA ante el Consejo Superior de diciembre de 2015.

Dichos resultados, nos llevaron a reafirmar la idea que ademas de las politicas
institucionales, las metodologias planteadas y el apoyo de la comunidad académica estan
contrarrestando la problematica inicial; no obstante, hace falta valorar el espacio con mayor

profundidad y analizar cualitativamente lo que se ha logrado en los estudiantes.

Por todo lo anterior, identificamos al programa de acompafiamiento y seguimiento como un
espacio rico en informacidn, y pertinente para identificar las habilidades que desarrollan los

estudiantes identificados con riesgo de reprobacion.
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3.2. Fase 2. Instrumentos para la identificacion de habilidades

procedimentales

Teniendo en cuenta el esquema del desarrollo del programa ASAE, que se muestra en la
llustracion 7, se pudo hacer un reconocimiento de los instrumentos que brindan informacién
sobre los estudiantes con relacion a su desempefio en Calculo Diferencial. EI primero de ellos es
la prueba de competencias basicas de matematicas, seguido por el reporte del curso de pre-
calculo; ya dentro de las tutorias esta el formato de seguimiento por sesién y la evaluacion que
los tutores realizan para preparar y evaluar a los estudiantes antes del examen final, este ultimo
aplicado por la Escuela de Matematicas-UIS a todos los estudiantes que cursan la asignatura de

Calculo Diferencial.

lustracién 7. Esquema del desarrollo del programa de tutorias.

Seguimientoy .
acompafamiento
Evaluacion de
habilidades en

cada proceso
matematico

Anilisis de los

procesos particulares

de aprendizaje del

estudiante y de sus Disefio de
meétodos de estudio Actividades para

atender
Necesidades
Educativas

IDENTIFICACION DE ESTUDIANTES CON
DIFICULTADES EN EL PENSAMIENTO VARIACIONAL
(prueba de matematicas del SEA y valoracion curso

de precalculo)

A continuacion, se examina cada instrumento y se menciona especificamente que partes

se tuvieron en cuenta para alcanzar el objetivo del trabajo.
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3.2.1. Prueba de competencias basicas de matematicas

En el segundo semestre de 2015, la coordinaciéon del programa disefio la prueba de
competencias basicas de matematicas con 13 problemas, cada uno asociado a un indicador que
pretendian dar cuenta de los cuatro estandares del Pensamiento Variacional, propuestos por el
MEN (2006) para el grado once. Los problemas eran de seleccion multiple con Unica respuesta,
sin embargo, once de ellos se respondian en la plataforma virtual de la universidad y los dos
restantes se contestaban en una hoja de procesos (ver llustracion 8). Lo anterior implicaba que
los estudiantes no solo debian escoger la opcion que consideraban correcta, sino también debian
explicitar cada uno de los procedimientos que justifican la eleccion de una de las cuatro

opciones.
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lustracion 8. Hoja de procesos, Prueba diagnostica.

- - 2
DATOS PERSONALES '
3T S N L ORROR, )= L e R
Afio de graduacién: Ciudad:____ R - i . o Bk
4 A G 8
Programa al que ingresa: D [ -t e D i
Estimado estudiante UIS, esta es la prueba escrita de la valoracién diagndstica de competencias Matemdticas de ingreso a la
universidad
Indicacion
espacios en los que se solicitan tus datos
prueba requerimos que escribas todos los procesos que realizas para resolver los problemas. Las
respuestas que carezcan de proceso no seran tenidas en cuenta para la 6n total de la prueba
! licitamos escribir ordenada y claramente cada proceso; evita h y tachones.
Al terminar la prueba debes entregar la hoja de procesos a quien te esté supervisando.

Situacion 1:

Una pelota de tenis se lanza hacia arriba de modo que alcanza una altura de 5 m desde el piso, y se
deja rebotar hasta que quede en reposo. Supdngase que en cada rebote sube hasta la mitad de la
altura maxima anterior. La distancia total (aproximada) que recorre la pelota antes de quedar en
reposo es:

a) 10 metros

b) 9.99 metros

¢) 20 metros

d) 19,99 metros

Proceso
e e
2
: .}' »] |
. ¢ J |
N\

Situacion 2:

Tenemos una propiedad que en el ano 2005 valia 1000 délares, pero cuyo valor disminuyé
un 50% en 2010 y durante el afio 2011 su valor aumenta un 60%... ;hemos ganado o perdido
dinero?, ;cuanto?

1) Hemos perdido dinero, 200 dolares.
b) Hemos ganado dinero, 1100 délares.
¢) Hemos ganado dinero, 100 délares.

d) Hemos perdido dinero, 800 délares

Proceso

Nota: tomado de la documentacion de la coordinacion del Programa ASAE.

Dado que estamos interesados en los procedimientos de los estudiantes en la resolucion
de problemas, decidimos analizar Unicamente las hojas de procesos, ya que las opciones
escogidas en la plataforma no dan evidencia de qué tipo de procedimientos desarrollaron los
estudiantes. Esta misma idea la aplicamos a la prueba de egreso del curso de pre-calculo que

tuvo 12 problemas y uno de ellos se desarrollé en la hoja de procesos.
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Ademas, como lo plantea Valery (2000), en el lenguaje escrito por el hecho de tener que
remplazar las palabras por signos gréficos y dirigirse a una persona ausente, exige un trabajo
consciente y analitico, es decir, un alto nivel de abstraccién. Por esto consideramos que las hojas
de procesos pueden darnos informacion tanto de los conocimientos en matematicas de los

estudiantes, como de sus procedimientos en la solucion de una situacion.

Aclaramos que esas hojas de procesos fueron calificadas por los profesores del curso de
pre-célculo, siguiendo unas indicaciones disefiadas por la coordinacion del programa dado que,
para esa version de la prueba, cada opcién de respuesta tenia una puntuacion diferente y una
valoracion para los procesos ejecutados. En resumen, contamos con tres situaciones para analizar
e identificar habilidades y dificultades de los estudiantes antes de comenzar su proceso de

acompafiamiento.

3.2.2. Reporte del curso de pre-calculo

Dado que el curso de pre-célculo pretende valorar y posibilitar el desarrollo del
Pensamiento Variacional y de los procesos matematicos asociados a la variacion en estudiantes
que acaban de terminar el grado once. Entonces, al igual que las pruebas diagndsticas, El curso
es valorado por medio de los indicadores asociados a los cuatro estandares en matematicas para

el Pensamiento Variacional propuestos por el MEN (2006).

Ademas, desde el trabajo de Barajas (2015), el curso cuenta con un Formato de
Evaluacion DIPEVA (Dificultades en el Pensamiento Variacional), que se disefi6 como un
instrumento para obtener una vision general de la superacion de las dificultades de los
estudiantes. Para tener esa vision general del avance se hacen tres registros: i) las calificaciones

obtenidas en cada punto de la prueba de competencias basicas de matematicas. ii) la valoracion
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de cada indicador de acuerdo al criterio del profesor del curso, iii) las calificaciones de la prueba
de egreso del curso de pre-calculo. En esta ocasion la calificacion se hizo usando una escala
numeérica de cero a uno (0-1), usando decimales, donde cero correspondia a la menor puntuacién

de un indicador, mientras que uno era la mayor y mejor puntuacion. A continuacion, la
[lustracion 9 muestra el Formato de Evaluacion DIPEVA.

Por otro lado, los profesores de cada grupo complementan este Formato de Evaluacion
con un informe cualitativo del desempefio de cada estudiante durante el curso de precélculo, este
informe es libre, es decir, que los profesores pueden incluir aspectos actitudinales de los

estudiantes ademas de los aprendizajes evidenciados en cada uno de ellos.

Por su estructura organizada para la evaluacion y la consideracion de los Estandares para
el Pensamiento Variacional, que se relacionan estrechamente con las habilidades a priori para el
proceso procedimental, decidimos considerar el formato de evaluacion y el informe como
instrumentos complementarios en la creacion del perfil del caso de estudio en este proceso
matematico, antes de iniciar el curso de Calculo Diferencial y su paso por el programa de

tutorias.

llustracion 9. Formato de Evaluacién DIVEVA
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DATOS GENERALES
Nombre del Estudiante: 0
Carrera: 0
Cadigo: 0
VALORACION DEL ESTUDIANTE
EN LA PRUEBA DURANTE EL DESARROLLO EN LA PRUEBA
ID INDICADORES DIAGNOSTICA INICIAL DEL CURSO DIAGNOSTICA FINAL
Calificacion de 0-1 Calificacion de 0-1 Calificacion de 0-1
Relaciona correctamente los diferentes registros de
B representacion de una funcion en una situacion problema.
Al Modela con propiedad una situacion de cambio a través de
una funcion.
Reconoce las pendientes de las rectas tangentes de
P5 funciones polinémicas o racionales, y las relaciona con el
crecimiento o decrecimiento de las mismas.
Hoja de
procesos.  |Reconoce e interpreta situaciones que implican variacion.
Situacion 2
Interpreta la derivada como razén de cambio de cantidades
P11 variables y funciones en contextos matematicos o no
matematicos.
Desarrolla o aplica métodos para hallar las derivadas de
P2 algunas funciones bésicas en contextos matematicos y no
matematicos.
5 Interpreta la derivada en un punto como la pendiente de la
recta tangente a la curva.
5 Modela situaciones de variacion periédica con funciones
trigonométricas.
Tnterpreta la_derivada como razon de cambio de cantidades
P3 variables y funciones trigonométricas en contextos
matematicos 0 no matematicos
Domina correctamente las razones y las identidades
P9 trigonométricas en contextos matematicos o no
matematicos.
Reconoce caracteristicas de los procesos infinitos utilizando
P1 diversas representaciones: gréficas, tablas o explicaciones
verbales.
- Utiliza aproximaciones numéricas o graficas para deducir
intuitivamente el limite de una funcion.
i Aplica procedimientos aritméticos para resolver problemas
procesos. . s
L que involucran procesos infinitos.
Situacion 1

Nota: Fuente Coordinacion del Programa ASAE.
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3.2.3.Formato de seguimiento por sesion

Inicialmente, los tutores cuentan con la informacion basica de los estudiantes asignados
recurriendo al informe de las pruebas diagndsticas o con la aplicacién de una prueba inicial
disefiada a su criterio, una vez obtenida la informacion el tutor pasa al disefio del taller para
trabajarlo en la sesion de tutoria. Sumado a esto, los tutores deben llevar un seguimiento de cada
uno de sus estudiantes, para esto desde 2012 y tras la investigacion de Botello (2013) se disefid
un Formato de seguimiento con el claro objetivo de brindar informacion sobre el desempefio en
la tutoria de cada uno de sus estudiantes, identificando fortalezas o dificultades, describiendo
cémo se manejaron las dificultades, al igual que conocer los objetivos de las actividades que
elaboraban para sus sesiones de tutorias. Desde ese momento los formatos de seguimiento y las
actividades disefiadas se recopilan en una carpeta del Dropbox. Aclaramos que las guias o

talleres son valoradas previamente por la coordinacion antes de que se apliquen en las tutorias.

Posteriormente, Barajas (2015) tiene en cuenta este formato como una primera fuente de
exploracién para su trabajo, y ademas reporté el Formato DIPEVA como un instrumento de
recoleccion de datos, del formato de evaluacion del curso de pre-célculo anteriormente descrito
se desprendio otro formato, que se aplicd a 37 estudiantes-tutorados atendidos por 17 alumnos-
tutores en el segundo semestre de 2012. Con este Ultimo instrumento se distinguieron las
dificultades reportadas en los formatos de seguimiento a partir de los seis procesos matematicos

definidos por el MEN (2006).

Nosotras consideramos todo lo anterior para fusionarlo en un solo formato de
seguimiento individual que nos permitid tener informacion cualitativa y cuantitativa del
desempefio de los estudiantes, este instrumento se comenzo a implementar desde el primer

semestre de 2015.
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a) Adaptacion del Formato de seguimiento individual por sesion

El redisefio del instrumento cuenta con una parte cualitativa donde los tutores describen
la actividad realizada, las fortalezas y debilidades, asi como el trabajo complementario a la
sesion, ver llustracion 10. Esta parte es muy similar a la ya existente, el cambio fue ubicarla en
un documento de Excel para tener un solo archivo con la segunda parte.

llustracion 10. Formato de seguimiento, parte cualitativa.

PROGRAMA DE ATENCION, SEGUIMIENTO Y
ACOMPANAMIENTO

AS A} EN CALCULO |

Sesion N° ] Fecha

Tema

Actividades
realizadas

Fortalezas
Observadas

Debilidades
Observadas

Trabajo
Complementari

o
Definido (Tarea)

Con la intencion de tener informacién mas objetiva se disefid la segunda parte con un
caracter cuantitativo, donde el tutor valora especificamente los descriptores de las habilidades
asociados a cuatro de los procesos matematicos: representacion, razonamiento y argumentacion,

elaboracidn, comparacion y ejercitacion de procedimientos, y comunicacion.

Los descriptores fueron adaptados a partir de los trabajos de Suarez y Rojas (2014) para
el proceso de comunicacion, el de Barajas (2015) para el proceso de elaboracién, comparacién y
ejercitacion de procedimientos, el de Rueda (2016) para el de representacion, y lo descrito en el
MEN (1998) para el proceso de razonamiento y argumentacion. La llustracion 11 representa la

segunda parte de este instrumento.
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lustracion 11. Formato de seguimiento: parte cuantitativa.

Descriptores
cod.
Indicador

PROCESO Calificacion Observaciones
En la sesién puede quizas no trabajar todos los indicadores, luego no es

necesario calificarlos todos

Construye representaciones de los objetos matematicos

R_2 Da significado a las diferentes representaciones del objeto matematico

R 3 Reconoce los variantes e invariantes del objeto matematico

Relaciona y conecta las diferentes representaciones de un mismo objeto
matematico

Describe o modela fenomenos de variacién del mundo real usando funciones y
relaciones

Plantea hipotesis producto de la exploracidn, analisis y generalizacién de

RyA_1
s relaciones, propiedades y regularidades del objeto matematico

Plantea argumentos para explicar, verificar, justificar o validar la veracidad

RyA_2 X >
de una afirmacion planteada

RyA_3 Verifica las soluciones para determinar si es correcta

RyA_4 Evalua argumentos y demostraciones matematicas

RyA_5 Entiende y usa la definicién del objeto matematico trabajado

RyA_6 Comprende y elabora demostraciones matematicas

Justifica las estrategias y los procedimientos puestos en accién en el
tratamiento del problema

Encuentra contraejemplos, usar hechos conocidos propiedades y relaciones
para explicar otros hechos.

RyA_7

RyA_8

Domina el campo de los nimeros reales y sus operaciones

F2 Realiza correctamente calculos utilizando diferentes procesos e instrumentos
E3 Usa diferentes notaciones de los numeros reales y establece relaciones para
- decidir sobre su uso en una situacién dada.
=4 Usa atributos y propiedades de figuras y objetos 2D o 3D para solucionar
- problemas
Es Emplea procedimientos de tipo grafico para expresar una imagen visual de un
- concepto o relacién varacional
F_6 Relaciona las expresiones algebraicas y grafica empleando sus propiedades.
F_7 Determina procesos infinitos que subyacen en las notaciones decimales
s Modela situaciones de cambio a través delas funciones, graficas y tablas
F_9 Domina el sistema métrico decimal para seleccionar unidades apropiadas
500 Calcula magnitudes utilizando diferentes procesos e instrumentos apropiados

para la resolucion del problema

F_11 Transforma expresiones algebraicas desde una forma hasta otra

F_12 Determina las variables de una situacién
F_13 Establece correctamente la interdependencia de las magnitudes variables.
F_14 Transforma un objeto matematico para obtener un nuevo objeto

Entiende y maneja la notaciones establecidas para los objetos matematicos de
estudio

Da significado y usa correctamente los simbolos matematicos usados en la
resolucion de problemas

c1 Lee y entiende el enunciado de un problema o ejercicio
c2 Da sentido a la estructura de un problema
% c3 Plantea el problema en su propio lenguaje
Q ca Lee y entiende demostraciones o definiciones
§ cs5 Lee y entiende graficos, mapas o esquemas matematicos
% ce Explica la descripcién del procedimiento u objeto de conocimiento con
E - palabras claras o ejemplos
8 c7 Usa adecuadamente el lenguaje para defender una idea, proceso o resultados
cs Analiza y evalua las estrategias y el pensamiento matematico propio y de los
— demds
c9 Manifiesta dudas y expresarlas abiertamente
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Ademas, esta segunda parte cuenta con una columna de observaciones dado que, al ser
descriptores generales para los diferentes procesos ubicados dentro del Calculo diferencial, se
hizo necesaria una casilla para que los tutores tuvieran la oportunidad de hacer aclaraciones
sobre el tema o algo més especifico sobre ese descriptor. Inicialmente, estdbamos considerando
mirar las habilidades de los estudiantes en todos los procesos matematicos por eso la revision de
diferentes referentes y descriptores para cada uno de los procesos, pero luego de su primera
aplicacion, analisis y triangulacion con los demas instrumentos, ya descritos, descartamos tres de

los procesos para concentrarnos en el proceso procedimental.

Por ultimo, el formato cuenta con una hoja de Céalculo denominada reporte final de notas
del instrumento que promedia las calificaciones de cada uno de los descriptores después de haber
sido valorado en las diferentes sesiones. Desde el comienzo tuvimos presente que no todos los
descriptores serian calificados en cada una de las sesiones, dado que los talleres disefiados por

los tutores no estaban en funcién del formato, sino de las necesidades de los estudiantes.

Tras la elaboracion del primer instrumento y la socializacion del mismo con otros
investigadores que se encuentran o encontraban estudiando alrededor de otras alternativas de la
estructura curricular, y formaban parte del Seminario Ensefianza del Célculo, se pasé a su
socializacion con los tutores del periodo 2015-1 para orientarlos en la implementacién del

Formato de seguimiento individual como instrumento piloto.

b) Acercamiento a los procedimientos matematicos dentro de un programa de tutorias de

calculo |

Después de aplicar el formato de seguimiento en el periodo 2015-1 donde 226 estudiantes

fueron beneficiarios, se paso a consolidar el reporte de notas sobre los descriptores evaluados.

86



HABILIDADES PROCEDIMENTALES

Para ello se recopild la informacion de 27 estudiantes consignada en la pestafia reporte final de
notas del instrumento. El criterio de seleccion de la muestra era que los estudiantes debian asistir
como minimo al 80% de las sesiones realizadas. Con esta informacion pudimos observar que los
descriptores asociados al proceso de razonamiento y argumentacioén son poco trabajados en las
sesiones. Por ejemplo, en la llustracion 12, descriptores como identifica y usa diversas formas de
razonamiento y métodos de demostracion (numero 8) fue poco valorado por los tutores dentro de
sus sesiones, y al revisar algunos de los talleres se identifico la baja presencia de ejercicios

relacionados con demostraciones formales.

lustracion 12. Frecuencia relativa de los descriptores del proceso de Razonamiento

Descriptores: Razonamiento y
Argumentacion (RyA)

0,8 —

06 1 1 - =

o4 ———88 B B & = &

Frecuencia Relativa

MRS B e B B B s e

Sin embargo, el proceso de elaboracion, comparacion y ejercitacién de procedimientos
(proceso procedimental) es uno de los mas abordados, (llustracion 13). Como caso particular, los
descriptores para procedimientos métricos son muy poco valorados por los tutores en todos los
estudiantes, dado que por ejemplo, los talleres no abordan situaciones donde sea necesario
realizar procedimientos de tipo métrico; no obstante, los descriptores asociados a los
procedimientos aritméticos son de los mas trabajados a lo largo de las sesiones sin importar el
tutor, debido nuevamente al disefio de los talleres que dan prioridad a los ejercicios (segun

algunos tutores).
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lustracion 13. Frecuencia relativa de los indicadores asociados al proceso procedimental.

Descriptores: ECEP (F)
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0,4 -

Frecuencia relativa
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Finalmente, el proceso de comunicacion es también uno de los méas valorados en cada
uno de los estudiantes y en las sesiones como se observa en la llustracion 14. Aunque los tutores
no acostumbran a valorar si el estudiante usa adecuadamente el lenguaje para defender una idea,
proceso o resultado, ya que segun algunos tutores no se da un dialogo extenso para decidir si el
estudiante esta defendiendo apropiadamente la idea, y ademas el taller se crea en funcién de las
necesidades de los estudiantes y no pensado en los descriptores, de ahi principalmente que no

todos ellos sean evaluados en una misma sesion.

llustracion 14. Frecuencia relativa de los lustracion 15. Frecuencia relativa de los
indicadores para el proceso de Comunicacion indicadores para el proceso de Representacion
Descriptores: Comunicacién (C) Descriptores: Representacion (R)
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Después de su implementacion y analisis de la informacion y algunas entrevistas con los
tutores reafirmamos nuestra posicion de estudiar el proceso procedimental y continuamos con la

implementacion del formato en el semestre 2015-11.

c) Acercamiento al Proceso Procedimental dentro del programa de tutorias

A partir del andlisis cuantitativo realizado a una muestra de 26 estudiantes en el segundo
semestre de 2015 y reportado en Santamaria y Parada (2016), se identificd de manera general,
como se observa en la llustracién 16, que los procedimientos de tipo numérico son los mas
trabajados con un promedio del 88,5%, y al observar particularmente las sesiones se encontrd
que son valorados al trabajar contenidos como funciones y limites; mientras que los
procedimientos métricos son los menos valorados por los tutores con un porcentaje promedio del
40,4%. Los talleres quizas no incluyen situaciones en las que se deban usar instrumentos
especificos para medir, no hay espacio para la exploracion fisica, aunque algunos de los tutores

usan software de geometria dindmica para simular situaciones.

llustracion 16. Porcentaje de valoracion de los tipos de procedimientos

100% 85.5%

0
$0% 75.0% .
60%
40.4%
40%
20% I
%

Aritmeéticos  Geométricos Meétricos Analiticos
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En relacién a su desempefio durante las sesiones se agruparon las calificaciones en tres
subgrupos (2 a 2,9; 3a3,9; 4 a5) como se muestra en la Tabla 4, y méas o menos la mitad de los
indicadores (2, 4, 5, 11, 12, 13 y 16) son valorados con una calificacion inferior a 3 luego
suponemos que algunos de los estudiantes contintan teniendo dificultades, es decir, que en
términos de habilidad las acciones aun no son dominadas y coordinadas. Por otra parte, se
observo en general una valoracion sobresaliente de los estudiantes ya que para el 87.5% de los

indicadores el porcentaje en el subgrupo 3 a 3,9 es superior a los otros dos subgrupos.

Observando los tipos de procedimientos encontramos que: los procedimientos aritméticos
(indicadores 1, 2, 3, Tabla 4) tienen una valoracion buena, dado que el subgrupo de 2 a 2,9
cuentas con porcentajes de 0%, 8% y 0% para cada uno de sus indicadores, luego en la parte
aritmética los estudiantes son valorados sin dificultad. Lo mismo ocurre con los indicadores (9,
10) asociados a los procedimientos métricos donde los estudiantes son valorados con nota

superior a 3.0, aunque como ya hemos mencionado son los menos valorados por los tutores.

En relacién a los procedimientos geométricos observamos que en los dos indicadores
asociados a este tipo de procedimientos (4, 5 de la Tabla 4) se registran estudiantes por debajo de
la calificacion 3.0 y en ambos un alto porcentaje en el subgrupo 3.0 a 3.9 (71.4% y 77.8%
respectivamente), luego es de esperar que algunos estudiantes al terminar su proceso por el

programa contintan con dificultades en la representacion y dominio de propiedades geométricas.
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Tabla 4. Resultados porcentuales de los indicadores del formato de seguimiento.

Indicador Porcentaje de Subgrupos de Porcentaje de
valoracion % valoracion estudiantes %
1. Domina el campo de los nimeros reales y sus 100 2a29 0
operaciones. 3a3,9 50
4ab 50
2. Realiza correctamente calculos utilizando diferentes 96,2 2a29 8
procesos e instrumentos. 3a39 52
4ab 40
3. Usa diferentes notaciones de los nimeros reales y 69,2 2a29 0
establece relaciones para decidir sobre su uso en una 3a39 61,1
situacion dada. 4a5 389
4. Usa atributos y propiedades de figuras y objetos 2D o 80,8 2a29 9,5
3D para solucionar problemas. 3a39 714
4a5 19,1
5. Emplea procedimientos de tipo gréafico para expresar 69,2 2a29 56
una imagen visual de un concepto o relacion variacional. 3a39 778
4a5 16,6
6. Relaciona las expresiones algebraicas y gréafica 76,9 2a29 0
empleando sus propiedades. 3a39 80
4a5 20
7. Determina procesos infinitos que subyacen en las 538 2a29 0
notaciones decimales. 3a39 78,6
4a5 21,4
8. Modela situaciones de cambio a través de las 654 2a29 0
funciones, graficas y tablas. 3a39 70,6
4a5 29,4
9. Maneja el sistema métrico decimal para seleccionar 423 2a29 0
unidades apropiadas. 3a39 63,6
4a5 36,4
10. Calcula magnitudes utilizando diferentes procesos e 38,5 2a29 0
instrumentos apropiados para la resolucién del problema. 34"‘&359 28
11. Transforma expresiones algebraicas desde una forma 731 2a29 10,5
hasta otra. 3a39 68,4
4a5 21,1
12. Determina las variables de una situacion. 76,9 2a29 5
3a39 65
4a5 30
13. Establece correctamente la interdependencia de las 65,4 2a29 59
magnitudes variables. 3a39 76,5
4a5 17,6
14. Transforma un objeto matematico para obtener un 69,2 2a29 0
nuevo objeto. 3a39 66,7
4a5 333
15. Entiende y maneja las notaciones establecidas para 731 2a29 0
los objetos matematicos de estudio. 3a39 63,2
4a5 36,8
16. Da significado y usa correctamente los simbolos 80,8 2a29 438
mateméticos usados en la resolucién de problemas. 34aa3ég g;i
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Para finalizar, en general los procedimientos analiticos de los estudiantes son
sobresalientes; al finalizar el programa de acompafiamiento en promedio mas del 90% de los
estudiantes tiene una valoracion superior a 3.0, sin perder de vista que algunos estudiantes
contindan teniendo dificultades en este tipo de procedimientos esenciales en el Célculo y su
ciclo. En conclusidn, los resultados cuantitativos sefialan que el programa considera que un alto
porcentaje de los estudiantes, inicialmente en riesgo académico, tienen habilidades para abordar

y aprobar un curso de Calculo Diferencial.

d) Entrevista a Tutores y video-grabaciones de las sesiones

Para el segundo periodo académico de 2015 realizamos entrevistas a un grupo de tutores
sobre el desempefio académico de algunos de sus estudiantes durante las tutorias, con el fin de
complementar la informacion registrada en los formatos de seguimiento. Entrevistamos a los
tutores quienes tenian estudiantes con asistencia continua, es decir, estudiantes que no faltaron a
las sesiones del primer mes de tutorias y que ademas habian participado en el curso de pre-
calculo, con la intencién de ir identificando los posibles casos de estudio al finalizar el semestre.
En total se realizaron tres entrevistas a cada tutor, una cada cinco sesiones las cuales fueron
grabadas. Posteriormente, y con la seleccion del primer caso de estudio que mencionamos en la
seccion 3.3, procedimos a realizar la respectiva trascripcion de las entrevistas realizadas a una
tutora auxiliar para tomar episodios que fueron usados como instrumento complementario en la
identificacion de las habilidades procedimentales y de las experiencias posibilitadas en el primer

caso de estudio durante el proceso tutorial (seccion 4.2).

Para el primer semestre de 2016 se hicieron video-grabaciones de las sesiones de tutorias
de tres grupos dirigidos por tutores auxiliares. Las sesiones sobre funciones y limites fueron

filmadas mediante una camara instalada en el espacio donde se desarrollan las tutorias. Las

92



HABILIDADES PROCEDIMENTALES

video-grabaciones se fueron enfocando en los estudiantes con asistencia constante y
participacion activa, aunque las interacciones de los compafieros también hacen parte del
material recogido. Al finalizar el semestre se selecciond el segundo caso de estudio y sus
respectivas video-grabaciones se transcribieron para tomar episodios de algunas sesiones. Los

episodios son presentados mediante trascripciones en el apartado 5.2.

3.2.4. Prueba simulacro y examen final de Calculo Diferencial

Una vez obtenido el instrumento para recolectar informacién a lo largo del semestre y tras
su aplicacion en el primer y segundo semestre de 2015, decidimos elaborar un segundo
instrumento el cual consistié en una prueba simulacro del examen final de Calculo Diferencial,
que fue elaborada teniendo en cuenta los contenidos evaluados por la Escuela de Matematicas y
algunos indicadores del formato de seguimiento. Al disefiar este instrumento ya teniamos

definido que el proceso a investigar seria el proceso procedimental.

En el segundo semestre de 2015 se invitd a los 107 estudiantes que finalizaron el proceso para la
aplicacion de la prueba simulacro, al finalizar el calendario de clases del 2015-11, de este total 55

presentaron la prueba.

Para el andlisis de la informacion recolectada se decidié tomar una muestra de estudiantes
que cumpliera con dos criterios: el primero haber presentado la prueba simulacro y el segundo
contar con el formato de seguimiento individual debidamente diligenciado con al menos el 80%
de las sesiones (en total se realizan 15 sesiones). El tamafio de la muestra fue de 26 estudiantes; a
partir de esta muestra se realizé un analisis cuantitativo de los indicadores asociados a las

habilidades del proceso procedimental que fue presentado anteriormente en esta fase 2.
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Aclaramos que todos los estudiantes que cursan la asignatura de Caélculo Diferencial
deben presentar el examen final de la Escuela de Matematicas que previamente es disefiado por
el coordinador de la asignatura, aunque es calificado por el respectivo profesor de cada curso.

Para ese entonces, el examen representaba el 30% de la nota final de la asignatura.

a) Segundo acercamiento a las habilidades procedimentales en Calculo Diferencial

Respecto a la prueba simulacro que presentaron al final de las sesiones tutoriales, el
69,2% de los estudiantes emple6 sin dificultad procedimientos de tipo gréafico para expresar una
imagen visual de los conceptos (indicador Fs del formato de seguimiento) de funcion par e impar
para refutar un enunciado, y el 73,1% de los estudiantes no presentaron mayor dificultad para
realizar correctamente célculos, como también para transforma expresiones algebraicas desde

una forma hasta otra en el proceso de hallar el limite de una funcion.

Sin embargo, se observd que los estudiantes tuvieron dificultades en la situaciéon de
optimizacion y razén de cambio, que se reflejé principalmente por la dificultad para modelar la
situacién de cambio a través de las funciones (Fg) y establecer correctamente la
interdependencia de las magnitudes variables (Fi3), que desde la teoria del Razonamiento
Covariacional de Carlson (2002) se puede categorizar que los estudiantes solo realizaron
actividades mentales de tipo 1 y 2, sin embargo la actividad mental 3 sobre cuantificacion del
cambio no se reflejo en los resultados de la mayoria de los estudiantes. Esto Gltimo a la luz de los
porcentajes del formato de seguimiento no concuerda, porque ninguno de los estudiantes
valorados en el indicador Fg estan en el subgrupo de calificacion de 2 a 2,9, es decir, que no hay
dificultad en ellos segun los tutores, al registrar la valoracion en el formato de seguimiento; sin
embargo, si observamos el promedio de notas para ese indicador es 3,5 luego no hay una
apreciacion sobresaliente en este indicador para los procedimientos analiticos.
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3.3. Fase 3. Seleccién de los casos de estudio.

Para el desarrollo de esta fase se inicid con la revision de la informaciéon de cada
estudiante, que habia sido parte de la muestra de 2015-11. Al interceptar la informacién se
encontrd que de los 55 estudiantes que presentaron la prueba simulacro: 26 tenian registro en un
80% del formato de seguimiento individual y, de estos, 6 tenian registro de la prueba de
competencias basicas de matemaéticas, pero solo dos habian participado en el curso de pre-
calculo y contaban con las hojas de procesos descritas en la seccion 3.2.1 que forman parte de la

prueba de competencias basicas de matematicas.

De acuerdo a la informacion disponible de los estudiantes de segundo semestre de 2015,
la Tabla 5 presenta el caso de estudio seleccionado con un resumen de su informacion en
términos cuantitativos. Ademas, después del seguimiento a los casos de estudio preseleccionados
para el primer semestre de 2016, se seleccioné el segundo caso de estudio por su participacion en

el curso de pre-calculo y asistencia constante a las sesiones tutoriales.

Tabla 5.

Informacidn cuantitativa de los casos de estudio.

Casos de Pruebas Prueba de Formato de Prueba Examen
estudio  Competencias  egreso del Seguimiento  Simulacro final

Bésicas de curso de pre-

Matematicas calculo

Calificacion Calificacion No. Tutorias Calificacion Calificacion

Camilo 3 3,8 14 2,7 3,1

Alejandro 2,8 4,2 14 NP 2,9
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Estos casos de estudio son diferentes de forma cuantitativa, sin embargo, Camilo y
Alejandro tuvieron tutores auxiliares, ademas, a pesar de ser de semestre diferentes, son del
mismo programa de ingenieria mecénica y tuvieron el mismo profesor de Calculo Diferencial.

Por consiguiente, consideramos que en ambos casos algunas variables permanecen constantes.

3.4. Fase 4. Analisis de datos

Los datos recolectados para identificar las habilidades procedimentales en los casos de
estudio, beneficiarios de un programa de acompafiamiento y seguimiento, corresponden al

periodo académico de 2015-11 y 2016-1. Y su analisis se realiz6 de la siguiente forma:

Se considerd el orden cronoldgico en que cada uno de los casos de estudio fue transitando
por el programa y los registros en cada uno de los instrumentos descritos en la Fase 2. Es decir,
el primer andlisis se hizo sobre las hojas de procesos de las pruebas diagndéstico, el Formato de
Evaluacion y el reporte del curso de pre-calculo hecho por el profesor, conformado asi el
apartado antes del proceso tutorial; mientras que el formato de seguimiento por sesion y la
prueba simulacro constituyen el apartado el proceso tutorial, y en el apartado después del

proceso tutorial consideraremos el Examen Final de Calculo Diferencial.

Ademas, el andlisis en cada etapa cuenta con una categorizacién hecha a partir de la
Taxonomia de los procedimientos de Ba  rajas (2015), donde se triangul6 la informacion de
cada caso de estudio con las habilidades a priori asociadas a los tipos de procedimientos, los
elementos de la ZDP (para la caracterizacion de las sesiones de trabajo grupal como un espacio

propicio para el desarrollo de habilidades) y la interpretacion de la investigadora.
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3.5. Fase 5. Descripcion de habilidades procedimentales

Finalmente, se espera que lo expuesto para los casos de Camilo y Alejandro den

evidencias que permitan responder al objetivo de nuestra investigacion:

o Identificar y describir habilidades asociadas al proceso procedimental que
desarrollan estudiantes beneficiarios de un programa de acompafiamiento y

seguimiento en Calculo Diferencial.

En los siguientes dos capitulos presentaremos a cada uno de los casos de estudio. Cada
caso cuenta con las etapas del programa de acompafiamiento y seguimiento como secciones, y
dentro de ellas el anélisis de los diferentes instrumentos recuperados se subdivide en categorias

segun los tipos de procedimientos.
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4. Procedimientos desarrollados por Camilo

Como mencionamos en el capitulo anterior, Camilo representa a los estudiantes
beneficiarios del programa de acompafiamiento ya que participd del curso de pre-calculo y
tutorias, ademas, €l realizd la mayoria de actividades en las cuales se aplicaron los instrumentos
de recoleccidn de datos descritos en el capitulo anterior. Es importante aclarar que no es nuestro
interés etiquetar a los estudiantes como ‘“buenos” o “malos” en Calculo Diferencial, sino
identificar y reportar las habilidades desarrolladas en el programa de acompafiamiento

académico en cuanto al proceso procedimental.

Ahora bien, el orden cronoldgico mostrado en la llustracion 17 es usado para organizar la
presentacion del anélisis de las habilidades procedimentales de Camilo, evidenciadas en cada
uno de los instrumentos mencionados en esa linea del tiempo. Es decir, que las pruebas
diagnostico y el reporte del curso de pre-calculo seran considerados como el antes del proceso
tutorial; mientras que el formato de seguimiento por sesion y la prueba simulacro seran
presentados en el apartado el proceso tutorial, y en el apartado después del proceso tutorial

consideraremos el examen final de Calculo Diferencial.

lustracion 17. Linea del tiempo caso de estudio: Camilo

Antes de las orias

Formato de Entrevistas Prueba | Parcial final I
seguimiento a la tutora simulacro Calculo I

Semana de
Periodo de clases 2015-11 !/ ¢
parciales

Periodo académico 2015-IT

Prueba | Reporte I Prueba de
diagnostico curso de egreso del
inicial Pre-calculo curso

Semestre
2016-1

Periodo de receso académico
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A su vez, la estructura de cada seccidon corresponde a la categorizacion de los
procedimientos basada en la Taxonomia de los procedimientos, para dar cuenta de las

habilidades, como se muestra en la llustracion 18.

lustracién 18. Estructura de presentacion de las habilidades procedimentales

HABILIDADES PROCEDIMENTALES

ANTES DEL
PROCESO
TUTORIAL

 EEEEE—
Habilidades
aritméticas
-_
Habilidades
geomeétricas

—

—

Habilidades
aritméticas

Habilidades
geomeétricas

Habilidades
aritméticas

Habilidades
geométricas

Habilidades Habilidades Habilidades
meétricas métricas meétricas
Habilidades Habilidades Habilidades
analiticas analiticas analiticas

—

Camilo es un estudiante de 18 afios egresado del afio 2014 de una institucion educativa
oficial; ingreso en el periodo 2015-11 a la UIS al programa de Ingenieria Mecanica. El en una
primera entrevista nos dejé saber que, cuando se inscribi6 a la UIS, esa carrera siempre fue su
primera opcion, aunque en el periodo 2015-1 no pasd, entonces para la segunda vez por “temor a
no pasar” se inscribi6 a Matematicas como segunda opcion. Sin embargo, en esa segunda
ocasion su puntaje de la prueba Saber 11 le alcanzé para entrar a Ingenieria Mecéanica. Cursé y
aprobd en su primer semestre la asignatura de Calculo diferencial (Calculo I) con una nota final

de 4.0 y actualmente la asignatura de Céalculo Integral (Célculo I1) ya la aprobo.
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4.1. Habilidades procedimentales en Camilo antes de iniciar su proceso

tutorial

Como habiamos mencionado en el apartado O del Proceso Metodoldgico, la prueba de
competencias basicas en matematicas examina presaberes del Calculo Diferencial, y un analisis
de respuestas a esta prueba fue ampliamente reportada en la investigacion de Barajas (2015), la
autora se centrd precisamente en el proceso de elaboracidén, comparacion y ejercitacion de

procedimientos.

La prueba que se aplico antes de iniciar el semestre 2015-11 (semana proceso de
matricula), consto de 13 reactivos; once se contestaron en la plataforma virtual de la Universidad
y dos se desarrollaron en una hoja de procesos. Dicha hoja de procesos es el primer instrumento
a analizar para el caso de Camilo. En términos cualitativos el nivel de competencia de él fue
categorizado como “medio”. Después de su paso por el curso de pre-calculo presentd la prueba

de egreso de este curso, y en esta segunda ocasion el nivel de clasificacion fue “medio alto”.

En los apartados siguientes describiremos las habilidades de dos de las cuatro categorias
de la taxonomia de los procedimientos aritméticos y analiticos (descritos en el apartado 2.3.5)

indicando el respectivo instrumento que analizamos.
4.1.1. Habilidades en los Procedimientos Aritméticos

Recordamos que los procedimientos aritméticos estan relacionados con el dominio del
numero y la estructura del sistema de numeracion decimal; de las operaciones en diversos
contextos; de sus propiedades y de las relaciones entre ellas (Rico, 1995). Y para comenzar la

identificacion de las habilidades con los numeros en el caso de Camilo, presentamos el
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planteamiento del problema de la pelota de tenis, que es la primera situacion de la hoja de
procesos de la prueba de competencias basicas de matematicas:

lustracién 19. Situacion 1, prueba de competencias basicas de matematicas inicial

Una pelota de tenis se lanza hacia arriba de modo que alcanza una altura de 5 m
desde el piso, y se deja rebotar hasta que quede en reposo. Supongase que en cada
rebote sube hasta la mitad de la altura mdxima anterior. La distancia total
(aproximada) que recorre la pelota antes de quedar en reposo es:

a) 10 metros  b) 9,99 metros ¢) 20 metros d) 19,99 metros

En la situacion 1, llustracién 19, Camilo no obtuvo la calificacion maxima dado que su
respuesta no fue la correcta (selecciond la opcion d. 19.99 metros y la respuesta era c) 20
metros). Como resultado previo, segin Barajas (2015), en este problema el 90% de los
estudiantes de 2014-11 emplearon la expresion decimal para realizar los calculos del problema. A
continuacion, en la llustracion 20 presentamos la solucion de Camilo quien también usé los

nameros en representacion decimal.

lHustracion 20. Procedimiento de Camilo a la situacién 1, Hoja de procesos.

Proceso

I‘\\ i ‘y‘ - S

Los recuadros verdes muestran el uso de los nimeros decimales para calcular la distancia

total. Ademas, en el recuadro donde hace una representacion grafica de la situacion, Camilo
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mostrd cierta habilidad para sumar numeros decimales ya que el primer nimero en cada rebote
es la suma de la distancia al subir y bajar en ese rebote y el segundo nimero, sobre el rebote,
corresponde a la distancia en uno de los sentidos del rebote (ya sea el de ida o el de vuelta).

Luego Camilo hizo correctamente la suma en cada rebote.

Ademas, al observar el recuadro azul de la llustracion 20 tenemos otra evidencia de
dominar las operaciones con numeros decimales, en este caso la division donde usa la distancia
del cuarto rebote para calcular la distancia del quinto rebote. Por lo anterior podemos decir que
domina los nimeros decimales y sus operaciones bésicas a lapiz y papel (F.. Tabla 3). No
obstante, Camilo presento dificultad para calcular la suma de todos los términos en parte por no
haber seleccionado la notacion mas adecuada de los nimeros (este aspecto se revisara en los

procedimientos analiticos en el apartado 4.1.2.).

El tener habilidades aritméticas respecto a los nimeros decimales no es de extrafiar
porque segin el MEN (1998) los estudiantes desde cuarto grado comienzan el estudio de los
nameros decimales y lo profundizan hasta séptimo grado. Aunque Abrate, Pochulu y Vargas
(2006) menciona que los estudiantes que ingresan a la universidad tienen dificultades para
realizar operaciones aritméticas con estos numeros, ademas, de establecer equivalencias entre

expresiones decimales periddicas y fraccionarias.

En la situacion 2 de la hoja de procesos, llustracion 21, Camilo obtuvo la maxima
calificacion segun los criterios de evaluacion de la coordinacion del programa. Y enuncia la

siguiente situacion:
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lustracién 21. Situacion 2, prueba de competencias basicas de matematicas inicial.

Tenemos una propiedad que en el afio 2005 valia 1000 délares, pero cuyo valor
dismiruyo un 50% en 2010 vy durante el ario 2011 su valor aumenta un 60%, ; hemos
ganado o perdido dinero?, ;cudnto?

a) Hemos perdido dinero, 200 délares. b) hemos ganado dinero, 1100 délares
¢) Hemos ganado dinero, 100 dolares. d) hemos perdido dinero, 800 dolares

A pesar de que la situacion 2, llustracion 21, pensada para evaluar la capacidad del
estudiante para reconocer e interpretar situaciones que implican variacion (descriptor 1 para el
estdndar 2, Tabla 3), tiene una fuerte relacion con habilidades interpretativas si lo observamos
desde el proceso de comunicacion. Y evidentemente el estudiante debe desarrollar

procedimientos aritméticos.

llustracion 22. Procedimiento de Camilo a la situacién 2, hoja de procesos.

Proceso

En la solucion de Camilo (ver llustracion 22), observamos que hace una relacién entre el

afio y el valor de la propiedad en ese afio, aunque no usa el simbolo matematico apropiado dado
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que, por ejemplo, como se ve en el recuadro azul, sehala que ‘“2005=1000" esto
matematicamente es contradictorio por el significado del simbolo igual “=". Recordemos que,
desde la logica, como lo plantea Kenny (1997) la igualdad matematica sefiala identidad de
significado, no identidad de pensamiento. Luego las diferentes expresiones que aparecen a los
lados de una igualdad verdadera, corresponden a diferentes nociones y aspecto, pero no a
diferentes objetos. Esto Gltimo fue lo que hizo Camilo al igualar dos objetos diferentes: el afio y

el valor de la propiedad.

Este uso errado del simbolo igual se repite en cada uno de los procedimientos y sumado a
eso Camilo, nuevamente, hizo un uso inadecuado de la notacion matematica dado que, ademas
de igualar objetos diferentes, en la parte derecha de cada expresion (recuadro rojo, llustracion
22), planted la operacion de sustraccion entre dos cantidades diferentes, dolares y porcentajes,
ademas no especificd que representaba “P2005”. No obstante, desde la mirada docente y no
investigativa puede pasar desapercibida la notacion como errénea ya que como profesores
tendemos a valorar sélo la solucion pasando por alto estos detalles sin hacer correcciones (desde
la educacion media) y provocar que trasciendan hasta la educacion superior, donde puede

consolidarse como obstaculos epistemologicos (en términos de Brousseau).

A pesar de que Camilo hizo un uso inadecuado de la notacion desde el inicio de su
solucién, en la parte final (recuadro verde de la llustracion 22) si usa una notacién apropiada
para sefalar el valor de la propiedad asociada al afio, y denot6 con las unidades especificadas del

enunciado, en este caso de ddlares.

Con esta situacion identificamos en Camilo dos aspectos, en primer lugar, tiene dificultad
para usar correctamente los simbolos matematicos por los errores vistos ya que el estudiante

realiza una practica, accion o argumentacion que no es valida desde el punto de vista de la
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institucién matematica escolar (Godino, y Font, 2003). En segundo lugar, el estudiante calcula
correctamente el tanto por ciento de una cantidad, aunque no los dejo explicitos en la hoja de
procesos (los borré una vez realizados). Pero en cada parte, interpretada de su estructura de
solucion, sus respuestas coinciden con un buen calculo o el calculo esperado, mostrando

nuevamente habilidad para realizar célculos basicos (F2).

Esto ultimo no deberia sorprender en un estudiante que ha finalizado la educacion media ya que
es una de las cosas que se espera sepa hacer al finalizar el colegio (MEN, 1998, NCTM, 2003).
Sin embargo, como lo reporta Liern (2012) este tipo de problemas tiene un grado mayor de
dificultad, a comparacion de otros problemas sobre el célculo de porcentajes, dado que cuando se
les pregunta a los estudiantes si al final han salido beneficiados o no, es sorprendente la cantidad
de estudiantes que creen que hubo una ganancia neta del 10%, cuando en realidad lo que hubo es

una péerdida del 20% (Liern, 2012, p. 3).

Entonces el estudiante hace una buena interpretacién del texto que le permite plantear un
procedimiento para luego aplicar sus conocimientos sobre porcentajes. Sin embargo, la
explicacion registrada en la hoja de procesos no es apropiada por el mal uso de los simbolos
matematicos y no matematicos que imposibilita la lectura fluida, es decir, los registrado no esta
ni en lenguaje matematico 0 no matematico, y de este modo la descripcion de su procedimiento
no es inteligible a otra persona (NCTM, 2013). Evidenciando la conexion que existe entre los
distintos procesos matematicos como son el de comunicacion y el de representacion; el primero
relacionado con las acciones de interpretar la situacion y explicar por escrito la solucion, el

segundo relacionado con la construccién de una representacion algebraica para la situacion.
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4.1.2. Habilidades en los Procedimientos Analiticos

Una vez mas, los procedimientos analiticos se relacionan con el reconocimiento de
regularidades y patrones, la caracterizacion de la variacion, la identificacion de variables, la
descripcion de fendmenos de cambio que dependen de contextos aritméticos y geométricos. Las
habilidades de este tipo se analizan desde la prueba de competencias basicas de matemaéticas

inicial y la malla DIPEVA aplicada en curso de pre-célculo.

a) Habilidades en la prueba de competencias basicas de matematicas inicial

Nuevamente retomamos la situacion de la pelota de tenis; como ya habiamos mencionado
para poderla resolver los estudiantes deben interpretar la variacion de un fenémeno fisico para
identificar como se relacionan las magnitudes (rebotes y distancia en cada rebote). En esta
situacion Barajas (2015) reporta que los estudiantes no asociaron que la altura méxima alcanzada
por la pelota se recorria tanto subiendo como bajando en cada rebote. También menciona que el
38% de la muestra selecciond la opcion 9,99 metros y el 23% la opcion 10 metros por la

representacion errdnea de considerar la distancia en un solo sentido.

En el mismo reporte, los estudiantes que lograron o no hacer la correcta interpretacion o
representacion del patrdn, tuvieron una dificultad adicional al tratar de cuantificar la situacion ya
que no lograron identificar la tendencia de la sucesion que se formaba al sumar las distancias
asociadas a cada rebote. Como lo manifiestan Garcia, Serrano y Diaz (2002) la tendencia exige
una visualizacion de tipo numerico de los procesos infinitos de aproximacion como un todo,

luego entendemos un porqué de la dificultad en los estudiantes.

Ahora bien, analizamos los procedimientos analiticos realizados por Camilo a esta situacion.
Comenzamos identificando que entendié el cambio que se produce en la variable distancia. A
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diferencia del porcentaje de estudiantes mencionado por Barajas (2015), él si comprendio que
debia tener en cuenta tanto la distancia de subida como la de bajada, como se puede observar en
el recuadro verde (llustracién 23) donde hizo una representacion gréafica de la situacion y sefial6

la distancia recorrida en cada una de los tres primeros rebotes.

llustracion 23. Interpretacion grafica de Camilo de la situacion 1.

Con una correcta interpretacion y representacién de la situacion, Camilo planted el
conjunto de las distancias en cada rebote y la suma de los términos que modelan los rebotes de la
pelota (llustracion 24). Aqui es importante mencionar que Camilo comprendié que la situacion
planteada involucra procesos infinitos como se evidencia en la construccion del conjunto de

distancias y su notacion con puntos suspensivos (recuadro azul, llustracion 24).

A pesar de que Camilo sefialé que la suma se “aprox 19,99 ”, infiriendo una situacién en
el infinito, su respuesta fue errada. Consideramos que tuvo dificultad para analizar correctamente
la convergencia de la suma (recuadro rojo, llustracion 24), de acuerdo a la taxonomia de los
procedimientos se plantea que no tuvo habilidad para determinar procesos infinitos que subyacen

en las notaciones decimales (F7).
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llustracion 24. Procedimientos a la situacion 1, hoja de procesos.

Proceso

De igual forma si relacionamos lo anterior con los estandares y sus descriptores asociados
a la prueba de competencias basicas de matematicas, identificamos que la situacion 1 responde al
Estandar 4, descriptor 3: Aplica procedimientos aritméticos para resolver problemas que
involucran procesos infinitos. Luego Camilo tiene dificultad para utilizar las técnicas de

aproximacion en procesos infinitos numéricos. Y como lo explica Barajas (2015):

Esto es consecuente de la dificultad para emplear un sistema numérico adecuado
para representar el cambio y la variacion del fendbmeno, de manera que permita
identificar una regularidad que lleve a una generalizacién y a la vez a analizar una

tendencia en los datos. (p. 81).

b) Habilidades identificadas durante el curso de pre-calculo

Como ya habiamos mencionado Camilo particip6 en el curso de pre-célculo, por lo tanto,
fue evaluado por el profesor del curso mediante el formato de evaluacion DIPEVA, y como
anteriormente habiamos acordado relacionar los descriptores de este formato con los descriptores
asociados a las habilidades del proceso procedimental, decidimos revisarlo para identificar las

habilidades asociadas a los procedimientos analiticos reportadas por el profesor.

Recordamos al lector que cada hoja de evaluacion del formato DIPEVA cuenta con

cuatro columnas y en tres de ellas se hacen registros numéricos donde uno (1) es la valoracion
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maés alta y cero (0) la més baja. En la primera columna estan los descriptores de los estdndares,
en la segunda se registra la calificacién a cada descriptor producto de la prueba de competencias
basicas de matematicas inicial, la tercera registra la valoracion que el profesor del curso de pre-
calculo otorga a cada descriptor, segun el desempefio del estudiante en el desarrollo de las
actividades durante las tres semanas del curso, y la cuarta columna tiene las calificaciones a cada

descriptor de la prueba de competencias basicas de matematicas final.

No obstante, para el analisis tuvimos en cuenta Unicamente la valoracion emitida por el
profesor, y desistimos de las otras dos valoraciones ya que como los estudiantes contestan las
pruebas en la plataforma virtual seleccionando una respuesta a cada situaciones sin registro de
los procedimientos, entonces consideramos que esas respuestas carecerian de informacion sobre
las habilidades de los estudiantes y por eso analizamos los problemas de las hojas de procesos

que si tenian registro escrito.

A continuacién, presentamos la Tabla 6 que relaciona los descriptores de las habilidades
procedimentales con los descriptores asociados a los cuatro estandares para los grados 10 y 11 en
el Pensamiento Variacional (MEN 2006) con la calificacion otorgada por la profesora de pre-

calculo.

Como podemos ver en la Tabla 6, la profesora ratifica con la valoracion de 0,3 la
dificultad de Camilo para resolver problemas que involucran los procesos al infinito, que
anteriormente ya habiamos reportado con la situacion de la pelota de tenis, Ilustraciones 18 y 23.
Ademas, las valoraciones a los tres primeros descriptores de la Tabla 6 ratifican que Camilo
procede adecuadamente en situaciones que implican variacion logrando hacer representaciones
de situaciones como el de la pelota e interpretando adecuadamente con es el caso de la situacion

2, llustracion 21.
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Tabla 6. Procedimientos analiticos y estandares: Asociacion de descriptores.

Descriptores de habilidades

Procedimientos analiticos

Descriptores estdndares basicos de

competencias matematicas Pensamiento

Apreciacién

del profesor

Variacional
Traduce deunaaotradelas  Relaciona correctamente los diferentes 0,9
distintas representaciones de  registros de representacion de una funcién en
una funcion. una situacion problema.
Representa situaciones de Modela con propiedad una situacion de cambio 0,8
cambio a través de las a través de una funcion.
funciones, las graficas y las
tablas.
Determina las variables de Reconoce e interpreta situaciones que implican 0,8
una situacion. variacion.
Establece correctamente la
interdependencia de las
magnitudes variables.
Transforma un objeto Desarrolla o aplica métodos para hallar las 0,6
matematico para obtener un  derivadas de algunas funciones bésicas en
nuevo objeto contextos matematicos y no matematicos.
Transforma expresiones Domina correctamente las razones y las 0,7
algebraicas desde una forma  identidades trigonométricas en contextos
hasta otra matematicos o no matematicos.
Determina procesos infinitos ~ Reconoce caracteristicas de los procesos 0,7
gue subyacen en las infinitos utilizando diversas representaciones:
notaciones decimales. gréaficas, tablas o explicaciones verbales.

Aplica procedimientos aritméticos para 0,3

resolver problemas que involucran procesos

infinitos.

Ahora bien, para complementar lo dicho anteriormente sobre Camilo e ir determinando que

es capaz de hacer por si solo, es decir, en términos de Vygotsky determinar cual es su Nivel de

Desarrollo Real, miremos que report0 la profesora de pre-célculo sobre el desempefio de este

estudiante;
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... No presento dificultades con las funciones y sus distintas representaciones, COMO
tampoco en la ejecucion de procedimientos algebraicos. Sin embargo, en la nocién de
limite hubo dificultad y, como todos los estudiantes, en el proceso de modelacién. En
las ultimas clases mejor6 su participacion, ademas, fue de los pocos alumnos que
afronto la pregunta de como se relacionan las variables, de una manera numérica y
no solo cualitativa, entonces ayudd a los demas estudiantes a buscar esas relaciones y
salir de lo descriptivo. Su avance fue positivo Yy significativo. (Tomado del informe

final del curso de pre-calculo 2015-11)

Con este reporte escrito identificamos en Camilo dificultades en el manejo de limites,
como producto de su dificultad en los procesos infinitos. Ademas, él deja entrever que la
habilidad para representar situaciones de cambio no esta totalmente desarrollada a pesar de poder
determinar las variables de una situacion y establecer correctamente su interdependencia. Para
ahondar sobre ese procedimiento entrevistamos a Camilo y nos especificé que su dificultad
estuvo en representar algunas funciones, como parte entera piso y modelar con ellas las
situaciones que se planteaban en el curso de pre-calculo, asi como calcular e interpretar las

derivadas, esto Gltimo porque era nuevo y desconocido para él.

c) Habilidades identificadas en la prueba egreso del curso de pre-calculo

Para finalizar esta etapa, analizamos la hoja de procesos que acompaiia la prueba de
egreso del curso de pre-calculo de Camilo. Esta hoja de procesos contd con una sola situacion y
uno de los propositos de ésta era que se los estudiantes al resolverla utilizaran principalmente

procedimientos analiticos. A continuacion, el enunciado de la situacion:
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lHustracion 25. Situacion 1. Prueba de competencias basicas de matematicas final

Situacion 1. Encuentre las dimensiones de la region rectangulo sombreado, de modo que su drea sea maxima.

5 S

Esta situacion,

llustracién 25, fue diferente a las trabajadas en las anteriores versiones de la prueba de egreso
del curso, sin embargo, fue planteada para evaluar el estandar 2: Interpreta la nocion de derivada
como razon de cambio y como valor de la pendiente de la tangente a una curva, y desarrolla
métodos para hallar las derivadas de algunas funciones basicas en contextos matematicos y no
matematico, y el descriptor asociado es reconoce e interpreta situaciones que implican variacion.
Entonces este estdndar se relaciona ampliamente con los descriptores asociados a los

procedimientos analiticos como

v Determinar las variables de una situacion.
v Modela situaciones de cambio a través de funciones, gréaficas y tablas.

v Transformar un objeto para obtener un nuevo objeto.

Ahora bien, los estudiantes del curso de pre-calculo habian trabajado el problema clasico
planteado por Fermat (que consiste en determinar la manera de subdividir un segmento de
longitud b en dos segmentos de modo que el producto fuera maximo) con la mediacién de

GeoGebra. Dicho problema dentro del curso de pre-calculo se trabajé bajo la idea de encontrar el
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area maxima de un rectangulo cuyo perimetro es fijo y el cual es ampliamente descrito en Fiallo
y Parada (2014). Se planted de esta forma ya que segun estos autores la intencion es desarrollar
una forma de pensamiento que identifique de manera natural fendmenos de variacion y cambio,
partiendo de lo que el estudiante sabe y proponiendo actividades que involucran las ideas

fundamentales del Célculo.

Por medio de la exploracion de las actividades planteadas en GeoGebra y la mediacion
del profesor los estudiantes lograron concluir que las dimensiones del rectangulo debian ser

iguales, es decir, que el rectangulo es especificamente un cuadrado.

No obstante, en la situacion planteada, en la segunda hoja de procesos, contiene una restriccion

sobre el rectangulo dado que uno de sus vértices pertenece a la recta 2x + 3x = 6, lo que impide

que el rectangulo tenga todos sus lados iguales.

Teniendo en cuenta todo lo mencionado sobre la situacion del area méxima, lo primero
que podemos observar en la solucion de Camilo es que no generaliz6 lo visto en clase
concluyendo que el rectangulo bebia ser un cuadrado, como varios de sus compafieros. Por el
contrario, Camilo usa la restriccion de la recta para definir los limites o extremos de las
dimensiones del rectangulo (recuadros verdes, llustracion 26), y para esto él inicialmente
transformé la expresion algebraica dejandola despejada para y (Recuadro naranja, Ilustracion
26), Consideramos aqui, que con el uso de GeoGebra como herramienta para la exploracién de la
situacion se logré simular la situacion con las condiciones dadas y explorar para cuales
dimensiones el rectangulo tenia area maxima (los estudiantes en esta ultima situacion tuvieron la

posibilidad de hacer uso de GeoGebra, por decision de la coordinacion del programa).

Consideramos que esa misma exploracion le permitio a Camilo concluir que para obtener

la mayor area las dimensiones extremas de los lados del rectangulo deben dividirse en dos partes
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iguales (Recuadro azul, llustracion 26). Por ultimo, él concluye que las dimensiones eran 1y 1,5

y representa el rectangulo con esas dimensiones y muestra el rea obtenida a partir de ellas.

llustracion 26. Solucion de Camilo a la situacion del area maxima.
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Aclaramos que no es evidente o explicito que el estudiante haya modelado la funcion del
area por medio de una expresion algebraica, una grafica o una tabla. Pero si es claro que

reconoce que la situacion implica variacion y por lo tanto reconocio las variables de la situacion.

De la informaciéon analizada sobre Camilo, antes de iniciar las tutorias, se identificaron

las habilidades presentadas en la Tabla 7.

Tabla 7. Habilidades y dificultades identificadas en Camilo antes del proceso tutorial.

Procedimientos aritméticos Procedimientos analiticos

. Realiza correctamente Determina las variables de una situacion.

calculos con nimeros decimales a e Modela situaciones de cambio a través de
lapiz y papel. gréficas, tablas.

Habilidades
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o Da significado y wusar e Determina procesos infinitos que subyacen
correctamente  los  simbolos en las notaciones decimales.

matematicos usados en la
resolucion de problemas.

e__9

o Utiliza aproximaciones numéricas para
deducir intuitivamente el limite de una funcion.

Dificultades

especificamente el simbolo

A continuacién, damos cuenta de los resultados del analisis del desempefio de Camilo en
las tutorias a partir de dos instrumentos principalmente: seguimientos de tutoria (complementado

con episodios de entrevista hecha a la tutora) y la prueba simulacro.

4.2. Habilidades procedimentales en Camilo durante su proceso tutorial

En la seccion anterior mostramos algunas de las habilidades y dificultades de Camilo
dentro del proceso procedimental, identificadas en tres instrumentos, que nos dieron un punto de
partida para examinar su proceso de aprendizaje dentro del proceso tutorial. En esta seccion
presentamos resultados del andlisis de algunas de las sesiones de tutoria interpretadas como una
ZDP, descrita en el marco conceptual (seccidon 2.1.1), y que se evidencian en los formatos de
seguimiento, los cuales nos brindaran la informacion sobre los aprendizajes de Camilo. A su vez,
hacemos una triangulacion de los datos con entrevistas a la tutora para describir las habilidades

procedimentales del estudiante.

Resaltamos que la tutora que acompafio a Camilo durante el semestre 2015-11, es una
estudiante de Licenciatura en Matematicas que esta finalizando su proceso de formacion. Ella
particip6 como tutora practicante en el periodo 2014-1 cuando cursé la asignatura de didactica
del Calculo, después de ese periodo continué dentro del programa como tutora auxiliar hasta el

semestre 2015-11.

Finalizamos esta seccién con el andlisis de la prueba simulacro, disefiada y aplicada por

la coordinacion de ASAE vy la investigadora, para ser consecuentes con el orden estipulado en la
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linea del tiempo (llustracion 17). Recordamos que Camilo asistio a 14 sesiones de tutoria durante

el semestre 2015-11 dirigidas siempre por la misma tutora auxiliar.

4.2.1. Los procedimientos de Camilo en el trabajo con funciones

Por la similitud de la temética trabajada en diferentes sesiones, decidimos agrupar las tres
primeras sesiones en este apartado donde el tema central fue funciones. Es claro que estamos
revisando el proceso procedimental de Camilo, sin embargo, no podemos dejar de lado la
metodologia del curso de Calculo | (Calculo Diferencial) que sigue una linea de contenidos que a

su vez permean las actividades de las sesiones tutoriales.

En la primera sesion la tutora aplicé un examen diagndstico, como acostumbran varios de

los tutores, y en el formato de seguimiento describe la actividad como se muestra en la Tabla 8.

Tabla 8. Descripcion de la primera sesién de Camilo.

Tema Conocimientos basicos.

Actividades Se realizé un taller diagnostico para poder valorar con mas

realizadas precision los conocimientos con los cuales ellos entran a la
universidad; en ellos se trabajo con le ecuacion de la recta,
simplificacién de expresiones con un grado de dificultad medio,
grafica de funciones y el dominio de alguna de ellas, resaltando
las dificultades presentadas.

Nota: adaptado del Formato de seguimiento individual

Con la descripcion de la Tabla 8 podemos notar que la tutora se interesa por identificar el
nivel de desarrollo real de su estudiante para poder disefiar actividades que atiendan las
necesidades del estudiante (ratificando la realizacion de una de las primeras etapas del desarrollo

del programa de tutorias expuesta en la llustracion 7). La tutora da un primer paso en el proceso
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de mediacion, el cual es descrito en la teoria de la ZDP. En dicha mediacion, el disefio de
actividades adaptadas a las necesidades del estudiante busca orientar el proceso de aprendizaje
del estudiante, y como lo menciona Parra (2010) el profesor (tutora) establece una relacion de
ayuda con el aprendiz. Ademas, como lo plantea Rodriguez (2013) la actividad de diagnostico
casi siempre se orienta, a la busqueda organizada y consciente, de conocimientos acerca de
determinado individuo para actuar consecuentemente y de esta manera poder intervenir con

mayor eficiencia y eficacia.
A partir de esta actividad la tutora reporta las siguientes debilidades:

Tabla 9. Debilidades: primera sesion de Camilo. Fuente: Formato de seguimiento individual.

Debilidades No identifica el dominio ni el rango de una funcion, no tiene claro
Observadas el concepto de éstos.
No grafica funciones y presenta cierta apatia ante la sugerencia de
la tutora por hacer una tabla de los valores que va tomando y cada

vez que se reemplaza un valor en la variable x.

A partir de lo reportado en la Tabla 9 vimos dificultades en dos aspectos, el conceptual y
el procedimental; lo conceptual hace referencia a las definiciones de dominio y recorrido de una
funcién, y lo procedimental a los procedimientos analiticos como la representacion de funciones,
en esta parte la tutora escribe en el formato que Camilo “presenta cierta apatia ante la
sugerencia de la tutora por hacer una tabla de los valores... ” y en la entrevista con la tutora se
le pregunta por el comportamiento de Camilo para hacer referencia al término “apatia”, a lo que

ella responde:

Tutora: La apatia a graficar estaba relacionado con usar la tabulacion como
estrategia, porque él decia que para qué la tabulacion, que haciendo un bosquejo de la

grafica ya podia ver eso (haciendo referencia al dominio y el recorrido de una
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funcidn). Pero muchas veces nosotros necesitamos la tabla para hacer la grafica mas
precisa, y asi poder identificar el dominio y el recorrido. [...] Después Camilo las
terminaba haciendo mas no por gusto sino porque yo se lo estaba pidiendo. (Episodio

1)

Con la respuesta de la tutora podemos ver la dificultad inicial de Camilo para emplear
diferentes tipos de representacion, y especificamente emplear apropiadamente los
procedimientos de tipo grafico para expresar una imagen visual de un concepto, en este caso el
de dominio y recorrido de una funcién. Y por esta razén el descriptor Fs fue valorado con una
nota de 1. Ademas, se evidencia la intervencion de la tutora en repetidas ocasiones luego no hay
un nivel alto de comprension de las situaciones, ademas con la “apatia”, Camilo mostré una
minima disposicién para la solucién de la tarea luego en términos de Rodriguez (2013)
podriamos decir que hubo una ZDP estrecha ya que no hubo un avance amplio en su aprendizaje,

sino que por el contrario se dieron pequefios pasos.

[lustracion 27. item 1 del examen diagndstico, elaborado por la tutora

1. Simplifique las siguientes expresiones

-2

3
y x
3x HZ}’E' ¥2 +3x+2 *y
. 2 _1|j b 2 C. 1 1
xey 2 xc—x—-2 §_E

Ahora al observar los descriptores de la malla del formato, asociados a las habilidades
procedimentales, notamos que en los procedimientos aritméticos Camilo tuvo un desempefio
normal pero no preciso, a pesar de haber realizado la prueba sin calculadora. Sin embargo, en la

simplificacién de una expresion algebraica, llustracién 27, la tutora menciona lo siguiente:
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Las propiedades de la potenciacion, o sea si las sabia pero a la hora de solucionarlas
no. Ejemplo, sabia que aqui habia la distribucién (Sefialando el ejercicio a de la
llustracion 27) para el numerador y para el denominador, pero entonces a la hora de
manejar el negativo (Sefiala el exponente fuera del paréntesis de la expresion a,
llustracion 27) entonces ahi lo manejaba como si fuera una potencia positiva.

(Episodio 2)

Con la narracién anterior podemos identificar la debilidad para operar con numeros
negativos lo que influiria negativamente en la transformacion de expresiones algebraicas desde
una forma hasta otra (F11), es decir, que tener errores en los procedimientos aritméticos propicia
errores en los procedimientos analiticos. A pesar de que, en particular, Camilo tenga claridad
sobre las propiedades de la potenciacion. En general Camilo resolvié apropiadamente, segln la
tutora, la simplificacion de expresiones algebraicas, no obstante, en la retroalimentacién de dicho
examen se “desempolvaron los casos de factorizacion”, de ahi que la tutora haya considerado

una valoracion de 3 en el descriptor Fis.

Respecto a los procedimientos geométricos la tutora dio valoraciones de 1 a los
descriptores asociados con este procedimiento (F4 y Fs) y al revisar el examen diagndstico y con
la entrevista a la tutora determinamos que la dificultad fue particularmente no usar correctamente
la propiedad de paralelismo entre rectas en el siguiente item del examen diagnostico, lustracion
28, dado que confundia la definicion de paralelismo con la de perpendicular, entonces fue

necesario aclarar las dos definiciones al final del examen diagnostico.

llustracion 28. item 2 del examen diagnéstico, elaborado por la tutora
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Encuentre una ecuacidn para la recta que pasa por el punto (2,-5) y
Tiene pendiente -3

Es paralela al eje x

Es paralela al eje y

Es paralela a la recta 2x-4y=3

a0oCoem

Por lo tanto, no tuvo la habilidad de usar la propiedad de un objeto en dos dimensiones
para dar respuesta al enunciado. Acerca del concepto de paralelismo algunos autores como
Garcia y Lopez (2008) afirman que muchas de las limitaciones que los estudiantes manifiestan
sobre su comprensién acerca de temas de geometria se deben al tipo de ensefianza que han tenido
en la educacion basica y media, donde lamentablemente se da el Gltimo espacio en el afio escolar,
a pesar de tener estrategias como la del MEN (2000) para la Incorporacion de Nuevas

Tecnologias al Curriculo de Matematicas.

Referente a los procesos analiticos se identifico que la baja calificacion al descriptor de
Relaciona las expresiones algebraicas y gréafica empleando sus propiedades (F6) se asocia

directamente con el item de la llustracion 29 del examen.

lustracion 29. item 3 del examen diagndstico, elaborado por la tutora

¥

La grafica de una funcién fse da a la derecha
Exprese el valor de f{-1)

Estime el valor de fi2) T 11
¢ Para qué valores de x es f{x)=27 "\.‘ 0 ,.-; 1 >
Estime los valores de x tales que f{x)=0 |/
Exprese el dominio y rango de f

®o0 oW

Es claro que en este punto la interpretacion grafica juega un papel importante en la
solucion de esta situacion, ademas los estudiantes no estan familiarizados con este tipo de puntos
porque la direccion en que usualmente se plantean es en el sentido contrario. Es decir, dada la

expresion algebraica hacer la representacion grafica de la funcion.
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Una vez que la tutora tiene un panorama general del nivel de desarrollo real de Camilo
otorga herramientas de apoyo como videos académicos sobre funciones y nuevos ejercicios, que
lo invitan a realizar un proceso de interiorizacion para que lo estudiado con la tutora y en la clase
de Célculo Diferencial se convierta en un conocimiento propio del sujeto. En la siguiente sesion
la tutora trae un taller diseflado para “acabar con las dificultades que presentaban los
estudiantes sobre los temas discutidos en la sesion anterior” (tomado del formato de
seguimiento, sesion 2, recuadro Actividades realizadas). Ademas, la tutora resalta que el
estudiante llegd con muchas dudas acerca de funciones, es decir, traia varias preguntas para el
encuentro, con estos aspectos la ZDP como situacion de interaccion estaba cumpliendo con la
recomendacion de que el estudiante beneficiario participe activamente desde el comienzo en la

actividad y que acepte la complejidad de las situaciones que esta intentando resolver.

Las principales preguntas giraban en torno a identificar si una grafica correspondia a la
grafica de una funcion o no, sin embargo, estas dudas no se trabajaron por medio del taller que
habia disefiado la tutora sino con ejercicios propios del libro guia (Célculo, trascendentes

tempranas de Zill). Al respecto la tutora menciona lo siguiente:

Eso lo miramos fue del libro, para saber si algo era funcién o no era funcion, porque
yo les decia: bueno dada la gréfica, procuraran que si trazaban lineas verticales
solamente la cortaran en un punto. entonces €l me ponia ejemplos y me decia si yo
pongo esta gréafica ¢esto es funcion, esto no es funcion? Entonces hay si tuve que

recalcarle mucho lo que era y lo que no era funcion. (Episodio 3)

Con la narracion anterior observamos que la tutora tuvo que intervenir en varias
ocasiones durante el trabajo de estas situaciones. Ahora bien, Rodriguez (2013) plantea cuatro

niveles de ayuda dentro de una ZDP: 1° Nivel: alerta, 2° Nivel: verbalizacion, 3° Nivel:
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demostracion, 4° Nivel: Elaboracion conjunta hasta dejarlo solo (p. 330). Entonces el nivel de
ayuda proporcionada por la tutora estuvo en la parte de demostracion, ya que no solo recordaba a
sus estudiantes la definicion de funcion, sino que a la vez mostraba como determinar si las
graficas correspondian a funciones, para que Camilo posteriormente pudiera decidir por si solo.
Con esto ultimo también observamos una de las caracteristicas del andamiaje: la temporalidad,
dado que el andamiaje se crea y se usa pensando en que luego sera retirado, porque el objetivo es
que el estudiante sea autébnomo a la hora de abordar las situaciones. Entonces la demostracion de
la estrategia por parte de la tutora fue retirandose poco a poco para que fuera el estudiante quien

la desarrollara.

Para esta segunda sesion en el formato de seguimiento se menciona que Camilo tiene
claro los conceptos de dominio y recorrido de una funcion, aspecto que en la sesion anterior tenia
dificultad, pero seguia presentando problemas para aplicar lo que comprendia. Esta dificultad
mas alla de lo procedimental se ubica en el proceso de razonamiento ya que Camilo tuvo
problemas para usar definiciones de un objeto matematico trabajado, es por eso que la tutora lo

valoro con calificacion de 2 sobre 5. Profundizando en este aspecto la tutora narra:

Investigadora: Si Camilo sabia las definiciones de dominio y recorrido, entonces
¢en qué radicaba la dificultad del estudiante para hallar estos elementos cuando le
dabas una funcion?

Tutora: Mmm, él sabia cuél dependia del eje “x” y cual del eje “y” ¢si? Pero
entonces muchas veces la mirar el punto de inicio no lo miraba en el eje que era,
como en la parabola. Para la parabola entonces en vez de decir que si cortaba en -2
eneleje “y”yenleneleje “x” (haciendo referencia a las coordenadas del vértice

de una parabola que abre hacia arriba) entonces él decia que el recorrido iba desde 1
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hasta infinito mas no desde el punto -2. [...] él enredaba las definiciones, entonces
yo lo que le hacia era decirle tapa los ejes, haz que este eje no exista entonces solo
va a existir el eje “y” ¢donde corta al eje (la coordenada del vértice de la parabola)?

Entonces asi él ya las podia ver mejor. (Episodio 4)

Con el episodio 4 podemos ver nuevamente como la tutora interviene para corregir al
estudiante y darle estrategias que le permitan abordar estas situaciones en particular y que le
permitieron a Camilo superar las dificultades. No obstante, es evidente que quizas los mismos
tutores no hagan uso de un lenguaje adecuado al momento de explicar a sus estudiantes, como se
nota en la pregunta que la tutora plantea “;donde corta al eje “y”?”. Ahora bien, sin querer
justificarlos, si recalcamos que son profesores en formacion luego este tipo de errores pueden

darse en el contexto de las tutorias.

Ya superadas las dificultades relacionadas con el dominio y el recorrido de funciones, en
la sesion 3 se estudiaron la composicion de funciones y la funcién inversa, alrededor de esta
tematica la principal dificultad estuvo en no saber las definiciones de funcién inversa, funcién
inyectiva y sobreinyectiva, aspecto que no profundizaremos por estar relacionada con el
conocimiento conceptual. Una vez dadas las definiciones en la sesion y realizar ejemplos si hubo
dificultades sobre el proceso procedimental que se encuentran enmarcadas en el descriptor Fi4:
transformar un objeto matematico para obtener un nuevo objeto. En este caso, la composicion de
una funcion que estuvo estrechamente relacionada con dar significado a los simbolos
matematicos ya que como lo menciona la tutora el estudiante desconocia cudl era la funcién que
actuaba primero, es decir interpretar la notacion de la composicién de funciones. Ademas, la
tutora resalta que Camilo es muy visual luego la estrategia que ella usé para solucionar dudas

sobre funciones inversas fue por medio de la elaboracion de gréficas y que eso se convirtié en
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estrategia propia de Camilo. Ademas, dado que los estudiantes querian seguir profundizando y
corrigiendo sus errores la tutora creo un grupo en la red social Facebook en donde los estudiantes
interactuaban después de las sesiones y entre ellos mismo se compartian enlaces de videos y
paginas sobre la tematica mostrando asi una lata disposicion para solucionar las tareas generando

que la ZDP sea mas amplia.

Para concluir respecto al tema de funciones Camilo podemos decir que se observaron
varios aspectos en los que él mejoro, especialmente en su actitud hacia la tutora, porque ya
aceptaba sugerencias por parte de ella, ademas ayudaba a sus comparfieros en la resolucion de los
ejercicios, es decir, adquirié confianza ante el grupo y la tutora. Confianza, que segin Corredor,
Pérez y Arbeldez (2009) es una de las primeras condiciones de la mediacién porque la
interaccion se ha de realizar con base en la confianza, el respeto y la aceptacion docente-
estudiantes (p.24). Referente al aspecto académico se logré evidenciar habilidad en la
trasformacion de expresiones algebraicas y en la realizacion de célculos basicos. Por otro lado, él
pudo avanzar en el empleo de procedimientos de tipo grafico para expresar una imagen visual de
un concepto como el de dominio y recorrido, ademas de ir dando un correcto significado a los
simbolos y notaciones propias del tema para la resolucién de ejercicios. Luego las intervenciones
y mediaciones de la tutora han permitido que pase a un nuevo nivel de desarrollo real, es decir,

va subiendo escalones.

4.2.2. Los procedimientos de Camilo en el trabajo con limites

Recordamos que en la primera sesion el estudiante presentd un examen diagndstico
elaborado por la tutora sobre los contenidos basicos; de acuerdo al reporte de esa sesion se

identificaron dificultades en procedimientos analiticos como traducir de una a otra de las
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distintas representaciones de una funcion, y relacionar las expresiones algebraicas y gréafica
empleando sus propiedades. Por otro lado, se resaltd el dominio en los procedimientos de tipo
aritmético y en transformar expresiones algebraicas en el ejercicio de simplificar algunas
expresiones. En este reporte agruparemos las sesiones asociadas al trabajo con limites, sesiones
4, 5y 6, para corrobora algunas dificultades y habilidades procedimentales de Camilo

identificadas en la etapa anterior.
Inicialmente la tutora manifiesta dentro del formato de seguimiento las siguientes dificultades:

Tabla 10. Debilidades: cuarta sesion de tutoria Camilo. Fuente: Formato de seguimiento

individual

Debilidades No tenia nocion de limite, por ello no podia analizar el limite de
Observadas una funcidn, ni mirar los valores a los cuales me acerco por

derecha y por izquierda en un punto dado. No prepard la clase.

Segun la Tabla 10, Camilo tuvo dificultades en la forma basica de determinar el limite de
funciones, su nocion no era clara, y la tutora lo atribuyo a que el estudiante “no preparo clase”,
entendemos esto con el hecho que el estudiante no repaso los talleres de la clase y por ende no
prepard preguntas. Ahora bien, en el episodio 5 la tutora manifiesta lo siguiente sobre el inicio de

la sesion:

Camilo tenia tarea para esa sesion que correspondia a la parte conceptual, entonces
que miraran sobre los limites, algo sobre la definicion formal de limite. Entonces él
no lo miro, no miro eso, sino que paso de una vez a hacer los ejercicios sin mirar la
parte conceptual y por eso yo digo que no prepard, porque cuando llegué, pregunté

¢qué entendieron sobre los limites? (Episodio 5)
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Acerca del episodio 5 podemos notar que la mediacion dentro de la ZDP exige al tutor la
motivacion y la implicacion de los estudiantes, es decir, como lo plantea Corredor, Pérez y
Arbelaez (2009), es importante que en el proceso de mediacion se motive al estudiante a que se
haga protagonista de su aprendizaje y que se comprometa en todas las actividades que para tal fin
se propongan, en ultimas lograr la autonomia del estudiante para que el mismo se apropie de las
metas de aprendizaje que se estan buscando. Aunque en esta parte inicial de la sesion Camilo no

estuvo completamente comprometido.

El episodio 5 es retomado por la tutora con lo escrito en el trabajo complementario ya
que le pide a Camilo repasar los talleres trabajados y realizar nuevos ejercicios. En este punto
desde la teoria de Vygotsky, la tutora esta propiciando en el estudiante el proceso intrapsiquico
porque debe hacer una interiorizacién de lo trabajado en la sesibn como proceso interpsiquico,
este Ultimo realizado con la tutora al depender de ella en la solucion de los problemas, por eso
este Ultimo proceso se realiza a nivel social. Recordemos que para VVygotsky la interaccion social
constituye el medio principal de desarrollo intelectual, y la tutoria como espacio de interaccién

entre pares académicos es un tipo de interaccién social.

Sobre la notacion y el uso de los simbolos matematicos, la tutora insistié a Camilo en la

escritura apropiada de los limites, al respecto ella menciona lo siguiente:

Ya a la hora de resolver los limites yo les insistia mucho en que cada paso debiamos
ir poniendo limites. Y ellos me preguntaban: pero ¢Por que? Yo les decia deben
ponerlo porque no significa lo mismo, es decir no se ha evaluado. Y yo les decia la
Unica forma que desaparezca el simbolo de limite es cuando ya lo hayamos evaluado,

del resto siempre tiene que ponerlo. (Episodio 6)
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En el episodio 6 evidenciamos la intervencion de la tutora para corregir y enfatizar en el
correcto uso de los simbolos mateméticos asociados a un concepto, que no se restringio
unicamente al tema de limites, y que fue llevando a Camilo a ser consciente de la necesidad de
escribir correctamente. La tutora dentro de la sesidn esta evaluando continuamente al estudiante
con el fin de corregir junto a €l los errores. le estd exigiendo que se exprese adecuadamente para

darse a entender en el momento de preguntar o responder a los puntos del taller o del libro.

Ya en la siguiente sesion la tutora evidencia que el estudiante trabajé independientemente
porque plante6é dudas nuevamente sobre los limites, ratificando que adn se encuentra en una zona
de desarrollo préximo acerca de la solucion de problemas sobre dicho tema. Especificamente
Camilo no comprendia cémo aplicar correctamente la definicién formal de limite y lo pudo hacer
con ayuda de la tutora, quien utilizé el software GeoGebra como herramienta de mediacion para
representar algunas funciones y verificar el limite en cada caso. Consideramos que esta
herramienta de mediacion es valida ya que, en términos generales, como lo afirman Tall y
Vinner (1981), no siempre es ldgica pura lo que nos da una idea, interpretando asi, que en una
parte inicial es necesaria la intuicién y posteriormente si debe darse un proceso para llegar a lo

formal, que es siempre el objetivo de las matematicas avanzadas.

Ya en la Gltima sesion sobre limites, la tutora nuevamente utiliza GeoGebra como
herramienta para visualizar los limites de distintas funciones, creando en ese sentido un
andamiaje en donde el tutor controla los elementos de la tarea y posibilita su desarrollo.
Puntualmente ya no presenta dificultad en determinar los limites de las funciones una vez
representados graficamente por lo que podemos suponer que eso explica porque la tutora asigné
una nota de 4,0 al indicador Fs: emplea procedimientos de tipo grafico para expresar una imagen

visual de un concepto o relacion variacional.
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No obstante, la tutora reporta que el estudiante no recordaba las graficas de algunas
funciones como logaritmicas, exponenciales y trigonométricas, ademéas de su dominio y
recorrido entonces podemos entender porque valoré el indicador Fs con un 3,0. Referente a esto
Camilo, en la entrevista, menciona que en el colegio estudiaron “funciones sencillas” y que por

eso se le hace dificil representar nuevas funciones que para ¢l son “de un nivel mayor”.

Con el ejemplo anterior evidenciamos algunos de los elementos tedricos de la ZDP en el
desarrollo de habilidades relacionadas con procedimientos analiticos. No obstante, en varias de
las sesiones posteriores a estas se identificd que la principal herramienta de mediacién de la
tutora, ademas de los ejemplos, fue el uso de GeoGebra, tanto para la exploracion de gréficas

como para el disefio de actividades sobre la exploracion de nuevos temas.

Otro aspecto relevante fue que el espacio de la ZDP se extendio fuera de las sesiones de
tutorias ya que la tutora reporta, en los formatos de seguimiento, que algunas de las actividades
complementarias fueron socializadas por medio aplicaciones de mensajeria instantanea
Whatsapp en la que el estudiante hacia llegar las inquietudes al tutor, y en otras ocasiones el
estudiante trabajaba independientemente fuera de la tutoria identificando de este modo la
realizacion del proceso de internalizacion. Respecto a las habilidades del proceso procedimental
la tutora reporta en las ultimas sesiones sobre limites que supero varias de sus dificultades en el

manejo y calculo de limites.

4.2.3. Los procedimientos de Camilo en el trabajo con derivadas y sus aplicaciones

En el aprendizaje del Calculo y particularmente sobre la nocion de derivada de una
funcidn existen dos caminos extremos, uno muy enfocado en la parte operativa 0 mecanica y el

otro extremo enfocado en el contenido formal, como lo mencionan Cuevas, Rodriguez y
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Gonzélez (2014). Por ejemplo, si en la educacion media superior se aborda la nocion de derivada
el tipo de ensefianza mas usual, desde la propia experiencia, es plantear modelos algoritmicos de
resolucion de situaciones para que luego los estudiantes los reproduzcan entonces como lo
mencionan Cuevas, Moreno y Pluvinage (2005) el significado de los conceptos no esta presente
y por lo tanto la aplicacion de la derivada se limita a la transformacion de expresiones

algebraicas mediante las reglas de derivacion.

Otro problema en el aprendizaje del concepto de derivada recae en la organizacion de los
programas de estudio porque segun imaz y Moreno (2010) la estructura de funciones, limites y
por ultimo aplicaciones de la derivada no es consecuente con el desarrollo histérico del concepto.
Por tal motivo estos autores y otros como Cuevas y colaboradores proponen la reestructuracion

curricular més coherente con el desarrollo histérico.

En nuestro contexto, el programa de la asignatura de Calculo | est4 organizada en la
forma tradicional, a pesar de que recientemente se han hecho y ejecutado propuestas de
reestructuracién como el curso de pre-célculo, con el uso de tecnologias y el trabajo activo de los
estudiantes en el proceso de resolucion de problemas (Fiallo y Parada, 2014). Las tutorias de
Calculo I ofrecidas por el programa ASAE (contexto de nuestro estudio) siguen una metodologia
basada en la resolucién de problemas y en la atencion particular de las dificultades de los
estudiantes beneficiarios, no obstante, éstas siguen la programacion del curso tal como la plantea
la universidad. Por ello, se evidencia en varias de las sesiones de tutoria sobre el concepto de
derivada, reportadas por la tutora, actividades de ejercitacion de las reglas de derivacion para
distintos tipos de funciones. Por este mismo motivo agrupamos las Gltimas siete sesiones con el
fin de no ser repetitivos y asi reportar las habilidades de Camilo en el trabajo con derivadas y sus

aplicaciones.
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Iniciaremos, presentado resultados del andlisis de las tres primeras sesiones sobre
derivadas (tratadas por la tutora desde un enfoque algoritmico) guiadas por un taller. Segun la
tutora, las actividades se realizaron teniendo en cuenta que los estudiantes han estudiado las

secciones que tienen que ver con:

o La derivada como funcion.

o Derivadas de funciones polindmicas, exponenciales y reglas del producto y
cociente.

o Derivadas trigonomeétricas y regla de la cadena.

En cada una de las sesiones, segiin menciona la tutora “el estudiante ha leido el tema con
anticipacion”, luego desde nuestro punto de vista evidenciamos que la interaccion continua con
la tutora ha logrado que el estudiante se responsabilice de su proceso de aprendizaje y que poco a
poco el andamiaje construido por ellas sea retirado, a su vez, Camilo es consciente de que es una
actividad que se desarrolla colaborativamente y por lo tanto ambas partes deben aportar en la

construccién del conocimiento. Ademas, la tutora menciona:

Inicialmente empezamos a realizar ejercicios con las operaciones de la derivada, es
decir, la derivada normal y después mirar lo de las operaciones, lo de la suma... Eso
Camilo lo adelanto muy bien. Eso lo memoriz6 muy bien... lo que fue la regla del

producto y el cociente. (Episodio 7)

Recordemos que los procedimientos involucran métodos y técnicas, luego lo memoristico
y lo algoritmico es también esencial dentro del proceso procedimental, y este aspecto segun el
episodio 7 es dominado por Camilo. A pesar de esto, Star (2004) propone que los estudiantes

tengan un conocimiento de los procedimientos més flexible, es decir, que no se limite a los
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gjercicios particulares sin una interpretacion por parte del estudiante. Esta propuesta es adaptada
parcialmente por la tutora ya que mezcla ejercicios de mecanizacion de algoritmos, pero a su vez
propone situaciones donde Camilo tuvo que interpretar la derivada como el valor de la pendiente
de la recta tangente a una curva, como por ejemplo en los ejercicios 1 y 2 del taller 10,

lustracion 30.

lHustracion 30. Ejercicios 1y 2, taller 10 elaborado por la tutora

1.

Considere que f(2) = —3 ,¢9(2) =4, f'(2)= -2y
g'(2) = 7, encuentre h'(2).

(a) h(x) = 5f(x) — 4g(x) (b) h(x) = flx)g(x)
oy ) L g
(c) hix) = ) (d) hix) = T+ (0

- x—1
2. Encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva y = 3 due

sean paralelas alarecta x — 2y =2

Con el gjercicio 2, llustracion 30, la tutora nuevamente reforzé las nociones algebraicas
de paralelismo y perpendicularidad, poco dominadas por Camilo en el momento de ingresar a las
tutorias, pero ya en el trabajo con derivadas. Por otro lado, respecto a la regla de la cadena se

posibilita la siguiente reflexion:

Tutora: ...Camilo pensaba que siempre tenia que hacerlo en el mismo orden.
Entonces, él me preguntaba qué si era lo mismo hacer la derivada del de adentro y
luego la de afuera, a hacer primero la de afuera y luego la de adentro.

Investigadora: ¢ Cudl fue tu respuesta a la inquietud?

Tutora: Que tenia que tener mucho cuidado depende de los signos que estuviesen
dentro. Pero que ... si se podia. Porque su dificultad siempre estuvo en los signos.

(Episodio 8)
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Luego en estas sesiones los errores mas frecuentes de Camilo, segun la tutora, fueron de
tipo numérico; como el que se menciona en el episodio 8 sobre el manejo de los signos en la
regla de la cadena. Ademas, en el formato de seguimiento se plantea que tuvo dificultades para
resolver raices de funciones cuadraticas. A pesar de ser errores “minimos”, superados en la
educacion bésica, los cuales se pueden llegar a despreciar a medida que se avanza en los temas,
si es necesario que los tutores no los pasen por alto y consideren realizar actividades de refuerzo,
para evitar que mas adelante esos pequefios errores se convierten en obstaculos epistemolégicos

desde la mirada de Brousseau.

Acerca de las aplicaciones de la derivada, estudiadas en las Gltimas sesiones, la tutora
orientd las sesiones semanales en la resolucién de situaciones problema sobre la derivada como
razén de cambio, aplicacion de la primera derivada y problemas de optimizacion. Dichos
problemas fueron seleccionados del libro guia para Calculo | Trascendentes tempranas de Zill y
Wright (2011). Aqui, la principal dificultad que la tutora percibié en Camilo fue la interpretacion
de los enunciados. Recordemos que, en este punto del curso los estudiantes no se limitan a
resolver ejercicios puntuales que requieren Unicamente la aplicacién de algoritmos, sino que
deben interpretar situaciones que implican variacién para modelarlas a través de una funcion; lo
que hace necesario identificar las variables del problema y establecer correctamente la
interdependencia de esas magnitudes variables tanto cualitativa como cuantitativamente (Ramos

y Jiménez, 2014). Al respecto sobre estas sesiones en entrevista se manifiesta que:

Tutora: en la optimizacion y razon de cambio la dificultad, por ejemplo, en algunas
situaciones estaba en usar los volumenes de figuras geométricas, Camilo no se los

sabia, entonces se confundia y no podia avanzar en el problema. Ademas, a veces le
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tocaba leer el problema y leerlo porque no lo interpretaba bien, o sea no veia el
camino de hacerlo.

Investigadora: ¢Camilo realizaba alguna representacion de la situacion?

Tutora: siempre hacia un dibujito. Si le decian un cilindro, €l dibujaba el cilindro; o si
le decian un cubo, él dibujaba el cubo, y trataba como de representar lo que le estaba

diciendo el problema... trataba de imaginarse que estaba pasando. (Episodio 9)

Segun lo reportado en el episodio 9, identificamos que hubo un trabajo continuo sobre
situaciones que involucraban figuras geométricas para repasar las formulas de los volimenes
méas usuales. Camilo no recordaba las formulas y por consiguiente no podia usarlas con
efectividad en la conclusion de procedimientos geométricos. Ademas, identificamos cierta
dificultad en la interpretacion de los enunciados escritos sobre situaciones que implican

variacion.

Sobre esta Gltima cuestion mencionamos que en un principio habiamos considerado
analizar dos procesos matematicos, el proceso procedimental y el de comunicacion. Sin
embargo, por la complejidad de la informacién a analizar decidimos estudiar Unicamente el
primer proceso. A pesar de esta decision no podemos separar los procesos matematicos, como ya
habiamos mencionado (en el apartado 2.3 del marco teorico), porque como acabamos de ver en
el episodio 9 la interpretacion como habilidad propia del proceso de comunicacion permite
comprender y dar sentido a la estructura de un problema (Hernandez, Delgado y Fernandez,
2001, Montenegro, 1999) lo que influye en la elaboracion y aplicacién de procedimientos

necesarios en la solucién de una situacion.

Sin restar importancia a los subtemas de aplicaciones de la derivada, finalizamos

mostrando que en los talleres se trabajaron problemas de aplicacion de la primera y segunda
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derivada para graficar funciones o para determinar las constantes de funciones especificas como

la de la parabola, Ilustracion 31.

lustracién 31. Ejercicios 4, taller 13 elaborado por la tutora.

Halle una pardbola y = ax® + bx + ¢ que pase por el punto
(1,4) y cuyas rectas tangentes en x = —1 y x = 5 tengan
pendientes 6 y —2 respectivamente.

Referente al ejercicio 4, llustracion 31, la tutora menciona a groso modo la forma en la

cual Camilo abordaba este tipo de situaciones.

Tutora: lo primero que hizo fue una parébola, y él tenia muy presente que si a era
positiva entonces eso es una pardbola que abre hacia arriba. Estos problemas eran
muy claros para Camilo, porque él tenia claro que era una recta tangente, que quiere
decir que su pendiente sea por ejemplo 6, entonces eso si lo trataba de abordar muy

bien y yo no intervenia. (Episodio 10)

A partir del episodio 10 podemos notar habilidades de Camilo referidas a procedimientos
analiticos y a su vez un conocimiento conceptual que favorece directamente en la elaboracién de
dichos procedimientos. Aqui, por ejemplo, transformar objetos como la derivacién no se limita a
lo algoritmico, sino que también hay una reflexion que exige al estudiante entender los conceptos
sobre los cuales un procedimiento se apoya MEN (2006) y asi seleccionar el mas adecuado. A su
vez notamos que en la parte final del proceso tutorial el nivel de ayuda de la tutora estan la alerta
(Nivel 1) y a su vez la calidad de la tarea esta en un nivel de eficacia media maxima (Rodriguez,

2013).
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En general, Camilo tuvo avances desde lo académico y lo social ya que no solo

solucionaba dudas con la tutora y sus compafieros dentro de las sesiones, sino que también

aprendié a escuchar y trabajar en grupo, asi como ser méas abierto a las recomendaciones de la

tutora. En general, al terminar el acompafamiento de la tutora, identificamos las habilidades

referenciadas en la Tabla 11.

Tabla 11. Habilidades y dificultades en Camilo durante del proceso tutorial.

decimales a lapiz

Aritméticos Geométricos Analiticos
e Realiza o Realiza representaciones e  Determina las variables
calculos con en el plano de figuras de 2D o de una situacion.
nameros 3D

e  Utilizar aproximaciones

o Emplea procedimientos  numéricas para  deducir

é y papel. de tipo grafico para expresar la  intuitivamente el limite de

;‘-5 imagen visual de un concepto  una funcién.

% como el de limite. e  Transforma objetos
matematicos para obtener un
nuevo objeto como la
composicion de funciones y
la derivacion.

e Realiza e Usa propiedades de las e Modela situaciones de
calculos con figuras como paralelismo y cambio a través de
nameros perpendicularidad. funciones (interpretacion de

% negativos en Recuerda las formulas los enunciados).

E operactones sobre volimenes y

a como figuras

multiplicacién vy

potenciacién

propiedades de
geométricas para modelar las

situaciones de cambio.
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4.2.4. Los procedimientos de Camilo al finalizar el proceso tutorial

Para el semestre 2015-11 la coordinacion de ASAE junto con la investigadora disefiaron
un examen que se denomind prueba simulacro con el fin de obtener informacion adicional
independiente de las valoraciones de los tutores. En términos de la teoria de la ZDP el fin de esta
prueba fue identificar y describir el nuevo nivel de desarrollo alcanzado, en otras palabras, la
zona de desarrollo real del estudiante al finalizar su paso por un programa de acompafiamiento.
A continuacidn, analizamos cada uno de los puntos de la prueba simulacro organizandolos de
acuerdo al tipo de procedimiento de mayor fuerza en cada uno, por este motivo tendremos en
mayor medida procedimientos analiticos y aritméticos, seguidos de procedimientos geométricos

y métricos.

Procedimientos geométricos de Camilo en la prueba simulacro

En el punto 4 presentado en la llustracion 32, el objetivo era determinar la rapidez con
que sube el nivel del agua en una determinada profundidad de un canaldn con extremos
verticales en forma de trapecios isdsceles. Se espera que el estudiante elabore procedimientos de
los cuatro tipos. Inicialmente debe representar el volumen de la figura tridimensional y posterior
a eso determinar las variables de la situacion y establecer la interdependencia de las variables
profundidad y base mayor del trapecio. Esta ultima accion requiere de la elaboracion de figuras
auxiliares para usar propiedades como la semejanza, y finalmente modelar la expresion del
volumen en funcion de la profundidad del agua. Lo que viene después sera analizado dentro de

los procedimientos analiticos de esta prueba.

lustracion 32. Punto 4.a, prueba simulacro ASAE
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4. Analiza y resuelve:

a. Un canalén de agua con extremos verticales en forma de trapezoides isésceles tiene las dimensiones
mostradas en la figura. Si se bombea a razén constante de 3 m?®/s, ;jcon qué rapidez sube el nivel del

agua cuando la profundidad del canalén es de 1‘ m?

En el procedimiento realizado por Camilo se evidencia su intento por relacionar las dos
variables que son la base mayor del trapecio y la altura del agua y para ello realiza una
construccién auxiliar de dos triangulos semejantes y solapados, (Recuadro verde, Ilustracion 33)
gue son una seccion del trapecio. A su vez, utilizo la propiedad de los triangulos rectangulos, es
decir, el teorema de Pitdgoras para calcular el valor del cateto del triangulo mas grande con
dimensiones numéricas. Hasta este punto podemos evidenciar, desde la taxonomia de los
procedimientos, que las acciones de Camilo para usar atributos y propiedades de figuras de dos

dimensiones (triangulos) fueron realizadas eficientemente por el estudiante.

Una vez calculado el valor del cateto y teniendo en cuenta que los tridngulos son
semejantes, Camilo procedié a establecer una proporcién entre los catetos de los triangulos
rectangulos. Logrando determinar la interdependencia cuantitativamente de las variables x y h

(nivel el agua).

llustracion 33. Procedimiento geométrico de Camilo en el punto 4.a.
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No obstante, a la hora de modelar la funcion en términos de la variable altura el
estudiante recae en un error ya que, primero, no tiene en cuenta que la variable x no representa la
base mayor del trapecio respecto a un nivel de agua determinado, dado que Camilo solo
considerd un triangulo (pero la figura del trapecio estd formada por dos de esos triangulos

rectangulos y un cuadrado de lado 1m). En segundo lugar, el estudiante no plantea

correctamente el volumen de la figura tridimensional (recuadro rojo, llustracion 33),
principalmente porque la expresion del area del trapecio no es formulada correctamente.
Recordemos que durante las sesiones de tutoria (episodio 9) se reporté que Camilo no recordaba
algunas formulas de volimenes de figuras geométricas, entonces aqui nuevamente se repite y en

figuras planas.

A partir del procedimiento geométrico ejecutado por Camilo como primera accién para
resolver la situacién de variacion, encontramos que recurrid a representaciones pictéricas que le
ayudaran a interpretar el cambio en el volumen del agua. Sin embargo, la accion de calcular el
volumen de la figura, en términos de Vigotsky, no forma parte de su nivel de desarrollo real ya
que por si solo no lo logré, debido quizas a un desconocimiento de las propiedades de figuras

geomeétricas en caso del trapecio.
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Procedimientos aritméticos de Camilo en la prueba simulacro

Referente al segundo punto de la actividad (ver llustracién 34) el objetivo era analizar
cada uno de los enunciados y determinar si eran falsos o verdaderos, y posteriormente
justificarlos.

llustracién 34. Punto 2, prueba simulacro ASAE.

2. Determina si los siguientes enunciados son verdaderos o falsos. Si es verdadero, justifica tu
respuesta. Si es falso, explica por qué o da un ejemplo que refute el enunciado. Respuesta sin justificar
NO tiene valor.

a. Si una funcién y = f(x) es par, entonces i’ = f'(x) es par.

., 9 < . . ‘
b. La funcién f(z) = 222 es continua en el intervalo (2, 00).

c. Dada la funcién f(z) = 2* + 2° — 2 — 1 en el intervalo [—1, 1], existe un mimero ¢ tal que
<1y '(c) = 0.

En el item 2.c. la afirmacion es verdadera y el principal objeto matematico es la derivada
como la pendiente de la recta tangente a la curva en un punto por medio del teorema del valor
intermedio, lo que implica verificar las condiciones del teorema. Este punto fue contestado
correctamente por el 16% de los estudiantes que presentaron el simulacro y dentro de ese grupo

se encuentra Camilo. A continuacion, la respuesta de Camilo y sus procedimientos aritméticos.

Como se observa en la llustracion 35, Camilo después de interpretar el Teorema del valor
intermedio a la situacion procede a derivar la funcion y evaluar precisamente en los valores
extremos del intervalo. En esta parte se evidencia que Camilo domina los métodos de derivacion
de polinomios, y a su vez realiza sin problema operaciones basicas que involucran ndmeros
negativos (recodemos que en la Tabla 11 reportamos que en general durante las sesiones de
tutoria tenia errores al operar con nimeros negativos). Entonces desde la taxonomia de los
procedimientos y sus habilidades nos sugiere (Barajas, 2015) un avance en la realizacion de

operaciones basicas con numeros enteros. De igual forma, Camilo tuvo control de las
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condiciones necesarias para la validez del teorema como lo es la continuidad de la funciéon en el
intervalo dado. Por lo tanto, resaltamos la importancia de tener un equilibrio entre el
conocimiento procedimental y conceptual, es decir, no solo memorizar conceptos y algoritmos
sino reflexionar sobre ellos para saber aplicarlos en las situaciones que lo requieran.

llustracion 35. Respuesta de Camilo al punto 2.b. prueba simulacro

/

Retomando nuevamente el punto 4 (llustracion 32), notamos que Camilo pasa de una
representacion decimal a una racional para resolver la raiz y calcular la altura total del canal. Y
nuevamente cuando establece la proporcion pasa de la notacion decimal a la racional para
determinar el valor de x en funcién h, como se observa en los recuadros verdes de la Ilustracion
36. Lo cual nos sugiere que Camilo es capaz de usar diferentes representaciones de los nimeros

decimales para decidir sobre cual usar en la solucion de la situacion (Barajas, 2015).
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lustracion 36. Procedimiento geométrico de Camilo en el punto 4.a. prueba simulacro

Y. g | v

Ahora bien, usar diferentes notaciones de los nimeros reales y decidir sobre su uso en
una situacion dada es muy apropiada para diferentes contextos, méas alla de un curso de Célculo
diferencial, ya que facilita la realizacion de operaciones e interpretacion de resultados numéricos
(NCTM, 2003). Dentro del contexto del curso de célculo I, esta estrategia es particularmente

necesaria en el examen de escuela que prohibe el uso de calculadora.

Por ultimo, en relacion a linealizacion y diferenciales, como subtema de la aplicacion de
la derivada, se propuso una situacion donde los estudiantes debian encontrar una aproximacion al
error maximo, llustracion 37. Con el cual pretendiamos revisar desde lo aritmético las

habilidades para operar con nimeros decimales.

llustracién 37. Enunciado item 5, prueba simulacro ASAE

5. El lado de un cuadrado mide 10 e¢m con un error posible de 0,3 cm. Usa diferenciales para

encontrar una aproximacién al error maximo en el area. Encuentre el error relativo aproximado y el
error porcentual.

No obstante, mas de la mitad de los estudiantes que presentaron el simulacro no

contestaron este punto. Algunos mencionaron, por escrito en el examen o verbalmente, que ellos
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no habian estudiado en clase con el profesor ese tema. Un caso de esta evidencia es precisamente

Camilo quien de forma escrita manifest6 no haber visto el tema, llustracion 38.

lustracién 38. Respuesta de Camilo al item 5, prueba simulacro

S)

A pesar de no estar directamente interesadas en la presentacion de contenidos, si
consideramos al profesor como otro mediador en la zona de desarrollo préoximo de los
estudiantes, y segun Corredor, Arbeldez y Pérez (2009), se le exige una coherencia de contenidos
en el disefio de experiencias de aprendizaje como lo es la evaluacion. Entonces es preocupante
que algunos de los temas no sean abordados por todos los profesores y luego sean evaluados en
el examen final de escuela. Recordamos que los estudiantes presentaron la prueba simulacro el
altimo dia de clases de ese semestre y enseguida salieron a una semana de receso, posterior a ella
entraron a semana de examenes. Asi que suponemos gue una de sus opciones fue estudiar el

tema por su cuenta.
Procedimientos analiticos de Camilo en la prueba simulacro

En el primer punto se debia interpretar la grafica de la funcién f” para trazar la grafica de
la funcion f (ver llustracion 39), en donde Camilo hizo una incorrecta interpretacion del
enunciado y trata de trazar la grafica de la funcion derivada de f°, es decir la segunda derivada
/7, en lugar de trazar el bosquejo de la funcion inicial, llustracion 40 lustracion 39. En este error

recayeron 3 de los 55 estudiantes que presentaron la prueba simulacro.
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lHustracion 39. Primer punto prueba simulacro ASAE

1. Dada la grafica de la derivada de una funcién contintia f. Traza la grafica de la funcién f, si £(0)=0.

Explica tu procedimiento.
? // \“ - /(@) \
B O UA. 7 5

Aungue su respuesta no era la solicitada, Camilo hizo una buena interpretacion de

algunos de los puntos criticos de f” para trazar aproximadamente la grafica de la derivada, pero
nuevamente se evidencia dificultad en la lectura e interpretacion del enunciado porque el
estudiante traza la grafica y la denota como f(x) como se puede ver en la llustracion 40 en el
ovalo naranja. Ademas, en contorno rojo resaltamos que no tuvo en cuenta que la funcion f a
trazar debia ser continua. No es de extrafiar dado que en una sesién tutorial cuando trabajaron
sobre continuidad la tutora registrd6 que Camilo no verificaba que se cumplieran las tres
propiedades para analizar que una funcion fuera continla, él solo hallaba los limites de las
funciones. Por ultimo, se pedia que explicara, pero no se evidencio registro escrito por parte de

Camilo.

Por lo anteriormente expuesto y retomando la taxonomia de los procedimientos y sus
habilidades, tenemos que la accion de Camilo para transformar un objeto matematico con el fin
de obtener un nuevo objeto, en este saso a través de la interpretacién de una representacion
gréafica, no es realizada eficazmente. Entonces consideramos que su nivel de desarrollo real no es

suficiente para que Camilo resolviera la situacion.

lustracion 40. Respuesta de Camilo al punto 1 de la prueba simulacro
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En el item 2a. el enunciado es falso (llustracion 34), y para ello los estudiantes podian
usar un contraejemplo. ElI 60% de los estudiantes que contestaron correctamente el item

escogieron, al igual que Camilo, la funcion f(x) =x? como contragjemplo. En particular,
Camilo uso la definicion de funcion par para mostrar que era de este tipo, luego derivd f(x) y

mostro que era impar usando la definicion correspondiente, como se observa en la llustracion 41.

llustracion 41. Respuesta de Camilo al punto 2.a. prueba simulacro.

@ 2 £

Respecto a su solucidn, llustracion 41, podemos decir que su procedimiento analitico fue
ejecutado con efectividad mostrando habilidad para relacionar expresiones algebraicas
empleando sus propiedades (Barajas, 2015) y si miramos el proceso de razonamiento tenemos
gue encuentra contraejemplos usando propiedades y hechos conocidos para explicar otros hechos
(MEN, 1998). Ademas, se evidencia un cambio notable en la organizacion de la respuesta y en el
uso apropiado de los simbolos matematicos para mostrar implicaciones. Recordemos que

anteriormente usaba inapropiadamente el simbolo igual “=" para mencionar una implicacion o
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relacion entre elementos diferentes, ahora usa el simbolo entonces “—” e indica verbalmente las

partes de su procedimiento. Entonces reconocemos que, en su nuevo nivel de desarrollo real

(NDR), los procedimientos dominados por Camilo son comunicados satisfactoriamente.

El enunciado del item 2.b. (de la llustracion 34) es verdadero, luego los estudiantes
debian usar argumentos vélidos para demostrar la afirmacion. En general, el 58% de los
estudiantes que presentaron el examen contestaron correctamente, y sus estrategias de
argumentacion se dividieron en dos grupos, una gran parte de ellos exploraron la variacion de x
para identificar el valor en el cual la funcion era indefinida y la otra parte opté por hallar el
dominio de la funcién. Ahora bien, para analizar mejor la respuesta de Camilo, llustracién 42,

hacemos una transcripcion textual de lo plasmado en su hoja, que se adjunta en la ilustracion.

Con lo consignado en la lustracion 42 podemos identificar que Camilo se encuentra en el
grupo de estudiantes que evalud la funcion e identificé el valor de x en la que ésta no esta
definida. Entonces recurriendo a las habilidades comunicativas Camilo tuvo la capacidad de
interpretar el concepto de continuidad para explicar porque la afirmacién es verdadera por medio
de razones relevantes (Rigo, Rojano y Pluvinage, 2011, MEN, 1998). A su vez el estudiante usé
de mecanismos cognitivos de alternancia de momentos ya que identificd que en este punto
primaba mas el conocimiento conceptual (de continuidad) que el procedimental. Entonces, el
nivel de lo procedimental se enfoca en al analisis de la funcion, en cuanto a sus propiedades

(valores en los que esta definida la funcion e intervalos de continuidad).

llustracion 42. Respuesta y transcripcion al punto 2.b. prueba simulacro por parte de Camilo
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&/ s o7

-2

x+3

fa) =22

debe estar definida en ese intervalo.

, Como para que sea continua en el intervalo (2, o0), la funcién

x—2%*0

x # 2 — f(x) es continua donde x es diferente de 2. Verdadero

En el punto 4.a. de la llustracion 32, como ya habiamos mencionado el objetivo era
determinar la rapidez con que sube el nivel del agua en una determinada profundidad de un
canaldn con extremos verticales en forma de trapecios isosceles. Una vez expresada la funcion
del volumen en términos de la profundidad del agua, el procedimiento consiste en derivar la

funcion respecto al tiempo y reemplazar por la informacion dada para finalmente calcular.

En los procedimientos geométricos, llustracion 33, Camilo no planted correctamente la
funcion del volumen, pero el proceso procedimental de derivacion lo efectud bien (como se
muestra en la, llustracion 43, en el cual él explica textualmente su razonamiento). En términos
del MEN (2006), aqui Camilo estaria aplicando métodos para hallar las derivadas de algunas
funciones y en términos de habilidades a priori transforma un objeto matematico para obtener un

nuevo objeto (MEN,1998).

Cuando mencionamos que Camilo explicita sus razonamientos nos referimos a la parte en
donde menciona cuales son los datos proporcionados por el enunciado y cOmo va a proceder con
ellos para hallar la razon de cambio solicitada. Posterior a ello, la trasformacion de expresiones
algebraicas es realizada con eficiencia, en donde a su vez muestra habilidades para realizar

operaciones como resta y division con numeros reales. Ahora bien, desde los procedimientos
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métricos podemos inferir que Camilo usé la derivada como un procedimiento para calcular la

magnitud de velocidad instantanea.

lustracién 43. Procedimiento de Camilo en el punto 4.a. prueba simulacro

La prueba simulacro nos permitié valorar la accién independiente de Camilo, después del
acompafiamiento de la tutora, identificando que procedimientos aritméticos con ndmeros
racionales, procedimientos analiticos como la derivacion de funciones y la determinacion de
variables en una situacién, y procedimientos geométricos como la realizacion de representacion
pictoricas en la interpretacion la variacion, forman parte del nivel de desarrollo real de Camilo.
Ademas, el examen fue la ultima ayuda proporcionada por el programa para que los estudiantes
reconocieran si su NDR les permite resolver por si solos los problemas a los que se deben

enfrentar al finalizar un curso de céalculo I.
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4.3. Habilidades procedimentales en Camilo después del proceso tutorial

Tras finalizar las clases del semestre académico el programa de tutorias también finaliza,
y todos los estudiantes de la UIS tienen dos semanas de examenes finales, durante esas semanas
la Escuela de Matematicas disefia el ultimo examen de célculo | (bajo el liderazgo del profesor
coordinador del curso) y programa la fecha de su aplicacién. A continuacién, analizaremos los
procesos expresados por Camilo en el desarrollo de este Ultimo examen para en términos de la
teoria de la ZDP determinar el nuevo nivel de desarrollo alcanzado luego de su paso por todo el

programa de atencién y seguimiento.

Nuevamente analizamos cada uno de los puntos del examen final, organizandolos de
acuerdo al tipo de procedimiento presentes en la solucion, ademas, tendremos en mayor medida
procedimientos analiticos y aritméticos, seguidos de procedimientos geométricos y métricos con

los cuales comenzaremos.

4.3.1. Procedimientos geométricos y métricos de Camilo en el examen final de

escuela

El primer punto del examen, Tabla 12, evalUa la comprension de la derivada como razén
de cambio que implica inicialmente la interpretacion de los elementos del enunciado para luego
modelar la situacion de cambio a través de una expresion algebraica, esta accion requiere de
determinar las magnitudes, es decir, las variables y las constantes. A su vez es necesario hacer
conversion de unidades porque algunas estan dadas en pulgadas y otras en pies. Por lo tanto, el
estudiante debe elaborar y realizar  procedimientos de los cuatro tipos planteados en la
taxonomia del marco conceptual.

Tabla 12.
Enunciado problema 1 examen final de escuela
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Como se muestra en la figura, un tanque rectangular de
agua de 5 pies de ancho esta dividido en dos tanques por
medio de una separacién que se mueve en la direccion

indicada a razon de 1 pulg /min cuando al tanque frontal se

<

bombea agua a razon de 1 pie® /min.

/’ ‘
. , . . 5 pie
(@) ¢A qué razon cambia el nivel del agua cuando el <5 pies—>b”

volumen de agua en el tanque frontal es de 40 pies® y
x =4 pies?

(b) En ese instante, el nivel del agua ¢sube o baja?

Ahora bien, en la respuesta de Camilo a la pregunta (a) (ver llustracion 44) podemos
observar que identifica y representa a cada una de las razones de cambio con la notacion
apropiadamente, y a su vez determina las magnitudes variables y la constante para expresar el

volumen del tanque en funcién de ellas: Volumen = h - 5pies - x (recuadro verde, llustracion
44). Entonces desde la taxonomia de los procedimientos Camilo esta usando la propiedad fisica
del volumen de una figura de tres dimensiones para expresar simbélicamente la variacién del

volumen del agua.

La formula del volumen para esta figura es mas basica que la propuesta para la figura del
enunciado 4.a. de la llustracion 32, luego preveiamos que el estudiante no tuviera inconvenientes

en la interpretacion de la situacion para deducir la férmula del volumen,
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lustracién 44. Procedimientos geométricos y métricos de Camilo en el item 1.a examen de escuela.

Posteriormente, Camilo convierte unidades y establece una proporcionalidad directa entre
pulgadas y pies, para unificar las unidades de medida expuestas en el problema, entonces él

determina que la variable “x” cambia respecto al tiempo a razén de 1/12 pies/min (recuadro
azul, llustracion 44) que es equivalente a 1 pulg/min. Este procedimiento métrico de

conversion de unidades no se evidencié en el proceso tutorial luego es una habilidad que el
estudiante desarroll6 fuera del contexto del programa de acompafiamiento y seguimiento, quizas
fue mediada por el mismo profesor de Calculo |, ya que este ultimo es también un mediador en el

proceso de aprendizaje del estudiante (Corredor, Arbeléez y Pérez, 2009).

El segundo item del examen (Tabla 13) también requeria de habilidades asociadas a los
procedimientos geométricos, ya que para poder establecer la interdependencia de las variables x
y L era necesario, a partir del dibujo de la situacién, encontrar una expresion que las relacionara.
Posteriormente establecida la funcion se procederia a ralizar procedimientos analiticos para

encontrar el valor de x que hace que la longitud L sea minima.
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Tabla 13.
Enunciado problema 2 examen final de escuela

B |«—8.5 pulg—>]
Una esquina de una hoja de papel de 8.5 pulg = 11 pulg se
dobla sobre el otro borde del papel como se muestra en la .
pulg

figura. Encuentre el ancho x del doblez de modo que la

longitud L del pliegue sea minima.

|l<

Camilo comienza su solucion (llustracion 45) dibujando nuevamente la hora de papel
para agregar informacion extra que no estaba explicita en el dibujo inicial como por ejemplo que
el doblez del papel corresponde a un triangulo rectangulo (marca de angulo recto) y denota los
lados del triangulo como L, Y y C. Ademas, hace construcciones auxiliares para mostrar que la
figura queda subdividida en tridngulos rectangulos, donde por la notacién de los angulos
inferimos que Camilo establecié que esta pareja de triangulos era semejante (recado verde,

[lustracion 45).

llustracion 45. Procedimientos geométricos de Camilo en el item 2 del examen de escuela.

Acerca de las representaciones de situaciones, el NCTM (2003) reconoce que son

procedimientos de comunicacion e importantes herramientas de pensamiento, y plantean que en
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todos los niveles de educacion se capacite a los estudiantes en su creacion y utilizacion con el fin
de registrar y comunicar ideas matematicas (como en el caso de Camilo) y, de igual modo,

interpretar los fendmenos.

Aqui, Camilo decide representar los triangulo semejantes uno sobre el otro quizas para
establecer con mayor facilidad la proporcionalidad que se observa en el recuadro azul, de la
[lustracion 45. Sin embargo, se evidencian dos cosas que limitaron que el estudiante expresara

apropiadamente la funcion L en términos de X:

) establece una variable Z y usa el teorema de Pitagoras para calcularla en términos
de x, pero la expresién no es correcta (recuadro rojo, llustracion 45) ya que el otro cateto

no tiene esa dimension de 8,5 — x (sino que es 8,5 pulg.), este error lo comete a pesar de

tenerlo bien en la representacion gréfica.

i) establece una variable llamada C para denominar nuevamente la variable x sin
percatarse que se esta refiriendo a la misma magnitud. Por lo tanto, a pesar de tener una
expresion que relaciona a L con C (teorema de Pitagoras, recuadro azul, llustracion 45)
no la establece en términos de X, esto en términos de Piaget (citado en Richmond, 2000)

podria denotarse como irreversibilidad (una limitacion en las tareas de conservacién).

4.3.2. Procedimientos aritméticos de Camilo en el examen final de escuela

Retomando el item l.a. de la Tabla 12, encontramos que Camilo en la accion de
determinar la razon con que cambia el nivel del agua recae en el error de operar la unidad con la
fraccion (ver recuadro rojo, llustracion 46), pues tomé al 6 como denominador de 1 y 5
arbitrariamente por lo cual obtuvo 4/120, donde en realidad era 1/120 para el valor de la razon de

cambio del nivel del agua.
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llustracion 46. Procedimientos aritméticos de Camilo en el item 1.a del examen de escuela.

Este error no habia sido considerado en las anteriores etapas del programa de
acompafamiento ya que Camilo siempre se caracteriz6 por su habilidad para operar con nimeros
decimales y fraccionarios, asi que atribuimos el procedimiento erréneo a la presion bajo la cual
estaba él en ese momento y que desde las habilidades de control significa que el estudiante no
Verificar los pasos de un procedimiento (Barajas, 2015). Sin embargo, como veremos mas
adelante (llustracién 48) con el item 4, nuevamente los nervios o la falta de concentracidn
hicieron que Camilo no realizara operaciones correctamente hasta el final. El item 4 se enuncia a

continuacion:

El periodo (en segundos) de un péndulo simple de longitud L es T = 2m,/L/g, donde

g es la aceleracion debida a la gravedad. Dado que L es fijo a 4 metros, encuentre
una aproximacion al cambio en el periodo si el péndulo se mueve a una altitud
donde g = 9,75 m/s?.
Camilo en su solucion (lustracién 47) inicialmente decide utilizar una notacion diferente
para la gravedad g con ayuda de las propiedades de la potenciacion, pero no continu6 generando
expresiones equivalentes de f’ﬁ usando propiedades de la potenciacion, que a nuestro juicio le

simplificaria la realizacion de procedimientos analiticos como la derivacion y de igual modo la

realizacion de nuevos calculos como veremos a continuacion.
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llustracion 47. Procedimientos aritméticos de Camilo en el item 4.a del examen de escuela

Desde la taxonomia de los procedimientos los aritméticos se relacionan con el célculo a
lapiz y papel (Rico, 1995) de operaciones basicas, asi que como habilidad exige el dominio de
los algoritmos y los conjuntos numéricos. Sin embargo, en la llustracion 48 podemos observar
nuevamente lo que ya habiamos mencionado acerca de sus errores al operar con numeros
negativos (después de reemplazar la variable gravedad (g) por una magnitud fija). Ademas, habia
sido evidenciado por la tutora en la entrevista (episodio 2), donde ella comenta que las
dificultades estaban en tener en cuenta los signos. Por lo tanto, consideramos que las operaciones
con numeros negativo forma aun parte de nivel de desarrollo potencial. No obstante,
evidenciamos en Camilo la habilidad para realizar operaciones con nimeros decimales positivos

que hemos identificado desde el comienzo de su paso por el programa de acompafiamiento.

llustracion 48. Procedimientos aritméticos de Camilo en el item 4. del examen de escuela
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4.3.3. Procedimientos analiticos de Camilo en el examen final de escuela

Retomando el item 1, Tabla 12, encontramos que Camilo retoma la expresion que
representa el volumen del tanque y deriva respecto al tiempo como se observa en el recuadro
azul, llustracion 49. Lo interesante en esta parte es que Camilo enuncia los valores de las
variables en un determinado instante y a partir de ellas deduce el valor de la altura h, es decir,
que elabora un procedimiento para hallar el valor de una de las variables necesarias para
continuar con el siguiente paso. Una vez identificados todos los valores procedio a sustituir y
ademas comunico su siguiente accidn y procedi6 a solucionar la ecuacion en donde la incognita
es la razon de cambio del nivel del agua. Sin embargo, como se vio en las habilidades aritméticas

Camilo err0 y la respuesta no fue correcta.

llustracion 49. Procedimientos aritméticos de Camilo en el item 1.a, del examen de escuela

La mayoria de los procedimientos fueron ejecutados apropiadamente mostrando un
avance en el procedimiento analitico para la modelacién de esa situacion, recordando que al

iniciar su proceso presentaba dificultad en generar expresiones algebraicas a partir del

155



HABILIDADES PROCEDIMENTALES

enunciado; es decir, que desde la teoria de Vygotsky lo que el estudiante realiz6 con ayuda del

tutor mas adelante lo pudo hacer por si solo.

Referente a la pregunta (b), Tabla 12, debe interpretar la informacion obtenida en el
punto anterior, en donde recordemos que la razon de cambio calculada por el estudiante fue 1/30
pies/min y el estudiante hace una comparacion de las razones de cambio de la profundidad y el
nivel del agua y argumenta que como dx/dt es mayor que dh/dt entonces el nivel del agua baja
(Nustracion 50), lo cual es incorrecto porque independientemente de esta relacion de mayor o
menor lo que debe importar es que la razén de cambio del nivel de agua es positiva luego los
valores van aumentando a una razén mas pequefia que la de la otra variable pero ambas con
pendiente positiva. Entonces en este punto no interpretd correctamente el signo de la razén de
cambio para asociarlo con el valor de la pendiente de la tangente a la funcion (MEN, 2006). En
las dificultades que tuvo notamos que los obstaculos que las provocaron son conocimiento

previamente adquirido y no falta de conocimientos (Brousseau, 1989).

lustracién 50. Respuesta de Camilo al item 1.b. del examen de escuela

Cabe resaltar que la respuesta dada por Camilo (llustracion 50) fue calificada como
correcta por el profesor que reviso el examen, segun lo visto en el instrumento y la calificacion.
Entonces notamos que no solo los estudiantes pueden recaer en errores en la interpretacion de la
derivada como razén de cambio de algunas situaciones sino también los profesores que ensefian

Caélculo Diferencial, ademas, si no hay una realimentacién adecuada después del examen los
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estudiantes continuaran asumiendo que su conocimiento es valido a pesar de estar equivocado y
el profesor no serd consciente de su error, que quizds cometi6 en ese momento por la

acumulacion de trabajo.

Por ultimo en esta parte, presentamos el item 3 del examen de escuela que enuncia lo

siguiente:

Encuentre los valores de a,b, ¢, tales que f(x) =ax®+ bx + ¢ tenga un maximo

relativo 6 en x = 2 y la grafica de f tenga interseccion y igual a 4.

Donde conceptualmente evalla la aplicacion de la primera derivada en la determinacion de
las contantes de funciones polindmicas, entonces para dar solucion a ella es necesario la
realizacion de procedimientos analiticos después de una interpretacion correcta y adecuada de la

informacién del enunciado.

De acuerdo a la solucion de Camilo (llustracion 51Posterior a los primeros
procedimientos Camilo analiza las propiedades graficas de la funcion para traducirlas en la
expresion algebraica, recuadro azul llustracion 51, y obtener el valor de la constante c.
Finalmente realiza un procedimiento algebraico (recuadro naranja, llustracion 51) transformando
la expresion (de la derecha en el recuadro verde) para obtener los valores de las constantes
restantes. Aqui notamos un dominio para realizar operaciones basicas y un dominio para exponer

la solucién y concluir con la respuesta.

lHustracion 51) ratificamos que domina los procesos de derivacion y a su vez relaciona las
expresiones algebraicas empleando sus propiedades, como se ve en la interpretacion del maximo
relativo, recuadro verde llustracion 51, ya que reconoce que a la derivada como el valor de la

pendiente de una tangente que en este caso es cero y a su vez relaciono el registro verbal con la
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representacion algebraica de la funcion, asi logra dar estructura al problema y poder hallar los

valores de las contantes.

Posterior a los primeros procedimientos Camilo analiza las propiedades graficas de la
funcion para traducirlas en la expresion algebraica, recuadro azul llustracién 51, y obtener el
valor de la constante c. Finalmente realiza un procedimiento algebraico (recuadro naranja,
lustracion 51) transformando la expresion (de la derecha en el recuadro verde) para obtener los
valores de las constantes restantes. Aqui notamos un dominio para realizar operaciones bésicas y

un dominio para exponer la solucion y concluir con la respuesta.
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llustracion 51. Solucion de Camilo al item 3 del Examen de escuela
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De la informacién analizada sobre Camilo en los UGltimos dos instrumentos, es decir,

después del proceso tutorial, identificamos las habilidades presentadas en la Tabla 14.

Tabla 14.
Habilidades y dificultades identificadas en Camilo después del proceso tutorial
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Procedimientos

Procedimientos

Procedimientos analiticos

aritméticos geométricos
Habilidades e Realiza calculos e Realiza ° Determina las
con ndmeros representaciones variables de una situacion.
decimales a lapiz en el plano de .
piz y P e Transforma objetos
apel. figuras de 2D o "
pap 9 matematicos para obtener
., 3D .
e Usa la notacion de un nuevo objeto como la
los ndmeros  mas e Emplea composicion de funciones
adecuada. procedimientos de vy la derivacion.
tipo grafico para )
e Usa po g P . Relaciona
. expresar la imagen . .
apropiadamente expresiones algebraicas y
. . visual de un e
simbolos y notaciones gréficas empleando sus
., concepto como el .
en la solucion de P propiedades
roblemas de limite.
P ’ ° Transforma
expresiones algebraicas.
Dificultades e Realiza calculos e Recuerda la e Establece la

con numeros negativos
en operaciones como

multiplicacion.

e Opera  numeros

fraccionarios.

formula de area
del trapecio vy
propiedades  de
figuras

geométricas como

el teorema de

Pitagoras para
modelar las
situaciones de
cambio.

interdependencia de las

magnitudes variables

o Interpretacion del
signo en la derivada como

razon de cambio.
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A continuacién, presentamos conclusiones generales sobre el caso de Camilo, a partir de
los resultados reportados en las tres etapas de participacion de Camilo como beneficiario de un
programa de acompafiamiento y seguimiento en Calculo Diferencial y estudiante de dicha

asignatura.

4.4. Reflexiones generales sobre las habilidades procedimentales de Camilo

durante el programa de acompafnamiento

Las pruebas iniciales permitieron identificar que Camilo tenia habilidades para realizar
operaciones basicas con los nimeros decimales; habilidades que fueron reforzadas con los
talleres y el trabajo continuo de la tutora, a su vez, ella intervino con alertas y demostraciones
escritas para orientar la realizacion de operacion con nimeros negativos dado que Camilo poseia
dificultades en esa parte, pero que fueron superadas posteriormente, como se evidencié en la
prueba simulacro. Sin embargo, en el examen final de escuela él recay6 al no tener en cuenta el

signo negativo, que atribuimos a la presion que ejerce este Gltimo examen en los estudiantes.

Sobre los procedimientos geométricos, la prueba diagndstica elaborada por la tutora
permitio identificar parte del nivel de desarrollo real de Camilo y posterior a ella reforzar
conceptos como los de perpendicularidad y paralelismo, contribuyendo al buen uso de atributos y
propiedades de figuras geométricas. En las sesiones finales se posibilitdé examinar diferentes
representaciones de figuras planas y solidos segun los enunciados, en donde la tutora tuvo que
elaborar andamiajes para ayudar a Camilo en el calculo de volumenes y éareas, ya que no
recordaba algunas formulas. Este trabajo sirvio para que Camilo realizara representaciones

adecuadas de figuras de dos o tres dimensiones expresadas verbalmente.
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Acerca de los procedimientos analiticos los talleres y las tareas extras asignadas y
mediadas por la tutora contribuyeron significativamente a que Camilo transformara expresiones
algebraicas y objetos como las funciones con el fin de obtener la funcion inversa, el limite de una
funcion o la derivada, esto principalmente desde lo algoritmico. Y a su vez mejor6 en el manejo

de la notacion y simbolos matematicos.

Ademas, cabe resaltar que el uso de GeoGebra en la exploracion de los limites de algunas
funciones, ofreci6 a Camilo la oportunidad de relacionar distintas formas de representacion de
una funcién, como son la algebraica y la grafica, teniendo en cuenta que la representacion tabular
ya habia sido trabajada al inicio de las sesiones cuando la tutora cre6 andamiajes para que

Camilo lograra hallar el dominio y el recorrido de funciones.

Las situaciones planteadas para el estudio de las aplicaciones de la deriva y las
recomendaciones de la tutora para una lectura pausada de los enunciados ayudaron a Camilo en
la modelacion de situaciones de cambio, ya que como se evidencié en su trabajo individual él
logré reconocer las variables y relacionar algunas de ellas. Sin embargo, se le dificultd establecer
de ella la expresion algebraica principal, quizas por su misma dificultad para recordar o deducir

las formulas de volimenes o areas.
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5. Procedimientos desarrollados por Alejandro

En el capitulo 3 mencionamos que Alejandro era otro de nuestros casos de estudio —
estudiante beneficiario del programa de acompafiamiento (contexto de nuestro estudio) — y que,
al igual que Camilo, cuenta con informacion de cada una de las actividades del programa: curso
de pre-célculo y tutorias. Ademas, para el caso de Alejandro se cuenta con video-grabaciones de

algunas de las sesiones tutoriales.

En la llustracién 52 se presenta el orden cronoldgico de la participacion de Alejandro en
el programa de acompafiamiento y de cada uno de los instrumentos para la recoleccion datos
para el analisis e identificacion de sus habilidades procedimentales. Es decir, que la prueba de
competencias basicas de matematicas, el reporte del curso de pre-calculo y la prueba de egreso
del curso de pre-célculo seran considerados como el antes del proceso tutorial donde
observamos al proceso procedimental como un producto; mientras que el formato de seguimiento
por sesion y algunas video-grabaciones estaran dentro del proceso tutorial para analizar el
proceso procedimental en accion. Finalizamos con el después del proceso tutorial donde
consideraremos el examen final de Céalculo Diferencial para concluir con apreciacion del Nivel
de Desarrollo Real de Alejandro.

llustracion 52. Linea del tiempo caso de estudio: Alejandro.

I Antes de las tutorias Durante las tutorias

[ | )
Prucba I Reporte I Pruebade I Formato de | Videos I Parcial final Calculo I I
diagnostico curso de egreso del seguimiento Sesiones
Tl o4 . Semestre
), inicia Pre-célculo curso Semana de parciales

Periodo de clases 2016-1 2016-I1

Periodo de receso académico

Periodo académico 2016-1
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Alejandro es un joven de 17 afios de edad, que entrd a la UIS al programa de ingenieria
mecénica en el primer periodo académico de 2016. El es egresado de una institucion educativa
privada de Bucaramanga en el afio 2015. Cursd y aprob6 en su primer semestre la asignatura de
Célculo | con una nota final de 3,7. Actualmente se encuentra cursando la asignatura de Célculo

5.1. Habilidades procedimentales en Alejandro antes de iniciar su proceso

tutorial

La prueba de competencias basicas en matematicas que se aplico para el primer periodo
de 2016 constd con 11 puntos que se contestaron en la plataforma virtual de la Universidad y una
situacion que se desarrollé en una hoja de procesos. La situacion fue presentada en la ilustracion
21. En términos cuantitativos la calificacion promedio de Alejandro en esta prueba fue de 2.8, en
donde obtuvo la calificacion maxima en 4 de los 12 puntos, luego a primera vista tuvo un
desempefio deficiente. Después de su paso por el curso de pre-célculo presentd la prueba de

egreso del curso, en esta ocasion su puntuacion promedio fue de 3,8.

A continuacién, describiremos las habilidades de dos de los cuatro tipos de la taxonomia
de los procedimientos: aritméticos y analiticos (descritos en el apartado 2.3.5) indicando el

respectivo instrumento que analizamos.
5.1.1. Habilidades en los Procedimientos Aritmeticos

Para identificar las habilidades de tipo aritmético analizamos la situacion del valor de la
propiedad (ilustracion 21) que ya fue presentada en el apartado 4.1.1. Sin embargo, para este

periodo académico se pidio a los estudiantes contestar tres preguntas (llustracion 53), con el fin
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de obtener un mejor acercamiento a los razonamientos de los estudiantes. Desde nuestro punto

de vista puede hacer la justificacion de los procedimientos mas explicita.

lustracién 53. Preguntas complementarias

Responde a las siguientes preguntas al respaldo de la hoja:

1. Expresa con tus palabras tu interpretacién de la situacién.
2. Explica con tus palabras tus razonamientos.
3. Justifica tu respuesta.

Ademas, las preguntas extra para la situacion permitieron observar las habilidades
comunicativas de Alejandro para interpretar el enunciado, explicar su respuesta y justificar sus
procedimientos. Comenzamos presentando su interpretacion del problema: en la situacion
podemos observar que la propiedad que tenia un precio inicial tuvo una baja y luego un realce
en su valor. (Respuesta textual de Alejandro a la pregunta 1 de la llustracién 53). Seguimos con

sus procedimientos matematicos en la llustracion 54.

llustracion 54. Procedimientos aritméticos de Alejandro, situacion 1

Procedimientos: ' T

La explicacién del problema con sus propias palabras permite ver que Alejandro
reconocio los términos de la situacion y que es capaz de asociarlos con otros términos. Ahora
bien los procedimientos de Alejandro (ver llustracion 54) comienzan con la representacion del
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afio y la informacién sobre el valor de la propiedad asociada a ese afio (recuadro verde,
llustracion 54), es decir, que comunicd de forma diferente la interpretacion de la situacion
haciendo un buen manejo de la notacion matematica o en términos de Pdlya (1989) identifico
cada uno de los elementos que comprenden el enunciado de la situacion, luego en término de las

habilidades procedimentales esta determinado las variables de la situacion.

Con lo inicialmente planteado, Alejandro calculd el valor correspondiente para el afio
2010; planteando lo que él denomino una regla de tres (cuarta proporcional), del cual deduce que
el valor es $500. En esta parte del recuadro azul (llustracion 54) las operaciones aritméticas no
son explicitas quizés por la sencillez de calcular el 50% de $1000, pero a su vez muestra que
tiene diferentes formas de interpretar lo anterior y por eso puede deducir sin operaciones
aritméticas la solucion. Sin embargo, cuando Alejandro plantea la segunda proporcionalidad
hace explicitos las operaciones entre nimeros naturales (ver recuadro naranja, llustracion 54).
Ademas, €l utilizé el resultado anterior (cuarta proporcional) para calcular el valor de la
propiedad para el afio 2011. Con lo anterior podemos inferir que Alejandro, desde los
procedimientos aritméticos, domina operaciones basicas con naturales y tiene en cuenta la
linealidad de los acontecimientos, como menciona Liern (2012) para poder dar la respuesta

correcta.

Desde la parte interpretativa observamos que Alejandro entiende lo que significa el 60%
de un nimero y principalmente como proceder cuando se le indica que ese valor aumento en un
cierto porcentaje. Finalmente, el estudiante deduce que se perdieron $200 a pesar de no realizar
una operacion explicita en la hoja de proceso (recuadro negro, llustracion 54). No obstante, con

la respuesta a la pregunta 2 complementa la respuesta dada en los procedimientos aritmeticos,
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afirmando lo siguiente: El porcentaje que tuvo a lo Gltimo no alcanzo a ser superior a la inicial,

por lo tanto, hubo una pérdida de 200 dolares sobre el valor inicial.

Por otro lado, a la pregunta 3 responde lo siguiente: lo que hice para dar con la respuesta
fueron reglas de tres y al final sumé y resté al valor agregado para saber a qué equivalia al
porcentaje que me daban alli. Entonces Alejandro se limitd a explicar su procedimiento méas que
a justificarlo (intencion de la pregunta), ya que como lo plantea Duval (1993) la explicacion tiene
una intencion descriptiva de un fenémeno, resultado o comportamiento. Por lo tanto, podemos
decir que Alejandro no comprendié la pregunta, esto puede deberse a que, en la educacion
media, no se promueve en los estudiantes escribir por qué sus procedimientos y respuestas son
correctos como lo mencionan Fiallo y Gutiérrez (2007) al revisar los tipos de demostracion de

los estudiantes de grado decimo en la region.

5.1.2 Habilidades en los Procedimientos Analiticos

Las habilidades de este tipo de procedimientos se analizan desde el formato de evaluacién
DIPEVA del curso de pre-célculo y la hoja de procesos de la prueba de egreso de este curso, que
involucrd una sola situacién con varias preguntas. Sin embargo, dada la conexién y similitud

entre algunas de las preguntas solo reportaremos las mas representativas.

a) Habilidades identificadas durante el curso de pre-calculo

En la seccidn 4.1.2.b explicamos la estructura del formato DIPEVA y la justificacion del
porque considerar Unicamente la valoracion hecha por el profesor del curso de pre-calculo. Sin
embargo, si aclaramos que a diferencia del periodo 2015-11, en esta ocasion la valoracion mas
alta fue 5 mientras que la baja fue cero. A continuacion, presentamos la Tabla 15 que relaciona

los descriptores de las habilidades procedimentales con los descriptores asociados a los cuatro
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estandares para los grados 10 y 11 en el Pensamiento Variacional (MEN 2006) con la

calificacion otorgada por la profesora del curso.

Tabla 15.

Habilidades procedimentales y estandares: Asociacion de descriptores

Descriptores de habilidades

Procedimientos analiticos

Descriptores estdndares de competencias

matematicas Pensamiento Variacional

Apreciacion

del profesor

Traduce de una a otra de las Relaciona correctamente los diferentes registros 4
distintas representaciones de una  de representacion de una funcién en una situacion
funcion. problema.
Representa situaciones de cambio  Modela con propiedad una situacion de cambio a 4
a través de las funciones, las través de una funcion.
graficas y las tablas.
Determina las variables de una Reconoce e interpreta situaciones que implican 4
situacion. variacion.
Establece correctamente la
interdependencia de las
magnitudes variables.
Transforma un objeto mateméatico  Desarrolla o aplica métodos para hallar las 4
para obtener un nuevo objeto. derivadas de algunas funciones basicas en
contextos matematicos y no matematicos.
Interpreta la derivada como razon de cambio de 3
cantidades variables y funciones en contextos
matematicos o no matematicos.
Transforma expresiones Domina correctamente las razones y las 4
algebraicas desde una forma hasta  identidades trigopnomeétricas en contextos
otra. matematicos 0 no matematicos.
Determina procesos infinitos que  Reconoce caracteristicas de los procesos infinitos 4
subyacen en las notaciones utilizando diversas representaciones: graficas,
decimales. tablas o explicaciones verbales.
Utiliza aproximaciones numeéricas o graficas para 4

deducir intuitivamente el limite de una funcion.
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Con lo reportado en la Tabla 15 notamos que Alejandro no reportd mayores dificultades
en su paso por el curso de pre-célculo, aunque tampoco significé que dominara completamente
las acciones para resolver situaciones de variacion. Lo que si nos llamé la atencién fue su baja
nota en la interpretacion de la derivada como razdn de cambio de cantidades variables y
funciones en contextos mateméticos o no matematicos. Ademas, la profesora del curso reportd
que Alejandro tuvo dificultad para interpretar la derivada en un punto como la pendiente de la
recta tangente a la curva. Todo lo anterior nos hizo suponer que dominaba algoritmos y
recordaba formulas, pero se le dificultaba hacer una interpretacion de los resultados obtenidos
dentro del contexto del problema. Ahora bien, examinemos sus respuestas a la situacion de la

prueba de egreso del curso.
La situacion de la hoja de procesos para la prueba de egreso, que se presenta en la

[lustracion 55, plantea un fendmeno de variacion, donde las magnitudes son el tiempo, la
distancia y la velocidad. Posterior a ella, se plantean varios items, pero nosotras tendremos en

cuenta solo los mas representativos.

lustracién 55. Situacion de la prueba de egreso del curso de pre-calculo

Situacién':
Una persona se desplaza a velocidad constante desde su casa hasta la cas
se encuentran en la misma cuadra a 60 metros de distancia una de la otra.

1 de un amigo. Ambas casas

La persona sale de su casa en el instante ¢ = 0 y la distancia recorrida (en metros) desde su casa, a
medida que el tiempo avanza, se muestra en la siguiente tabla. En ella, el t ) medido en
segundos y la distancia recorrida estd medida en metros.
Tiempo [ Distancia recorrida
o | 0

1 \ _ 25

o 5
| 3 7.5
|

A (RAIN
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Uno de los primeros items plantea lo siguiente: b) Si s es la distancia recorrida por la
persona, expresa s en términos de t. Entonces la misma situacion y este item ayudan al
estudiante a identificar las variables de la situacion, ademas, pide al estudiante explicitamente
que establezca la interdependencia de las variables. En el procedimiento de Alejandro

(lustracion 56) se observa que él hace uso de la tabla de tiempo vs distancia recorrida (ver

[lustracion 55) al seleccionar una pareja para cuantificar el cambio (Ramos y Jiménez, 2014) y

poder dar una expresion algebraica que relacione estas dos variables.

llustracién 56. Respuesta al item b, prueba de egreso del curso de pre-calculo

Srvaaty 4

—— o -
. ‘Z.S i R 2,8 ( =4 J:cjw_c)ﬁ

b) S (’H = 215‘)‘ F donde e \"‘((,: J

En la llustracion 57, después de mencionar que d representa la distancia que le falta por
recorrer para llegar a la casa de su amigo y modelar la variacion de la distancia respecto al
tiempo a través de una tabla (llustracién 57.a) similar a la de la situacion inicial, se le pregunta:
e) ¢Con qué rapidez cambia d con respecto al tiempo t? a lo que Alejandro responde:
observando la tabla, d cambia 2,5m por segundo, empezando en 60 y terminando en 0. La
velocidad de d es 2,5m/s. Notamos con su respuesta que él no interpretd el signo (negativo) de la
velocidad sin asociarlo con el decrecimiento de la distancia en funcion del tiempo; esto a pesar
de que modeld la funcion por medio de una expresion algebraica (recuadro azul, llustracion 57.a)

y la grafico en el plano (llustracién 57.b). Con lo anterior, se puedo evidenciar la dificultad
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identificada por la profesora del curso de pre-célculo, ya que ella mencion6 que Alejandro no
interpretaba la derivada como razon de cambio.

lustracion 57. Respuesta de Alejandro a los items d), f) y g) de la prueba de egreso.

to) Z

i
|
[ oo
|
|
[

= - | L

U (W N ||
?

a. Representacién tabular y algebraica b. Representacion en el plano cartesiano

Para finalizar, el reporte de resultados en base a esta prueba de egreso, mencionamos que
cuando se le preguntd ¢como cambiarian las gréaficas dibujadas en el inciso g) si la persona se
traslada a una velocidad de 5m/s? Alejandro se limit6 a hacer las gréaficas de las funciones
(lustracion 58) teniendo en cuenta la nueva velocidad, pero no comunicé por escrito como
cambian en comparacion a las gréficas iniciales, luego nuevamente evidenciamos una dificultad

interpretativa la razén de cambio y graficamente de la interpretacion de la pendiente de las

graficas.

lustracién 58. Respuesta de Alejandro al item j) de la prueba de egreso

) ]
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De la informacion analizada sobre Alejandro, antes del proceso tutorial, se identificaron las

habilidades presentadas en la Tabla 16.

Tabla 16.
Habilidades y dificultades identificadas en Alejandro antes del proceso tutorial.
Procedimientos Procedimientos analiticos
aritméticos
Habilidades e Realiza célculos e Determina las variables de una situacion.
con ndmeros L :
e Modela  situaciones de  cambio
naturales a lapiz . ..
piz 'y relacionadas con el campo de la fisica a
apel. . - .
pap través de graficas, tablas y expresiones
e Calcula un algebraicas.
orcentaje de un . .
P J e Establece la interdependencia de
numero o cantidad. . .
magnitudes variables.
Dificultades e Interpreta la derivada como razon de

cambio de cantidades variables o funciones.
Asi como la pendiente de la recta tangente en

un punto a la curva

A continuacién, damos cuenta de los resultados del andlisis del desempefio de Alejandro
en las tutorias a partir de dos instrumentos principalmente: seguimientos de tutoria y

videograbaciones de algunas sesiones tutoriales.

5.2. El proceso procedimental de Alejandro durante las tutorias

Como mencionamos en el marco conceptual (seccion 2.1.1) el programa de
acompafiamiento y seguimiento (contexto de la investigacion) siendo un sistema social innato se

puede interpretar, desde el elemento tedrico de la Zona de Desarrollo Préximo (Vigotsky, 1979),

172



HABILIDADES PROCEDIMENTALES

como el espacio en el cual se pueden identificar los andamiajes que posibilita el tutor para que el
estudiante logre resolver las situaciones que por si solo no seria capaz de hacer, y que a su vez

favorezca el aprendizaje del Célculo Diferencial y el desarrollo de habilidades procedimentales.

Resaltamos que el tutor que acompafié a Alejandro durante el semestre 2016-1, es un
estudiante de Licenciatura en Matematicas que en estos momentos ya finaliz6 su proceso de
formacion. El participé como tutor practicante en el periodo 2014-11 cuando curso la asignatura
de didactica del Célculo, después de ese periodo continu6é dentro del programa como tutor

auxiliar hasta el semestre 2016-1 cuando ya culming sus estudios.

Para este caso de estudio, las sesiones tutoriales sobre funciones y limites fueron video-
grabadas, posteriormente se transcribieron y algunos episodios son referenciados en este
apartado como evidencia de las experiencias posibilitadas por el tutor en la elaboraciéon de
procedimientos. A su vez estos complementan lo reportado por el tutor en los formatos de
seguimiento. Como dato adicional, los formatos de seguimiento para el primer periodo
académico de 2016 fueron agregados a la plataforma de la universidad donde se encuentran

todos los programas que forman parte del SEA.

5.2.1. Alejandro en el trabajo con funciones

Para la sesion en que el grupo de tutoria de Alejandro trabajé sobre la modelacion
mediante funciones, el tutor habia identificado en su estudiante dificultades para hallar el
dominio de funciones cuando debia resolver desigualdades, ademas cuando trabajaron sobre
funcidn compuesta el tutor tuvo que intervenir para aclarar que el domino de una composicion no

es la interseccion de los dominios de las funciones que se proponen para hacer la composicion.
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También el tutor report6 que Alejandro mecanizaba algunos procedimientos para calcular
la inversa de una funcion sin prestar atencion a evaluar las condiciones que garantizan la
existencia de la funcién inversa dada una funcidn. Respecto a esto ultimo, antes del proceso
tutorial ya habiamos identificado que el estudiante no interpretaba adecuadamente los resultados
obtenidos al realizar correctamente un algoritmo o procedimiento analitico de transformacién de
expresiones u objetos matematicos (MEN, 1998). Por otro lado, Alejandro no presentd
problemas para realizar operaciones béasicas con numeros reales ni con la factorizacion de

expresiones.

Retomando la sesion sobre modelacion con funciones, el tutor planted un taller que
involucraba problemas de la seccién 1.7 del libro guia, que para este periodo continto siendo
trascendentes tempranas 4ta ed. (Zill y Wright, 2011). Uno de los problemas trabajados fue el de

la lHustracién 59.

lustracién 59. Situacion para la sesion sobre funciones. Fuente Zill y Wright, 2011, p. 60

Las regulaciones del servicio postal en estados unidos para el envié de paquetes
postales estipulan que la longitud mas el perimetrc de un extremo no debe exceder
108 pulg. Exprese el volumen del paquete como una funcién del ancho x mostrado
en la siguiente figura.

Después de la lectura individual del problema anterior (llustracion 59) y un tiempo
prudencial para su interpretacién, el tutor nota que sus estudiantes no comienzan a resolver la

situacién, entonces decide intervenir por medio de preguntas, que en términos de Rodriguez
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(2013) significaria verbalizacion (nivel 2 de ayuda). A continuacion, la transcripcion de la

conversacion:

Tutor: ¢ Qué ocurre con el problema?

Alejandro: el problema tiene una restriccion porque dice que la longitud mas el
perimetro de un extremo de un paquete no debe exceder 108 pulgadas. Pero hay
dice 108 pulgadas, no me esta diciendo 108 pulgadas cubicas.

Tutor: Entonces esas 108 pulgadas ¢a qué hacen referencia?

Alejandro: Se refieren a una dimension. A un perimetro por decirlo asi.

Tutor: si, a un perimetro.

Alejandro: ¢si se le puede hallar a la figura?

Tutor: iSi! Si se abre la figura.

Alejandro: ah! Entonces si se puede hacer.

Tutor: sigamos pensado que mas variables aparecen, ¢qué es lo que nos
estan pidiendo?

Alejandro: Nos piden hallar el volumen en funcidn de x. (episodio 11)

Ya con la conversacion anterior Alejandro retoma junto con sus compafieros el trabajo de
resolver la situacion. Notamos que el obstaculo estaba en que Alejandro concebia que la
situacion no se podia resolver, ya que se pedia el volumen del paquete, pero la restriccion no es
directamente sobre el volumen sino sobre una magnitud de distancia, en particular el perimetro
del paquete. Gracias a la intervencion del tutor el estudiante supera su obstaculo y asumio
nuevamente el desafio de resolver la situacion. Al respecto, Hernandez (1999) menciona que la
Zona de Desarrollo Proximo dentro de un contexto educativo precisa de la presentacion de una

actividad con un nivel de complejidad intermedia para el estudiante, que permita el uso de su
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nivel de desarrollo real pero a su vez se posibilite un nivel de desarrollo proximo mediado por el

tutor (en nuestro caso).

En su solucién, Alejandro usa atributos de la figura de la Ilustracion 59 para plantear el

volumen de la funcién obteniendo V = yxx* e interpreta que como debe ser en funcion x, la

clave esté en la restriccion. En este punto con ayuda del tutor describen la figura para crear una
expresion algebraica que represente la restriccion. Sin embargo, en el primer intento Alejandro

plantea que ¥ + 4x = 108, pero uno de sus compafieros le indica que no debe exceder a 108 lo
cual significa que la expresion debe ser v +4x =< 108. Vemos asi el trabajo colaborativo de

todos que su vez ayuda a Alejandro a corregir sus errores. Aprovechando la desigualdad el tutor

genera una nueva discusion:

Tutor: Esta desigualdad ¢a qué afecta: al dominio o al recorrido de la
funcion?

Alejandro: mmm yo creo que al dominio

Tutor: ¢Por qué?

Alejandro: mmm espere analizo. (Revisa sus apuntes)

Alejandro: digo que al dominio porque la restriccion esta sobre las x, no sobre el
recorrido porque ahi no me dice que el volumen debe ser tanto.

Tutor: ok, ¢Qué pasaria si “x” fuera 100? ¢;Cuanto valdria y para que se la
restriccion?

Alejandro: pues “y” seria...

Javier: tendria que ser negativa. (otro estudiante beneficiario)
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Alejandro: ah si, seria negativa. Pero no hay distancias negativas en este
contexto.
Tutor: entonces si “x” no puede tomar el valor de 100, ¢;cuales si puede

tomar? (episodio 12)

En este punto de la discusion los estudiantes no responden y se ven confundidos ya que
solo coinciden que el valor minimo es cero pero no saben cuél debe ser el maximo, entonces el
tutor retoma la expresion del volumen y pregunta como quedaria en funcién del ancho que es x.

Alejandro pasa al tablero para escribir la expresion V(x) = x*- ({108 — 4x), y el tutor le

pregunta que si con eso termina el ejercicio a lo que Alejandro contesta que no, porque falta la

restriccion sobre x que proviene de la desigualdad y posterior a eso escribe que 0 < x << 27 y

explica que hasta 27 por con 27 el volumen es cero, pero no sabe la razén de mayor que cero.
Entonces el tutor interviene mencionando que el volumen no puede ser negativo y eso pasa
cuando se toman valores mayores a 27 pero si puede ser cero, y pregunta ¢;para qué valores de x
el volumen es cero? Con esta intervencion Alejandro menciona que es necesario sacar raices y

hace el procedimiento como se ve en la llustracion 60 (con su correspondiente transcripcion).

lustracién 60. Procedimiento de Alejandro para calcular las raices de un polinomio

0= x= 27
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Al terminar se ve sorprendido por el resultado de -27 y el tutor pregunta a los comparieros
si estan de acuerdo, aqui podemos ver que Alejandro se equivocé en el despeje al no tener en
cuenta el signo negativo de la constante -4. Pero al ver la alerta que emite el tutor repasa su
procedimiento y reconoce el erro y acepta que fue muy bobo. Finalizan la sesion retomando que

el volumen puede ser cero luego replantean el dominio de la funcion asi 0 < x < 27. Por lo

tanto, se evidencia como dentro de la ZDP la mediacion proporcionada por un sujeto mas experto

permite que las acciones del menos experto sean corregidas en el proceso de aprendizaje.

Con la actividad anterior se evidencia lo planteado por el tutor en el formato de
seguimiento al manifestar que: Las observaciones realizadas fueron acerca de las condiciones y
restricciones del problema, como entenderlas y la importancia de la informacién suministrada
al momento definir el dominio de la funcién, y también para relacionar las variables

involucradas en la situacion.

Durante el desarrollo de la sesién identificamos que Alejandro usa apropiadamente las
razones trigonométricas y opera correctamente con ellas, es decir, como él mismo lo menciona:
una constante opera al seno de eso (el valor de “x”) no lo que esta dentro, luego reconoce que
es incorrecto multiplicar el valor de un angulo por una constante que multiplica a la razon
trigonométrica. A su vez, el tutor aprovechd este dominio conceptual para recomendar a sus
estudiantes beneficiarios la importancia de usar paréntesis en la escritura de expresiones
algebraicas que involucran razones trigonométricas y asi evitar calculos errados. Con lo anterior
notamos la intencion del tutor para que sus estudiantes interpreten y usen correctamente las
notaciones matematicas y lenguaje algebraico, necesarios en la resolucion de problemas que

involucran fendmenos variacionales.
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5.2.2. Alejandro en el trabajo con limites

Para el estudio de limites de funciones y continuidad, el tutor no inici6é usualmente con un
taller elaborado a partir de ejercicios del libro guia sino con actividades de exploracion, dicha
sesion la resume de la siguiente forma: En la tutoria se trabajaran los conceptos de
aproximacion y tendencia, el desarrollo de la tutoria estara apoyado por el uso de GeoGebra,

donde se prepararon unos archivos con el propdsito de respaldar el estudio de la tendencia.

De la descripcion anterior consideramos valioso la iniciativa del tutor por introducir el
estudio de los limites de forma exploratoria e intuitiva. Recodamos que la conceptualizacion y
formalizacion de la nocidn de limite es uno de los grupos que retne algunas de las dificultades
de los estudiantes en el Calculo Diferencial, segin Artigue (1995), y que ademas estas
dificultades se deben a que el concepto de limite es uno de los primeros en el que las

matematicas no estan restringidas a un sistema finito (Cornu, 1991).

Como ya habiamos mencionado el tutor prepar6 unas actividades disefiadas en GeoGebra
donde inicialmente Alejandro explor6é las nociones de aproximacion y tendencia en la recta,

posterior a eso, él trabajo en una nueva actividad que planteaba lo siguiente:

Abre el archivo Act_2.ggb seleccione el deslizador y use la tecla — varias veces y
analice lo siguiente:

a. ¢A qué valor tiende la sucesion de puntos sobre el Eje Y cuando la sucesion de
puntos en el Eje X tiende a 8 por izquierda? Justifique

x —5d

b. la ecuacion de la funcién presentada en GeoGebra es glx) = ¢A que es igual

x—8

g(8)?
Después de la exploracion y al responder el item a. se da la siguiente discusién entre

Alejandro y el tutor:
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Alejandro:  Los valores en y tienden a estar muy cercanos, ahi se puede observar
que tiende a 16.

Tutor: ¢Por qué?

Alejandro: Porque viendo como se comporta la grafica no lo pasa (sefialando el
valor de 16). Entonces x cuando tiende a 8 de izquierda a derecha, el valor en y es
16.

Tutor: ok. Y tiende a un valor el cual es 16, ¢de qué forma estamos haciendo la
tendencia en el eje “x?

Alejandro:  De izquierda a derecha.

Tutor: es decir, por izquierda. (episodio 13)

Con lo anterior podemos dar cuenta de como el tutor usa a GeoGebra como un andamiaje
en la construccion de nuevos conceptos, concordando con lo planteado por NCTM (2003) al
mencionar que las calculadoras y los computadores son herramientas esenciales para ensefiar,
aprender y hacer matematicas. Ademas, al solicitar la justificacion se estd promoviendo la
compresion matematica ya que este es el fin de la demostracion, que se hace mas efectivo con el
uso de un Sistema de Geometria dinamica, como lo plantea Fiallo (2011), a su vez consideramos
que cuando se comprende matematicamente, la eleccion de procedimientos en la solucién de
problemas es méas acertado. Por otro lado, el tutor corrigio las expresiones de Alejandro o dio a
conocer una nueva forma de decirlo promoviendo, desde lo procedimental, el manejo de las

notaciones y el lenguaje establecido para el limite.

Referente al item b. sobre la actividad en GeoGebra (Act_2.ggb), Alejandro respondio

inmediatamente que g{8) es igual a 16. Dada esta respuesta el tutor solicita a Alejandro que use

a GeoGebra para averiguar el valor de g(8) y el software le indic6 (como se observa en la
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llustracién 61) que el valor es indefinido por lo que el estudiante rapidamente reconoce que dio

esa repuesta pensando en el limite pero que evidentemente al evaluar en 8 se obtiene ﬂfﬂ.

Notamos con lo anterior que Alejandro no interpreté con calma el enunciado, dando una
respuesta acelerada sin realizar el procedimiento analitico de transformar la expresion algebraica

que le daban, que posteriormente hizo al notar la equivocacion.

lustracién 61. Respuesta de GeoGebra a la actividad 2b disefiada por el tutor para la nocion de limite.

@ Act_2.9gb

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

R AL DGO £ N aec) =2 []

» Vista Algebraica %| | ¥ Vista Grafica
=/ Funcién | | HAC~
D f(x) = 8 — 10
x
x2 — 64
2 g(x) =" 3

=/ Lista
# funcion = {(3, 11), (4.66667, 12.666
# imagenes = {(0, 11), (0, 12.66667),
2 puntos = {(3, 0), (4.66667, 0), (5.5,
=/ Nimero

a=758K

2 bindefinido
e
e indefinido Numero b: 9(8)
a=20

=/ Punto
2 A=(7.97951,0)
J B=(7.97951,15.97951)
# C=(0,15.97951)

=/ Segmento T &————¢
J h=15.97951
J i=7.97951

o) S
>

En general, respecto al trabajo inicial con limites la dificultad estuvo en que Alejandro
elaboraba un procedimiento que involucraba la representacion grafica de la funcién pero no
recordaba con exactitud la grafica, entonces él no podia continuar con su procedimiento. Acerca
de esto, el tutor se apoyo en GeoGebra para mostrar las graficas de aquellas funciones que
Alejandro no recordaba y también en algunos casos las relaciond con funciones més conocidas
en busca de reforzar el procedimiento de relacionar las representaciones algebraicas y graficas de
funciones. A su vez, el tutor le indico a Alejandro que cuando él no conozca la grafica de la

funcion lo que puede hacer para evaluar su limite es dar valores a “x” dentro la funcion que sean
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cercanos al valor que indica el limite. Con esto ultimo, identificamos que el tutor invita al
estudiante a usar otra forma de representacion de la funcion y su vez una nueva estrategia para

hallar el limite de una funcién.

En el uso de GeoGebra para explorar algunas funciones identificamos ciertas dificultades

en los procedimientos aritméticos ya que al comparar las graficas de las funciones f(x) =xy
g(x) = 3/x no pudo explicar por qué en el intervalo [0, 1] g(x) es mayor que f(x), es decir,
gue no domina las propiedades de los nUmeros y sus operaciones. Ademas, tuvo que recurrir a la

calculadora para evaluar g[lfz), luego consideramos que hay dificultad para realizar

estimaciones en este tipo de operacién. Recordemos que el NCTM (2003) plantea que los
estudiantes en la educacion media deben ser capacitados en calcular con fluidez y hacer
estimaciones razonables, entonces nos parece inquietante que en la educacién superior no se

domine completamente.

Sumado a esto, en el curso de pre-célculo la actividad 4 sobre interdependencia de
variables finaliza con una tarea de reconocimiento en la que se pide relacionar la representacion
grafica de cuatro funciones con su representacion algebraica (Ver llustracion 62), entonces ya se
habia posibilitado una actividad para reforzar la comparacion de funciones por medio de lo que
Rueda (2016) denomina como reconocimiento pro asociacién. Sin embargo, este el autor

3

evidencio que al tratar de diferenciar entre las funciones h(x) = x* y g(x) = x* existe mayor

dificultad, y los estudiantes recurren a procedimientos como la asignacién de valores especificos
a la variable para lograr determinar cual representacion grafica corresponde a cada una de las

funciones.
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llustracion 62. Actividad de reconocimiento planteada en la Actividad 4, pre-calculo

Relaciona la funcion que corresponde a cada grafica y justifica.

En otro episodio, Alejandro y el tutor retoman la discusion de como analizar el limite de

una funcion a partir de su gréfica, pero en esta ocasion cuando el valor al que tiende “x” no

pertenece al dominio. Especificamente analizan lim - y se da la siguiente conversacion:
X

X0
Tutor: ¢ Cero pertenece al domino de esta funcion?
Alejandro: No.
Tutor: pero nos interesa ver qué sucede cerca de cero, entonces analizamos que

sucede con la funcion cuando, por ejemplo, x tiende a cero por derecha. Entonces ¢qué
sucede con la tendencia en “y”?

Alejandro: tiene un valor muy alto en “y”, muy grande.

Tutor: pero, ¢si tiende a algun valor?
Alejandro: Si.
Tutor: ¢ Como sabemos que tiende a un valor muy grande?

Alejandro: al reemplazar. Si yo remplazo uno sobre un valor cercano a cero, como
0,00001 obtengo un valor muy grande.

Tutor: ¢ Y si es mas cercano a cero? Hagamos la grafica en GeoGebra.
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(Alejandro introduce 1/x en la barra de entrada del software y obtiene la grafica de la

funcion, como se observa en la llustracion 63.) (episodio 14)

[lustracion 63. Alejandro graficando en GeoGebra f(x) = 1/x

En la discusién anterior observamos que Alejandro considera que el limite lateral de la
funcién va a tender a un valor especifico; con esto interpretamos que verbalmente y con una

representacion estatica de la funcion f(x) = 1/x el estudiante no reconoce un proceso infinito.

Asi que el tutor invita a Alejandro a graficar la funcién en GeoGebra y trabajando
colaborativamente realizan construcciones auxiliares para tener registro de los valores en la hoja
de célculo que tiene software, dado que como lo mencionan Garcia, Serrano y Diaz (2002) la
tendencia exige una visualizacion de tipo numérico de los procesos infinitos de aproximacion

como un todo.

En esta actividad el pensamiento didactico y orquestal (definido por Parada y Pluvinage,
2014) del tutor jugdé un papel importante, ya que el dominio de contenidos didacticos y la
integracion de diferentes instrumentos le permitié al tutor articular a GeoGebra como una
herramienta atil para representar los contenidos del Célculo, lo que permite involucrar y

posibilitar en el estudiante otras formas de representacion de la funcion.
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Una vez terminadas las construcciones auxiliares y ajustadas algunas propiedades (como
la reduccion del incremento de la coordenada en x) para observar el comportamiento de la
funcion en valores de x cercanos a cero, el tutor retomo la discusion anterior sobre el limite
lateral. En la primera parte el tutor le resalta a Alejandro (cuando deslizan el punto sobre la

funcidén) que en la tabla hay valores de x = 0 donde la funcién esta definida y las imagenes son

diferentes, entonces Alejandro lo atribuye a que GeoGebra “tiene un margen de error” ya que si
fuera verdad no seria funcion, y por eso esos resultados. Por este motivo el tutor cambia las
cifras de redondeo para visualizar mejor el comportamiento de la funcién, en este punto al
observar el movimiento y los valores en la tabla Alejandro reconocié que cuando x toma valores
muy cercaos a cero por derecha, la funcion tiende a infinito. Con lo anterior notamos como las
representaciones dindmicas permiten al estudiante una nueva interpretacion, exploracion vy
justificacién de un problema matematico (Fiallo, 2010). No obstante, observemos la discusion

final sobre este problema:

Tutor: Entonces el limite existe?

Alejandro: No. Porque los limites por izquierda y derecha son diferentes.

Tutor:  mmm ¢ El limite cuando “x” tiende a cero por derecha existe? O ¢el limite

cuando “x” tiende a cero por izquierda existe?

Alejandro: Si. Porque nosotros al aumentar las cifras significativas (las cifras
decimales de GeoGebra) el valor de “y” tiende a infinito o menos
infinito.

Tutor: ¢como sé que esta tendiendo a infinito?

Alejandro: por los nimeros tan grandes que me dan.

Tutor: recuerdas el ejercicio anterior, ¢a qué valor tendia?

185



HABILIDADES PROCEDIMENTALES

Alejandro: a 16.

Tutor: ok. 16 es un numero y sabemos quién es: 16. ;Como se quién es infinito?

Alejandro: es un nimero muy grande.

Tutor: pero ¢es un nimero?

Alejandro: No, pero no sé como decirle. Es lo que nosotros no podemos darle un
valor. Es inalcanzable.

Tutor: bueno, que ocurre con los valores en y cuando los valores en x son
MAs cercanos a cero, ¢Son mMas cercanos?

Alejandro: No, son més lejanos. Por ejemplo, de 0, 002 a 0,004 y aumenta 250
unidades.

Tutor: entonces ¢hay tendencia a un valor?

Alejandro: no.

Tutor: retomemos, el limite cuando x tiende a cero por derecha no existe
porque las imagenes no estan tendiendo a un nimero, a un valor
especifico. En este caso son cada vez més grandes y dispersas.

Alejandro: ah entonces el limite abarca dos cosas: que en un punto tanto el de la
derecha como el de la izquierda sean el mismo, y que las iméagenes deben
estar juntas unas de otras tendiendo a un valor como tal.

Tutor: ok, como comentario final, cuando x tiende a cero por derecha si hay una
tendencia a infinito, pero otra cosa es que el limite exista porque la

tendencia debe ser a un valor que yo conozca. (episodio 15)

Con el episodio anterior identificamos que Alejandro reconocia solo una parte para la

existencia del limite de una funcion, es decir, cuando los limites laterales fueran iguales. Sin
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embargo, él interpretaba el infinito como un ndmero, lo cual lo llevo a pensar que el limite por
derecha si existia, pero gracias a la intervencion del tutor y el uso de GeoGebra (como
herramienta mediadora) se pudo corregir la interpretacion inicial de Alejandro. Ademas, durante
la actividad se observo que la nocion de tendencia ha favorecido entender el limite como lo que

sucede cerca del punto y no en el punto, como lo menciona el tutor en el formato de seguimiento.

En la sesion posterior sobre limites, se dio prioridad a la ejercitacion del célculo de
limites apoyados en las propiedades para promover el uso y comprension de las mismas.
Ademas, el tutor antes de resolver un limite pedia a Alejandro analizarlo antes de escoger una
estrategia, por ejemplo, revisar qué tipo de funcion era, si se trataba de limites cuando x tiende a
un valor fijo o cuando tiende a infinito. Y en varias ocasiones el tutor cuestioné a Alejandro y a
los demas estudiantes sobre la validez del procedimiento de transformar expresiones algebraicas
por medio de la simplificacion, con el fin de recalcarles que el andlisis sobre el limite de una

funcidn es alrededor de un valor en el eje “x” y no en dicho valor.

En estas sesiones no se uso la definicion formal de limite para resolver los ejercicios,
dando prioridad a lo intuitivo. Observamos un mayor dominio por parte de Alejandro en el uso
de la gréfica de una funcién como un procedimiento analitico para determinar un limite. Sin
embargo, al estudiar el concepto de continuidad puntual de una funcion, Alejandro tuvo
dificultades a nivel interpretativo dado que inicialmente confundi6 la notacion de valor absoluto
con la de parte entera, por otro lado, probar una afirmacion verdadera se le dificultaba a
Alejandro més que justificar que una afirmacion es falsa, debido al poco dominio del
conocimiento conceptual sobre continuidad. Lamentablemente al concepto de continuidad solo
se le dedicé una parte de una de las sesiones, por lo que consideramos que quizas los estudiantes

necesitaban otra tutoria sobre este tema.
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En general, Alejandro fue un estudiante participativo y puntual durante las sesiones de
tutoria ya que llevaba dudas sobre lo trabajado en la clase de calculo I para solucionarlas con el
tutor. En un comienzo fue muy dado a pasar al tablero y exponer a sus comparieros, sin embargo,
en las ultimas sesiones disminuyo su participacién porque segun el tutor le prestaba atencion

dentro de las sesiones a otras asignaturas en las que no iba bien. Las habilidades identificadas en

esta parte del proceso las resumimos en la Tabla 17.

Tabla 17. Habilidades y dificultades identificadas en Alejandro durante del proceso tutorial

Procedimientos
aritméticos

Procedimientos geométricos

Procedimientos analiticos

o Realiza
operaciones basicas
con nameros a lapiz

o Usa propiedades de las
figuras como paralelismo y
perpendicularidad y reconoce

. Reconoce situaciones
que implican variacion.

o Simplificar

y papel. la relacion entre las pendientes . .
. expresiones algebraicas.
de este tipo de rectas.
o e  Emplear :
D . . e Transforma  objetos
T correctamente  las e Realiza representaciones ”
K i matematicos para obtener un
= razones en el plano de figuras de 2D o .
= ) . nuevo objeto como en la
S trigonomeétricas. 3D. . o
T resolucion de limites.
o En ocasiones e Emplea procedimientos e Transforma  objetos
considera a infinito  de tipo grafico para expresar la ~ matematicos para obtener un
como un ndmero. imagen visual de un concepto  nuevo objeto en el caso de
como el de limite. obtener la funcién inversa.
o Hacer
estimaciones en e Diferencia la funcione e Establece en algunas
operaciones como la  exponencial y potencia a partir ~ ocasiones la
radicacion. de la grafica. (segun formato  interdependencia de las
de seguimiento) magnitudes variables.
" o Recuerda las formulas e Modela situaciones de
% sobre volimenes y  cambio a través de funciones
= propiedades de figuras  (pasar de lo verbal a lo
2 geométricas para modelar las  algebraico en problemas
a situaciones de cambio. sobre optimizacion).
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Para el semestre 2016-1, al igual que el anterior, se opté por elaborar una prueba
simulacro que reunio los altimos contenidos, y algunos de los estudiantes beneficiarios de las
tutorias de Célculo | lo presentaron. A diferencia del anterior simulacro y de la socializacion de
los resultados obtenidos en ese semestre, dentro del seminario de ensefianza del célculo, este
nuevo simulacro se aplico una semana antes del examen final de escuela y durante los dos dias
siguientes se invitd a los estudiantes a revisar con la coordinacion el examen, y asi lograr una
realimentacion de los contenidos y procedimientos. No obstante, por compromisos académicos
Alejandro no pudo presentar la prueba simulacro, por lo tanto, el Gltimo instrumento que nos da
cuenta de su proceso procedimental y habilidades es el examen final de la Escuela de

Matematicas.

5.3. El proceso procedimental de Alejandro después de las tutorias

Escuela de Matematicas a través de reuniones con el coordinador y los profesores de la
asignatura de célculo | sugieren problemas para disefiar el Gltimo examen de calculo | y
programar la fecha de su aplicacion. A continuacion, analizaremos este Ultimo examen
presentado por Alejandro para en términos de la teoria de la ZDP determinar el nuevo nivel de

desarrollo alcanzado luego de su paso por todo el programa de atencion y seguimiento.

En la presentacion de los resultados, cada uno de los puntos del examen final son
organizandolos de acuerdo al tipo de procedimiento presentes en la solucién (es decir, que
algunos enunciados se repiten pero haciendo alusion Unicamente al procedimiento que
corresponde). Ademas, tendremos en mayor medida procedimientos analiticos y aritméticos,

seguidos de procedimientos geométricos y meétricos con los cuales comenzaremos.
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5.3.1. Procedimientos geométricos y métricos de Camilo en el examen final de

escuela

El segundo punto del examen evalta principalmente la comprension de la derivada como
razén de cambio, y para su solucion es necesario la identificacion e interpretacion de los
elementos del enunciado para modelar la situacion de cambio a través de una representacion
grafica del recipiente y una expresion algebraica del volumen, esta accion requiere de determinar
las magnitudes (variables y constantes). A su vez es necesario hacer conversion de unidades
porque algunas estan dadas en centimetros y otras en metros. A continuacion, el enunciado del

segundo punto:

Los extremos de un recipiente de 6 metros de largo son triangulos equilateros con

uno de sus vértices hacia abajo. Dentro del recipiente se bombea a una razon

B
constante de 1600 .
rg gt

(@) ¢ Qué tan rapido sube el nivel del agua cuando su profundidad es de 40 cm?

(b) Si la profundidad del agua en el recipiente es kg, halle la velocidad con la

que aumenta la altura h en un instante t. (Sugerencia: considere la diferencia del
volumen después de t segundos)
(©) Determine qué tan rapido sube el nivel del agua cuando el recipiente esta

lleno. Asuma que hy = 60 cm y que la altura del triangulo es de 150 cm.

En la solucion de Alejandro al item a. (ver llustracion 64) identificamos que €l hizo la
representacion grafica de las partes del recipiente, es decir, los extremos del recipiente y lo que
podriamos considerar como la vista aérea (recuadro azul, llustracion 64). Ademas, él identifico la

informacion numérica dada en el enunciado, recordamos que durante las tutorias Alejandro
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siempre tuvo la estrategia de listar los datos de una situacion. En el recuadro azul (llustracion 64)
también identificamos que usé propiedades de los triangulos equildteros ya que reconocié que
todos sus lados tienen la misma magnitud (y la denoté como s) y que la altura respecto a
cualquier base divide esta base en dos partes iguales, con lo anterior denoté s/2. Con esta
representacion grafica Alejandro procede a relacionar el lado del triangulo equilatero con su
altura por medio del teorema de Pitagoras (ver recuadro verde, llustracion 64), entonces
nuevamente usO propiedades de las figuras geométricas, en este caso del triangulo rectangulo

para elaborar un procedimiento geométrico (Rico, 1995).

En el recuadro naranja de la llustracion 64 notamos como Alejandro hace una modelacion
apropiada del volumen del recipiente al exprésalo con el producto del &rea del extremo triangular
y la profundidad. Sin embargo, notamos que en la expresion para el area del triangulo se

equivocd dado que consider6 la mitad de la base como la base total del tridngulo y por lo tanto la

expresion final del volumen es la mitad de la que realmente debia ser (L’(h] = %) Ademas de

esta equivocacion que pudo ser por falta de atencidn, se evidencié que no hizo apropiadamente la
conversion de unidades ya que como se observa en el recuadro rojo (llustracion 64) operd la
profundidad en centimetros y el largo del recipiente en metros; no obstante, el profesor calificé el
item a. como si todos los procedimientos estuvieran correctos y sin hacer alguna correccion o

notificacion.
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Ilustracion 64. Procedimientos geométricos y métricos de Alejandro. item 1.a, examen de escuela
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En el punto 3, llustracion 65, se planted una situacion de optimizacion y dada la presencia
de varios elementos que hace extensa la descripcidén de la situacion es necesario realizar un

bosquejo donde estén presentes dichos elementos (el angulo &, el segmento r, la distancia de la

lampara al centro de la mesa y el punto p). La elaboracién de este bosquejo exige la correcta

interpretacion del enunciado de lo contrario los siguientes procedimientos no conllevaran a una

respuesta correcta.
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lustracién 65. Enunciado problema 3 examen final de escuela

En la llustracion 66 se observa la representacion grafica de la interpretacion que
Alejandro hizo del enunciado. En el recuadro rojo de dicha ilustracion es evidente que interpreto
correctamente quien era la distancia de la lampara al centro de la mesa, pero no relaciond el

angulo & con el segmento r, ubicando este Ultimo como el radio de la mesa. De este bosquejo se

desprende que la razon trigonométrica de tangente no fue la esperada, a pesar de que Alejandro
recuerda los lados del triangulo rectangulo que esta razon relaciona; ademas, su representacion le
impidio relacionar la distancia h con el coseno del angulo ya que agreg6 una nueva variable (d).
Por lo tanto, consideramos que persiste en Alejandro la dificultar para interpretar enunciados. Y

por otro lado se evidencia la importancia del proceso de comunicacion en la resolucién de

problemas matematicos.

lustracion 66. Procedimiento geométrico de Alejandro al item 3 del examen de escuela.
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5.3.2. Procedimientos analiticos de Alejandro en el examen final de escuela

Retomando el item 2.b. encontramos en la solucion de Alejandro que la expresion
algebraica del volumen del recipiente en funcion de la altura (recuadro rojo, llustracién 67) no
es igual a la que habia planteado para el item a. Ademas, en el recuadro verde (llustracion 67)
identificamos que €l no interpretd que al existir una profundidad inicial hay un volumen inicial y
entonces para cualquier tiempo t el volumen estd compuesto por ese volumen inicial (Vo) y el

volumen después de t minutos (1600cm?® fminxt). Sumado a lo anterior, primero derivo antes

de despejar para h la expresion que habia obtenido y como resultado obtiene una incorrecta
velocidad con la que aumenta h que esta en funcion de la altura inicial pero no del tiempo.

Evidenciamos nuevamente la dificultad para interpretar matematicamente los enunciados.

llustracion 67. Procedimientos analiticos de Alejandro, item 2.b, examen final de escuela
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Dada la solucién incorrecta en item 2.b. entonces la solucién al item 2.c. (llustracion 68)
también es incorrecta, sin embargo, los procedimientos aritméticos evidenciados son correctos,
asi como los algoritmos de derivacion. Llama la atencion que para el profesor todos los
procedimientos fueron aceptados como correctos, entonces eso nos hace pensar sobre los hechos
e ideas que llevaron al profesor a decidir que el estudiante soluciond correctamente todo el
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ejercicio, ademas, recordamos que cuando el profesor calific6 un punto similar, sobre la
interpretacion de la derivada como razon de cambio, en el examen final de Camilo también se

equivoco.

lustracién 68. Procedimientos analiticos de Alejandro, item 2.c, examen final
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Ahora, retomando el problema 3 (llustracién 65) y dada la incorrecta interpretacion del
enunciado por parte de Alejandro, ya evidenciada en la de la subseccion anterior, conllevo a que
él tuviera dificultades en establecer la interdependencia de las magnitudes y por ende transformar
la expresion, dada en el enunciado, para obtener una nueva en funcion de la variable altura. A su
vez, el profesor hizo la anotacion para resaltar que la funcion estaba en términos tanto de & como
de h, y por consiguiente el procedimiento de derivacion estaba incorrecto, porque Alejandro

considerd al angulo como una contante (ver llustracion 69).

llustracion 69. Procedimientos analiticos de Alejandro, problema 3, examen final
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El punto 4 (llustracion 70) evalud los conocimientos sobre la aplicacion de las derivadas
de una funcion y los procedimientos para usarlas como herramientas en la justificacion de los
enunciados. Ahora bien, para interpretar adecuadamente la solucion dada por Alejandro a este

problema realizamos una transcripcion literal de lo que él escribio.

lustracién 70. Problema 4 y procedimiento analitico de Alejando en el examen final

4. (124, pts) Considere la funcién f(z) = 150% — 2 — 40 + €*.

(a) Explique, sin graficar, por qué esa funcién no puede tener puntos de inflexion.

(b) Con base en la respuesta anterior, explique como es la concavidad de la funcién y bosqueje su gréfica.
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Los puntos de inflexion los podemos ver a partir de la segunda derivada. En este caso

f"(x) =30+ e*. Con esto se puede observar que esta funcién es creciente lo que me

dice que no tiene puntos de inflexion puesto que f"'(x) = 0 ¥V x ER.

La llustracion 70 nos da cuenta de que Alejandro realiza con fluidez los algoritmos de
derivacion y ademas recuerda la informacion grafica que brinda la segunda derivada.
Finalizamos reportando las habilidades y errores de Alejandro, identificados en las respuestas al
primer punto de examen (llustracion 71), el cual dentro del lenguaje informal de los estudiantes

se conoce como una la miscelanea de problemas porque es acumulativo.
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llustracion 71. Enunciados problema 1 examen final de escuela

1. (12, pts) Conteste los siguientes interrogantes dando la justificacién de su respuesta
(a) ;Existe un nimero real que sea exactamente su cubo mas 27
7r3 _ 8
In(7z Y

b) ;Cuél es el valor de lim ————"
(b) ¢ z—+oo In(9z3 — 1)

En la hoja de procedimientos de Alejandro al problema 1 (

lustracion 71) identificamos que el primer item no lo contestd porque no asocio el enunciado
con algun concepto matematico propio del calculo diferencial como el teorema del valor medio.
Referente al item b (llustraciéon 72), se ratifica la habilidad de Alejandro para derivar usando
apropiadamente las reglas de la derivacién y para simplificar expresiones; ademas, al evaluar el
limite reconocid que era una de los casos en la que la regla de L’hopital puede ser usada, por lo

tanto, aplico procedimientos aritméticos para responder que involucran procesos infinitos.

lustracién 72. Procedimientos analiticos de Alejandro, problema 1.b, examen final
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De la informacion analizada sobre Alejandro, después del proceso tutorial por medio del

examen final de calculo I, se identificaron las habilidades presentadas en la Tabla 18.

Tabla 18.

Habilidades y dificultades identificadas en Alejandro después del proceso tutorial

Procedimientos

aritméticos

Procedimientos

geometricos

Procedimientos analiticos

. Realiza calculos

con numeros lapiz y

. Realiza

representaciones en el

. Determina las variables

de una situacion.

papel. plano  de  figuras o Transforma objetos
eometricas de 2 o 3 "
. Usa g matematicos para obtener un
. dimensiones. :
@ apropiadamente nuevo objeto como la
ge] ] . L
3 simbolos y notaciones v' Accede a los derivacion.
o) en la solucién de algoritmos de la . .
L . Relaciona expresiones
problemas. memoria a largo plazo . -
algebraicas y gréaficas
ara calcular areas .
o Emplear P y empleando sus propiedades
volumenes.
correctamente las .
e Transforma expresiones
razones trigonométricas. .
algebraicas.
e Emplea e Establece la
procedimientos  de interdependencia de las
tipo pictdrico para magnitudes variables
[%2)
a :
expresar la imagen .
3 P g e Verifica los pasos de un
S visual de la __
3 procedimiento en la
= situacion enunciada o o de

verbalmente.

expresiones sobre

volumenes.

Para finalizar el capitulo, daremos conclusiones generales de Alejandro, a partir de los

resultados reportados en las tres etapas de participacion de Alejandro como beneficiario del
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programa de acompafiamiento y seguimiento en Calculo Diferencial y a su vez estudiante de

dicha asignatura.

5.4. Reflexiones generales de las habilidades procedimentales de Alejandro

durante el programa de acompafnamiento

Alejandro demostré un buen manejo de las operaciones basicas con nimeros racionales,
evidenciado a través de las pruebas iniciales y el curso de pre-calculo, posteriormente esta
habilidad se ejercitd y reforz6 durante las tutorias al socializar las soluciones. Ademas, las
situaciones planteadas en los talleres permitieron recordar las razones e identidades
trigonométricas. Aungue no se le dificultaba operar con nimeros negativos, si hubo una ocasion
en que errd y fue importante que el tutor interviniera oportunamente por medio de preguntas para
revisar si su procedimiento estaba correcto, posibilitando a la vez la habilidad para verificar los
pasos de un procedimiento. Al finalizar estas habilidades aritméticas se evidenciaron en varias de

las soluciones del examen final.

Los talleres iniciales elaborados por el tutor posibilitaron revisar las nociones de
perpendicularidad y paralelismos, y las propiedades algebraicas de rectas paralelas o
perpendiculares. Sumando a esto, como se reporté en el trabajo con funciones se dieron
experiencias para el estudio y construccion de figuras, con el objetivo de ir desarrollando la
habilidad para expresar imagenes visuales de una relacion variacional, que se evidencio en una
de las soluciones del examen final. No obstante, en el examen final notamos que una de la

representacion pictorica no fue la mas apropiada debido a una mala interpretacion del texto.

Sobre los procedimientos algoritmicos, los talleres de la sesion tutorial y las inquietudes
sobre tareas que Alejandro llevaba, y que fueron mediadas por el tutor contribuyeron a que
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Alejandro ejercitara la transformacion de expresiones algebraicas y objetos como las funciones

con el fin de obtener, el limite de una funcién o la derivada.

También consideramos que las actividades trabajas en el curso de pre-calculo permitieron
que Alejandro explorara diferentes formas de representacion de una funcion. EIl proceso de
representacion fue ampliamente reportado por Rueda (2016) quien caracterizd habilidades
asociadas al proceso de representacion posibilitadas por las actividades del curso de pre-calculo
(parte del contexto del estudio que aqui presentamos). Precisamente la experiencia de Alejandro
en el curso se pudo evidenciar en la prueba de egreso que él cont6 desarrollé habilidades para

representar la situacion de cambio a través de la expresion algebraica, la gréafica y la tabla.

Ademas, la exploracion con GeoGebra guiada por el tutor sobre las ideas de tendencia y
aproximacion reforzé notablemente la nocion de limite de una funcién en Alejandro. Asi mismo,
le permitio reforzar otros tipos de representacion del cambio ademéas del algebraico. Dichos
logros, favorecieron posteriormente la comprensién y aplicacion de procedimientos aritméticos
en la deduccidn de los limites. De igual modo, esta experiencia permitié explorar nociones como
el infinito y corregir ideas erréneas como, por ejemplo, que se puede operar como si se tratara de

un nmero real, beneficiando habilidades analiticas de determinar procesos infinitos.
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6. Conclusiones

Para responder al objetivo de identificar y describir las habilidades asociadas al proceso
procedimental que desarrollan estudiantes beneficiarios de un programa de acompafiamiento y
seguimiento en Célculo Diferencial hemos considerado analizar las diferentes actividades que el
programa de acompafiamiento y seguimiento coordina antes y durante el proceso tutorial, asi
como el examen final de célculo | disefiado por la coordinacion de la Escuela de Matematicas

ulsS.

La presentacion de las conclusiones la realizaremos en tres secciones: i) las habilidades
asociadas al proceso procedimental que hemos visualizado en los datos organizadas de acurdo a
la Taxonomia de los Procedimientos; ii) reflexiones acerca del programa de acompafiamiento y

seguimiento como Zona de Desarrollo Proximo; iii) perspectivas de investigacion.

6.1. Habilidades asociadas al proceso procedimental desarrolladas en
estudiantes beneficiarios de un programa de acompafiamiento y

seguimiento.

La identificacion de las habilidades evidenciadas en los estudiantes la relacionaremos
explicitando nuevamente los descriptores propuestos desde el marco conceptual y aquellos que
surgieron a través del andlisis de los datos en cada categoria (tipo de procedimiento) y que son
particulares a los objetos matematicos tratados durante el curso de calculo I, como lo son las

funciones, los limites y las derivadas. Recordamos que los procedimientos necesarios en la
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solucion de situaciones propias de un curso de calculo pueden ser de tipo aritmético, geométrico,

métrico y analitico.

6.1.1 Habilidades asociadas a los procedimientos aritméticos posibilitadas en

ASAE

Al revisar la elaboracion y la ejecucion de este tipo de procedimientos en el caso de
Camilo, a través de las diferentes actividades del programa, encontramos que en su fase inicial
usaba Unicamente la representacion decimal para realizar calculos, los cuales los realizaba
apropiadamente, pero le dificultaron identificar el patron de una situacién. No obstante, al
finalizar su proceso tutorial se identifico la habilidad para usar la expresion fraccionaria en
alternancia con la decimal (prueba simulacro). A su vez y dada la posibilidad de ejercitar los
algoritmos de derivacion, hubo iniciativa por parte de Camilo para usar otra notacién para las

operaciones como la potenciacion que se pudo observar en el examen final de Célculo.

Ademas, en la prueba diagnostica se identificd que Camilo no usaba apropiadamente los
simbolos matematicos para denotar ideas y relaciones matematicas. Sin embargo, el dialogo
continuo y el trabajo en colaboracion con la tutora sobre limites y aplicaciones de la derivada,
permitio alertar sobre la importancia de escribir la expresidn matematica completa, a pesar de
que una parte de ella vaya siendo simplificada (seccion 4.2.2), y de identificar la informacion
relevante de una situacién de cambio. Posterior a ello en las pruebas simulacro y final, se
observo que Camilo habia realizado un proceso de interiorizacién ya que entendia y manejaba

independientemente las notaciones y simbolos matematicos en la solucion de las situaciones.

Por ultimo, a lo largo de su participacion en el programa Camilo tuvo debilidad para

operar con nUmeros negativos, en operaciones particulares como la multiplicacion y la
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potenciacion, en donde la tutora alertaba constantemente, y ya en el examen final la dificultad
estuvo presente Unicamente en la simplificacion de una expresion, en donde ademas mostrd

dominio para aplicar propiedades de la potenciacion.

Respecto al caso de Alejandro notamos un buen manejo de las operaciones bésicas con
nimeros racionales que se ejercitd y reforz6 durante las tutorias, ademas las situaciones
planteadas permitieron repasar las razones trigonométricas para emplearlas correctamente.
También se equivoco al operar con negativos, pero en menor medida que Camilo, en donde el
tutor fue importante para indicar por medio de preguntas si su procedimiento aritmético estaba
correcto. Su dificultad estuvo en hacer aproximaciones de raices en donde preferia recurrir a la
calculadora por mas que el tutor le indicaba que no necesitaba una respuesta exacta y en un
inicio tratar al infinito como un namero con el cual se puede operar, pero que oportunamente fue
corregido por el tutor al trabajar la nocion de limite (apartado 5.2.2. episodio 15). Usaba
apropiadamente las notaciones y los simbolos mateméticos como se pudo observar en los

examenes finales.

A partir de los dos casos de estudio planteamos que los estudiantes al terminar su proceso

de acompafiamiento tienen habilidades de tipo aritmético especificamente al:

v Realizar operaciones basicas a lapiz y papel con numeros, principalmente
racionales.

v Utilizar la propiedad distributiva de la multiplicacion y la potenciacion para
simplificar los calculos con numeros racionales tanto en su expresion fraccionaria y
decimal.

v Establecer relaciones y diferencias entre diferentes notaciones de nimeros reales
para decidir sobre su uso en una situacion dada

v Emplear correctamente las razones y las identidades trigonomeétricas en contextos

matematicos.
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A pesar de notar algunas fallas leves en las pruebas escritas al operar con nimeros
negativos o fraccionarios que atribuimos a la falta de atencion, si reconocemos que dentro del
proceso de acompafiamiento la labor de los tutores permitié alertar a los estudiantes sobres sus
errores y corregirlos en ese instante posibilitando asi el desarrollo de habilidades de control como

verificar los pasos del procedimiento y justificarlos.

Ademas, los talleres propuestos para las sesione propician en los estudiantes la necesidad
de ejercitar sus procedimientos aritméticos, con el doble fin de elaborar los procedimientos
necesarios para resolver las situaciones y ejercitarlos para tener una mayor precision y agilidad,
por ejemplo, al momento de ser evaluados a través de los exdmenes del curso dado que en

algunas ocasiones no se permite el uso de calculadora.

6.1.2. Habilidades asociadas a los procedimientos geométricos y métricos

Respecto a los procedimientos métricos los resultados son escasos ya que como lo
evidenciamos en la seccion c) este tipo de procedimiento es poco valorado y trabajado por los
tutores junto con sus estudiantes. Ademas, las situaciones que requieren del dominio del sistema
métrico decimal son las relacionadas con la interpretacion de la derivada como razén de cambio,
y se limitan a los algoritmos para la conversién de unidades que se asumen deben ser dominados
por todos los estudiantes al terminar la educacion media. Por lo tanto, la atencion es superficial,
pero a la hora de ser necesarios identificamos que Camilo tuvo en cuenta las unidades de media
en los problemas que incluyen magnitudes mientras que Alejandro trabajo una de las situaciones

sin prestar atencion a las diferentes unidades de una misma magnitud.

En el caso de los procedimientos geométricos, estos tienen una mayor presencia tanto en

las pruebas escritas como en las sesiones tutoriales (como se evidencio en los apartados 4.2.4,
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44, 521 y 53.1) en comparacion con los procedimientos métricos, dado que como lo
mencionamos en el documento las representaciones geométricas son esenciales en la resolucion
problemas no solo matematicos, y los tutores conscientes de esta estrategia (por su experiencia
como estudiantes y profesores en formacion) posibilitaron en sus estudiantes el desarrollo de

algunas acciones.

En el caso de Camilo identificamos al inicio de las sesiones tutoriales que tuvo
dificultades con las nociones de perpendicularidad y paralelismo que la tutora aclar6. Ademas,
durante las sesiones finales al trabajar los temas de razon de cambio y optimizacion se reforzo,
con los diferentes problemas, la realizacion de representaciones geométricas y pictéricas. Sin
embargo, la dificultad de Camilo estuvo en recordar férmulas de areas y volimenes de algunas
figuras geomeétricas como la del area del trapecio. Dicha dificultad fue atendida por la tutora, sin
embargo, el vacio conceptual escolar le imposibilité concluir los procedimientos de construccion
de representaciones de figuras geométricas, accion que si realizaba con mayor dominio. Ademas,
Camilo reconocia propiedades de figuras bidimensionales usuales que lograba relacionar con

expresiones algebraicas.

En el seguimiento de Alejandro notamos que el estudiante desde el comienzo manejaba
las nociones de perpendicularidad y paralelismos y que las propiedades de rectas paralelas o
perpendiculares las relacionaba con expresiones algebraicas. Por otro lado, al reforzar los temas
de funciones la construccion de figuras tridimensionales fue trabajado permitiendo
posteriormente la elaboracion de procedimientos analiticos. No obstante, en el examen final
notamos que una de las representaciones pictoricas no fue la més apropiada debido a una mala

interpretacion del texto.
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Nuevamente teniendo en cuenta los resultados de los dos casos de estudio planteamos que
los estudiantes al terminar su proceso de acompafiamiento en ASAE ha desarrollado habilidades
de tipo geométrico especificamente al:

v Dibujar 'y construir representaciones de figuras bidimensionales o

tridimensionales para expresar una imagen visual de una relacion variacional.

v Usar atributos y propiedades de figuras y objetos bidimensionales y

tridimensionales.

v Relacionar las propiedades de las figuras geomeétricas con expresiones numeéricas

y algebraicas.

Sin embargo, no deja de parecernos inquietante que el uso de las propiedades de las
figuras geométricas no es solido y que se les dificulta acceder a los algoritmos de la memoria a
largo plazo para calcular areas y voliumenes (habilidad de control, ver apartado 2.3.5.b), como se

evidencio en la entrevista a tutora (episodio 9) y en la respuesta de Camilo (llustracion 33).

Ademas, cuando las representaciones pictoricas no fueron las mas adecuadas, se reflejo
principalmente la dificultad de los estudiantes para interpretar los enunciados de las situaciones
problemas que en el documento habiamos asociado con el proceso de comunicacién y que
influye en la elaboracion y ejecucion de los procedimientos. Entonces consideramos importante
prestar mayor atencién al proceso de comunicacion en los primeros niveles universitarios desde

la Educacion Matematica.

6.1.3. Habilidades asociadas a los procedimientos analiticos

Este tipo de procedimientos se relaciona principalmente con el reconocimiento de
regularidades y patrones, la caracterizacién de la variacion, la identificacion de variables, la
descripcion de fendmenos de cambio y dependencia en contextos aritméticos y geométricos

(Barajas, 2015).
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A partir de la interpretacion de los resultados de Camilo en cada etapa notamos que,
después del curso de pre-célculo, la identificacion de las magnitudes variables se realizd sin
mayores contratiempos en las demas etapas del programa. No obstante, en las situaciones de
optimizacion, cuando él logro relacionar cuantitativamente dos magnitudes tuvo dificultad para
concretar la expresion algebraica final debido a los vacios conceptuales en geometria y a la
interpretacion de lo verbal, como ya habiamos mencionado en la seccién anterior, y a pesar de
haber resuelto en colaboracién con la tutora diferentes situaciones sobre el tema de
interdependencia de variables, esto nos sugiere que el conocimiento no trascendid el nivel
interpsiquico. Dado esto sugerimos que la coordinacion oriente a sus tutores en la profundizacion
de interpretacion de enunciados mas que en la mecanizacion de algoritmos sobre derivacion,

estos Ultimos pueden ser abordados como actividad extra fuera de las sesiones.

Dado el énfasis de la tutora en la ejercitacion de diferentes algoritmos identificamos que
Camilo tenia habilidad para realizar composicién de funciones y para derivar funciones, asi
como transformar expresiones algebraicas. Por otro lado, en la prueba diagnéstica Camilo tuvo
dificultades para elaborar procedimientos relacionados con procesos infinitos, pero durante las
tutorias fue satisfactorio su desempefio ya que con ayuda de GeoGebra pudo explorar
graficamente diferentes limites de funciones. Ademas, los talleres permitieron que Camilo
aplicara la derivada como una herramienta para relacionar expresiones algebraicas con

propiedades gréaficas, como se evidencio en el examen final de escuela.

En el caso de Alejandro, las pruebas iniciales nos permitieron evidenciar una
interpretacion superficial de la derivada como razon de cambio, sin embargo, durante las tutorias
el tutor reportdé un avance en su interpretacion ademas como pendiente de una recta tangente.

También identificamos que situaciones relacionadas con la fisica fueron modeladas por el
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estudiante y en la prueba de egreso hizo uso de diferentes representaciones, que son propiciadas
por las actividades del curso de pre-célculo como se ha previsto y evidenciado en los trabajos de

Fiallo y Parada (2014) y Rueda (2016).

Al igual que Camilo, identificamos en Alejandro a través de sus pruebas escritas un
dominio para simplificar expresiones, resolver ecuaciones y derivar funciones. Ademas, la
exploracién con GeoGebra guiada por el tutor de las ideas de tendencia y aproximacion reforzo
la nocion de limite de una funcién, asi como explorar otros tipos de representacion del cambio.
Por otro lado, a pesar de hacer explicita la informacién de un problema, como estrategia de
solucién, tuvo (desde lo comunicativo) dificultad para interpretar los enunciados y por lo tanto
elaborar estrategias para relacionar algebraicamente las variables implicadas en la situacion. Por
altimo, relacionado con habilidades de control identificamos que en los examenes los estudiantes

olvidan verificar los pasos de sus procedimientos por ejemplo al transformar expresiones.

Y las habilidades fueron posibilitas al ejercitar, con ayuda de los andamiajes elaborados

por el tutor, las siguientes acciones:

v Determinar las variables de una situacion.
v Relacionar las expresiones algebraicas y grafica empleando sus propiedades.
v Utilizar aproximaciones numeéricas y graficas para deducir intuitivamente el limite

de una funcion.

v Aplicar procedimientos aritméticos para resolver problemas que involucran

procesos infinitos.

v Representa situaciones de cambio a través de las funciones, las gréficas y las
tablas.
v Transformar expresiones algebraicas desde una forma hasta otra.
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Ahora bien, para los objetos matematicos trabajados en el curso de calculo I, como lo son
las funciones, los limites y las derivadas; y que a su vez fueron ampliamente reforzados en las
sesiones tutoriales por medio talleres de ejercitacion, identificamos que los estudiantes tienen

habilidades de tipo analitico y de rutina al:

v Aplicar reglas de derivacion de funciones y hacer uso de la regla de la cadena.

v Transformar funciones ya sea para obtener la funcidén inversa, una funcion

compuesta o realizar precisamente transformaciones en el plano (traslacion).

De las acciones anteriores resaltamos que aquellas en que los estudiantes tenian un mayor
dominio son las relacionadas con la aplicacion de algoritmos establecidos para hallar limites y
derivar funciones. Dado que algunas de las sesiones se centraron en la ejercitacion de dichos
procedimientos, en parte por atender las necesidades de los estudiantes producto de la
organizacion del curso de Calculo I, que al ser tradicional recae en la algortimizacién, y como lo
menciona Cantoral y Reséndiz (2013) no se posibilita el espacio para el desarrollo de ideas
propiamente variacionales, como se evidencio en uno de los casos de estudio. A pesar de esto,
dentro de las tutorias (y el curso de pre-calculo) se evidenciaron esfuerzos, con ayuda de
GeoGebra como herramienta mediadora, para la exploracion de elementos como el cambio, la
tendencia y la aproximacion en la introduccion y el estudio de objetos matematicos como el

limite.

Y nuevamente el usar tablas para observar el cambio y la interdependencia de las
magnitudes variables del problema, solo se posibilitd dentro del programa de acompafiamiento y
seguimiento, dado que en los examenes finales (y quizas por no permitir el uso de la calculadora)

la mayoria de las representaciones de funciones se restringio a las expresiones algebraicas.
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6.2. Reflexiones acerca del programa de acompafnamiento y seguimiento

relacionadas como zona de desarrollo préximo en calculo diferencial

Después de observar el programa de acompafiamiento y seguimiento durante dos semestres
seguido e intercambiar opiniones con los participantes pudimos identificar diferentes cuestiones
favorables y no tan favorables de programa que caracterizamos como una Zona de Desarrollo
Proximo en Calculo I, el cual brinda los andamiajes precisos a través de los tutores para atender
las necesidades académicas de los estudiantes de primer nivel de las carreras de ciencias e

ingenierias.

A pesar de no ser el objetivo del programa, si es cierto que algunas de las sesiones son
usadas para abordar temas propios de la educacion media, es decir, que los tutores deben mediar
con las dificultades que los estudiantes tienen sobre temas basicos, como factorizacién o suma de
fraccionarios, haciendo que el programa tutorial sea un espacio de nivelacion de la Educacion
Basica Secundaria. Cuestion que no es tan favorable para el desarrollo de las nociones

importantes del Calculo.

Un asunto favorable del programa es posibilitar a los estudiantes beneficiarios un espacio,
a través del examen simulacro, para poner a prueba sus conocimientos y habilidades. Es decir,
esta herramienta permite que los estudiantes y el mismo programa identifiquen el nuevo nivel de
desarrollo real de los estudiantes (identificados con dificultades en matematicas). Ademas, esta
experiencia ayuda a los alumnos a familiarizarse con el formato y la metodologia de un Examen
de Escuela, lo que a nuestro juicio brindard seguridad al momento de ser evaluados
institucionalmente. Por otro lado, consideramos importante que haya una realimentacion

adecuada del estudiante sobre los procedimientos realizados en el simulacro, preferiblemente en
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compafiia del tutor; razén por la que sugerimos que éste sea aplicado con tiempo prudencial
dentro del calendario académico, y asi lograr una evaluacion completa que beneficie a los

estudiantes.

Otro aspecto favorable del programa (traves de las tutorias o la prueba simulacro) es
brindar experiencia a los estudiantes en donde se aborden temas que quizas los profesores no
hayan profundizado en sus clases de Calculo I. Pero que pueden ser evaluados en el ultimo

examen de Escuela, dada la unificacion de los contenidos de la asignatura.

Por otro lado, dada la atencion casi personalizada de los estudiantes, identificamos que se
posibilita la participacion activa de los estudiantes en su propio aprendizaje, fomentando el
trabajo colaborativo en la solucién de situaciones y la superacion de dificultades. Aspecto, que es
sumamente importante para que el estudiante tenga una ZDP que conlleve a nuevos niveles de
desarrollo real. Por tal motivo, sugerimos que los grupos de trabajo en cada sesion no superen los
tres o dos estudiantes, para que todos puedan participar y a su vez haya un mejor

acompafiamiento por parte del tutor.

Resaltamos el uso de GeoGebra, como herramienta de mediacion, que la mayoria de los
tutores usan en la creacién de andamiajes en favor de la compresion del estudiante, porque se
posibilita la visualizacién de conceptos matematicos y el desarrollo de ideas intuitivas (como lo
registramos en el estudio de limite de una funcién en un punto). Ademas, de ampliar el conjunto
de estrategias de solucion. Cuestion que es coherente con los sugerido por diferentes documentos

orientadores en el aprendizaje de las matematicas (NCTM, 2003, MEN, 2002, 2006).

La experiencia de investigacién nos permitié corroborar que persiste la brecha entre lo

que el programa de acompafiamiento y seguimiento quiere posibilitar dentro de un curso de
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calculo diferencial y lo establecido institucionalmente; dado que las caracteristicas del programa
apuntan al desarrollo de procesos matematicos a través de la resolucion de problemas y de igual
modo el desarrollo del Pensamiento Variacional. No obstante, el tradicionalismo del curso de
calculo | con la designacion de listas de ejercicios para cada tema, hace que varias de las
acciones asociadas a los procedimientos analiticos se queden en reproduccién de soluciones de

problemas matematicos estandar ya practicados.

6.3. Perspectivas de investigacion

Reconocemos que este trabajo mas que identificar las habilidades de los estudiantes
dentro de un contexto particular y su vez validar un referente teérico (creado al interior de la
comunidad de investigadores de la universidad), fue una oportunidad para aportar en la
consolidacién y mejoramiento del programa de acompafiamiento y seguimiento, con el fin de
seguir aportando al objetivo de contrarrestar la desercion y reprobacién en calculo 1. Por
ejemplo, al reconocer aquellas habilidades que deberian ser desarrolladas por los estudiantes,
pero que no lograron ser dominadas; al idear nuevas herramientas de evaluacion y seguimiento, y

a su vez estrategias de implementacion que favorezcan el aprendizaje de los estudiantes.

Ademas, de reportar cualitativamente el trabajo e impacto de las tutorias mas alla de las
cifras cuantitativas, logramos identificar al programa como una Zona de Desarrollo Préximo en
Célculo Diferencial, donde los tutores son los sujetos mas experimentados que crean los
andamiajes necesarios para que los estudiantes comprendan diferentes conceptos y puedan

elaborar estrategias para resolver situaciones de dicho curso.

A pesar de que nosotros nos esforzamos por presentar los resultados mas relevantes sobre
las habilidades a lo largo de un curso de céalculo I, en donde se abordaron diferentes elementos
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como los numeros reales, las funciones, el infinito, los limites, junto con nociones centrales
como el cambio, la variacion y la tendencia. Hacemos la invitacion a la comunidad de educacion
matematica para profundizar en algin tipo de procedimiento especificamente para cada uno de
los elementos tedricos. A su vez, dada la conexién del proceso procedimental con otros procesos
matematicos, como, por ejemplo, el de comunicacion queda también abierta la puerta para
indagar sobre cudles son las habilidades que se pueden y se deben potenciar dentro de este y

otros contextos de aprendizaje.

Por dltimo, queremos agradecer al Sistema de Apoyo a la Excelencia Académica de la
Universidad (SEA-UIS) y a la Vicerrectoria Académica por sus aportes econdémicos, los cuales
han permitido que cada uno de las actividades del programa ASAE sean hoy una realidad. Asi
mismo, invitamos a la administracion institucional a voltear también la mirada a los resultados
cualitativos, que han sido presentados en ésta y otras investigaciones del grupo Edumat, los
cuales dan cuenta de la relevancia de los programas de acompafiamiento para el mejoramiento

académico de los estudiantes beneficiarios.
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