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RESUMEN

TITULO: ESPECTRO ENERGETICO DE D° Y D~ EN SISTEMAS CASI-
UNIDIMENSIONALES*

AUTOR: WILLIAN GUTIERREZ NINO**

PALABRAS CLAVES: Anillos cuanticos, Sistemas 1D dimensionales, Donadoras, Espectro
energético, Cristalizacion de Wigner, Densidad de estados, Aproximacion adiabatica, Sistema
de dos electrones.

Se analiza el espectro energético de una donadora neutra localizada dentro o fuera de un anillo
cuantico de forma toroidal de barrera finita, cuyo radio medio es mucho mayor que el radio de
la seccion transversal. Haciendo uso de la aproximacién adiabatica derivamos una ecuacion
de onda unidimensional que describe los niveles mas bajos de la donadora, los cuales
corresponden al movimiento lento del electrén a lo largo del anillo. La solucién numérica de
ésta ecuacion se ha obtenido mediante el método de barrido trigonométrico. Se ha estudiado
la dependencia del espectro energético de la posicién de la impureza, del radio medio y el radio
de la seccion transversal del anillo. Se discute la contribucion de los estados excitados mas
bajos a la densidad de estados de la impureza. Ademas, se estudia la variacién de la
distribuciéon de carga del electron de una donadora neutra, el cual permanece al interior del
anillo, cuando la impureza se desplaza gradualmente desde el centro de simetria hacia el
centro de la seccién transversal del anillo. El objetivo de dicho estudio es establecer la
posibilidad de que exista una transicion de Wigner en heteroestructuras con forma de anillo.

Por otro lado, se analizan los estados mas bajos de una donadora cargada negativamente
centrada en un anillo con las mismas caracteristicas del caso anterior. Siguiendo el bien
conocido procedimiento de la aproximacion adiabatica, hemos deducido una ecuacién de onda
unidimensional con condiciones periédicas, la cual describe la rotacion de los dos electrones
dentro del anillo. La atraccion Coulombiana ejercida por la impureza sobre los dos electrones y
la repulsion entre ellos son dadas por potenciales efectivos que dependen de parametros
geomeétricos del anillo y la distancia de la impureza al plano de simetria.

* Proyecto de Investigacion de Maestria.

** Facultad de Ciencias, Escuela de Fisica; PhD. Javier Betancur.
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ABSTRACT

TITLE: D% and D~ Energy Spectrum in Quasi-One-Dimensional Systems*.
AUTHOR: WILLIAN GUTIERREZ NINO**

KEYWORDS: Quantum ring, One-dimensional systems, Donors, Energy spectrum, Wigner
crystallization, Density of states, Adiabatic approximation, Two-electron system.

It is analyzed the energy spectrum of a neutral donor located inside or outside of a finite-barrier
toroidal-shaped quantum ring, whose mean radius is much larger than the cross-section radius.
We derive a one-dimensional wave equation which describes the low-lying donor levels
corresponding to the slow electron motion along the ring, by using the adiabatic approximation.
Numerical solution of this equation has been obtained by using the trigonometric sweep
method. The dependence of the energy spectrum on the donor position, mean radius and
cross-section radius of the ring has been studied. The contribution of different low-lying excited
states in the density of the impurity states is discussed. Also, variation of the charge distribution
of the excessive electron inside the ring is studied in order to establish the possibility of the
existence of a Wigner transition in heterostructures with ring-like geometry.

On the other hand, Low-lying states of an on-axis negatively charged donor in a ring with
characteristics similar to the previous case are analyzed. Following the well-known adiabatic
procedure, we have deduced a one-dimensional wave equation with periodic conditions, which
describe the two-electron rotation inside the ring. The Coulomb attraction exercised on the two-
electrons by the impurity and repulsion between them is given by effective potentials that
depend of the geometric parameters of ring and distance of the impurity from the symmetry
plane.

* Proyecto de Investigacion de Maestria.

** Facultad de Ciencias, Escuela de Fisica; PhD. Javier Betancur
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INTRODUCCION

El didlogo entre la ciencia y la naturaleza paiat&rminable en todas las escalas.
Las investigaciones en la escala fundamental deméderia han traido consigo
extraordinarios avances cientificos y tecnoldgiclos, cuales han permitido ampliar
nuestra comprension sobre los complejos mecanisgues operan al interior de la
naturaleza. Gracias a ello, podemos afirmar hoy €@s en los dominios del mundo
cuantico donde estan establecidos los componeagsos de la materia, y donde estan
definidas sus propiedades fundamentales. Estectommto, sumado a la capacidad para
manipular la materia a escala nanomeétrica ha cadenina de las revoluciones cientificas
mas importantes de los dltimos afios, conocida coamociencia [1]. En este sentido, la
fisica del estado sélido ha sido una de las aréashaneficiadas. La sofisticacion de las
técnicas de fabricacion de heterojunturas semiaincas ha llegado a tal punto, que ahora
es posible fabricar sistemas artificiales, conogidmmo nanoestructuras [2], cuyos

tamanos, formas y disefios se pueden ajustar catitagananomeétrica.

La historia de las nanoestructuras semiconductmasenza en la década del 70,
con la fabricaciéon de las primeras superredeso &stivo ligado intimamente al desarrollo
de los métodos adecuados de crecimiento por viapdexia de haces moleculares y
deposicion de vapor metal-organico. Paralelamémntedesarrollandose el estudio de
pozos cuanticos (QW) [2,3], los cuales consisteruea lamina de un semiconductor
embebida en un semiconductor diferente. En este s@logra confinar el movimiento de
los electrones en una region plana muy estrechanat®d que su movimiento se hace
cuasi-bidimensional. A partir de los 80s, han stisarrolladas nuevas técnicas para
fabricar sistemas con confinamiento adicional:Hides cudnticos (QWW), sistemas cuasi-
unidimensionales [2,4] y la situacion extrema, wedtiras cuasi cero dimensionales,

denominadas puntos cuanticos (QD) [2,5].



Estos Ultimos generaron grandes expectativas enot@ sus potenciales
aplicaciones, debido a que ofrecen una gran vatidddendmenos cuanticos por tener un
mayor grado de confinamiento. Los QDs se puedamsiderar basicamente como
pequeiias islas de material semiconductor, inmeesasina matriz de otro material
semiconductor con propiedades fisicas ligerameifeeedtes. Debido a la diferencia que
existe entre los anchos de las brechas de enexdipg dos materiales, aparece un potencial
de confinamiento que permite mantener portadoresadga confinados al interior del
punto, en las tres dimensiones. El tamafio de slidhas es del orden nanomeétrico, por lo
tanto, sus dimensiones son comparables con latlmhge onda de De Broglie asociada a
los portadores de carga, lo cual garantiza quebarhin comportamiento cuantico [6]. En
este sentido, los QDs son particularmente sensibldas variaciones de su escala,

morfologia y composicion.

De la amplia variedad de QDs que actualmente hay lestigacion, los
denominados puntos cuanticos autoensamblados ASedimbled Quantum Dots -
SAQDs), crecidos mediante la técnica de Stranskistanow [7], son los que gozan de
mayor atencion. Uno de sus principales atractrad#ca en la diversidad de morfologias
que pueden presentar, pueden surgir en forma deslg8], pirdmides [9], piramides
truncadas [10], entre otras; todas con una cafstiter particular: el tamafio de sus bases
es mucho mayor que el de sus alturas. Trabajesntes han mostrado que si durante el
proceso de crecimiento de SAQDs de InAs sobre Gastes se recubren con una capa
delgada (2 nm) de GaAs, entonces tiene lugar ulistrieucién anisotropica del material
del punto, lo cual altera dramaticamente su mogialo Como resultado, el QD (20 nm de
diametro, 7 nm de altura) se transforma en unaniiantico (QR) con un tamafo lateral
mayor (diametro externo entre 60 y 140 nm), unaralteducida (2-4 nm) y un hueco
central bien definido (20 a 30 nm de didmetro).fdranacion de nanoestructuras en forma
de anillo fue reportada por primera vez para ida$aAs recubiertas con InAs mediante
la técnica de crecimiento por epitaxia de haz nubded11], después para islas de GaAs
recubiertas con pyGa s As mediante la técnica de crecimiento por epit&xiaase de
vapor metalorganico y mas recientemente, la reafinade anillos semiconductores
nanoscopicos ha sido demostrada por Lorke y cadalooes [12] usando técnicas de

autoensamblado. Los QRs tienen una estructurdogipa distinta a los QDs y resultan



mas interesantes de estudiar por varios motivda:adparicion de oscilaciones Aharonov-
Bohm y corrientes persistentes en presencia de @wamagnético, ii) la mayor posibilidad
de ajustar sus estados electronicos; iii) pernmiéatizar variaciones topoldgicas que van
desde un sistema bidimensional, como es el casdisig cuantico, el cual se obtiene
cuando el radio interno tiende a cero, hasta laasibn casi unidimensional
correspondiente al caso limite en el cual el esmaanillo es muy pequefio. De acuerdo
con la situacion fisica real, los QRs de GaAs mtaseradios mayores que el ancho de sus
secciones transversales, por lo tanto se puedesidesar como anillos delgados, lo cual

facilita la realizaciéon de estudios tedricos.

Existe actualmente un gran interés en el estudisistemas de pocas particulas
(impurezas aceptoras, donadoras neutras y cargatdgsconfinadas en heteroestructuras
semiconductoras. Al estar confinados los portaldescarga, sus estados ligados se hacen
mas estables, con respecto al sistema en bloglas, l[ineas espectrales de absorcion se
hacen mucho mas estructuradas y bien definidadjardpse asi el rango de posibilidades
para el disefio y fabricacion de dispositivos Optigoelectronicos. Lo anterior se ha
establecido debido a que la reduccién de la dimeabdad del sistema trae como

consecuencia un incremento importante sobre lagénede enlaceE,, tanto para

donadoras neutras, (D°), como para donadoras cargadas negativangfie ).

Desde el punto de vista tedrico, el interés pandlisis de impurezas confinadas en
heteroestructuras semiconductoras se ha hechoveadaayor. EIl primero en tratar este
problema, fue Bastard [13], considerando W& en un QW bajo la aproximacion de la
masa efectiva. Hasta la fecha, son innumerabtezdbajos tedricos que se han realizado
para el andlisis de impurezas en QDs utilizandereliftes métodos. Para el caso del

método variacional podemos citar el trabajo de &hal [14], en el cual se obtienen los
niveles de energia de uri2® y una D~ confinadas en QDs, junto con la razén de

E, (D‘) aE, (DO); el de Garcia y coinvestigadores [15], en el segatalculan las energias
del estado base para impureZ$y D~ centradas en un disco. El método de dimensién
fractal elaborado en el grupo de Fisica Computatida Materia Condensada de la UIS

también ha sido utilizado para analiZaf y D~ en diferentes situaciones [16-20].



Hasta el momento, se han realizado relativamentaspmvestigaciones tedéricas
sobre donadoras confinadas en QRs, dentro de dessd@nemos: el trabajo realizado por

Zhu [21] donde se analiza una® y una D~ en un anillo bidimensional mediante el

método de diagonalizacion exacta; el de Bruno-Ldgf}, donde se analizé unB°

confinada en un toroide de seccién transversaamgoiar mediante el método variacional.

Otro estudio que podemos mencionar es el denaentradaen un QR, realizado por
Gutiérrezet al [23] usando el método variacional. Adicionalnegrse han estudiado otros
sistemas de pocas particulas confinadas en anitogemos citar el trabajo de Planelles y
coinvestigadores [24] quienes analizaron un excarun QR bajo la influencia de un

campo magnético haciendo uso del métddop y la aproximacion de la funcion

envolvente. Dos estudios importantes fueron reddiggpor Zhu [25, 26]; en el primero se
analizan dos electrones en un anillo nanoscopiadiante el método de diagonalizacién
exacta; y en el segundo se obtiene una soluciortapara el problema de dos electrones
en un anillo unidimensional mediante expansionates. Por ultimo podemos citar el
trabajo de Garciat al.[27] donde se calcularon los estados mas bajosduer&lectrones

en un QR casi unidimensional.

De acuerdo con lo anterior, se tienen varios aspedque aun no han sido
esclarecidos completamente dentro del estudio stensas de pocas particulas en QRs,
motivo por el cual, cualquier resultado tedrico queide a ampliar el horizonte de
conocimientos que se tienen hasta ahora, se poedalerar como un valioso aporte. En

este sentido es que esta motivada la realizacigorelgente trabajo de investigacion.



PRIMERA PARTE

D° CONFINADA EN UN QR DELGADO

GENERALIDADES

Los atomos de tipo hidrogenoide tienen sus analegok fisica del estado solido;
sistemas de dos particulas de carga opuesta ¢eledtr), como es el caso de una
impureza donadora neutrd.DSi en una red cristalina, por ejemplo de GaAsnsoduce
un atomo del grupo IV de tal manera que reemplace @tomo de Ga, uno de los
electrones de este atomo introducido no participal@nlace quimico y queda casi libre
en la banda de conduccion. Este electréon se emaudéibilmente ligado en una “Orbita”
de radio muy grande en torno al i6n monovalenteolylp tanto puede ser facilmente
removido por excitaciones térmicas o eléctricasale§ sistemas son conocidos como
donadoras neutras. El espectro energético deruparéza donadora en el volumen de
GaAs tiene una estructura tipo hidrogenoide, sibago la energia de ionizaciéon de una
donadora en el GaAs es mucho menor que la del alenidrogeno; esto se debe a que
la atraccion de Coulomb del i6n se encuentra, an garte, apantallada por la naturaleza
dieléctrica del cristal. Cuando una impureza esoducida dentro de una
heteroestructura, la situacion se hace considenanie= mas compleja e interesante que
en el bloque, debido principalmente a la presedeian potencial de confinamiento. El



confinamiento geométrico trae consigo algunas eseictteresantes: por un lado se tiene
gue la energia de enlace y la forma de la func&mwmmtla dependen notoriamente de la
forma y las dimensiones de dicho confinamientopiyqiro lado, la energia de enlace y la

funcién de onda son también funcion de la posidlenla impureza dentro de la

heteroestructura.



1. MODELO MATEMATICO

En las secciones que se exponen a continuaciérarge wha descripcion de los
diferentes parametros geomeétricos y fisicos quetsedujeron para modelar el sistema a
estudiar en esta primera parte del trabajo, el coradiste en un®° confinada en un QR
de forma toroidal, ademas del modelo matematicadgseribe dicho sistema.

1.1 Geometria del anillo cuantico

En este trabajo se considerara un QR de formadtdraiomo se muestra en la figura
1. El QR es generado por la revolucion de unai@edcansversal circular de radig

alrededor del ejeg . El circulo esta centrado a la distancia mdgljalel eje de giro.

Ga(ADAs

In(Ga)As ™,

Fig. 1 Esquema de ung® confinada en un anillo cuantico de forma toroidal

Una D° puede describirse como un sistema compuesto parimpureza donadora
cargada positivamente y un electron. Se supommpareza localizada en el plano de
simetria =0), y su posicion, a lo largo del eje, estd dada por la distancfadesde el
origen de coordenadas, sin que se pierda por eflerglidad en el problema, debido a la
simetria que se tiene. EIl potencial de confinatoiemue aparece debido a la
discontinuidad que existe entre las bandas de coi@ude los dos materiales, el material
del QR y el de su exterior, estd expresado en eoadhbs cilindricas, por la funcion
seccionalmente constarké{p z) que se expone a continuacion:

V(p,z):{0 bR R (1)

Vo i (p-R) +2° >R’



la cual indica que el potencial es cero dentroQIe| y presenta un valor constantg

fuera del QR. Para este modelo, se considerarélglectron permanecera siempre en el
interior del QR, debido a que el pozo de potenai@lia como una trampa para los
portadores de carga. Para la impureza se pueden @es posibles situaciones: una,
cuando ésta se encuentra fuera del QR; la otrenaliea es cuando el electrén y la
donadora estan atrapados dentro del QR. En etmieesrabajo se van a analizar ambas
situaciones.

1.2 Parametros del material

Los calculos realizados en este trabajo son pasdaatron localizado dentro de un QR
y para una impureza cargada positivamente localizigthtro o fuera del QR. El anillo de
In,.:Ga,,sAS se encuentra inmerso en una matriz @& Al,,;As. Los parametros

fisicos, a excepcion desde luego del salto entreldsa de conduccidén, se toman del
material correspondiente a la region interior d& @ebido a que el confinamiento hace
que el electron se encuentre fundamentalmente anregion. La masa efectiva del

electrén para este material esta dada coma 0.076m,, siendom, la masa del electron
en el vacio. El salto entre las bandas de condocgara el electron es
V, =258meV=40Ry . El radio de Bohr efectivo correspondiente aeg@rametros del
material esa, = £/°/m e =8.86nm, el Rydberg efectivo eRy =e€?/2a; £ = 6.40meV.
La constante de red del material del anillo esatea@ los 0.6m

1.3 Hamiltoniano del sistema

Este modelo consta de un electréon confinado delgr@R con una impureza cargada
positivamente, la cual puede estar tanto fuera,ocdentro del QR. En el marco de la
aproximacion de masa efectiva, el Hamiltoniano &disional en coordenadas cilindricas

de laD® esta dado por:

10,0 10 o
po0p 0p p?og® 07

2
Jp? + 2% + &2 - 28p cosg

H = +V(p.2)- 2)

donde V(p ,z) es el potencial de confinamiento definido en (onsiderando que el
electrén permanecera practicamente siempre destranillo debido al confinamiento y
teniendo queR <<R,, se puede hacer la siguiente sustitugin R, + X, dondex<<R,.

Con base en la anterior sustitucion, el HamiltonigB) se puede escribir en forma
aproximada como sigue:

0 1 0°? 1 09?2 - -
% 5_5_2692 TR Y +V,(5,0,8)+V(5) 3)




para lo cual se han introducido coordenadas pol@e&) para la seccion transversal,
como se muestra el la figura 2, dongE& =z>+x* y x=,pcosd, ademas de la
coordenada azimutd) alrededor del eje

Fig. 2 Esquema del anillo en las nuevas coordenadasegolar

El potencial Coulombiano, dado por el Ultimo térmien la ecuacion 2, bajo esta
transformacion de coordenadas, queda expresado asi:

V.(5.0.4)=- : @
J3? +R2+¢&% +2R jeod) - 22(R, + pcod)cos

y el potencial de confinamiento expresado en esiasas coordenadas puede escribirse en
una forma més sencilla gracias a la simetria gegepta; asi:

- _|0;p
vip)=y o oh ©

En la figura 3 se muestra una representacion dehp@l de confinamiento para el QR en
el planox-y, donde puede apreciarse claramente que dichoqalttéiene un valor de cero
dentro del anillo, W, para cualquier punto fuera de este.

v (xy)

Fig. 3 Potencial de confinamiento en el plarey

Como se vera en el siguiente capitulo, estas coadds de tipo polar, favorecen la
separacion de variables al utilizar la aproximaeidiabatica.



1.4 Modelo de QR unidimensional

Por propdésitos heuristicos, se considera el casibelide un anillo muy delgado, es
decir, un QR unidimensiona(R S0V, 5o RV, & const). El Hamiltoniano

renormalizado (multiplicado por el radio del anilfmara unaD® descentrada y confinada
en dicha estructura, en unidades adimensionalesemer escrito como:

0% = /. 3
207 +Ve (@) ns¢<n ©)

V.(#)=-2R,/\1+B* -2Bcosp;  B=&/R,

H=HR? =-

donde los valores propios del Hamiltoniano renoizadb (6) denotados corﬁ%, estan
medidos en unidades d&Y a,’].

Se puede ver que para este sistema existen dasisitas particulares para las cuales el
Hamiltoniano (6) describe un rotor rigido unidimensl: cuando S — 0 (donadora

centrada) y cuand@ — o (cuando la impureza se encuentra fuera del anills) ambos
casos las funciones propias de (6) tiene la forrga, (#)=exdximg), las cuales
corresponden a estados doblemente degeneradosergyias:

=m?-2R,; (B-0); m=0x1zx2,..

o= m?: (,3 N oo); m=0+1+2,...

(7)

m m

En el caso intermedio, para cualquier valor finio/, el potenciaV, (¢) en la ecuacion

(6), presenta simetria par; por lo tanto, existea donjuntos de funciones de onda, un
conjunto de funciones pares y un conjunto de furesoimpares. Las funciones pares
siempre estan asociadas con energias mas bajasagjuenrrespondientes funciones
impares, debido a que en estos estados se tiensepa@acion media menor entre la
impureza y el electrén. Se puede ver, que patass concreto cuandB = €l potencial

de interacciéon Coulombiana dado en (6), adquiefertaa

= ——Ra
|seng/ 2

Ve (#) (8)

La expresion anterior es similar a un modelo hipaié de atomo hidrogenoide
unidimensional con condiciones periddicas, dongmtncial estaria dado como:

ANE —% ©)
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Obsérvese que la relacion (9) es equivalente priaxanacion de (8) en primer orden. Es
bien conocido de la teoria de escalamiento dimaakif28], que las energias de los
estados impares de un atomo hidrogenoide unidimesisi estdn expresadas por una
relacion analoga a la que se tiene para un atodrodenoide tridimensional:

E,=-R?/m*; (B-1); m=0%1+2+3.. (10)

para el estado bas(en=0), el &tomo de hidrogeno en una dimension se hastaiple y
por lo tanto E, - —«. Las relaciones dadas en (7) y (10) sirven parara@r los

resultados de los célculos obtenidos para un Q&adelde forma toroidal, para los casos
cuando la impureza esté centrada, esté alejadaesiéimente del anillo, o esté centrada en
el interior de éste.
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2. METODOLOGIA EMPLEADA

La mayoria de los problemas relacionadosgistemas de pocas particulas confinadas en
heteroestructuraso pueden ser resueltos en forma exacta. Solucexaesas de la ecuacion
de Schrodinger existen sGlamente para unos postenss idealizados. Por esta razén,
para resolver problemas generales se debe reamétodos aproximados y numéricos. A
continuacion se presentan los métodos que se empleara desarrollar este trabajo de
investigacion.

2.1 Aproximacion Adiabética

La ecuacion de Schrodinger para el Hamiltoniano n@)es separable debido al
potencial Coulombiano (4), el cual presenta deperidede las variable®,8,y¢. Lo
anterior hace que resulte imposible obtener unacgwoi analitica. Ademas, una solucion
numeérica directa de esta ecuacion de onda en imesnsiones, requiere una cantidad
enorme de cOmputos y una gran memoria para almad¢znaformacion que define la
funcidon de onda. Por tales razones, se debe reaurna técnica aproximada que permita
separar las variables y reducir notablemente @dsedrabajo computacional; tal técnica es
conocida como aproximacion adiabatica (A.A) [29,3Dicha aproximacion toma ventaja
de la clara diferencia que se tiene entre las dsinaes de la heteroestructura, para nuestro
caso en direccion transversal y azimutal, puestoRj<< R, .

La justificacion para el uso de la A.A en nuestmobfema se puede apreciar mas
claramente si realizamos un reescalamigatoR, p en el Hamiltoniano (3), dondR, es

el radio de la seccion transversal del QR. Entqrsmeiene que el Hamiltoniano (3) en las
nuevas coordenadas adquiere la siguiente forma:

1 1
donde:
2 2
=10 0 _120 2_ 9 (12)

oo o proer T 0T og

Estas ecuaciones se pueden interpretar como el tdamilo para un sistema de dos
particulas que interacttan por medio del potenéjép,qﬁ,e), donde una de ellas, la mas

liviana con maseaR ?, se mueve rapidamente en direccion transversadBeimientras que

12



la segunda, mucho mas pesada que la anterior, eza mz, rota lentamente en la
direccion azimutal y sus respectivas energiasicagtestan dadas por las ecuaciones en
(12). En nuestro caso la relacion entre las supsi@stisas, el cuadrado de los radios, esta
dentro del rangdR? /R? = 25 a 400, con lo cual queda justificado el uso de la A.A.

Lo anterior hace posible que el movimiento del tefec dentro del anillo pueda

descomponerse en dos, un movimiento transversialoiagl cual constituye el aporte mas
significativo a la energia total, y un movimientatacional lento en direccion azimutal.
Siguiendo el esquema estandar de la aproximaciabatita se puede presentar la funcion
de onda f(r), para el Hamiltoniano (3), como un producto de dosciones, la

primera,f, (7,6) la cual describe el movimiento rapido debido &rfel confinamiento en

la direccion transversal y satisface la parte dainttoniano que describe el movimiento
rapido del electron:

1 0 1 0° ~

==P == +V(,0) (13)

pop  0p p° ol

La segunda parte de la funcién de orfdéf) corresponde al movimiento azimutal lento y
satisface el Hamiltoniano que describe el movinudanto:

== 7 +Ve(9) 41

La solucion de la ecuacion de Schrodinger paraaghilfoniano (13)H, f, = E,; f,, nos

da una funcién de onda para el movimiento rapidteninos de exponenciales complejas
para la componente anguléry de funciones de Bessel para la direccion radesdcrita de
la siguiente forma:

ff(ﬁie):ff(ﬁ)ff(e) 115

donde la parte angular de la funcién de onda pgameimiento trasversal rapido tiene la
forma

f.(0)=exding) ; n=0.1,2,-- (16)
y la parte radial esta dada como

o (k) 7 <R

R g) por EMTIE Y AT AD

J
fo(p)=1 3,
K

Los valores deE, que corresponden a los valores de la energia par@wemiento del
electrén en la seccion transversal son halladda deuacion trascendente:

13



I (krR)  K(xR)_
R KGR 19

El factor de normalizaciofFN, ) paraf,(5,6) es definido como:

FN, -2n[jp3 k,a)dp+j( E;i?)K (X~)j ] (19)

Rt

Ahora descongelando el movimiento lento, tenemaos fgadireccién azimutal la siguiente
ecuacion de onda unidimensional:

_%aa;z f.(#)+V.(#)f.(¢)=E, f.(¢) ; dondeE, =E - E, (20)

El potencial Coulombiano efectivo esta definido como

6v.(5.6.6)12(p) (21)

O'—;S
b
o'—.:I

donde la integral respecto & puede expresarse en términos de integrales alptic

completas de primera clask | como sigue:
2B
ZJ’-T K(\/ Bas B)
0,/A+BC039 vA+B

(22)

donde: A= P> +R*+&2-28R cosp y B=2R p-2pcosp

por lo tanto podemos expresar el potencial efectimadimensional en términos de
funciones de Bessel e integrales elipticas congpligrimera clase en la forma siguiente:

o {4 ]

La ecuacion (20) se resuelve mediante el métodbaledo trigonométrico, como se
muestra en la siguiente seccion.
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2.2 Método de Barrido Trigonométrico

La ecuacion diferencial unidimensional de segunitem (20) junto con un par de
condiciones de frontera, constituyen lo que se oheme un problema de contorno. Existe
variedad de métodos computacionales para resalsieogiproblemas, dentro de los cuales
se encuentran: el método de disparo y los métoddsadido, entre otros. El método de
barrido trigonométrico [31] utiliza coordenadas gses de Poincaré, para reducir la
ecuacion diferencial de segundo orden a una deeprarden; obteniendo una ecuaciéon
trascendente para los niveles energéticos, aun paracaso de potenciales no
convencionales. Rescribiendo la ecuacion (20adgguiente forma:

() +a(p)f.(¢)=0 : con a(p)=RI|E-E, -V.(4)] (24)

la ecuacion diferencial (24) de segundo orden deces a una ecuacion diferencial de
primer orden a través del siguiente cambio de bbasautilizando coordenadas polares de

Poincaré

f(9)=Ag)cosd(¢);  f(@)=Ag)send(9) (25)

donde A(@) y J(¢@) representan la amplitud y la fase de las curvasPdiacaré,
respectivamente. Derivando la primera relacion(2), y sustituyendo la expresion

obtenida para la derivad@’ (¢) en la segunda ecuacion se obtiene:

sind(g)

c0s9) ¢)[z9'(¢)+1] (26)

A(g)= Alg)

Por otro lado sustituyendo las expresiones (23a @tuacion (24) y utilizando la relacion

(26), se obtiene la ecuacion diferencial parada ﬁ{¢) ;

9" (§)+] sehs (p)+a (#)co 9 (4)=0 (27)

Para encontrar la funciéA(¢) hay que sustituir la expresion (27) para la dteia'tvde:?(gb)
en (26) y realizar la integracion:

A(¢)=exp[]"[l—a(¢)ser(¢)cos(¢)—tan(¢)serf(¢)]d¢}; AO=1 @9
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Debido a que el potencid, (¢) es simétrico, la solucién de la ecuaciéon (20) erema
estados pares e impares. Para los estados paessote que la funcion de ond§(¢)
debe cumplir las siguientes condiciondgf0)=0 y f/(77)=0, condiciones de paridad y

periodicidad, respectivamente.
Mediante la segunda relacién en (25) y las condasoanteriores, se establece que las
condiciones que debe satisfacer la ecuacion (2v)escsiguientes:

3(0)=0, 8(n)=-mm; para m=0,1,2,-- (29)

aqui mes el numero del nivel. La ecuacion diferencidl {(Bnto con la primera condicion
en (29) constituyen un problema de Cauchy paradaadn diferencial de primer orden, el
cual puede resolverse numéricamente para cadadellparametrce,, (Energia del nivel

m-esimo) dado, por lo tanto su solucién puede demnarse como una funcion de dos
variables? = 19(¢,Em), la cual junto con la segunda condicion de frantar (29) lleva a la

ecuacion trascendente para los niveles de enezds éstados pares:

HmE,)=-mm+1l), m=0123.. (30)
De manera analoga, partiendo de las condiciongsuiléad y periodicidad para los estados
impares

f,(0)=0 y f.(n)=0 (31)

se derivan las condiciones que debe satisfaceukcen (27) para los estados impares:
n n
9(0) = > I(m) = _E(:H 2m), para m=0.,2, - (32)
junto con la respectiva ecuacion trascendentequexraiveles energéticos:

ﬁ(ﬂ,Em)=—ﬂ(m+%) m=0.12, (33)

Las funciones de onda que describen la rotaciémuial del electront,(¢), se obtienen
como una solucion de los problemas de Cauchy =aal@s pares (27,29) y para estados
impares (27,32), ademas de la integral (28); ynergia de los diferentes estados, como
una solucion de las respectivas ecuaciones trasosl(30 y 33).

2.3 Método de Diagonalizacion Exacta

El método de diagonalizacion exacta se basa epatlohde que el problema que se
quiere resolver se puede dividir en dos partes,denlas cuales tiene solucion exacta y su
solucion conforma un conjunto completo de estaglda, otra se puede considerar como
una perturbaciéon. Para ilustrar lo anterior conmsish®s un sistema con Hamiltoniakip
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para el cual se quieren obtener todos sus estagl@gcir los autovalords, junto con sus
respectivas autofuncione*d/n). Dicho Hamiltoniano no tiene solucion exacta,opse

puede escribir en dos partes, como sigue:
H=H,+H", (34)

donde el Hamiltoniandd, es la parte que se puede resolver en forma eyasttasolucion

constituye un conjunto completo de estados pukissegundo término del Hamiltoniano
completo, H' no tiene que ser una contribuciéon pequefia en alilkdmiano total del

sistema, como si debe serlo para el caso de ldateer perturbaciones. Lo anterior
representa una ventaja sobresaliente del métodiagenalizacién exacta sobre la teoria

de perturbaciones. Ahora, para el Hamiltoni&hg tenemos:
H0‘¢m>:Em|¢m>’ (35)

donde todos Iab¢m> constituyen un conjunto completo. Debido a ladicion anterior de
tener un conjunto completo, se puede describirqoied estado del sistema inicih,l/n>

como combinacion lineal de ag,,) :
=> "C,|#) (36)

Tenemos entonces que I|a¥$n> seran estados mixtos, es decir mezcla de loscsspados
|¢m>. La ecuacion de Schrddinger que describe el séstaimpleto esta dada como:

H|w,)=E,|w,) (37)

la cual se puede reescribir de la siguiente foumando la ecuacién (36):

D C.H|#,)=E, > C.|4,) (38)

Ahora si se escribld como en (34), tenemos:

ZC Ho +H')|¢,) =E, ZC ) (39)

Multiplicando ambos lados de (39) paf,, |:
2 Co (g |(Ho + 1[0, =E, 3 Colg]|)

3 ColHol# [ 90)+(8 | H'18)] =€, (8 04) (40)
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Se tiene que@,;|Pn) =0 Ho (b |€n)=En Y (S |H'|#m)=H . con lo cual se
llega a la siguiente relacion:

Z[E ~E, )3 ~H. ]C,,=0:mm =1,2,3,--k (41)

La condicion de que el anterior sistema de ecuasiéenga una solucion diferente de cero
lleva a la siguiente ecuacion secular de giado

det| (E, —E,,) S —H m,m =1,2,3,.....k (42)

mm”_
Diagonalizando la ecuacion secular (42), medianktguna técnica numeérica de
diagonalizacion de matrices, se puede obtener ésiro nivel de energiaE, y su
correspondiente funcion de onda .

En el caso de nuestro problema particular, se guiesolver la ecuacion de onda
unidimensional (20) que aparece para el movimidatdo del electron en direccion
azimutal, dicha ecuacién esta relacionada con emilktmiano (14), el cual al

renormalizarlo poR? adquiere la forma:

§.=reH, =-2
S a S a¢

+Vc(4) ; con V(¢ V.(0.0.4)17(8)  (43)

o'—.S
O'—':l

En el Hamiltoniano (43) se ve claramente que ehitds que puede ser resuelto en forma
exacta y cuya solucién constituye un conjunto cetoplle estados puros, es:

Ho=-—+ (44)

La ecuacion (44) corresponde al Hamiltoniano derator rigido unidimensional, las
funciones de onda que describen los estados deo didtema estan dadas como
exponenciales complejas de la forma

eim¢
$p,=——  , m=0,x1%2,... (45)
N2
dondem es el numero cuantico azimutal del sistema. ladsres de la energia estan dados
como

E =m’,m=0,+1+2, (46)

Ahora, calculando los elementos matriciales deddeprestante del Hamiltoniano (43),
obtenemos:

Vo =(80 V|80 = [V, (g)dg (@)

/e
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Notese que dicha expresion corresponde a la tranafta de Fourier para el potencial
efectivo VC(¢). Debido a la simetria par que presenta dicho no@k efectivo,

V. (#) =V, (- ¢), tenemos que los elementgs,, conforman una matriz simétrica:

Vi =%T]T00s[(m—m')¢]\7¢ (¢)de (48)

y en forma analoga, como se hizo para la ecuadit)) 6e tiene el siguiente sistema de
ecuaciones

> (Ear = En) Gy Vi | =0 smum =1,2,3, -k (49)
de donde obtenemos la ecuacion secular

det] (Ey, = Ep) Oy Vs =0 (50)

la cual se debe diagonalizar para obtener el eonésivel de energia para el movimiento
lento Esn Y la correspondiente funcion de ongta de cada estado.

2.4Densidad de estados

El conocimiento de la densidad de estados es fuadl@ para el estudio de
propiedades o6pticas y de transporte electronicolasndistintas heteroestructuras ya
mencionadas. Para determinar la densidad de estddoimpurezas en un QR,
consideramos un modelo en el cual las impurezas eseuentran distribuidas
homogéneamente en un plano, donde el numero dela@salN localizadas dentro de un
anilo de radio interno ¢ y radio externo ¢ +dé,, es igual a,

dN =2n77& d€ = 2n7&|dE, (€)/dé| " dE,, donden es la densidad de impurezas por unidad

de area de la seccion transversd () es la energia de enlace de la donadora, la cual

depende de la posicion de la impureza al eje aainf@)t Esta energia de enlace es muy
sensible al potencial de confinamiento y tendr&teteconsiderables sobre la densidad de
estados de impurezas por unidad de energia deseglg€, ) la cual esta dada por:

-1

dE(Eb) ; (51)

dEb

dE, (¢)
dé

=2mné (Eb)

o2,

la funcion (51) se puede calcular una vez se hayarminado,(E, ), lo cual puede
hacerse mediante interpolacion cubica a las cugRaE, (<, ).
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3. RESULTADOS Y DISCUSION

En las siguientes secciones se presentan diveesoftados que muestran cémo la
presencia de una impureza cargada positivameribeyensobre las funciones de onda y
los niveles de energia de un electrén confinadane@R delgado con forma toroidal.

3.1 Potencial Periédico Unidimensional

El potencial unidimensional dado por la relaciéd)(2es el potencial efectivo que
siente el electron durante su movimiento azimutiahs curvas para dicho potencial se

muestran en la figura 4, para un QR d®n=10a,, R =1a, y para diferentes valores de
B=¢/R, , parametro que como se ve, estéa relacionado quosleion de la impureza.

V(®)Ry] oo

L -0,5

“
ol
[=}

-n 0 n 1C
@ (rads)

Fig. 4 Curvas del potencial efectivo para la interacc@oulombiana V. (¢) considerando diferentes
posiciones de la impureza

En los casos cuandB tiende a cero, es decir, cuando la impureza sapa al ejez, 6

[ llega a ser considerablemente mayor que uno (ezpulejos del anillo), el potencial
efectivo tiende a presentar un perfil constantesta Eorma en el potencial, hace que el
movimiento del electron confinado, adquiera la fartipica de un rotor isotropico
unidimensional. Lo anterior muestra como la presemle una impureza centrada o
localizada lejos del QR, no introduce mas que uermal constante adicional, lo cual no
produce cambios importantes sobre el comportamubgitelectrén confinado.
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La presencia de la impureza cargada negativamépttaa descentrada causa una ruptura
en la simetria rotacional del potencial efectivar, lo tanto, para valores intermedios e

las curvas adquieren la forma tipica de un pozouecof@nico minimo parg = (el cual se
hace mas y mas profundo en la medida en que larénpse aproxima al centro del anillo
(8 - 1). Esta ruptura de la simetria rotacional del poitd hace que el electrén tenga
ahora el comportamiento tipico de un rotor anigta unidimensional, lo cual posibilita
la aparicion de efectos interesantes relacionadasla posicion de la impureza. Como
puede apreciarse en la figura 4, el potencial efeats simétrico respecto @¢= 9

ademas es periddico, con periodo igu&iaradianes.

3.2 Efecto de la posicion de la impureza sobre @pectro energético de un®°en

QR

Como ya se menciond en la seccion anterior, l@ctma Coulombiana introducida por
la presencia de una impureza cargada positivanyedéscentrada, destruye la invarianza
rotacional del movimiento azimutal del electronfomedo al interior del QR.

De igual manera, la posicion de dicha impurezaetien efecto significativo sobre los
niveles energéticos del electrén. Como puede msecclaramente en la figura 4, el
potencial que introduce la impureza tiene simgtaiarespecto a la variable angular lo
gue implica la existencia de dos conjuntos de eal@ropios al resolver el problema (20):
uno de ellos corresponde a los estados plangg con m=0,1,2,...y el otro a los estados
impares(m,-) conm=1,2,...

Inicialmente, se considera el caso limite de urlcamhuy delgado, es decir, un QR

unidimensional cuyo modelo fue descrito en la setdi.4. Para dicho sistema, mediante
el método de barrido trigonométrico se resuelvedaacion de onda unidimensional que
resulta para el Hamiltoniano (6). Los resultadas Ids célculos de las energias
renormalizadas de los estados mas bajos en fumigdla posicion de la impureza son
mostrados en la figura 5.

15 1 1 1

Estado Par (4.£)
| ------- Estado Impar

-30
0,0

0,5

Fig. 5. Energias renormalizadas para el estado base gqmsnestados excitados dedd en funcién de la
posicion de la impureza para un QR unidimensiooalradio R, = 5.0a:,
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Para los casos cuandbé — (Bonadora centrada) y cuangd - « (impureza alejada
fuera del anillo), el electron confinado presentaoenportamiento tipico de un rotor rigido
unidimensional, y se observa que los valores degémeen las gréaficas coinciden
exactamente con los valores dados por (7). Paa p@rte, cuandof - ,lun

comportamiento interesante aparece en el especti@dtico, se rompe la degeneracion
que presentan los niveles pgfa= , y0la separacion entre los niveles pares e impsges

incrementa drasticamente debido al hecho de questaslos pares llegan a ser inestables y
sus respectivos valores de energia tienden catitalarente a—o, mientras los estados
impares adquieren valores negativos finitos queesponden a los valores obtenidos por la
expresion (10). Lo anterior se puede justificardéendo al hecho de que las funciones de
onda, para los estados pares, presentan valoresnagen el punto donde el potencial

V_(¢) se hace minimo, o dicho de otra manera, el punialel esta ubicada la impureza;

por lo tanto, la maxima probabilidad de enconttaglectron estara precisamente sobre la
impureza, lo cual llevara a que el electron necasente colapse hacia la impureza, dado
gue no tiene mas que un grado de libertad paransmveEn este mismo sentido se puede
justificar la estabilidad de los estados impar@sgye sus respectivas funciones de onda
presentan un valor de cero para la posigion y dls respectivos valores maximos estan

separados de la posicion de la impureza, por Iltmtda probabilidad de que el electron
colapse en la impureza es nula.

Ahora se consideran los resultados de los cal@dos el QR delgado con forma toroidal,
los cuales fueron obtenidos mediante el métodoaiedo trigonométrico aplicado a la
ecuacion de onda unidimensional dada en (20).

-504
-100-
-150-
Estado Par Ra=10.0a* |
-2001------- Estado Impar Ry=1.0a* +
0,0 05 1,0 15 2,0
B

Fig. 6. Energias renormalizadas para los estados mas dajés D° en funcién de la posicion de la
impureza para un QR coR, =1.0a, y radios: (aR, =5.0a,,y (b) R, =10.0a,

Como un primer resultado se tienen las figuras &b,ydonde se muestran las energias
renormalizadas del movimiento de rotacion azimiig para los estados mas bajos, en
funcién de la posicion de la impureza respectqeat,g@oara dos radios diferentes del anillo.
Tal vez el principal aspecto a destacar, al realinaanalisis de estas curvas, es el hecho de
que para un QR con seccion transversal de ancho fiparece estabilidad en los niveles
pares del espectro energético, los cuales, comonastrd anteriormente, resultaron
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inestables para el caso unidimensional. Dicho artamiento aparece, en virtud de que
para un QR con un espesor dado, el electron tieaaghdos de libertad adicionales para
moverse alrededor de la impureza, sin tener quensesariamente hacia el nucleo de la
D°. Ademas en nuestro modelo se tiene que el patetheiconfinamiento es de barrera

finita, lo cual permite que el electron pueda tangbor lo tanto existe cierta probabilidad

de encontrar al electron en la vecindad inmediateaf del anillo

£ =00 (=05
18— 1,80
(0,+) 0+)
1,21 1,2
fo(¢) fs(2)
0,61 0,6
0 — 0,0
3 2 1 0 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3
& [Rad] @ [Rad]
08f (1) L4l
0,4 0,7
fs(#) 00 f(#) 00
0,41 0,7
08 I 1,4 ‘ |
3 2 1.0 1 2 3 8 2 1 0 1 2 3
# [Rad] # [Rad]
1,0 : 1,0 :
(14 (1,4
0,5 0,5
f<(#) o0 f.(¢) 00
0,5
-0,5
-1,0
3 2 1 0 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3
& [Rad] ¢ [Rad]

Fig. 7. Funciones de onda en direccion azimutal pararésestados mas bajos dedd en un QR con
radio R, =10.0 ag, considerando dos posiciones de la impurgza0.0 y =05

Por otro lado, las figuras 6a y 6b revelan claramenmo la posicion de la impureza tiene
una fuerte influencia sobre la energia del estad®,bla cual decrece notoriamente hacia
un valor minimo cuand@ — .1Esto es resultado del acople que existe enpetehcial

Coulombiano y el potencial de confinamiento, lolduace que la interaccién electron-
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impureza dependa de la posicidén de la impurezao &fpecto apreciado en las figuras 6a
y 6b, relacionado con el radio del QR, es que fargequefios, el término de la energia

cinética en el Hamiltoniano (14) predomina, y glexiro en este caso es rotacional en su
mayor parte, muy similar al de un rotor rigido, gatos niveles negativos de energia. Por
el contrario, para radios grandes, el término spwadiente a la energia potencial llega a
ser mas importante, lo cual hace que se tenganniméles del espectro energético con
energias negativas y presenten una distribucidicatipara impurezas hidrogenoides
confinadas en heteroestructuras unidimensionales.

En la figura 7 se puede observar el marcado efgatotiene la posicion de la impureza
sobre las funciones de onda de los estados mas, leajadireccién azimutal. Cuando la
impureza se acerca al interior del anillo se tiendncremento notable en la interaccion
Coulombiana, lo cual hace que los estados se hegda vez mas localizados. La
transformacion mas drastica se da para la funadéonda del estado base dedly, la cual
pasa de ser una funcidén extendida a ser fuertemenédizada. Lo anterior esta en
consonancia con la considerable caida que suéedayia. Por otro lado, la posicion de la
impureza tiene menos influencia sobre los nivelesidergia mas altos debido a que el
electron en estos estados tiene mayor energiaicaingt por lo tanto, las respectivas
funciones de onda dificilmente se hacen localizatisefecto puede apreciarse en la
figura 7.

— * N — R;=1.0a*
-20 Ra—5.0a N ; t 0 L
° NP R;=2.0a*
0,0 0,5 1,0 15 2,0

Fig. 8. Energias renormalizadas para los estados imparedajés de 1eD® en funcion de la posicion de la
impureza para un QR con radiy, =5.0 ag y diferentes radios de la seccion trasversal.

En las figuras 8 y 9 se muestran las curvas queriles las energias renormalizadas de
los tres niveles impares mas bajos par®fa en funcion de la distancia de la impureza al
eje z, para R, =5.0a, y R, =1004a,, respectivamente. Las lineas a trazos en estas
figuras corresponden a un QR unidimensic(rﬁal=0.0), calculadas en forma exacta para
el Hamiltoniano (6), mientras que las lineas s@liggunteadas corresponden a QR con
seccion transversal delga@® =1.0a, y R =2.0a,, respectivamente.

Se ve cualitativamente que el comportamiento deuagas para diferenteR, es similar,

sin embargo las curvas se hacen mas suaves cubraltioede la seccidon transversal se
incrementa. También puede verse cuantitativamgméepara laD® centrada(s = 0.0),
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las posiciones de los niveles de energia en ekrmextrizquierdo de las figuras 8 y 9
coinciden exactamente con los valores de las easerghormalizadas dadas por la primera
relacion en (10).

E [RyDa*’]

90 ¥ , i

0,0 0,5 1,0 15 2,0

Fig. 9. Energias renormalizadas para los estados imparedajés de 1aD° en funcion de la posicion de la
impureza para un QR con radiy, =10.0 af) y diferentes radios de la seccién trasversal.

CuandofS =1. Oy R, =0.0, se observa una excelente concordancia entrealoseg de la
energia para los estados mostrados en las figuye® 8on los valores conocidos para un
sistema hidrogenoide unidimensional dados porléeidn (10). Lo anterior da lugar a que

una D° confinada en un QR unidimensional se pueda irggaprcomo un sistema
hidrogenoide unidimensional con condiciones deté@periodicas. Cuando el parametro
[ se incrementa desde 1 hasta infinito, las enexgiasenzan a crecer y tienden por el

extremo derecho de las figuras 8 y 9 a los valdael®s por la segunda relacion en (10).

3.3 Efectos de los parametros geométricos del daikobre el espectro energético de
una D°en QR

Las figuras 10a y 10b muestran la dependenciasdeniargias renormalizadas para los
cinco niveles mas bajos respecto al radio de leiGetransversal del QR, paRy, =5.04a,

y R, =10.0a,, respectivamente. Para los dos casos se considienpureza en el interior
del anillo con f=1. Q o lo que es igual, pard =R,. Al comparar los resultados

mostrados en las figuras 10a y 10b, en el limigmdoR, — O, con los valores conocidos

para un sistema hidrogenoide unidimensional dadodgorelacion (10), se observa una
tendencia de los niveles de los estados imparaa luscvalores previstos por esta ultima
relacion, lo cual muestra una similitud entre estos problemas uniparticulares en una
dimensién. Por otra parte, en la figura 10b seesasun comportamiento peculiar, para
valores deR < 2a,, las energias renormalizadas para los estados pgperimentan un

incremento apreciable en la pendiente de descédagando al punto de cruzar y rebasar
los niveles correspondientes a los estados impauwesgstan inmediatamente por debajo de
estos. Tal comportamiento era de esperarse, y&mua misma medida en que sea
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menor, el QR se acerca cada vez mas al modelomemndional analizado en la seccion
anterior (figura 5), y como se mostro, tal sisteaiibe inestabilidad en los estados pares.

0 . s S N— s | s 1 0 1 — 1 p— ,I,, 1

- 150{

— -40-
%
O
&
— -804 7 e - -300-
gun]
Ra=5.0a*
p=1.0a* O 2,4)
'120 T T T T T '450 T T T T T T T T T
1 2 3 1 2 3 4 5
R[a] R[]

Fig. 10. Energias renormalizadas para algunos de los esta@®bajos de |@° en funcion del radio de la
seccion trasversal cof =1.0 y para un QR con radios (&), = 5.0a’£J y (b) R, :10.0ag.

En la figura 11 se presentan las energias corrdgraes a los cinco estados pares (lineas
sélidas) y cuatro estados impares (lineas a tramas)bajos, en funcion del radio del QR,
para el caso en el cual la impureza esta localizadal centro del interior del anillo. Se
observa como las energias correspondientes a\ekesipares inicialmente decrecen en
forma suave; en esta parte la energia cinéticaapsiobre la atraccion Coulombiana y el
movimiento del electron es mas rotacional que ¢ibral. Pero a medida que el radio se
incrementa, la relacion entre las energias cinétipatencial se invierte y las energias de
los estados pares comienzan a caer rapidamente.

-100+

E [RyOa*’]

-200

Ralg,’]

Fig. 11. Energias normalizadas para algunos de los estadedajos de 1° en funcidn del radio medio
del anillo, para un QR con radig, :1.OazJ y con =10

La vertiginosa caida que revelan los estados eresis niveles de energia al incrementar
el radio medio del QR se puede explicar tambiémees punto de vista topolbgico, en

26



vista de que si se mantiene fijo el valorrlemientras se aumentg,, tal estructura pasara
de ser tridimensional a ser cada vez mas parecidasgstema unidimensional.

3.4 Comparacion entre los métodos: Barrido trigonmétrico y Diagonalizaciéon
exacta

Para chequear la precision de los calculos obtemdediante el método de barrido
trigonométrico [31], se encontraron los valorespmse del Hamiltoniano renormalizado
(43) usando el método de diagonalizacion exacth R fue descrito en la seccion 2.3 y
el cual, en este caso, coincide con el método desseée Fourier. En todos los casos, la
discrepancia entre los resultados obtenidos pooamigtodos no llego a exceder el 1%.

ESTADO ENERGIA [Ry a)?] A =|Es - Ep|

(m:) B. Trigonométrico | Diagonalizacion

(0,+) -273.2 -270.0 3.20
(1,) -71.89 -71.50 0.39
(1,+) -39.13 -38.84 0.29
2,) -21.88 -21.81 0.07
(2,+) -15.67 -15.60 0.07
(3,) -11.33 -11.31 0.02
(3,+) -10.14 -10.13 0.01

Tabla.1 Valores de la energia normalizada para un aodtR, =10.0a,, R, =1.0a, y £=1.0 obtenidos
mediante los métodos de barrido trigonométricoagdnalizacion exacta (matriz 61x61)

En la tabla 1 se muestran los resultados de laslo&l realizados por los dos métodos,
barrido trigopnométrico y diagonalizacion exactaaréPtales calculos se consideroé un QR

con R, =20.0a,, R =1.0a, y $=1.0. En el método de diagonalizacion se diagonaliz6
numeéricamente una matriz simétrica real de 61xél¢cual se origind a partir de las

expresiones (48) y (49) tomando los primeros 6khdest puros, obtenidos para el
Hamiltoniano (44).

ESTADO COMPOSICION DE ESTADOS PUROS (%)
NUEVO | 04) | (L) [ (1) | @) | (24) | Bk | Bk | %Total

(0,+) 46.78| 46.24 220 228 058 0.60 0.p3 98.89
1,-) 3.03| 3.18| 42.83 4252 26p 245 0.y0 97.46
(1,+) 0.23| 0.25| 4.41 4732 40.75 40.p6 2.95 93.47

Tabla.2 Composicién % de los estados mixtos de wfaen un anillo corR, =100a,, R =1a, y
£ =1.0 obtenidos mediante el método de diagonalizacidetex(matriz 61x61)
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El método de diagonalizacion exacta permite darinteapretacion adicional a la solucion
del problema. Como se mostrd en la seccion 2 3ofllema en ausencia de la impureza
corresponde a un rotor rigido unidimensional, cstados puros dados por la expresion
(45). Ahora, cuando se introduce la impureza,odémcial de interaccion Coulombiana
que aparece, se toma como una perturbacion dehwsbriginal (rotor rigido), la cual
produce una transformacién de los estados inic{ektados puros) en unos estados nuevos
que son mezcla de los primeros (estados mixtosd. informacion concerniente a la
composicién de los estados nuevos en términos sledtados puros, estd dada en los
vectores propios que se obtienen al resolver eblpnma. En la tabla 2, se dan las
composiciones de algunos de los estados mixtoshajéas, en términos de los primeros
estados puros dados por (45). De los datos exqausstobserva que el estado base nuevo
esta principalmente compuesto de los dos estados mas bajos, y se aprecia como, para
los estadogl,-) y (1,+)la composicion cambia, y predominan en este cdad@spuros mas
altos.

3.5 Energias de enlace para los estados mas bajesuna D°en QR

Para analizar la existencia de estados ligadosid2°l en el QR, se ha definido la
energia de enlacg, (DO) como la diferencia entre la energia obtenida phralectréon

libre y la energia del sistema ligado eIectrén-E(Do). En este sentido la energia de

enlace esta relacionada con la interaccion Coulanabentre el electron y el nicleo de la
donadora.

Fig. 12. Energias de enlace para los cuatro estados nj@s d@ laD® en funcion de la posicion de la
impureza, para un QR cdR, =1.0a,, con radios: (alR, =5.0a, y (b) R, =10.0a,

Los célculos de las energias de enlace para lésocestados mas bajos son presentados en
la figura 12. Para entender el comportamiento muestran dichos resultados se debe
tener en cuenta que, independientemente de laiquosie la impureza, el electrén siempre
estara localizado casi completamente dentro dé#bapbr lo tanto, la separacion entre el
electron y la impureza decrecera cuando esta Ukgnacerque al anillo y viceversa. En
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consecuencia, cuando el parameffee incrementa desgé= HastafS = 1las energias
de enlace para la donadoE@(Do) en la figura 12 aumentan hasta alcanzar un maximo,

debido a que la distancia media entre la impuregaelectron se reduce. De igual manera,
cuando 8 se hace mayor que la unidad, la separacion emtiradureza y el electréon se

incrementa otra vez, y por lo tantg, (DO) comienza a descender rdpidamente para el
estado base y suavemente para los estados excitados

3.6 Densidad de estados (DOS) para uria’en QR

En las figuras 13a y 13b se presentan las curvadedsidad de estadag;(Eb), de
impurezas neutras en un QRs de forma toroidal deramdo dos radios diferentes
R, =5.0a, y R, =1004a,, y manteniendo el mismo radio transversal en Ics cs0s
R =1.0a,. La forma que muestran estagvas esta determinada por el comportamiento

de las curvas de energia de enlace al variar laippogle la impureza (figuras 12a 'y 12b).
Tal relacion estd dada en la expresion (51), daaddefine la DOS en términos de la
variacion dekE, ({) respecto a la posicion de la impureza.

15 1 L ! L L 6 . . . .
4 (@) o4 1 4 (b) 4
10 3 02 Lo 4 L
-]
= 0,0 1
o ™ 250 2,75 3,04 3 2 '
51 P 01 02 03 04
2 RaiS.OaO: | 2 Ra:]_O.OaO*
. ] Ri=1.0" R\=1.0a*
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,00 j j ) j J
Eb(DO)/Ry 0,0 0,5 1,0 0ZI.,5 . 2,0 2,5 3,0
E,(D%/Ry

Fig. 13. Densidad de estados de impurezas neutras en Qiesmetoroidal conR, :1.OazJ y con radios:
()R, =5.0a, y (b) R, =10.0a,

Se puede observar en las figuras 13a y 13b ure@depicos, etiquetados con numeros del
1 al 4, los cuales son conocidos como singularglaéeVan Hove. Los nameros indican
la correspondencia con los maximos de las curvasndegia de enlace mostrados en las
figuras 12a y 12b. De lo anterior, se puede detenngue existe una notable contribucion
a la DOS por parte de los diferentes estados mjas,laiando la impureza se encuentra
ubicada en el interior del anillo. Por otro latixs, picos correspondientes a las energias de
enlace para los estados excitados mas altos spladados hacia la region infrarroja y sus
alturas se incrementan en forma sucesiva. Adermdsgdcuatro picos etiquetados, se
puede observar la presencia de cuatro picos adie®rios cuales corresponden a los
valles que presentan las energias de enlace cyand®.
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3.7 Cristalizacion de Wigner para unaD® en QR

Ya se ha mencionado el papel esencial que deserntgpbaicion de la impureza, en lo
qgue se refiere a la forma del espectro energéticaleylas funciones de onda
correspondientes a cada estado. Para observar emp efecto se ha calculado la
densidad de probabilidad electronica en el planopara los dos estados mas bajos,
considerando diferentes posiciones de la impurdzstos resultados se presentan en las
figuras 14 y 15.

Las superficies de la figura 14 corresponden ahdestbase de laD° y muestran
claramente como la distribucién a lo largo dellarse hace cada vez mas inhomogénea
cuando la impureza se aproxima al interior del @&)sformandose de una distribucion
para un movimiento rotacional a lo largo de todarello, en una distribucion tipica para
un movimiento oscilatorio alrededor del punto mé&sano a la impureza dentro del anillo.
Lo anterior sumado al comportamiento de las cudeasnergia al variar las dimensiones
del QR (figuras 10 y 11) son manifestaciones dexistencia de una transicion de Wigner
[33-35].

Fig. 14. Densidad de probabilidad electronica en el phaiygara diferentes posiciones de la impuréﬁ)a,
en el estado (0,+), y confinada en un QR &yn=5.0a, y R, =2.0a,

Las superficies presentadas en la figura 15 casregn al primer estado excitado de la

D°, y muestran claramente como la distribucion desidew electronica se hace mas
localizada cuando la impureza se aproxima al imtetel QR, de igual manera, retorna al
estado inicial, cuando la impureza se aleja del QRlicionalmente, al comparar las

superficies de distribucion de densidad electrédeda figura 14, con las de la figura 15,

se distingue como la distribucion para el estadse [saifre un cambio mas notable en su
forma, cuando se aproxima la impureza al anilleg gl experimentado por el primer

estado excitado.
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Fig. 15. Densidad de probabilidad electrénica en el plaggara diferentes posiciones de la impureza
(B) en el estado (3), y confinada en un QR coR, =5.0ay y R, =2.0a,

A fin de asegurar la existencia de una transici@Wgner, se calculé adicionalmente la
desviacion cuadratica media de la posicion angiéhelectron, con respecto a la posicion
de equilibrio (punto medio dentro del QR), en faéncdel radio de la seccion transversal
del anillo, para QRs de diferentes tamafos y diteseposiciones de la impureza. Estos
resultados se presentan en las figuras 16a y 16b.

E=R,

2 3 4 0,0 05 10

R [8,"] R [a*]

Fig. 16. Desplazamiento angular cuadratico medio del electespecto de la posicion de equilibrio en
funcion deR;, para la impureza (a) dentro y (b) fuera del QR.

Los saltos agudos observados en estas curvasretéimnados con la transicion de un
movimiento rotacional extendido a uno oscilatorieerfemente localizado. Dicha

transicion se introduce al realizar un cambio edin@ension del espacio efectivo del QR, y
constituye una manifestacion caracteristica deiktencia de una transicion de Wigner en
heteroestructuras con forma de anillo.
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SEGUNDA PARTE

D~ CONFINADA EN UN QR DELGADO

GENERALIDADES

Una impureza donadora neutr®Y), inmersa en un semiconductor, puede capturar

un electron extra para formar una impureza cargadativamentel ). UnaD™ es uno

de los mas simples sistemas electronicos de “ppadgculas”, y se considera como el
sistema de estado solido analogo al ibn de la fisica atomica, el cual, hasta la fecha, no
ha podido resolverse en forma exacta. Existe wsrrghcion detallada de estudios
realizados entre los afios 30’s y 50's para sistat@nicos de dos electrones [36] en los
cuales se demostré6 que entre menor carga nuclega tel sistema, el efecto de la
correlacion electronica se hace mas importanter t&lorazon, este sistema se hace
interesante y puede usarse como modelo de pruelsa vesificar la eficiencia y la
exactitud de los diferentes métodos de la teorémtiza de pocas particulas. Como se ya
se ha mencionado, los recientes avances en loegtefiere a técnicas de fabricacion de
heteroestructuras semiconductoras, han hecho posdrifinar estos sistemas de pocas

particulas en estructuras de dimensionalidad rdduciomo pozos, hilos, puntos o anillos

cuanticos. Para el caso de los QD’s, al confimaswe interior unaD ™, llegan a ser los

32



analogos artificiales del ioRl ~. En este sentido, si la estructura fuese un Qgade, se
tendra que laD~ confinada de esta manera, podra ser considerada go ionH ™~ casi-
unidimensional. A primera vista, el problema deaul” confinada en una
heteroestructura semiconductora, no parece serdifergnte del de un®~ en el bloque,

o del de su analogo atémico, el iGh~ en tres dimensiones, no obstante, se tienen
diferencias notables, debido al potencial de canfilento adicional al potencial
Coulombiano. Una de las diferencias mas imporsaesda posibilidad de tener mas de un
estado ligado, lo cual es imposible para uda en el bloque, la cual s6lo soporta un
estado ligado singlete, como fue demostrado pdr{8il] para el ibnH ™. Lo anterior se
debe a la competencia que existe entre la atrac@bmuicleo sobre los electrones y la
repulsion entre estos. Otro aspecto que se dabeda cuenta es el hecho de que en tales
sistemas, no se puede asumir que los portadosrgEorten como un sistema débilmente
correlacionado. En este sentido, el interés podes la estructura de ufa™ centrada en
QDs esta relacionada con la existencia de estadcsados ligados, los cuales son
posibles, gracias al confinamiento de los elecsarela nanoestructura. El confinamiento
cuantico produce un incremento significativo erefeergia de enlace de @™, y como
consecuencia aparecen otros estados ligados, @areudles los electrones estan en un
estado triplete [38]. Algunos trabajos importan&dicionales a los mencionados en la
introduccién, que se han realizado con relaciénamédlisis de D~ confinadas en
heteroestructuras, son dados en la referencia JB9,£0on base en los aspectos mas
importantes mencionados anteriormente, se puedeventque el estudio de una”
confinada en heteroestructuras semiconductoraiaesgr un tema de gran interés debido

a larica variedad de propiedades electronicasajes sistemas despliegan.

33



4. MODELO MATEMATICO Y METODOLOGIA

En las secciones que se exponen a continuaciénage uha descripcion de los
diferentes parametros geométricos Yy fisicos quatsedujeron para modelar el sistema a
estudiar, unaD~ confinada en un QR de forma toroidal, ademas delelo matematico
gue describe dicho sistema.

4.1 Geometria del anillo cuantico y Parametros dehaterial

Se considerara un QR de forma toroidal, como sestrauen la figura 17, el cual
presenta los mismos parametros fisicos y geomsétdescritos para el QR de la seccion
1.1 en la primera parte.

D+
Ga(A)As C
In(AlAs

A _ - A=
-\t_’,' . N ‘~\Aoez —y

4

_ _ ’/' (Pz:¢2v22)
« elo (pl’q)l’zl)

Fig. 17Esquema de unB~ confinada en un anillo cuantico de InGaAs de fotonaidal

(0.0)

W

En este caso se tiene uba, la cual puede describirse como un sistema conpyes
una impureza donadora cargada positivamente y ldogranes. Se supone la impureza
centrada, la cual puede estar localizada sobrejwealpunto del eje de simetria), y su
posicion esta dada por la distanéia lo largo de dicho eje. El potencial de confirento

del QR estéa definido de igual manera que en (1gl @wal el potencial es cero dentro del
QR, y presenta un valor constaMg fuera del QR. Para este modelo, se consideraa qu

los electrones permaneceran siempre en el intéeioDR.
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4.2 Hamiltoniano del sistema

En el marco de la aproximacion de masa efectivéjashiltoniano adimensional del
sistema en coordenadas cilindricas esta dado como:

i=1 I
10 0 1 0° 9° 2r
Ho(f)=————p —- -——+Vi(p z)-
O(I) 1Y api o api pi2 a¢i2 aZi2 1(/01 Z|) ,0i2+(Zi —4()2

(52)

donde r,, es la separacion entre los dos electroney/, ()0i ,zi) es el potencial de
confinamiento para el i-ésimo electron. Se hadhicido el parametra con el propdsito

de poder considerar el problema deébla, para el cuar = 1y adicionalmente el problema
de dos electrones en el QR, para el cual . COnsiderando que el par de electrones
permanecera practicamente siempre dentro del ateliido al confinamiento y teniendo
que R<<R,, se puede hacer la siguiente sustitucign=R, +x;, con x, = p, cosé,,

donde se tiene que << R,. Mas detalles sobre este procedimiento se tetda seccion

1.3 de la primera parte. En este sentido, el Haméno (52) puede ser escrito como
sigue:

H =3 Hylr)+ 2 (53)
i=1 \/ﬁlz +ﬁ22 +4R§ser?(¢l ;¢2j

10 - 0 1 0° 1 02 - -
H (ri)z_galb_ ia,b- _ﬁz 632 - R&2 a¢‘2 +\/i(pi)+VNe(pi’6i)

donde:

Aqui, el potencial de confinamiento para el i-ésiehectron en estas nuevas coordenadas
esta dado como:

V(ﬁi)={3 ;.;‘;E 54]

y el potencial de interaccion Coulombiana entreacal@ctrén y el nacleo de la donadora
esta dado por la siguiente expresion:

2r

VNe(lbi ’gi ) ==
J(R, + 7, cos8 )* +(p,serd, - £)?

(55)
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4.3 Metodologia

La ecuacion de Schrodinger para el Hamiltoniano) (%3 es separable debido al
potencial de repulsion entre los dos electronesual presenta dependencia de cuatro

variables p,,p,.¢,,4,. Lo anterior hace que resulte imposible obteng solucion

analitica. Por lo tanto, se debe aplicar el privaiohto de la aproximacién adiabatica para
realizar una separacion de variables en forma apema. Dicha aproximacion toma
ventaja de la clara diferencia que se tiene easalimensiones transversal y longitudinal
del QR, de la misma manera que se hizo pam@%aen la seccion 2.1. Lo anterior hace
posible que el movimiento de cada uno de los epetr dentro del anillo pueda
descomponerse en dos, un movimiento transversaorap un movimiento rotacional
lento en direccion azimutal.

La solucion correspondiente al movimiento transalerapido de cada uno de los dos
electrones, nos da una funcion de onda en térmdeosxponenciales complejas para la
componente angula# y de funciones de Bessel para la direccién radigler ecuaciones

15-17). Las energias correspondientes a dichomierto se obtienen como solucion de
la ecuacion (18). En este trabajo solo se consi@lelas estados mas bajos, por lo tanto,
sblo se calculard el primer nivel para el movingetansversal, mientras que para el
movimiento azimutal se tomaran algunos de los es/ehas bajos. La segunda parte del
Hamiltoniano total corresponde al movimiento azamhuénto del par de electrones a lo
largo del anillo, y esta dada como:

1 9> 1 92
Ha:_ 2 2_ 2 2+Vee ¢1_¢2 +2VNe' 56
R," 04" R, 09, ( ) 0)

Aqui el potencial efectivo de la interaccion eléntelectrénvee(qbl - ¢2) es expresado
como sigue:

00

P, 15 (p,) 45,
2 5, 57
Veel#1 =92) =2 J; ¢ (p.)dp I\/pl + P2 +4ster?[(¢l 4.)/2 °r

y el potencial efectivo de interaccion Coulombiamire cada electron y el nucleo de la
donadora esta dado por la siguiente expresion:

t7(5)do

V. =-27[dé
" TI J.\/R +,0cos€ +(pserg - &)

(58)

Donde f,(2) es la componente radial de la funcién de onda ghestado base, la cual
esta expresada en términos de funciones de Bessalduacion 17).

El Hamiltoniano (56) puede hacerse separable, isitiseluce una coordenada de centro de
masa @ = (¢1 + ¢2)/2, y una coordenada angular relatige= ¢, — ¢,, para describir el
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movimiento de los dos electrones a lo largo del @Rspués de hacer la transformacion
de coordenadas, el Hamiltoniano (56) adquieregiaiesnte forma:

1 90> 2 9°
a =_2R2 662 _? a¢2 +Vee(¢)+2VNe (59)

Aqui el potencial efectiv¥,,, es un término constante, el cual varia solamantever la

impureza, o al cambiar los parametros geométriebsamillo. El potencial efectivo de la
interaccion electron-electrov, (#) es un potencial unidimensional, el cual sélo depen
de la posicién angular relativa del par de eleasonEl Hamiltoniano (59) es separable, y
la parte correspondiente a la coordenada del ceetrmasa presenta la forma de un rotor
rigido unidimensional, por lo tanto, el problema \ddores propios correspondiente se
reduce a la siguiente ecuacion de onda unidimealsion

_20°9,.(9),
R: 0¢*

BARa +Vee(f”)+Vwe}<”ms(¢) =EM.ms),.(¢) (60)

donde la funcién de onda correspondiente se expref@ma de producto:

Wy mslB1.8,) =", (9) (61)

Los tres nimeros cuanticos que aparecen aqui edémonados con el momento angular
del centro de masM , con las rotaciones relativas, donde(M,m=0,+1,%2,...) y con

el spins, el cual es igual a cero cuando la solucion decleacion (60) es par, y es igual a
uno cuando la solucion es impar. La ecuacion é0jesuelve mediante el método de
barrido trigopnométrico, de manera analoga a contozeeen la seccion 2.2.
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5. RESULTADOS Y DISCUSION

En las siguientes secciones se presentan divezsakados que muestran el espectro
energético de dos electrones confinados en un QRrdea toroidal, con potencial de
confinamiento de barrera finita.  También se carsiduna impureza cargada
negativamente y centrada en el QR, y se muestra danpresencia del potencial de
confinamiento influye sobre los niveles de energirmitiendo la aparicion de estados
ligados adicionales al estado base.

5.1 Efecto del tamafio del anillo sobre el espectemergético de dos electrones en QR

Con el propésito de controlar la precision de mogstocedimiento numérico, primero
se han calculado las energias de algunos de lefesiwas bajos para dos electrones
confinados en el QR. Este problema ha sido coreddeanteriormente en otros trabajos, y
en uno de estos se encontrd una solucion exaciaepaaso limite cuando el radio de la
seccion transversal del anillo tiende a cero, && éde consideré un QR unidimensional
[26].

[Ry*ag?]

2
a

R=0.0013
£§=0.0g |

3 4 5
Ra [a)]

E(M,m,s)*R

Fig. 18 Energias normalizadas para los cinco estados nds de dos electrones en funcion del radio medio
del anillo, para un anillo casi-unidimensional. slltneas sélidas son nuestros resultados, y lddngalos
negros son puntos tomados de la referencia [26]

En el la figura 18 se muestran las energias rerimanas para los cinco estados mas bajos

de dos electrones confinados en un QR muy del§Bds 0.001a,* ), en funcién del radio
medio del anillo. Se han comparado nuestros @dt (lineas sélidas), con los resultados
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obtenidos para un modelo unidimensional el cuatetisolucion exacta (rectangulos
negros) Ref. [26]. Se ve una concordancia excelemntre nuestros resultados y los
obtenidos mediante la solucion exacta.

U’t 1 " 1 " 1
R=0.5a*
=0 I
%> 0,41 L
>
e
«
£ .
s 0,24~ -
L
0,0— . . . . .
5 10 15 20
Rala)]

Fig. 19 Energias para los cinco estados mas bajos de edsosles en funcion del radio medio del anillo,
para un QR comR, =0.5a,* . La linea punteada muestra la energia de dofaies congelados en los

lados diametralmente opuestos del anillo.

En la figura 19 se presentan los resultados decébsulos de las energias para dos
electrones en un QR de ancho finito, cuya seccamsversal tiene un radig, =0.5a, * .

Adicionalmente, se ha graficado en linea punteadmeérgia de una estructura congelada
hipotética, constituida por dos electrones, lodesuastan fijjos en puntos diametralmente
opuestos y a la maxima distancia posible dentrocadilo. Lo anterior, con el objeto de
aclarar la forma como cambian las contribucioneslergia cinética y potencial en la
energia total de los diferentes estados. El wdddia energia para la estructura de los dos
electrones congelados se ha estimado c&w®/(2R, +2R, ). Debido a que la diferencia

entre las lineas solidas y la linea punteada reptasaproximadamente la energia cinética
correspondiente a cada uno de los estados, puesgvalse, que la contribucion de la
energia cinética llega a ser menor y menos sigiifia a medida que el radio medio del
anillo aumenta, y a la vez, la estructura elect@rie hace cada vez mas parecida a la
estructura congelada. Con base en lo anteriopusele afirmar que el efecto de la
correlacion electronica se refuerza a medida quadi del anillo se incrementa, y este

llega a ser predominante para un radi®20a, * .

5.2 Efecto del tamafio del anillo sobre el espectemergético de unaD™~ centrada en

OR

En la figura 20, se presentan los resultados decddsulos de las energias para
algunos de los niveles mas bajos de uUda centrada £ = Q en un QR con radio
transversalR, =0.5a, * , en funcion del radio medio del anillo.
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Energy (Ry*)

-1,0- £=0.0g* |

2,5 5,0 5 10,0

71
Ra [a)]
Fig. 20 Energias para los cinco estados mas bajos déunaentradaen funcién del radio medio del anillo,
para un QR corR, =0.5a,* .

Es bien sabido que el ibn negativo del hidrogehoual es matematicamente analogo de
una donadora cargada negativamente en un semidonarc bloque, presenta un unico
estado ligado con energia igual a -1.055Ry*. Eestro caso, los dos electrones estan
confinados dentro del anillo, y ninguno de elloggriescapar del pozo, a pesar de existir
una fuerte repulsion entre estos; por lo tantcg paD ™~ confinada en esta heteroestructura
es posible la aparicion de estados ligados adi@enaSe puede ver en la figura 20 que
cuando el radio medio del anillo se reduce, laggias de todos los niveles decrecen en
forma monotona, y la energia del estado base tierdetamente al valor correspondiente
para laD~ en el bloque, -1.055Ry*. Esto es debido a quenergia de atraccion se
incrementa cuando la separacién entre el nuclda denadora y los electrones se reduce,
y cuando el radio medio del anillo llega a ser gpnadamente de un par de radios de
Bohr efectivos, esta separacion es similar a landeD ™ en el bloque. También se puede
observar que la separaciéon entre diferentes nivddesnergia decrece cuando el radio se
incrementa. De la ecuacion (60) es claro ver @secbntribuciones, de las rotaciones
relativas y del centro de masa, a la energia tatatrecen en forma inversamente
proporcional al cuadrado del radio medio del anilRor lo tanto, las diferencias entre las
energias de los diferentes niveles con diferentémenos cuanticosM y m,

proporcionales avl / R? o m/ R?, llegan a ser cada vez mas insignificantes cuahdo
radio medio del anillo se incrementa.

5.3 Efecto de la posicién de la impureza sobre ebkpectro energético de unaD~
centrada en QR

En la figura 21, se muestra la variacion de laggas, para los cinco estados mas
bajos, cuando se desplaza la impureza a lo larggele.
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E(M,m,s) (Ry*)

Fig. 21 Energias para los cinco estados mas bajos dédunaentradaen funcién de la distancia al plano del
anillo, para un QR corfr, =0.5a,* .

Cuando la impureza se desplaza a lo largo dellegj@nadose del anillo, la separacién entre
esta y los electrones se incrementa, ya que estosiapecen dentro del anillo,
independientemente de la posicion de la impurdzsta es la razon por la cual todos los
niveles en la figura 21 crecen a medida que la regause aleja del plano de simetria del
anillo. Este crecimiento inicialmente es significa, pero cuando la separacion entre la
impureza y el plano del anillo llega a ser mayoe @@a,* , la razon de crecimiento se

reduce.
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CONCLUSIONES

En forma concreta, luego de la realizacion de #sigajo de investigacion, se pueden

establecer las siguientes conclusiones:

En este trabajo se presenta un método simple basaldoaproximacion adiabatica para
calcular el espectro energético de UD& descentrada confinada en un anillo cuantico
delgado, de forma toroidal y con barrera de po#&dniinita. Dicha aproximacion
permite reducir el problema tridimensional a unaaetn de onda unidimensional, la

cual describe todos los estados mas bajos defrsiste

Se consigui6é determinar cuales son los efectossot@r®salientes que aparecen al variar
la posicion de la impureza y el tamafio del an#lobre el espectro energético y las
funciones de onda de ur@® en un QR. Ademas, se determiné cudl fue el apiite

estado base y de los primeros estados excitaddasecurvas de DOS para B°

confinada en un QR.

Xl Se logr6 mostrar, de manera cualitativa, la paddd de que aparezca una

cristalizacion tipo Wigner en heteroestructurasisenductoras con forma de anillo.

Se propuso un método simple basado en la aproxdmamdiabatica para calcular el
espectro energético de dos electrones y de Dhacentrada en un anillo cuantico
delgado de forma toroidal, el cual en los casogdingde un anillo unidimensional y de
una D™ en el bloque, dio resultados que se hallan enednalente concordancia con
soluciones exactas. Ademas, se mostré que eloefiectia correlacion electronica se

hace importante cuando el radio medio del anillmseementa.
Los principales resultados de este trabajo segarbln en: Braz. Jour. Phyas, No. 3B,

882 (2006), Rev. Col. Fi®8, No. 1, 9 (2006), Rev. Col. Fi89, No. 1, 123 (2007),
Rev. Col. Fis39, No. 1, 175 (2007), Physica®®612 (2007).
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