TEOREMA DE KAPLANSKY SOBRE ESPACIOS DE
FUNCIONES CONTINUAS.

LAURA MILENA VARGAS GONZALEZ

UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
FACULTAD DE CIENCIAS
ESCUELA DE MATEMATICAS
BUCARAMANGA
2018



TEOREMA DE KAPLANSKY SOBRE ESPACIOS DE
FUNCIONES CONTINUAS.

LAURA MILENA VARGAS GONZALEZ

Trabajo de grado como requisito para optar al titulo de:

Matematica

Director:
MICHAEL ALEXANDER RINCON VILLAMIZAR

Doctor en Matematicas

UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
FACULTAD DE CIENCIAS
ESCUELA DE MATEMATICAS
BUCARAMANGA
2018



"Hay una ley de vida, cruel y exacta,
que afirma que uno debe crecer o, en caso contrario,
pagar mas por seguir siendo el mismo"

Norman Mailer



Agradecimientos

En primera instancia quiero agradecer a mis padres por su inmenso apoyo y
amor, por ayudarme a perseguir mis suefos y ser mi fuente de motivacion. Tam-
bién quiero dar las gracias al profesor Dr. Michael Alexander Rincén Villamizar
por su incalculable dedicacion y compromiso con mi trabajo, por su paciencia, y
todo lo que me permitié aprender de él como persona y matematico a lo largo de

este afo bajo su direccion.

Por ultimo, quiero expresar mi agradecimiento a todas aquellas personas que
formaron parte de mi vida en estos afos de aprendizaje, a mis amigos, compa-
fieros de carrera y profesores. Llevo conmigo las experiencias vividas, su carifio

y gratos recuerdos.



Contenido

Pag
INTRODUCCION 10
1 PRELIMINARES 13
1.1 RETICULOSDEBANACH. . . . . . . . .. it . 13
1.2 ELRETICULOGH(X) . v v o e e e e e e e e e 14
2 ISOMORFISMOS DE ORDEN ENTRE ESPACIOS DE FUNCIONES CON-
TINUAS 19
2.1 UNA GENERALIZACION DEL TEOREMA DE KAPLANSKY . . .. 19
22 CONSECUENCIAS . . . . . . o s, 26
3 ISOMORFISMOS DE ORDEN ENTRE ESPACIOS COMPLETAMENTE
REGULARES 31
3.1 COMPATIFICACIONES . . . . . . o s, 31
3.2 SUBESPACIOS ADECUADOSDEC(X) . . . v v v v, 33
3.3 OTRA GENERALIZACION DEL TEOREMA DE KAPLANSKY ... 38
4 PROBLEMAS ABIERTOS 42
41 PROBLEMAS . . . . . . 42
REFERENCIAS 44
BIBLIOGRAFIA 46



RESUMEN

TITULO: TEOREMA DE KAPLANSKY SOBRE ESPACIOS DE FUNCIONES CON-
TINUAS. !

AUTOR: LAURA MILENA VARGAS GONZALEZ.2

PALABRAS CLAVES: RETICULOS DE BANACH, TEOREMA DE KAPLANSKY,
SUBESPACIOS ADECUADOS, ISOMORFISMOS DE ORDEN, ESPACIOS DE
FUNCIONES CONTINUAS, COMPACTIFICACIONES.

DESCRIPCION:

El objetivo de este trabajo es dar una prueba de una generalizacion del teorema de Ka-
plansky propuesta por los profesores Denny Leung y Lei Li en el 2013 (ver [12]) para los
casos compacto y completamente regular (y Hausdorff).

En el primer capitulo (preliminares) se introducen los conceptos de reticulo de Banach,
subreticulo de Banach y se presentan ejemplos importantes para el desarrollo del tra-
bajo como es el caso del reticulo Cy(X) donde X es un espacio localmente compacto
Hausdorff. En el segundo capitulo se enuncia y demuestra el teorema principal. Ademas,
se demuestran, como consecuencia de este resultado, los teoremas de Banach-Stone y
Gelfand-Kolmogorov.

En el tercer capitulo, dado un espacio completamente regular (y Hausdorff) X, se mues-
tra como realizar una compactificacién del espacio X en términos de un subespacio
vectorial A(X) de C(X), donde C(X) es el espacio de las funciones continuas definidas
sobre X en el conjunto de los reales. Se presentan un tipo importante de subespacios
de C(X) que se denominan adecuados. Luego se enuncia otra generalizacion del teore-
ma de Kaplansky para el caso en que X e Y son espacios completamente regulares (y

Hausdorff), y se presenta una prueba haciendo uso del teorema principal.

Finalmente, en el cuarto capitulo se comentan algunos problemas abiertos relacionados
con el teorema de Kaplansky. También se muestra, mediante un ejemplo, que el teore-
ma de Kaplansky no vale en general para el reticulo de Banach C(X, E') donde X es un

espacio compacto y E un reticulo de Banach.

Trabajo de grado.
2Escuela de Matematicas. Facultad de Ciencias. Universidad Industrial de Santander. Director:
Michael Alexander Rincén Villamizar.



ABSTRACT

TITLE: KAPLANSKY’S THEOREM ON CONTINUOUS FUNCTION SPACES. 3

AUTOR: LAURA MILENA VARGAS GONZALEZ. 4

KEY WORDS: BANACH LATTICES, KAPLANSKY’S THEOREM, ADEQUATE SUBES-
PACES, ORDEN ISOMORPHISMS, SPACES OF CONTINUOUS FUNCTIONS, COM-
PACTIFICATIONS.

DESCRIPTION:

The aim of this paper is to give a proof of a generalization of Kaplansky’s theorem pro-
posed by professors Denny Leung and Lei Li in 2013 (see [12]) for the compact and
completely regular (and Hausdorff) cases .

In the first chapter (preliminary) are given a brief introduction to Banach lattices and su-
blattices. Also, an important example as is the Banach lattice Co(X ), where X is a locally
compact Hausdorff space, is shown. The second chapter is where the main theorem is
announced and demonstrated. In addition, the theorems of Banach-Stone and Gelfand-
Kolmogorov are shown as a consequence of this result.

The third chapter shows how to make a compactification of X in terms of a vector subs-
pace A(X) of C(X), where X is a completely regular (and Hausdorff) space and C(X)
is the space of all real-valued continuous functions defined on X. An important type of
subspaces of C(X) which are called adequate are introduced. Also, another generaliza-
tion of Kaplansky’s theorem for the case in which X and Y are completely regular (and
Hausdorff) spaces is presented, and a proof for this generalization using the main theo-

rem is given.

Finally, in the fourth chapter we discuss some open problems related to Kaplansky’s theo-
rem. It is also shown, by an example, that Kaplansky’s theorem is not generally valid for

the Banach lattice C(X, E') where X is a compact space and E is any Banach lattice.

3Grade work.
4School of Mathematics. Faculty of Sciences. Universidad Industrial de Santander. Director:
Michael Alexander Rincén Villamizar.



INTRODUCCION

Sea X un espacio localmente compacto Hausdorff y E un espacio de Banach. Diremos
que f: X — E se anula en el infinito si el conjunto {x € X : ||f(z)| > ¢} es compacto
para cualquier ¢ > 0. Denotamos por Cy(X, E) el espacio de funciones continuas de X
en E que se anulan en el infinito junto con la norma

[1flloo = sup{[[f ()

|z e X}

En el caso en que E es un cuerpo de escalares, este espacio sera denotado por Cy(X).
Cuando X es compacto, estos espacios seran denotados por C(X) y C(X, E), respecti-
vamente.

Es natural preguntar si la estructura del espacio de Banach Cy(X) esta relacionada con
la estructura topoldgica de X.

En 1933, Banach en su monografia [1] demostré que si X y Y son espacios métricos
compactos y C(X) es isométricamente isomorfo a C(Y'), entonces X y Y son homeo-
morfos. En 1937, Stone [14] probd este teorema para espacios compactos arbitrarios.
En 1979, Behrends [2] demuestra que la misma conclusion del teorema vale para los
espacios Cy(X) cuando X es localmente compacto Hausdorff. Asi pues, el teorema de
Banach-Stone puede resumirse diciendo que la estructura isométrica del espacio de
funciones continuas Cy(X) determina la topologia de X. Luego, en 1939, Gelfand y Kol-
mogorov [10] demuestran que si X e Y son espacios compactos Hausdorff y existe
T:C(X)— C(Y) isomorfismo algebraico (es decir, isomorfismo de anillos) entonces X y
Y son homeomorfos.

Por otro lado, observe que el espacio de funciones continuas Cy(X) admite una estructu-
ra de reticulo de Banach (para una definicion de este concepto, vea [13, pag. 69]). Basta
definir, para f € Co(X), f > 0 siy solo si f(x) > 0 para todo = € X. Por lo tanto, es
natural preguntarse si la estructura de reticulo de Banach de Cy(X) también determina
la topologia de X.

En 1947, Kaplansky prueba que si C(X) y C(Y’) son isomorfos como reticulos de Banach,
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entonces X e Y son homeomorfos [11]. Mas adn, en [11] se prueba que los teoremas
de Banach-Stone y Gelfand-Kolmogorov pueden ser deducidos a partir del teorema de
Kaplansky. Por otra parte, en 1960, Geba y Semadeni mostraron que si T' es una iso-
metria (no necesariamente sobreyectiva) definida de C(X) en C(Y) talque T'f > 0 si, y
solo si, f > 0 entonces X es imagen continua de un subespacio cerrado de Y [8]. Re-
cientemente, D. Leung y L. Li en [12] extendieron el teorema de Kaplansky para ciertos
subespacios vectoriales de C(X).

Como se ve en los resultados mencionados anteriormente, la topologia del X esta intima-
mente relacionada con la estructura isométrica (o de reticulo) del espacio de funciones
continuas Cy(X). Esto nos da pie para indagar sobre la siguiente pregunta:

Pregunta. Si Cy(X, E') esta relacionado como espacio de Banach (o como reticulo de
Banach) a Cy(Y,, E), ¢cdmo estan topoldégicamente relacionados los espacios X e Y'?

Es conocido que la validez de los teoremas de Banach-Stone y Kaplansky para el espa-
cio Cy(X, E) dependen de la estructura geométrica del espacio E. Note que el espacio
Co(X, E) también admite una estructura de reticulo de Banach desde que E también po-
sea dicha estructura. En efecto, para f € Cy(X, E) definimos f > 0 siy solo si f(z) >0
paracadaz € X.

En 2009, los matematicos Jin Xi Chen, Zi Li Chen y Ngai-Ching Wong probaron que si
E es un reticulo de Banach y T' : C(X,E) — C(Y, E) es un isomorfismo de reticulos
con la propiedad adicional que 0 ¢ f(X) siy solosi0 ¢ Tf(Y) paratodo f € C(X, E),
entonces X e Y son homeomorfos [3]. Como lo muestra el ejemplo dado en [3, Ejemplo
4], la hipétesis adicional sobre el isomorfismo 7" en el teorema previamente mencionado
es esencial.

En 2016, M. A. Rincén Villamizar y E. M. Galego probaron que si X e Y son intervalos de
ordinales y E es un espacio de Banach satisfaciendo ciertas condiciones geométricas,
la existencia de un isomorfismo de reticulos entre C(X, E) y C(Y, E), implica que X e
Y son homeomorfos [7]. Notemos que en este teorema, el isomorfismo 7' no satisface
hipétesis adicionales a diferencia del resultado probado en [3]. Sin embargo, no se sabe
si tal teorema puede ser extendido para otra clase de espacios compactos Hausdorff.

El objetivo de este trabajo de grado es dar una prueba de una generalizacién del teorema
de Kaplansky obtenida los profesores D. Leung y L. Li [12]. Como consecuencia de este
resultado se deduciran los teoremas de Banach-Stone y Gelfand-Kolmogorov.

El trabajo esta organizado en la siguiente forma: en el Capitulo 1 establecemos los pre-
liminares que permitiran el desarrollo de los resultados estudiados. En el Capitulo 2,
damos una prueba detallada del resultado principal de [12]. En el Capitulo 3, estudiamos
una generalizacion del teorema de Kaplansky para el caso no compacto. Finalmente, en
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el Capitulo 4 se comentaran algunos problemas abiertos relacionados con el teorema de
Kaplansky.
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Capitulo

PRELIMINARES

En este capitulo presentaremos los requisitos necesarios para el desarrollo del trabajo.

1.1 RETICULOS DE BANACH

Definicion 1.1. Un espacio de Banach E es un espacio normado el cual es completo
con la métrica inducida por la norma.
A lo largo de este trabajo solo consideraremos espacios de Banach sobre R.

Definicion 1.2. Un reticulo de Banach es un espacio de Banach real F junto con un
orden parcial < que satisface las siguientes propiedades:

Siz <y, entonces z + z <y + z paratodo z,y, z € E;

dadosa € Ryx € Econa >0y z >0, tenemos ax > 0;

para cada z,y € E, existen z V y := sup{z,y} y = Ay := inf{z, y};

si |z| < |y|, entonces ||z|| < ||y|, donde el mddulo de = € E, denotado por |z|, se
define como |z| :== = V (—x).

Por conveniencia denotaremos x > y para indicar que y < z.

Ejemplo 1.3. Dado 1 < p < oo, sea

[e.9]

by ={(zn) eRY : Z |z, P < 400}

n=1

13



Para cada = = (z,,) € ¢, definamos

[e'e] 1/p
z]lp = <Z !fﬂnlp> :
n=1

La funcion || - ||, es una norma en el espacio /,,. Es facil ver que (¢, || - ||) es un espacio
de Banach. Mas aun, (¢,, | -||) es un reticulo de Banach. Aqui el orden parcial es definido
como sigue: dados = = (z,), y = (yn) € £p, diremos que = < y si z,, < y, para cada
n € N.

Definicion 1.4. Sea (E, || - ||) un reticulo de Banach. Un subespacio cerrado B de E es
un subreticulo si dados a,b € B se tienequeaVbe ByaAbe B.

Ejemplo 1.5. Considere el espacio de Banach (R?, || - |l;naz)- Dados x = (21, 22) € y =
(y1,2), definimos = < y si 1 < y1 ¥ 22 < yo. Es facil mostrar que (R?, <) es un conjunto
parcialmente ordenado. El espacio (R?, || - ||max) junto con este orden es un reticulo de
Banach. Note que el subespacio B = {(z,0) : = € R} es un subreticulo de (R?, || - ||msx)-

1.2 EL RETICULO ¢y(X)
Se enuncian a continuacion algunas definiciones y lemas que son importantes para el
desarrollo de los siguientes capitulos.

Definicion 1.6. Sea X un espacio localmente compacto Hausdorff. Se dice que f: X —
R se anula en infinito si dado ¢ > 0, el conjunto V. (f) = {& € X : |f(x)| > €} es
compacto. El conjunto de todas las funciones de X en R continuas y que se anulan en
infinito serd denotado por Cy(X).

Cuando X es compacto, es comun denotar Cy(X) por C(X). Si f € Co(X), definimos
1flloe = sup{|f(2)[ : v € X}.

Lema 1.7. Sea f € Cyo(X). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f se anula en el infinito;

2. Paratodo e > 0 existe F' C X compacto tal que |f(u)| < e siu e X \ F.
Demostracion. Sea f € Cy(X) tal que f se anula en el infinito. Dado ¢ > 0, definimos
F={xz € X: |f(x)| > ¢}. Por hipétesis F' es un subespacio compacto de X y |f(u)| < ¢

para cualquier u € X \ F. Por otro lado, sea ¢ > 0 entonces existe F' C X compacto tal
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que |f(u)| <esiue X\ F.Luego V.(f) C F.Como V.(f) es cerrado y F' es compacto,
Ve(f) es compacto. Asi, f se anula en el infinito. O

Lema 1.8. E/ conjunto Cy(X), junto con las operaciones de suma y multiplicacion por
escalar usuales, es un espacio vectorial sobre R.

Demostracion. Primero se probard que el espacio Cy(X) es cerrado bajo las operacio-
nes de suma y multiplicacion por escalares. Sean f,g € Co(X), o € X y € > 0 dado.
Entonces f y g son continuas en (. Para ¢/2 > 0 existen U y U’ abiertos de X con
o € UNU’ tales que

If(z) — f(zo)| <€/2, sizeU vy lg(x)—g(x)| <e€/2, sizel

Ahora, el conjunto M = U NU’ es un abierto de X con zy € M y ademas

f(@)+g(z) € (f(zo) + g(zo) — €, f(x0) + g(xo) +€) size M.

Concluimos que la funcién f+g es continua en z(. Ahora, sea A € R. Como f es continua
en xg para eg = IAIﬁ > 0 existe U abierto de X con x( € U tal que

f(x) € (f(zo) — €0, f(x0) +€0) SixzeU.

Asi, A\f(z) € (\f(zo) — e, A\f(z0) + €) si x € U. Concluimos que \f es continua en .

Finalmente, probemos que si f y g se anulan en el infinito, entonces las funciones f + g
y Af, A € R, también se anulan en infinito. Por el lema anterior para ¢/2 > 0 existen
subconjuntos Fy y Fy, compactos de X tales que

If(w)] <e/2 siue X\F1 y |g(u)|<e/2 siue X\ F.
Sea F' = F; N F». Entonces F’ es compacto de X tal que
[fu)| <e/2 y lg(u)| <e/2, siueX\F

Sigue que,
|lf(u) +g(u)| <e siue X\ F.

Por el lema anterior tenemos que f + g se anula en el infinito. Por otro lado, sea \ € R.
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Por el Lema 1.7 existe un subconjunto compacto F de X tal que

€

YR siue X\ F,

[f(w)] <

De modo que |\ f(u)| < esiu € X\ F. El Lema 1.7 implica que Af se anula en el infinito.
Concluimos que las funciones f + g y \f pertenecen al espacio Cy(X). Es claro que
el conjunto Cy(X), con las operaciones de suma y multiplicacion por escalar usuales,
cumple con los axiomas de espacio vectorial sobre R. O

Lema 1.9. La funcion || - ||c: Co(X) — R es una norma.

Demostracion. Primero se probara que la funcion || - || esta bien definida, es decir,
que para cualquier f € Cyo(X) tenemos que | f|l« existe. Para esto, probaremos que el
conjunto {|f(x)| : = € X} esta acotado superiormente.

Sea f € Cy(X) dada y fijemos ¢y > 0. Puesto que f se anula en el infinito, el conjunto
Ve, (f) es compacto. Por la continuidad de f el conjunto f(V,,(f)) es un compacto de R.
Luego f(V.,(f)) esta acotado, y por tanto, existe 0 < M € R tal que |f(x)| < M para
cada x € V, (f). Seaz € X \ V,(f) entonces |f(x)| < €. Asi |f(z)] < max = {M, e}
para cualquier z € X.

Veamos que || - ||oc €s norma.

1. Puesto que |f(z)| > 0 paracada z € X tenemos || f||o = sup{|f(z)| : x € X} > 0.
2. [Mfllooc = sup{|Af(2)] = x € X} = sup{[Al[f(2)] : @ € X} = Al f]lco-
3. [|[fllecc =0 sup{|f(z)| : 2€ X} =0« f(x) =0paracadaz € X & f =0.

4. Sean f,g € Cy(X). Sabemos que |f(z) + g(z)| < |f(z)| + |g(x)| para cada z € X.
Luego

sup{|f(z) + g(a)| : x € X} < sup{(|f(2)| + |g(a)]) : = € X}
< sup{|f(a)| : @ € X} +sup{lg(a)| : @ € X}.

Esto demuestra que || f + glloc < || flloo + 1|9]]co- O

Proposicion 1.10. E/ espacio (Co(X), || - ||«) €S un espacio de Banach.

Demostracion. Por los Lemas 1.8 y 1.9 solo resta probar que el espacio Cy(X) con la
norma || - || es completo.

Sea (fn)nen Una sucesion de Cauchy en Cy(X). Observe que (f,.(x))nen €S Una sucesion
de Cauchy en R, para cada x € X. Como R es un espacio completo, la sucesién de
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Cauchy (f,(z)),en €S convergente para cada = € X. Entonces para cada = € X, existe
f(z) € R de modo que f(x) = lim,_ fn(x). Se demostrara que dicha f es la funcién a
la que converge la sucesioén (f,)nen €n la norma de Cy(X). Para esto, se probaran tres
cosas:

Afirmacion 1.11. La sucesion (f,,)nen converge a f en Co(X).

Puesto que (f.)nen €S una sucesién de Cauchy en Cy(X), dado € > 0 existe N € N tal
que ||fn — fimlloo < € 8in,m > N. De modo que

|fn(x) — fm(x)| <€, paracualesquieraz € X yn,m > N.
Como lim,, ,« fi(x) = f(x) para cada = € X, tenemos
fal@) = (@) = lm [fu(2) = fm(@)| <€ sin> N,

La arbitrariedad de = € X implica que ||f, — f]lcoc <€, 8in > N.

Afirmacion 1.12. f es continua.

Sea zp € X y veamos que f es continua en x. Por la afirmacion anterior, para ¢/3 > 0
existe N € N tal que

I fn = flloo < €/3, sin>N.

Entonces |fx(z) — f(x)| < ¢/3 para cada = € X. Note que fn es continua en x. Asi,
para ¢/3 > 0 existe U abierto de X con z, € U tal que

fn(u) € (fn(zo) —€/3, fn(xo) +€/3), siuel.
Ahora, veamos que f(u) € (f(zo) — ¢, f(xo) +¢€), para cada u € U. Dado u € U tenemos

[f(u) = fzo)| = |f(u) = fn(u) + fn(u) = fn(@o) + v (@o) — f(xo)].

Observe que

|f(u) = fn(u)] <e€/3, [fn(zo) — flmo)| <e€/3 Yy |fn(u) — fn(wo)| < €/3.

De esta forma

|f(u) — f(zo)| <€, siuel.
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Concluimos que f es continua en xy.

Afirmacioén 1.13. f se anula en el infinito.
Sea e > 0 dado. Por la Afirmacién 1.11, existe N € N tal que
|f(z) — fu(x)| < €/2, paracadaz e X.

Note que para cada =z € X tenemos

|f(@)] = |f(z) = fn(z) + fn(2)]
<|[f(z) = fn(@)] + [ fn(2)]
<€/2+|fn(x)

En consecuencia,
Ve(f) ={z e X: |f(x)| 2 e} CVa(fn) ={z € X : |fn(z)] > ¢/2}.

Puesto que V.(f) es cerrado y V, »(fn) €s compacto concluimos que V¢(f) es compacto.
Asi f se anula en el infinito. O

Observacion 1.14. El espacio de Banach Cj(X) admite estructura de reticulo, definien-
do f > g siy solamente si f(x) > g(x) para cada = € X. Es facil mostrar que con este
orden parcial, (Co(X), || - [|) €s un reticulo de Banach.

En adelante la norma || - ||~ sera denotada simplemente por || - ||.
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Capitulo

ISOMORFISMOS DE ORDEN ENTRE
ESPACIOS DE FUNCIONES CONTINUAS

El objetivo principal de este capitulo es dar una prueba del teorema de Leung (Teorema
2.4), el cual es una generalizacion del teorema de Kaplansky. Como consecuencia de
este teorema se demostraran tres teoremas clasicos de la teoria de espacios de fun-
ciones continuas: el Teorema de Banach, el Teorema de Kaplansky y el Teorema de
Gelfand-Kolmogorov.

2.1 UNA GENERALIZACION DEL TEOREMA DE
KAPLANSKY

En esta seccién probaremos el teorema de Leung. Empezaremos introduciendo una
clase importante de subespacios de C(X).

Definiciéon 2.1. Sea X un espacio topoldgico y sea A(X) un subespacio vectorial de
C(X). Diremos que A(X) separa puntos de conjuntos cerrados sidados r € Xy FF C X
cerrado con = ¢ F, existe f € A(X) tal que f(x) =1y f(w) = 0 para cualquier w € F.
Si, ademas, f puede ser escogida de modo que 0 < f < 1, diremos que A(X) separa
puntos de cerrados con precision.

Observacion 2.2. Notemos que cualquier subreticulo de C(X) que separa puntos de
cerrados, separa puntos de cerrados con precision. Para verificar esto, basta observar
que si A(X) es un subreticulo que separa puntos de cerrados y f € A(X), f # 0, la
funcién g = |f|/|f|| estaen A(X)y 0 <g < 1.

Definicion 2.3. Sean A(X) y A(Y) subespacios de C(X) y C(Y), respectivamente. Di-
remos que una biyeccién lineal T': A(X) — A(Y') es un isomorfismo de ordensi T'f > 0
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siysolosi f>0.

A continuacién enunciaremos el teorema principal de este capitulo.

Teorema 2.4. Sean X,Y espacios compactos Hausdorff y sean A(X), A(Y') subespa-
cios de C(X) y C(Y), respectivamente, que contienen las funciones constantes y que
separan puntos de conjuntos cerrados con precision. SiT: A(X) — A(Y') es un isomor-
fismo de orden, entonces existe un homeomorfismoh: X — Y talque Tf = Tlx-foh™*
para cualquier f € A(X).

Dividiremos la prueba en una serie de proposiones. Antes de empezar con la prueba,
introduciremos la siguiente notacién: Dada f: X — R, definimos

Z(f) ={w € X : f(x) =0},

A lo largo de esta prueba, suponemos que T: A(X) — A(Y) es un isomorfismo de
orden.

Proposicién 2.5. Para cualquier xo € X, la familia
Z(xo, T, X) ={Z(Tf) : f€AX),f=0,f(zo) =0}
tiene la propiedad de interseccion finita.

Demostracion. Sean fi,...., f, € A(X)con f; >0y fi(xg) =0, 1 <1i < n. Definimos

F=> 1
=1

Entonces f € A(X),f >0y f(xg) = 0. Probaremos que Z(Tf) # (. Supongamos que
Z(Tf)=0,entonces (Tf)(y) >0 paratodoy €Y.

Afirmacion 2.6. Existe ¢y > 0 tal que para todo y € Y tenemos T'f(y) > «o.

Sea y € Y, entonces existe ¢, > 0 tal que T'f(y) > ¢, > 0. Por la continuidad de T'f en y
parae =T f(y) — €, > 0 existe un abierto U, de Y con y € U, tal que

Tf(Uy) C(Tf(y) —e,Tf(y) +e).
Es decir,

|Tf(u) —Tf(y)| <e paracadaue U,.

20



Sigue que

Tf(u)>e, paracadauecU,.

Considere ahora la coleccion {U, },cy. Note que esta coleccion es una cobertura abierta
m

de Y. Por la compacidad de Y, se tiene que Y = |J U,, para algunos yi,...,ym € Y.
j=1

Defina g = min{ey, : 1 < j < m} > 0. Dado w € Y, tenemos w € U,, para algin
jo € {1,...,m}. Luego, T f(w) > €, > €o. Esto prueba la afirmacion.

Mostraremos ahora que Tf > ﬁTlX. Supongamos que existe ¢y’ en Y tal que

(Tf— ﬁTlx)(y') < 0. Esto implica que

TFY) — oo Tlx(y) <0, yasi Tf(y) <,
IT1x||
lo cual contradice la afirmacion anterior.
De modo que, si e = HTj—OXH entonces T'f(y) — eT'lx(y) > 0 paratoday € Y. Luego
T(f —elx)(y) >0 paratoday e,
y como T es isomorfismo de orden, tenemos

(f —€elx)(z) >0, paratodaz e X,

lo cual es absurdo, pues f tiene un cero en zy. De esta manera debe existir 5 € Y tal
que T f(yo) = 0, y como

Tf(yo) =T (Z fi) (vo) = > _ Tfi(yo),
=1 =1

se concluye que T'f;i(yo) =0paral <i<n,puesTf; >0paral <i<n.

Concluimos que y, pertenece a cada Z(T'f;), y por tanto la coleccién Z(z¢, T, X) tiene
la propiedad de interseccion finita. O

Observacion 2.7. Para cada iy, € Y definimos
Z(yo, T1,Y) ={Z(T7'f): f € A(Y), f >0, f(yo) = 0}.

Se prueba de manera analoga que la familia Z(yo, T!,Y)) tiene la propiedad de inter-
seccioén finita.

Por la compacidad de los espacios X e Yy la proposicién anterior, los conjuntos () Z(z, T, X)
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y N Z(yo, T~1,Y) son no vacios para cualquier xo € X y yo € Y. El siguiente resultado
establece una relacién de reciprocidad entre estos conjuntos.

Proposicion 2.8. Sean zyp € X yyo € Y. Entonces yo € () Z(x0,T,X), si y solo si,
To € ﬂZ(yo,Tfl,Y).

Demostracion. Supongamos que yo € () Z(zo, T, X) Y 20 ¢ () Z(yo, T~1,Y). Por la Pro-
posicién 2.5, existe 1 € (N Z(yo, T~ 1,Y). Note que x; # xo y como X es Hausdorff
y A(X) separa puntos de cerrados con precision, existe f € A(X)con0 < f <1
tal que f(xzg) = 0y f(z1) = 1. Por otra parte, dado que yo € () Z(x0, T, X) entonces
Tf(yo) =0.Sig=Tf, entonces g > 0y g(yo) = 0. Como z; € (Z(yo, T~',Y) sigue
que T~ 'g(z1) = 0, donde g = T'f y por tanto f(z1) = 0, lo cual contradice la afirmacion
anterior.

Para la otra implicacién supongamos que z¢ € () Z(yo, T, Y) Y yo ¢ (N Z(x0, T, X). Por
la Proposicion 2.5, existe y; € [ Z(x0, T, X). Observe que y; # yo, y como A(Y') separa
puntos de cerados, existe g € A(Y) con 0 < g < 1 tal que g(yo) =0y g(y1) = 1. Por
hipotesis, zo € ( Z(yo, T~',Y) implica que T 'g(z0) = 0. Si f = T~'g entonces f > 0
y f(zo) = 0. Ademas, como y; € () Z(=zo, T, X), entonces T'f(y1) = 0 y reemplazando
g(y1) = 0, lo cual es absurdo. Esto completa la prueba del resultado. O

Proposicion 2.9. Para cada x € X, el conjunto ( Z(z,T, X) contiene un unico punto.

Demostracion. Sea x € X dadoy y1,y0 € () Z(z, T, X) con y; # yo. Como A(Y') separa
puntos de cerrados, existe g € A(Y) tal que g(y1) = 1y g(yo) = 0. Dado que yy €
N Z(x, T, X), por la proposicion anterior, = € (| Z(yo, T~ !,Y) entonces T 'g(z) = 0, y
haciendo f = T~ 'g se cumple que f > 0y f(z) = 0. Ahora, y; € N Z(x,T,X) y asi
Tf(y1) =0.Como f =T~ !¢ sigue que g(y1) = 0, lo cual es absurdo. O

Proposicion 2.10. Para cualesquiera x € X yy € Y se tiene que Tlx(y) > 0 y
T 1y (x) > 0.

Demostracion. Suponga que T1x(yo) = 0 para algun yp € Y. Sea f € A(X) dada.
Entonces existe ¢ > 0 tal que

|f(z)] <¢, paracadazec X.

De esta manera,

—clx(z) < f(z) < clx(x), paratodaz e X.
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Como T es isomorfismo de orden, tenemos

—cTlx <Tf<cTlx, paratodayeY.

En particular —cT1x(yo) < Tf(yo) < cT1x(yo). Puesto que T1x(yp) = 0, entonces
Tf(yo) = 0 para toda f € A(X). Lo anterior implica que g(yp) = 0 para cada g € A(Y)
ya que T es sobreyectivo. Esto es imposible pues A(Y) contiene funciones constantes
distintas de la funcién nula.

Del mismo modo, suponga que T~ '1y(z) = 0 para algin zy € X. Si g € A(Y) es dada,
existe m > 0 tal que

lg(y)| <m, paratodayeV.

Luego,
—mly < g<mly, paratodaycY,

y como T~ es isomorfismo de orden, sigue que —mT 1y (z) < T lg(z) < mT 1y (x)
para cada x € X. En particular

—mT 1y (z0) < T lg(z0) < mT 11y (z0).

Como T~ !1y(zg) = 0, concluimos que T~ 'g(x) = 0 para toda g € A(Y). La sobreyecti-
vidad de 7! implica que f(xg) = 0 para cualquier f € A(X) lo cual es absurdo. O

Definamos h : X — Y por h(zg) = yo donde {yo} = () Z(x0, T, X).

Lema 2.11. La funcién h: X — Y es biyectiva.

Demostracion. Primero se probara que h es sobreyectiva. Sea y € Y. Por la Proposicién
2.9 existe un Unico z € X tal que {z} = N Z(y,T~1,Y) y por la Proposicién 2.8 esto se
da, siy solo si, {y} = N Z(z,T, X) entonces h(z) = y. Ahora, para probar la inyectivi-
dad de h, sean zp,x; € X tales que h(xzo) = h(z1). Entonces {h(z1)} = ) Z(x0, T, X)
y {h(x0)} = N Z(z1,T, X). Por la Proposicion 2.8, {zo} = N Z(h(z1), T LY) y {x1} =
N Z(h(z0), T~1,Y), y como h(zg) = h(z1) se tiene que 2o = z;. De esta forma conclui-
mos que h es biyectiva. O
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Proposicién 2.12. La funciéon h: X — Y es un homeomorfismo. Ademas, para cuales-
quieray €Y y f € A(X) tenemosTf =Tlx-foh !

Demostracién. Veamos que Tf = Tlyx - foh ! paratoday € Yy f € A(X). Sean
xo € X Yy yo = h(zp). Sean f € A(X)ym =min{f(z) : x € X}. Note que m existe ya
que f es una funcién continua definida en un compacto. Dado ¢ > 0, por la continuidad
de f en x( existe U abierto de X con zg € U tal que

FU) € (f(zo) =€ f(zo0) +e).

Luego |f(zo) — f(x)| < e paratoda x € U. Asi f(z) > f(x9) — e paratoda z € U. Sea
F = X \ U, entonces F es un cerrado de X que no contiene a xy y por tanto existe
g1 € A(X)con0 < g; <1talquegi(zg) =1y g1(z) =0 paratoda z € F. Sigue que

(1x —g1)(z) > 0paracadaz € Xy (1x — g1)(z0) = 0.

Ademés, observe que 1x — g1 € A(X)y como {yo} =) Z(x0, T, X) tenemos,
T(1x —g1)(y0) = 0.
Asi (T'1x)(yo) = (T'91)(yo). Note que
f(z) —mlx(x) — (f(xo) —m —e€)gi(xz) >0, paracualquierz € X.
Como T es isomorfismo entonces

Tf(y) >mT1lx(y) + (f(xo) —m —€)(Tg91)(y), paratodayecY.

En particular,
T f(yo) = mT'1x(yo) + (f(zo) —m — €)(T'g1)(yo)-

De laigualdad (T'1x)(yo) = (T'91)(yo) Se obtiene

Tf(yo) = (f(wo) — €)(T1x)(yo)-

Puesto que la afirmacién anterior se cumple para ¢ > 0 arbitrario, entonces

T f(yo) > f(x0)(T1x)(yo)-

Aplicando el mismo argumento para —f, tenemos T'(—f)(yo) > (—f)(x0)(T1x)(yo0), €S
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decir T'f (yo) < f(x0)(T1x)(yo). Luego T'f(yo) = (T'1x)(yo)f(xo). Por el Lema 2.11, h es
biyectiva y como h(zq) = yo, entonces b= (yg) = z0 y

Tf(yo) = (T1x)(yo)f(h ™' (y0)), estoes Tf(yo) = (T1x)(yo)(foh™")(wo),

paracada f € A(X)yy €Y.

Resta probar que h es un homeomorfismo.
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Afirmacion 2.13. La funcion h es continua en X.

Sea zp € X y yo = h(xp). Se probara que h es continua en xy. Sea V' un abierto de Y
tal que yo € V. Sea M = Y \ V, entonces M es un cerrado de Y que no contiene a
yo Yy por tanto existe g € A(Y) talque 0 < g < 1, g(yo) = 1y g(w) = 0 para cualquier
w € M. Dado que g > 0, tenemos T~'g > 0. Veamos que T~ 'g(zo) > 0. Supongamos
que T~ lg(xg) = 0,y sea f = T~ 'g. Sigue que f > 0, f € A(X) Yy f(xg) = 0. Como
{yo} = N Z(x0, T, X) entonces T'f(yo) = 0 donde f = T~ 'gy asi g(yo) = 0, lo cual es
absurdo. Por lo anterior se concluye que T~ 'g(z¢) > 0.

Ahora, T~'g € A(X) es una funcion continua de X a R. Por tanto la preimagen del
subconjunto (0,+cc) C R es un abierto de X. Sea U = {x € X : T lg(x) > 0},
entonces U es un abierto de X que contiene a .

Veamos que h(U) C V. Dado z € U, tenemos
g(h(x)) = T(T'g(h(x))) = T1x (h(x)) - (T~g o h™")(h(x)).

Luego, g(h(z)) = T1x(h(x))- T 'g(x) y por la Proposicion 2.10, T1x (h(x))- T 'g(x) > 0,
entonces g(h(x)) > 0. De modo que h(z) ¢ M ya que g(w) = 0 para cada w € M. Asi
h(z) € V' y concluimos la continuidad de h en .

Puesto que h es una funcién continua y biyectiva entre espacios compactos Hausdorff,
entonces concluimos que h es un homeomorfismo. O

2.2 CONSECUENCIAS

En esta seccion se dara una prueba de los teoremas de Banach-Stone, Kaplansky y
Gelfand-Kolmogorov a partir del Teorema 2.4. Empezaremos con un lema.

Lema 2.14. Sean X,Y espacios compactos Hausdorff. SiT: C(X) — C(Y) es una iso-
metria , entonces |T'(1x)(y)| = 1y para today € Y. Ademas, para cualquier f € C(X),
f>0siysolosiT(f)-T(1x) > 0.

Demostracion. Note que ||[1x|| = 1 y como T' es isometria, entonces ||T1x| = 1. Que-
remos ver que |T1x(y)| = 1 para toda y € Y. Supongamos que existe yy € Y tal que

|T1x(yo)] < 1.Seaa € Rtalque 1 — |T'1x(yo)| > a > 0. Por la continuidad de T'1x en y
parae =1—|T1x(yo)| —a > 0 existe V abierto de Y con y, € V tal que

T1x(V) € (T1x(yo) — € T1x(yo) +€).
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Luego, [T1x(y) — T1x(yo)| < eparacaday € V.

De la desigualdad triangular se sigue que

IT1x(y)| < e+ |T1x(y)| =1—a paracualquiery e V.

Sea F' =Y \ V, entonces F es un cerrado de Y tal que y ¢ F. Por el Lema de Urysohn,
existe g e C(Y)talque 0 < g <1, g(yo) =1y g(y) = 0 para cualquier y € F.

Ahora, veamos que ||1x + aT'g| < 1. Observe que si y € V tenemos
[(T1x +ag)(y)| < [Tlx(y)| +alg(y)| <1 -a+a=1,
y, Siy ¢ V, entonces

(T1x +ag)(y)| < |T1x(y)| + alg(y)| < 1.

Asi, |T1x + ag| < 1. Como T es una isometria, concluimos que ||1x + a7 1g|| < 1.
Por la desigualdad anterior tenemos
sup{|(1x + aT1g)(z)]: z € X} < 1.

Asi,
l1x(z) +aT 'g(x)| <1, paracadazc X.

Sigue que aT 'g(z) < 0 para toda =z € X. Entonces T 'g(x) < 0 para cualquier = €
X. Como T es isometria, tenemos [T~ 'g|| = ||g|| y puesto que 0 < g < 1 entonces
|T~1g| = 1. De este modo, debe existir zo € X tal que T~ 'g(x¢) = —1. De modo que,

2=|(1x =T 'g)(z0)| < |1x — T 'g| < ILx| + |17 19|l = 2.
Asi, |[1x — T g|| = |T1x — g|| = 2.

Sin embargo, si y € V entonces

(Tlx =)W < [T1xW)|+l9(y) <1—a+1=2—a,

y siy ¢ V tenemos
(T1x — g)(y)| < |T1x(y)| + |g(y)| < 1.

Puesto que 2 — a > 1, concluimos que |(T1x — g)(y)| < 2 — a para cualquier y € Y.
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Entonces,
(T1x —g)(y)| <2—a <2 paratodayeY.

Lo anterior implica que [|[T1x — g|| < 2, lo cual es un absurdo ya que previamente se
mostré que | T1x — g|| = 2. Con esto se prueba que |T1x(y)| = 1 = 1y(y) para toda
yevy.

Ahora, probaremos que para cualesquierax € X e y € Y, tenemos f(x) > 0 si y solo si
Tf(y) - T1x(y) = 0.

Note que f(z) > 0 & —f(x) < 0 < |fll = f(x) < ||f]l, para cada =z € X. Como
I/l = f(x), tenemos || f|| — f(x) = |f(x) — [If]|], para cada = € X. Asi

[f (@) = IFIT < A= [f () = [IF I x (@) < [[f]]  para cualquier z € X.

De lo anterior se concluye que || f — | f[[1x|| < [|f]|. Siendo T" una isometria tenemos
ITf(y)— || Tf|T1x(y)| < ||Tf] paratoda y € Y. Puesto que |[T1x| = 1y se presentan
dos casos:

1. Si Tlx(y) = 1, sigue que [Tf(y) + IT/Ill < |Tf] y entonces Tf(y) + | T/ <
IITf]|. Se obtiene que T'f(y) <O0yasi Tf(y) - Tlx(y) > 0.

2. SiTlx(y) = 1,tenemos |Tf(y) — [|Tf|l| < ||Tf] y como ||T'f|| > T f(y) para toda
y € Y entonces ||Tf||—Tf(y) < ||Tf||. Se obtieneque —T'f(y) <0yasiTf(y) >0
y Tf(y) - T1x(y) = 0. O

Definicion 2.15. Una biyeccion lineal T: C(X) — C(Y) es:

= Un isomorfismo de reticulos si |T f| = T(|f]) para cualquier f € C(X).

= Un isomorfismo algebraico si T1x = 1y y T(f - g) = Tf - Tg para cualesquiera
f.9 € C(X).
Observacion 2.16. El Lema de Urysohn implica que el espacio C(X) separa puntos de
cerrados con precision para cualquier espacio compacto Hausdorff X.
A continuacion enunciamos los teoremas de Banach-Stone, Kaplansky y Gelfand-Kolmogorov.
Corolario 2.17. Sean X,Y compactos HausdorffyT: C(X) — C(Y') una biyeccion lineal.
(a) SiT es isometria, entonces existen un homeomorfismoh: X —Y yg € C(Y) con
lg| = 1y talque Tf = g - f o h~! para cualquier f € C(X).

(b) SiT es un isomorfismo de reticulos, entonces existen un homeomorfismo h: X —
Y ygeC(Y)cong(y) >0paratoday cY talque Tf = g- f o h~' para cualquier
fel(X).
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(c) SiT es unisomorfismo algebraico, entonces existe un homeomorfismo h: X —Y
talque Tf = f o h~! para cualquier f € C(X).

Demostracion.  (a) Puesto que T es isometria, por el Lema 2.14 se tiene que ||T'1x|| =
ly. Sea g = T'1x, entonces ||g|| = 1y. Defina T: C(X)— C(Y) por

T(f) = Tg, paracada f € C(X).

Se probara que T es isomorfismo de orden, es decir, f > 0 si y solo si Tf > 0.
Primero suponga que f > 0. Como T es isometria se tiene por el Lema 2.14 que
Tf(y)-Tlx(y) > 0 paracaday € Y. Como (g(y))? > 0 para cada y € Y, entonces

Tf(y) Tlx(y)
G O

para cualquier y € Y.

Ahora, la igualdad ¢ = T'1x junto con la ecuacidén anterior implican que Tf(y) >
0 para cualquier y € Y. Ahora, suponga que Tf(y) > 0 para cualquier y € Y.
Entonces

>0, paratodayeV.

De esta manera
para cualquier y € Y.
Sigue que

Tf(y)-g(y) >0, paracadaycY.

Esto ultimo equivale atener T'f(y)-T1x(y) > O paratoday € Y y por el Lema 2.14
esto se da siy solo si, f > 0. Se concluye que T es isomorfismo de orden y por el
Teorema 2.4 existe un homeomorfismo h: X — Y satisfaciendo

Tf=Tlyx foh !, paracadaf e C(X).

Ademas, como

tenemos

Tf=g-foh !, paratodaf e C(X).

(b) Primero se probara que T es isomorfismo de orden. Sea f € C(X) con f > 0.
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Veamos que T'f = |T f|. Puesto que T' es un isomorfismo de reticulos tenemos

Tf|=T(f]),

y como f > 0, tenemos T'(|f|) = Tf. Sigue que |T'f|=Tf > 0.

Ahora, sea f € C(X)conTf > 0. Entonces T'f = |Tf| y como T es isomorfismo
de reticulos, Tf = |T'f| = T(|f]). Luego,

T7HTf) = T7HT(fD)-

De este modo, tenemos que |f| = f > 0. Concluimos que T' es isomorfismo de
orden.

Sea g = T'1x. Por la Proposicion 2.10, g(y) > 0 para cualquier y € Y. Asi, por el
Teorema 2.4 existe un homeomorfismo h: X — Y tal que

Tf=Tlx-foh !, paracualquier f € C(X).

Es decir, Tf =g- foh™! paratoda f € C(X).

Veamos que T es isomorfismo de orden. Sea f € C(X) tal que f > 0. Se probara
que T'f > 0. Como f > 0 entonces g = /f € C(X) y g > 0. Observe que

Tf=T(g%) = (Tg)

y puesto que (Tg)> > 0 entonces T'f > 0. Reciprocamente, sea 7'f > 0 con
f € C(X) y veamos que f > 0. Note que T-Y(T'f) - T-Y(Tg) = T-YTf - Tg)
para cualesquiera f,g € C(X). La sobreyectividad de T implica que T-!(F - G) =
T-1(F)-T~Y(G) para cualesquiera F,G € C(Y).

Puesto que T'f > 0 entonces h = /Tf € C(X) y h > 0. Observe que
f=T7HTH)=T""(r*) = (T""h)*,

y como (T~1h)2 > 0 entonces f > 0. Sigue que T es isomorfismo de orden.

De esta forma, por el Teorema 2.4 existe un homeomorfismo h: X — Y tal que
Tf=Tlx -foh !, paracualquier f € C(X).
Como T es un isomorfismo algebraico, entonces T'1x = 1y. Sigue que,
Tf=1y -foh ! paracada f € C(X).
Concluimos que Tf = f o h~! para cada f € C(X). O
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Capitulo

ISOMORFISMOS DE ORDEN ENTRE
ESPACIOS COMPLETAMENTE
REGULARES

El objetivo de este capitulo es extender el resultado principal del Capitulo 2 (Teorema
2.4) para espacios de funciones continuas definidas en un espacio no necesariamente
compacto.

3.1 COMPATIFICACIONES

Sea X un espacio completamente regular. Como en el Capitulo 1, C(X) denota el es-
pacio de funciones continuas definidas en X y con valores en R. En esta seccion, se
mostrara como construir una compactificacion de X a partir de un subespacio A(X) de
C(X) que separa puntos de conjuntos cerrados. Antes de probar el proximo lema, se
introducira una notacion.

Notacion 3.1. Denote por R, el intervalo [—oo, oo] junto con la topologia del orden. El
A(X)

producto [, 4.x) Roo s€ré denotado por R

Recordemos que dada una familia de espacios topolégicos {X;}icr y f: X — [[;cr Xo,
entonces f es continua si y solamente si m; o f: X — X; es continua para cada i € I,
donde 7; denota la proyeccion canonica del espacio [[,., X; al correspondiente factor
X;, para cada i € I. (ver [4, Teorema 2.2, pag. 101]). Aqui la topologia del espacio
[L;c; X es la topologia producto.

Lema 3.2. La funcion ix: X — Rfo(x), definida por ix(r)(¢) = (¢(z))pcax) €S UN

encaje.
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Demostracion. Se probara que ix: X — ix(X) es un homeomeorfismo.

Afirmacion 3.3. La funcion ix es continua.
Observe que para cada ¢ € A(X) se tiene
(rg oix)(x) = ¢(x), paracualquierz € X.

Por tanto 74 o ix es continua para toda ¢ € A(X). Esto demuestra la continuidad de la
funcion ix.

Afirmacion 3.4. La funcién ix es cerrada.

Sea F' un cerrado de X y veamos que ix(X) \ ix(F') es un abierto de ix(X). Sea
ix(z) € ix(X) \ ix(F). Observe que = ¢ F. Como A(X) separa puntos de cerrados,
existe f € A(X) tal que f(z) = 1y f(w) = 0 para todo w € F. Considere el abierto
V =1lpeax) Uy de R%X), donde

0,14¢), sip=Ff
U, =

IROO? Slw#fy

para algun € > 0. Note que ix(z) € V. Mostraremos que V Nix(X) C ix(X) \ ix(F).
Suponga que V nix(F) # 0y seay € F tal que ix(y) € V. Lo anterior implica que
ix(y)(f) = f(y) = 0 € Uy, pero esto es imposible ya que Uy = (0,1 + ¢). Este absurdo
muestra que V Nix(X) C ix(X) \ ix(F) y asi, concluimos que ix(X) \ ix(F) es un
abierto de ix (X ). De esta forma, ix : X — ix(X) es cerrada.

Afirmacion 3.5. La funcién i x es inyectiva.

Sean z,y € X tales que = # y. Como A(X) separa puntos de cerrados, existe f € A(X)
tal que f(x) # f(y). Esto Ultimo es equivalente a tener ix (x) # ix(y) ya que ix(x)(f) #
ix(y)(f)-

Podemos concluir, por las Afirmaciones 3.3,3.4y 3.5queix: X — ix(X) es un homeo-

morfismo y por ende, ix: X — Rfo(x) €s un encaje. O

Sea AX laclausurade ix(X) en RAX). Por el teorema de Tychonoff, el espacio RAX)
es compacto y Hausdorff. Por tanto, AX también es compacto y Hausdorff. Ademas, por

el Lema 3.2, X puede ser identificado como un subespacio de AX.

Observacion 3.6. Si A(X) = C(X), entonces AX coincide con la compactificacion de
Stone — Cech de X. Para detalles de esta construccion, vea [15, pag. 136].
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Lema 3.7. Paracada f € A(X) existe una Unica extension continua f: AX — R., dada

por f(x) = (f).

Demostracién. Veamos que f es una extensién continua de f. Para esto se probara que
flx = f. Seax € X. Por el Lema 3.2 podemos identificar a 2 con ix (z). De modo que

flix (@) = ix(z)(f) = f(@).
Asi f(z) = f(z) paratoda = € X.

Afirmacion 3.8. La funcion f es continua.

Sean z € AX y (z,) unared en AX tal que =z, — z. Entonces, n,(z,) — 7m,(x) para
cada ¢ € A(X). En particular, z.(f) — z(f). Sigue que f(z.) — f(z). Esto demuestra
la continuidad de f. O

Afirmacion 3.9. Dada f € A(X), f es Unica.
Suponga que existen §y f funciones en RAX tales que j|x = fy f|x = f. Por el Lema

3.2, X es denso en AX. Como gy f son continuas, coinciden en un subconjunto denso
de AX y R, es Hausdorff, sigue que § = f en RAX,

3.2 SUBESPACIOS ADECUADOS DE C(X)

A fin de generalizar el Teorema 2.4, en esta seccién se introducira una clase de subes-
pacios de C(X). En cierto sentido, tales subespacios juegan un papel semejante a los
subespacios de C(X) que separan puntos de conjuntos cerrados con precision.

Definicidon 3.10. Sea g: R — R una funcién. Decimos que A(X) es g-invariante si go f €
A(X) para cualquier f € A(X).

Definiciéon 3.11. Decimos que un subespacio vectorial .A(X) de C(X) es adecuado si

(a) A(X) separa puntos de cerrados y contiene las funciones constantes;

(b) Existe una funcidén continua no decreciente g: R — R, con g(t) = 0sit <0y
g(t) =1sit > 1tal que A(X) es g-invariante;

(c) Cada f € A(X) puede ser escrita como f; — fo, donde f1, fo son funciones no
negativas en A(X).
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Observacion 3.12. Puede ser mostrado que todo subreticulo A(X) de C(X) satisface
las condiciones (b) y (c). Note ademas que la condicion (c) de la definicion anterior es
automaticamente satisfecha cuando .A(X) consta de funciones acotadas y contiene toda
funcion constante. En efecto, si f € A(X), sea ¢ > 0 tal que f < clx. Entonces f =
fi— fa,donde f1 =clx € A(X)y fao=clx — f € A(X).

Lema 3.13. Sea X un espacio completamente regular y A(X) un subespacio adecuado
de C(X). Dados zy € AX, f € A(X) y un abierto U en R, tal que xy(f) € U, sea
V={zxe AX : z(f) € U}. Entonces existe h € A(X), con0 < h <1 yuxo(h) =0, tal
que W ={z e AX : z(h) <1} CV.

Demostracion. Mostraremos que si z € AX, entonces

—

(90 f)(@) = g(f(z)), paracada f € A(X).

Sea g la funcién dada en la Definicion 3.11. Podemos considerar la funcion g definida en
R suponiendo que g(cc) = 1y g(—oc) = 0. Como X es denso en AX, existe una red
(zo) en X tal que limz, = z. Dada f € A(X), la continuidad de ﬁ\f implica que

Como (z,) es una red en X, sigue que

—

(g0 f)(x) =1lim (g o f)(za)-

Por la continuidad de las funciones g y f, tenemos que lim (go f)(xz4) = g(lim f(z4)). Asi

—

(90 f)(z) = g(f(x))-

Por lo anterior, concluimos que z(g o f) = g(x(f)) para cualquier z € AX y f € A(X).
Usaremos este resultado para probar la afirmacién del teorema.

Primero, supongamos que z,(f) = a € R. Puesto que U es abierto existe ¢ > 0 tal que
(a —€,a +€) C U. Considere la funcion f; = 1(f —aly) € A(X). Tenemos

€

L o) — azo(1x)) = 2 (@o(f) — a) = ~(a — a),

€ € €

zo(f1)
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y asi zo(f1) = 0. Si x € AX, entonces

r(f1) = ~(a() — ax(1x)) = - (a(f) - a).

€

Por tanto si |z(f1)| < 1, sigue que

e > elz(fi)] = |z(f) —al,

y concluimos que z(f) € U. Esto demuestra que si W' = {z € AX : |z(f1)] < 1},
entonces W/ CV ={zx e AX : z(f) € U}. Definamos h=1x +go fi —go(f1 +1x) €
A(X). Para cualquier z € AX, tenemos

z(h) = 2(1x) +x(go f1) —x(go (f1 + 1x)),
y como z(g o f) = g(=(f)), sigue que

z(h) =1+ g(z(f1)) —g(z(f1) +1).

De esta forma,
zo(h) =1+ g(zo(f1)) — g(xo(f1) +1)=14+0-1=0.
Por definicién de g concluimos que 0 < h < 1x. Observe que si z(h) < 1, entonces
1+ g(z(f1) —g(z(fi) +1) <1,
y en consecuencia —1 < z(f1) < 1. Asi,
W={zeAX : z(h) <1} CW ={z e AX : |z(f1)| < 1}.

Por lo tanto W C V. Por otro lado, supongamos que zo(f) = +oo. Entonces existe
0<meRtalque (m,00] CU.Seah=1x —go(f —mlx — 1x), entonces

l‘o(h) = .%'0(1)() — xo(g o (f — le — 1)())
Ahora, como z(g o f) = g(x(f)), tenemos

xzo(h) =1 —g(xo(f —mlx — 1x)).

Sigue que 1—g(zo(f) —mao(lx)—zo(lx)) = 1=g(xo(f) —m—1). Asi, zo(h) = 1—g(c0) =
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0. Note que 0 < h < 1x puesto que g solo toma valores entre 0y 1. Sea z € AX. Si
xz(h) < 1, entonces g(z(f) —m — 1) > 0. Considere los siguientes casos:

m Siz(f)—m—12>1,luego z(f) > m + 2. Porlo tanto z(f) € U.

m Sil>uz(f)—m—1>0,entonces m+2 > z(f) >m+ 1. Asi z(f) € U.

De esta forma, W C V cuando z((f) = +oo. Por ultimo, si o = —oco se procede de la
misma forma al caso anterior. Esto concluye la prueba. O

Denote por Cy(X) = {f € C(X) : f es acotada}. Sean A,(X) = Cp(X)NA(X)y Ay(X) =
{f : f e Ay(X)}. El siguiente resultado establece una relacién entre los espacios A (X)
y Ap(X).

Lema 3.14. La correspondencia f — f es un isomorfismo de orden de A,(X) sobre el
subespacio A,(X) de C(AX).

Demostracién. Note que si f(z) > 0 para cualquier = € AX entonces f(z) > 0 para toda
z € X. Ahora, sea f € A,(X) tal que f > 0. Veamos que f > 0. Sean z € AX y (z4)
unared en X tal que z, — z. Por la Afirmacién 3.8, tenemos que f(z,) — f(z). Puesto
que (z,) es una red en X, sigue que f(z,) — f(x). Concluimos que f(z) > 0.

Sean f,g € Ay(X) tales que f # g. Por la Afirmacién 3.9 tenemos que f # §. Ademas,
como Ay(X) = {f : f e Ay(X)} dicha correspondencia es sobreyectiva. Concluimos
que es biyectiva.

Mostraremos que dados f,g € Ay(X) y o € R tenemos

(f+9)=Ff+3¢ y af=af.

Sea r € AX dado. Como X es denso en AX existe unared (z,) en X tal que limz, = z.
Por la continuidad de las funciones f y § tenemos f(x) = lim f(xz4) y §(z) = lim g(za ).
Entonces

(7 +9)(@) = lim(f + g)(xa)
= Hmf(xa) + ng(xa)
= f(2) + j().

Sigue que (f/+\g) = f + ¢ y de modo semejante se muestra que &? = af. Concluimos
que la correspondecia f — f es lineal. De esta forma, hemos probado que f — f es un
isomorfismo de orden. O
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Por el Lema 3.14 sigue que Ay(X) contiene las funciones constantes en AX ya que
Ay (X) contiene las funciones constantes en X. El proximo resultado establece una co-
rrespondencia entre subespacios adecuados y subespacios que separan puntos de ce-
rrados con precision.

Lema 3.15. Sea X un espacio completamente regular. Si A(X) es un subespacio ade-
cuado de C(X), entonces A,(X) separa puntos de cerrados con precisién en AX .

Demostracion. Sean xy € AX y F un cerrado de AX tal que zop ¢ F.Sea W = AX \ F,

entonces W es un abierto de AX y zo € W. Sea U = [[;c 4(x) Uy un abierto de R ™)

tal que zo € U N AX C W. Por definicién de la topologia producto en Rfo(x), el conjunto

{fe A(X) : Ur # R}

es finito. Sean fi,..., f, € A(X) tales que Uy, # R paratodo i € {1,...,n}. Para cada
i€{1,...,n}, definamos V; = {z € AX : z(f;) € Uy, }. Entonces zp € (., V; C W.

Por el Lema 3.13, existen h, ..., h,, € A(X) tales que

0<h; <1y, xo(hi):O y WiZ{SUE.AXZI(hi)<1}gVi,

para cada i € {1,...,n}. Considere la funcion
h=1x —go (th)
=1

Entonces h € A(X),0 < h < 1x Yy xzo(h) = 1. Sea =z € F entonces x ¢ W. Por tanto,
existe j € {1,...,n} tal que x ¢ V;. Sigue que = ¢ W;. Luego z(h;) > 1,y asi

x (Z hi> = <Z hl-) () =Y hi(x) > hj(z) = 2(hy) > 1.
=1 =1 ]

De modo que

z(h)=z(1x)—g (a: <Z h,)) =0.

Por lo anterior concluimos que h € Ay(X), 0 < h < 1x, h(zo) = 1y h(z) = 0 para cada
x ¢ F. Asi, Ab(X) separa puntos de cerrados con precision. O
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3.3 OTRA GENERALIZACION DEL TEOREMA DE
KAPLANSKY

A continuacion probaremos el resultado principal de este capitulo.

Teorema 3.16. Sean X y Y espacios completamente regulares. Suponga que A(X)
y A(Y') son subespacios adecuados de C(X) y C(Y), respectivamente. Si T: A(X) —
A(Y') es un isomorfismo de orden tal que T' (A, (X)) = Ay(Y'), entonces existe un homeo-
morfismo h: AX — AY tal que para cualesquierax € X,y €Y, f € A(X), g € A(Y),
tenemos f(h='(y)), §(h(z)) € R, y

Tf=Tlx-foh™ 'y y T lg=T"'1y-goh|x. (3.1)

Demostracién. Para comenzar probaremos que la funcién 7': A, (X) — A,(Y') dada por
T(f) = Tf es un isomorfismo de orden.

Afirmacion 3.17. T es biyectiva.

Primero probaremos que 7" es inyectiva. Sean fy g en A,(X) tales que f # §. Por el Le-
ma 3.14 tenemos que f # g. Como T es inyectiva entonces T'f # Tg. Nuevamente por
el Lema 3.14 para los espacios 4,(Y) y A,(Y), tenemos que f} # @. Ahora probare-
mos que 7T’ es sobreyectiva. Sea § € A,(Y), donde g € A,(Y). Como T es sobreyectiva y
T(Ay(X)) = Ap(Y), existe f € A,(X) tal que T(f) = g. Luego Tf = g, esto es, T(f) = 4.
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Afirmacion 3.18. T es lineal.

Sean f,§ € Ay(X)y o € R. Veamos que T(af + §) = aTf + Tg. Por definicion de T
tenemos que
T(af +§) =T(af +9).

La linealidad de T'y el Lema 3.14 implican que T(a/f:g) = af\f + fq. Luego,

T(af +9) = aTﬁTg = oﬂ/? + @ = aT(f) +T(g)-
Afirmacion 3.19. 7' es isomorfismo de orden.

Sea f € A,(X) con f > 0, donde f € A,(X). Por el Lema 3.14, f > 0. Como T es
isomorfismo de orden, entonces T'f > 0. Luego TAf > 0, por el Lema 3.14, es decir
T(f) > 0. Ahora, sea T(f) = Tf € A,(Y) con Tf > 0. Por el Lema 3.14 para los
espacios A, (Y) y A,(Y), tenemos que T'f > 0. Como T es isomorfismo de orden, sigue
que f > 0. Concluimos que f > 0 por el Lema 3.14. Esto prueba la afirmacion.

Por el Lema 3.15 los subespacios A,(X) y Ay(Y) de C(AX) y C(AY) respectivamente,
separan puntos de cerrados con precision. Por el Teorema 2.4, existe un homeomorfismo
h: AX — AY tal que

— N — —

T(f)=(Tix)-foh™ y T-1(§) =(T'ly) -goh, (3.2)
para cualesquiera f € Ay(X)y § € Ay (Y).
Afirmacion 3.20. Dados cualesquiera z € X, y € Y, tenemos f(h~1(y)), g(h(z)) € R

paracada f € A(X)yge AY).

Seanyy € Yyuzo € AX tal que yp = h(xp) y fijemos f € A(X) con f > 0. Como zp € AX
y X es denso en AX existe una red (z,) en X tal que z, — x¢. Por la continuidad de
f tenemos f(xa) — f(xz0). Puesto que f(z) = f(z) para cualquier = € X, sigue que
f(za) = f(z0) y como f > 0, concluimos que f(zg) > 0.

Si f(z¢) = 0, tenemos T'f(y) > 0 ya que f > 0. Asi

Tf(yo) > (T1x)(yo)f (o).

Ahora, supongamos que f(zo) > 0. Por la continuidad de f en z(, dado a« € R con
f(xo) > a > 0, existe un abierto U, de AX tal que zo € U, ¥y f(u) > a para cada u € U,.
De modo que f(x) > a para cualquier z € U, N X. El conjunto M, = AX \ U, es cerrado
en AX y zy ¢ M,. Como jlb(X) separa puntos de cerrados con precision en AX (Lema
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3.15), existe s, € Ap(X) talque 0 < 5, < 1, S(wo) = 1Yy S,(w) = 0 para cada w € M,.
La ecuacién (3.2) implica que

Tsa(yo) = T1x(yo) - 5a(h ™ (y0))-

Puesto que Tsa(y) = T'sa(y) y Tlx(y) = Tlx(y) paratoday € Yy §(wo) = Su(h ™ (y0)) =
1, sigue que T'sq(yo) = T1x(yo). Ahora bien, es facil ver que f — as, > 0y siendo 7" un
isomorfismo de orden, tenemos T'(f — as,) > 0. Luego

Tf(yo) > a(T'sa)(yo) = aT'lx(yo)-

La arbitrariedad de a implica que

Tf(yo) > f(20)(T1x)(yo) = Tlx (o) f(h " (v0)),

ya que o = h~1(yo). De la Proposicién 2.10 deducimos que T1x(yo) = fl\x(yo) > 0.
Por tanto f(z¢) = f(h~'(y0)) € R. El argumento anterior muestra que f(h*(y)) e Ry

Tf(y) > Tlx(y)f(h~'(y)), paracualquiery Y. (3.3)

De modo semejante se muestra que si g € A(Y') con g > 0, entonces g(h(z)) e Ry
T 'g(x) > T 'y (x) - g(h(z)), paracualquierz c X. (3.4)

Esto demuestra la Afirmacion 3.20.

Finalmente se mostrara la validez de la ecuacion (3.1). Como T~ '1y es acotada sigue
de la ecuacion (3.2) que

—_—

Lay = T(T-'y) = (T1x) - (T—'1y) o AL (3.5)

Por tanto, combinando las ecuaciones (3.4) y (3.5) tenemos para cada z € X

(T1x)(h(x)) - f(z) = (T1x)(h(z)) - T Y(Tf)() (3.6)
> (T1x)(M(x)(T 1y ) (z) - T (h())
= Tf(h(z))

Sea y € Y. Puesto que h es un homeomorfismo, existe = € AX tal que h(z) = y. Como
X es denso en AX existe una red (z,) en X tal que z, — . Por la continuidad de h
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tenemos que h(z,) — y. De la desigualdad (3.6) tenemos

ttm (TTx) (b)) - (2a) > lim (TF) (h(za)).

La desigualdad anterior puede ser reescrita como

lim (T1x) (h(za)) - f(wa) > 1im (Tf)(h(za))-

Sigue de la continuidad de las funciones involucradas que
Tix(y) - f(h'(y) > Tf(y), paracualquieryc Y. (3.7)
Concluimos por las desigualdades (3.3) y (3.7) que

Tf(y) = Tlx(y)- f(h"'(y)), para cualquier y € V.

Para finalizar, sea f € A(X) dada. Como A(X) es un espacio adecuado, existen 0 <
fi.f2 € A(X) tales que f = f1 — fo. Siy € Y, tenemos que f1(h~1(y)), 2(h 1 (y)) ERY

THily)=Tlx(y) - fith ™ () ¥y Thly) =Tlx(y)  fo(h (¥)).

De esta manera,

Tf(y)=T(fi— f2) ) =Tf(y) —Try)
=T1x)[fi(h " (¥)) — fo(h ()]
=Tlx(y)f(h (),

yaque f = fi — fo. Luego
Tf(y) =Tlx(y)- f(h~'(y)), paracualquiery Yy f e A(X).
De manera similar puede ser mostrado que

T lg(x) =T 'y (x) - g(h(z)), paracualquierzc Xyge A(Y). O
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Capitulo

PROBLEMAS ABIERTOS

Como conclusién, presentamos algunos problemas relacionados con los resultados pro-
bados en este trabajo.

4.1 PROBLEMAS

No sabemos si el teorema de Kaplansky es valido para el espacio de funciones continuas
Co(X). Esto motiva el siguiente problema:

Problema 4.1. Si T': Cy(X) — Co(Y) es un isomorfismo de orden, ;podemos concluir
que X y Y son homeomorfos?

Una respuesta afirmativa se tiene cuando el isomorfismo T es tal que ||T'|| - |77} < 2
(ver [5, Teorema 1.3]).

Un resultado clasico de la teoria de los espacios de Banach de funciones continuas es el
teorema de Holsztynski el cual establece que si C(X) es isométrico a un subespacio de
C(Y), entonces X es imagen continua de un subespacio cerrado de Y [9]. No sabemos
si este resultado puede extenderse a isomorfismos de orden. Mas precisamente:

Problema 4.2. Si existe un operador T inyectivo de Co(X) en Co(Y), talque T'f > 0siy
solo si f > 0 ¢ Es posible concluir que X es imagen continua de un subespacio de Y'?

La respuesta del problema anterior es si cuando el operador T satisface ||T'||||77!| < 2
(ver [6, Teorema 1.1]).

Definicion 4.3. Sea X un espacio localmente compacto Hausdorff y £ un espacio de
Banach. Diremos que f: X — E se anula en infinito si dado ¢ > 0, el conjunto {z € X :
|| f(x)|]| > €} es compacto.
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Denotamos por Cy(X, E) el espacio de funciones continuas de X en E que se anulan en
el infinito. Cuando X es compacto, es comun denotar Cy(X, E) por C(X, E). Note que si
E es un reticulo de Banach, el espacio Cy(X, E') admite estructura natural de reticulo de
Banach.

Es facil ver que el teorema de Kaplansky no vale en general para el reticulo de Banach
C(X,E).

Ejemplo 4.4. Sean1 <p < ooy T: {, = {, B £, definida por

T((xn)) = ((x2n), (v20-1)), paracada (z,) € £p.

Entonces T' es isomorfismo de orden. Por otro lado, ¢, puede ser identificado con el
reticulo de Banach C(X,¢,), donde X = {1}. También ¢, & £, es orden isomorfo (de
hecho isométrico) aC(Y, ¢,), donde Y = {1, 2}. De esta manera, el isomorfismo de orden
T induce un isomorfismo de orden entre los reticulos de Banach C(X,¢,) y C(Y,¢,). Sin
embargo, es claro que X y Y no son homeomorfos.

Por otra parte, varios autores han obtenido versiones del teorema de Kaplansky impo-
niendo hipétesis adicionales. Para mas detalles, véase [3, 7]. Sin embargo, el siguiente
problema aun permanece abierto.

Problema 4.5. ;Qué condiciones deben cumplir X, Y y E a fin que las siguientes afir-
maciones sean equivalentes:

» C(X, F) esisomorfo como reticulo de Banach a C(Y, E);

m X e Y son homeomorfos?
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