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TITLE: THE » TRANSFORM AND SOME APPLICATIONS
AUTHOR: NUBIA ALEXANDRA RONDON CARRENC?

KEY WORDS: Thez transform, the inverse transform, difference equations, series,

signs, LTI systems.
DESCRIPTION:

The z transformed is a mathematical method that is used among other applications by
the study of processing of digital signs. More specifically it is used in the analysis of the
projects of digital circuits, analysis of radar systems, telecommunications and especially

the systems of control of computer process.
In the present work the transform and its principal properties are studied rigorously.

The project consists of four chapters. In the first we present some preliminaries which

are necessary to understand theansform.

In the second chapter is defined theansform and the elementary functions such us the
unit step function, the polynomial function, the unit ramp function and the exponential
function are worked. Important theorems and properties of trensform are presented

too, this properties and theorems are useful to the applications.

Third chapter treats about the inversgansformed and the methods to calculate it such

us the direct division method and the method of partial fraction expansion method.

Finally, in the fourth chapter we present some general applicationgrahsform such
us the solution of difference equations and the analysis and characterization of the LTI

systems (Linear time invariant systems).
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AUTOR: NUBIA ALEXANDRA RONDON CARRENC!

PALABRAS CLAVES: La transformada, la transformada inversa, ecuaciones de

diferencias, series, sefiales, sistemas LTI.
DESCRIPCION:

La transformada es un método matematico que se emplea, entre otras aplicaciones,
para el estudio de procesamientos de sefiales digitales. Mas especificamente se usa en
el analisis de proyectos de circuitos digitales, andlisis de sistemas de radar, telecomuni-

caciones y especialmente los sistemas de control de procesos por computadora.

En el presente trabajo de grado se realiza un estudio riguroso de la transfarmada
y algunas de sus propiedades mas importantes utilizando como principal elemento la

sumatoria.

El proyecto consta de cuatro capitulos. En el primer capitulo se presenta algunos preli-

minares que son necesarios para trabajar con la transformada

En el segundo capitulo se define la transformagese trabajan las funciones elemen-
tales como lo son la funcién escaldn unitario, la funcién rampa, la funcién polinomial y
la funcién exponencial. Ademas se presentan propiedades y teoremas importantes de la

transformada, que son Utiles para realizar las aplicaciones.

El tercer capitulo trata de la transformadaversa y sus métodos para calcularla tales
como el método de la divisidén directa y el método de descomposicién por fracciones

parciales.

Por altimo, en el cuarto capitulo presentamos algunas aplicaciones generales de la trans-
formadaz como lo es la solucion de ecuaciones de diferencias y el analisis y la caracte-

rizacion de los sistemas LTI (Sistemas lineales invariantes en el tiempo).
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Introduccion

Através de la historia el hombre ha creado herramientas para facilitar el desarrollo de las

diferentes labores para los diversos campos de accién empleados en su vida cotidiana.

La ciencia y tecnologia como parte de esa cotidianidad no ha sido ajena al avance cons-
tante que en la historia ha caracterizado al ser humano. Los conceptos de sefales y
sistemas aparecen en una variedad muy amplia de campos, las ideas y técnicas asocia-
das con estos conceptos juegan un papel importante en areas tan diversas de la ciencia 'y
tecnologia como comunicaciones, aeronautica y astronautica, disefio de circuitos, acus-
tica, sismologia, ingenieria biomédica, sistemas de generacién y distribucion de energia,
control de procesos quimicos y procesamiento de voz. Por este motivo esta monografia
esta dirigida a estudiar la transformagdgue es un método matematico que se emplea
entre otras aplicaciones, para el estudio de procesamiento de sefiales digitales. Mas es-
pecificamente se usa en el andlisis y proyectos de circuitos digitales, analisis de sistemas
de radar, telecomunicaciones y especialmente los sistemas de control de procesos por
computadora. Ademas es una herramienta muy util para el andlisis de diferentes tipos

de seiiales, tanto en el dominio del tiempo como en la frecuencia.

Para esto es necesario abarcar los fundamentos de sumatorias, funciones periédicas,
series y sefales, los cuales consignamos en el primer capitulo; el énfasis lo haremos
en las series, para poder aplicar la definicion de la transformad largo de esta

monografia.

En el segundo capitulo se presenta la definicion de la transformgdse trabajan

las funciones elementales como lo son la funcién escalén unitario, la funcion rampa,



la funcion polinomial y la funcidon exponencial. Ademas se presentan propiedades y

teoremas importantes de la transformagdque son Utiles para realizar las aplicaciones.

En el tercer capitulo se considera la transformadasersa y sus métodos de solucion

tales como el método de la division directa y el método de descomposicion por fraccio-
nes parciales.

Por altimo, en el cuarto capitulo presentamos algunas aplicaciones generales de la trans-
formadaz como lo es la solucion de ecuaciones de diferencias y el analisis y la caracte-

rizacion de los sistemas LTI (Sistemas lineales invariantes en el tiempo).



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Sumatorias y propiedades

El estudio de fendbmenos y procesos que ocurren en la naturaleza y la sociedad conduce
a la formulacién de modelos que los describen y predicen su comportamiento, los cua-
les, no obstante su diversidad, pueden agruparse en dos categorias: continuos, como la
descripcion de la transmision del movimiento a través de una cuerda, el desplazamiento
de un vehiculo, etc., o discretos, como la serie de pagos historicos de una entidad, los

registros de temperatura de un pais o territorio, etc.

Esta ultima categoria, discretos, tiene gran importancia en la actualidad atendiendo al
acelerado desarrollo de las técnicas digitales, que en la practica es un proceso donde
toda la informacion, en ultima instancia, se representa a travées de conjuntos ordenados

de dos valores logicos: falso o verdadero.

En términos matematicos, el estudio de las funciones cuya variable dependiente exhibe
una variacion discreta constituye una especialidad, que tiene en las sumatorias y series

un componente relevante.

Tomando en cuenta lo sefialado, en esta seccidn se relacionan un conjunto de propie-
dades reportadas en la literatura sobre las sumatorias y se deducen otras que pueden

facilitar calculos tales como la solucidon de sistemas de ecuaciones lineales resultantes



del planteamiento del problema de la obtencion de expresiones analiticas para la deri-

vada de funciones de variable independiente discreta.

Definicion 1.1. Sin es un entero positivoy;, as, as, . . . , a, SON numeros reales enton-
ces escribimos
n
Zak:ao+a1+a2—l—---+an. (11)
k=0

Propiedades de las sumatorias

Seanay, as,as, ..., a,,...Y b1,ba, b3, ..., by,, ... dOS sucesiones finitas, entonces para

cualquier entero positiva se tiene:

1. Aditiva: Para cualquier entero positivo se cumple

n n n

Demostracion.Utilizando la definicibn de sumatoria tenemos,

n

D lax£by) = (a1 £by) + (a2 £ bo) + -+ + (@ £ by),

:alj:bl+a2j:b2+---+anibn,
=(a+ay+--+ay,) +(£by£byt---£0b,),

=(aytag+---+a,) £ (b +by+---+by),

“SaEdn
k=1 k=1
O
2. Propiedad homogénea:

ank = cZak, con ceR.



Demostracion.

E cap = cay + cas + caz + - - - + cay,

3. Propiedad Telescopica:

n
a) Z(ak — Qp_1) = ap — ag
k=1

n
b) Z(ak - ak+1) = ay — Qp41
k=1

Demostracion.Solo probaremos la primera parte puesto que la segunda se de-

muestra de forma analoga.

n

D (ar = ax1) = (a1 — ag) + (a2 — ar) + (a5 — az) + -+ + (an — an 1),
k=1

=a; —aytaz—ap+az—az+ -+ ap — dp_1.

Después de simplificar los términos semejantes se obtiene

n

Z(ak — ag_1) = a, — ag.

k=1

n

Teorema 1.1.Seac un namero real y» un entero, entoncez c =nc.
k=1



Demostracion.Seaa;, = ¢, conc € R, entonces

Zak:a1+a2+a3+-~'+an,

k=1
=c+c+---+c
= NncC.
]
Teorema 1.2. Z k= Zk
k=—t
Demostracion.
-1
D k=—t—(t—-1)—=(t—2)—-—1,
k=—t
=—(t+{t—-1)+t—2)+-+1),
t
=3k
k=1
L]
t
Teorema 1.3. Z k=0.
k=—t
Demostracion.
t
> k= Z k+Zk+Zk
k=—t k=—t
t
S I
k=1
=0.
O

En algunas sumatorias es necesario cambiar el indice de la sumatoria para efectuar la
aplicacion de algun teorema o alguna propiedad del simbolo sumatorio. Esta propiedad

se expresa de la siguiente manera:
n+p

IR S

k=i+p



Demostracion.
n+p
Z Ak—p = Qitp—p T Qit14p—p T Aiy24p—p T *** T Anip—p
k=i+p

=0 + Qg1 T Gip2 + 0 Ay

n

1.2. Funciones periddicas

Definicion 1.2. Unafuncion periodica se puede definir como una funcion para la cual
f(t) = f(t +T) para todo valor de. La constante minim@ que satisface la relacion
f(t) = f(t+T) se llamgperiodode la funcion. Mediante repeticion d¢t) = f(t+T)

se obtienef(t) = f(t+nT),n=0,£1,4+2,£3,--- .

Ejemplo 1.1. La funcién coseno es una funcion periddica con periddoy su grafica

(ver Figura 1.1) se repite cadar unidades sobre el eje horizontal.

cost
1
3 - t
_ 27" ™ _g g T 527r 27 5%\

Figura 1.1: Funcion coseno

Ejemplo 1.2. La funcion f(t) = cos £ + cos % es periddica, vamos a encontrar su
periodo. Supongamos que su periodd’esntonces por definicion tenemos

1 1 t t
cos §(t+T) + cos é_l(t+T) =cos 3 +cos 7.



Comocos(f + 2mm) = cosf, para cualquier enteron, se tiene qu%T = 2mm Yy
iT = 2mn dondem y n son enteros. Por tantd] = 6mm = 8mn; cuandom = 4y

n = 3, se obtiene el minimo valor d& De dondel’ = 247.

En general, sila funcioyi(t) = cos w1t + cos wsyt €s periddica, con periodd, entonces

es posible encontrar dos nimeros entenosn tales que
w1 = 2mm,

wel = 2mn.

El cociente de las ecuaciones anteriores es,

w1 m
Wo n

es decir, la relacié%—; debe ser un nidmero racional.

Ejemplo 1.3. Consideremos la funci6fi(t) = cos 10t + cos(10 + 7)t y veamos si es

una funcion periodica.

Seaw; = 10y wy = 10 + 7, comoyt = % no es un numero racional, es imposible
encontrar un valofl’ que satisfage (t) = f(¢+1'), por lo tantof(¢) no es una funcion

periodica.

1.3. Series

Definicion 1.3. Una funciénf cuyo dominio es el conjunto de todos los nimeros natu-
rales, se denomina sucesion infinita. El vgion) de la funcion se denomina el término

n-ésimo de la sucesion.

Se utiliza la notaciorf (n) para indicar la sucesion cuyo términegsimo esf(n). Con
frecuencia la dependencia dese indica utilizando subindices y se escuihes,,, x,,, 0

u,, 0 alguna notacion analoga en lugarfie).



Cuando los valores de la funcidfiin) estan en el conjunto de los numeros reales dire-
MOS que nuestra sucesion es real y en el caso que estén en el conjunto de los nimeros

complejos decimos que la sucesion es compleja.

Otra forma de pensar una sucesioén es como un arreglo ordenado de nimeros
A1,02y...,Qpn,y ...

uno por cada namero natural. También se acostumbra denotar una sucesida.cgmnp

0 {al,ag,ag, N T }

Ejemplo 1.4. La sucesion de Fibonacci cuyos términos sort, 2, 3,5,8, ..., €s un
ejemplo clasico. Esta sucesion se puede definir también diciende,qgea, = 1y
quea, 1 = a, + a,_1, paran > 2. Este método para definir una sucesion es conocido

como método recursivo.

Ejemplo 1.5. La sucesion dada pat,, = 7 tiene la propiedad de que sus términos
se acercan a cero cuando — +oo, a diferencia de la sucesion del ejemplo anterior

cuyos términos no se acercan a ningun numero.

Dada una sucesidfu, }>° ,, la suma de todos sus términos es conocida como una serie.

Esto es, una serie es una suma de la forma

o0

Zan:a1+a2+-~+an+~-~

n=1

Toda serie puede pensarse como la sucesin e ; definida por

Sl = Qaq,
Sy = a1 +ay,
Sg = a —|—a2+a3,

Sn = a1t +ay

llamada la sucesién de sumas parciales.
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Definicién 1.4. La serie) - | a,, converge y tiene como suma el nimétsi la suce-
sion de sumas parcialds,,} converge a5. Si {S,,} diverge entonces decimos que la

serie diverge.

Esta definicién se aplica tanto en el caso en que la serie es de términos reales como en

el caso que es de términos complejos.

: : o 1
Ejemplo 1.6. Consideremos la seng on y veamos que es convergente. Para esto
n=1

consideremos la sucesion de sumas parciales

Sl = %7
S o= 3+h
Es facil probar por induccion que
1 1 1
Sp==-+- = =1-—.
2 + 4 + + 2n 2n
Por tanto,
1
Im S,= lim 1——=1
n—+4o0o n—+4o00 on

Es decir que la serie es convergente y converge a

[ee]
. . . L 1 :
Ejemplo 1.7. Consideremos la serie armonlcE — y veamos que diverge. Para esto
n
n=1

demostremos qu&, crece sin limite.

5'—1+1+1+1+1+ +1
" 2 3 4 5 n’

—1+1+ 1+1 + 1+1+1+1 + +1
N 2 3 4 5 6 7 8 n’

1 2 4 1
>l tgtoto,

2 4 8
—1+1+1+1+ +1
N 2 2 2 n’

Sin es lo suficientemente grande, podemos obtener en la Gltima expresion tantas mita-
des como queramos. Por tant®), diverge; y por consiguiente la serie armonica tam-

bién diverge.
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Los dos ejemplos anteriores funcionan tanto en el caso real como en el caso complejo,

. . 1 . - :
es decir, la serli o es convergente e@i y la serie armonica es divergente@n

Una serie> _ u,,, cuyos términos no son necesariamente positivos, se dice que es abso-

lutamente convergente si la sepie|u,,| es convergente.

Teorema 1.4.(Criterio de comparacionSupongamos que< a, < b, paran > N.

1. Si> b, converge entonces, a,, también es convergente.

2. Si)_ a, diverge entoncey b, también es divergente.

Demostracion.Supongamos qué&’ = 1, el casoN > 1 se prueba de forma similar.
Para demostrar la primera parte, $ga= a; + as + - - - + a,, y hotese qud S, } es una

sucesion no decresciente. Como
Sp <by+by+---+0,

y > b, es convergente entonces la sucedifp} converge, por tantd  a,, converge.
La segunda parte es consecuencia de la primera parte ppés,stonverge entonces

> a, deberia ser convergente. O

Teorema 1.5.Toda serie absolutamente convergente es convergente.

Demostracion.Seav,, = u,, + |u,| entonced) < v, < 2|u,|, de donde por el criterio
de comparacion se sigue qdéw, converge. Ahora, de la propiedad de linealidad se

concluye qué _ u,, = > (v, — |u,|) converge. O

Teorema 1.6.(Criterio de la razén)Sea) _ u,, una serie de términos no nulos y supon-

gamos que
1/ ‘un+1| _

n—oo |un|

1. Sip < 1, la serie es absolutamente convergente.

2. Sip > 1, la serie diverge.
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3. Sip =1, no hay conclusion.

La demostracion de este teorema no la presentamos porque se puede encontrar en cual-

quier libro de célculo y no es de nuestro interés aqui.

. : — 3n : :
Ejemplo 1.8. Consideremos la ser|§ (—1)"*1—| y veamos que tiene convergencia
n.

n=1

absoluta.

_ 1/ |un+1|

Y
n—oo |u7’l |

Comop = 0 < 1 concluimos, por el criterio de la razon, que la serie es absolutamente

convergente.

Para el caso que nos interesa en esta monografia, es decir la transfermadamos

trabajar con la serie geométrica, por tal razon en adelante solo hablaremos de ella.

La Serie Geométricase genera por adiciones sucesivas de los términos de una pro-
gresion geométrica y tiene la forma =", donde el término enésimg’ es la potencia
enésima de un numero real fijoEs conveniente comenzar esta serieicen0, enten-

diendo que el término inicial es’ = 1.

[e.o]

Teorema 1.7.Si z es un nimero complejo, cdn| < 1, la serie geométricay ="

n=0
. 1 .
converge y tiene sumla— es decir,
— X
2 3 4 n 1 H
l4+z+2+2°+2"+ - +2"+..- = , Si lz| <1 1.2)
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Demostracion.Seas,, la enésima suma parcial de esta serie, de modo que
Sp=14+a+2*+2°+2" 4+ +a" "

Six = 1 cada término del primer miembro es igudl g entoncess,, = n. En este caso

la serie diverge puesto qut — oo, cuandon — oo.

Siz # 1 entonces

n—1
(1—2)S,=(1-2) Z:Bk
k=0

=(1-z)1l+z+2>+2°+a' + - +2"")

=(l+ar+2?+23+2*+ a2 N~ (e + 22+t 2
n—1
(Ik—$k+1)

iy
(e

I
—_
|
8

Ahora, comar # 1, dividiendo porl — = obtenemos

1—az 1
g =T _ _

1—=x l—2 11—z

Con esto se muestra que el comportamientd d@aran grande depende exclusiva-

mente del comportamiento dé.
: , : 1 :
Si x| < 1, 2" — 0 cuandon — oo Y la serie converge hacia la sun?a—. Si
— X

|z| > 1, el términoz™ no tiene limite y la serie diverge con lo cual queda demostrado el

teorema. o

Usbando este resultado podemos deducir las siguientes férmulas que son muy utiles

para nuestros propositos.

= Si|z| < 1 entonces reemplazandgor x> en (1.2) obtenemos

1

1422+t 428+ 2 =
1 —a?

(1.3)
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= Simultiplicamos por: en la ecuacion (1.3) se obtiene

x+x3+x5+x7+~-'+x2”+l+-'-:%, si x| <1.  (1L.4)
— X

= Ahora, si sustituimos por —z en la ecuacion (1.2) tenemos

1
1+z

l—w+a? -3+t ab 4 4 (D) 4 = , si |z| < 1. (1.5)

» Si sustituimose por 2 en la ecuacion (1.5) se tiene

1

1 — 2 484 1\ =
4t -+ (=) + T2

si |z]<1. (1.6)

= Ahora, multiplicando por la ecuacion (1.6) se obtiene

3 5 7 n_.2n+1 z H
— — -1 4+ = Sl <1. (1.7
rT—2"+T T+ + (—=1)"z 1+ 22 7] 1.7)

= Sustituyenda: por2x en la ecuacion (1.2) resulta

1 . . 1

r+4r? 162t o 4 = que es valido si |z| < =.
1 —4a2 2

(1.8)

= Cambiandor porz~! en la ecuacion (1.2) se obtiene

1
1+x_1+x_2+"'+$_n+"'=1 —. (1.9)
_xn

o0

Las series anteriores tienen la forma partic@aran:p" gue se conoce como series de

n=0
potencias. Los nimeras, a;, as, . . ., S& denominan coeficientes de la serie de poten-

cias.

1.4. Sefalesy sistemas

Las sefiales y sistemas se representan matematicamente como funciones de una 0 mas
variables independientes. Por ejemplo, la sefal de voz se representa de forma matema-

tica por la presion acustica como una funcién del tiempo.
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Hay dos tipos de sefales; de tiempo continuo y de tiempo discreto. Las sefiales de tipo
continuo se define sobre un intervalo continuo de tiempo. La amplitud puede tener un
intervalo continuo de valores o solamente un namero finito de valores distintos. Por

ejemplo, una sefial de voz como una funcién del tiempo.
Ejemplo 1.9. Una sefial basica de tiempo continuo es la funcién escal6n unitario,

1 si t>0,
u(t) =
0 si t<0,

cuya grafica se muestra en la Figura 1.2.

u(?)

Figura 1.2: Funcion escalon unitario.

Las sefiales de tiemmbscreto son sefiales definidas solo en valores discretos de tiem-
po (la variable independienteesta cuantificada). Estas aparecen por ejemplo en los
estudios demograficos de poblacién en los cuales varios atributos tales como, ingreso
promedio, indice de criminalidad, se tabulan contra variables discretas como afios de

escolaridad y poblacion total, respectivamente.

Ejemplo 1.10. La contraparte de la funcidén escalon en tiempo continuo es la funcion

escalon unitario en tiempo discreto, denotada ppt] y definida por

1, si n>0,

0, si n<0.

La secuencia escaldn unitario se muestra en la Figura 1.3.



16

Figura 1.3: Funcion escaldn unitario en tiempo discreto.

Ejemplo 1.11. La funcién impulso unitario en tiempo discreto se define como

1, si n=0,
0, si  n#0,

Figura 1.4: Funcion impulso unitario en tiempo discreto.

Un sistema se puede ver como cualquier proceso que produce una transformacion de
sefales. Entonces un sistema tiene una sefal de entrada y una sefial de salida la cual
esta relacionada a través de la transformacion del sistema. Por ejemplo, un sistema de
sonido de alta fidelidad toma una sefial de audio grabada y genera una reproduccion de

esa sefal.
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Un sistema de tiempo continuo es aquel en que las sefiales de entrada de tiempo continuo
son transformadas en sefiales de salida de tiempo continuo. Estos sistemas se represen-
tan de forma grafica como se muestra en la figura 1.5 en donde la entra¢ig g¢s

la salida eg(t). Representaremos la relacion entrada—salida de un sistema de tiempo

continuo mediante la notaciar{t) — y(t).

z(t) ——= Sistemas de tiempo continuo — (1)

Figura 1.5: Sistema de tiempo continuo

Un sistema de tiempo discreto es aquel en que las sefiales de entrada en tiempo discreto
son transformadas en sefales de salida de tiempo discreto. Estos sistemas se representan
de forma grafica como se muestra en la figura 1.6. Representaremos la relacion entrada—

salida de un sistema de tiempo discreto mediante la nota¢ign— y|[n].

x[n] —= Sistema de tiempo discreto — y[n|

Figura 1.6: Sistema de tiempo discreto

Unainterconexion en serie o cascadde dos sistemas se ilustra en la Figura 1.7. A
este tipo de diagramas, nos referimos catiagramas de bloquézn este caso la salida
del sistemal es la entrada del sistemiay el sistema completo transforma la entrada,
procesandola primero en el sisteg después en el sistem@aDe modo similar, se

define una interconexidn en serie de tres o mas sistemas.

Unainterconexion en paralelode dos sistemas se ilustra en la figura 1.8. Aqui la sefial
de entrada se aplica al sisterhy al sistema2. El simbolo ®” en la figura denota

adicion, de modo que la salida de la interconexion en paralelo es la suma de las salidas
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Y

Entrada——> Sistema Sistem& ——> Salida

Figura 1.7: Interconexion en serie

de los sistemas y 2. También se pueden definir interconexiones en paralelo de dos o
mas sistemas, ademas también se pueden combinar ambas interconexiones, en cascada

y en paralelo para obtener interconexiones mas complejas.

Sistemal j

Entrada — @ — Salida

Sistema2 J

Figura 1.8: Interconexion en serie

propiedad de corrimiento: La sefial:(t — ¢,) representa una version dé) desplaza-

da en el tiempo.

Las sefiales que estan relacionadas en esta forma se presentan en aplicaciones tales co-
mo el sonar, en el procesamiento de sefiales sismicas, y en radar, en las cuales varios
receptores situados en diferentes localizaciones detectan una sefial que esta siendo tra-
namitida a través de un medio (agua, roca, aire, etc.). En este caso, la diferencia de
tiempo de propagacién desde el punto de origen de la sefial transmitida o cualquiera de
dos receptores resulta en un corrimiento de tiempo entre las sefiales medidas por los dos

receptores.

Un sistema esvariante en el tiemposi undesplazamiento en el tiempo de la sefial de

entrada causa undesplazamiento en el tiempo en la seial de salida.
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Ejemplo 1.12. Consideremos el sistema de tiempo continuo definido por

y(t) = sinfa(t)]

Verificar si el sistema es invariante en el tiempo.

Sear; (t) cualquier entrada a este sistema entonces

yi(t) = sinfz(2)]

es la salida correspondiente. Ahora, consideremos una segunda entrada obtenida por

el desplazamiento de, esto es
xo(t) = z1(t — o).
La salida correspondiente a esta entrada entonces es
Y2 (t) = sin[xs(t)] = sin[xq (t — to)].

Comparando las dos Ultimas ecuaciones, observamosygug = (¢t — o) Y por

consiguiente es un sistema invariante en el tiempo.

Ejemplo 1.13. Consideremos el sistema de tiempo discreto definido por
yln] = nxln]
y considere las respuestas a dos entradds| y x»[n], dondez;[n] = z1[n — ny),
yi[n] = na1[n],

y2[n] = nas[n] = nxi[n — ngl.

Sin embargo, desplazando la saligidn|, obtenemos

y1[n — nol = (n — ng)x1[n — ne) # 1y2[n),

y por lo tanto concluimos que este sistema no es invariante en el tiempo.
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Figura 1.9: Sistema inestable

Un sistema lineal en el tiempo continuo o discreto, es aquel que posee la importan-
te propiedad de superposicion: si una entrada consiste de la suma ponderada de varias
sefales entonces la salida es solo la superposicion, es decir, la suma ponderada de las
respuestas del sistema a cada una de estas sefiales. Mateméticament€, seaiit)

las respuestas del sistema de tiempo continuo a las sefiéleg x» (), respectivamen-

te. Entonces el sistema es lineal si se cumple

= Propiedad de aditividad de un sistema linealla respuesta a&; (t) + z5(t) es

yi(t) + ya(t)

= Propiedad de homogeneidadlLa respuesta az;(t) esay,(t), en dondex es

cualquier constante compleja.

La estabilidad es una propiedad importante de los sistemas. Intuitivamente, un sistema

estable es aquel cuya salida no diverge.

Ejemplo 1.14. Consideremos la situacion ilustrada en la Figura 1.9, esa superficie es
una colina con una pelota en la cresta. Si imaginamos un sistema cuya entrada es una
aceleracion horizontal aplicada a la pelota, entonces el sistema dibujado en la Figura
1.9 es inestable, ya que una pequefia perturbacion en la posicion horizontal de la pelota

provocara que ruede hacia abajo de la colina.

Ejemplo 1.15. Consideremos la situacion ilustrada en la Figura 1.10, la superficie es
un valle con una pelota en la base. Siimaginamos un sistema cuya entrada es una acele-

racion horizontal aplicada a la pelota, entonces el sistema de la Figura 1.10 es estable,
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ya que pequefias aceleraciones horizontales conducen a pequefias perturbaciones en la

posicién vertical.

Figura 1.10: Sistema estable

Un sistema esausalsi su salida en cualquier instante de tiempo depende solo de los
valores de entrada en el tiempo presente y en el pasado. Tal sistema es con frecuencia
llamadono anticipativo ya que la salida del sistema no anticipa valores futuros de la

entrada.

Ejemplo 1.16. EI movimiento de un automdévil es causal ya que no anticipa acciones

futuras del conductor.

1.5. Ecuaciones de diferencias

Una ecuacion de diferencias lineal de oraszon coeficientes constantes tiene la forma

Un41Yktn T Onlkgn—1 + - + G2lp1 + a1y, = g(k),
donde losy; denota los valores de la variable dependiente disgreta el i—ésimo
instante, para=k,k+1,...,k+n.

Seay, = f(z), dondex € Z, entonces

= La primera diferencia dg, es el cambio dg cuandar cambia der ax + 1y se

escribe

Ayx = Yz+1 — Yz-



= La segunda diferencia dg es

A2yx = A(Ayx) = A(szrl - y:ﬂ);
= (yx+2 - y:r+1) - (nyrl - yx>7

= Yzt+2 — 2y:c+1 + Yo

= Latercera diferencia dg, es

A3yx - A(A2yz) = Ayx-i-Q - 2Ayx+1 + Aywa
= (yx+3 - yr+2) - 2(yx+2 - yz+1) + (yz+1 - ym),

= Ygt3 — OYzt2 — Wat+1 + Y-

= Lan—ésima diferencia dg, es
k k!
AFy, = A(AP1y,) = e (1) Y-
Ejemplo 1.17. Consideremos la funciém= 422 — 5, la segunda diferencia es
A2yw = Ay:v—l-l - Ayz

= (Yor2 = Yot1) = Yor1 — Ya)
= [A(x +2)? = 5] — [A(x +1)? = 5] — [4(x +1)? — 5] — [42® — 5]

Mz +22 =5 -4z +1)2+5—4(x+1)2+5+42° -5

4z +2)? — 8(x + 1) 4 422

= 4(z* +4x +4) — 8(2* + 20 + 1) + 42?
= 42% + 162 + 16 — 822 + 162 + 8 + 4z

= 8.

22
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1.5.1. Ecuaciones de diferencias lineales de primer orden con coefi-

cientes constantes

La ecuacion general de diferencias lineal de primer orden con coeficientes constantes
tiene la forma

Y41 = Ayw + B7
con Ay B constantes.

Hay tres casos especiales para la solucion de esta ecuacion.

1. La diferencia de primer orden es una constante; — y, = B (Parad = 1), la

solucion esy, = yo + Bx.

2. La diferencia de primer orden es proporcional a la variable: y,.1 — y. =

ayz+1 (Parad = - y B = 0), la solucién eg, = ()“o.

l—«

3. La diferencia de primer orden es una funcion lineal de la varigble: y,,1 —
Yo = a1 + B (Parad = B = 1), la solucion ey, = (2=)"y0 + 2y, =
()7 -1

l-«a

Ejemplo 1.18. Consideremos la ecuaci®y, ., + 4y, — 3 = 0 con condicion inicial

1 .,
Yo = 5 veamos la solucién del problema.

8Ypr1 + 4y, — 3 =0,

8yw+1 = _4yoc + 3,
3

1
Yot1 =~ 5l + 3

De donde,
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Ejemplo 1.19. Consideremos la ecuaciéw,; — 5y, + 4 = 0 con condicion inicial

yo = 3, entonces veamos la solucién del problema.

OYzr1 — DY +4 =0,

Yry1 = DYr — 4,

4
Yz+1 = Yz — %
B 4
Yz = Yo — BI
Ahora, siyy = 3 entonces la solucion particular es
4
Yp = 3 — ga:

Ejemplo 1.20. Consideremos la ecuaciorty,,; + 3y, = 0 con condicion inicial

Yo = 2, veamos la solucion del problema.

12y$+1 + 3y$ = 0,

12yp 41 = —3Ya,
-1
Yz+1 = Ty:w
_193
Yo = — Yo-

4
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Ahora, siyy = 2 entonces la solucion particular es,
()
1.5.2. Ecuaciones de diferencias lineales de segundo orden con coe-

ficientes constantes

La ecuaciéon general en diferencias de segundo orden con coeficientes constantes se

escribe en la forma

Yzy2 + AYpy1 + By, = g<x)

1. Consideremos primero el caso en gue) = 0, esto es,
Yot2 + AYzy1 + By, = 0.
Para obtener la solucion de esta ecuacion tomamos la ecuacion auxiliar
m2 4+ Am+ B =0

y encontramos sus raices usando la formula de la ecuacion cuadratica

—~A+ /A2 4B

my = )
2

_A— /A2 4B

moy = .
2

Hay tres tipos de soluciones

a) my Y mo son realesy distintas, entonces la soluciornygs: Cym7 + Coms.
b) m, y my son reales e iguales, entonces la solucidongs: Cym* + Com?®.

C) my Yy mgy Son complejasy; = a + bi 'y ms = a — bi, entonces la solucion
es:y, = r*(Cy cos Oz + Cysinfz), donder = v/a? + b2y 0 es el &ngulo tal

guetanf = %.
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Ejemplo 1.21. Consideremos la ecuacion de diferencigas, + 31,11 + 2y, = 0,
con condiciones inicialeg = 2, yy; = 5. La ecuacién auxiliar es?+3m+2 =

0, cuyas raices son

—3+4/37—4-2

my = 9 :—1,
—3—V3 4.2

mo = 9 = —2.

Luego, la solucion general es
Yo = C1(=1)" + Co(=2)".
Ahora, siy, = 2, yy; = 5 entonces
2=C1+ 0y,
5= —1C) — 2C5.
Luego,C; = 1 = (s, por tanto la solucion particular es
v = (=1)" + (-2)"

. Ahora sig(x) # 0 entonces la ecuacion de diferencias no es homogénea y tiene
solucion general),. + y*, dondey* es cualquier solucion particular de la ecuacion

no homogénea. La forma dé depende de(x).

Supongamos C]Uﬁl’) = K es una constante, es deCir,
Yz+2 + Ayx-l—l + By:c =K

y supongamos qug, = z, es la solucién de la ecuacion homogénea, +
Ay..1+ By, = 0. Ahora determinamos la solucién de la ecuacion no homogénea
en la forma

Yo = 2z + La
dondeL es una constante. Luego,

(2z42 + L)+ A(2zg41 + L)+ B(zz + L) = K,

Zypyo + Azzy1+ Bz, + (1+ A+ B)L = K.
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Peroz, s+ Az, 1+ Bz, = 0,yaquez, es unasolucion de la ecuacion homogénea

y
K

L=—" .
1+A+B
Entonces, la solucion de la ecuacion no homogénea es

K

TR AT B

dondez, es la solucion de la ecuacion homogénea correspondiente.



Capitulo 2

La Transformada z

En este capitulo hablaremos de la transformaggresentaremos algunas de sus pro-

piedades mas importantes.

Definicion 2.1. Seax(t) una funcién del tiempo definida patra> 0. Sea la sucesion

x(k) 6 x(kT), conk =0,1,2,..., dondeT es el periodo.

Se define la transformadeaunilateral como

X(z) = 3[z(t)] = 3[z(kT)) = > x(kT)z"*,  con z€C. (2.1)

Cuandal’ = 1 se tiene

X(z) =j3[z(k)] = Y _x(k)z*,  con zeC. (2.2)

Se define la transformadabilateral como

X(z) = 3[a(t)] = 3[z(kT)] = Y_ x(kT)=™",  con zeC. (2.3)

k=—00

Cuanddl’ = 1 se tiene que:

X(z) =3[z(k)] = > a(k)z™*,  con zeC. (2.4)

28



2.1. Transformadaz de funciones elementales

1. Funcidén escaldén unitario:

Figura 2.1: Funcion escalon unitario.

La transformada dez(t) es

X(z) = 3[z(t)] = 3[1] Definicion de la funcion
=> k=) "t Definicion de la transformada
k=0 k=0
=14z 2242784 Definicion de sumatoria
1 L . .
=7 - Aplicacion de la serie geométrica
J— Z_

z
z—1

Multiplicando porE
z

Luego, la transformadade la funcidon escalon unitario es,

z—1
2. Funcion rampa:
t, si t>0,

0, si t<O.
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Figura 2.2: Funcién rampa.

La transformada dex(t) es
X(2) = 3lx(t)] = 3lt]
= Z kTz7*
k=0
=T Z kz7*
k=0

=T(z ' +2:724+32"

~Ta %

Tz
(- —1p

3.

Definicion de la funcion

Definicion de la transformada

Propiedad de sumatoria

) Definicion de sumatoria

Aplicacion de la serie geométrica

2
T z
Multiplicando por;

Luego, la transformadade la funcién rampa es

3. Funcion polinomial:

Tz
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La transformada dex(t) es

X (2) = 3[z(t)] = 3]a"] Definicion de la funcién
= a(k)zF=> a'z" Definicion de la transformada
k=0 k=0
=1l4azt+a*z 2 +a’z 4+ Definicion de sumatoria
1 . . . .
= — Aplicacion de la serie geométrica
1—az!
S Multiplicando porE
Zz—Q z

Luego, la transformadade la funcién polinomial es

z

X(z)=

z—a
. Funcién exponencial:

e, si t>0,

0, si t<O.

Figura 2.3: Funcion exponencial
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La transformada dex(t) es

X(2) =3[e™™] Definicion de la funcién
= e Definicion de la transformada
k=0
=14e Tyt pe20Ty=2 e80T =3 . Definicién de sumatoria
1 ., . o
=—— Aplicacion de la serie geométrica
1 —ealz-1
T z
= LT Multiplicando por—
z—e z

Luego, la transformadade la funcién exponencial es
Z
X(z2) = pap—
5. Funcion senosoidal:

sin(wt), si t>0,
x(t) =
0, si t<O0.
Observemos que la transformadée la funcion exponencial es
—at] — 1
1—e9Tz"1

y que la funcionsin(wt) se puede escribir como

3le

? (eiwt _ e—iwt) ]
?

Entonces, la Transformadade z(t) es

sin(wt) =

X(z) = 3lsin(wt)],

1 1 1
- 2; \ 1 — etwt y—1 1 — e—twty—1 )’

B 1 (eiwt _ efiwt)zfl
T 9\ 1 = (emt _ e—iwt)z—l 4227




2z~ tsin(wT)

T 120! cos(wT') + z=2’

zsin(wT)
22— 2zcos(wT) +1°

Luego, la transformadade la funciorsin(wt) es

zsin(wT)
X(z) = :
(2) 22 — 2z cos(wT) + 1
6. Funcion coseno:
cos(wt), si t>0,
z(t) =

0, si t<O.
Recordemos queos(wt) = 1(e™* + e~*). Si procedemos de forma similar a
la usada para encontrar la transformadse la funcionsin(wt), tenemos que la

transformada dez(t) es

X(2) = gleos(ut)] = Sale™ + ),

1 1 N 1
- 2\ 1 = piwty—1 1 — e—iwty—1 |7

B 1 2 _ (eiwt + efiwt)zfl
o 2 1 — (eiwt + e—iwt)z—l + =2 )

B 1 —z"tcos(wT)
1 —2z"1cos(wT) + 27?2’

2? — zcos(wT)
22 —2zcos(wT) + 1

Luego, la transformadade la funciéncos(wt) es

2? — zcos(wT)

X(z)= :
(2) 22 — 2z cos(wT) + 1

33
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2.2. Propiedades y teoremas importantes de la transfor-

mada z

En esta seccidon presentaremos algunas propiedades y teoremas importantes de la trans-

formadaz.

Teorema 2.1. (Multiplicacion por una constante)Si X (z) es la transformada de
x(t), entonces
3lax(t)] = az[z(t)] = aX(2), (2.5)

dondea es una constante.

Demostracion.

slax(t)] =) ax(t)z™* Definicién de la transformada
k=0
=a) a(t)z" Propiedad de sumatorias
k=0
= a3lz(t)] Definicién de la transformada
=aX(2) Definicion

]

Teorema 2.2.(Propiedad de linealidadpeanz(t) y y(t) funciones que poseen trans-

formadaz y seann y 3 constantes, entonces

slax(k) + By (k)] = asle(k)] + Bsly(k)]. (2.6)
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Demostracion.

[e. 9]

slax(k) + By(tk)] = Z[ax(k) + By(k)]z" Definicion de la transformada
k=0
=> az(k)z "+ py(k)z* Propiedad de linealidad
k=0 k=0

en las sumatorias

=a) ak)z ™+ 8> yk)z " Propiedad en sumatorias
k=0 k=0
= a3[z(k)] + B3ly(k)] Definicion
Il

Ejemplo 2.1. La transformada dex(k + 1) esta dada por

w(k+1)27F,

I
NE

3le(k +1)]

>
Il
o

x(k)sz+17

[
NE

>
I

1

= zz(0) + sz(k‘)z_k — zz(0),

— 23 2(k)= " — 2(0))

k=0

= z[X(2) — z(0)].

Ejemplo 2.2. La transformada dex(k + 2) esta dada por,



= Zx(kz)z_sz,
= 2%2(0) + 222(1)27 ! + Zx(k:)z_kz2 — 222(1)z7,
=22 (Z (k)2 —2(0) — z(1)z 1) )

Similarmente, se puede ver que
sle(k+n)] = 2"X(2) — 2"2(0) — 2" (1) — 2" %2(2) — - —zz(n—1). (2.7)

Teorema 2.3.(Multiplicacién por o*) Siz(k) tiene transformada, entonces

slafx (k)] = 2(a™'2). (2.8)
Demostracion.
slafz(k)) = afu (k)2 Definicién
k=0
= a(k) (a2 Propiedad conmutativa ef
k=0
= X(a'2) Definicion
[

Teorema 2.4.(Teorema de corrimiento 6 de traslacion reaj z(t) tiene transformada

z entonces

i 3[z(t —nT)] = z27"3]x(t)], para n=0,1,2,....

|
—

i, 3la(t +nT)] = 2"[3[x(t)] — 3 (kT)2z7", para n=0,1,2,....

B
I

36



Demostracion.

Ejemplo 2.3. Sea

| |
i\
H

k‘
~
+

3

’ﬂ

t>0,

t<0.

37



Para encontrar la transformada dew(t) utilizaremos el teorema de traslacion real.

slult —2T)] = =7*3[u(?)],

Luegoslu(t — 2T)] = 2.

z

Teorema 2.5.(Teorema de traslacion compleja)
Siz(t) tiene transformada entonces

(at)

8
—~
-
=
I
fa
N
@

Q
N
~—

3le” (2.9)

Demostracion.

sle@a(t)] = 3 w(kT)e 757,

Ejemplo 2.4. Seax(t) = te~*, notemos que

Tzt

3t = A= X(2).

Ademas, utilizando el teorema de traslacion compleja tenemos

Tefatzfl

jlte™] = X (ze") = (1= caiz-1)2

Ejemplo 2.5. Seaz(t) = e “cos(wt), para encontrar su transformadanotemos que

2% — zcos(wT)

3leos(wT)] = 22 —2zcos(wT) + 1

Ademas, utilizando el teorema de traslacion compleja sustitui@fégor z, entonces

Z2e?t — ze cos(wT)

z2e2at — 2zet cos(wT) + 1

3le cos(wt)] =

38



39

Teorema 2.6.(Teorema del valor inicial)
SiX(z) =3[z(t)] yel lim X(z) existe, entonces el valor inicial d€0) dex(t) 6 z(k)
esta dado por

z(0) = lim X(2). (2.10)

Z—00

Demostracion.Para demostrar este teorema notemos que

=2(0)+ 21zt +2(2)z 2 + -

Haciendo quez — oo en la Ultima ecuacion, obtenemos la ecuacion (2.9). El com-
portamiento del signo en la region de= 0 0 £ = 0 puede estar determinada por el

comportamiento d&(z) cuandoz = oc. O

Ejemplo 2.6. Determinemos:(0) sabiendo que la transformadade x(t) es

1—(1—aT)e *Tz71

X(z) = (1 —ealz=1)2

Usamos el teorema del valor inicial y obtenemos

1 —(1—al)e T2
2(0) = 1m L= =aT)e

=1.
2Z—00 (1 —e—aT»-1 )

Luego, el valor inicial dex(t) esz(0) = 1.

Teorema 2.7.(Teorema de Convolucion Real)

Sean las funciones (t) y x»(t), donde

0, parat <0,
0, parat<D0.
Supongamos qua (t) y z»(t) tienen transformada igual a X;(z) y X»(z) respectiva-

mente. Entonces,

X ( 3D wi(hT)as(kT — BT | . (2.11)
k=0
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Demostracion.

00 k
DY ar(hT)an (kT — hT)z~
k=0 h=0

[ O INe o]

3[i (W) ao (kT — hT)

w1 (hWT)zo (kT — hT)z "

k=0 h=0
donde sabemos que(kT'—hT') = 0 parah > k. Ahora definimosn = k—h, entonces

o0

Z x1(h Z xo(mT)z™™

m=—h

k
3 [Z 21 (hT)azo(kT — hT)
h=0

Ademés,(mT) = 0 param < 0y de esta Ultima ecuacion obtenemos

le (hT)z Za:z (mT)z

k
[Z 21 (WD) a9 (KT — hT)
0

El siguiente teorema se utiliza para obtener la transformattados secuencias.

Teorema 2.8.(Teorema de Convolucion Compleja)

Supongamos que (t) Y z2(t) son dos secuencias cén< 0y

Xi1(2)
Xa(2)

3lz(t)],  paralz| > Ry,
3lza(t)],  paralz| > Ry,

dondeR; y R, son dos radios de convergencia absoluta parék) y =, (k), respecti-

vamente. Entonces,el producto de dos transformagds) y x, (k) esta dado por

sl (B)ea()] = % 75 E1X(6) X1 (6 2) e, (2.12)

dondeR; < [¢| < |z|/R;.
Demostracion.Para demostrar este teorema tomamos la transformdéa; (k) (k)

sler(B)za (k)] =y (k)wa(k)z . (2.13)



Las series en la parte derecha de la ecuacion (2.13) convergen|par®, dondeR es

el radio de convergencia absoluta parék)xs(k) y de la ecuacion

37X (2)] = 2 (kT) = 2(k),

1
= — ¢ X(2)z" dz,
277] C

en donde&”' es un circulo con centro en el origen del plartenemos
rak) = 5 Xa(2) 1,
27Tj C

1
-2 Jo

Xo(€)EFde.

Luego, sustituimos la ecuacion anterior por la ecuaciéon (2.13) y se tiene

slma(b)a(h)] = 5 § €160 Y (k) (€12~

Como .
D (k) (€)= Xi(¢ ),
k=0

entonces,

sl (K)za (k)] = % 75 X (6) X, (67 ) e,

dondeC es un circulo con centro en el origer ysta en la regién dada pgt > Ry y

|72 > Ry 0 equivalentement®, < [{| < %\_ -

Teorema 2.9. Seanz; (k) y zo(k) dos secuencias que tienen por transformadas

funcionesX; (z) y X»(z) respectivamente, tales que

Xi(z) =3[z (K)], 2] > Ry,
Xo(2) = 3[z2(K)],  [2] > Re.
Entonces,
- 2 1 -1 -1
> a’(k) = %7{2 X(2)X (2 '2)d=. (2.14)
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Demostracion.Por hipétesis sabemos que las secuengiéls) y x»(k) tienen transfor-

madaz y ademas que

X1 (Z)
XQ(Z)

slea(R)l, [ > B
slea(R)] [2] > Ry

y lainecuacionk, < || < }'.Tzl‘ se satisface pata| = 1, es decirR; < [£] < Ril.

Entonces, sustituimds| = 1 en la ecuacion

sliea (k) s (k)] = % f E1X,(6) X, (6 2)de

y obtenemos la siguiente ecuacion

sler(B)aa(k)]jsm1 = > 1 (k)aa(k),
k=0

1

- 75 71X (€) X, (€1 2)de.

Si colocamos: (k) = x2(k) = z(k) en esta ecuacion, se obtiene

> ak) = 5 FEXOX(E e,
1

= 27 : X (2)X (27 2)dx.

Esta ecuacion es el teorema de Parseval. Este teorema es usado para obtener la suma de
22(k). O



N° x(t) x(kT) o xz(k) X(z)
1
1. 1(t) 1(k) ——
—at —akT 1
2. (& a (& a 176_aTZ_1
Tz~ 1
3. t kT (1_271)2
T2 —1 1+ —1
4, 2 (KT)? e
T3 —1 1+4 —1 -2
5. 3 (KT)? e
_ —at _ —akT (1—e M)zt
6. 1 e a 1 (& a (1_z71)(1_67aTZ71)
_ _ _ _ —aT _ ,—bty,—1
7 | e—at _ bt o—kT _ ,—bkT (1—e£6aTz—1)6(1—)eZ_bTZ_1)
_ _ —aT ,—1
8. te—at kTe kT (17:2_&7@_1)2
B _ 1— T —aT ,—1
9. | (1—at)e ™ (1 —akT)e akT ((11jea_a)fz_1)22
_ _ T2 —aT 1 —aT ,—1\,—1
10. t2e—at (KT)2e—akT £ (1£et:Tz—f)3 )z
_ _ T— —aT _—aT _ T —aT\,—171,—1
11. | at—1+e @ akT — 1+ e~ okT [(aT—1+e (17);(11)2(6176_;;;_1) )= L2
. . —lginwT
12. sin wt sin wkT T o Tons w722
11—zt T
13. cos wt cos wkT T2 Toos w12
_ . _ . —aT ,—1 o
14. | e “gsinwt e~ T gin wkT 1—26—aeTz—1Zcos2%$Z—aTz—2
15.| e *coswt e~ T cos wkT 172671,1}6;;1220 ;;C%)T:TQT —
k 1
16. a 1—az—1
17. a1 conk =1,2,3, ... : S
—az
k-1 27!
18. ka (1—az—1)?
2 k 27 Y (14az 1)
19. k“a (1—az"1)3
3k 271 (1+4az"1+a2272)
20 k a (1faz—1)4
4k 27 (1+1laz" 4116222 4+a3273)
21 k a (1_a271)5
22. ak cos kTT 1%
—az
1, £=0
23. 1
0, kK#0
1, n=k
24, zF
0, n#k

Cuadro 2.1: Tabla de la transformada
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Capitulo 3

Transformada z Inversa

La Transformada inversa deX (=) da como resultado la correspondiente secuencia de
tiempoz (k). A partir de la transformadainversa solo se obtiene la secuencia de tiempo
en los instantes de muestreo. Asi, la transformada inversé(dgda como resultado

una unicaz(k), pero no da una unica(t) parat = 0,7, 27, . ..

CuandoX (z), la transformada dex(kT) o z(k), es dada la operacion que determina

laz(kT) o z(k) correspondiente se denomifi@nsformada z inversa

Para calcular la transformadanversa estudiaremos dos métodos

i. Método de la divisiéon directa.

ii. Método de descomposicion en fracciones parciales.

3.1. Meétodo de la divisidon directa

La transformada inversa se obtiene mediante la expansioiXde) en una serie infinita

de potencias de!.
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= 2(0)+ (D)t + (2224 a(k)zF + -

entoncese(kT) o z(k) es el coeficiente del término*. Por consiguiente los valores

dez(kT) o x(k), parak =0, 1,2,..., se pueden determinar por inspeccion.

Aunque el presente método da los valoresdg, =(7"), x(2T), . . . de forma secuencial,

es dificil de obtener una expresion para el término general de ciertos valores.

Las siguientes formulas a veces son Utiles si se reconoce la expresion para una serie
finita o infinita dez~1.

l—az')¥=1-3az"t+3a*272—a%23

Nt =1—-4az"' +6a?272 — 4a®z3 + a2

(
(1-
(1—azHYt=1+azt+ad?22+a®23+az™+- - |z| > 1
(1—az™') 2 =1+2az"'+3a?27%+4a*23 +5a* 24 +- - - 2] > 1
(1—az"1) 3 =1+3az7 ' +6a?272 410’273+ 15a*2"* + - - - 2] > 1
(1—az')™ =1+4az"' +10a%272+20a®2 3+ 35a’z "1 + - - - |z] > 1

Ejemplo 3.1. Sea
1

(z —1)222

Para encontrarz(k) cuandok = 0,1, 2, 3, 4, primero expresamoX (z) en la forma

X(z) =

274 274

X — fr—
(2) (1—2"12 1—2z"142%

ahora dividiendo el numerador entre el denominador se obtiEfe) escrito como un

polinomio enz~*

X(2) =2 +22°+32 0 442774528 ...
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Comparando la serie de expansion infinita¢z) con X (z i z(k)z~*, se obtie-
k=0

ne

z(0) =0

z(1) =0

z(2) =0

z(3) =0

x(4) =1

z(5) =2

z(6) = 3

z(7) =4

z(8) =5

Es decir, que la transformada inversa &€ z) = tiene la forma

1
(z—1)222

0, sik=0,1,2,3
z(k) =
k—3 Sik>4

3.2. Metodo de descomposicion en fracciones parciales

La linealidad de la transformadanos permite utilizar este método para obtener la

transformada inversa deX (z).

Para encontrar la transformad@versa, se emplea la siguiente técnica:

1. EscribaX (z) como una suma de fracciones parciales con coeficientes constantes.
2. Exprese cada fraccion parcial &€ z) como potencias de™!.

3. Obtenga la inversa de cada término con la ayuda de las tablas.



4. Obtengar(k) sumando los términos hallados.

Ejemplo 3.2. Sea

1
(z —1)222

Para encontrarz(k) cuandok = 0, 1,2, 3, 4.

X(z) =

Se expand& (z) en fracciones parciales, y se obtiene

X(2) = =z _11)222,
1 2 1 2
S AR R
272 2271

427242271

- (1 —2z71)2 1 gl

Ahora, calculando la transformadainversa de cada fraccion se tiene:

. 272 L[ 2t k—1, sik=1,273,...
S A= e| T8 P m—ez| T .
(1—271) (1—271) 0, sSik<0
3_1[ 2! ]:5_1{2_1 1 }: 1, sik=1,273,...
1 =2 1=zt 0, sik<o0
Sik=2
Sik #2
sik=1
sik#1

Luego, la transformada inversa deX (z) es

0-0+0+0=0, k=0
0—240+2=0, k=1
x(k) =
1-2+14+0=0, k=2
| k—1-2404+0=k-3, k=345 ..

a7



Por lo tanto,

(k)

0, k=0,1,2,3
k—3, k=4,506,...
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Capitulo 4

Aplicaciones de la Transformadaz

4.1. Solucidén de ecuaciones de diferencias

Recordemos que una ecuacién de diferencias lineal de arden coeficientes cons-

tantes tiene la forma

An+1Yk+n + AnYk+n—1 + -+ A2Yk+1 + MYk = g(k)

Una ecuacion de diferencias puede interpretarse como la ecuacion que rige un sistema
de datos muestreados donde lgs, coni = k,k + 1,...,k + n son los valores de
las sefiales de salida del sistema correspondientes a intervalos de Tiefapo; con

i=0,1,2,3,...,n son constantes y(k) es una sefial de entrada del sistema.

La transformada es usada para solucionar ecuaciones de diferencias lineales.
Ejemplo 4.1. Considere la ecuacién de diferencias de segundo orden,
z(k+2)+0,5z(k + 1) +0,22(k) = u(k)

donde
u(k) =us(k)=1 para f=0,1,2,3,...

Las condiciones iniciales d&gk) sonz(0) = 0y z(1) = 0. Aplicamos la transformada
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z en ambos lados de la ecuacion, y obtenemos,
(22X (2) — 222(0) — 22(1)] + 0,5[2X (2) — 22(0)] + 0,2X (2) = U(2)
La transformada dewu (k) = % . Sustituimos las condiciones inicialesdg) y U(z)

en la ecuacioon anterior y solucionamos pa¥dz), y se obtiene,

z

X(z) = (z—1)(22 + 0,52+ 0,2)

Aplicando el método de expansion en fracciones parciales se tiene,

X(z) 0,588 1,036,712 1,036,071:253
z  z—1 z+025+50,37 z+0,25—;50,37

Donde los exponentes en los coeficientes del numerador estan en radianes. Aplicando

la transformada: inversa deX (z), resulta,

I(k?) — 0,588 o 1,036(0,447)k[Q_j2’165k_1’283 4 Qj2,165k—1,283]

— 0,588 — 2,072(0,447)% cos(2,165k — 1,283) con k>0

4.2. Analisis y caracterizacion de los sistemas LTI usan-

do la Transformada z

La transformada es importante en el analisis y representacién de los sistemas LTI
de tiempo discreto. Partiendo del teorema de convolucion, darde, Y (z) son las
transformadas de la entrada, salida y respuesta al impulso del sistema, respectivamente.

H(z) es una funcion de transferencia o la funcion del sistema.

Para los sistemas caracterizados por ecuaciones lineales de diferencias con coeficien-
tes constantes, las propiedades de la transformgutaveen un procedimiento muy
conveniente para obtener la funcion de transferencia, la respuesta en la frecuencia o la

respuesta en el dominio del tiempo del sistema.
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Ejemplo 4.2. Consideremos el sistema LTI en el cual la entradia y la saliday[n]
satisfacen la ecuacion en diferencias lineal con coeficientes constantes

y[n] — %y[n — 1] =z[n] + %x[n —1].

Aplicando la transformada en ambos lados de la ecuacién, y usando la propiedad de

linealidad y la propiedad de desplazamiento en el tiempo, obtenemos
1 _ L
Y(z) — 57 1Y[z] = X[2] + 37 1X[z]

1+35271
Y(z) = X[Z][l——%z*l

y por la propiedad de convolucién tenemos,

]

Y(z) 143271

H(z) = X(z) 1- s271

Esta proporciona la expresion algebraica @&z) pero no la region de convergencia.

De hecho hay dos respuestas al impulso distintas que son consistentes con la ecuacién
de diferencias inicial, una derecha y otra izquierda. De modo que , hay dos posibles
selecciones difrentes de la region de convergencia asociada con la expresion algebraica
final. Una | z |> 1 est& asociada con la suposicion de dqije] es una sefial derecha

ylaotra| z |< 1 estd asociada con la suposicion de de] es una sefial izquierda.

Para el caso méas general de una ecuacién de diferencias de/drdenprocede de
igual forma que en el ejemplo anterior, aplicando la transformagtaambos lados de
la ecuacién y usamos las propiedades de linealidad y desplazamiento en el tiempo. Por
consiguiente, consideramos un sistema LTI para el cual la entrada y la salida satisfacen

una ecuacion lineal en diferencias con coeficientes constantes de la forma

N N
Zaky[n — k| = Zbkx[n — k|
k=0 k=0

luego,

N N
Z arz Y [2] = Z bz X |[z]
k=0 k=0
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© N N
Y[z] Z arz " = X[z] Z bz F
k=0 k=0
de modo que
N —k
H[Z] — Y(Z) o Zk:o ka

X(2)  yake

Observemos en particular que la funcién de transferencia de un sistema que satisface
una ecuacion en diferencias lineal con coeficientes constantes siempre es racional. Mi-
rando el ejemplo anterior la ecuacién por si misma no nos brinda informacion acerca
de la region de convergencia asociada con la expresion algelifgida Sin embar-

go, una restriccion adicional como la causalidad o la estabilidad del sistema, sirve para

especificar la regién de convergencia.

La transformada de tiempo discreto permite reemplazar las operaciones en el dominio
del tiempo tales como la convolucion y el desplazamiento en el tiempo, con operaciones
algebraicas. El empleo de la transformadaara convertir descripciones de sistemas a
ecuaciones de dieferencias algebraicas también es Gtil en el analisis de las conexiones
de sistemas LTI, como conexiones en serie, paralelo y retroalimentadas. Por ejemplo
consideremos una conexion retroalimentada de dos sistemas como se muestra en la fi-
gura 4.1. Es dificil determinar en el dominio del tiempo la ecuacion en diferencias o la
respuesta al impulso del sistema total. Sin embargo con los sistemas y las secuencias
expresadas en términos de su transforma@handlisis involucra sélo ecuaciones alge-
braicas. Las ecuaciones especificas de las conexiones de la figura 4.1 son exactamente
iguales a las ecuaciones, con el resultado final de que la funcion de transferencia total
del sistema retroalimentado de la figura 4.1 es

Y(Z) _ (Z) _ Hl(’Z)
X(z) 1+ Hy(2)Hy(2)

Un sistema LTI representado por una ecuacion lineal en diferencias finitas se transforma

por medio de la transformadeaen
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1[n] H[n] y1[n]
x[n| —— - = y[n]
Yo [n} H. 2 [n]
ha[n]

Figura 4.1: Conexion retroalimentada de dos sistemas

gue es laley de Ohm generalizada. A la relacion entre la salida y la entrada del sistema

se le llama transferencid (z).
Y(2)
X(2)

La solucion general del sistema es la convolucion:

H(z) =

X[n] ———= Hin] — Y[n]

Figura 4.2: Sistemade transferenéid)

yln] = x[n] x hin]

Ejemplo 4.3. Resolver el circuito de la figura carin] = u[n].

La ecuacion del circuito es:

yln] = zln] +ayln —1]  z[n] = uln]



Figura 4.3: Circuito

Despejamos|n]
yln] — ay[n — 1] = 2[n]

Ahora aplicamos la transformadaen ambos lados de la ecuacion y obtenemos,

Y(z)zl_ll_g
IR

Aplicando el teorema de convolucion, pargs 1

Y(Z) - 1 i 11 i a
y[n] = Z a"ulklu[n — k]

yln) = d*ulklun — k| =1+a+a’+d* +a* + - +a"" +a"
k=0
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