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RESUMEN

TITULO: OPERADORES NUCLEARES Y OPERADORES COMPACTOS.?
AUTOR: HOLMAN ALEJANDRO PEREZ AYALA 2

PALABRAS CLAVE: OPERADOR NUCLEAR; OPERADOR COMPACTO);
PRODUCTO TENSORIAL INYECTIVO; PRODUCTO TENSORIAL PROYEC-
TIVO; ESPACIOS C(Q).

DESCRIPCION:

En 1955 el matemdtico Alexander Grothendieck introduce los operadores nuclea-
res en su articulo Produits tensoriels topologiques et espaces nucléaires, con el fin
de generalizar los operadores de clase-trazo definidos en espacios de Hilbert. Una
serie de trabajos a partir de entonces centraron su atencion en el estudio de los
operadores nucleares definidos en espacios de funciones.

Este trabajo consiste en estudiar algunos conceptos y definiciones sobre operado-
res nucleares relacionandolos con la teoria de operadores compactos. En el primer
capitulo se abordardn algunos resultados previos necesarios en el desarrollo del
proyecto en capitulos posteriores, por ejemplo teoremas fundamentales sobre ope-
radores compactos, forma polar de un operador y la integral de Bocnher.

En el segundo capitulo se definird el concepto de operador nuclear y de norma nu-
clear, se presentan y demuestran una serie de teoremas que muestran la relacion
existente entre los operadores nucleares y los operadores compactos y se estudian
los operadores nucleares en espacios de Hilbert.

En el tercer capitulo se establece la teoria necesaria para la demostracion del
teorema principal, el cual es la no existencia de un isomorfismo entre el espa-
cio N(C(Q)) (espacio de operadores nucleares sobre C(Q)) y un subespacio de
K(C(Q")) (espacio de operadores compactos sobre C(Q')), siendo Q y Q' espacios
métricos compactos y numerables.

ITrabajo de grado
2Facultad de Ciencias. Escuela de Mateméticas. Director: Dr. Ronald Eduardo Paternina
Salguedo



ABSTRACT

TITLE: NUCLEAR OPERATORS AND COMPACT OPERATORS.?
AUTHOR: HOLMAN ALEJANDRO PEREZ AYALA *

KEYWORDS: NUCLEAR OPERATOR; COMPACT OPERATOR; INJECTL-
VE TENSORIAL PRODUCT; PROJECTIVE TENSORIAL PRODUCT; SPA-
CES C(Q).

DESCRIPTION:

In 1955 Alexander Grothendieck introduced the nuclear operators in his article
Produits tensoriels topologiques et espaces nucléaires, in orden to generalize the
trace-class operators defined in Hilbert’s spaces. A number of works thereafter fo-
cused their attention on the study of nuclear operators defined in function spaces.

This work consists on the study of some concepts and definitions about nuclear
operators in relation to the theory of compact operators. The first chapter will
address some preliminary results necessary in the development of the project in
later chapters, for example, fundamental theorems about compact operators, polar
form of an operator and the Bocnher’s integral.

In the second chapter we will define the concept of nuclear operator and nuclear
norm, we present and proof a series of theorems that show the relationship between
nuclear operators and compact operators and study nuclear operators in Hilbert’
spaces.

The third chapter establishes the theory necessary for the proof of the main theo-
rem, which is the non-ezistence of an isomorphism between the space N (C(Q))
(space of nuclear operators on C(Q)) and a subspace of K(C(Q')) (space of com-
pact operators on C(Q')), where Q and Q" are contable compact metric spaces.

3Bachelor Thesis
4Facultad de Ciencias. Escuela de Mateméticas. Director: Dr. Ronald Eduardo Paternina
Salguedo
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INTRODUCCION

Los operadores nucleares fueron introducidos primero bajo el nombre de opera-
dores de clase-trazo cuando R. Schatten y John von Neumann investigaron la
pregunta de cuales funciones lineales continuas en un espacio de Hilbert determi-
nan un trazo significativo. Sin embargo, la extension de estas ideas a espacios de
Banach fue liderada por Grothendieck en 1955 (ver [8]).

Grothendieck define un operador nuclear entre dos espacios de Banach X e Y y
describe el espacio de los operadores nucleares N'(X,Y'). Grothendieck demuestra
que todo operador nuclear es compacto es decir que N'(X,Y) C K(X,Y) y propo-
ne el problema de determinar si existen espacios de Banach X e Y de dimensién
infinita tal que todo operador compacto T : X — Y es nuclear. No en tanto, ya
existian algunas respuestas negativas para este problema en algunos casos parti-
culares de espacios de Banach X e Y. Por ejemplo, Dvoretzky y Rogers estudian
el problema en el caso X = ¢y e Y es un espacio de Banach, demostrando que
existe un operador compacto no nuclear 7" : cg — Y.

Podemos destacar también el trabajo de W. Jonhson en 1974 que demuestra que
si X e Y son espacios de Banach con estructura incondicional local entonces existe
un operador compacto no nuclear 7': X — Y. A partir de este resultado apare-
cen multiples relaciones importantes entre los espacios de operadores nucleares y
los espacios de operadores compactos.

A lo largo del tiempo se transforma un poco el interes hacia el estudio de las
relaciones geométricas entre estos conjuntos, es decir, en demostrar que si X es
un espacio de funciones continuas en un intervalo de ordinales enumerables (1, a),
(X = C(«a)) entonces no existe un isomorfismo entre el espacio de operadores
nucleares y un subespacio de los operadores compactos, siendo este el objetivo
principal de este trabajo.

El estudio de los operadores compactos surgioé gracias a la teoria de las ecuaciones
integrales de la forma

(T — M)x(s) =y(s) donde Tx(s)= / k(s,t)x(t)dt (1)

con A € C parametro complejo, con el kernel k e y funciones dadas (sujetas a
ciertas condiciones), y = la funcién desconocida. Estas ecuaciones las cuales se
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encuentran en la teorfa de ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales poseen
la sorprendente propiedad descubierta por D. Hilbert (1912) que la solubilidad de
(1) (Teoria de Fredholm) no depende de la existencia de la representacion integral
de (1) si no solo de la hipotesis que T en (1) sea un operador lineal compacto.

Para un operador lineal compacto, la teoria espectral queda totalmente desarrolla-
da en el sentido de la teoria de Fredholm de las ecuaciones integrales y puede ser
extendida a una ecuacién funcional lineal Tx — Ax = y con un parametro complejo
A. Esta teoria generalizada recibe el nombre de Riesz-Schauder; F. Riesz(1918) y
J. Schauder (1930).
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Capitulo 1

PRELIMINARES

1.1. OPERADORES COMPACTOS

Definicién 1.1.1. (Operador Compacto) Sean X y Y espacios de Banach, un
operador lineal T € L*(X,Y) es Compacto o Completamente Continuo si
para cada subconjunto acotado M de X, la imagen T'(M) es relativamente com-

pacta en'Y, esto es, la clausura T(M) es compacta.

El conjunto de todo los operadores compactos entre los espacios X y Y se notara
por K£(X,Y), cuando X =Y por simplicidad se escribira K(X). Se presentaran
ahora criterios de compacidad para un operador T' € L*(X,Y).

Teorema 1.1.1. (Criterio de Compacidad) Sean X y Y espacios de Banach
y T un operador lineal T € L*(X,Y). Los siguientes enunciados son equivalentes.

(i) TeK(X,)Y).
(i) T(Bx) es relativamente compacto en Y.
(#ii)  Para toda sucesion acotada (xy,)nen en X, la sucesion (Tx,,)nen admite una

subsucesion convergente.
(Ver [15], Proposicion 4.2.2 pag 186)

El nombre compactos se debe a la naturaleza de su definicién, completamente
continuos es debido a que todo operador compacto es continuo aunque su recipro-

€O no es cierto.
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Teorema 1.1.2. Sean X, Y espacios de Banach, si T € K(X,Y) entonces
T € L(X,Y) y por tanto T es acotado (ver [18|, Teorema 7.2 pag 206).

Observacion 1.1.1. No todo operador continuo es compacto, esto sucede si la
dim X = oo y T es el operador identidad. En efecto, dado que Bx es acotado y
por el hecho de la no compacidad de Bx ; asi, Ix(Bx) = Bx = Bx no es compacto
(ver [11], Lemma 8.1-2 pag 406).

Teorema 1.1.3. Sean X, Y y Z espacios de Banach. Entonces

(i) Si1S,TeKKX,Y)ya, B€R, entonces aS + ST es compacto. Esto es,
K(X,Y) es subespacio de L(X,Y).

(ii) SiSeL(X,)Y)yTeL(Y,Z)y al menos un operador S 6 T es compacto,
entonces T o S es compacto.
(Ver [18], Teorema 7.3 pag 206)

Observacion 1.1.2. Como el operador identidad Ix mo es compacto cuando
dim X = oo, a partir de aqui notemos que si T € K(X), entonces T no es in-
vertible. En efecto, supongamos que el operador T es invertible, luego el operador
Ix =T~ 'oT debe ser compacto por el teorema anterior, lo que contradice el hecho
de la no compacidad del operador identidad.

Teorema 1.1.4. Sean X, Y espacios de Banach y'T € L(X,Y), entonces

(i) SiTeL/(X,Y) entonces T € K(X,Y).
(1) Sidim X ¢ dimY es finita entonces T € K(X,Y).
(Ver [11], Teorema 8.1-4 pag 407)

Ahora presentamos una propiedad importante de la imagen directa de los opera-
dores compactos.

Teorema 1.1.5. Sean X, Y espacios de Banach. Si T € K(X,Y) entonces T'(X)
y T'(X) son separables (ver [18], Teorema 7.8(b) pag 208).

13



En el siguiente teorema se considera una manera de demostrar que un operador
dado es compacto, la cual es de gran importancia en un desarrollo posterior de la
teoria.

Teorema 1.1.6. Si X, Y son espacios de Banach y (Ty)ren €S una sucesion en
K(X,Y) la cual converge al operador T' € L(X,Y), (convergencia uniforme, es
decir, |Ty, — T'|| — 0), entonces T € K(X,Y). Esto implica que K(X,Y) es ce-
rrado en L(X,Y) (ver [11], Teorema 8.1-5 pag 408).

Como consecuencia directa del Teorema 1.1.6 tenemos que los operadores de ran-
go finito son densos en K(X,Y"), lo cual se presenta en el siguiente corolario.

Corolario 1.1.1. Sean X, Y espacios de Banach, y sea (Ty)ren una sucesion en
LI(X,)Y) la cual converge a T € L(X,Y), entonces T € K(X,Y)

El siguiente teorema el cual relaciona a los operadores compactos con su operador
adjunto, es otra caracterizacion para ellos.

Teorema 1.1.7. (Schauder) Sean X y Y espacios de Banach y T € L(X,Y).
Entonces T € K(X,Y) si y solamente si T* € K(Y', X") donde T* es el operador
adjunto asociado a T (ver [1], Teorema 6.4 pag 159).

Ahora daremos otra caracterizacion de los operadores compactos en el caso que
esten definidos en espacios de Hilbert.

Teorema 1.1.8. Sean H e T espacios de Hilbert. Un operador lineal T € K(H,Z)
sty solo si transforma sucesiones débilmente convergentes en sucesiones fuerte-
mente convergentes ( ver [15], Teorema 4.2.3 pag 187).

A continuaciéon presentamos ejemplos clasicos de operadores compactos.

Ejemplo 1.1.1. El operador T € B({s) definido por T(a,) = (n"'a,) es operador
compacto (ver [18|, Ejemplo 7.11 pag 210).

14



Ejemplo 1.1.2. Sea K : R? — R wuna funcion real continua definida para
—00 < a < x,y < b < +oo. Entonces el Operador Integral T € L(Cla,b])
definido por

Tf(z) = / K (2. 9) (y)dy (L1)

es un operador compacto (ver [24], Ejemplo 1. pag 277).

1.2. FORMA POLAR DE UN OPERADOR

Todo nimero complejo z se puede expresar como z = |z|w, donde w es un nu-
mero complejo tal que |w| = 1. Los operadores compactos en espacios de Hilbert
cumplen una propiedad similar.

Definicion 1.2.1. Un operador T en un espacio de Hilbert H es hermitiano si
T* =T, donde T* es el operador adjunto de T

Definicion 1.2.2. Un operador T en un espacio de Hilbert H es positivo si
(T'x,z) > 0 para todo x € H.

Observacion 1.2.1. Observemos que si T € L(H,Z) donde H e L son espacios
de Hilbert, entonces S = T* oT" es un operador hermitiano positivo en H donde
T* es el operador adjunto de T' en espacios de Hilbert. En efecto, S* = (T*oT)* =
T*oT* =T*oT =S y(Sx,x) = (T* o Tx,z) = (Tx,Tx) = ||Tz|* > 0 para
todo v € H.

Definicion 1.2.3. Sea ‘H un espacio de Hilbert, S y T operadores hermitianos en
L(H), definamos la relacion S X T si y solo si T — S es positivo.

Observacion 1.2.2. La relacion definida anteriormente es una relacion de orden
parcial en el conjunto de los operadores hermitianos.

Definicion 1.2.4. Si T > 0 diremos que el operador U es una raiz cuadrada
deT siU?=UoU=T yU = 0.

15



Observacion 1.2.3. Es posible demostrar la existencia y unicidad de la raiz cua-
drada positiva para todo operador hermitiano y positivo T', el cual se denotard Ts.

Proposicion 1.2.1. La raiz cuadrada de un operador hermitiano y positivo es un
operador hermitiano positivo (ver [15], Proposicion 4.6.2 pag 212).

Definicion 1.2.5. Sean H e I espacios de Hilbert y W € L(H,Z). Diremos
que W es una tsometria parcial si preserva las normas de los elementos en
G = (Ker(W))*. Es decir, |Wgllz = |lgllx para todo g € G.

Observacion 1.2.4. Si W es una isometria parcial, entonces |[W|| = 1.

Definicion 1.2.6. Sean H e I espacios de Hilbert y T € L(H,T), el mddulo de
T es el operador (T* o T)z € L(H), el cual se denotard por |T)|.

Mostraremos ahora algunas propiedades del médulo en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.2.2. Si T € L(H,I), entonces |T| posee las propiedades siguien-
tes;

(i) |T| es un operador hermitiano y positivo de H en H.
(i) |Tz| = |||T|x|| para todo x € H.

(i11) Ker(T) = Ker(|T|) y (Ker(T))* =|T|(H).

(iv) T es compacto si y solo si |T| es compacto

(v) SiS=|T|, entonces |S| = |T.

(

Ver [15], Proposicion 4.6.4 pag 213)

Ahora se presenta el Teorema de la descomposicion polar de un operador lineal
continuo.

Teorema 1.2.1. (Descomposicion polar). Sean H e I espacios de Hilbert y
T € L(H,T). Entonces existe una tinica isometria parcial W € L(H,T) tal que
T =W o|T|. Ademds;

(i) Ker(W)= Ker(T) = Ker(|T|). L

(i) (Ker(W))* =I[T|(H) vy WH)=TH).
(Ver [15], Teorema 4.6.5 pag 214)

16



Por dltimo presentamos propiedades adicionales

Proposicion 1.2.3. Sea T € L(H) y T = W o |T| la descomposicion polar de T,
entonces;

(i) W*oW = P donde P es la proyeccion ortogonal de H sobre |T'|(H).
(it) WoW*=Q donde Q es la proyeccion ortogonal de H sobre m
(i) |T|=W+*oT.

(i) T*=|T|oW™

(v) |T*|=Wo|T|oWH*.

(Ver [15], Proposicion 4.6.6 pag 215)

1.3. INTEGRAL DE BOCHNER

La integral de Bochner extiende la definiciéon de la integral de Lebesgue a fun-
ciones que toman valores en un espacio de Banach y se define como el limite de
integrales de funciones simples.

Definiciéon 1.3.1. Sea (2,3, 1) un espacio de medicion y B un espacio de Ba-
nach, una funciton simple es cualquier suma finita de de la forma

s(x) = Z X5 (2)bi,

donde los E; son elementos disjuntos de la o-dlgebra X, los b; son elementos
distintos de B, y xg es la funcion caracteristica de E.

Si u(E;) y b; # 0, entonces la funcion simple es integrable y la integral se define
por

/Q s(@)du() = 3 (B, (1.2)

Definiciéon 1.3.2. (Integral de Bochner) Una funcion medible f : Q@ — B es
Bochner integrable si existe una sucesion de funciones simples integrables s, tal
que

17



Ifm / |f — snllpdp =0, (1.3)
n—o0 Q

donde la integral del lado izquierdo es un integral de Lebesque ordinaria.

En este caso, la integral de Bochner se define por

/fd,u: lim [ s,du. (1.4)
Q

n—o0 Q

Una caracterizaciéon conveniente para las funciones Bochner integrables es dado
en el siguiente teorema.

Teorema 1.3.1. Una funcion f : Q@ — B p-medible es Bochner integrable si y
solo si [, || fllpdp < 400 (ver 6], Teorema 2. pag 45).

El conjunto de todas las funciones f : Q0 — B p-medibles y Bochner integrables
se denotara por Ly (u, B).

1.4. RESULTADOS QUE SE UTILIZARAN EN
EL CAPITULO 3

Teorema 1.4.1. Sea I un conjunto infinito. Entonces son vdlidos:

(i) ¢1(T") es isomorfo 6 £1(I") @ ¢1(T").

(ii) co no es isomorfo a un subespacio de ¢1(I").

Demostracion:

(i) Como I es infinito, existen subconjuntos I'; y [y tal que |I'1| = |T'| y [T'2| = |T|
y I' = Iy UTy (ver [20]). También es claro que si |I';| = |I'| entonces ¢1(I") es
isomorfo a ¢;(I'y), vemos que:

18



61(F) - 61(F1 U Fg)
= gl(ljl) EB gl(ljg) ~ 61(1j> GB gl(lj).

(En nuestro caso I' puede ser tomada enumerable y tomar I'; como el conjunto
de los pares y I'y los impares).

(7i) Ver [12]. pag 148.

Teorema 1.4.2. (Pelzynski-Semadeni) Sea K un intervilo de ordinales. Si &
pertenece a C(K)* entonces existen sucesiones (ay)n>1 en R y (tp)n>1 en K tal
que

+o0o +o0
E@) = anllts) vy D lan| < +oo.
n=1 n=1

En particular C(a)* ~ £1((0, a)).
Demostracion: (ver [13], pag 215-217).

Definicion 1.4.1. Si X y X' son dos espacios de Banach, la distancia de Banach-
Mazur entre X y X' es

dX, X') =imf {|T||T"|: T: X — X' es un isomorfismo sobreyectivo} .

Definicion 1.4.2. Si X es un espacio de Banach, decimos que X contiene (7,
uniformemente, si existe una sucesion de subespacios (E,)n>1 de dimension finita
de X tal que

supd(E,, (%) < +oo.

ny» *oo
neN

19



Observacion 1.4.1. En 2], P. Cembranos y J. Mendoza establece una definicion
equivalente a la dada anteriormente. Ellos demuestran que un espacio de Banach
X contiene a (7, uniformemente si y solo si existen sucesiones (Ep)p>1, (fin)nen;
(Un)nen donde E, son subespacios de dimesion finita de X, p, : E, — (% y
v, 2 % — E, son operadores lineales limitados con ||p,] < 1 y ||v,|| = 1 para
cada n € N. Un ejemplo cldsico de un espacio de Banach X que contiene (7,
uniformemente es el espacio X = ({1 ® 2 @& - - @ L D--+)y. Para demostrar
esto basta tomar E, = (2 paran € N y p, = v, = identidad.

La proxima definiciéon nos ayuda a decir cuando un espacio contiene ¢ uniforme-
mente solo calculando un nimero real.

Definicion 1.4.3. Sea p un nimero real positivo con 1 < p < co y X es un
espacio de Banach. Decimos que X tiene cotipo p si existe una constante positiva
C' tal que para cualquier conjunto finito (x;);>1 en X es vdlida:

1
C/
0

donde (7y;)j>1 son las funciones de Rademacher.

> yi(r)zs|| dr > <Z||93j||p) :
=1 =1

Observacion 1.4.2. Suponiendo que 1 < p < oo en (|22], Teorema I1.A.23, pag
98) se demuestra que L, tiene cotipo max{2,p}. En particular ¢, tiene cotipo 2.

Teorema 1.4.3. Sea X un espacio de Banach. Entonces las siguientes afirma-
ctones son equivalentes:

(i) X no tiene cotipo finito
(i) X contiene (7 uniformemente.

Demostracion: (ver 4], pag 299).

20



Capitulo 2

OPERADORES NUCLEARES

En este capitulo estudiaremos algunos resultados sobre los operadores nucleares
definidos en espacios de Banach, comentando las caracteristicas que comparten
con los operadores compactos. Estas condiciones son importantes ya que por lar-
go tiempo los especialistas en esta rama han buscado construir una teoria para
los operadores nucleares que sea semejante a la teoria de los operadores compac-
tos, ya que esta tltima presenta aplicaciones a la teoria de ecuaciones diferenciales.

Utilizaremos la descomposiciéon polar de un operador continuo para caracterizar
a los operadores nucleares en espacios de Hilbert con ayuda de los operadores de
Hilbert-Schmidt, resaltando el origen del concepto nuclear a partir de los opera-
dores de clase-trazo.

En resumen este capitulo es una compilacion de resultados sobre los operadores
nucleares que busca destacar la importancia de estos en anélisis funcional.

2.1. OPERADORES NUCLEARES EN ESPACIOS
DE BANACH

El concepto de operadores nucleares fue introducido a principios de los anos cin-
cuenta por dos razones. Inspirado por la teoria de distribuciones, Grothendieck
trabajando con productos tensoriales de espacios vectoriales localmente convexos,
descubri6 una version abstracta del teorema del nicleo de Schwartz, el cuél expre-
sa que casi todos los operadores que aparecen en andlisis, se pueden representar
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por un nucleo distribucional. Esto explica el término nuclear.

Por otro lado, Ruston (1951) [17] y Grothendieck (1956) |8] extendieron la teoria
de determinantes de Fredholm a operadores en espacios de Banach. Para este fin
necesitaban una clase de operadores mas amplia para la cual el concepto de traza
sea significativo, dando origen a los operadores nucleares de traza cero.

Para un espacio de Hilbert H, la clase de Schatten-von Neumann conocida como
operadores de clase-trazo, resultaba ser apropiada. Luego esta fue la via indicada
para espacios de Banach generales.

Observacion 2.1.1. Sean X y Y espacios de Banach. Si (f)nen ¥ (Yn)nen son
dos sucesiones en X' yY respectivamente tal que S5 || £2]| |yall < 400, entonces

Zf?(ff)yz < Z [ @) il < Z L7 Tl Ty

< (Z [l ||yz'||> [zl para todo x € X y m>n

Por tanto, la ecuacion
Ty = nh—>I20 (Zl fi (a:)yz> ; xr € X, (2.1)

define un operador de X a'Y, dado que este limite converge en la norma de T.

Observacion 2.1.2. No todo operador lineal T' se puede expresar en esta forma.
Esto llevo a Grothendieck a definir los operadores nucleares.

Definiciéon 2.1.1. (Operador nuclear) Un operador T € L(X,Y) es llamado
operador nuclear si existen sucesiones (f)nen ¥ (Yn)nen en X' y Y respectiva-
mente tal que

(1) Te =lmy, oo Y oy [ (2)y,. VreX.
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(1) 202y 131 lymll < oo

Observacion 2.1.3. El conjunto de todos los operadores nucleares entre los espa-
cios X yY se notard por N(X,Y). Cuando X =Y, por simplicidad se escribird
N(X).

Teorema 2.1.1. El conjunto de los operadores nucleares N (X,Y) es un espacio
vectorial normado con la norma ||-|| ., llamada la norma nuclear definida por;

—+00 “+oo
IT]] 5 = f {Z £ ynll = Tz = fr(@)ym, € X} (22)
n=1 n=1

Demostracion:
(N1) Demostremos que si ||T'||ar = 0 entonces T' = 0.

Sea ¢ > 0. Por definicion de norma nuclear existen sucesiones (f)nen v (Yn)nen
en Y tal que

Toe=> fi@y. v > Ifilllyall < oo
n=1 n=1

Ademas

Y I lllynll < Iy +& = 0 +e.

n=1

Luego

< D Illgalllell < ellz]l Vo € X

n=1

17| =

n=1

Asi ||T|| < e Ve > 0. Por tanto T' = 0.

Reciprocamente, suponga que T' = 0. Claramente ||T|| s > 0, entonces > >~ | 6% (2)y,, =
0 y por tanto,
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1Tl <Y 18 llllyall =0 = [ Tllv <O.
n=1
Por tanto || T||x = 0.
(N2) Seal#0,e>0yTeN(X,Y).

Existen sucesiones (f)nen ¥ (Un)nen en X’ e Y respectivamente tal que

Tx—Zf T)yn Y lef gl < ITlln + 7 IM

Ahora

ATx_ZAf Zf 2)z, donde z, = \y, VneN.

Asi por definicion de ||AT||x y dado que > 7 | f*(x)z, es una representacion del

operador \1T" tenemos que

oo . x . e
Tl < 3 18 zall = STl A < (”T” * W) A
n=1 n=1

< TNy +e Ve > 0= [[AT[lx < ATy

Esto muestra que si T es operador nuclear y A # 0 entonces X1 es operador nu-

clear y [ ATl < [T ]Lv.

Reciprocamente. Sea ¢ > 0 por definicién de operador nuclear y de norma nuclear
tenemos que existen sucesiones (f),en ¥ (2n)nen en X’ e Y respectivamente tal

que

o0 ) o

Z => fix)y

>/|>—‘
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SNzl < ATl +

n=1

Asi,

S * 1 = * 1 g
1Tl <> 1l < o > Izl < m||AT||N+ o
n=1 n=1

Por lo tanto ||| 7|y < [|IAT||x + €, esto es [N[[|T|[x < AT || nr-

De lo anterior se tiene que |A|||T||ar = || AT ||

(N3) Sean S y T dos operadores nucleares, y sea € > (. Por definiciéon de

||S||N Yy ||T||/\/ existen sucesiones (g;;)nENa (f;)nEN en X'y (Zn)nENa (yn)neN en Y
tal que

“+oo —+00
To=> fi@)yn v St=> gi(x)z,
n=1 n=1

con

+00 +oo
. 3 . £
> llgallllzall < 1S la + 5 ¥ S UE Myl < 1T + 3
n=1 n=1
Como

“+oo

(S+T)w =Y i@+ gn(@)zm =Y (fr(@)yn + g5 (x)2)

n=1
+o0
= 0 (@)wn,
n=1

con 0 (x) =1y w, = f(x)y, + g;(x)z,. Entonces,

n
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15+ Ty < Z 167, (@) [[{|wall < Z lgnllllznll +Z [ llynll < 1STa +1Tlx +e,

n=1

estoes, |S+T|n < |ISv+ I T||n- m

Veamos ahora que los operadores nucleares comparten propiedades con los opera-
dores compactos presentadas en el Teorema 1.1.3.

Teorema 2.1.2. Sean X, Y y Z espacios de Banach, entonces
(1) N(X,Y) es un subespacio lineal de L(X,Y).

(it) Si S es un operador limitado y T es nuclear entonces S o T es operador
nuclear. También, si T es un operador limitado y S es nuclear entonces S oT es
operador nuclear.

Demostracion:

(i) Sean S, T € N(X,Y) y A € R. Luego existen sucesiones (g5), (f¥) en X'y
(zn), (yn) en Y tales que

+00 +oo
o lgillliznll < 400y DI falllgall < +oo, (2.3)
n=1 n=1
con
+00
Sz=>Y gi(x znyTx—Zf (2.4)
n=1
Como
+00
Mz =AY fx( pRY;
n=1
y ademas
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+0o0o +o00
S I Mall = D £yl < 400,
n=1 n=1

tenemos que AT € N(X,Y).

Por otra parte, definamos h) : X — R tal que h(z) = 1 para todo n € N. Como
todas las funciones h} son continuas (al ser constantes), entonces h’ € X' para
todo n € N. Asi,

+00 +00
(S+T)r=Sr+Ter=> gi(®)za+ > _ f1(@)yn
n=1 n=1

=D (gn(@)za + fr(2)yn)

+00
=" hi(@)(gi(x)z + fi(x)ys) para x € X.

Definamos w,, = (g;:(x)z, + f(2)y,). Asi (w,)nen €s una sucesion en Y, por lo
tanto,

+oo
(S+T)x = Z R (x)w, para z € X.

n=1

También

400 +00 +0o
S o hlllwall = 0lllgi@)za + fi@yall <0G @) zall + 151 ()0l
n=1 n=1 n=1

+00 “+oo
<D lgnllizall + D 1 Mlyall < +oo.
n=1 n=1
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Por lo tanto S+ T € N(X,Y).

(7) Supongamos que T' € N (Y, Z). Entonces existen sucesiones (f)nen ¥ (2n)nen
enY'y Z tal que Ty = 3% £5(9)zn v 3025 | £711||2n ] < +o00. Por lo tanto,

(ToS)e=Y fi(St)za =) (f05)().

Como S es limitado, entonces f} o S € X’ para todo n € N. Ademaés

“+oo +oo
S o Slllzall < D IANISIH znl
n=1 n=1

+oo
=151 Y £ M1zl
n=1

= K < 4o0.

Por tanto T o S € N(X, Z).

Supongamos ahora que S € N(X,Y). Entonces existen sucesiones (¢)nen en X'
Y (yn)ner en Y tal que Sz =312 gi(@)yn v 32025 lgnlllyall < +oo. Asi

(ToS)z=T <Z gZ(x)yn) = gi(@)Tyn =Y _ gr(x) 2,

donde z, = Ty, pertenece a Z para todo n € N. Consecuentemente,

—+00 +oo +00 +00
D lgallizall = D MgillTyal < D MgilITMyall = 1T Ngilllynll < +oo.
n=1 n=1 n=1 n=1

Por lo tanto To S e N(X,Z) m
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Proposicion 2.1.1. Sean X, Y y Z espacios de Banach. Entonces.

(i) Si T :Y — Z es un operador nuclear y S : X — 'Y es un operador limitado
entonces T o S es nuclear y ||T o S||a < ||T||a||S]]-

(i) Si S : X =Y es un operador nuclear y T :' Y — Z es un operador limitado
entonces T o S es nuclear y || T o S||a < |T||||S||ar-

Demostracion:
(i) En efecto, supongamos que T € N(Y,Z) y S € L(X,Y) un operador lineal

limitado con ||S|| # 0, luego dado que T" es operador nuclear existen sucesiones
(fF)nen en Yy (zn)nen en Z, tales que

+00 +oo

* € *
S Wil < Tl 75 v Tu= D fiwe Voo
n=1 n=1

Entonces

“+oo “+00
1T o Sllv <> f5 o Slllzall < D £ IISI 2l
n=1 n=1

+0o0o
= (Z IIfZIIIIZnH) 151
n=1

< |IT|nvlIS|| +c Ve >o.

Por lo tanto |7 o S||x < |T||xlIS|-

(#) Por otro lado, supongamos que S € N(X,Y) y T € L(Y,Z) un operador
lineal limitado con ||T']| # 0. Dado que S es un operador nuclear existen sucesiones
(95 )nen en X'y (Yn)nen en Y, tales que

+00 +oo

* E *
S gl < ISl + 20 v S0 = 3 g ve > 0.
n=1 n=1

Entonces, al definir z, = Ty, para todo n € N y dado que T o S es operador
nuclear por Teorema 2.1.2 tenemos que
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—+o00 +oo
1T 0 Sl <> Ngallizall < NgallT I lynl
n=1 n=1

400

=7 (Z HgZIIIIanI)
n=1

<[ TSy +e  Ve>0.

Por lo tanto || T o S||n < || T]|||:S]|a-

Como otra propiedad importante notemos que todo operador nuclear es operador
compacto la cual se demuestra en el siguiente teorema.

Teorema 2.1.3. Sean X y Y espacios de Banach. Entonces todo operador nuclear
T:X — Y es compacto, esto es, N(X,Y) C K(X,Y).

Demostracion: Sea T € N(X,Y), luego existen sucesiones (f;)ien ¥ (¥i)ien en

)

X'y Y respectivamente tal que Tz = Y% f¥(z)yi vy S50 11 £ | will < +o0.

Luego, para cada € > 0, existe NV € N tal que si n > N tenemos que

+o0o
Z £ will < e para todo z € X.

Definamos el operador 7T,, por

n

Tox =Y f(x)y:, neN. (2.5)

i=1

Note que Im(7;,) C Span{y1,ys, ..., yn}, y por tanto dim 7}, < dim Span{yy,ys,...,yn} <
+o00 para cada n € N. Por tanto 7}, tiene rango finito. Y dado que

“+oo
[The =Tl = [Tz = Thx| = < D Iyl <e ¥a =N,

i=n+1

i=n+1

tenemos que ||T,, — T'|| — 0 cuando n — oo. Asi, por Corolario 1.1.1, T €
IC(Xu Y) |

30



Observacion 2.1.4. Como hecho importante a destacar todo operador nuclear es
continuo al ser también operador compacto.

Los operadores de rango finito juegan un papel importante en el estudio de la
teoria de los operadores compactos y operadores nucleares. Aqui presentamos al-
gunos resultados acerca de ellos.

Teorema 2.1.4. Sean X yY espacios de Banach, entonces L/ (X,Y) C N(X,Y) C

LI(X,Y), esto es, el conjunto de los operadores de rango finito es denso en

NECY) - )

Demostracion: Sea T : X — Y un operador de rango finito. Entonces Im7T
tiene dimesion finita. Luego existe {y1,¥ya,...,¥y,} una base de ImT. Por el teo-
rema del Sistema Biortogonal existen fi, fo,..., f, € Y’ tal que fi(y;) = 0
y cada y € Span{y:,¥ys,...,yn} se tiene que y = >, fi(y)y;. Ahora, definamos
gi = fioT como T es de rango finito entonces 1" es compacto y por tanto limitado.

Luego ¢g; € X' para cada i =1,2,...,n. Ademés si x € X entonces Tx € ImT =
Span{yh Y2y .- 7yn} Luego

Ty = Zfz(Tx)yz = Z(fz o T)(x)y;

= Zgz(x)yz

Asi si tomamos g; = 0, para todo ¢ > n, obtenemos que T es operador nuclear.

Sea T € N(X,Y), luego existen f* € X' y, € Y para todo n € N tales que

400 400
Z [follllynll < +o0 vy T = Zf;(a?)yn para todo z € X.
n=1 n=1

Luego,como la serie "% || f#||||lyn|| converge tenenemos que para cada ¢ > 0,
existe N € N tal que si m € Ny m > N entonces
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+0o0o
Z el el < e para todo z € X.
k=m

Asi para cada m € N, definamos

Tmx = Z i)y para todo z € X,

luego T, es de rango finito para cada m € Ny

+00
Te—T,x= Z fr(x)ys para todo x € X.
k=m+1

Por definicion 2.2, concluimos que

“+oo
1T~ Tl < 32 Iillwell < para todo m > N.
k=m+1

Por lo tanto, ||T,,—T'||»» — 0 cuando m — o0, luego T es limite de una sucesion
de operadores de rango finito g

Observacion 2.1.5. FEl resultado anterior es una propiedad de los operadores nu-
cleares con la norma nuclear, que comparte con los operadores compactos vistos
como subespacio del espacio de los operadores continuos y expuesta en el Corolario
1.1.1.

Como L/ (X,Y) C N(X,Y) C K(X,Y) los operadores nucleares son los operado-
res construibles de la forma mas elemental que contienen a los operadores de rango
finito. En el préoximo teorema demostraremos que el conjunto de los operadores
nucleares junto a lo norma nucleares un Espacio de Banach.
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Teorema 2.1.5. Sean X e Y espacios de Banach. Entonces

(i) SiT e N(X,Y), entonces ||T|| < [|T||n-
(11) (NM(X,Y),||lly) es un espacio de Banach.

Demostracion:

1) Sea ¢ > 0, luego existen sucesiones (f*),en wneny en X' e Y tal que
g n/neN Y \Un)ne q

+oo +o00
Sl < ITIw+e vy Te=>Y_ fi(z)y., VzeX.
n=1 n=1

Entonces

T[] =

+o0o

“+00
< M llyall < I Tlw +e, Vo e X,
n=1

Luego si ||z|| = 1 tenemos que ||T']| < ||T'||x +¢€ para todo € > 0, asi |T'|| < ||T']|x-

b. Ahora desmostremos que (N(X,Y),| - ||x) es completo. Sea e > 0y (T),)nen
una sucesion de Cauchy en (N(X,Y), || - |[|»). Entonces existe Ny € N tal que si
m, n > Ny, entonces ||T,, — Tpu|x < €. Por item (i), tenemos que ||T,, — Tp,|| <
T, — Thnllar < € luego (T,)nen es una sucesion de Cauchy en el espacio completo
(L(X,Y), || -], por tanto existe T" € L(X,Y) tal que ||T,, — T'|| — 0.

Como ||T,, — Tl < T, — Tl < €, para todo n,m > Ny cuando m — oo
tenemos
1T =Tl < 1T = Tl <&

Luego ||T;, — T'||; — 0.
Demostremos ahora que T € N(X,Y). Como T, € N(X,Y) para todo n € N,

por Teorema 2.1.4, tenemos que existen T en L7(X,Y) para todo k € N tal que
||T7(Lk) — To||v — 0, luego existe Ny € N tal que si k& > Ny, entonces
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3

Hjﬁk)_'thN'< 9

También existe Ny € N tal que si n > N, entonces

€

T, — Ty <
| (1% 5

Definamos N = max{ Ny, No}. Entonces si k,n > N, se tiene que

1T =Tl < T = Tllar + 1T = Tl

A
pO| ™

+ - =c.

Do ™

Asi, al hacer k — 0o y n — oo, tenemos que || T8 — Ty — 0, y por Teorema
2.1.3. T e N(X,Y). Por lo tanto (N(X,Y), | - |[x) es completo. m

Si Y es un subespacio vectorial de un espacio de Banach Z y si T es operador
nuclear. Entonces T', considerandolo como un operador lineal continuo de X a 7,
es un operador nuclear de X a Z por Teorema 2.1.2(7i) ya que T es la compo-
sicion de un operador nuclear y un embebimiento canoénico (1T' = jy o T, donde
Jy Y — Z es el embebimiento canénico). El reciproco también es valido; primero
demostraremos un Lema preliminar.

Lema 2.1.1. Sean Z un espacio de Banach y 'Y un subespacio denso de Z. En-
tonces si z € Z y 6 > 0, existe una sucesion (Yn)nen en Y tal que

n +oo
e=lm >y oy Y Iyl < 1+ 9z (2.6)
k=1 k=1

Demostracion: Como Y es denso en Z, entonces Y = Z, luego dado z € Z y
n € N existe un a, € B (2, 32=[|2[|) NY, para todo n € N, esto es,

|2 — an|| < z||, VneN.

sl
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Definamos la sucesion (y,)nen recursivamente por

Y1 =m y Yn = Gy, — Gyp_1 Ppara n > 1.

Entonces tenemos

Zyk =a; + Z(ak — ap—1)
k=1 k=2

:a1+(a2—a1)+(a3—a2)+-~-+(an—an_1)

=a,.

Por tanto tenemos que
n
# = Jm an =l >y
k=1
Ademas, por la desigualdad triangular

[y2ll = Nlaall = lJax = = + =

5
< Iz = all + Izl < Szl + 1]

_ <1+ g) 2]l

También tenemos

Nunll = llan — an-1|| = l|lan — 2z + 2 — an_1]|

)
<z = anll + 2 = ana || < Gz 0l + 5o 121l

4] )
= (5 + 50 ) 12l

2n+1

Por lo tanto,

) 1 1
ol < (14505 ol <0l (o + 3 ) peva > 1
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Finalmente, utilizando la serie convergente E 0@ = —11 para ‘CL| < 1, obtene-
n= —a
mos

—+00 “+00 “+oo “+oo —+00
1 1 1 1 1 1 1
Z<2n+1+ﬁ)—zgn+1+ 27—§;Q—n+ on

n=2 n=2 n=2 n=2
U3~ L U3 (N 1\ _3(, 3)_3
S 24gon 2 \&om 2] 2 2) 4

Asi,

“+oo +0o0
> llyall = lyall + llwall
n=1 n=2
5 X/11
< (1 5) 1+ oS (g + 35

o 36
= (143 ) = Dl

Por lo tanto Y72 [yl < (L +8)||2]- m

Presentamos ahora la demostraciéon del teorema citado anteriormente.

Teorema 2.1.6. Sean X y Z espacios de Banach y sea Y un subespacio vectorial
denso de Z, y seaT € L(X,Y). SiT € N(X, Z), entonces T € N(X,Y).

Demostracion: Sean T € N(X,Z) y § > 0, luego existen sucesiones (f;)ren ¥
(zx)reny en X'y Z respectivamente, tales que

+oo +oo
Sz < W Tlves +6 vy Te=> fi@)m, e X
k=1 k=1

Para cada zj, por Lema 2.1.1, y como Y es un subespacio denso en 7, existe una
sucesion (Yg.m)men en Y tal que
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—+o00 +o0
=Y Yem Y2 el < (14 0)]|2ll.
m=1

m=1

Sea fi,, = [ para todo m € N. Entonces

+o00 +00 400 +00 400
Tr = Z fi(z)z, = Z Z Ykm () = Z Z S (T)Yrm para todo z € X.
k=1 k=1 m=1 k=1 m=1
Por definicion de ||T'||x(x,y) obtenemos:
+00 400
1Ty < D0 Il lYkmll
k=1 m=1

“+oo
<D NN+ 8) 1zl
k=1

=(1+0) > Ifz Izl
< (T + )T+ 0)-

Por lo tanto ||T'||x(x,y) < +00 y asi T es operador nuclear de X en Y g

Como resultado anélogo al Teorema 1.1.7, presentamos a continuacioén un teorema
)
parecido en el caso que T sea operador nuclear.

Teorema 2.1.7. Sean X, Y espacios de Banach, si T € N(X,Y), entonces
T e NY', X') y IT*Iv < |IT||x (utilizaremos || T*||nx para referirnos a la nor-
ma de T* en el espacio N(Y', X")). Si ademds, el espacio Y es reflexivo, entonces

T e N(X,Y) siysolosiT* € N(Y', X"); en este caso | T*||x = ||T||n-

Demostracion: Sea e > 0, como T': X — Y es nuclear existen sucesiones (f¥)nen
Y (Yn)nen en X' e Y respectivamente, tales que

400 +o0
DMl < Tl +e vy Tz=)" fi(@)y, X
k=1

k=1
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Para cada k € N, el funcional Fy, : X’ — R, por Fi(y*) = y*(yx). Por la definicion
de operador adjunto tenemos

T*y* — y* o T
+o0 +oo
_y (z f,:yk) S
k=1 k=1
+o0
=> Fy)fr Yyt e Y.
k=1

Ademas,

x|l = sup [Fi(g)] = sup [g(yx)| = |yl
lgll=1 lgll=1

Lo anterior por teorema de Hanh-Banach. Asi

—+00 “+oo
1T < D NEMNAN =D ol < [Tl +e.
k=1 k=1

Y por lo tanto T* € N (Y, X') y [|T*||n < | 7| a-

Supongamos ahora que Y es reflexivo. Entonces Y es isométrico a Y (esto es,
Jy Y — Y” isometria continua y sobreyectiva). Ahora supongamos que T* €
N(Y', X"), entonces T € N(X"Y") y [|[T*||nvixryry < IT*|axyry por la
primera parte. Sea Jx : X — X” el operador evaluaciéon, luego tenemos que

* %k
X T Yy

TJY
J;loT**

Y.

Como Jy ' es limitado y T** es operador nuclear, entonces Jy' o T** € N(X")Y)
¥ 17 o T < I T vgenyny = IT* oy va que I3 = 1. Ademas
T = Jyo (J;l oT**) oJxy J;l o T™* es nuclear y al ser Jy y Jx limitados
concluimos que T es nuclear y

Tl < AT o T Il x|l < 1T < 1Tl
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yast [Ty = Ty m

Observacion 2.1.6. Entenderemos por {1cy como el conjunto de todas las suce-
siones (zn)nen tal que z, = Ty, para todon € N con (x,)nen € €1 Y (Yn)nen € Co-

Primero se demostrara el siguiente Lema.

Lema 2.1.2. 01 =lico={un:pn€ly y n€cp}.

Demostracion: “C” Sea z € l1cq entonces z = un con p € {1y n € ¢g. Como
[t € {1 entonces

+oo
p=(fi)ien Yy Z |pi| < +o0.
i=1

Ahora, como 7 € ¢y entonces

n=(M)ien y limmn =0.
71— 00

Como (1;);en es convergente, entonces (7;);en es limitada y por tanto existe M > 0
tal que |n;| < M, para todo i € N. Asi

+o0 +oo
Izl = Nl = i mel < MY ] < +00.
i=1 i=1

Por lo tanto z € /.

“2” Reciprocamente debemos demostrar que si a € {1, existen u € {1y n € ¢ tal
que a = un.

Considere S, = 37 |a], como la serie > = |a;| converge ya que a = (a;)ien €
1

{1, entonces la sucesion (S, ),en es una sucesion de Cauchy. Para ¢ = 7+ existe un

natural N, € N tal que para n,m € N con n,m > Nj se tiene que
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1

Definamos n; = Nj y para k > 1 definamos ny = max{ny_; + 1, Ny }. La sucesion
(ng)k>1 es estrictamente creciente y ny > Ny para todo k > 1. Luego

1 Nk+1 ng Nk+1
7 > ISy = Sl = S il =Y il = lew|  para todo k> 1.
i=1 i=1 i=ng
Por lo tanto,
Nk41 1
D lail< 5 VR
i=ny

Definamos ahora

1 st 1<i<m
ﬁi:{

% si ny §i<nk+1.

Entonces n = (7;)ien € ¢o ya que lim;_, o, 1; = 0, y también

+oo ni

n2 n3
S et =Y loal + D fail2+ ) a2+ -

i=1 1=1 i=n 1=n2

ni 2 1 9 2 92 3

< i — — — P
Yol (3) < (3) + (5) -
ny +00 1 )

=+ (5)
i=1 i=1
+oo

< a;| +1 < +o0
> la
=1

Luego la sucesion p = (p;)qen, definida por

Wi = ami_l para todo i > 1.
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Pertenece a {1 y por tanto «; = p;n; para todo i > 1, esto es @ = (@;)jeny = 1 €

lico- m

Teorema 2.1.8. Sean X y Y espacios de Banach y T € L(X,Y). Entonces
T e N(X,Y) siy solo si T se puede factorizar de la siguiente manera

T T T:
X—1)00—2>€1—3>K

es decir T =Ty 0Ty 0T, donde Ty y Tz son operadores continuos y Ty € N (co, l1).

Demostracion: La condicion suficiente es clara por el Teorema 2.1.2(i7), pues
la compuesta de un operador nuclear con un operador limitado es un operador
nuclear. Para probar la condicién necesaria, podemos tomar, por Lema 2.1.2 y
la definicion de operador nuclear, una sucesion (\,)nen € ¢1 y dos sucesiones
limitadas (f,)nen en X'y (Yn)nen en Y respectivamente tal que

“+oo
n=1

Como (Ay)nen € ¢4, entonces » |\,| < 400 y por tanto lim|\,| = 0 y como
(Yn)nen es limitado y la serie > ||l fullllynll < +00 ya que T es operador nu-
clear, entonces || f,|| — 0 luego para cada x € X tenemos que |f,(x)| < || fulllz|l
por lo tanto f,(x) — 0 para cada z € X, asi que (f,(2)),cy € o-

Consideremos entonces el operador 77 : X — ¢y definido por

Tix = (fu(x))nen para todo x € X.

Como sup,,>; |fnu(z)| < +o00 para todo z € X y por el Teorema de Banach-
Steinhaus, concluimos que || f,,|| es limitado y si M = sup,, || f.|| entonces

|fu(z)| < M||z|| para todo z € X.

Asi ||Thz|| < M||z|| entonces ||T1|| < M luego T} es limitado y por tanto continuo.
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Consideremos también el operador T : ¢y — ¢; definido por

To((7,)) = Aafin)nen  para todo (n,) € co.

Y por tltimo definamos el operador T3 : /1 — Y definido por

+o0
T5((pn)) = Zunyn para todo (u,) € ¢;.

n=1

Como (y,)nen es limitada existe M > 0 tal que ||y,|| < M, asi

175 ((n)) | =

+0o0 “+oo
Z,Unyn < Z [ tnYn|
i=1 n=1

—+00 —+00

= lalllyall < MY |
n=1 n=1

= M| ()1

Luego [|T5((1n))]] < M||(1n)|lx ast ||T5]] < M, luego T3 es limitado y por tanto
continuo.

Entonces Ty, Ts y T3 son operadores lineales y T' = T3 0 T, o T7. Dado que /7 es el
espacio dual de ¢g, se sigue que

T5((nn)) = Z Ai (), €3) €3,

donde e; son los elementos unitarios en £;. Por lo tanto Ty € N (co,¢1). m
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2.2. OPERADORES DE HILBERT-SCHMIDT

Introducimos a continuaciéon los operadores de Hilbert-Schmidt los cuales seran
importantes en la caracterizaciéon de los operadores nucleares en espacios de Hil-
bert.

Definicion 2.2.1. Sea H un espacio de Hilbert de dimension infinita con una
base ortonormal {e,} y sea T € L(H). Si S0 || Ten||” < +o0o, entonces T es
llamado operador de Hilbert-Schmadt.

El siguiente teorema muestra que la definicién es independiente de la base que

se escoja ademés demuestra ciertas propiedades que cumplen los operadores de
Hilbert-Schmadt.

Teorema 2.2.1. Sea ‘H un espacio de Hilbert de dimension infinita y sean {a,}
y {b,} bases ortonormales para H. Sea T € L(H), entonces

(4)
—+00 +oo +oo
2 * 2 2
S N Tanl® = 770" =D 11T,
n=1 n=1 n=1

donde los valores de las series pueden ser finitos o infinitos. Esto significa que la
condicion de ser operador de Hilbert-Schmidt no depende de la eleccion de la base
ortonormal de H.

(i) T es Hilbert-Schmidt si y solo si T* es Hilbert-Schmidt.

(i) Si T es Hilbert-Schmidt entonces T es compacto.

(iv) El conjunto de los operadores de Hilbert-Schmidt es un subespacio lineal de

Demostracion:
(i) Observemos que;
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+o0 +o0
Z||Tan||2=ZII<Tam b |” —ZII @y T ) b |”
n=1

+oo 400

= Z” T b, @)l =3 1T by, @) by, by
S n=1 m=1 e o
= Z Z (T by @) (b bm>|2 = Z Z |<T*bmaan>|2
7;_::) m=1 m=1 n=1
= T bnl*-
m=1
Notemos también que
+oo +o0 +00 +00
ZnT*b 2 =SS (T ) = 305 (b Th)
n—iool :L-oj —I—n;oln 1
=SS (T b = S (70
n=1m=1 n=1

Por lo tanto,

—+00 “+oo “+oo

2 * 2 2
Yo Tanl? = 1T bl = Y 1T0u*
n=1 n=1 n=1

(ii) Es consecuencia directa de la parta (a), escogiendo {a,} = {b,}, luego
e |Ta,||> < +o0 si y solo si e |T*a,||* < +o0, lo cual prueba la parte

(b).

(#i) Dado que {a,} es una base ortonormal, para cualquier = € H tenemos que
> {x,a,)a,. Para cada k € N definamos el operador T}, € L(H) de la

T = n=1
siguiente forma;
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por lo tanto dim Ty (H) < k y asi T}, € LI (H) para todo k € N.

También, para cualquier x € H;

k +o00
| Tk — Tx|| = Z(x, an)Ta, — Z(x, an)Tay,
n=1 n=1
+00
< Y lfzal | Tanl
n=k+1
+00 2
< ( Z |(z, a,) ) (Z | Ty ) (Des. de Cauchy-Schwarz)
n=k+1 n=k+1
1ol 3 17 )
n=k+1
Por tanto,

1
“+00 2
T — T|| < ( > ||Tan!|2)

n=k+1

Y como la serie de la derecha es convergente tenemos que |7, — 7'|| — 0 cuando
k — +o00. Por lo tanto por Corolario 1.1.1, T" € K(H).

(iv) SiS,T € L(H) son operadores Hilbert-Schmidt y o € R, entonces

—+00 —+00
D laTan|* = [af* Y [[Tan|* < +o0,
n=1

n=1

y ademas,

+oo +o0o
DS+ Thanl® <D (ISanll + [ Tanl))*
n=1 n=1

+00
<2 " ||San|® + | Tan|* < +oc.

n=1
Por lo tanto oIy S+7T son Hilbert-Schmidt entonces el conjunto de los operadores
de Hilbert-Schmidt es un subespacio lineal de £(H) m
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Ejemplo 2.2.1. Los operadores de Hilbert-Schmidt juegan un papel importante
por la siguiente propiedad. Si (2, M; ) es un espacio de medicion dotado de una
medida pu y H = L*(p) v K(z,y) € L*(u ® p), entonces el operador

7f(x) = [ Ko fs)duty) (2.7
Q
es un operador de Hilbert-Schmidt.

Reciprocamente, cada operador de Hilbert-Schmidt en L*(u) es de la forma (2.7)
para algin K (z,y) € L*(u ® ) (ver [15], Teorema 4.8.4 pag 226).
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2.3. OPERADORES NUCLEARES EN ESPACIOS
DE HILBERT

La traza de un operador 7" € L(R"™) es la traza de la matriz de T' con respecto
a una base de R"™. Esta definicién no se afecta si la matriz es representada por
una base diferente. La definicién de la traza de un operador en los espacios de
Hilbert de dimensién infinita es méas complicada. Por ejemplo, si ‘H es un espacio
de Hilbert separable con una base ortonormal (a,)neny y T° € L(H), la matriz de
T respecto a esta base serd (mun ) (m,n)eNxN; CON Q= (T'ay, ap,). Se trata de una
matriz infinita y al definir

tr(T) = Za,m = Z(Tan, an)

n

como la traza de T presenta el problema de la posible no convergencia de la serie
de los elementos diagonales. Ademas si es el caso quela serie sea convergente, se
encuentra la difilcultad de saber si la serie de los elementos diagonales respecto
a cualquier base es convergente. Estos problemas pueden resolverse en el caso de
los operadores nucleares.

Teorema 2.3.1. Sean H un espacio de Hilbert y T € L(H). Las siguientes afir-
maciones son equivalentes.

(i) Te N(H).
(i6) > er Ay < 400, donde A, son los valores propios del modulo |T'| de T'.
(#ii) T admite una representacion de la forma

400 400
Ty = Z Az, en)d, con Z Ap < 400,
n=1

n=1

donde A\, > 0, (en)nen Y (dn)nen son sucesiones ortonormales en H.

(i) |T| € N(H).
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(v) |T|2 es un operador de Hilbert-Schmidt.
(vi) T es la composicion de dos operadores de Hilbert-Schmidt.

(vii) Existe una base ortonormal {u, : v € T'} en H tal que > ||Tu, || < +o0.

~yel |

Demostracion: (i) = (i) Como los operadores nucleares son compactos, tene-
mos por Teorema 1.2.1 de la representacion polar que

“+00
To=WolT|lr =Y Az, e,)dn,
n=1
donde (e,,)nen ¥ (dn)nen son sucesiones ortonormales en H, \,, > 0y |T|e, = A en,
W es la isometria parcial y d, = We,. Por otra parte, dado que T es operador
nuclear, existen sucesiones (Z,)nen ¥ (Yn)nen en H tales que

+00 +o0
S el < 400 v To= (r oy VoeH
n=1 n=1

Por las desigualdades de Cauchy-Schwartz y Bessel tenemos que

> = D Tlex ex) = S (WIT|)er, We)
n=1 k=1 k=1
+oo 400 400
- Z<T6k’ dk) = Z Z<6k> $n> <yn> dk)
k=1 k=1 n=1

<y (Z |<ek,xn>|2> (Z |<yn,dk>|2>
1 k k

n=

+oo
< D lzallllyall < +oo.
n=1
(@) == (iii) Se sigue de la representacion polar de un operador, Teorema 1.2.1.
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(i) = (i) Sea T'= W o |T'| la descomposiciéon polar del operador 7. Esta re-
presentacion es posible dado que (¢) implica que T € N (H) luego por Proposicion
1.2.3(ui), |T| = W*o T, y por lo tanto |T| € N'(H).

(iv) = (v) Sean {a,},er una base ortonormal de vectores propios de |T'| y
(Ay)~er la familia de valores propios correspondientes. Como |T'| es hermitiano y
|T|a, = A\a,, entonces

)

1 1 1|2
Ay = {ITlay, ay) = ([Tlhay, [ TlRas) = |1 T1Ha,

2
=>_, A, <-+oc. Por lo tanto IT|2 es operador

y por consiguiente » H |T\%a7
de Hilbert-Schmidt.

(v) = (vi) La representacion polar de T'= W o |T|, donde W es la isometria
parcial. Claramente W o |T|% es un operador de Hilbert-Schmidt de H a Z, por lo
tanto al hacer T} = |T|2 y T, = W o |T|2 obtenemos la representacién deseada.

(vi) = (1) Sea (d,)nen una sucesion ortonormal en T1(H), y sea © € H. Entonces
tenemos

“+00 “+00 —+00
T =TyoTix =T, (me, dn>dn> = (Tz,d,)Tod, =Y (x,T;d,)Tod,.

n=1 n=1 n=1

Como 717 es un operador de Hilbert-Schmidt, se sigue que la desigualdad de
Cauchy-Schwarz que

+oo 400 1 +o00 i
S Tl Todnll <D (IT5dal?)? D (I Todnll?)* < +o0.
n=1 n=1 n=1

Por lo tanto T' € N'(H,Z).

(7) = (vii) Sea T' = W o |T'| su descomposicion polar. Sea {u. : v € I'} una base
ortonormal conformada solamente por vectores propios de |T'| y (Ay)er la familia
de los valores propios correspondientes. Si A\, # 0, entonces u, € |T'|(H) puesto

que |T'|u, = A\yu,. Luego, ya que W es una isometria sobre |T'|(#), ||[Wu,|| =1 si
AM>0y
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Z [ Tu, || = Z W o |Tu, || = Z W (Ayu,)]
—ZA ||Wu7||—Z)\ < +o0.

(vii) = (v) Supongamos que )| Tu,|| < +oo para alguna base ortonormal
{u, : v € I'}. Entonces

H|T‘%uw

= (1T} TV ) = (Tl )
< Nl | = W o [Ty | = 1T

2
Por lo tanto, >, H|T|%uy
Hilbert Schmidt. g

< Zv |Tu,|| < 4o00. Asi, |T|% es un operador de

Un operador T' € L(H) que cumpla alguna de las propiedades equivalentes prece-
dentes es llamado operador de clase trazo.

Ademas de las equivalencias anteriores, mostraremos en el siguiente teorema un
condiciéon més de nuclearidad en espacios de Hilbert, la cual justificaré el concepto
de traza en espacios de Hilbert en dimesion infinita.

Teorema 2.3.2. Sea H un espacio de Hilbert. Un operador T' € L(H) es nuclear
sy solo si existe una constante m > 0 tal que Y [(Ta,,b,)| < m para todas las
parejas de bases ortonormales {ay}ver y {by}yer. Ademds, el supremo de todos
estos numeros es

sup {Z [(Ta, b'y>‘} = Z Ay, (2.8)

vyel’ yer
donde {\, }yer es el conjunto de valores propios del operador |T|.
Demostracion: (=) Supongamos que T' € N(H) y sea T = W o |T| su des-
composicion polar. Sean {e,},er una base ortonormal conformada por vectores

propios de |T'| ¥ {ay}yer ¥ {by}er bases ortonormales arbitrarias de 7. Entonces
tenemos que Teg = W o [Tleg = W|T|eg = A\gWeg y
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NSRS IO WIRREATNIES >

<Z(@w €B>)‘BW€ﬁvb'y>

Y Y B o B
=D 1D ayea)AaWeg,by) | =D | Y Aa{ay, e5)(Weg, b,)
8l B

B

< i;m% eI{Wes, b,)

Y
< Z;xﬁé (Har,ea)? +1(Wes, b))

v
- ;;Aﬁ 3 (s eadl? + (We b))

v

- %;xﬁ (o I esl?) = 32 35 = m < o

Lo anterior dado que por Teorema 1.2.1(#) (ker(W))* = |T|(H) y por ser W
isometria parcial, W es isometria sobre |T'|(#) y por tanto ||[We,| = |le,|| = 1.

(«<=) Supongamos ahora que existe una constante positiva m que satisface (2.8).
Observemos que por Teorema 1.2.1(ii) y dado que e, € |T|(H) si A\, # 0, entonces

Ay = (|T|ey, eq) = (Wol|Tle,, We,) = (Tey, We,).

Sea p, = We,. Si A, # 0 y dado que {p,} er forma una base ortonormal del

complemento ortogonal de W(H) = T(H), por Teorema 1.2.1(ii), se tiene que

Z Ay = Z(Tﬁ’y,pﬂ =m
gl v

lo que demuestra que 7' € N (H) por Teorema 2.3.1(ii).
Por otro lado, en la primera parte de la demostracién se obtuvo que

Z [(T'a, by)| < Z Ay
v ¥

y como {a,}yer v {by}er eran bases arbitrarias tenemos que
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Ahora, como

Z Ay = Z<T6wpv> < Z [(Tey, py)| < sup {Z [(Ta, bv>|} )

v Y v

por lo tanto,
sup {Z |<Ta%b~/>‘} = Z)‘v ]
2! v

El concepto de traza de un operador en R™ puede ahora generalizarse a los ope-
radores nucleares en un espacio de Hilbert.

Definicion 2.3.1. Sea H un espacio de Hilbert, la traza de un operador nuclear
T e N(H), es el mimero real

tr(T) = (Tuy,uy) (2.9)

vyel

donde {u, : v € I'} es una base ortonormal.

Observacion 2.3.1. La serie en (2.9) es convergente por el Teorema 2.3.2. Ade-
mds, la definicion de la traza no depende de la base ortonormal utilizada. Esto
se debe a que todo operador nuclear se puede descomponer en dos operadores de
Hilbert-Schmidt por Teorema 2.3.1(vi) y por Teorema 2.3.1(7) los operadores de
Hilbert-Schmidt no dependen de la base ortonormal escogida para su representa-
cion.

Definicion 2.3.2. Sea T € N(H). Se define || - |4, la cual se denomina norma
de la traza por |T ||, =tr(|T|) =>_
del operador |T)|.

er Ay, donde los Ay son los valores propios
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Observacion 2.3.2. Si T € N(H), entonces ||T||x = |T|e-
En efecto, por descomposicion polar de un operador tenemos que
To=WolT|lr =Y Az, e,)dn,

donde (€,)nen ¥ (dn)nen son sucesiones ortonormales en H y ademéas We,, = d,
con |T'|e, = A\pe,. Luego

1Tl < Y Pk, enllldall < D Anllzlllenll = D~ An = [Tl

dado que || ;]| = supj=1{[fn(z) = An{z, €n)|} con {A, }nen el conjunto de valores
propios de [T'|, y asi [|T'[|x < [|Ter-

Por otro lado, sea £ > 0 luego existen sucesiones (Z,)nen ¥ (Yn)nen €n H tal que
Yo llzallllynll < |7 o + €, asi por la desigualdad de Cauchy-Schwartz y de Bessel

+00 +00 +o0
1Tl =" Aa =Y A Tlerex) = S ((WIT])ew, We)
n=1 k=1 k=1
+oo +o0 400

<T6k, dk> =

IIM
(]

[y

1

(e Tn) (Yn, di)
< Zl (;\(ek,xn <Z| Yn, dr.)] )

<D lalllyall < 170 +e.

n=1

4+ o=
B
Il
—

—

Entonces ||T||s < [|T]| &

Ahora presentamos un ejemplo de un operador nuclear en el espacio £2[0, 1].

Ejemplo 2.3.1. Sea K : £L2[0,1] — £2[0,1] definido por

Mﬁ@:AMWV@%
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donde k(t,s) = min{t, s} con s,t € [0,1].

Como k(s,t) = k(s,t) y k(s,t) es una funciéon continua, el operador K es compacto
y Hermitiano. Entonces el lim,, [\,,| = 0 donde {\, },.en es el conjunto de los valores
propios de K. Supongamos Ay = Ky. Esto significa que

)\y(t):/O sy(s)ds—l—t/t y(s)ds. (2.10)

Tomando derivada dos veces obetenemos

() = ty(t) + /t y(s)ds — ty(t) = /t y(s)ds, (2.11)
M (1) = —y(1). (2.12)

Claramente A\ # 0; en otro caso y = 0 6 ker(K) = 0. Tenemos la ecuacion dife-
rencial A\y” + y = 0 con condiciones de frontera y'(1) = y(0) = 0. (Esto se debe a
(2.10) y (2.11)).

Demostremos que A > 0. Multiplicando la ecuacion diferencial por 7 e integrando
de 0 a 1, obtenemos

(1) A / Y (OF(E)dE + [y]]* = 0

Integrando por partes obtenemos

1 1
(2) A <y’@ —/ Iy’Ith) +lly* =0.
0 0

Por las condiciones de frontera, —\ fol ly'12dt + ||ly||> = 0 y ast A > 0.

Las soluciéon general de la ecuacion diferencial es

1 1
t) = Cicos | —=t | + Cysin (—t) :
= (JX ) A
De las condiciones de frontera se obtiene que C; =0y Cg% cos (%) =0y por

tanto % = 5 + mn y los valores propios de K son
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A==

2 m VnEN,

con vectores propios

Pn(t) = sin (@t) Vn € N.

Como K es hermitiano obtenemos que ||K|| = méx, |A,| = |\| = =5 y como k es
positivo, por el Teorema de Mercer

+o00 1 1 1
ZAn:/ k(t,t)dt:/ tdt = =
n=1 0 0 2

Por lo tanto por Teorema 2.3.1(11) K € N'(£?[0,1]). m
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Capitulo 3

L.OS ESPACIOS N(C(Q)) Y K(C(Q))

En este capitulo se definira el producto tensorial entre dos espacios de Banach, la
relacion que existe entre el producto tensorial y los operadores nucleares, ademés
se demostraran algunos resultados que se utilizaran para el objetivo principal del
capitulo, demostrar que no existe un isomorfismo entre V' (C'(Q)) y un subespacio
de K(C(Q')) con Q y Q' espacios métricos compactos y enumerables.

3.1. PRODUCTO TENSORIAL ENTRE ESPA-
CIOS DE BANACH

Para definir el concepto de producto tensorial se hara por medio de los operadores
bilineales los cuales se definen como sigue.

Definicion 3.1.1. Sean X, Y y Z espacios de Banach sobre R, el operador T :
X XY — Z es llamado bilineal si para todo (x,y) € X XY el operador parcial
T,y —T(z,y) y el operador parcial T, : © — T'(x,y) son lineales. Notamos por
B*(X,Y; Z) el espacio vectorial de todos los operadores bilineales, si Z = R se
notardn por B*(X,Y') y se llamardn formas bilineales.

Observacion 3.1.1. Sean X, Y y Z espacios de Banach sobre R y sea w €
B*(X,Y;Z). Decimos que X yY son w-disjuntos linealmente si el subconjunto
{w(zi,y;) : 1 <i<m; 1< j<n} CZ es linealmente independiente siempre
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y cuando {x; : 1 < i <m} C X y{y; : 1 < j <n} CY son subconjuntos
linealmente independientes.

Definicion 3.1.2. Sean X, Y y M espacios de Banach. El producto tensorial
entre X y Y se define como el par (M,w), donde w € B*(X,Y; M), satisfaciendo
las siguientes dos condiciones:

(i) M = Span{w(X x Y)} y (i7) X y Y son w-disjuntos linealmente.

El producto tensorial de X yY es denotado por X ® Y ; y escribimos

w(z,y) =r®y para todo € X yyeyY

y w es llamado mapeo candnico. Se puede demostrar que el producto tensorial
entre dos espacios X eY siempre existe, (ver |7] 6 [21])

A continuacién se presenta un ejemplo de producto tensorial entre espacios de
Banach.

Ejemplo 3.1.1. Sean X e Y espacios de Banach y sean X' e Y’ los espacios
duales de X e Y respectivamente. Definamos el operador

w:X'xY = LN(X,Y) tal que w(f*y)(z)=f"(2)y VzeX.

Demostremos primero que w es un operador bilineal, en efecto:

1.(a) Sea w1y = w(f*, y)(z) para f* € X' fijo. Entonces para y; ey, €Y, «
y 0 € R tenemos que

w(f*, oy + By2)(x) = f*(x)(ays + By2) = af*(z)yy + B (7)y2
= aw(f*,y1)(z) + Bw(f*, y2)(z)

1.(b) Sea wy : f* = w(f*,y)(z) paray €Y fijo. Entonces para f* y g* € X', a
y 0 € R tenemos que
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w(af*+ Bg",y)(x) = (af* + Bg")(x)y = [af*(x) + Bg™(2)]y
= af*(z)y + Bg*(v)y = aw(f*, y)(x) + Pw(g", y)(2).

2. X' e Y son w-disjuntos linealmente.

Sean {ff : 1 <i<m} y{y;: 1 <j < n} subconjuntos de X' e Y linealmente
independientes y sea A\;; € R. Consideremos

n m

Z Z Nijw(f,y;)(z) =0, entonces Z Z Nij [ (x)y; = 0.

j=1 i=1 j=1 i=1
como {y; : 1 < j <n} es L.I. tenemos que Y ;" Nijfi(x) =0 y asi \;; = 0 dado
que {fF:1<i<m} es L.I. Porlo tanto X' e Y son w-disjuntos linealmente.

3. Demostremos que Span{w (X’ x Y)} = LI (X,Y) el conjunto de los operadores
de rango finito.

“C7 Como w(X' xY) C LH(X,Y) tenemos que Span{w(X' x Y)} C L/(X,Y).

‘D7 Sea T : X — Y wun operador de rango finito. Entonces ImT' tiene dime-
sion finita. Luego existe {y1,ys,...,Yn} una base de ImT. Por el teorema del
Sistema Biortogonal existen f1, fa, ..., fo € Y’ tal que fi(y;) = 0i; y para cada

y € Span{yi, Ya, ..., Yn} se tiene que y = > ., fi(y)y;. Ahora, defina gf = fioT
como T es de rango finito entonces T es compacto y por tanto limitado.

Luego g € X' para cadai=1,2,...,n. Ademds si x € X entonces Tz € ImT =
Span{yh Y2, .- 7yn} Luego
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Por tanto T € Span{w(X’' x Y)} y ast X' ® Y es isomorfo algebraicamente a
LN(X,Y).

Observacién 3.1.2. Por el ejemplo anterior cada T € LT (X,Y) puede ser iden-
tificado con Y 1 | ff ®@y;, obtenido de la ecuacion

Tz = Z fi(x)y; VeeX.
i=1

Bajo esta identificacion cada Y ;| f# ® y; es un operador lineal continuo de X
sobre Y de rango finito. Como los elementos en L/(X,Y) son operadores nu-
cleares por Teorema 2.1.4, cada Y7, f¥ @ yi es de la forma Y23 gi(x)vx para
todo v € X, con (g)ren ¥ (V)ren sucesiones en X' e Y respectivamente tal que

Sy Ngllllvell < +oo.

También por Teorema 2.1.4 se tiene que cada T € N(X,Y) es de la forma

T=> 2, @y (3.1)

para (v%)nen sucesion en X' y (Yn)nen sucesion en Y tal que > 025 ||k || ||ynll <

+00. La serie :ﬁ xr @ yp es llamada la representacion nuclear de T'.

3.2. PRODUCTO TENSORIAL PROYECTIVOy
ESPACIOS DE OPERADORES NUCLEARES

En esta seccion discutiremos la teoria del producto tensorial proyectivo y mostra-
remos como la misma puede ser utilizada para estudiar los espacios de operadores
nucleares; también demostraremos una férmula de Grothendieck para el célculo
del producto tensorial proyectivo entre ¢1(N) y E un espacio de Banach la cual es
una herramienta indispensable para nuestro trabajo.

Observacion 3.2.1. El operador w: X XY — (B*(X,Y))*, definido por
w(z, y)(f) = flz,y) VfeB(X)Y), (3.2)
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es un operador bilineal tal que X y 'Y son w-disjuntos linealmente (ver [23|, pag
239), por lo tanto el subespacio de (B*(X,Y))* generado por w(X xY') es isomorfo
algebraicamente con X QY.

Observacion 3.2.2. En (|23], pag 240-242) a patir de la ecuacion (3.2) se define
la norma proyectiva en X QY.

Definicion 3.2.1. (Norma Proyectiva) Para u = Y 2, Qy; € X QY se

define la norma proyectiva de Y x; ® y; la cual se notard || - || de la siguiente
manera

[ullx = sup{|f(w)] : f € B(X,Y), |[f]l < 1}. (3.3)
El espacio (X @ Y, || - ||lx) se notard X ®, Y y su espacio completante se notard

X®,Y y se llamard producto tensorial proyectivo.

Observacion 3.2.3. En ( [23], Teorema 4.1.3 pag 246) se demuestra que una
forma equivalente de definir la norma proyectiva es

[ullx = inf {Z lzlllyell :u=) =@ y} : (3.4)
i=1 i=1

Definicién 3.2.2. (Propiedad de aproximacion) Un espacio de Banach X
posee la propiedad de aprorimacion si para cada subconjunto compacto K de X y
todo € > 0, existe un operador T : X — X de rango finito tal que ||Tz — z|| < e
para todo x € K.

Teorema 3.2.1. Si X es un espacio de Banach con una base de Schauder enton-
ces X posee la propiedad de aproximacion.

Demostracion: En efecto, sea (x,,),>1 una base de Schauder de X. Entonces existen
funcionales lineales biortogonales (f,),>1 en X* tales que:
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+o00
fulz) = fa (Z CLﬂz‘) =a, Vn>1.

i=1

Consideremos los operadores lineales P, : X — X definidos por

P, (z) = Z filx)x;.

Vemos que los (P;);eny son operadores de rango finito uniformemente limitados y
P,(x) — x siempre que n — +oo para todo x € X. Luego X posee la propiedad
de aproximacion m

Observacion 3.2.4. Si X es un espacio de Banach con una base de Schauder,
entonces X posee la propiedad de aproximacion (ver 3|, pag 59). En particular,
los espacios co y £, con 1 < p < +00 poseen la propiedad de aprozimacion.

El siguiente teorema dado por Grothendieck describe los subconjuntos compactos
de X®,Y. Se omite la demostracion, el lector puede consultar en (ver [3], Teore-
ma 3.4 pag 31-33).

Teorema 3.2.2. 51 X e Y son espacios de Banach y K es un subconjunto com-
pacto de X®,Y entonces existen subcojuntos compactos Kx, Ky de X eY respec-
tivamente tal que K estd contenido en la envolvente convezxa cerrada de Kx®, Ky .

Teorema 3.2.3. Si X e Y son espacios de Banach con la propiedad de aproxi-
macion entonces X®,Y tiene la propiedad de aprozimacion.

Demostracion: Sean X e Y espacios de Banach con la propiedad de aproximacion
y K un subconjunto compacto de X®,Y’, entonces por Teorema 3.2.2 existen sub-
conjuntos compactos Kx, Ky de X e Y respectivamente tal que K esta contenido
en la envolvente convexa cerrada de Kx®., Ky
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Como X e Y tienen la propiedad de aproximacion existen operadores T; : X — X
y Ty : Y — Y de rango finito tales que

|le —Tz||<e v |ly—Twl| <e paracada z€ X e yeY.

Definimos V = T1®Ts : X®,Y — X®.,Y entonces V es un operador lineal
limitado de rango finito en X®,Y y:

IV (@®ry) — 2®xyllx = [(The — 2)®xToy + 2&x(Toy — y)«
< (T — 2)@2Tayllx + l2@x(Tay — )l
< Tz = 2 Toyll + ll=[[ T2y =yl

< e[| T2f| sup [ly[| + ¢ sup |z|
yeKy reKx

<eM.

Lo que muestra que X®,Y posee la propiedad de aproximacion m

Teorema 3.2.4. Sean X e Y espacios de Banach y E, F subespacios de X, Y
respectivamente tal que E es complementado en X y F' es complementado en Y,
entonces EQ.F es un subespacio complementado de X®,Y .

Demostracion: Sean FE, I subespacios complementados de X, Y respectivamente
y considere P : X — X, Q : Y — Y proyecciones lineales sobre E y F respecti-
vamente, luego tenemos que P ® () es una proyeccion sobre F ® F'.

Sea z € /' ® Fy representamos por ||z||, la norma proyectiva de z sobre X ® Y.
Escribimos z = ) .., 2; ® y; una representacion de z como elemento de X ® Y,

como z = (P ® Q)(z) entonces )., Pr; ® Qy; es una representacién de z como
elemento de F ® F'y por tanto

+00 +o0
I2llmer < Y I1PzlIQu:l < IPIIQN D [yl
i=1 =1
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Luego [|z]l» < ||zllzer < |P|||QIl|l2]lx ¥ por tanto E®,F es un subespacio com-
plementado de X 2,V m

Observacion 3.2.5. Z. Semadeni muestra que si X ~Y e X; ~ Y] entonces
X®. X, ~Y®,Y;. Por tanto usando esta afirmacion y el teorema anterior obte-
nemos que:

(a) i E< X y F <Y entonces EQ.F < X®,Y.

(b) Si Z <Y entonces X®,7Z < Xwidehat®,Y .

El proximo teorema relaciona el espacio de las funciones Bochner integrables y el
espacio Ly (1)@, E.

Teorema 3.2.5. Dado (2,3, 1) un espacio de medida, existe una isometria entre
el espacio Li(p)&,E y el espacio Li(ju, E) de las funciones Bochner integrables
de Q a F.

Demostracion: Dado z =" | fi®y; en Li(p) ® E, sea la aplicacion F, : Q@ — E
definida por F,(s) = >_1 | fi(s)y;. Tenemos que

IE] = / |F(s)ldp
:/Q Zfz(s)yz
< / > 15:(9) il

=il [ 1= 3 Ul < +oc.

dp

Luego por Teorema 1.3.1 tenemos que F, € Li(u, E) y por la igualdad (3.4)
|IE.|l1 < ||z||»- Por tanto, el operador lineal z — F, se extiende continuamente al
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espacio Li(1)®,E y la extension también satisface que ||Fy|l1 < ||2]|x-

Para demostrar que la extension es una isometria resta demostrar que [|z]|, <

|| F.||1. Supongamos que F, es una funcién simple y tomemos { E;}!_; subconjuntos
o . n

disjuntos de Q tales que ) | xp, = 1, vemos que,

llle = || > x5Oy
i=1

=1
= / I ()l = /
i=1 79 @

<> Ixe Byl
i=1

™

lgall = > w(E)lil
i=1

> X (s)yi

1=1

dpe = || F2 ][

El resultado se obtiene debido a la densidad de las funciones simples en Ly (p) m

Observacion 3.2.6. Podemos sustituir Ly (p) en el Teorema 3.2.5 por ¢1(I") don-
de I' es un conjunto infinito. De hecho, si I' es un conjunto infinito numerable,
considere ¥ la o-dlgebra formada por los subconjuntos de I' y definiendo una me-
dida sobre ¥ de la siguiente manera; p = 3 — [0, +00| tal que u(A) = Car(A)
para todo A € X, donde Car(A) es el cardinal de A.

Luego Ly(u, E) es isomorfo al espacio {1(T', E) y por el Teorema 3.2.5 tenemos
que

(H(D)RLE = 6,(T,E). (3.5)

Por dltimo el siguiente teorema ofrece una importante relaciéon entre los espacios
de operadores nucleares N'(X,Y") y el producto tensorial inyectivo de X’ e Y. La
demosracion de esta se encuentra en ([3|, Corolario 1 pag 65).

Teorema 3.2.6. Sean X e Y espacios de Banach. St X' oY poseen la propiedad
de aprozimacion, entonces X'®,Y es isomorfo isométricamente a N(X,)Y).
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3.3. PRODUCTO TENSORIAL INYECTIVO Y
ESPACIOS DE OPERADORES COMPAC-
TOS

En esta seccion discutiremos la teoria del producto tensorial inyectivo y mostra-
remos como la misma puede ser utilizada para estudiar los espacios de operadores
compactos; también demostraremos una férmula de Grothendieck para el célculo
del producto tensorial inyectivo entre C'(K) con K conjunto compacto y E un
espacio de Banach la cual es una herramienta indispensable para nuestro trabajo.

Observacion 3.3.1. El operador w: X x Y — B*(X'",Y") definido por

w(z,y)(z*y") =a"(x)y*(y) Ve' e X', Wy eV’ (3.6)

es operador bilineal tal que X yY son w-disjuntos linealmente (ver [23], pag 239),
por lo tanto el subespacio vectorial B*(X',Y") generado por w(X xY') es isomorfo
algebraicamente con X ® Y.

Observacion 3.3.2. En ([23|, pag 240-242) a patir de la ecuacion (3.6) se define
la norma inyectiva en X QY.

Definicién 3.3.1. (Norma inyectiva) Parau=>, 2, @y, € X QY se defi-
ne la norma inyectiva de Y ., ©;@y; la cual se notard ||-||. de la siguiente manera

[ulle = sup {

> a (@) (v)

s 2" € By«,y* € By*} . (3.7)

El espacio (X @Y, || - ||) se notard X ®.Y y su espacio completante se notard
X®.Y y se llamard producto tensorial inyectivo.

El siguiente Teorema muestra una propiedad del producto tensorial inyectivo.
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Teorema 3.3.1. Sean E un espacio de Banach. St K es un espacio topoldgico
compacto, entonces el espacio C’(K)@eE es isomorfo isométricamente al espacio
C(K, E) de todas las funciones continuas de K sobre E.

Demostracion:

Dado z =" | fi®y; en C(K)® E y sea la aplicacion F, : K — E definida por
F.(s) =>"1" fi(s)y;. Tenemos que;

> v f;

[2]le = sup
ll]l=1 i=1
= sup sup | > 9(y) fi(s)
||¢||=18€K i=1
= sup sup |¢ Zfi(s)yi
seK ||ly[l=1 i=1

= sup [|F.(s)[| = || %]
seK

Por lo tanto el operador z — F, se puede extender continuamente al espacio
C(K)®.E y la extension también satisface || F,| = | 2|

Resta probar que la imagen de C'(K) ® E es densa en C(K, E). De hecho, para

cualquier f € C(K,FE) y € > 0, la continuidad uniforme de f asegura que existe
una covertura abierta {G; :i=1,2,--- ,n} de K tal que

1f(s) = fO)]| <& W(s,t)€Gyx Gy (i=1,2,--- n).

Ahorasea f; (1 = 1,2,---,n) elementos positivos en C'(K) tal que Y"1 | fi(k) = 1,
con k€ Ky fi(k)=0paratodo k € G; (i=1,2,---,n).

Sty € f(Gy) (i = 1,2,---,n) y definimos z = Y "' | fi ® y; que pertenece a
C(K) ® E, entonces para cualquier k € K
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WW—MWFfW—ZMWi

= Z filk)(f (k) — yi)

S};MWW@—M<a

Luego ||f — F.|| < ¢, asi C(K) ® E es denso en C(K, E). Por lo tanto C(K)®.E
es isométricamente isomorfo a C(K, E) u

Observacion 3.3.3. En el caso que si C(K) es isomorfo a ¢y y E es un espacio
de Banach entonces el Teorema 3.3.1 muestra que:

C(K)®.E ~ ¢®.E ~ ¢o(E).
Vemos inmediatamente que

C(K)@egl ~ Co®€£1 ~ 00(61).

Como el caso de los operadores nucleares, si X’ 0 Y poseen la propiedad de apro-
ximacion entonces se puede identificar el producto tensorial inyectivo de X’ e Y
con el espacio de los operadores compactos (X, Y'). El proximo teorema muestra
este hecho cuya prueba puede ser encontrada en (ver [3], pag 60-61).

Teorema 3.3.2. Sean X e Y espacios de Banach. St X' oY poseen la propiedad
de aprozimacion entonces X'®.Y es isomorfo isométricamente al espacio de los
operadores compactos definidos sobre X y que toman valores en' Y, K(X,Y').
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3.4. SOBRE EL ISOMORFISMO ENTRE N (C(Q))
Y UN SUBESPACIO DE K(C(Q))

W.B. Johnson demostré en [10] que si X o Y poseen una esctructura local icon-
dicional, entonces N (X,Y") es un subconjunto propio de K(X,Y’). Antes de pre-
sentar la demostracion del teorema principal, se necesitan resultados previos los
cuales mostramos a continuacion.

Teorema 3.4.1. Sea o un ordinal, E un espacio de Banach y H un subespacio
cerrado de C(a, E). Entonces H — C(n, E) para algin n € N ¢ H contiene una
copia de ¢y complementado en C(a, E).

Demostracion: Demostraremos este resultado por medio de induccién transfinita
sobre . Si « es finito entonces no hay nada que demostrar. Suponga que « es
infinito y la afirmaciéon de teorema es verdadera para cada 6 < a.

Sea T : H — C(«, F) un isomorfismo sobre la imagen. Asumamos que o« =y + 1
para algun ordinal 7. Sea 1 un isomorfismo de C(«, F) a C(v, E). Entonces o T
es también un isomorfismo de H sobre la imagen. Por lo tanto por la hipdtesis de
induccion H < C(n, E) para algin n € N 6 H contiene un subespacio H; isomor-
fo a ¢ y existe una proyeccion P de C(v, E) sobre (¢ o T')(H;). Asi ¢y o Po1)
es una proyeccion de C(«, E') sobre T'(Hy).

Asumamos a continuacion que o > w asi « es un ordinal limite. Sea ¢ : C(a, E) —
Co(a, F) determinado por ¢(f) = g, donde g(1) = f(a) y g(1+6) = f(0) — f(a)
para todo #, § > «. Ahora sea T} = ¢ o Ty denotemos por Pz : Cy(o, E) —
C(B, F) la proyeccion natural de Cy(a, E) en C(f, E). Podemos considerar dos
casos:

Caso 1: P30T, : H — C(B,E) es un isomorfismo sobre la imagen para algtn
B < a. En este caso podemos aplicar la hipétesis de induccién para concluir que
H — C(n, F) para algin n € N 6 H contiene un subespacio H; isomorfo a cq y
existe una proyeccion P de C(f, E) sobre Pz o Ty(Hy). Asi, T restricto a H; es
un isomorfismo sobre la imagen y (Ps 0 @)™ o P o (Pso ) es una proyeccion de
C(a, E) sobre T(Hy). Ya que si Q = (Psp)™! o P o Pgy entonces
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Q% = (Psp) " o Po(Psp) o (Psp) ' o Po(Psp)
= (ngp)_l oPoPo (ngp)

= (Pgp)~' o P o (Psp),

lo que muestra que @) es una proyeccion de C(«, E) sobre T'(H).

Caso 2: P30T, : H— C(f, E) no es un isomorfismo sobre la imagen para cada
B < a.

Fije a, b € R, tal que allh|| < ||T1h|| < b||R|| para todo h € H. Sea ¢ > 0 con
0<e<q{zyc=73ytome B =1, entonces Pg o T no es isomorfismo sobre su
imagen es decir existe un iy € H con ||k || = 1 tal que || P, T1(h1)|| < min {4, sc}.
Ahora [|T1h1]| > a y por tanto,

a a
|T1hy — Pg, (T1(h1))[| > [[Tyha| = || Ps, (T1(h1))|| > a — 5= 73

Como limy,_,o0 Ps, (T1(h1)) = Ti(h1), (recuerde Pgo ¢ = ¢ |15 ) entonces existe
un 3, > By tal que || Pg,T1(h1) — Ti(h1)|| <7 donde r = ||Tyhy — Ps, (T1(h1))| — 5
lo que implica

125, (Ta (7)) = P, (To(h1)) | = [|Pey (T2 (ha)) = Ta(h)[| = [|T1(ha) = P, (Toha) |

> || Pg, (Ty(h1)) — Ti(h)|| — 7 = 3

Nuevamente, podemos escoger un 3, > f31 tal que || Pg,(T1(h1)) —Ps, (T1(h1))]| > §
y ITi(h1) = Pa,(Ti(M))|] < min{%, 5c}. Considerando que Ps, o T no es un

isomorfismo sobre su imagen existe un hy € H tal que tal que |hof = 1y
| Ps, (T3 (h2))|| < min {4, Sc}.

Haciendo el mismo razonamiento que hicimos con Pg, o T} concluimos que exis-
te Os > fa tal que [P, (Ti(h2)) — Poy(Ta(ho))ll > § vy [ Tihe — Psy(Thhs)| <
min {%, 5c}. Continuando asi obtenemos una sucesion (hx)x>1 en H con ||| = 1
para todo k£ > 1, una sucesion estrictamente creciente 1 = 51 < o < --- < a 'y
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yr = (Ps, — Ps,_,)(hi) para k > 1y y; = Ps,(hy) tal que satisfacen

(¢) T3 (hi) — yill < grc para k € N.
= (Pﬁk - Pﬁk—l)(h’kf) para k> 1y y, = Pﬁl(hl)'
(7ii) 5 < |lyx|| < b, para todo k € N.

Para (iii) es claro que |lyx|| > § para todo k € N, también note que |[lyx|| =
155, (Ta () = By, (Ta (i) | = [1(P = P )(Ta () | < (T3 ()| < Dl l| = b,
luego [|yx/| < b.

Ahora, se sigue de §[A| < [|Ayx|| < b|A| para todo A € Ry todo k € Ny de la
afirmacion (i) que (yg)g>1 es una sucesion en Cy(a, E) equivalente a la base ca-
nonica de ¢g. Ademas si f = lim [ entonces [(hi)r>1] C Co(5, E) donde [(hy)r>1]
denotara el espacio generado por (hg)g>1.

Note que el operador lineal continuo L : ¢y — [(yx)k>1] definido por L(er) = yi
para todo k € N satisface que § < ||L(ex)|| < b para todo & € N y por tanto
2 > ||L|| > b. Luego £|| L7 z|| < ||lz|| para todo = € [(yx)k>1], es decir [|[L7H] < 2.

Denote por L* el operador dual de L y tome y; € [(yx)r>1]* tal que L*(y;) = ex
para todo n € N, tenemos que yj(y;) = L*(y;)e; = 0nj v |yl = (L) tex]] < 2
para todo £ € Ny 5 € N. Por el teorema de Hanh-Banach extendemos y; a
funcionales (z;)r>1 en Y* con [|z;|| < 2 para todo k € Ny tal que z; restricto a
[(yk)k>1] es igual a y; para todo k € N. Ahora defina R : Cy(53, E) — [(yx)x>1] por

+oo

R(f) = Z ZZ (f ‘(51@71—1—1,51&) Yk

k=1
Como se tiene

2
25 (f [ger1.0) || < . 1 1804180 |
9
= ESUP{Hf(V)H tY € (Br-1+ 1,81}

= 21PN = PulDI V€GB B), VkEN
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Entonces se sigue que R(f) es bien definido y ||[R(f)|| < 2b. Ademés R(yx) = yi
para todo k € N y por tanto R es una proyeccion de Cy(f3, ) sobre el espacio
generado por (Yx)k>1-

Denontemos ahora por S : Cy(a, ) — Co(S, E) la proyeccion dada por S(f) =
Flag — FB)- Ast [S(HI < £+ I = 2] £]] 1o que implica que [[S|| < 2y
P = Ro S es una proyeccion de Cy(a, E) sobre [(yx)r>1] con || P|| < [|R|||IS| <
2.2.p=4p.

Finalmente, observe que

+00 +oo
D T ) = il PI < P 1T (e) = el
k=1 k=1

4 2R ¢
<Z2.p. 2 <
~a a;%C
8,0 % 8 a1
a2 b a a 16 2

Entonces (77 (hx))r>1 es una sucesion basica equivalente a (yx)ren (ver [5], Teore-
ma 9 pag 46) y existe una proyeccion equivalente a (yx)r>1 y existe una proyec-
cion @ de Cy(a, E) sobre [Ty (hg)]k>1 (ver [5], Teorema 12 pag 50). Por lo tanto
Hy = [(h1.)k>1] es un subespacio de H isomorfo a co y ¢! oQ o es una proyeccion
de C(a, E) sobre T(H,) m

Finalmente se ha dado la teoria necesaria para mostrar el resultado principal el
cual se enuncia a continuacion.

Teorema 3.4.2. Sean « y B dos ordinales contables, entonces N(C(a)) no es
isomorfo a un subespacio de K(C(f3)).

Demostracidn: Supongamos que existe un isomorfismo 7' : N (C(«)) — K(C(5))
como C(3) es isomorfo a Cy(f) entonces existe un isomorfismo de N (C(«)) en
K(Co(B)). Sabemos que el dual de Cy(a)* es isomorfo al espacio ¢1({0, c)) y este
espacio posee la propiedad de aproximacion por observacion 3.2.4, entonces tene-
mos que por Teorema 3.2.6 y Teorema 3.2.5 tenemos que:
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Por otro lado, del Teorema 3.3.1 y del Teorema 3.3.2 tenemos que:

K(Co(8B)) ~ Co(B)*@:Co(B) ~ ({0, B))@:C(8) ~ Co(B8)@:41({0, 5))
~ C(B)®:4((0,8)) ~ C({0, 8), 6:(0, 8))
NCO(<0a6>a€1< 75)) ( )

Por tanto existe un isomorfismo entre ¢;(N, Cy(a)) y un subespacio de Cy(f3, £1).

Para cada n € N considere X, el subespacio de Cy(«) isométrico a €7, (restringir
la funcién a (1,n)) y ast X = (£ @2 @ - @I @ ---)p, es un subespacio de
(1 (N, Cy(a)) v este subespacio no contiene un subespacio isomorfo a ¢y (ningin
subespacio de ¢; contiene un subespacio de ¢p). Por tanto 7(X) es un subespacio
de Cy(B, £1) que no contiene un subespacio isométrico a ¢y y por el teorema anterior
(Teorema 3.4.1) T'(X) es un subespacio de Cy(n,¢;) para algin n € N. Como /¢,
es isomorfo a su cuadrado entonces Cy(n, ly) ~ €7 y asi Cy(n, ¢1) es isomorfo a ¢,
y por tanto T'(X) es un subespacio de {1, luego X es isomorfo a un subespacio de
¢1. Pero X contiene a {2 uniformemente y como X es isomorfo a un subespacio
de ¢, entonces ¢; contiene a (7 uniformemente esto es ¢; no tiene cotipo finito ,
lo que contradice el hecho que ¢; tiene cotipo 2 m
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