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Introduccion

Vivimos rodeados de sistemas dindmicos: las empresas, el mercado, los ecosistemas, el cli-
ma, nuestro cuerpo, la poblaciéon y sus interacciones con el medio, son algunos ejemplos.
Estos sistemas son dinamicos por los cambios que presentan con el paso del tiempo, dicho
de otra forma, por su movimiento.

El movimiento o dindmica del sistema exhibe ciertas caracteristicas dependiendo del es-
pacio donde se dé, el tiempo (discreto o continuo) en el que se analice y la regla que lo
rige. El estudio del movimiento se remonta a la época de Newton (1.643-1.727) con el
estudio del movimiento de los cuerpos por la acciéon de la gravedad.

A finales del siglo XIX Henri Poincaré propuso un método nuevo (més cualitativo que
cuantitativo) para estudiar sistemas dindmicos: en este se analiza el comportamiento glob-
al de todas las soluciones (|G-S]). En 1.908 escribio: “... el verdadero método para predecir
el futuro ... consiste en estudiar su historia y estado actual.” ([Mc| pag. 41)

Pocos cientificos mostraron interés en su trabajo, hasta que el estudio moderno de los
sistemas cadticos comenzo en la década de los sesentas con los trabajos de Steve Smale
sobre dinamica simbélica y el descubrimiento del caos en el modelo simplificado del clima
de Edward Lorentz.

Luego, en la década de los ochentas se da otro importante avance con trabajos de Robert
Devaney y otros (|[M1]). En esta época se inicia la difusién entre un gran nimero de per-
sonas (cercanas o no a las matemaéticas) de conceptos como funcidon cadtica entre otros. A
causa de la interdisciplinariedad en el estudio del tema, surgieron aplicaciones en diversas

areas como: economia, meteorologia, sociologia, quimica, biologia, fisica, medicina, etc.



Debido al importante desarrollo y aplicabilidad de la teoria de los sistemas dindmicos
cadticos, se produce este material introductorio, basado en sistemas dinamicos discretos
casi siempre unidimensionales; compuesto por tres capitulos y escrito en forma sencilla
para hacerlo accesible a personas con algin conocimiento en topologia y anélisis mateméati-
co.

El primer capitulo, llamado Preliminares, incluye conceptos previos para la compren-
sion de las demostraciones, ejemplos, observaciones y ejercicios vistos en los otros dos
capitulos; el segundo, titulado Sistema dinadmico discreto presenta conceptos bésicos
sobre estos sistemas, una funciéon de especial importancia es conocida como la tienda y
ejercicios resueltos; algunos de los cuales fueron estudiados en un seminario realizado en el
primer semestre académico de 2004, por un grupo de alumnos de pregrado, un profesor de
la Escuela de economia y los profesores Sonia M. Sabogal, Rafael Isaacs, Edilberto Reyes
y Javier Camargo de la Escuela de matematicas; por tltimo el capitulo tres, Sistema
dindmico caético incluye conceptos necesarios para la comprension de la definicion de
sistema dinamico caético presentada en este trabajo y propuesta por Devaney.

Cabe anotar que debido a delimitacion tematica, queda mucha teoria relacionada con el
tema excluida de esta monografia, la cual podria tomarse como objeto de estudio para

otros trabajos.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se enuncian algunas definiciones, teoremas y resultados que se utilizaran
en los siguientes capitulos, con el fin de que el lector se devuelva a éste si no comprende

o quiere verificar algo. Las demostraciones que no aparecen pueden encontrarse en [B-S].

1.1. Algo sobre los ntimeros reales
A continuacién enunciaremos algunos resultados sobre el conjunto R de los nimeros reales,
que se van a usar posteriormente.

Teorema 1.1.1. Sia € R es tal que 0 < a < € para todo nimero positivo €, entonces

a=20.

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, que a > 0, entonces 0 < § < a. Ahora
bien, si se hace € = g, entonces se tiene que € > 0y a > 0. Por lo tanto, es falso que a < ¢

para toda € > 0. Se concluye que a = 0. O

Definiciéon 1.1.1. Sea S C R.

i) Se dice que un nimero u € R es una cota superior de S si y sdlo si s <u Vs € S.

1) Se dice que un nimero w € R es una cota inferior de S si y sdlo siw < s Vs € S.



Se dice que S esta acotado por arriba si tiene una cota superior, acotado por abajo

si tiene una cota inferior y acotado si esta acotado por arriba y abajo.

Definiciéon 1.1.2. Sea S C R.

i) Si S estd acotado por arriba, entonces se dice que una cota superior u es un Supremo
(o una minima cota superior) de S, si ningin nimero menor que u es cota superior

de S. Si u existe entonces se notard sup S = u.

i1) Si S estd acotado por abajo, entonces se dice que una cota inferior w es un infimo
(0o una mdxima cota inferior) de S, si ningin nimero mayor que w es cota inferior

de S. Si w existe entonces se notard inf S = w.

Observaciones

= Si el supremo(o infimo) existe es tnico.

» Si se aplican las definiciones anteriores al conjunto vacio (), cualquier nimero real es
cota superior de (), pues dado r € R, no existe un s € () tal que s > r, entonces no
habra una minima cota superior. De manera similar, cualquier ntimero real es cota

inferior de @, por lo que no existe el infimo de ().

Una propiedad importante de R es la siguiente:

Todo conjunto no vacio de nimeros reales que tiene una cota superior tiene un Supremo
en R (propiedad del supremo en R).

Esta propiedad es equivalente a la siguiente:

Todo conjunto mo vacio de numeros reales que tiene una cota inferior tiene un infimo en

R (propiedad del infimo en R).

Ejemplo 1.1.1. Sea f : R — R continua, con a, 3y c € R, con « € A C R y A definido

como sigue
A={a e8] : fl@) =} = [0 BN F(0).
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Es claro que, A C [« (]; luego A esté acotadoy A # (), entonces A tiene infimo y supremo,
ademés, como A es cerrado tales infimo y supremo seran el minimo y el méximo de A

respectivamente’.

Una consecuencia importante de la propiedad del supremo en R es la propiedad de Ar-

quimedes o arquimediana.

Propiedad de Arquimedes. Si x € R, entonces existe n, € N tal que x < n,.
La propiedad de Arquimedes se puede enunciar de varias maneras. Se presentan a conti-

nuacion algunas.

Corolario 1.1.1. Sean y y z numeros reales positivos. Entonces:

a) existe n € N tal que z < ny;
b) existe n € N tal que 0 < % <y;

c) existen € N tal quen —1 <z <n.

1.2. Espacios métricos y topolbgicos

Intuitivamente un espacio métrico es un conjunto en el que se puede hablar o trabajar con
la distancia entre sus elementos debido a que el conjunto tiene una funciéon de distancia

o métrica. Més formalmente tenemos la siguiente definicion:

Definicion 1.2.1. Una métrica en un conjunto X, es una funcion d : X x X — R, que

satisface las siguientes propiedades Vr,y, z € X.

a) d(z,y) > 0 (positividad);
b) d(z,y) =0 < x =1y (precision);
¢) d(z,y) =d(y,z) (simetria);

d) d(z,y) < d(z,z) + d(y, z) (desigualdad del tridngulo).

IEste ejemplo se usa en el ejercicio 2.2.



Un espacio métrico (X, d) es un conjunto X junto con una métrica d en X.

Ejemplo 1.2.1. a) (R,d,) con d, : R x R — R definida por d,(z,y) = |z — y|, para

x,y € R, es un espacio métrico y d, se llama la distancia o métrica usual en los reales.

b) Sea X # (). Para x,y € X se define la métrica discreta como

d(z, ) 0 siz=y,
x,y) =
Y 1 six#y.

Entonces (X, d) se llama espacio métrico discreto.

Si (X, d) es un espacio métrico y A C X, es facil ver que al restringir la funcion d al
conjunto A X A, se obtiene que (A, d) también es un espacio métrico.
La métrica usual en R y la métrica discreta generan, respectivamente, la topologia usual

en R y la topologia discreta, las cuales se definiran en el ejemplo 1.2.3.

Definicion 1.2.2. Sea (X, d) un espacio métrico; a € X y e > 0, se define la bola con

centro en a y radio €, notada B.(a) como sigue
B.(a)={zx € X :d(x,a) < e}.

Ejemplo 1.2.2. Si (X, d) es el espacio métrico discreto, entonces

B.(a) {a} sie <1,
ela) =
X sie>1.

Veamos ahora la nociéon de espacio topologico.

Definiciéon 1.2.3. Sea X un conjunto no vacio y T C P(X), (X, T ) es un espacio

topologico si:
a) e T;
b XeT;

¢) AnNBe T paratodo A,Be T ;



d) Si {As}aea es una familia de conjuntos donde A, € T para toda o € A entonces

UaAa < 7-

En tal caso T se dice una topologia en X y si A € T se dice que A es un conjunto

abierto.

Ejemplo 1.2.3. a) X = {1,2,3} vy T ={0, {1}, {2,3}, X} entonces (X,7T) es un espacio

topologico.

b) Si (X, d) es un espacio métrico entonces la familia de las bolas genera una topologia en
X de la siguiente manera: la colecciéon de subconjuntos de X que son uniones de bolas, es

una topologia, es decir, no es dificil demostrar que:
T o= {Uper Be.(aa) | a0 € X, e0 € R, a € A, A conjunto}

es una topologia en X, llamada la topologia generada por la métrica d.

¢) (R, T.)con T, ={Uy,(ab):aib € Rya; <b; Vi€ J, Jconjunto} es un espacio
topologico (Tu es la topologia generada por d,) y T . es llamada la topologia usual
en R.

d) Dado X conjunto, la topologia discreta sobre X, notada T 4is se define por
T sis = P(X)y T 4is es la topologia generada por la métrica discreta.

1.3. La topologia de R

Puesto que los sistemas dindmicos que se estudian en este trabajo son en su mayoria sis-
temas dinamicos en R entonces los siguientes conceptos se restringiran al espacio topologi-

co de los reales, es decir, a R con su topologia usual.

Definiciéon 1.3.1. Sea ¢ > 0. El conjunto Vo(z) = {y € R : |[x —y| < €} es una e-

vecindad de x.



Nota. [z —y| <e siy solo siy € (v —e,x +¢€). entonces V.(z) = (x — e,z + €). Ndtese

ademds que V.(x) no es otra cosa que la bola con centro en x y radio €.

Proposicion 1.3.1. El conjunto U es abierto si y sélo si (Vx € U) (IV.(z)) tal que
V.(x) C U. El conjunto F es cerrado si F© =R\ F es abierto.

Ejemplo 1.3.1. a) El conjunto R = (—o0, 00) es abierto.

Para cualquier € R, se puede tomar e :=1y (z — 1,z + 1) CR.

b) Cualquier intervalo abierto J := (a, b) es un conjunto abierto.
Sia < x < b se hace ¢, := min{r — a,b — z} entonces (z — e,z + ¢,) C J. De manera

similar (—oo, a) y (b, 00) son conjuntos abiertos.

¢) El conjunto I = [0, 1] es cerrado.
I¢ =R\ [0,1] = (—00,0)U(1, 00) es abierto pues la unién arbitraria de abiertos es abierta,

y (—00,0), (1, 00) son abiertos.
Si (X,7) es un espacio topologico y A C X, es facil ver que la familia:
Tai={0NnA|0OT}

es una topologia en A. En tal caso (A,7T 4) se dice un subespacio (topolégico) de (X, 7).

1.4. Sucesiones

Definiciéon 1.4.1. Sea X : N — R una funcion que asigna a cada natural un nimero
real de la forma X,y = x, entonces X = (z,,) es una sucesion en R. La sucesion (x,)
converge a x € R si (Ve > 0) (Fk. € N) tal que si n > k., entonces |z — z,| < .

La sucesion converge al infinito si para cada o € R ewxiste k, € N tal que si n > k,,

entonces x, > «.

Cuando (x,) converge a z se escribe lim(z,) = x o también z,, — z cuando n — oo

8



1
Ejemplo 1.4.1. a) La sucesion (x,,) = (—) converge a cero.
n

1
Veamos, dado ¢ > 0 se tiene — > 0 y por la propiedad arquimediana Jk. € N tal que
£

1 ) ) 1 1 )
k. > —, entonces para cualquier n € N con n > k. se tiene n > —, luego — < €. Es decir,
€ € n
1
= —<E&.
n

1
~ -0
n

si n > k. entonces

b) Si ¢ > 1, entonces lim(c") = oo.
«

Sean c:=1+b,donde b >0, « € Ry k, € N tal que k, > 2

Si n > k,, por la desigualdad de Bernoulli? se sigue que
I=14+b)">1+nb>14a>a.
Por lo tanto, lim(c") = oc.

Teorema 1.4.1. Sean A = (a,) y X = (z,) sucesiones de nimeros reales y sea v € R.

Si para algun ¢ > 0 y algin m € N se tiene
|z, — x| < cla,| para toda n €N tal que n > m,
y st lim(a,) = 0, entonces se deduce que lim(x,) = x.

Ejemplo 1.4.2. Si 0 < ¢ < 1 entonces lim(c") = 0.

1 1
Puesto que 0 < ¢ < 1 entonces 1 < —, luego a = — — 1 > 0; por consiguiente se puede
c c

1
escribir ¢ = . Por la desigualdad de Bernoulli se tiene
(1+a)
0<c” ! < ! < !
"= —
(1+a)» ~ 1+na na’
luego
11
" —0] < =|=
a|n

1

Como lim () =0y £ > 0, entonces lim(c") = 0.

Definiciéon 1.4.2. Sea X = (x,,) una sucesion de nimeros reales.

Se dice que X es creciente si satisface las desigualdades

T <X <o < Ty < Tppgy < - -

2Si x > —1, entonces (1 +z)" > 1+ nx Vn € N.



Se dice que X es decreciente si satisface las desigualdades

Ty > Tg > > Ty > Tpyq >

Se dice que X es no decreciente si satisface

Ty ST < - STy S Tpgy S

Se dice que X es no creciente si satisface

Ty 2Ty 2 2Ty 2 Tpgp =0

Se dice que X es mondtona si es decreciente o creciente o no decreciente o no creciente.
Teorema 1.4.2 (de convergencia mondtona). Una sucesion mondtona de nimeros reales

es convergente si y solo si estd acotada. Ademds:

a) si X = (z,) es una sucesion no decreciente acotada, entonces
lim(z,,) = sup{z,}:

b) siY = (yn) es una sucesion no creciente acotada, entonces

Hm(yn) = 1,nf{yn}

Definiciéon 1.4.3. Sea X = (z,) una sucesion en R, es decir X : N — R y sea K :
N — N creciente (es decir: Vm,n € N, n <m = K(n) < K(m)).

Entonces X o K : N — R se llama una subsucesion de X y se nota (xy,).

Teorema 1.4.3. Si una sucesion X = (x,) converge a un numero real x entonces

cualquier subsucesion de X también converge a x.

1.5. Continuidad y teorema del valor intermedio

Definicién 1.5.1. Sean (X, T )y (Y,/,L) espacios topoldgicos y [ : X — Y una funcion.
Diremos que [ es continua si y sélo si VG € /,L, se tiene que f~YG) € T (es decir f

devuelve abiertos en abiertos).
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La definicién anterior se puede particularizar facilmente para funciones entre espacios

métricos.

Proposicion 1.5.1. Sean (X,d) y (Y, m) espacios métricos, f : X — Y yc € X. Se
dice que f es continua en ¢ si dada cualquier bola B.(f(c)), existe una bola Bs(c) tal que

f(Bs(c)) € B:(f(c)).

Proposicion 1.5.2. Sean ACR, f: A— R yc € A. Se dice que f es continua en c
si, dada cualquier e-vecindad V-(f(c)) de f(c), existe una §-vecindad Vs(c) de c tal que si

x es cualquier punto de AN Vs(c), entonces f(x) € V-(f(c)) (note que & depende de € y
c).

Proposicion 1.5.3. Se dice que f : A — R es continua en A si es continua en todo

punto de A.

Teorema 1.5.1. Sean f,g : X — R continuas en un punto a € X y f(a) < g(a),

entonces existe § > 0 tal que f(x) < g(x) para todo x € X con |x — a|] < 0.
Corolario 1.5.1. Sea f : X — R continua en un punto a € X y k € R una constante.

Si f(a) < k, entonces existe § > 0 tal que f(x) < k para todo x € X con |x —a| < 9.

Demostracion. Sea f(a) < kye =k — f(a) > 0. Por la definiciéon de continuidad, a este
e le corresponde un 6 > 0 tal que z € X, |z — a|] < J implica f(a) —e < f(x) < f(a) +e.
Como f(a) + € = k, se tiene que para todo punto x € X, cuya distancia al punto a sea

menor que ¢ cumple f(x) < k. O
Un resultado andlogo® es:
si f(a) > k, entonces existe 6 > 0 tal que f(z) > k para todo z € X con |z — a| < §.

Teorema 1.5.2. Sea A C R, sean f y g funciones de A a R. Supongase que c € A y que

f vy g son continuas en c. Entonces

son continuas en ¢ (combinacion de funciones continuas).

*[L],pag 176
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Teorema 1.5.3. Sean A,B C R y sean f : A — R y g : B — R funciones tales que
f(A) C B. Si f es continua en ¢ € A y g es continua en b = f(c) € B, entonces la

composicion go f : A — R es continua en ¢ (composicion de funciones continuas).

Teorema 1.5.4. Sean A,B C R, sea f : A — R continua en A y sea g : B — R
continua en B. Si f(A) C B, entonces la funcion compuesta go f: A — R es continua

en A.

Teorema 1.5.5 (del valor intermedio*). Sea I = [a,b] y f : [ — R continua en I. Si k

es un numero entre f(a) y f(b), entonces existe un ¢ € 1, tal que f(c) = k.

Definicion 1.5.2. Sea AC Ry f: A — R. Se dice que f es uniformemente continua
en A si para cada € > 0 existe una 0. > 0 tal que si x,y € A son numeros cualesquiera

que satisfacen |x — y| < 6. entonces |f(x) — f(y)| < e (note que 6 solo depende de €).

Definicion 1.5.3. Sea A C Ry f : A — R. Si existe una constante k > 0 tal que
|f(z) — f(u)| < k| — u| para toda x,u € A, entonces se dice que f es una funcion de

Lipschitz (o que satisface una condicion de Lipschitz) en A.

Teorema 1.5.6. Si f : A — R es una funcion de Lipschitz, entonces f es uniformemente

continua en A.

E . .
Demostracion. Dado € > 0 se puede tomar § := —. Si x,u € A satisfacen |z — y| < §,

k
€
entonces |f(z) — f(u)] < k‘E = ¢. Por lo tanto f es uniformemente continua en A. O

1.6. Homeomorfismo

Definiciéon 1.6.1. Sea f : J — K con J, K C R. Decimos que f es un homeomorfismo
si f es continua en J, es biyectiva y f~': K — J es continua en K.

™ T

Ejemplo 1.6.1. La funcién f : R — <—§, 5

) dada por f(x) = arctan(z) es un

homeomorfismo (ver figura 1.1).

4Usaremos la sigla TVI para abreviar teorema del valor intermedio.

12



1 /()
...................................... T2

............... low

Figura 1.1: f(x) = arctanx con —5 < f(z) < 3.

1.7. Derivacion y teorema del valor medio

Definicion 1.7.1. Sea I C R un intervalo, f : I — R ya € I. f es derivable en a si

el limite
L f@) 1)

r—a xr—a

existe. En este caso, tal limite se denota f'(a) y se lee: la derivada de f en a. Una

funcion es derivable (o diferenciable) si es derivable en cada punto de su dominio.
Teorema 1.7.1. Si f: I — R es derivable en ¢ € I, entonces f es continua en c.

Teorema 1.7.2 (del valor medio®). Supdngase que f es continua en el intervalo cerrado
I :=la,b] y que f es derivable en el intervalo abierto (a,b). Entonces existe al menos un

punto ¢ en el intervalo abierto (a,b) tal que f(b) — f(a) = f'(c)(b— a)

Teorema 1.7.3. Sea f : I — I derivable en el intervalo I, entonces:

a) f es no decreciente en I siy solo si f'(x) >0 Vz e 1.

b) f es no creciente en I si y sdlo si f'(x) <0 Vx € I.

Cuando f es creciente o decreciente (desigualdades estrictas) se aplica el teorema con

desigualdades estrictas.

Ejemplo 1.7.1. Sea f(x) = /z con f: [ — I donde I = [0,00). f es creciente en .

1
De hecho f'(x) = — > 0, Vx € I, entonces por el teorema anterior f es creciente.

1
22

SUsaremos la sigla TVM para abreviar Teorema del valor medio.
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1.8. Densidad

Definicion 1.8.1. Sea K un conjunto ordenado® y J C K. Diremos que J es denso en

K si es posible hallar un elemento de J entre cualquier par de elementos distintos de K.

Proposicion 1.8.1. Sea J C K C R, entonces las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes:

a) J es denso en K.
b) Ve € K yVe >0 3y € J tal que |x —y| < e.

¢) Para cualquier intervalo abierto (a,b) C R con (a,b) # 0 y (a,b) N K # 0 se tiene
(a,b) N J # 0.

Ejemplo 1.8.1. Sea QQ el conjunto de los ntimeros racionales, entonces Q es denso en R.
Veamos: sean a,b € R con 0 < a < b, entonces b —a > 0, luego por la propiedad
arquimediana obtenemos un n € N tal que 0 < % < b—adedonde 1 < nb—a)y
por consiguiente nb — na > 1. Cémo na > 0 por el corolario 1.1.1 inciso (c), se obtiene

m € N tal que m — 1 < na < m, ya que m < na+ 1 < nb, entonces m < nb. Por tanto

na <m < nb, de donde r = = € Q y satisface a <r <b.
Proposicion 1.8.2. Si J C K, K infinito y J denso en K, entonces J es infinito.
Demostracion. Supongamos que J es finito, entonces J = {1, as, as, ..., a; } para algin
k € N. Tomemos un x € K \ J (tal z existe porque K es infinito) y hacemos

0 =min{|r — ;| con; € Ji=1,2,....k}.

Como J es finito y esta contenido en K, ¢ existe y ademés § > 0; haciendo ¢ = % >0
se tiene que V.(z) N'J = () luego J no es denso en K, lo cual contradice la hipotesis. Por

consiguiente J es infinito. ]

Observe que el conjunto de los ntimeros naturales N es infinito y esta contenido en Q.

Aunque Q C R y Q sea denso en R, el conjunto N no es denso en QQ ni en R.

5Es decir dotado de una relacién reflexiva, antisimétrica y transitiva.
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Proposicion 1.8.3. Sea I = [0,1] C R. Si A es denso en I y {x1,29,...,2,} C A,

entonces A\ {x1,xa,...,x} es denso en I para todo k € N.

Demostracion. Cémo [ es infinito y A es denso en I, entonces por la proposiciéon anterior
A es infinito. Probaremos por induccién matematica que si se quita un ntmero finito de
puntos a A, este nuevo subconjunto de A es denso en I.

Tomemos cualquier conjunto O abierto en I con O # (), entonces:
Sik=1;(A\{z})NO =(An{z}*)NO # 0 porque {z}°N O es abierto no vacio en [
y A es denso en [.

Ahora supongamos que la proposicion es verdadera para algin n € N y veamos que se

cumple para k = n + 1, entonces

(A \ {SL’l,LE‘Q, ey Ly l’n+1}> NO = [(A \ {Il,LE‘Q, ceuy l’n}) \ {$n+1}] Nno
= (A\ {z1, 29, oy 20 }) N {1} N O # 0,

ya que {z,41}° N O es abierto no vacio en I y A\ {z1,2s,...,x,} es denso en I, por la

hipotesis de induccion. Entonces A \ {1, x2, ..., 21} es denso en [ para todo k € N. [

Proposicion 1.8.4. Sea I CR y B C A C I tal que B es denso en A y A es denso en

I, entonces B es denso en I (transitividad de la densidad).

Demostracion. Si O es cualquier abierto de R con O NI # () debemos probar que
Bn(ONI)#0.

Como O NI es abierto no vacio en I y A es denso en I entonces AN (O NT) # (), pero
ANnONnI)=0nNn(ANnI)=0nNA, luego O N A es abierto no vacio en A, entonces
BN(ONA)#0. Pero BN(ONA)C BN (ONI), por tanto BN (O NI)#( como se

queria ver. ]
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Capitulo 2

Sistema dinamico discreto

Si (X, d) es un espacio métrico y f : X — X una funcion, llamaremos las iteradas de
f alas funciones en X, que resultan de la repetida composiciéon de f con si misma. Estas

se notan asi:
fOZIda f7 f27 fgv"'7 fn7

donde n esta en funcién del tiempo ¢, con n € N, luego en ¢t = k la posiciéon de algin
punto inicial zg dado en ¢ = 0 (condiciéon inicial) estda dada por la k-ésima iterada de f

sobre zq de la forma f*(x¢) = y, la siguiente posiciéon se da en t = k + 1 por!

fkﬂ(xo) = fofk(%) = flap) = Th1-

t 0 1 2 no..

posiciéon foUxo) =20 | flzo) =21 | fm0) =22 | .. f(20) = Tp ...

o valor

Tabla 2.1: Recorrido de x( bajo f.

Matematicamente un sistema dindmico discreto (S.D.D.) se caracteriza por una fun-
cion f de X en X continua y sus iteradas sobre un espacio métrico (X, d).
Escribiremos {X, f} para notar un S.D.D.

La orbita o trayectoria de xg se define como una sucesion de la siguiente forma:

o(zo, f) = {zo, f(x0), f2($0)7 oy = (fn(xo))neNU{O}-

Ver los incisos a y c del ejercicio 2.1
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En algunas ocasiones, abusando del lenguaje, al hablar de la cardinalidad de la o6rbita
nos referiremos a ella como conjunto. Las érbitas de cada punto del espacio describen la
dinamica del sistema.

Un S.D.D. es unidimensional si X C R, a menudo trabajaremos en {I, f} donde I =
[0,1] € R con la métrica y la topologia usual en R.

Para analizar la evolucion de una poblacion determinada, Malthus (1766-1834) desarrolld
un modelo llamado exponencial en el cual, el crecimiento de la poblacion es proporcional

a la poblacion existente, este es:
Tpe1 = T + axp = (1 + o)z, = Pry donde § = a + 1.

Si 3 > 1 la poblacion crece indefinidamente , si f = 1 se mantiene constante y se extingue
sif<1.

Luego Verhulst (1804-1849) analizando que el crecimiento de la poblacion es proporcional
tanto a la poblacion existente, como al “espacio” disponible, entonces propone la siguiente
curva:

Tpp1 = T + axp(l — xp) = (1 + @)z — axp

donde la poblacion maxima admisible es 1 (normalizado), si z > 1 el crecimiento se hace
negativo.
En 1976 el biologo Robert May para estudiar una poblacién de insectos en un ecosistema

cerrado modifico la curva de Verhulst de la siguiente manera:
zp+ 1= crp(l — ).
Esta ecuacion es conocida como: el modelo logistico.

Ejemplo. Por medio de los modelos exponencial y logistico, analicemos el crecimiento de
una pequefia poblacion de conejos, la cual se incrementa aproximadamente un 10 % cada
ano. Tengamos en cuenta que los conejos se encuentran en un espacio limitado. Si nuestra
poblacién inicial xy = 8 conejos ocurre lo siguiente:

En un ano x; = xy + 0,129 = 1,1z, en dos anos x5 = 1 + 0,1x; = 1,12; = 1,122, en
tres afios x5 = w9 + 0,129 = 1,125 = 1,137, entonces por induccién, después de n afios

x, = 1,1"x¢; haciendo f(x) = 1,1z y o = 8 tenemos:
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Afios(n) 0 10 20 50 100 ..
Poblacion(f™) || 8 | f1°(8) = 1,10(8) = 21 | f2(8) =54 | f°(8) = 939 | 110.245 ...

Tabla 2.2: La poblacién crece sin limite, ignorando el espacio, los recursos y otros factores que influyen
en este crecimiento.

Ahora si aceptamos que de acuerdo a las condiciones necesarias para el mantenimiento de
los conejos, la poblacién limite es de 1000 y tomamos el modelo logistico con r = 1,112

y xo = 0,008 que equivale a 8 de 1000 o al 0,8 % de la poblacion limite (1 normalizado)

tenemos L(x) = 1,112z(1 — z) y los siguientes datos aproximados:

Afios(n) 0 1 2 3 4 ] 10 ] 20 [ 100 | 800 ...
Poblacion(L™) || 0.008 | 0.009 | 0.01 | 0.011 | 0.012 | 0.02 | 0.043 | 0.101 | 0.101 ...
Poblacion 8 9 [ 10| 11 | 12 |20 | 43 | 101 | 101 ...

Tabla 2.3: La poblacién crece proporcionalmente tanto a la poblaciéon existente, como al espacio
disponible ([H] pag. 5).

2.1. Analisis grafico

Ver la trayectoria de un punto hace més comprensible el estudio de su dinamica.

Una representacion grafica conocida es el “trazo de una telarana” (cobweb plot) en el
plano cartesiano. Al dibujarse asemeja a una telarana, de alli su nombre; para este se
dibuja sobre el plano la recta y = = que corresponde a la funcion identidad Id(z) = =
y bosquejamos la gréfica de la funcién f dada en el mismo plano. Ubicamos x( en el eje
x, luego nos desplazamos verticalmente hasta f(xg), el cual queda justo en la grafica de
f; ahora como debemos aplicar f a f(xg) necesitamos f(z¢) en el eje z como punto de
entrada; para esto nos movemos horizontalmente hasta interceptar y = x (si f esta por
encima de Id, nos moveremos hacia la derecha, si f estd por debajo de Id nos moveremos
a la izquierda), lo cual se da en (f(zg), f(xo)) de esta forma insertamos a f(zy) como

punto de entrada y repetimos el proceso sin necesidad de ir hasta el eje x.

Ejemplo 2.1.1. Sea L : I — [ definida por L(z) = 4z(1 —z) y f : R — R definida
por f(x) = 2z, entonces las orbitas de algunos puntos iniciales se ven en las figuras 2.1y

2.2
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Figura 2.1: Funcién logistica L = 4z(1 — x)

y=f(x) ;
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£2(vo)

Figura 2.2: Funcién lineal f(z) = 2z
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En la figura 2.1 aparece la funcion logistica. Se ve que o(x, L) = {zo, L(z0)} es un ciclo,
pues L*(z¢) = mg. Si 29 = 0 entonces L(xg) = 0 luego 0(0, L) = {0}, que vista como
sucesion seria o(0, L) = (0,0,0, ...).

Las orbitas anteriores son periddica y fija respectivamente, mientras que las érbitas bajo

f a excepcion de o(0, f) = {0} son asintoticamente infinitas, es decir, la sucesion

|zol, |f(@o)l, 1/*(zo)l, 1f°(w0)], ... crece sin limite.

Al conjunto de puntos que tienden hacia el infinito en valor absoluto, bajo iteracion de f
se conoce como el conjunto estable del infinito y se nota como W?#(o0).

Para la funcion anterior f se tiene W?*(oc0) = R\ {0}.

2.2. Puntos fijos

Si el espacio en el que trabajamos es infinito, tendremos infinitos puntos y por ende
infinitas 6rbitas por analizar. Para facilitar y optimizar este trabajo utilizaremos algunos
conceptos y resultados sobre puntos y érbitas.

Un punto es fijo si al aplicar la funciéon sobre él, no se mueve. Més formalmente:

Definicion 2.2.1. Sea f: X — X y 2o € X. Decimos que xy es un punto fijo de f

si f(xo) = zg. En este caso o(xg, f) = {zo}.

Como se vio en el ejemplo 2.1.1 cero es punto fijo de L y f. En la gréafica de L se ve otro

punto fijo ? para hallarlo hacemos L(z) = x y resolvemos de la siguiente forma:

dr(l—r)=r=4r—42° —2=0=3x —42° =0
— 23—-4r)=0=2=003—-42=0.
3 L. .
luego en O y 1 se dan los dos tinicos puntos fijos de L.

Si f esta definida en un intervalo cerrado contenido en R, entonces existe un punto fijo.

El siguiente teorema muestra esto.

2Geométricamente, los puntos fijos de f corresponden a los puntos de corte de la grafica de f con la
recta y = x.

20



Teorema 2.2.1. Sea [a,b] un intervalo cerrado en R y f : [a,b] — [a,b] una funcion

continua. Entonces [ tiene un punto fijo en [a,b].

Demostracion. Si f(a) = a o f(b) = b termina la prueba. Si f(a) # a 'y f(b) # a, como
f(a)y f(b) estan en [a, b], entonces f(a) > ay f(b) < b, luego f(a)—a >0y f(b)—b < 0.
Sea g(x) = f(x) — z funcién continua en [a, b], entonces g(b) < 0 < g(a), luego por T.V.L

existe un ¢ € [a, b] tal que g(c) = 0, por consiguiente f(c) = c. H

El siguiente teorema nos muestra condiciones suficiente para la unicidad del punto fijo.

Teorema 2.2.2. Sea [a,b] un intervalo cerrado en R y f : [a,b] — R wuna funcion
derivable que satiface [a,b] C fla,b] y |f'(z)| < 1 Vz € I, entonces f tiene un tinico punto

fijo. Ademds, si x,y € [a,b] con x # vy, entonces |f(x) — f(y)] < |z —yl.

Demostracion. Se probara la segunda parte y esta se utilizara para probar la primera.
Sean x,y € [a,b] con x # y y supongamos x < y. Como f es derivable en [a, b], entonces f
es derivable en [z, y], luego por TVM existe ¢ € [z,y] tal que |f(z)— f(y)| = |f'(c)||z —y].
Como [z,y] C [a,b] se tiene |f'(c)| < 1 por hipétesis, luego |f(z) — f(y)| < |z — y|.

Ahora, sean xy un punto fijo® y = € [a, b] — {x¢}, entonces por lo anterior se tiene

|70 = f(@)| = [f(z0) = f(2)| < w0 — 2,

luego la distancia de zy a f(z) es menor que la distancia entre zy y x. Por lo tanto

f(z) # x para todo z € [a,b] \ {zo}. O

La siguiente definicién es necesaria para la comprension de la proposicién que sigue.

Definicion 2.2.2. Sea f : R — R y & € R. Decimos que x es un punto atrapado
si su orbita bajo f es un conjunto acotado. Al conjunto de todos los puntos atrapados lo

denotamos asi:
A(f) =A{x | o(z, f) estd acotada}.
Proposicion 2.2.1. Sea f : R — R continua en R. Si A(f) # 0, entonces f tiene un

punto fijo.

3

xg existe por la condicion [a,b] C f([a,b]) de f, ver ejercicio 2.3 inciso 7).
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Demostracion. Supongamos que f no tiene un punto fijo, entonces

VeeR, f(x)>z o f(zx)<z

» Si f(z) > x veamos que o(zx, f) es creciente y no acotada.

Supongamos que f?(x) < f(x) y sea g : R — R definida por
9y) = fly) =y, Yy € R,

g es continua, g(z) = f(z) =2 >0y g(f(z)) = f(f(2)) = f(z) = f*(z) — f(z) <O.
Por tanto, aplicando el TVI a la funcién g en el intervalo [z, f(z)] podemos asegurar
que existe un ¢ en dicho intervalo tal que g(¢) = 0 lo que implica f(¢) = cy
esto contradice nuestra suposicion de que f no tiene un punto fijo. Por lo tanto
f2(x) > f(x) (si fuera f2(x) = f(z), f(x) seria un punto fijo de f). Analogamente

se prueba que f3(x) > f2(x), f4(x) > f3(z), ... luego se tiene:
r < f(x) < fAx) <. < fM(z) < f"H2) < .

y o(x, f) es creciente.
Ahora supongamos que o(zx, f) es acotada, entonces por el Teorema 1.4.2 existe

y = lim f™(z) de donde f(y) = f(lim f"(x)) y puesto que f es continua se tiene:

fly) = lm f"*(z) = lim f"(2) = y,
lo que nuevamente contradice que f no tiene punto fijo. Asi o(x, f) no es acotada.

» Si f(x) < x se puede hacer un razonamiento parecido al anterior para concluir que

o(z, f) es decreciente y no acotada.

Por lo anterior Yz € R, o(x, f) no esta acotada, contradiciendo la hipotesis. O

Ejemplo 2.2.1. Sea f : R — (5F, %) definida por f(z) = arctanz (ver Figura 1.1), se
tiene A(f) = R.

Note que si z < 0 entonces = < f(z) < f*(z) < f*(z) < ---0, luego o(z, f) es creciente
y acotada. Ahora si z > 0 se tiene x > f(z) > f%*(x) > --- > 0, entonces o(z, f) es

decreciente y acotada. Ademéas f(0) = arctan0 = 0, luego 0 es punto fijo de f.
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No todos los puntos fijos se comportan de manera parecida. Algunos se caracterizan por
“atraer” y otros por “alejar” con el paso del tiempo a los puntos que se encuentran “cerca’.

Un punto fijo atractor (o sumidero) se define como sigue.

Definicion 2.2.3. Sea I C R y f : I — [ con xg punto fijo de f. Decimos que xg
es un punto fijo atractor (o sumidero) de f si 36 > 0 tal que Vx € Vs(xq) se tiene

lim f™(z) = zo.

El conjunto estable (o cuenca) de un sumidero, esta formado por los puntos que
tienden hacia él, mediante la iteracion de la funcién. Si zg es el sumidero, la cuenca se

denota W#(z). Note que si z € W*(z), entonces z es un punto atrapado.

Ejemplo 2.2.2. Sea f(z) = %—l—g con f de R en R. Se tiene f(3) = 3, luego 3 es punto

fijo de f. Si tomamos z € R\ {3} por T.V.M. existe ¢; € R con ¢; entre x y 3 tal que

[f(z) =3 = |f(z) = fB)] = [ (er)l]x = 3],

como

f(z) = ’:% Vo € R,

entonces
1
|[f(z) = fB3)] = glz = 3].

Aplicando nuevamente TVM se encuentran ¢, v ¢3 en R tales que

70 = PO =17l i) = 3] = 5 (ke =31) =l -3

740 = POI= 170 - 26 =5 (gl 3) = gk -3

Continuando por inducciéon, se obtiene que

(@) = f"B)| = 5l = 3]
ya que f"(3) = 3 ¥n € N, entonces
n 1
(@) =3 = sl 3



1
Como 3 < 1 entonces por el ejemplo 1.4.2. lim on = 0 y como |x — 3| > 0 por Teorema
1.4.1. se tiene lim f™(x) = 3 , luego 3 es un punto fijo atractor * de f y W*(3) = R. Una

visualizacion de lo anterior se presenta en la Figura 2.3).

y = f(x) y==u

P ) Ny

Figura 2.3: Tlustracion de la atraccion que ejerce 3 sobre dos puntos.

La definicion de punto fijo repulsor (o fuente) no es la negacion de la definicion de

punto fijo atractor, veamos:

Definicion 2.2.4. Sea I CR y f: I — I con xg punto fijo de f. Decimos que xy es un
punto fijo repulsor (o fuente) de f si 36 > 0 tal que Vo € Vs(xo) \ {zo}, existe n € N
(n depende de x) tal que f™(x) no estd en Vs(xo).

La definicion dice que todos los puntos que pertenezcan a la d-vecindad del punto fijo
repulsor, excepto ¢l mismo, “saldran” eventualmente de ella. Note que la definiciéon no

niega que en algiin momento pueden retornar (ver [H| ,pag. 98).

Ejemplo 2.2.3. Sea f(z) = —2x 4+ 9 con f : R — R. Se tiene f(3) = 3, luego 3
es punto fijo de f. Si tomamos z € R\ {3} por TVM existe ¢; € R, con ¢; entre z
y 3 tal que |f(z) — f(3)] = |f'(c1)||lx — 3], como |f'(x) = —2| = 2 Vo € R, entonces
[f(z) = fB3)] = 2|z — 3].

Aplicando nuevamente TVM se encuentran ¢, y ¢3 en R tales que

[f2(2) = F23) = [ (e2)l| f () = f(3)] = 22z — 3]) = 2%|2 — 3|

4En este ejemplo para cualquier § > 0 se satisfacen las condiciones de la definiciéon 2.2.3
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(@) = @) =11 (es)l|f*(z) = £2(3)] = 2°|w = 3] = 2| — 3|

Continuando por induccion se obtiene que

[f"(x) =3[ = [f*(x) = f"3)| = 2"| = 3].

Como 2 > 1, entonces 1im 2" = oo, por consiguiente o(z, f) crece sin limite Vo € R\ {3},

entonces todo x # 3 se aleja de 3, luego 3 es un punto fijo repulsor® (ver la figura 2.4).

g

|
|
|
|
:
3
|
|
|
|

Figura 2.4: Tlustracion de la influencia de 3 sobre algunos puntos. Note que las iteradas de f se alternan
de un lado del 3 al otro, debido al valor negativo de f.

Teorema 2.2.3. Sea f: [ CR — R, una funcion de clase C*(I)8. Sea zo € I un punto

figo de f, se tiene:

i) si|f'(zo)| <1, entonces xy es un punto fijo atractor,

1) si|f'(xg)| > 1, entonces x¢ es un punto fijo repulsor.

Demostracion. i) Sea M € R tal que |f'(zo)] < M < 1; como f’ es continua 3§ > 0
tal que Vo € (xg — 0,29 + §) se tiene |f'(z)] < M. Por T.V.M. existe ¢ entre = y
o tal que |f(z) = f(zo)| = [f'(0)llx — wo|, como ¢ € Vi(xo), entonces [f'(c)| < M,

luego |f(z) — xo] < Mz — x9|. Como M < 1 se tiene que la distancia de f(x)

SNuevamente en este ejemplo para cualquier § se cumple la definiciéon 2.2.4.

6f € C(I) significa que f’ existe y es continua en I. Sin embargo en [H|, pags. 51, 175, 176 se
demuestra que el teorema es verdadero atn si f’ no es continua, aunque la demostracion resulta menos
sencilla que si se asume la continuidad de f’.
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a o es menor que la distancia de = a xg, entonces f(x) € Vs(zp) y por lo tanto
|f2(z) — x| < M|f(z) — 29| < M(M|x — z0|) = M?|z — x0|. Por induccién se tiene
Vn e R, |f"(z) — xo] < M™|z — 2¢|. Como 0 < M < 1, entonces lim M"™ = 0 y dado que

|x — x| > 0, se tiene lim f"(x) = zy, luego o es un punto fijo atractor.

i1) Sea M € R tal que |f'(x¢)| > M > 1; como f’ es continua 39 > 0 tal que Vo € V(zo)
se tiene |f'(z)| > M. Por TVM existe ¢ entre = y z tal que

() = flzo)| = [ ()| — o,

como ¢ € Vy(xg), entonces |f'(c)| > M, luego |f(x) — xo| > M|z — x0|. Como M > 1 se
tiene que la distancia entre f(x) y xo es mayor que la distancia de x a ¢, luego si f(x)
no esta en Vs(zo) termina la prueba, pues bajo una iteracion de f, o(z, f) deja V(o). Si

f(z) € Vs(zo) entonces
| f?(x) = xo| > M| f(x) — xo| > M?|x — ],

y asi, siempre que f"(z) € Vs(zo) se tendra |f"(x) — xo| > M"|x — 0|, como M > 1
entonces lim M"™ = oo, y puesto que |z — x| > 0, debe existir un n € N tal que f™(x) no

esta en Vj(xg), luego xy es punto fijo repulsor. O

Observacion. En el inciso (i) la relacion |f'(xg)| = M < 1 proporciona una estimacion
de la velocidad de convergencia de f™(x) a xo para x € Vy(xo).

En caso de que f'(xg) = 0 se dice que xy es un punto fijo superatractivo.

Utilizando el Teorema 2.2.3 en el Ejemplo 2.2.2 para f(r) = 5 + % se tiene que 3 es un
punto fijo atractor, pues |f'(3)] =1 < 1.

Ahora usandolo en el Ejemplo 2.2.3 para f(z) = —2z + 9 se tiene que 3 es un punto fijo
repulsor, pues |f'(3)] =2 > 1.

Los puntos fijos cuyas derivadas en valor absoluto son diferentes de uno son llamados
puntos fijos hiperbélicos, en ellos se encuentran sumideros y fuentes.

Si la derivada en el punto fijo es 1 6 —1, este es llamado un punto fijo neutral o
no hiperboélico. Para este tipo de puntos no se puede hacer una predicciéon sobre la

trayectoria de puntos cercanos.
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Ejemplo 2.2.4. a) Sea f : [-1,—1] — [~1, —1] definida por f(z) = x — 23, se tiene
entonces que 0 es punto fijo neutral de f, pues f’(z) = 1 — 322, luego |f'(0)| = 1. Pero 0
se comporta como un punto fijo atractor en [—1, 1] (ver la figura 2.5). En algunos libros

lo llaman atractor débil (Ver [H|, pag. 54).

Figura 2.5: Comportamiento de o(z, f) con z € [—-1,1] = W*(0).

b) Sea f : R — R definida por f(z) = z + 23, entonces se tiene que 0 es punto fijo
neutral de f. Pero 0 se comporta como un punto fijo repulsor, también llamado repulsor

débil (ver la figura 2.6).

——— >

Figura 2.6: Comportamiento de algunas érbitas R.

c) Sea f(x) = € — 1 con f de R en R. 0 es punto fijo neutral de f. Pero 0 no se

27



comporta como atractor ni como repulsor. La figura 2.7 muestra que W*(0) = (—o0,0] y

W#(o0) = (0, 00). o
y=f(z

Figura 2.7: Todo a > 0 se aleja del 0 y todo b < 0 se acerca al 0.

2.3. Puntos periodicos

Un punto se llama periddico si después de algunos “brincos” bajo iteracion de f, vuelve

a su posicion inicial. Formalmente:

Definicion 2.3.1. Sea f: X — X yxg € X. Decimos que xy es un punto periddico
de f de periodo k, si existe k € N: f¥(xq) = zo y para cada j con 1 < j <k, fi(xq) # 0.
En este caso

o(wo, ) = {wo, f(w0), f*(x0), ey f*7 (w0) }s

vista como conjunto esta orbita es finita con cardinal k.

De la definicién anterior podemos decir que un punto periédico de f de periodo k, es un
punto fijo de f*, la k-ésima iterada de f, y que un punto fijo es un punto periédico de
periodo uno.

Al conjunto de todos los puntos periddicos de f lo denotaremos Per(f).

Ejemplo 2.3.1. Sea f : I — I definido por
2z, sixel0, 2],

S, si ze]
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1
3/4 b———— dtytyrpv
| ~ -
| 11
1/2 ! !
| [
-~ [
| [
[
1 1
| 1
L [ T
0 1/2 3/4 1

Figura 2.8: Comportamiento de algunas oérbitas de I bajo f

Como |f'(z)] = 2 para = € |0, %] y cero es punto fijo de f, entonces cero es punto fijo
repulsor de f. Por esta razon 3n € N tal que f"(z) € [3,1] para todo z € (0, 3]. Dado

que si x € [%,1] entonces f(x) = %— Ty % < z < 1 implica % < %— x < 1 por tanto

fx)=f( —2)=2— (2 —2) =z, luego todos los puntos de [3, 1] son de periodo dos,

excepto % que es punto fijo. Se tiene que Per(f) = {0} U [%, 1].

Lema 2.3.1. Six es un punto periddico de f de periodo k entonces f™(x) = x si y sdlo

st m es multiplo de k.

Demostracion. Supongamos que m no es miltiplo de k. Como k,m € N entonces por
el algoritmo de Euclides para la division m = ks 4+ r con s, € Ny 0 < r < k, luego
[r() = fEr(@) = frHR (@) = fro R (@) = fr(f*(x)) = f7(x). Por hipbtesis f™(z) = @
entonces ["(z) =z y r < k, lo que contradice que k sea el periodo de = entonces k|m.
Ahora si m es multiplo de k, existe n € N tal que m = nk. Demostremos por inducciéon
sobre n, que f™(x) = x.

Para n = 1 se tiene que f*(x) = z por hipétesis. Supongamos ahora que f™(z) = x y

n—l—l)k(

probemos que f! x) = x. Tenemos:

FORR () = frRR() = fE(fH () = () =
por hipotesis de induccion. O

Definicion 2.3.2. Dos orbitas se diran distintas si son ajenas como conjuntos, o sea

que su interseccion sea vacia.
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Ejemplo 2.3.2. Sea L : [ — [ la funcion logistica L(z) = 4z(1 — x).

i) ¢Tiene L puntos periodicos de periodo dos?, jcuantos?

i1) {Tiene L puntos periddicos de periodo tres?, jcuantos?

Solucion. i) 0 y 2 son puntos fijos repulsores de L. Como L[0,1] = [0,1], L(3) =1y
L(1) = 0 entonces L?(3) = 0. Ademas ya que L(a) = 3 para algin 0 < a < 1 se sigue que
L*(a)=LoL(a)=L(}) =1
Similarmente existe otro nmero b con £ < b < 1 tal que L(b) = 5 (L es una parébola,
no es 1-1) entonces L*(b) = 1.
En la figura 2.9 se ve que L? tiene cuatro puntos fijos; pero 0 y % son puntos fijos de L,

luego solo dos de los cuatro son puntos periddicos de periodo dos de L estos son 5_T;/g

545
B

y

y ellos forman una sola orbita.

y = L%(z) y=xz
1
5+4v6 | [\ _ _ _____ _
B
I
I
I
I
I
I
5-v5 4 _ _ I
B I
I I
I I
I I
I I T
5—v/5 5415 1
B B

Figura 2.9: Grafica de L?

ii) Como L?(a) = 1 = L3(a) = 0 igual con b; como L*(b) = 1 = L3*(b) = 0, luego en 0, a,
%, by 1, L? tiene raices, las cuales se separan por los cuatro maximos relativos que tiene
L3en 1.

Existe a < d < % tal que

L(¢) =a= L*(c) = L(a) = = = L3(c) = L*(a) = L(=) = 1.



Anélogamente para un d,ey f con a < d < %, % <e<b b< f<l.

L? tiene 8 puntos fijos de los cuales dos son conocidos: 0 y % que son los puntos fijos de
L; los dos puntos de periodo dos no aparecen como puntos de periodo tres porque si p es
de periodo dos, entonces L?(p) = p y L3(p) = L(p) # p debido a que si p es de periodo
dos no es fijo (ver lema 2.3.1). Entonces L tiene 8 — 2 = 6 puntos de periodo tres, con los

cuales se forman dos 6rbitas de periodo tres.

Asi como hay puntos fijos hiperbdlicos, existen puntos periodicos hiperbélicos (atrac-
tores o repulsores), pues si xg es un punto perioédico de f con periodo k, entonces z( es
un punto fijo de f*, luego la siguiente definicion y el siguiente teorema no son mas que

una extension de la definicion y el teorema analogos para puntos fijos hiperbodlicos.

Definicion 2.3.3. Sea f una funcion derivable y xo un punto periddico de f con periodo

k, entonces:

i) si |(f*)(x0)| # 1, entonces xy es un punto periddico hiporbélico de f;

ii) si |(f*)'(x0)] = 1, entonces xy es un punto periddico neutral o no hiperbdlico de

f.

Si z¢ es un punto peridédico de periddo k, entonces la definicion de punto perioédico
atractor y repulsor de f, si z( es el punto periédico de periodo k; es la misma definicion

de punto fijo atractor y repulsor” de f, tomando a xy como punto fijo de f*.

Definicién 2.3.4. Sea I CR y f : I — I con xo punto fijo de f*. Decimos que xy es un

punto periddico atractor de f* si 36 > 0 tal que Vo € Vs(xg) se tiene lim f*(z) = xy.

Definicién 2.3.5. Sea I CR y f : I — I con zq punto fijo de f*. Decimos que xq es
un punto periddico repulsor de f* si 36 > 0 tal que Vx € Vs(xo) \ {70}, eviste n € N

(n depende de ) tal que f*(x) no estd en Vs(xg).

"Definiciones 2.2.3 y 2.2.4

31



Un criterio para distinguir un punto periddico hiporbélico como atractor o repulsor se
presenta en el siguiente teorema. Téngase en cuenta que funciona para la derivada de la
k-ésima iterada de f evaluado en xy y no para la k-ésima iterada de la derivada de f en

xo. La demostracion del Teorema 2.3.1 es anadloga a la del Teorema 2.2.3.

Teorema 2.3.1. Sea x¢ un punto periodico de f con periodo k, entonces:

i) si |(f¥) (zo)| < 1, entonces xy es un punto periddico atractor de f;
ii) si |(f*)(zo)] > 1, entonces xq es un punto periddico repulsor de f.

Nota. x es un punto periddico atractor (repulsor) de f si y solo si es un punto fijo atrac-
tor (repulsor) de f%. En este caso todos los puntos de o(zg, f) son puntos fijos atractores
(repulsores) de f*.

Si el punto periddico xqy es atractor, su conjunto estable W*(x) es el conjunto de puntos

que tienden hacia €l bajo iteracion de f*.

Un resultado importante dice, que los conjuntos estables de puntos periddicos distintos

no se intersectan, el cual se muestra a continuacion.

Teorema 2.3.2. Sixq,x9 € Per(f) con x; # x5, entonces
We(z1) N W*(xq) = 0.

Demostracion. Sean ki y ko los periodos de x1 y zo respectivamente.

Supongamos W#(x1) N W*(z2) # (), entonces existe © € W#(z1) N W3 (x3), luego
x € Wi (zy) y v € W¥(xo).

Por lo tanto h’m(fkl)"(:c) =Ty h’m(sz)"(x) = T2.

Entonces por defincion de limite de una sucesion Ve > 0 4N, Ny € N tal que

si n > Ny entonces |z — (f)"(2)] < 5
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si n > N, entonces |zo — (f7)"(2)| < 5.

Tomando M = max{ Ny, N} se tiene que si n > M, entonces

= (P @l <5 v e (@) <5,

Por la desigualdad triangular tenemos
0 < a1 — xo| = |y — 552 (2) + f042(z) —

<oy = (f)"2 (@) + [z = (f52)" (2)]

< c + - €
2 2 7
luego 0 < |z1 — x9| < € Ve > 0, entonces x; = x5 (ver Teorema 1.1.1). O

3r — 23

Ejemplo 2.3.3. Sea f = R — R definida por f(z) = , los puntos fijos son —1,
0y 1. Por el Teorema 2.2.3, —1 y 1 son atractores y 0 es repulsor. Intentemos determinar
las cuencas de los dos sumideros. La Figura 2.10 muestra que I; = (0,+/3) € W*(1). Note
que f(v/3) =0 = f(—+/3). También se ve que f(I, = [~2,—/3)) = (0,1] C I, entonces
I, Cc W*(1) (note que f(—2) =1), luego I UL, C W*(1).
y = f(z)

s
1

-5 V3 -1 I V3 VB

—V3

—V5

3 — a3

Figura 2.10: f(z) = 5

Hallar W*(1) completa no es sencillo porque la grafica muestra un pequenio intervalo I3
de puntos a la derecha del 2 que entran al intervalo Iy, luego I3 C W*(1) y también
un pequenio intervalo I a la izquierda de —2 tal que f(I;) C I3, luego I, C W*(1) y asi
sucesivamente. Estos intervalos estan todos separados y los vacios entre ellos corresponden
a intervalos semejantes pertenecientes a W#(—1). Los I,, intervalos se hacen mas pequenos
a medida que n crece y todos ellos estan entre —v/5 y /5, ya que f(v5) = V5 y
f(—v/5) = /5 donde ninguno esta en W*(1) o W#(—1). Note que W*(1) N W*(—1) = 0.
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2.4. La funcion tienda T

En la esta seccion presentamos una funcién de especial impotancia para este trabajo.

La funcién tienda 7" con T : [0, 1] — [0, 1] se define por

() = 2x, si ze|0,3],
2—2z, si xze€lz1].

N[

N[

2/3b-——f—=-

Figura 2.11: 2/3 es punto fijo de T

y=T2%x) y==
1
4/5 F— % ——— -
|
|
25 - - - |
| |
| I
| |
| | T
2/5  4/5 1

Figura 2.12: 2/5 y 4/5 son los puntos de periodo dos de T

De la gréfica de T' se puede deducir el porqué de su nombre.
Se ve que 77 hace en [0, 3] (una tienda), lo que T hace en [0,1] = I (se tiene 72[0, 3] =

T(I) = I), la diferencia es que la tienda es més angosta. Entonces T2[0,1] = T'(0,1] y
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8/9

/7|

4/7 + - - i
4/9 H— 4 —|—

2/7 H —
2/9 H — —

oln —-===
N f——— ==
(=2}

Figura 2.13: 2/9, 2/7, 4/9, 4/7, 6/7 y 8/9 son los puntos de periodo tres de T

T?1,1] = T[0,1], luego T tiene (dos tiendas) dos picos. Ahora [0, 1] — [0, 3] — [0, 1]
entonces T3(0, 1] = T(I) = I, luego T hace en [0, 1] lo que T hace en I, con la diferencia
que T3 tiene las tiendas comprimidas en bases de longitud i luego T tiene (cuatro tiendas)
4 = 22 picos.

Como iterar T consiste en partir la base en la mitad y sacar dos tiendas de la que habia
con la misma altura (1) y base igual a la mitad de la anterior, entonces T tiene el doble
de tiendas de T® con bases de longitud %. Entonces T* tiene 23 = 8 = 2 x 22 (tiendas)

picos.

‘ n ‘ A ‘ # de tiendas o picos | puntos fijos de T™

1| 7T 20 =1 21 =2
21 T? 2l =2 22 — 4
3|78 22 =4 23 =28
4 | T* 23 =8 24 =16
é ffk 2k;1 ék

Tabla 2.4: T* tiene 2*~! picos (o tiendas) de altura uno, base y 2% puntos fijos.

2k—1

(. Como estan repartidos los puntos periodicos de T'7

Entendiendo por T* la k-ésima iterada de la funcién tienda 7', tenemos lo siguiente:
J J+1

ST ZET conj=0,1,2,...,28"1 —1, la funciéon T* tiene

en cada intervalo de la forma [
un pico (o tienda estrecha de altura 1 y base %%1 ), luego en la “subida” hay un punto

fijo y en la “bajada” otro. Entonces en cada mitad de dicho intervalo (ver figura 2.14), T*
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tiene un punto fijo y por tanto 7' tiene un punto periodico.

7 j+1
2k—1 y 2k—1'

Figura 2.14: Punto medio entre

A A J n Jj+1 25 +1 .
7 v 741 os ok—1 " 9k-1 _ ok-1 2741
k-1 9k—1 2 2 ok

El punto medio entre . Si hacemos

Il =25+ 1 tenemos:

o l=1 2+1 1 41 I+1

ok—1 ok 7 ok ok y ok—1 - ok 7

conl=0,1,2,..,2(251 — 1) = 2 — 1. Entonces en cada intervalo de la forma [2%, 5l la

funcién T tiene al menos un punto periodico.

Obsérvese que para cada k € N, el intervalo [0, 1] se puede “particionar” en 2% subinter-

valos, cada uno de longitud 2%, como se muestra en la figura 2.15.

Se inicia dividiendo el intervalo [0,1] en dos subintervalos de longitud 3: [0,3] v [35,1], ¥

luego, en cada paso se dividen por la mitad cada uno de los subintervalos obtenidos en el

paso anterior.
;Cuantos puntos fijos de 7%" son puntos periédicos de T de periodo 2"?
Si tomamos las iteraciones de T' que son potencias de 2, tenemos la siguiente tabla.

De T?%"(z) = x tenemos que el periodo de x es 2" o un divisor de 2"®. Como 2" tiene n + 1
divisores que son Dyn = {1,2,2% ..., 2"}, entonces los puntos que tienen como periodo

{1,2,2%,...,2""'} son puntos fijos de 7", luego la cantidad de puntos periodicos de T

8Ver lema 2.3.1
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21 21 o
k=1 1 t ;
1 2

22 22 22 22 22

k=2: 1 | ! 4 |

2 23

23 23 93 PERET]

k=3 : 1 1 1 4 |

01 L1411 ok 1 2F

K : Q‘k Q‘k 2jk 2k 2k z‘k
Figura 2.15: Particion de [0, 1] en 2* intervalos de la forma |, ‘1

gura 2.15: Particion de [0,1] en 27 intervalos de la forma TARTHE

Potencia 2" ‘ # de puntos fijos de T?"

20 = 1 2 — 220
21 = 2 4 — 221
22 — 4 16 = 22°
23 =8 256 = 22°

Tabla 2.5: Todo z € I tal que T2" (z) = z es punto periddico de T' de periodo 2™ o menor (divisor de
2m).
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de periodo 2" es
[{puntos fijos de 72"} — |{puntos fijos de 72" '}| = 2*" — 22",

Ahora podemos ampliar la tabla 2.5 con una casilla para el nimero de puntos peridédicos

de periodo 2™, como se muestra a continuaciéon:
b

t t 2"

Potencia ) on # puntos | #f ) pu.n o # oOrbitas distin-

" iterada T’ fijos de | periodicos de ) "
2 T2 T ta de periodo 2
20 T 22" 22" =9
91 T2 22" 220 _ 92" =9 1
22 T4 22 22" _ 92 =12
23 T8 22° 22 _ 927 — 940 | 30

Tabla 2.6: Note que en el primer renglon de la columna de # puntos 2"-periodicos de T no se tomoé
22°7" ya que esta potencia de 2 no es N.

{Cuantas orbitas distintas de periodo tres tiene 77

Las figuras 2.11 y 2.13 muestran T y 7. Observe que los puntos fijos de T aparecen
como puntos fijos de 7% (uno divide a todo natural por tanto los puntos fijos de una
funcion apareceran como puntos periodicos de cualquier periodo); luego se podrian tomar
erroneamente como puntos periédicos de 1" de periodo 3.

De los ocho puntos fijos de T3, dos son puntos fijos de T', entonces hay exactamente seis

(8 — 2) puntos periddicos de T de periodo tres. Como

;

8z si xel0,1],
—8r+2 si zelg, 1],
8r+2 si wely, 3,
T3 (z) = —8r+4 si xeld ]
8r+4 si wels 3,
—8r+6 si xel2 3
8r+6 si xel[3 ]
| —8z+8 si zelg, 1]
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entonces resolviendo T?3(x) = x se obtiene

Ya que 0 y % son soluciones de T'(z) = z entonces los seis puntos periddicos de T' de

periodo 3 son

2 2 4 46 8

o T 9T T Y9
Ademas T(3) = § . T(5) = § v T(5) = § luego o(§,T) = {5, 5,5}, vy como T'(3) = 2,
T(3) =%y T(%) = 2, entonces o(2,T) = {2,2,8}. Como o(3,T) No(2,T) = 0, se tiene

que son las dos orbitas periddicas distintas de periodo tres.
Para saber si estos son puntos periédicos hiperbolicos de T' derivamos 7. Entonces
8 si xe(0,})uU(
3 9
(T7)(x) = . S
—8 si z€ (g, 1

y [(T?)(x)] =8> 1 para z € {2,2,5,2,2,2}. Luego los seis puntos periédicos de T' de

periodo tres son puntos periédicos repulsores de 7.

2.5. Puntos eventualmente fijos y eventualmente per-
i6dicos

Un punto se llama eventualmente fijo, si después de n “brincos” no se mueve més; y
eventualmente periddico si después de n “brincos” su trayecto se vuelve ciclico o dicho

de otro modo, se vuelve periddico. Formalmente:

Definicion 2.5.1. Sea f: X — X yx9 € X, 7 es un punto eventualmente fijo® de
f si existe N tal que f"(x¢) = f"(xo) siempre que n > N.

En este caso la orbita vista como conjunto es finita y se ve asi:

O(x(b f) = {‘T07 £y, T2, xN}

9En [M2] , pag 13 se excluyen los puntos fijos de la definicién, para hablar de los que se vuelven fijos
despues de algiin tiempo.
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Y COMO Sucesion

o(zo, f) = (xo, T1, .., TN, TN, TN, -..) CONVETGE G T .

no es punto fijo de L

) = L(1) = 0, como 0

Ejemplo 2.5.1. En el ejemplo 2.1.1 para L(z) = 4z(1 — x), %
(

pero después de dos iteraciones se fija en 0 pues L(%) =1y L? %
es punto fijo de L se tiene que si n > 2 entonces L"H(%) = L"(%), luego % es un punto

eventualmente fijo de L y su 6rbita o(%, L) = {1, 1,0} es finita. Por esto no se debe deducir

que la imagen de 0 es %, osea que la orbita es ciclica, o que

1

3 es un punto periédico de

periodo tres. La o6rbita como sucesion seria

1L— 11000 0
— =| = oo | — 0.
02? 2’7777

Definicion 2.5.2. Sea f: X — X yxg € X, ¢ es un punto eventualmente periodi-
co'® de f con periodo m, si existe N tal que f"™™(xq) = f™(xq) siempre que n > N.

En este caso la orbita como conjunto es finita y se ve como sigue:

0(%7 f) = {%7 X1y eery TNy TN+1; TNA25 -5 $N+m—1}

Y cOmo sucesion

0($0, f) = ($07 L1y oy TNy TN41y ooy TN4m—15 TNy TN41+++s TN4m—1, )
diverge.
Nota. zy es eventualmente fijo si y solo si es eventulamente periodico de periodo m = 1.

Ejemplo 2.5.2. Sea f : I — I definida por

fa) = {ix, stz el0, 5],

Sz, si zel3,1].

N =

Si A = {puntos eventualmente fijos def, no fijos}!* entoces A C (0, 3) (ver Figura 2.8),

luego (0,3) \ A es el conjunto de puntos eventualmente periodicos de f (no periodicos),

pues bajo iteracion de f se van a [3, 1]\ {2} donde todos son puntos perfodicos de perfodo

ibid

Hyer ejercicio referll
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dos. Por ejemplo, para = = i,f(i) = %,fz(i) =1y f3(i) = %, luego i es un punto

eventualmente periddico de periodo m = 2 ya que f”*z(i) = f”(i) para n > 1, su orbita

1 11 1 1
—fl=(==1=1:1..).
0(47.f) (472? 727 727 Y )

2.6. Puntos asintéticamente fijos y asintéticamente

como sucesion sera

periédicos

Un punto es asintéticamente fijo, si este se acerca a un punto fijo a medida que se itera

la funcién.

Definicion 2.6.1. Sea f : I — I; x € I es un punto asintéticamente fijo de f
y su orbita es asintoticamente fija si existe vy € I, con xy punto fijo de f tal que

lim f™(z) = zo.

Notese que si x es asintoticamente fijo, entonces = € W*(xg), y que o(zx, f) vista como
sucesion converge a ro. Ademas los puntos fijos o eventualmente fijos, son puntos asin-
toticamente fijos.

En el ejemplo 2.2.2 vimos que 3 es un punto fijo atractor con W*(3) = R, luego R es el

conjunto de puntos asintéticamente fijos.

— 9

Ejemplo 2.6.1. Sea g : R — R con g(x) = Tx + 3"

Se tiene que g(3) = 3, luego 3 es punto fijo de g y como |¢'(3)| < 1, entonces 3 es un punto
fijo atractor. Por un razonamiento analogo al del ejemplo 2.2.2; se llega a lim ¢"(z) = 3

Vx € R, luego todo = € R es punto asintoticamente fijo (ver la figura 2.16).

Las orbitas que convergen a una orbita periddica (en el sentido de la definicion 2.6.2), se

llaman orbitas asintéticamente periddicas y sus puntos son asintéticamente periddicos.

Definicion 2.6.2. Sea f: I CR — R, z € I es un punto asintoticamente peridédico

de f si emiste kg € Per(f) tal que im | f7(x) — f/(x0)| = 0.
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Figura 2.16: o(x, f) se alterna de un lado al otro del 3 debido al signo negativo de g'.

Recuerde que o(x, f) es finita y ciclica.
Si el perfodo de zg es k, entonces o(x, f*) = (x, f*(z), f*(x), f>*(x),...) converge a x,
pues si z es asintoticamente periddico bajo f a o(xg, f), entonces z es asintoticamente fijo

para f¥. En otras palabras lim(f*)"(z) = 2. Tenemos entonces el siguiente teorema:

Teorema 2.6.1. Si f : [ — I con I € R y x € I,entonces las siguientes afirmaciones

son equivalentes.

i) xg € Per(f) tal que im |f7(x) — f(xq)| = 0.

ii) xg € Per(f) tal que im(f*)"(x) = o, donde k es el periodo de xy.

Demostracion. i) = ii). Por definicion de limite de una sucesion se tiene Ve > 0 k. € N
tal que Vj > ke se cumple [|f7(x) — f7(z0)| — 0] = | f7(x) — f/(z0)] <e.

Por la propiedad arquimediana dny € N tal que ngk > k. donde k es el periodo de
7o, luego Vn > ng se tiene |f™*(z) — f™*(z9)| < € y como f™(xy) = xo, entonces

|f™(x) — z0] < €, por consiguiente lim(f*)"(z) = .

1) = 1i). Por definicion de limite de una sucesion se tiene que Ve > 03k. € N tal que

Vn > k. se cumple | f™*(z) — x| < e. Si hacemos j = kn Vn > k., se tiene j > k., entonces
|7 () = f7 (wo)| < &. Ya que f/(x0) = 2o y como | f7(x) — f7(zo)| = ||/ (x) = [/ (x0)] = O,

concluimos que lim | f7(z) — f7(zo)| = 0. O
Nota. Si ¢ es un punto periddico atractor, y si x € W*(xg), entonces x es un punto
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asintoticamente periddico, pues si * = o 0 x es un punto eventualmente periodico, se

puede decir que x es asintoticamente periodico.

Ejemplo 2.6.2. Sea f : R — R dada por f(x) = 2*—1. Tenemos xy = 1_—2*/5 yx =5

S

son los dos puntos fijos de f. Al resolver f?(x) = x obtenemos cuatro soluciones de las
cuales dos son soluciones de f(x) = z, luego f tiene dos puntos periddicos de periodo
dos: =1y 0. Como f?(x) = z* — 22% tenemos (f?)(z) = 42® — 4z, luego (f?)'(—1) <1y
(f?)'(0) < 1y por el Teorema 2.3.1 se tiene que —1 y 0 son puntos periodicos atractores
de f, entonces W*(—1) U W?*(0) es un conjunto de puntos asintoticamente periddicos de

f. En la figura 2.17 se ve que (2z¢, zg) U (—x¢, —2x¢) C W*(=1) v (x0, —x0) € W*(0).

y = f(x)

2z xq —xq —2x

Figura 2.17: Grafica de f2 = 2% — 222

2.7. Puntos aperiédicos
Un punto es aperioédico si su comportamiento bajo f no es ninguno de los ya vistos, es
decir:

Definicion 2.7.1. Sea f : X — X, con x € X, decimos que x es un punto aperio-
dico de f, o que tiene orbita aperiodica, si x no es punto periodico, ni eventualmente

periodico, ni asintoticamente periodico.

43



Sea X C R, = € X. Entonces o(z, f) es acotada si = es periodico, eventualmente periodico
o asintoticamente periodico. Luego si f no tiene puntos fijos en X, de la Proposicién 2.2.1
se deduce que A(f) = (), es decir no existe € X donde o(z, f) este acotada, entonces
f no tiene puntos periodicos, ni eventualmente periodicos, ni asintéticamente periodicos,

solo tiene puntos aperiodicos con 6rbitas no acotadas.

Ejemplo 2.7.1. La funcion de R en R definida por f(z) = x + 2, claramente no tiene

puntos fijos, por lo tanto todos los puntos de su domonio son aperiodicos.

Figura 2.18: Todas las 6rbitas o(z, f) son no acotadas.

En la secciéon 2.3 se mostroé que los seis puntos periodicos de T' de periodo tres eran
repulsores y los dos puntos fijos de T, también son repulsores. Cémo se vera en el capitulo
3, en la parte de sensibilidad 7" no puede tener puntos periodicos atractores, entonces
todos los puntos periddicos de T" son repulsores y a su vez forman un conjunto denso'? en
I. Entonces si tomamos un punto x € I, que no sea periodico o eventualmente periodico
(no sera asintéticamente periodico, por el caracter repulsivo de los puntos periodicos), la
o(z, f) debe alejarse de los puntos periodicos que tiene cerca (estan por todas “lados”, pues
Per(T) es denso en I como se vera en el capitulo 3) y o(z, f) C I; entonces o(x, f) pasa por
todas “partes”, alejandose de lo periodico, presentando un comportamiento irregular todo

el tiempo. Luego x es un punto aperiodico y su orbita o(x, f) esta acotada. Concluimos

que existen puntos aperiodicos con érbitas acotadas.

12Ver la seccién 1.8. y la proposiciéon 3.1.2
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2.8. [Ejercicios resueltos

En esta seccion se resuelven algunos ejercicios propuestos en [M1] y [M2].

Er 2.1. Sin,me Ny f: X — X una funcién en X. Mostrar que:

a) fro fm = from:

b) (f")™ = f""

c) fho f™=f"o f" (conmutatividad de composicién entre iteradas de f);
d) (f")m™=(m.

Demostracion. a) Consideremos n < m; por definicion de composicion o iteracion de f

tenemos:

fo=id, ft=f fP=fof fP=fof* .. ff=fof" conkeN,

entonces

frim=fofrtml=fofo 2= fofofofrtn=_ = fofof.fofrtmn=
—_—

n—uveces
n m
frofm.
m—uveces

——
b) (fn)mZf"Of"Of"O...OfriZfn+n+“‘+nZf"m-

m—uveces

¢c)Comon+m=m-+ny f¥=fofo..of;setiene que frtm = fmin
e

k—veces
y por el inciso a) se concluye que

fnofm:fmofn.

d) Analogo al inciso ¢) por la conmutatividad del producto de naturales y por definicion

de composicion de f con si misma se tiene que f™™ = f™" y por b) se obtiene
(fm)m = u
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Er 2.2. Sean f : R — R continua, [a,b] y [c,d] dos intervalos tales que [¢,d] C f([a,b]).

Demostrar que existe un subintervalo de [a, b], digamos e, h|, tal que f([e, h]) = [c, d].

Demostracion. Como [c,d] C f([a,b]) existen ay 3 € [a,b] tales que f(a) =cy f(5) = d.
Consideremos el caso en que a < 3. Pueden existir puntos diferentes en [, 3] tales que al
aplicarles f caen en ¢ (podrian existir z < « tales que f(z) = ¢, pero nos interesa sacar
el mas pequeno intervalo tal que al aplicarle f de [c,d]).
Sea

A={z €l f]: fx) =c} =[a, BN f (o).
Como A es cerrado (dado que es interseccion de cerrados) y acotado entonces tiene maximo
y minimo. Sea e = méax A; como [ es continua en [e, 3], f(e) = cy f(8) = d, entonces
dado y € [c,d] existe por el TVI un x € [e, 5] tal que f(x) = y entonces y € f([e,])
luego [c,d] C f([e,B]). Sea ahora,

B={z€le,]: f(x) = d} = [e,5] N f~(d).

Como B es cerrado y acotado entonces tiene méximo y minimo. Sea h = min B, veamos
que f([e, 5]) C [c, d].

Si f(x) € f([e,f]) con x € [e, h], luego e < x < hysiz = e, entonces f(z) =c € [c,d] o
si x = h, entonces f(z) =d € [c,d].

Ahora si e < x < h, entonces f(x) # cy f(x) # d en esta parte se tienen tres casos para

para f(x).

1. Sic< f(x) < d entonces f(z) € [c,d] y termina la prueba.

2. Si f(z) <c. Comoc <d= f(h)y fescontinua en [z, h] por el TVI existe y € [z, h]
tal que f(y) = cya <e<zxz <y <h<fj entonces y € [o,5] e < y lo que

contradice que e = max A.

3. Sid < f(x). Como f(e) =c<d< f(z)y f es continua en [e, z] por el TVI existe
y € le,z] tal que f(y) = d,entonces e <y <z < h < f,luegoy € [e,f]ly f <y

contradiciendo la eleccion de h.

46



Entonces f([e, h]) C [c, d]. Reciprocamente sea y € [c, d] entonces f(e) =c <y < d = f(h)
y como f es continua en [e, h], por el TVI existe « € [e, h] tal que f(x) = y, entonces

y € f([e, h]), luego [c,d] C f([e, h]) y por tanto f([e, h]) = [c,d]. O

Er 2.3. Sea f : R — R continua y [a,b] C R. Demostrar:

i) si[a,b] C f([a,b]) entonces f tiene un punto fijo en [a, b].

i1) Si [a,b] 2 f([a,b]) entonces f tiene un punto fijo en [a, b].

Demostracion. i) Como [a,b] C f([a,b]) existen cy d en [a,b] tal que f(c¢) =ay f(d) = b,
Sic=aod=>bya se tendria un punto fijo; de lo contrarioa < c<by a <d <b.

Si definimos g(x) = f(z) — x entonces g(c) = f(¢) —c < 0 ya que f(c) =aya <c,
analogamente g(d) = f(d) —d > 0 ya que f(d) =by b > d.

Como ¢ es continua (diferencia de continuas) y g(c) < 0 < g(d) se tiene por el TVI que

existe un e entre ¢ y d tal que g(e) = 0, entonces g(e) = f(e) —e = 0, luego f(e) = e.

i1) Ya que f([a,b]) C |a,b], si f(a) =a o f(b) = b ya estaria la prueba.

Si f(a) #ay f(b) # b, entonces f(a) > a pues f(a) € [a,b] y f(b) < byaque f(b) € [a,b].
Definamos g(x) = f(z) — z. Dado que las funciones f e Id son continuas, g es continua.
Como g(a) = f(a) —a > 0y g(b) = f(b) —b < 0 por el TVI existe ¢ € [a,b] tal que

g(c) = c entonces f(c) = c. O

Er 2.4. Supongamos que para algin x € X se tiene que lim f"(x) = xy con g € X y

f X — X. Demostrar que zy es un punto fijo de f.

Demostracion. Por hipotesis o(x, f) = (f™(%))nenuqo} converge a xy, entonces

(f"+1(55))neNu{o} subsucesion de (f"(x))nenufo}, converge a x.

Por lo anterior y por la continuidad de f se tiene que

lim f"(z) = 2o = lim " (2) = lim f o f* = f(lim f"(x)) = f(xo)

luego f(xg) = z, entonces xy es punto fijo de f. O]
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Er 2.5. Sea f : I]0,1] — I definida por f(z) = v/1 — 22. Probar que todas las orbitas
en I\ {%} son de periodo dos.

Prueba. Al hacer f(z) = z tenemos

1
Vi-2=z = 1—-2*=22 = 1=2% = z=+ 5

como z € [0, 1], entonces z = % es el tnico punto fijo de f.
Para hallar los puntos de perfodo dos de f hacemos f?(z) = x y resolvemos de la siguiente

forma:

f2($):\/1—(\,1—332)2: 1—(1—1‘2):\/;(}_2:;(;’
luego f?(z) = z Vz € [0, 1] entonces los puntos periodicos de f de periodo dos son todos

los del conjunto [0, 1]\ {7}

T
|
|
|
_|.
|
|

2

~ ===

51/v2 1 z

Figura 2.19: f(z) = V1 — 22

Er 2.6. Mostrar una funciéon de R en R que tenga un punto fijo en z = 1 tal que las

orbitas de todos los puntos (excepto 1) no converjan a él.

Solucién. Una recta que pase por el punto (1,1) y que tenga pendiente m > 1. tendria

la forma

flz) =mz+1—m;

fAx)=m(mz+1—-m)+1—m=m’z+1-—m?

ffz)=mtz+1—-—m"=m"(x —1)+1,
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entonces

lim f*(z) =lmm"(z — 1)+ 1= (r — 1) imm" + 1.
Como m > 1 se obtiene que lim m"™ = oo, luego
lim f*(z) = oo  Vz e R\ {1}

Er 2.7. Sean f : R — R continua e inyectiva, [a,b] y [c,d] dos intervalos tales que
le,d] C f([a,b]) ¥ [a,b] C f([e,d]) con [¢,d] N [a,b] = 0. Demostrar que f tiene un punto

periodico de periodo dos.

Demostracion. Por hipétesis [c,d] C f([a,b]) entonces por el ejercicio 2.2 Jfe, h| C |a, b]
tal que f([e, h]) = [c,d] y como [a,b] C f([c,d]), entonces [e, h] C [a,b] C f([c,d]) luego
[c,d] = f([e,h]) C f([a,b]) C f?([c,d]) por tanto [c,d] C f?([c,d]) y por el ejercicio 2.3
inciso 7) f? tiene un punto fijo en [c, d], luego Ixg € [c,d] : f2(xg) = 0.

Ahora, si suponemos f(zg) = xo, como g € [c,d|, entonces f(xg) € [c,d] = f([e, h]) esto
a su vez implica que xq € [e, h] C [a,b] es decir que g € [a, ], luego [a,b] N [c,d] # 0, lo

que contradice la hipdtesis, por lo tanto x( es un punto perioédico de f de periodo dos. [

Er 2.8. Sea J un intervalo en Ry f:J — J una funcion tal que |f(z) — f(y)| < c|z — y|

Vz,y € J donde ¢ € R tal que 0 < ¢ < 1. Demostrar que :

i) f es uniformemente continua en .J.
i1) Existe a lo mas un punto fijo en J.

i41) Si existe un punto fijo en J entonces o(z, f) es convergente a dicho punto fijo Vz € J.

€ . :
Demostracion. i) Dado € > 0 basta tomar 6 = — > 0 y si x,y € J satisfacen
c

€
o=yl <= 1)~ f)l <o —yl<d=c =,

entonces f es uniformemente continua (f es una funcion de Liptchiz).

i1) Si J es cerrado o si f se puede restringir a un K C R con K cerrado tal que

f |x: K — K entonces por el Teorema 2.2.1 f tiene un punto fijo. Sea este x, entonces por
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hipotesis |f(x) — f(y)| = |z — f(y)| < ¢Jx—yl, como 0 < ¢ < 1 se tiene |z — f(y)| < |z—y|,
luego la distancia entre f(y) y « es menor que la distancia entre y y . Por tanto f(y) # y

Yy € J\ {z}, y x seré el tinico punto fijo de f.

Nota. Obsérvese que f podria no tener punto fijo, por ejemplo f : (0,b] — (0,b] con

b< sy f(x)=a? fno tiene punto fijo en (0,b] y sin embargo

|f(x) — f(y)] <2blx —y| Yo,y € (0,b] con 0 < c=2b< 1.

i11) Sea xq el unico punto fijo de f, por hipotesis se tiene

|[F () = ol = |f(x) = f(xo)| < clz — .

Como 0 < ¢ < 1 entonces f(x) esta mas cerca a xo que z.

Aplicando nuevamente la hipotesis a f(z) tenemos

[f2(x) = @o| = [f*(x) — f*(x0)| < clf(z) = f(@o)| < el — wo|

entonces |f2(z) — xo| < ?|lx — xg| luego f2(x) esta mas cerca a xg que a z. Asi, por
induccion se tiene |f"(x) — zo| < ¢"|x — x| para todo n € NU{0}. Ya que |[x —xzo| >0y

0 < ¢ < 1, entonces lim ¢" = 0, luego lim f"(x) = xg, asi o(x, f) — xo Va € J. O

Er 2.9. Mostrar que la cardinalidad de o(z, f) es finita si y s6lo si z es un punto periddico

o eventualmente periodico de f.

Demostracion. Si o(z, f) = {x, f(z),..., f¥(x)} para algin k& > 0, entonces f*"(z) =
() para algin N € {0, 1, ..., k}. Se presentan dos casos, N =00 N # 0.

1. Si N = 0 entonces f*(x) = fO(x) = x. Como f(x) # x paracadajcon1 < j <k
entonces  es un punto periédico (de periodo k + 1).

2. Si N # 0 entonces N € {1,2,....,k}. Si k+1 > N entonces k + 1 = N + m para

algin m > 0 y se tiene que
fk+1(:L') _ fN+m(:L') — fN(JT) = f(N+1)+m(JT) _ fN+1(ZE'),f(N+2)+m(I’) _ fN+2(:L'),...
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= """ (z) = f"(z) Vn > N.

Entonces x es un punto eventualmente periodico (de periodo m = (k+ 1) — N).

Ahora si z es periodico, entonces existe un n € N tal que f"(z) = x y Vj < n se tiene

fi(z) # x, luego o(z, f) = {x, f(x),..., f*" (x)}. Por tanto |o(x, f)| = n y o(z, f) es
finita.

Si z es eventualmente periddico de periodo m, entonces existe N tal que f"(z) =

fr(x) ¥n = Ny o(w, f) = {x, f(x), ... f¥(2), [ (@), s fAHO7D (@)} (pues A7 (2) =
fN(x), fNFOFm(g) = FN+1(2), ) luego |o(z, f)| = N + m. O

Er 2.10. Mostrar una funcién de R en R tal que:

a) tenga un punto de periodo 5;
b) tenga un punto de periodo 6;
c) tenga un punto de periodo 3;
d) tenga una orbita de periodo 5 con recorrido diferente al del inciso a).

Solucidén. Utilizar funciones lineales a pedazos es una forma sencilla de hacerlo.

a) -
4 X
3 / |
2, siox <1, —a1—%) :
i) z+1, si 1<ax<A4, e
€T) =
4r 421, si A<z <5 12345
! STz 0. o(2,f)=1{2,3,4,5,1} luego 2 es

un punto periédico de periodo 5.
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2, si x<1,
x+1, si 1<x<5,
f(x) = .
—5r+31, si 5<x <06,
1 si >6
c)
3, si x<1,
—2x+5, si 1<x<2,
f(z) = .
r—1, si 2<x <3,
2 si >3
d)
.
3, siox <1,
—2x+5, si 1<x<2,
4 — 7, si 2<x <3,
f(x) =

—3r+14 si 3<x<4,
2r — 6 si 4<x<5h,
4 si x> 5.

\ el

Er 2.11. Sea f: I =[0,1] — I, definida por

fla) = {zx

2 —

(Observar el Ejemplo 2.3.1 y la Figura 2.8).

W = Tt O
|

o(4, f) ={4,5,6,1,2,3} luego 4 es
un punto peridédico de periodo 6.

o(1,f) ={1,2,3} luego 1 es un

punto periédico de periodo 3

a) {Cual es la cardinalidad del conjunto de puntos eventualmente fijos? Es decir, ;cual es
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la cardinalidad del siguiente conjunto:

{eel: GneN); (f'(x)=7 o f'2)=0)}7

b) ;, Para cuales puntos y en I se tiene que la cardinalidad del conjunto
{rel: (3neN); (f"(x) =y)} es finita?

Solucion. a) Por la definicion de punto eventualmente fijo, se debe entender que si

fM(z) = 3 o f*(x) = 0 para algtn n € N, entonces eso se cumple para todo m > n

con m € N.
Ahora como se analiz6 en el Ejemplo 2.3.1, para todo x € (0, %] existe un n € N tal que

fM(z) > 5 y como f([3,1]) = [3,1] se tiene f*(x) € [5, 1] para todo z € [3,1] y para todo

k € N, luego no existe un = € (0, 1] tal que f(z)™ = 0 para algtn n € N.
Los candidatos a fijarse en % despties de algunos “brincos” estan en (0, %), ya que excepto
3 [1

por 7 en |3,

) 1] todos son puntos periddicos de periodo dos.

En (0,1) f(z) =2z y si f(z) = 3, entonces x = 2. Luego 2 es eventualmente fijo ya que

f(%) = % entonces Vn > 1 f”(%) = f”“(%) _ %

Ahora si f(z) € (0,4) y f*(x) = 2, entonces © = 2 es eventualmente fijo Vn > 2.

Si f2(z) € (0,3) y f*(z) = 2, entonces x = & es otro punto eventualmente fijo Vn > 3.

Por induccién tenemos Vn > 1 3z € (0, 1) tal que f™(z) = 2"z = 2 entonces en = = =2

se da un punto eventualmente fijo de f y como |N| = R, se tiene |[A = {x € [ : In €
N; f*(z) = 3 o f*(x) = 0}| > R, donde la igualdad se da si z = 525 Vn € N son los
tinicos puntos eventualmente fijos de f.

Veamos esto: supongamos que existe un n € N tal que f"(z) = %. Entonces z = % (cuando
n=1)oxz € (0,3) (pues ya se prob6é que todos los puntos de [, 1]\ {2} son periodi-
cos de periodo dos). Sean x € (0,3) y n el menor natural tal que f"(z) = 2. Entonces
{z, f(x),..., [""Hz)} C (0, 3) (va quesifuera fi(z) € [1,1] paraalgtn j € {0,1,...,n—1},
entonces, por la escogencia de n se tendria f7(x) # % y f7(x) serfa periédico de periodo
dos, de lo cual nunca se obtendrfa f"(z) = 2). De esta manera podemos afirmar que
f(xz) = 2"z, luego 2 = 2"z de donde = = 325.

Se ha demostrado entonces que:

A:{O}U{%\nENU{O}}
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y por lo tanto |A| = Ny.

b) Para 2 ya se vio en el inciso a).

: y 1 Y Y
<1 2 < - 2y =2(2) =
Si 0<y< :>0<2_2:>f(2) (2) Yy
\
y _ 1 20 Y\ _ Yy _ oYy
O<m <5 =) =Ffofl) =15 =y
\
\
v eN-O<y<1<1:>f"(y)—
ES SO = an = on/ =Y
Ya que %, %, ..., son diferentes dos a dos (y # 0), entonces Vy € (0, 1] se tiene que

H{zxel: (3neN); (f"(x) =y)}| es infinita, y solamente para y = 0 se tendra:
Hzxel: (IneN); (f"(x)=0)} =[{0} =1 es finita

Er 2.12. Sea f : R — R dada por f(z) = sinz.

a) Sabemos que Vz € R, f(z) € [-1,1] = J. Demostrar que f es creciente en J.
b) Demostrar que z = 0 es el unico punto fijo de f.

¢) De a) se sigue que si x € [0,1] = 0 < sinz < sinl. Demostrar que si 0 < = <1

entonces 0 < sinx < x, luego o(x, f) es una sucesion decreciente.
d) Demostrar que si —1 <z < 0=z <sinz < 0.
e) Demostrar que Va € R se tiene lim f"(z) = 0.
f) Describir el conjunto {x € R: (3n € N); (f™(z) =0)}.

Solucidn. a) Como f(z) = sinx con = € [—1,1], entonces f'(z) = cosz > 0 Vx € [0,1]

luego f es creciente en J.
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sinx

y=x
x
— jus
T 2\\
+—1 CcCOoS T

Figura 2.20: Id(x), sinz, y cosx

b) Como —1 < f(x) < 1 analicemos f : [-1,1] — R, entonces 0 < f’(z) < 1 donde
la igualdad se da en z = 0 y sabemos que sin(0 = 0 entonces cero es un punto fijo de
f. Tomemos z € [—1,1] \ {0} y veamos si puede ser punto fijo. En [-1,1] \ {0} se tiene
0 < f'(x) < 1 luego:

1.si 2,y € [-1,0] con x < y por el TVM se tiene que dc € (x,y) tal que
[f(@) = fW)l = [f'(0)llz — yl, entonces [f(z) — f(y)] < |z — y|, luego
|f(x) — f(0)] < |xr — 0], en consecuencia |f(x) — 0] < |z — 0], y por consigu-

iente f(x) # .

2. Siz,y € [0,1] con x < y aplicamos nuevamente el TVM y resulta f(z) # x (analogo

al punto 1).

¢) Si hacemos g(z) = x — f(z)Vz € (0,1] tenemos ¢'(x) = 1 — f'(z). Como |f'(z)| < 1
Vo € (0,1] entonces ¢'(z) > 0 luego ¢ es creciente en (0,1]. Si 0 < x entonces
9(0) = 0 < g(x) = = — f(z), y por tanto f(z) < x. Por el inciso a) f es creciente en
(0,1], de donde 0 = f(0) < f(z) y asi 0 < sinz < x. Aplicando nuevamente f tenemos
que 0 < f?(z) < f(z), y por induccion 0 < f*"(z) < f*(x) Vn € N, luego o(z, f) es

decreciente (z > f(z) > f2(x) > f3(z) > ...).

d) Como f(z) es una funciéon impar, se tiene que f(—x) = —f(z) y como vimos en
el inciso ¢), si 0 < x < 1 entonces 0 < sinz < =z, luego si —1 < z < 0 entonces
0 < —sinz < —z multiplicando por —1 obtenemos 0 > sinz > x luego x < f(z) < 0

para todo = € [—1,0).

95



e) Como f es derivable en Ry |[f'(z)| <1 Vz e R\ {kn: ke Z} (f'(kr) = £1).
Sea 0 < |f'(z)] < M <1con M €R, porel TVM F¢; entre 0y z tal que |f(z) — f(0)] =
| f'(c1)||x — 0|, entonces | f(x) — 0] < M|z —0|. Como M < 1 f(x) estd mas cerca de cero

que z, luego por TVM J¢, entre 0y f(x) tal que

[f2(x) = £20)] = [ (e2)l| f () = f(O)],

entonces

1f2(z) — 0] < M|f(z) — 0] < MM|z — 0] = M|z —0].

Por induccién

|f"(x) — 0] < M™z—0] VneN,

Como 0 < M < 1 entonces lim M™ = 0, luego
lim f"(x) =0 Ve e R\ {kr: k€ Z}.

Ahora si @ = k7 con k € Z se tiene o(z, ) = (kn,0,0,0,...) — 0 cuando n — oo.

f) En el conjunto en cuestion estan los puntos eventualmente fijos de la forma kw, k € Z

(notar que el tnico punto fijo esta incluido). Luego es claro que
{kr: keZ}C{zeR: IneN, f"(z)=0} = A

Veamos que A C {kr : k € Z} para mostrar que A = {kw : k € Z}. Probemos que si

x € R tal que f"(x) = 0 entonces x = km para algtin k € Z.

Prueba. Sin =1 entonces f(z) = 0 implicando que x € {k7 : k € Z}.
Sin=1iy fi(z) =0 entonces x € {kr : k € Z} (hipotesis de induccion).
Si fitl(z) = 0 entonces fi(f(x)) = 0 luego f(z) € {km : k € Z} por la hipotesis
de inducciéon. Luego f(r) = km para algin k& € Z entonces —1 < km < 1 entonces
-1 < =L <k <21 < 1entoncesk =0demodoque f(z) =0y portantoz € {kr : k € Z}.

Asi concluimos que A = {kr : k € Z}.
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Er 2.13. Sea I =[0,00) y f : I — I definida por f(x) = y/z. Demostrar que:

a) Vo > 1 se tiene que 1 < f(z) < .
b) Vx € (0,1) se tiene que = < f(x) < 1.
¢) Yz # 0 se tiene que lim f™(x) = 1.

d) 0 es un punto fijo repulsor.

Solucion. a) Como f es creciente (si \/x > \/y = & > /2 \/y y Vo /y >y luego x >y,
otra forma se ve en el ejemplo 1.7.1) y x > 1 = /T > /1 = 1 luego /7/T > /7 asi
1< f(z) <=z

b) Como 0 < x < 1y f es creciente se tiene 0 < \/x < 1 luego \/z\/r < /& = = < \/x

luego = < f(z) < 1.

¢) Tenemos:



entonces Vo € I\ {0} se tiene
lim f"(z) = lmzz =20 = 1.

(Note que por lo anterior 1 es un punto fijo atractor de f).

d) 0 es un punto fijo. Si z € (0,3) y dado que lim f"(z) = 1, para § = 5 > 0 In € N tal
que VYm > n se tiene f™(z) € (1 — 3,1+ 3) entonces 1 < f™(x) < 2 luego f™(z) no estéa
en [0, %), entonces 0 es un punto fijo repulsor de f.

Er 2.14. Sean k € Nyl € {0,1,2,3,...,28—1}. Entonces ( T es la funcién tienda definida

en la seccion 2.4)

I 1+1
k .
L I 1+1 . X
es un homeomorfismo. Ademas, si x € 55 oE | entonces T%(z) = pr+q donde |p| = 2
yq€EZ.
B [ I+1 i
Demostracion. Sea A = o5 ok |’ observemos T" cuando k = 2. Entonces

1€40,1,2,3} y 2F = 4.

Sil=0=T%:[0,1] — [0,1] con T?%(z) = 4x.

Sil=1=T%:[1 1 —[0,1] con T?(z) = —4x + 2.

12

n Sil=2=T7:[13]—[0,1] con T%(z) = 4z — 2.

Sil=3=T?:[21 — [0,1] con T*(z) = —4x — 4.

Note que si [ es par T" |4 es un segmento de recta con pendiente positiva, y si [ es impar
T* |4 es un segmento de recta con pendiente negativa (se puede observar en las figuras

2.11 y 2.13 que lo anterior se cumple para k =1y k = 3).

2k 7
es TF(z) = 2Fx — 1. Por ser la ecuaciéon de una recta es inyectiva, continua y su

l [+1
= Si [ es par la ecuaciéon de la recta que pasa por los puntos <?,0) y ( i 1)

inversa es continua. Como la pendiente es 2¥ > 0, T* es creciente y el rango sera

[ I+1
{T’“ (Q—k) T ( ; )] = [0, 1], entonces T* es sobreyectiva.
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T2

1/4 1/2 3/4

—
8

Figura 2.21: Graficade T? con T : I — 1.
. . . l [+1
= Si/ es impar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos o 1)y R 0] es
T*(z) = —2*z+1+1. Nuevamente es inyectiva, continua y su inversa es continua, da-
do que es la ecuacion de una recta. Como la pendiente es —2% < 0, T* es decreciente

[+1 l
y el rango seré [Tk < ;—k ) T* <?)} = [0, 1], entonces T* es sobreyectiva.

I 1+1
2k’ ok
px +q con |p| = 2% y ¢ € Z es un homeomorfismo.

Por lo anterior se tiene que 7" : [ ] — [0,1] la cual esta definida por T%(z) =

Er 2.15. Sea (a,b) C I con a < b. Demostrar que existe n € N tal que 7"(a,b) = I con

I =[0,1] y T la funcion tienda anteriormente definida.

Demostracion. Como el intervalo [0, 1] se puede particionar en subintervalos de la forma
[ 1+1
2K ok

arquimediana existe k£ € N tal que 2% < % < e. La idea es entonces considerar el intervalo

} arbitrariamente pequenos, ya que dado cualquier € > 0, por la propiedad

(a,b) cuya longitud es b —a > 0 y encontrar una particion de [0, 1] en subintervalos de la
forma anterior, suficientemente pequenos para que al menos uno de ellos quede contenido

en el intervalo (a,b). Bastaria entonces tomar un k € N tal que 2% < b_T“ para garantizar

I 1+1
la existencia de un intervalo de la forma [2—k, %} C (a,b) C Iy sea
T" [2%, 1] — I definida como en el ejercicio anterior, entonces
T*([5r, 52]) = I luego I C T*(a,b) C I. Por consiguiente T%(a,b) = I. O
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Capitulo 3

Sistema dinamico cadtico

Un sistema dinamico se diré cadtico segiin R. Devaney, si presenta tres caracteristicas las
cuales mencionaremos antes de formalizar la definicién de S.D.C.*

En este capitulo f: I =[0,1] — I siempre sera continua.

3.1. Per(f) y densidad

Sea {X, f} un S.D.D. El conjunto de puntos periédicos de la funcion f, Per(f), es denso
en X siy solo si para todo subconjunto U # () abierto en X, se tiene que U N Per(f) # 0.

Proposicion 3.1.1. Sea f : I — I con x € 1. Si o(x, f) es un conjunto denso en I,
entonces el conjunto de puntos en I que tienen orbita densa, forman a su vez un conjunto

denso en I.

Demostracion. Sea A = o(x, f). Como A es denso en I, entonces A\ {z} = o(f(x), f)

también es denso en I. De hecho, para cada n € N se tiene

ANAz, f(2), oo, [N (@)} = o(f"(2), f)

es denso en I2.

Sea M ={y e€1l: o(y,f)esdensaen I} C Iy supongamos que M no es denso en I,

!Usaremos esta sigla para abreviar sistena dinamico discreto.
2ver proposicién 1.8.4

60



entonces existe un intervalo abierto diferente de vacio (a,b) C I tal que (a,b) N M = 0.
Como x € M, entonces = no esta en (a,b). Dado que Vn € N f"(z) esta en M, se tiene

o(z, f) N (a,b) = 0, lo que nos lleva a una contradiccion, luego M es denso en I. O

Nota. Si Per(f) es denso en X, entonces los puntos periddicos de f estan “totalmente
bien esparcidos y distribuidos” en X, de tal forma que no existe un “lugar” (abierto no

vacio) en X donde no haya un punto periddico.

Proposicion 3.1.2. Per(T) es denso en I.

Demostracion. Sean a,b € R con a < by (a,b) C I, por la propiedad de Arquimedes

1
existe un k£ € N tal que o < Ta Entonces existe un intervalo [4, &) para algtn
L =0,1,2,...,2" — 1 contenido en (a,b). Como existe y € [2£ Lt con y € Per(T),

entonces y € (a,b), luego Per(T) N (a,b) # 0. Como (a,b) es arbitrario se tiene que
Per(T) es denso en I. O

3.2. Transitividad topolégica

Dado un S.D.D. {X, f}, decir que es topologicamente transitivo (o transitivo) en X
bajo f significa intuitivamente que dadas dos zonas cualesquiera del espacio X, existe un
punto en una de ellas, que visita a la otra bajo iteraciones de f. Ya que podemos tomar
esas zonas tan pequenas como se quiera (diferentes del vacio), entonces f transitiva en
X significa (intuitivamente) que existen “muchos” puntos x € X, que recorren todo el

espacio X. Formalmente tenemos:

Definiciéon 3.2.1. Sea {X, f} es un S.D.D. Se dice que {X, f} es topologicamente
transitivo o que f es topoldgicamente transitiva en X si y solo si dados U y V

abiertos cualesquiera de X, no vacios, existe n € N tal que f"(U) NV .
Una forma equivalente de expresar la nocion de transitividad topologica se establece en
la siguiente proposicion.

Proposicion 3.2.1. Un S.D.D. {X, f} es topoldgicamente transitivo si y sdlo siVx,y € X
yVe >0, 3z € X tal que d(z,z) < e yd(f"(2),y) < € para algin n € N.

61



Demostracion. Veamos que la Definicién 3.2.1 implica la Proposicion 3.2.1.

Sean z,y € X y ¢ > 0. Tomemos U = B.(x) y V = B.(y). Entonces U y V son abiertos
en X, no vacios. Por hipotesis existe n € N tal que f™(U) NV # (). Entonces existe

te fMU)NV,luegot € f"(U)yt eV, porloquet € f"(B.(z))yt € B:(y), lo que implica
que exista z € B.(z) tal que t = f"(2). Entonces d(z,z) < ey d(f"(2),y) = d(t,y) < €.
Ahora probemos que la Proposicion 3.2.1 implica la Definicion 3.2.1.

Sean U y V abiertos en X, no vacios, entonces existen x € U y y € V, luego existe € > 0
tal que B.(x) CU y B-(y) CV (porque U y V son abiertos en X). Por hipotesis existen
ze XyneNtalque z € B(x) CUy f*"(2) € Bo(y) CV, entonces z € Uy f"(z) € V,
luego f™(z) € f™(U). Por tanto f"(U)NV # 0. O

Proposicion 3.2.2. La funcion tienda T', es topoldgicamente transitiva en 1.

Demostracion. Tomemos dos intervalos abiertos cualesquiera, diferentes de vacio y con-
tenidos en I. Sean (a,b) con a < by (c,d) con ¢ < d tales intervalos. Por el Ejercicio 2.15

sabemos que existe un n € N tal que T"[(a,b)] = I, luego T"[(a, b)] N (¢, d) # 0. O

Proposicion 3.2.3. Sea f : I — [ yx € I. Si o(x, f) es un conjunto denso en I,

entonces f es topologicamente transitiva en I.

Demostracion. Sean A y B dos subconjuntos de I abiertos y distintos del vacio. Como la
o(z, f) es densa en [ existe n € N tal que f"(z) € A. De la densidad de o(f"(z), f) (ver
proposicion 1.8.4.), existe m € N tal que f™(f"(x)) € B; luego f™(A) N B # 0. O

Note que si o(z, f) es densa en I, entonces x visita todo lugar de I bajo iteraciones de f.
Ademés, como I es infinito z no puede ser un punto perioédico, pues esto implicaria que

o(z, f) sea finito, contradiciendo la densidad de o(z, f).

Proposicion 3.2.4. f : X — X topologicamente transitiva. Entonces X es conjunto

infinito o X es la orbita de un punto periddico.

Demostracion. Supongamos que X es finito y ¢ € X. Sea € > 0 la menor distancia entre

dos elementos distintos de X, (& existe porque X es finito.) y y € X. Como f es transitiva
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en X existen z € X yn € N tal que d(q,2) < ey d(f"(2),y) < e. Para el £ > 0 escogido,
lo anterior implica ¢ = z y f"(z) = y por tanto f"(q) = f™(z) = y luego f"(q) = y, asi
y € o(q, f). Como y es arbitrario se tiene que X = o(q, f).

Ahora para ver que ¢ es periddico tomamos yy € X y por la transitividad de f, existen
t € X ym e N tales que d(yo,t) < ey d(q, f(t)) < € entonces yo =ty ¢ = f™(t), luego
f™yo) = f™(t) = q por lo que f™(yo) = ¢q para algin m € N. Como X = o(q, f) existe
n € N tal que £"(q) = yo, por consiguiente f™(f"(q)) = f™(yo) = ¢ lnego f™(q) = g.
Entonces si f es transitiva y X no es infinito se tiene que X = o(q, f) con g € Per(f). O

3.3. Estabilidad y sensibilidad a condiciones iniciales

Preguntarse por la estabilidad de un punto es importante, pues el mundo real esta su-
jeto a constantes perturbaciones que pueden dificultar la observacion de ciertos estados
constantes. Una buena analogia de un estado constante estable es un balon en un valle,
mientras que un balén en la punta de una montana es inestable.

La siguiente definiciéon relaciona los conceptos de punto fijo atractor visto en el capitulo

2, con el de punto fijo estable ( pag 9, [A-S-Y]).

Definicion 3.3.1. Sea x¢ un punto fijo de f : I — I. Decimos que xq es un punto fijo
estable si Ve > 0 36 > 0 tal que Yy € (xg — §,x9 + 0) N I se tiene que |f"(y) — xo| < €

para toda n € N,

Ejemplo 3.3.1. Sea f : I — [ definida por f(z) = z? tiene dos puntos fijos.
0 es un punto fijo estable de f, veamos (ver figura 3.1):

dado cualquier € > 0, si hacemos § = ¢ tenemos:

l.sie<l = Vye(0-4,04+40)NI=1[0,0) = 0<y<d<l.
Siy=0 = |[y*|=0<e.

Si0<y<d = 0<y? <yluego |y*"| < |yl <d=¢.

2. Sie>1 = Yye(0-60+0)NI=1 = 0<y<1.
siy=1 = |y¥'|=1<e.

si0<y<l = 0<y<l<e = ¥ <e
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Figura 3.1: o(xg, f) — 0 con z¢ € I.

Veamos el concepto de estabilidad de un punto, aiin cuando este no sea fijo.

Definicion 3.3.2. Sea f: I — I yt € I. Decimos que o(t, f) es estable si Ve > 035 > 0
tal que para todo punto y € (t — 0,t + &) N1 se tiene que |f"(y) — f"(t)] < e Vn € N.

Ejemplo 3.3.2. Sea f: [ — [ dada por f(x) =1 — x. La 6rbita de cualquier punto en

I es estable ya que f es una isometria, osea preserva las distancias®(ver Figura 3.2).

Figura 3.2: f es una isometria.

Se dice que el S.D.D. {X, f} es sensible a condiciones iniciales en X bajo f siy solo si

para cualquier vecindad de cualquier x € X, existe un y en dicha vecindad cuya 6rbita en

3si (X,d) es un espacio métrico y f : X — X, entonces f se dice una isometria si Vr,y € X,
d(f(z), f(y)) = d(z,y). Luego dado € > 0 basta tomar 6 = ¢ y se tendra que Vy € Bs(t) y Vn € N se
cumple que

d(f"(y), [ () = d(f" (), f7I 1) = .. = dy,t) <d =e.
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algin instante se aparta de o(x, f) “suficientemente”. En este caso se dice que las orbitas

de X son inestables. Una definiciéon formal es la siguiente:

Definicion 3.3.3. Sea f : [ — I. Decimos que f es sensible a condiciones iniciales
(o sensible) en I si existe ¢ > 0 tal que para todo x € I y todo § > 0, existen y €
(x=0,z+0)NI yn €N tales que |f"(y) — f"(z)| > e.

Notese que si { X, f} es sensible a condiciones iniciales, entonces no tiene puntos peri6dicos
atractores, pues todos los puntos que estén en el conjunto estable del punto periddico,

permaneceran en este bajo iteraciones de f.

Edward Lorentz ided una analogia que ilustra la definicién anterior: el efecto mariposa.
Si existiera otro planeta idéntico a la Tierra y una mariposa desidiera batir sus alas
en uno mientras que en el otro permaneciera quieta, las fluctuaciones creadas se irfan
magnificando exponencialmente hasta que, eventualmente, los patrones climéaticos fueran
distintos en ambos planetas. De esta analogia nacio la idea de que una mariposa en Hong

Kong podria causar un pequeno tornado en Kansas (pag 113, [Mc]).

Proposicion 3.3.1. La funcion T es sensible en I.

Demostracion. Consideremos ¢ = % Sean x € I y 6 > 0. Por el Ejercicio 2.15, existe
n € N tal que T"[(z — §,z + )N I] = 1. Por lo tanto existen u,w € (x — 6§,z + ) N[ tales
que T"(u) =0y T"(w) = 1. Como

1= [T"(u) = T"(w)| < [T"(u) = T"(x)] + [T"(x) = T"(w)],

entonces |T"(u) — T™(z)| > e o |[T™(x) — T™(w)| > e. O

3.4. Definicion de caos

Robert Devaney es uno de los matematicos que més ha trabajado en sistemas dindmicos.
Su definicion de caos propuesta en su libro An Introduction to Chaotic Dynamical Systems

es una de las mas conocidas y se presenta a continuacion.
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Definiciéon 3.4.1. {X; f} es un sistema dindmico cadtico (o f es cadtica en X ) si

cumple las tres condiciones siguientes:

i) Per(f) es denso en X;
i1) f es topoldgicamente transitiva en X ;

iii) f es sensible a las condiciones iniciales en X.

Asi, segun las Proposiciones 3.1.2, 3.2.2 y 3.3.1 tenemos:

Proposicion 3.4.1. La funcion tienda T', es cadtica en 1.

En abril de 1.992 se publico (pag. 81, [H|) la demostracion del siguiente hecho:
Para funciones continuas en un subconjunto infinito de R las condiciones i) y ) implican

Caos.

Teorema 3.4.1. Sea I un intervalo infinito de R y f : I — I continua. Si Per(f) es

denso en I y [ es topologicamente transitiva en I, entonces f es cadtica en I.

Analisis. La demostracion consiste en ver que existe € > 0 tal que para todo © € I,
exista ¢ € Per(f) con |x — f(q)| > 4¢ para todo i. Luego fijamos q. Tomamos § tal que
0 < < ey cualquier x € I para probar que 3y € I : |z —y| < y |f"(z) — f"(y)| > ¢
para alguin n € N, con lo que se mostraria que f es sensible a las condiciones iniciales, y
Junto con la hipotesis se deduce que f es cadtica en I.

Note que se puede hacer la restriccion § < € (pues esto dificulta encontrar y). Si fuese

e <0, bastaria tomar un dy < € y usar lo que se probd para este caso.

Demostracion. Coémo Per(f) es denso en I entonces Per( f) es infinito (proposicion 1.8.2),
lo que nos permite escoger qi, gz € Per(f) con q1 # g2 tal que f™(q1) # f™(q2) Yn,m € N
(q1 v g2 pertenecen a Orbitas ajenas).

Sea ¢ el nimero més grande que satisface

c<Iff@) - fr@)  YmaeN
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Claramente € > 0, ya que ¢; v ¢ son peridédicos, luego hay una cantidad finita de puntos
de la forma f™(q1) y f™(q2) y de distancias de la forma |f"(q;) — f™(g2)|, entonces existe
una distancia minima y es positiva.

Si  es cualquier punto en I, entonces por la desigualdad triangular

e < 1) — @) < 50 @) — ol + e = @)
o
S < |f"@) —al+lo— (@) YnmeN,
entonces
lz— ()] =4eVneN o |z — f"(g)| = 4e Vm €N,
asi,

3q € Per(f): |z — f'(q)| > 4¢ Vi.

Ahora fijamos este € > 0, encontrado por el criterio descrito (escoger € > 0 de forma que
Vax € I dq € Per(f), tal que ¢ diste de x, 4¢ 0 mas, bajo toda iteracion de f).

Sea z € I un punto arbitrario y ¢ > 0 tal que 0 < § < . Fijamos ¢ tal que |x — f'(¢)| >
4e Vi.

Observemos? lo siguiente antes de seguir:

ob.1 Como Per(f) es denso en I, podemos escoger un p € Per(f) con periodo k, tal que

|z — p| < §. Lo escogemos y lo fijamos.

ob.2 Como f es continua en I, entonces f? en continua en I Vi > 0, luego dado

e>0du >0 tal que p < ey dado z € I que satisface

[z =gl <p=[f(2) = fig)] <eVi
con 0 <14 <k, donde k es el periodo de p como en ob.1

ob.3 Por la transitividad de f en I, existen » € [ y m € N tales que

lz—r] <oy [f"(r) —ql <p,

4Utilizaremos ob. para abreviar observacion.
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con 1 como en ob.2), entonces por la elecciéon de r, m or ob.2, se tiene
(con p P y P
|f7 ) = fl = (™) = fi(g) <&, con 0<i<k.

ob.4 Dado m como en ob.3, In e N: m <n<m+kyk|n,esdecir n =ak con a el

menor entero que cumple a > 7.

Con m y r como en la ob.3 y n como en ob.4, y nuestra elecciéon de

de <z = [ < o= @+ 1) = f* )+ 1) = 7" ()]

Como k es el periodo de p (ob.1) y n es multiplo de k (ob.4) tenemos |z — f™(p)| = |z —p|.

Como ademas 0 < n —m < k, entonces
|f () = M@ = L) = )
Por ob.1 donde 6 < € y ob.3, se tiene
de <e+[f"(p) = ["(N)[ +e=2e <[f"(p) = f* ()],
y por la desigualdad triagular

26 < [f"(p) = ") < " () = [ (@) + [f"(z) = [ (r)],
entonces
1 (p) — f(x)] > € o |f(x) — f(r)| > <.

Por ob.1. y ob.3. tenemos

luego

Jyel, tal que [z —y| <oy |f"(x) — f"(y)| > ¢ para algin n € N.
Entonces f es sensible a condiciones iniciales, luego f es caotica. O

Proposicion 3.4.2. Si X es finito, entonces {X; f} no es cadtico.

Observacion. La demostracion consiste en ver que f no es sensible a las condiciones

iniciales, y por ello, nunca serd cadtica. Tenga en cuenta que si X es finito, f es continua.
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Demostracion. Si X es unitario claramente f no es sensible.

Si |X| > 2, Supongamos que f es sensible, entonces existe ¢ > 0 tal que para todo x € X

y todo 6 > 0 existen y € Bs(x) N X y n € N tales que f"(y) no esta en B.(f"(x)).

Sea a = min{d(x;,x;) : z;, x; € X, i # j} (existe porque X es finito) y tomamos

d= % > 0, entonces existe y € Bs(z) N X y n € N tales que f"(y) no esta en B.(f"(x)).
(O .

Pero d(z,y) < 6 = 5 implica que x = y, luego,

d(f"(x), ["(y)) = d(f"(x), f*(x)) = 0 < e = [f"(y) € B:(f"(x))

lo que nos lleva a una contradiccion. O

Antes de dar la siguiente proposicion, observemos lo siguiente:

el conjunto de las n € N, tales que existe un punto periodico de T de periodo n no es
acotado.

Sea A ={n € N: Jz € Per(T) con periodo n}. Supongamos que A es acotado, entonces
A tiene supremo. Si s = sup A entonces s € N (por la definicion de A y la suposicion
anterior, A es cerrado, luego s € A) y n < s Vn € A. Ya que para cada n € N existen®
exactamente 22" — 22"7" > 2 puntos periodicos de T de periodo 2" v 2¢ € N entonces
2% € A pero 2° > s para cualquier s € N lo que nos lleva a una contradicciéon, entonces A

no es acotado.

Proposicion 3.4.3. Sea f: I — I una funcion cadtica en I. Entonces los periodos de

los puntos periodicos forman un conjunto no acotado.

Demostracion. Para cada n € N consideremos los siguientes n intervalos abiertos:

A= (=L 1), i =1,2,...,n. Para cualquier par de conjuntos A;, A; coni # jy j,i € Nse

n

tiene A;NA; =0 (pues si j <i= j+k =i paraalgin k € N con k < i, luego j =i — k.
Entonces si k = 1 se tiene j =i — 1 luego A; N A; = (1, 1) (L, L) = .

n ’'n n’n

Ahorasi k> 1, j=1i—k<i—1,entonces A;NA; = (&4, L)n (L 1) = ().

n’'n n’'n

Tomando A, 1 y A, abiertos, disjuntos y diferentes de vacio, por la transitividad de f

se tiene Jk; € N tal que f*(A,_1) N A, # 0 lo que implica A,_; N f7¥(A,) # 0. Como

5Ver seccion 2.4
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f es continua f~*1(A,) es abierto en I, luego A,y N f7¥1(A,) es abierto en I. Tomando
ahora A,,_, abierto en I, tenemos que 3k, € N tal que f¥2(A, o) N (A, Nf*(A,)) #0
luego (A, o) N f7R2(A, 1N f(A,) # 0y (A,2) N fR2(A,_1 N fF(A,)) es abierto
en I. Entonces por induccién, por la continuidad de f y por la transitividad de f en I se

tiene que existen n — 1 enteros positivos ki, ko, ..., k,,_1 tales que

An—l N f_kl( n
An—2 N f_kz (An—l N f_kl( n
An—3 N f_kg (An—2 N f_kz (An—l N f_kl( n

)
)

)
Arn fTR (A 0 (72 (A5 0)

)
)
)
Como Ay N f~F=1(Ay N (f~*-2(A3N ...))) es abierto en I, contiene un punto periodico
de f(Per(f) es denso en I), digamos x. Entonces el periodo de x no puede ser menor

que n, ya que o(x, f) recorre n conjuntos disjuntos dos a dos, para cada n € N, luego

{n € N: Jz € Per(f) con periodo n} no es acotado. O
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