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TITULO : DETERMINACION DE LA RELACION MASA-RADIO PARA ESTRE-
LLAS ENANAS BLANCAS A TEMPERATURA CERO.

AUTORES : MADERO RAMfREZ, Diego Armando

PALABRAS CLAVES : Estrellas Magnéticas, Evolucién Estelar, Materia Degene-

rada, Enanas Blancas.

DESCRIPCION : En este trabajo se determinara numéricamente la relacion masa-
radio gracias al uso de librerias GSL exclusivas de la programaciéon en C bajo ambiente
Linux; al incorporar uno a uno los efectos fisicos estudiados en los trabajos de Hamada-
Salpeter, Mathew-Suh, en las ecuaciones de la estructura estelar. Los efectos estudiados
son: variaciones de la composicién quimica de la estrella analizando los casos de Helio,
Carbon y Hierro, consideraremos las correcciones electrostaticas coulombianas debidas
al apantallamiento de la repulsién electrénica por efecto de la distribucién no unifor-
me de los nicleos atéomicos, siendo en este caso la presion total del sistema como la
adiciéon de la presion debida a la degeneracion electronica y la coulombiana, luego de
observar los efectos anteriores en la relacién masa-radio, analizamos las consecuencias
presentes en el gas estelar al interactuar este con un campo magnético homogéneo y
estatico segiin Ostriker; observando limites para la masa estelar a medida que el campo
magnético aumenta, finalmente realizamos una correccion a la ecuacion de equilibrio
hidrostatico modificandola por la encontrada por Tollmann-Oppenhaimer-Volkoff usan-
do como soporte tedrico la teoria de la relatividad General. Del trabajo directamente
se observa el limite de Chandrasekhar para cada una de las estrellas compuestas por
elementos especificos. Para el caso del campo magnético realizaremos una expansién de
Euler-Maclaurin de las variables termodinamicas alrededor de la variacion de los niveles

cuanticos accesibles permitidos.

*Trabajo de Grado.
tFacultad de Ciencias, Escuela de Fisica, Jorge Ivan Zuluaga. (Director).



TITLE : DETERMINATION OF THE MASS-RATIO RELATION FOR A WHITE
DWARF STARS TO ZERO TEMPERATUREF]

AUTHOR : DIEGO ARMANDO MADERO RAMIREZ
KEY WORDS : Magnetic star, evolution stelar, degenerate matter, withe dwarf.

DESCRIPTION : In this work the mass-radio relation was determined numerically
thanks to the use of exclusive bookstores GSL of programming in C under Linux at-
mosphere; when incorporating one by one the studied physical effects in the works of
Hamada-Salpeter, Mathew-Suh, in the equations of the stellar structure. The studied
effects are: variations of the chemical composition of the star analyzing the cases of He-
lium, Carbon and Iron, we will consider the coulombianas electrostatic corrections due
to the screening of the electronic repulsion by effect of the distribution does not uniform
of the atomic nuclei, being in this case the total pressure of the system as the addition
of the pressure due to the electronic degeneration and the coulombiana, after observing
the previous effects in the mass-radio relation, we analyzed the present consequences
in the stellar gas interacting with a homogenous and static magnetic field, according to
Ostriker; observing limits for the stellar mass as the magnetic field increases. Finally
we made a correction to the equation of hydrostatic balance modifying it by found
by Tollmann-Oppenhaimer-Volkoff using like theoretical support the General relativity
theory. Of the work directly the limit of Chandrasekhar for each one of stars composed
by specific elements is observed. For the case of the magnetic field we will make an
expansion of Euler-Maclaurin of the thermodynamic variables around the variation of

the accessible or allowed quantum levels.

*Senior tesis project
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Capitulo 1

INTRODUCCION

Desde tiempos inmemoriales el hombre a estado conectado con el Cosmos, quizas de
alguna manera magica o sencillamente es atraido por ese sentimiento que inspira el solo
hecho de pensar en la perfeccién y armonia del universo. Es esto, lo que durante siglos
ha sembrado en las mentes y por que no decirlo en nuestros corazones, el interés por
descifrar ese codigo, esas formulas, leyes o tal vez ese toque divino que por sencillo o
complejo que sea logro que se formaran estrellas, que se estructuren galaxias de diversas
formas, que existan cuerpos tan bastos e inimaginables que bagan por el espacio-tiempo
devorando todo lo que encuentre a su paso... Y otros objetos que presentan propiedades

y caracteristicas aun desconocidas.

Este proyecto pretende conocer gracias a abstracciones fisicas, mecanismos que logren
explicar el comportamiento de la relacién masa-radio de una Enana Blanca(EB). La
importancia radica, que gracias a la obtencion de dicha relacién podemos extrapolar,
informacién de otras magnitudes fisicas que definen a las EB[I]. Ademds gracias a
la cantidad considerable de estrellas EB como lo dice D. Winget es sus trabajos [2],
la relacién masa-radio nos permitiria encontrar una relacion acerca de la distribucién
espacial de estas en nuestra galaxia, deducir informacion indirecta acerca de su proceso

de formacién y determinar la edad promedio del disco galactico.

Las Enanas Blancas EB son un tipo especial de objetos compactos que se sostienen
contra la gravedad gracias a la presion de degeneracion de los electrones, se caracterizan

por presentar radios que oscilan entre 5000km a 10000Km, su densidad promedio es
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de 10%grem ™3, presentan masas muy proximas a la masa Solar y ademds sus nicleos
internos estan compuestos por nuclidos como el *He,'2 C*® Fe entre otros. Su formacién
es consecuencia directa del proceso de evolucién estelar de estrellas menores de 9M ¢

aquellas que son denominadas Estrellas de Baja Masa (EBM)[3].

El primer investigador interesado por descifrar los mecanismos fisicos por la cual una
EB logra sostenerse contra la gravedad es Fowler hacia 1926[4], mientras que su con-
temporaneo Adams[5] logra determinar ciertas propiedades observacionales de estos
cuerpos. Estos dos personajes abren las puertas para el modelamiento fisico de una EB
y es hacia 1931 donde se publica el trabajo propuesto por el astrofisico S. Chandra-
sekhar [6] quien considera cinematica relativista para la ecuacion de estado, tomando
como base que el sistema esta compuesto por un gas de electrones degenerados a tem-
peratura cero. Ademés deduce tedricamente un limite superior para la masa de estos
objetos denominado el limite de Chandrasekhar [12] y es 1932 que el Fisico D. Landau

logra brindar una explicacién fisica para este limite [7].

Una segunda propuesta que pretende explicar la estructura interna de las EB’s, que
junto con el de Chandrasekhar son considerados bases teéricas fundamentales para
aquellos modelos actuales, es el desarrollado por Hamada y Salpeter [IT]quienes de-
rivan para distintas densidades centrales modelos matematicos que tienen en cuenta
efectos coulombianos de los cuales se rescatan: las correcciones electrostaticas clasicas,
correcciones de Thomas-Fermi entre otras. Uno de los resultados tedricos mas impor-
tantes de su modelo es la determinacion de que algunas de estas correcciones no afectan
considerablemente en la estructura de la EB, cuando estas presentan densidades cen-
trales bajas. Esta propuesta, toma como pilar fundamental el trabajo desarrollado por
Salpeter [8] quien determina la energia y presién para un plasma de electrones libres

degenerados a una temperatura cero.

En nuestro proyecto analizaremos los efectos que presentaria la relacion masa-radio
para una EB al considerar variaciones de composiciéon quimica, presencia de campos
magnéticos, correcciones coulombianas. Finalmente modificaremos la ecuacion de equi-

librio Hidrostético por la de Tolmam-Oppenheimer-Volkoff (TOV)[L0] que ilustraria los
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efectos debidos a la relatividad general sobre la estructura de la EB.

Para hacerlo escribimos una serie de programas de computador que valiéndose de in-
tegradores numéricos apropiados nos permitan obtener dicha relacion. Los resultados
obtenidos se compararan con los trabajos de Hamada-Salpeter[§] y algunos resulta-
dos de modelos propuestos por Ostriker y Hartwick[I5] que servirdn como pilares para

validar nuestros resultados obtenidos.



Capitulo 2

GENERALIDADES

Este capitulo, hace referencia a las leyes y teorias fisicas fundamentales para el desarrollo

del proyecto que serviran como contextualizacion.

2.1 TEORIA CINETICA

En la Teoria Cinética la densidad en el espacio de fases para cada especie de particulas
nos provee una descripcion total del sistema. Equivalentemente, especificar una funcion
de distribucion en el espacio de fases representara la misma informacion. Estos conceptos

fisicos se relacionan:

dn 9
d3xd3p - ﬁf (2.1)
Donde h? es el volumen de una celda en el espacio de fases (h=constante Planck); y
g es el peso estadistico, que representa el nimero de estados de una particula con un
valor de momento, definiéndose por g = 25 + 1 donde (S=espin). f es la funcién de

distribucién para el nimero de celdas en el espacio de fases.

La densidad de cada especie de particulas en el espacio de fases se obtiene por:
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P dn
= e 2.2
n / Ty (2.2)

La densidad de energia se puede obtener por:

P dn
= E d? 2.
‘ / T (2.3)

El valor de E representa la energia de una particula. Por ejemplo si la particula es un

electrén libre E = (p?c? + m2c*)'/?, m=masa en reposo del electrén.

Para determinar la presion lo podemos hacer usando la relacion:

1 [P dn
P=c d? 2.4
3/0 P iy ? (2.4)

Donde la v representa la velocidad de las particulas.

para un gas ideal en equilibrio, f tiene la forma simple:

1

= (B kT £1

(2.5)

Donde el signo superior hace referencia a fermiones (estadistica de Fermi-Dirac) y el
inferior para los bosones(Estadistica de Bose-Einstein). Aqui k es la constante de Boltz-

mann y u es el potencial quimico.
Si tenemos sistemas donde 7' — 0 y densidades altas, f(E) se reduce a:

f(E)=1,siE>E; 6 f(E)=0,si E < E,
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2.2 DEGENERACION DE LA MATERIA

El fenémeno de degeneracién aparece debido al principio de exclusién de Pauli que en

tres dimensiones se expresa por:

drxdydzdp,dp,dp, > h* (2.6)

donde h es la constante de Planck y dp,, dp,, dp. son las tres componentes de la cantidad
de movimiento p. Si las particulas son forzadas a ocupar un volumen mas y mas pequeno
que suele suceder durante las etapas de evolucién estelar, llega un momento en el que la
unica forma de hacerlo es aumentando la cantidad de movimiento es decir, su velocidad.
Notemos que no hay ninguna fuerza que empuje a esas particulas, van cada vez mas
rapido porque estan limitadas a un volumen cada vez mas pequeno o equivalentemente,

a una densidad cada vez més alta. Esta es la propiedad bésica del gas degenerado.

Una caracteristica importante es que la degeneracion se establece primero en los electro-
1 ticul ] das. S iparticion d fa, 1/2 2~
nes que en las particulas mas pesadas. Supongamos equiparticion de energia, 1/2myvy,

1/2m.v?, donde N se refiere a los nticleos y e a los electrones, podemos ver que

3/2
v . (mN) ~ 106 (2.7)

Ve Me

donde V es el volumen en el espacio de los momentos, V' o p3. Es decir, los ntcleos
tienen disponibles en el espacio de los momentos 10° mas celdas que los electrones, por
lo que la degeneracién ocurrira a densidades 10° veces m4s altas en los nticleos que en

los electrones.

Las condiciones para que se degenera totalmente un gas es que su temperatura tienda a
cero. En estas circunstancias y si tenemos un gas de electrones la funcién de distribucién

es la definida por Fermi-Dirac.
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2.3 FORMACION DE UNA ENANA BLANCA

En una EBM ubicada en la SPEC (Secuencia Principal de Edad Cero) se presenta el
quemado de H al He por medio de la fusién nuclear, esto se logra cuando el nticleo
de la estrella ha alcanzado una temperatura aproximada de 107K . Cuando se agota el
H completamente en el centro éste colapsa aumentando gradualmente la temperatura
del gas. Cuando la temperatura es suficiente, comienzan las reacciones nucleares en las
conchas que rodea al centro (estas conchas se denominan activas), mientras el centro
sigue colapsando. La estrella abandona la SPEC, la envolvente exterior a la concha
activa se expande y la estrella se mueve hacia la zona de las Gigantes Rojas (GR). Algo
muy importante en la transformacién a GR, es que la estrella se degenera parcialmente,
esto implica que la presiéon ya no dependera de la temperatura sino de su densidad
[19]. En este caso los electrones se degeneran y su presion podria detener el colapso del

centro, aunque no totalmente, por lo que la temperatura sigue aumentando.

Eventualmente, la temperatura llega a T ~ 10°K, comenzando las reacciones 3 — «
con gran produccién de energia (e oc T3°). Como la conduccién de energia es tan alta,
aumenta la temperatura; esto no implica un aumento de la presién debido al fenémeno
de degeneracién, esta fase se le denomina FLASH DE HELIO. Después del flash, la
estrella se contrae y se mueve hacia la RAMA HORIZONTAL, en la que permanece
mientras quema el He en su centro recubierto por una capa de He inerte y este es
rodeado por una zona de H. La situacién es muy dindmica, tanto en el centro coma en
la zona de He inerte pues ellas aumentan en masa debido a la quema continua en el

centro y la zona de transicion de He-H.

Consumido el He en el centro, el nicleo queda formado por carbono inerte, rodea-
do de dos conchas muy delgadas donde ocurren reacciones de He-C(interna) y de H-
He(externa), rodeadas por una zona de He inerte. Debido a que las conchas son delgadas
el quemado de He ocurre de manera explosiva, y que la estrella sufra lo que se denomina
pulsos térmicos. La estrella expulsa su envolvente y lo que queda de ella es el centro

degenerado de C, que contiene la mayor parte de la masa remanente, rodeado por una
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capa donde el He se quema en C, que provee la luminosidad de la estrella, y de una
pequena envolvente rica en H. Las temperaturas que alcanzan estos cuerpos llegan a
los cientos de miles de grados K. Con estas temperaturas, hay suficientes fotones con

longitudes de onda menores de 912A° como para ionizar el material eyectado en fases

anteriores. El material ionizado se denomina NEBULOSA PLANETARIA.

Al disiparse la envolvente ya no existen reacciones nucleares, lo que queda es una con-
figuraciéon sostenida por degeneracion de electrones, con una masa menor al Limite de
Chandrasekhar. Estas son las llamadas ENANAS BLANCAS. Las EB constituyen el
estado final de la mayoria de las estrellas en el universo. Por lo general estas estrellas

tienen degeneracion no relativista.

2.4 CORRECCIONES COULOMBIANAS

La principal caracteristica de las correcciones coulombianas proviene de que las cargas
positivas no son distribuidas uniformemente en el gas pero son concentradas en nicleos
individuales de carga Z. Como la temperatura del gas T' — 0, los nticleos son localizados

en una red que maximiza la separacién inter-niclear[10]. Si consideramos que la celdas

47rr8
3

de la red sean esferas en el espacio con un volumen V.4, = = %, donde ny

define la densidad de ntcleos aprozimacion de Wigner-Seitz[10], el gas es imaginado
como esferas neutras de radio ry alrededor de cada nicleo, que contienen 7Z electrones

cercanos al nucleo; no debe ser olvidado que la distribucién de estos nicleos no es

OIOZOMO
PO ©

0@ ©

Figura 2.1: Representacion de la red de usando la aproximacion de Wigner-Seitz

uniforme.



GENERALIDADES

La energia electrostatica total para cada una de estas esferas es la suma de las energias
potenciales debidas a la interaccién electrén-electrén (e-e) y interaccion electrén-nticleo
(e-n). Para ensamblar una esfera uniforme que contiene Z electrones requiere una energia

de:

0 ad
Ee o= / ﬁ (28)
0

donde:

q=—Ze— (2.9)

Figura 2.2: Aproximacion de Winger-Seitz para una celda individual.

Al efectuar la integral:

3 Z2%e?
E._.=- 2.10
5 Ty ( )
La energia potencial de interaccion e-n viene dada por:
" d 3 Z%e?
E., = Ze/ M_ 22c (2.11)
0o T 2 71y

Entonces la energia total Coulombiana estara dada por la expresion:
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9 Z2%e?
10 To

E.=F.+E., ,= (2.12)

Como las esferas son neutras, la interaccién entre electrones y nicleos de otras celdas

son despreciadas. La energia negativa representa que es mayor la atraccion electron

nicleo que la repulsion electrén-electron.

La energia electrostatica por electrén es:

1/3
B __3 (41) 73l (2.13)

donde hemos usado:

Z

oz 2.14
" 47rd /3 ( )

La presion correspondiente es negativa y se obtiene usando la relacién|[7]:

d(E./Z 3 [ar\'/?
P.= nﬁ% NTI) (?ﬂ) Z*Pe*nl? (2.15)
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MODELO PARA UNA ENANA BLANCA
A TEMPERATURA CERO

La idea central del proyecto es determinar las variaciones que presenta la relacion masa-
radio de una EB, al introducir poco a poco diversos parametros fisicos justificados por
los siguientes trabajos: acerca de las correcciones coulombianas Hamada y Salpeter[11],
campo magnético Suh and Mathews[9] y finalmente analizar las correcciones a la ecua-
cién de equilibrio hidrostatico usando la ecuacién de Tollmann-Oppenhaimer-Volkoff

I19].

Observaremos cada efecto en particular, y es por eso que inicialmente analizaremos un
modelo de EB sin tener en cuenta el efecto del campo magnético ni la correccion a
la ecuacion de equilibrio hidrostatico, concentrandonos en determinar el efecto de una
composicion quimica homogénea, refiriéndose a una estrella compuesta de un determi-
nado elemento y las correcciones electrostaticas coulombianas. Luego observaremos los
efectos de un campo magnético homogéneo uniforme y finalmente la correccion de la

ecuacion de equilibrio hidrostatico.
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3.1 MODELO ESTELAR, SIN CAMPO

MAGNETICO CON CORRECCIONES
COULOMBIANAS CLASICAS

Las tipicas consideraciones basicas para el modelo que realizaremos soportadas por los
modelos encontrados en la literatura son: que la estrella posee simetria esférica, no rota,
esta aislada, inicialmente despreciaremos efectos magnéticos y se encuentra en equilibrio
tanto hidrostatico como termodinamico, ademaés la estrella esta conformada por un gas

de electrones totalmente degenerados a temperatura cero.

Para tener en cuenta los efectos electrostaticos coulombianos, usaremos los resultados

y las consideraciones presentadas en el capitulo de generalidades.

La presion total del gas sera la suma de los términos de presion de degeneracion

electrénica y la presién coulombiana. Esto lo expresamos por la expresion:

P=P.+P. (3.1)

3.1.1. ECUACIONES DE EQUILIBRIO HIDROSTATICO

Las ecuaciones de la estructura estelar estaran representadas por la relacion de conser-
vacién de masa y la relaciéon de equilibrio hidrostatico newtoniana que nos dice que en
la estrella, cada punto de materia, la fuerza de gravedad es balanceada por la presion.

Estas ecuaciones son:

dP GM,

Dy 32)
dM

= = 42 p(r) (3.3)
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G representa la constante universal gravitacional, M, y p, son la masa y densidad

encerradas dentro de un radio r en el interior de la estrella.

Como ya habia sido comentado en el capitulo anterior, al degenerarse la materia du-
rante el proceso de evolucion estelar para la formacién de una EB, la presién, variable
termodinamica, dependera de la densidad, esta relacién se obtiene apartir de la ecuacion

de estado para el sistema (P = P(p)), y la expresaremos de la siguiente forma:

dP dP d
() (2 (3.4)
dr dp dr

Para poder solucionar esta ecuaciéon debemos encontrar la relacién de la presion total

con la densidad.

3.1.2. ECUACION DE ESTADO

En nuestro sistema los ntcleos contribuiran casi a toda la masa de este, pero no a la
presion pues recordemos que la degeneracion se establece primero en los electrones y esta
es suficiente para contrarrestar a la gravedad, mientras que los electrones contribuyen
totalmente a la presién y no a la masa[3]. Estas caracteristicas recuerdan a los modelos

de gases de Fermi tratados con cinemética relativista.

La composicién quimica estelar es un parametro que consideramos homogéneo. Ana-
lizaremos los casos para una estrella EB compuesta por Helio, Carbon y Hierro. Este

parametro lo relacionamos con el nimero densidad de electrones por la ecuacién:

ne=7Ye. (3.5)

P
M,
Donde M), es la masa del protén y Y. pardmetro de composicién que representa la razén

entre el nimero de protones y el nimero de nucleones.
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Desde el punto de vista de la Teoria Cinética, el nimero de densidad de electrones sera:

Pf 9 d3p
.= niill 3.6
" /0 h3 272 (36)

Se evalia hasta un py ya que este es el maximo valor permitido.

Al definir:
x = p/mc (3.7)

Llamado parametro relativista podemos reescribir el nimero de densidad de electrones

como:
1 /meN3 4
= — [— 3.8
e T 3 < n ) v (38)
La densidad de energia que se calcula usando las relaciones (2.14, 3.8), estard dada en

funcién del parametro relativista por:

€= #ch (%)3 [ac(2a:2 + V22 +1—In(z+ Va2 +1) (3.9)

La presién debida al gas de electrones, se calcula al relacionar las ecuaciones(2.15, 3.8),

por:

1 3
P, = o ~mc? (%) [x\/a:2 +1(22% — 3) + 3In(x + Va2 + 1) (3.10)
7

En la expresién anterior observamos que la presién electronica esta en funcién del

parametro relativista.

Usando las relaciones del capitulo anterior de correcciones electrostaticas, la presion

coulombica como funcién del parametro x estara dada por:

3 [4m\? 3 (4n\'P 1 \Y3 me \4
p=->(2 72/3,2,4/3 — _ 0 2T L 72/3 .2 <_ > 11
10<3) €l 10(3) (37?2) “\me) G
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De las ecuaciones (3.10, 3.11) obtenemos de forma directa la presion total de nuestro

sistema. Y se expresa por:

1 3
:247T2m02 (%) [a:\/:v2~|—1(2x2—3)—|—3ln(a:+\/x2—|—1)]
3 (4n\'"? 1 N\Y? ., rme A
_ D (AT 1 /352 (M€
10(3) (37r2) Z7e <hx> (3.12)

El objetivo inicial es encontrar la presion total como funcién de la densidad. Una forma

de hacerlo es relacionando la densidad con el parametro x.

Para esto usamos las ecuaciones (3.7, 3.8) obteniendo:

2 3\ 1/3
r = <M) (3.13)

m3c3

Podemos definir ny como:

mc

ng = 3’ (i)g (3.14)

Usando esta relacion podemos expresar a X como:

(2 () o

Donde pg lo definimos:

po = (M}Zno) (3.16)

de las relaciones (3.12,3.15) vemos que los terminos de la ecuacién (3.4) se pueden

escribir como:

dP  dpdx

- £ 1
dp dxdp (3.17)
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y ademas, como la densidad la tenemos como funcién del parametro x:

do _ dpdz

= 3.18
dr  dxdr ( )
De las ecuaciones (3.2, 3.17, 3.18) podemos ver:
dP dPdx _dx  GMa® [dP\ "
B = = 3.19
dr  dx dr = dr 2 po (d;z:) (3:.19)

3.1.3. MODELO MATEMATICO

la descripcion matematica que nos permitiran para este modelo inicial, caracterizar
la relacién masa-radio de una estrella EB a temperatura cero se especificaran en las

siguientes subsecciones:

ECUACIONES DIFERENCIALES DEL MODELO

En la seccion anterior encontramos la relacion entre la presion y el parametro relativista

luego el termino % estara dado por:

P 1 g Lta@+1)"
= mc (ﬁ:) {(GxQ —3)Va? + 1+ (22" —32%)(z* +1)7/* + 3 ( (+—+I-(x\/—;7+)1)
xT x

dr 2472 A

9 (4mx\"? [ 1 \"? mey 4
I L 72/3 .2 <_> 3 (39
10 ( 3 ) (?m?) “\w)w B2

Las ecuaciones diferenciales que solucionaremos por medio de un programa en lengua-
je C utilizando como herramientas librerias GSL para desarrollar el método de RK4

(Runge-Kutta 4) son:

)
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dz GM 23 (dP\ "
FO)= = = — - | = 21
() dr 2 po (da:) (3:21)
M 3
F(1) = dd—r - 4m»2% (3.22)

La solucién de estas ecuaciones nos brindaran informacion directa acerca de la relacion
masa-radio. EL conjunto de ecuaciones se caracterizan por ser no lineales de primer

orden.

PARAMETROS

Los parametros, variables de entrada que durante el proceso de solucion permanecen
constantes, variandolas para diferentes casos especificos, y de las cuales depende nuestro
modelo son: por un lado la cantidad py, que depende de la composicién de la estrella,
ademds la densidad central que al relacionarla con la ecuacién (3.15) nos permite calcu-
lar un valor para x. de la siguiente forma:

e = <&>1/3 (3.23)

Po

donde p, estard acotado para valores desde(1x107 hasta 2210'®). La composicién como
ya fue comentado tomara caracteristicas para atomos de Helio, Carbén y Hierro. Esto

implica valores de y., = 0,5 para el carbén, helio y y, = 0,443 para el hierro.

CONDICIONES INICTALES PARA LAS VARIABLES A INTEGRAR

En el centro de la estrella (r=0), la masa M, = 0 y la densidad un valor igual p,.
(densidad central), luego el pardmetro relativista vendria siendo la cantidad z.. Ademés
las funciones F(1) y F(2) evaluadas tendrian valores de cero, esto se ve sencillamente a

reemplazar r=0 en las ecuaciones (3.21, 3.22).
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Los resultados tedricos obtenidos en la seccion anterior representa las relaciones que se
usaran para escribir un programa en lenguaje C que nos permitird deducir numérica-

mente una relacién masa-radio.
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3.1.4. RESULTADOS
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Figura 3.1: Relacién masa-radio de distintas composiciones despreciando las correccio-

nes Coulombicas y campo magnético;(y. = %)
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Figura 3.2: Comparacion de la relacién masa-radio de distintas composiciones conside-
rando las correcciones Coulombicas y las obtenidas por Hamada-Salpeter.
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J . Carbén C.Electrostéticas |
Hierro C.Electrostaticas
------ Carbon sin correcciones |
------ Hierro sin correcciones

sun

100R/R

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 12 14 1,6
MIM
sul

n

Figura 3.3: Comparacién de la relacion masa-radio de distintas composiciones con y sin
correcciones Coulombicas .

3.1.5. ANALISIS E INTERPRETACION DE DATOS

Primero se analiza la relaciéon masa-radio al deshabilitar de nuestro programa princi-
pal, la intervencién de las correcciones Coulombicas, campo magnético y la correccién
debida a la ecuacion de equilibrio hidrostatico TOV. Dicha relaciéon queda dependiendo
tnicamente del pardmetro de composicién (ye). La informacion relaciona las variables

adimensionales para el radio y la masa.

Al observar la figura observamos, que cuando el pardmetro de composicién (ye)
aumenta, el volumen de la estrella también lo hace al incrementar su radio. Esto es
evidente si observamos que para una masa adimensional fija por ejemplo de (1) el
correspondiente radio adimensional equivalente es aproximadamente (0.6) si ésta tiene
un parametro de composicion y, = 0,46, mientras para una estrella con el mismo valor

de masa adimensional, pero con un registro de y. = 0,5 el radio asociado es de (0.8).

La interpretacion fisica a este comportamiento radica en que como la densidad electréni-
ca es inversamente proporcional a el pardmetro y., (esta relacién se observa en las

ecuaciones (3.15, 3.16)), al incrementarse éste parametro, la densidad estelar disminu-
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ye, luego la presién electrénica también. Como la estrella se encuentra en equilibrio
hidrostatico para que se siga conservando este principio la fuerza gravitacional debe

disminuir en magnitud y esto ocurre al aumentar el radio.

Otra caracteristica importante es que si tenemos estrellas de distinta composiciéon pero
con un ye (recordando que el termino representa la razén entre el nimero atémico y
la masa atémica)igual por ejemplo lo que sucede con el Helio y Carbén, la relacién

masa-radio para cada composicion individual es la misma.

Ahora se observo el efecto de las correcciones coulombianas al ser habilitadas en nuestro

programa:

Como primera medida analizamos la figura donde comparamos las curvas para
estrellas EB’s con igual composicion, diferenciandolas por la habilitacién en algunas
de ellas de las correcciones coulombianas, observamos que aquellas donde se desprecian
estas correcciones tienden a presentar propiedades de menor densidad puesto que para
masas especificas se les asocia radios mas grandes. Esto se explica ya que el efecto de
las correcciones coulombianas es apantallar la repulsion electrostatica entre electrones,
gracias a la distribucién no uniforme de nicleos a través de la red[10], logrando que
la repulsién sea mas débil que la atraccion. Esto indica que la densidad electrénica
aumenta, ya que la repulsién electronica es mas débil que la atraccion nucleo-electron.

La evidencia de esto se observa al disminuir los radios estelares.

Otro fenémeno que observamos al analizar la figura |3.3| es que el efecto de las correc-
ciones es mas evidente en las estrellas compuestas por Hierro; esto tiene relacién con
el hecho de que la presién Coulombiana depende de la potencia a la 2/3 del nimero
atémico luego si este es mas grande, indicando que la estrella esta compuesta por ele-
mentos mas pesados, dicha presién es mayor aumentando mas la densidad. Otro punto
importante es que las curvas de Helio y Carbdn al considerarse las correcciones Cou-
lombiana ya se distinguen pues como el Carbén es més pesado que el Helio presenta

caracteristicas de cuerpos estelares mas densos.
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3.2 CON CAMPO MAGNETICO ADEMAS DE
LAS CORRECCIONES ELECTROSTATICAS

En esta seccién miraremos como afecta la presencia de un campo magnético en la es-
tructura interna de una EB mas especificamente en su relaciéon masa-radio. El origen
de dicho campo no es tema principal del proyecto sino que de acuerdo con las observa-
ciones donde se registran campos con intensidades que oscilan entre (10° — 10%)G[20],

supondremos su existencia.

El procedimiento a seguir para encontrar nuestro modelo matemético, parte de la es-
pecificacion del comportamiento de un electrén sujeto a la interaccion de un campo
magnético uniforme externo; esto se logra al solucionar la ecuacién de Dirac, soluciona-
da en los trabajos de Jhomsom y Lippmann[I8]. Teniendo en cuenta lo anterior junto
con las condiciones de que la estrella se considera un sistema gas de electrones a tem-
peratura cero, podemos obtener a partir de la teoria de distribucion de Fermi-Dirac el
comportamiento de dicho gas calculando directamente la presién, densidad de electro-
nes, y otras variables termodinamicas que serviran para caracterizar nuestro sistema de

estudio.

3.2.1. ECUACION DE ESTADO

Las caracteristicas del electrén en un campo magnético externo han sido estudiadas
por Landau, Canuto, Chiu, entre otros. La energia de estados del electrén son cuan-
tizados modificando sus propiedades. El espectro energético de un electréon sujeto a la
interaccién con un campo magnético estatico y homogéneo ademas por simplicidad,
consideraremos que dicho campo actia a lo largo del eje Z, lo tomamos de los trabajos
de Johnson y Lippmann 1949[18] donde la dispersién para la energia, esta representada

por:
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E, = [p*¢® + m*c* + 2hce Bn)'/? (3.24)

Donde n = j + % +s,,(n=0,1,...), j es el nimero cudntico principal de los niveles de
Landau, s representa el espin del electrén, e su carga, ¢ es la velocidad de la luz, A la
constante de Planck reducida, p = p, representa el momentum del electron a lo largo

del eje z, y m la masa en reposo del electrén.

El principal efecto de la presencia del campo magnético en el comportamiento del

electrén radica en la modificacion de la densidad de estados[7] y viene dada por:

i e e =0 [ o

Ono €s delta de Kronecker que cumple sin =0,0 =1y sin # 0,6 =0.

El modelo a desarrollar tiene como condicion que la EB esta aislada y su temperatura es
cero (totalmente degenerada) y la presion de degeneracién del gas de electrones soporta
en cada punto el colapso gravitacional. Con estas condiciones podemos definir usando

la relacién (49) la dispersién de la energia de Fermi del sistema como:

E; = [pjc® + m*c* + 2hce Bn]'/? (3.26)

donde p; denota el momentum de Fermi.

El nimero de densidad electrones se obtiene a partir de la ecuacién(2.13,3.26)por:

e =21 (@> C(e,n) (3.27)

donde

C(en) = 32 = dud]y [ — (1 +29m) (3.28)
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las variables ¢ = FE;/mc®* y v = B/B, son pardmetros adimensionales; ademds la

constante B. = m?c®/eh = 4,414x10°

La sumatoria de las expresiones anteriores y siguientes van desde n = 0 a n = ny que

Esto se puede ver al analizar la raiz de la expresién (3.28) pues esta debe tener soluciones

no complejas, lo que implica que debe ser mayor o igual a cero.

La presion viene dada por:

3
P.=2"L me <@> B(e;,n) (3.30)

donde

er+ \/e? — (14 29yn)
V1+2yn
(3.31)

B(es,m) = %Z[Q—éno] 5/ — 1L+ 27m) — (1+ 2m)in

Al hacer una expansién de Euler-MacLaurin (referirse al capitulo sobre generalidades)
de las variables termodindmicas, refiriéndonos a las ecuaciones (3.28, 3.31) podemos ver
que de los resultados de esta, al hacer que el parametro v (aquel que depende del campo
magnético) sea cero; las ecuaciones de la expansién recobran la estructura o forma de

la ecuaciones sin campo magnético descritas en el capitulo anterior.
Los resultados de la expansién son (ver apéndice):

para el nimero de densidad de electrones:

_)3«3;) _ YeP (3.32)

donde:
1
((z) =2 + 72—x + 90y + ... (3.33)
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y las constantes y., m, representan el parametro de composicién definida en el seccion

anterior, y la masa del proton.

para la presion de degeneraciéon de electrones:

1 5 (MC\3
P, ~ YRl <7> O (x) (3.34)
donde:
O(z) = Oy + v’ Pp(x) + () (3.35)

Oo(z) = 2V + 1(22° — 3) + 3In(z + Va2 + 1) (3.36)

v+ +1 1
Op(r) = —— +2n(z+ Va2 +1) — (1 + ) (3.37)
x r(x + Va2 +1)
Vemos que tanto para la densidad de ntimeros de electrones y su presién son funcio-
nes del parametro relativista y se incrementan al incrementar el pardmetro v (campo

magnético).

Las ecuaciones (3.32 a 3.372) seran las que usamos para determinar el sistema de

ecuaciones acopladas a solucionar y obtener la relacion masa-radio.

Acerca de los pardmetros, variaremos el campo magnético de tal forma que v < 1
(B < 4,4x10'3), respecto a la composiciéon miraremos las soluciones al considerdndola

uniforme, y analizaremos especificamente estrellas compuestas por ®>He,'? C,% Fey!'®O.

La presion total sera la debida por la degeneracién de electrones y la Coulombiana.
Para determinar la presién Coulombiana revisamos los fundamentos del capitulo (0) y

las ecuaciones (densidad y ne, ne con campo ) expresandola como:



MODELO PARA UNA ENANA BLANCA A TEMPERATURA CERO 26

3[4\ ? / 1 /me\3 4/3
Po=—2 (?) 7232 [ﬁ <7> C(x)] (3.39)

3.2.2. MODELO MATEMATICO

ECUACIONES DE ESTRUCTURA

Al observar los resultados de la seccion anterior vemos que las variables termodinamicas
estan en funcién del parametro relativista. La relacién entre la densidad y x es compleja
como para obtener de esta, el parametro x en funcién de la densidad; lo méas conveniente
es expresar la variacion de la presion respecto al radio usando como condicién que P(x)

de la siguiente forma:

dP  dPdx

s dedr (3.39)

De esta relacion y de la condiciéon de equilibrio hidrostatico podemos expresar la varia-

cion del parametro relativista respecto al radio como:

dr  GMa? (dp)‘l

— — (3.40)

dr 2 py

El término dP/dx se calcula al derivar la presién tanto de degeneracién electrénica y

coulombiana por el parametro x obteniendo:

dr 247r2m

P e (5 0 & () e [ ()] gt

donde:
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(z) = do + Vb + ... (3.42)

L+ (22 4+1)"22

r+vVar?+1

do = (x2+1)7V2(22* — 32) + Va2 + 1(62> — 3) + 3 { (3.43)

by — (22 +1)7122% — Va2 + L[t (22 + 1)1/%] G R (s (* +1)"122?)
i 2 4+ Va2 +1 22(z 4+ Va? +1)2
(3.44)
. 2 72

La ecuacién faltante hace referencia a la variacién de la masa de la estrella respecto al

radio y queda representada por:

- = {i (%)% (rﬂ)mp} yl (3.46)

Las ecuaciones (3.41, 3.46) representa nuestro conjunto de ecuaciones no lineales de

primer orden acopladas que solucionaremos caso newtoniano.

REPARAMETRIZACION

Para simplificar un poco la estructura de las ecuaciones, evitar en el programa problemas
de valores exagerados debidos a potencias muy grandes de las constantes naturales, es

conveniente que reescribamos las ecuaciones.

Para empezar usaremos las siguientes constantes:
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que posee unidades de longitud.

representa una densidad

a representa la estructura fina y tiene un valor de 1/137.

Teniendo encuenta las constantes anteriores y definiendo las siguientes variables:

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)
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_ M
M= .
i (3.55)
P
P=_— .
> (3.56)

El conjunto de ecuaciones que solucionariamos, reescritas, en funcién de las constantes

y variables anteriores, &demas de las ecuaciones (3.41, 3.46) son:

A
pP= y_pp (3.57)
Para la densidad.
dP 1 . 4 (4x\V? :
=gt - 15 (7)) 2@ (3.58)

Para la variacion de la presion respecto a el parametro x.

dz MA (dP\ "
%:_5;(%) (3.59)
y
dM  3A72

La ecuacion de equilibrio hidrostatico sera luego modificada a la corresponiente para
una estrella aislada con simetria esferica (estrella de Schawchield), usando la ecuacién

de Tollmam-Oppenhaimer-Volkoff TOV. Que puede escribirse como:

dP GMp P Amr3 P 2GM
—_— = 14+ — 14+ — 1— .61
dr 72 < + ,002) ( + M c? > ( rc? ) (3.61)
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Lo interesante de esribir de esta forma la ecuaciéon de TOV es que ella se compone
de la ecuacion de equilibrio Newtoniana multiplicada por terminos ya adimencionales
luego sencillamente si multiplicamos por estos factores adimensionales nuestra ecuacion
Newtoniana reparametrizada anexamos en el modelo algunas correcciones debidas a la
Relatividad General. Realizando los cambios pertinentes como en el caso Newtoniano,

las ecuaciones a resolver serdn:

dx MA (dP\! P ArrdP 2GM
o _ZA(0 1+ (1 1— .
dr 72 Y, (d:v> ( + p02> < + Mc? ) ( rc2 ) (3.62)

dM 347
dr Y.

(3.63)
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3.2.3. RESULTADOS
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Figura 3.4: Relacién masa-radio para estrella compuesta de Helio en presencia de campo
magnético interno, se compara con la curva de Hamada-Salpeter.
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Figura 3.5: Relacién masa-radio para estrella compuesta de Carbén en presencia de
campo magnético interno, se compara con la curva de Hamada-Salpeter.
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Figura 3.6: Relacion masa-radio para estrella compuesta de Hierro en presencia de
campo magnético interno, se compara con la curva de Hamada-Salpeter.

3.2.4. ANALISIS E INTERPRETACION DE DATOS

Ahora nos concentramos en detectar los efectos que presenta una estrella en presencia

de un campo magnético interno descrito anteriormente.

El efecto del campo magnético solo influye sobre el comportamiento del gas de electro-
nes degenerados. De las relaciones deducidas al realizar la expansion Euler-MacLaurin
observamos que al aumentar el campo magnético tanto como la presién y densidad de
electrones aumentan. Si observamos las figuras y vemos que a medida que
aumenta el campo la estrella es mas densa pues su curva respectiva se limita hacia las

zona de estrellas cercanas al limite de Chandrasekhar presentando radios mas pequenos.

Al observar las curvas nos percatamos de un limite de masa para cada campo magnético
considerando por ejemplo para un v = 0,3 compuesta de Carbén las masas menores de
0,5M ., no son estables. Esto se debe a que la fuerza de la presion electrénica es mayor
que la gravitacional haciendo que estane. Esto indica que para campos magnéticos mas

fuertes solo tiene soluciones cuerpos estelares masivos.
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El efecto de la ecuacién de TOV no es radical, ya que al compararla con los resultados
newtonianos no hay variaciones importantes son evidentes para estrellas mas pesadas

con densidades muy altas.



Capitulo 4
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A medida que se modele una enana blanca compuesta por elementos cada vez mas
pesados, estas tienden a carcaterizarsen por ser de menor tamano, implicando que su
material esta concentrado en volumenes mas pequenos representando cuerpos cada vez

mas densos.

Las correcciones Coulombicas son importantes para modelar estrellas enanas blancas
de bajas densidades, pues gracias a estas se logran diferenciar las relaciones masa-radio
generadas por cuerpos de distinta composicién pero con una razén de nimero atémico
sobre masa atémica igual obtenidas en los modelos iniciales. Esto se debe gracias a la
dependencia directa de estas correcciones con una caracteristica intriseca de un material
especifico el "nimero atémico”, logrando predecir que para composiciones mas pesadas
la presién Coulombica es mayor aumentando la densidad electrénica disminuyendo sus

radios.

La expansiéon obtenida de Euler-MacLaurin para las variables termodinamicas, se ca-
racterizan por el hecho de que si el campo magnético es cero, estas variables recuperan

el comportamiento clasico conocido.

La presencia de un campo magnético interno tiene como efectos en la estructura de una
enana blanca: primero la cuantizacion de la energia del gas de electrones degenerados
y segundo el aumento de la densidad y la presion electronica con el aumento de dicho

campo.
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La correcciéon debida a la ecuacion TOV no es muy importante cuado modelamos es-
trellas de baja densidad pues al compararla con un modelo donde usamos ecuacién de
equilirio Newtoniano no presenta variaciones importantes sino cuando nos acercamos a
los limites de densidades centrales altas donde se empieza a evidenciar una variacion

muy pequena, intuniendo que a densidades alta si debe ser muy crucial.

Del trabajo tambien podemos de forma indirecta concluir, que debido al gran acer-
camiento de los resultados con los propuestos por Hamada-Salpeter donde toman en
consideracion ademas de la Coulombica, la correccion de Thomas-Fermi, the Exchan-
ge energy, The correlation Energy entre otras; estas no son muy importantes cuando

modelamos estrellas de densidades relativamente bajas.
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ANEXOS

5.1 EXPANSION EULER MACLAURIN

Las formulas de integracion y de suma de Euler-Maclaurin pueden ser derivadas desde

las formulas de Darboux [I4] por sustitucién de los polinomios de Bernoulli B, ().

Diferenciando la identidad:

Bu(t+1) — B,(t) = nt"* (5.1)

obtenemos:

Bkt 4+ 1) — B k(t) =n(n —1).. . kt"1 (5.2)

Haciendo ¢t = 0 obtenemos que B"*(1) = B"%(0). Desde la serie de Maclaurin de

B,,(z) con k > 0 se observa:




ANEXOS 37

B (0) = %n! (5.5)

B *(t 4+ 1) — B"*(t) = n(n —1)...kt* (5.6)

Donde B, son los nimeros de Bernulli, y sustituyendo estos valores para B"*(1) y

B"*(0) en la formula de Darboux obtenemos:

-0l = f6) - f@) - S0P - F)+ - BT s)
Donde,
Bom(z — a)*™ . s, 2m
A=Y W[f (2) = [ (a)], (5.8)
y
C1— / Bon(t) 2 — (= — a)t]dt. (5.9)

La suma se hace para los valores desde m = 1 hasta n = m + 1 y ademas la integral se
evalua desde 0 hasta 1. A esta expresion se le denominada Formula de integracién de
Euler-Maclaurin[I7]. Para el caso, que n — oo y para una serie infinita puede expresarse

que:

S = [rwd = S0 + f] + 3 GELA = (50

La suma se realiza desde 1 hasta oo.

al expandir la serie obtenemos:

" (n) = f7(0)] + ..
(5.11)

1 1. , 1
S 10 = [ £k~ 5 F0) + 5]+ 510 = FO) -
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5.2 EXPANSION DE EULER-MACLAURIN
PARA LA DENSIDAD DE ELECTRONES

Deduccion de la expansion de Euler-Maclaurin para la densidad del niimero de electro-

nes:

Al desarrollar la serie de la ecuacién (3.27) obtenemos:

Ne = <<2277)2) (%)3 {(6? — Y24 QZ(Ef —(1+ 2771)1/2)} (5.12)

donde la sumatoria va desde n=1 hasta n = ny.

La funcion a expandir sera el segundo termino de la sumatoria la cual estara sujeta a

la relacion (1.8). Si definimos como:

f(n) = (e} — (1 +2yn)"?) (5.13)

las terminos y derivadas requeridas (respecto al parametro gamma), que exige la ex-

pansién son:

f(0) = (&5 = 1)'/?) (5.14)
fng) = (5.15)
fl(n) = —(} = (L+2yn) ")y (5.16)

fng) =0 (5.17)
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F1(0) = —(F = 1)7/2y (5.18)
f"(n) = =3(e7 — (14 2yn)>%)y° (5.19)
f"(ng) =0 (5.20)
"(0) = =3(ef = 1)7%)y (5.21)
y la integral requerida es:
Jrman = -~ 1y (5.22)

Entonces el termino:

1 32 1 /2 7 2, 7 —5/2
D (o= (1429 = (@ 1,5 = 5 (=1, + 5 (E - 0.1 + 7 p3(@ 1),
(5.23)

Con este resultado podemos escribir la densidad del nimero de electrones como:

n, — ((2273)2) (%’)3{(6;—1)1/%2{217(6 _ 1) %(62 2 +A2}} (5.24)

3
v _ 1/2 Y 2 1\—5/2
A2 = 15 (e 1) + —7203(6 1)n:0 (5.25)

Despues de un poco de algebra obtenemos:
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Ne = {3—; (%)3} {x3 + 7% Oy + } (5.26)

Analogamente podemos obtener a partir de la expansion de Euler-Maclaurin una ex-

presién para la presion electréonica de degeneracion.
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