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DESCRIPTION

Two of the most important concepts in the study of the mathematical analysis, are perhaps,
distance and norm. Many results are directly or indirectly related with them, for example: the
notion of limit, the notion of convergence, the notion of completed the notion of compacivity
among others, which are fundamental in the study of varied concepts of mathematics.

Although, it could be interpreted that distance and norm are equal, this is not so, there are
normed spaces that are not metric spaces, while all metric space can be set with a norm,
therefore, all notions that are defined in the metric spaces can be applied to the normed spaces,
in particular the concept of completitivity and convergence, which will lead us to our objective
of the study of spaces of Banach and Hilbert.

The report is organized the following way: First chapter. Pre-requirements are introduced or
the necessary concepts for the study that is intended to be present concepts of metric spaces,
lineal spaces, normed spaces, and spaces with interior product are presented, among others.

The second chapter the notion of Banach and Hilbert is given, some examples will be shown,
and some results will be given as well in relation to such spaces, a pararel will be done among
spaces by studying which spaces meet the characteristics of being Hilbert, being Banach or
being simultaneously Hilbert and Banach.
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DESCRIPCION

Dos de los conceptos més importantes en el estudio del analisis matematico, son quizas, el de
distancia y el de norma. Muchos resultados estan relacionados directa o indirectamente con
ellos, por ejemplo: la nocién de limite, la nocién de convergencia, la nocion de completez, la
nocién de compacidad, entre otras, que son fundamentales en el estudio de diversos concepto
de la matemética.

Aunque podria pensarse que distancia y norma son iguales, no es asi, existen espacios norma-
dos que no son espacios métricos, mientras que todo espacio métrico puede dotarse de una
norma, luego todas las nociones que se definen en los espacios métricos se pueden aplicar
a los espacios normados, en particular el concepto de completitud y convergencia, que nos
llevara al objetivo de nuestro estudio que son los espacios de Banach y de Hilbert.

El trabajo se encuentra ordenado de la siguiente forma:

En el primer capitulo se presentan los prerrequisitos 0 conceptos necesarios para el estudio
gue se pretende realizar, se presentan los conceptos de espacios métricos, espacios lineales,
espacio normado y espacio con producto interior, entre otros.

En el segundo capitulo se da la nocion de Espacio de Banach y Espacio de Hilbert, se pre-
sentan algunos ejemplos, y se dan algunos resultados con relacion a dichos espacios, se hace
también un paralelo entre dichos espacios, estudiando que espacios cumplen la caracteristica
de ser Hilbert, ser Banach o ser simultdneamente Hilbert y Banach.
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Introduccion

En el estudio del analisis matematico, uno de los conceptos més importantes, es quiza, el
de distancia. Muchos resultados estan relacionados directa o indirectamente con él, por
ejemplo: la nociéon de convergencia, la nocién de completez, la nociéon de compacidad,

entre otras, que son fundamentales en el estudio de diversos conceptos de la matemaética.

Otro concepto importante en el estudio del anélisis matematico es el de norma, aunque
podria pensarse que distancia y norma son iguales, no es asi, existen espacios normados
que no son métricos, mientras que todo espacio métrico puede dotarse de una norma, luego
todas las nociones que se definen en los espacios métricos se pueden aplicar a los espacios
normados, en particular el concepto de completitud y convergencia, que nos llevara al

objetivo de nuestro estudio que son los espacios de Banach y de Hilbert.

El proposito del presente trabajo es mostrar los conceptos béasicos para el estudio de los
espacios de Banach y los espacios de Hilbert, presentar ejemplos importantes de cada
uno y hacer un paralelo entre ellos, mostrando cuales son solo espacios de Banach, cuales
son solo espacios de Hilbert, o cuales son Espacios de Banach y Espacios de Hilbert

simultaneamente.
El trabajo se encuentra ordenado de la siguiente forma:

En el primer capitulo se presentan los prerrequisitos o conceptos necesarios para el estudio
que se pretende realizar, se presentan los conceptos de espacios métricos, espacios lineales,

espacio normado y espacio con producto interior, entre otros.

En el segundo capitulo se da la nociéon de Espacio de Banach y Espacio de Hilbert, se
presentan algunos ejemplos, y se dan algunos resultados con relaciéon a dichos espacios,
se hace también un paralelo entre dichos espacios, estudiando que espacios cumplen la

caracteristica de ser Hilbert, ser Banach o ser simultaneamente Hilbert y Banach.
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Capitulo 1

Conceptos basicos

Uno de los problema principales en los fundamentos del analisis matemaético, fue formalizar
la idea de que tan cerca estuviese un elemento de otro elemento. Esto claramente involucra
el concepto de distancia, ya que la posibilidad de medir distancias, permite distinguir entre

puntos cercanos y lejanos.

La nocién intuitivamente de espacio métrico, es la de un conjunto en el cual tiene sentido
“medir distancias”, es decir en el cual, dados dos elementos cualesquiera del conjunto, se
puede calcular la “distancia entre” ellos. Es de esperarse que dicha distancia sea un ntimero
real positivo, o podria ser igual a cero en el caso extremo en el que los elementos sean
iguales. Otra propiedad importante de la distancia, es que la distancia del elemento inicial
al elemento final, es igual a la distancia del elemento final al elemento inicial. Por otra
parte, recordando un teorema de la geometria euclidiana, segiin el cual en todo tridangulo
cada lado es menor que la suma de los otros dos, se tiene que si existe otro elemento,
entonces la distancia del primer elemento al segundo sumada con la distancia del segundo
elemento al tercero, es mayor o igual que la distancia del primer elemento al tercero. Esta

desigualdad se conoce con el nombre de desigualdad triangular.

En el presente capitulo es formalizado este y otros conceptos fundamentales del analisis

matematico.



1.1. Espacios métricos

Definicion 1.1. Un espacio métrico es un conjunto X, no vacio, dotado de una funcion
d: X x X — R (llamada la métrica del espacio) que satisface las siguientes propiedades,
cualesquiera sean los puntos X,y,z de X

M1) d(x,y) =0<=x=1y;

M2) d(x,y) <d(x,z)+d(y,z).

No es dificil verificar, que sin importar cuales sean los elementos X,y,z € X, se cumple

que d(x,y) >0, d(x,y) = d(y,x) y que d(x,y) < d(x,z) + d(y,z).

Es comun encontrar en los textos, la notacion (X, d) para representar el espacio X con su
métrica d, si la métrica esta implicita o no hay peligro a confusion se hablara simplemente

del espacio métrico X.

Una nocién importante, relacionada con el concepto de distancia, es la de bola.

Definiciéon 1.2. Sean (X,d) un espacio métrico , a € X yunr €
mathbbZ ™, definimos el conjunto {x € X : d(a,x) < r} como la bola abierta con centro

en a y radio r y se denota B(a;r).

De forma equivalente se define la bola cerrada con centro en a y radio r, como
B(a;r) ={xe M :d(a,x) <r}.

Ejemplo 1.3 (Distancia trivial o discreta). Sea X un conjunto arbitrario y dgs. la

distancia definida por
L z#y

ddisc(xay) =
0 z=uy.

Veamos que en efecto (X, dg;s.) €s un espacio métrico.

M1) dyise(z,y) =0 <=z =y. Es trivial gracias a la definicion de dg;sc.

M2) dyise(x,y) < dgise(x, 2) + dgise(y, 2). Analizaremos los posibles casos



Caso 1. Six =y yx # z tenemos dgsc(x,y) = 0 entonces
daise(T,Y) < daise(T, 2) + daisc(y, 2)-
Caso 2. Siy =z yx #y tenemos dgsc(y,2) =0 y dgisc(x,y) = 1 entonces
daise(T,Y) < dgise(T, 2) + daise(y, 2)-
St x,y, z son tres puntos diferentes tenemos

ddisc(ma y) - ddisc(aja Z) = ddisc(ya 2) = 17
entonces
ddisc<x> y) S ddisc(xu Z) + ddisc(za Z/)
Luego (X, dgisc) es un espacio métrico.

Observe que para dicha métrica la bola B (a;r) es el punto {a} sir < 1, mientras que si

r > 1 entonces B (a;r) = X (ver figura 1.1).

X X

Figura 1.1: Bolas con la métrica discreta.

La anterior métrica es conocida con el nombre de métrica trivial, discreta.

Ejemplo 1.4 (Métrica sobre R). Si sobre R se define la distancia d,(x,y) = |x — y|,
claramente por las propiedades de valor absoluto se tiene que d, (x,y) = 0 si y sélo si
|x —y| =0, pero esto se tiene, si y solo si x —y =0, es decir si x = y; por otra parte si

x,1y, 2z € R, entonces, nuevamente por la propiedades del valor absoluto se tiene que

=z —z+z—y



<o —z[+ |z -y
:|$—Z‘+|y_z‘:du<x;z)+du(y7’z>

Observe que en este caso, la bola B(a;r) ={a€R:|la—z|<r} = (a—r,a+7r), (un

intervalo abierto).

_— o I —
a—r a a—+r
Figura 1.2: Bolas en R con la métrica usual.

Ejemplo 1.5 (El espacio de los codigos). Sean ¥ = {0,1,2}, se define el espacio
SN ={mmozs... |2, € 8,0 =1,2,3,...},

sean X = T1TaT3 ... Yy = Y1%ays . .. si definimos sobre XN la distancia
|7 — vl
de (x,y) = —_—
(x,y) ; =

se obtiene que (EN,d*) es un espacio métrico. Este espacio se conoce como Espacio de

los Codigos.

Observe que esta distancia estd bien definida ya que
oo oo
A
=1 =1
Ademds satisface los axiomas de espacio métrico.

M1) Sid*(x,y)zzw:o siy sdlo si |x; —y;| =0 para todo i =1,2,3,..., si y
i=1

solo st x; = y; ;mm todoi=1,2,3,..., si y solo six =Y.

M2) Ahora, sea z = 212923 ... € XV, entonces

= |z — il - |z; — 2 + 2 — il
d(ey) =) T =) T
i=1 i=1
- |z — zi| + |z — il
<> n

i=1
A B Al

=d, (x,2) + ds (y,2) .




Por lo cual, (ZN, d*) €s un espacio meétrico.

Podemos generalizar el espacio de los codigos, considerando ¥ = {0,1,2,... N — 1},

donde N es un entero positivo fijo, de donde
YN ={x=x1925... | 2; €X,i € N}.
Los elemento de XN los llamaremos codigos o palabras semi-infinitas.

Por ejemplo, si ¥ = {0,1,2,3}, x = 100212012323232323 ... = 1002120123 € XN. La

barra sobre los nimeros indica que se repetirdn indefinidamente.

En general, sobre XN se define la distancia entre los codigos X = 11293 ... €Y = Y192Ys3 - . -

por
1z —wil
X, E 1.1
y) N+1 (1.1)

Observe que efectivamente esta distancia corresponde a la definida antes para el caso
N = 4. Por ejemplo: si x = 301, y = 123 son cddigos en {0, 1,2, S}N entonces
3—1] 10—=2] [1—=3] [3—1] [0—2

+ + + + +

di (x,y) =

5 52 53 54 55
—2+ 2 + 2 +-
5 25 125

:2;(5> :2(1—11/5_1) :%'

No es dificil ver que en efecto d, es una métrica sobre XN. En primer lugar debemos
probar que la serie en (1.1) es siempre convergente. Como 0 < x;,y; < N — 1, para todo

i=1,2,3,..., entonces |x; —y;| < N, Vi € N, luego

|xi — yl‘ < N -
(N+1)"  (N+1)"
lo que tmplica
i|$i—yiL<Ni 1 :
— (N+1) — (N+1)
y basta entonces usar el criterio de comparacion para series, para concluir que d, (X,y)

siempre existe. Las propiedades (M1) y (M2) se demuestran de forma equivalente a como

se hizo para el caso N = 3.

Ejemplo 1.6 (métrica sobre R?). El conjunto de parejas ordenadas de niimeros reales,

x = (z1,72) (0 R?) con la distancia

du((1,22), (1. 92)) = V(1 — 21)? + (g2 — 22)%,
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llamada distancia usual o euclidiana sobre R?, se denomina espacio euclideo de dos di-

mensiones, (R?,d,). Veamos que en efecto d,, es una métrica.

M1) Para cualesquiera x = (x1,23), ¥ = (y1,y2) tenemos

dy (x,y) =06 \/(y1 — 1)> + (y2 — 22)? = 0
& —11)’ = (g2 —22)* =0
S Y= N Yz = To
S x=y.
M2) Para probar la desigualdad triangular haremos uso de otra desigualdad conocida

como la desigualdad de Cauchy-Schwarz (una demostracion del caso general es dada

en el Teorema 1.18(1)) y que establece:

Para cualesquiera aq, as, by, by € R se cumple
(a1by + aghy)® < (a4 a3) (b7 +03) . (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)

De esta desigualdad es inmediato que:

a1b1 + CLQbQ S |CL1b1 + a2b2| S \/a% + a%\/b% + b% (12)
Por otra parte tenemos:
(a1 +b1)* + (a2 + b2)* = (al + a3) + 2 (ar1by + asba) + (b2 + b3)

< (af +a3) +2 <\/a§ +a§\/b% - b%) + (b7 + b3)

(\/a§+ag+\/b§+bg>2.

De esta manera, tomando x = (x1,x2), y = (y1,y2) y 2 = (21, 22) elementos cua-

lesquiera de R? y tomando ademds: a; = 21 — T, Gy = 29 — T2, b1 = Y1 — 21 ¥

by = Yo — 29, tenemos: a; + by = y1 — x1 Y as + by = ys — o, Yy por tanto:

(?/1 - 901)2 + (yz - $2)2 < (\/(21 - 371)2 + (22 - $2)2 + \/(y1 - 21)2 + (?/2 - 22)2)2

de donde

\/(yl - 331)2 + (Y2 — 952)2 < \/(21 - $1)2 + (22 — 952)2 + \/(1/1 - 21)2 + (y2 — 22)2

es decir: d, (x,y) < d, (x,2) + d, (y,z), como se queria ver.
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Note que en este caso, la bola B ((x1,y1);7r) representa, en el plano, el interior de un

circulo con centro el punto (z1,v1) y radio r. En efecto
B ((e1,)i7) = {(2,9) € R du(@1,0) , (w,)) < 7}
—{@y eR: (@ -2+ -y " <7}
={(x,y) €R: (w1 —2)" + (y1 —y)* <1’}

aqui es claro que (x1 — x)2 + (y1 — y)2 < r? representa los punto interiores al circulo con

centro (x1,y1) y radio r. Como lo muestra la figura 1.5.

T~
-~ S
7 N
/ \
/ \
! (331,91)\
| T |
‘/o /
\ /
\ /
< 7
N P
N Ll

Figura 1.3: Bolas en R? con la métrica euclidiana.

Ejemplo 1.7 (Métrica sobre el espacio de funciones continuas). El conjunto de

todas las funciones continuas definidas en el intervalo [a,b] sobre R, es denotado por

Cla,bl], es decir,
Cla,bl={f]|f:]a,b] =R, [ es continua} .
Para este conjunto podemos definir la métrica

d(f,g) = mix {lg(t) = f(t)] :a <t < b}. (1.3)

Fdcilmente se ve que d(f,g) =0 si y solo si f(t) = g(t) para todo t € [a,b].
Por otra parte, si h € Cla,b|, entonces
d(f,g) = max{[g(t) — f(t)] : a <t < b}
= max {|g(t) = h(t) + h(t) = f()] 1 a <t < b}
< max {[g(t) — h(t)]: a <t < b} + méx {|h(t) — f(t)] : a <t < b}
=d(h,g) +d(fh)
Si f € Cla,bl], la bola B(f;r) puede verse como todas las funciones continuas definidas

en el intervalo |a,b] cuyos valores en cada x estan entre f(x) —r y f(x) 4+ r, esto se

esboza en la Figura 1.4.



Figura 1.4: Bolas en C/[a, b] con la métrica d(f, g) = méx {|g(t) — f(¢)| : a <t < b}.

1.2. Espacio lineal, norma y producto interior

Definiciéon 1.8. Un espacio lineal sobre un campo* K es un grupo abeliano L respecto a
la suma en el cual estd definida la operacion de multiplicacion de un elemento del campo

por uno del grupo de manera que se satisfacen las siguientes axiomas:

L1: Va,p € K,Vx € L, (%) = (af)x;

L2: Va,f e K,¥x € L, (o + f)x = ax + (x;

L3: VYae K,¥x,y € L,a(x+y) =ax + ay;

L4:Vxel,1-x=x.

En los axiomas anteriores el signo “+7 senala la operacion intrinseca de grupo y “17 es

la unidad del campo K, que por lo general, K =R o K =C .

Si mediante 0 se representa el elemento neutro del grupo, se puede verificar sin dificultad

que cualesquiera que sean o € K yx € L, se tiene que « - 0=0 y0.-x= 0.

Generalmente se llamaran a los elementos de un espacio lineal L wvectores, y se dird

también que L es un espacio vectorial.

Definicion 1.9. Se dice que los vectores eq, es, ..., e, en un espacio vectorial L generan
a L si todo vector en L se puede escribir como una combinacion lineal de ellos. Es decir,

para todo x € L, existen escalares cq,co, ..., ¢, tales que X = c1e1 + ca€9 + ... + Cpey,.

'El lector que quiera tener una idea méis amplia de la definicién de campo, puede remitirse a [6].
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Definicion 1.10. Sean ey, es,. .., e, vectores en un espacio vectorial L. Entonces se dice
) Y )

que los vectores son linealmente dependientes si existen escalares ci,cs,...,c, NO

todos cero tales que

cre; +ces + ...+ cpe, = 0.

Si los vectores no son linealmente dependientes, se dice que son linealmente indepen-

dientes.

Definicién 1.11. Un conjunto finito de vectores {ey,es,...,e,} es una base para un

espacio vectorial L st

i) {e1,eq,...,e,} es linealmente independiente.

ii) {e1,ea,...,e,} genera a L.
Teorema 1.12. Si {ej,es,...,e,} es una base para L y si x € L, entonces existen un
conjunto unico de escalares ci,cCa,. .., c, tales que x = cieq + caes + ... + Cpey,.
Demostracion. Como {eq,es,...,e,} es una base de L. Por consiguiente, genera a L,
y cada vector x es una combinacion lineal de vectores de {ej,es,...,e,}. También
{e1, €9, ..., e,} eslinealmente independiente. En consecuencia la representacion de x como
combinacion lineal de {ej, ey, ..., e,} es tnica. O

Definicion 1.13. El espacio vectorial L se dice que es de dimension finita si existe un

subconjunto finito de vectores en L tal que generan a L.

Definicion 1.14. De un conjunto L que esta revestido simultdineamente de la estructura

métrica y lineal diremos que es un espacio métrico lineal.

Definicion 1.15. Se dice que un espacio metricolineal L con métrica d es concordante

st se satisfacen las siguientes condiciones:

Cl: Vx,y,z€ L, d(x,y) =d(x+ 2,y + z); (invariabilidad respecto al desplazamiento).

C2: VYa € k,Vx,y € L, dlax,ay) = |a|d(x,y); (semihomogeneidad de la métrica).

En todo espacio métrico lineal concordante las bolas son conjuntos convexos?, la de-

mostracion se puede ver en [8].

2Un subconjunto C' de un espacio lineal L sobre los niimeros reales es llamado convexo si, Vz,y € C
se tiene z = (1 —t)x +ty € C, Vt € [0,1]. En otras palabras, en un conjunto convexo se puede ir de

cualquier punto a cualquier otro sobre una linea recta, sin salirse del conjunto.



A continuaciéon definiremos un concepto muy importante, el cual nos sirve para definir la

longitud o norma de un vector en un espacio.

Definicion 1.16. Se dice que un espacio lineal L sobre los nimeros reales es normado si
existe una funcion
I L — R
x — x|

que satisface los siguientes axiomas:

N1: ||x]| =0 siy solo six = 0;

N2 lx+yll < [l + [yl

Por la definicion de la norma se tiene que [|x|| es un nimero no negativo i.e.  ||x|| > 0.

Otra nocion que es de gran importancia es la de producto interior.

Definicion 1.17. Se denomina producto escalar o interno en el espacio lineal L, sobre el

campo R la funcion

(w): LxL — R

(x,y) — (x¥),

que satisface los siguientes axiomas:
El1: vxe L, (x,x) >0
E2: (x,x) =0=x=0;
E3:vx,y,z€ L, (x+y,z) = (x,2) +(y,2);
FE4: VaeRVx,y € L, {ax,y) = a(X,y);
E5: (x,y) = (y,%).
Facilmente se verifica que <6, x> =0 (y por lo tanto <6, 6> = 0). Esto implica en virtud

de F2, que (x,x) = 0 siy solo si x = 0. En consecuencia, segiin K'1, si x es diferente a 0

entonces (x,x) > 0.

En los espacios lineales con producto interno tiene lugar el siguiente resultado.
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Teorema 1.18. Sea L un espacio lineal con producto escalar, entonces cualesquiera sean

los elementos x,y € L se tiene:

Lo (% y)* < (%) (y,¥);

2. la funcion || - || : L — R definida por ||x|| = (x,2)'/?, es una norma.

Demostracion.

1. Six =0 o0y = 0 entonces el resultado es verdadero, supénganse que ninguno es

cero. Tomemos o = —(x,y)/(x,x), entonces

0 < (ax+y,ax+y)

& ) (x,y)|”

- <X,X> < ’ > 2 <X,X> +<yay>
e )

- <X,X> 2 <X,X> +<y7Y>a

y en consecuencia \(X,y)|2 < (x,x)(y,y)-

2. Teniendo que se satisfacen las propiedades de producto escalar se debe mostrar que

se satisfacen las propiedades de norma.

i) x| =0 <= (x,x)1/2 =0 <= x=0;
ii)
Ix+yl* = (x+yx+y)
= (xx)+2(x,y) +(y,y)
< [lx I 20 Iyl + [y )12
(el + [y 1h* O

Si una norma satisface las segunda parte del teorema anterior se dice que es inducida por

el producto interior.

Definicion 1.19. Sea X un espacio con producto interior. Los vectores x,y € X se dice

que son ortogonales si (x,y) = 0.
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Definicién 1.20. Sea X un espacio con producto interior. El conjunto {ey,... e} C X

se dice que es ortonormal si

1 12 1=y3;
(eiej) = -
0 si i#7],
para 1 <1<k, 1<7j5<k.

Los resultados del siguiente lema sobre conjuntos ortonormales en un espacio de dimension

infinita con producto interior son de gran utilidad.

Lema 1.21.

1. Un conjunto ortonormal {eq,...,ex} en cualquier espacio X con producto interior
es linealmente independiente. En particular, si X tiene dimension k entonces el
conjunto {eq, ..., ex} es una base para X y cualquier vector x € X se puede expresar
de la forma

k
x =) (x¢)e; (1.4)
=1
en este caso {ey,...,ex} es llamada una base ortonormal y los nimero (x,e;) son

llamados las componentes de x con respecto a esta base.

2. {vy,..., vk} es un subconjunto linealmente independiente en un espacio X con pro-
ducto interior , y sea S igual al generado por {vy,...,vx} un subespacio de X.

Entonces eziste una base ortonormal {eq, ..., ex} para S.

La prueba de este resultado se puede consultar, por ejemplo, en [5, 6, 11].

La segunda parte del lema anterior afirma que cualquier conjunto linealmente independi-
ente puede convertirse en una base ortonormal para el espacio que genera. El proceso que
se sigue en dicha construccion se conoce con el nombre de algoritmo de Gram-Schmidt
y fundamentalmente hace lo siguiente

n

Wp41 = Uny1 — E <Un+17 6j> €j, €nt1 =
Jj=1

Wn+1
w1

12



1.3. R"” un ejemplo muy importante

Se denotarda, como se acostumbra, los elementos x € R", como x = (x1, -+ ,x,).

Consideremos la familia de espacios métricos (R™, d,), en donde

dp(x,y) = (Z |7 —yi|p>p, p € [1,00) (1.5)

i=1

dOO(va) :mé‘x{|‘rl_yl|7 ’L:].,2, 7”} (16>

La demostracion de que la métrica esta bien definida puede verse, por ejemplo, en [10] y
[8]. (R™,d,) puede dotarse de la estructura lineal definiendo la suma entre x = (2;)1<i<n,
Y = (Yi)1<i<n como (z;)1<i<n + (Yi)1<i<n = (Ti + ¥i)1<i<n vy la multiplicacion por escalar
entre « € Ry x = (2;)1<i<n € R™ como a(z;)1<i<n = (ax;)1<i<n, €s decir, se tiene que
(R”,d,) es una familia de espacios métrico y lineal simultdaneamente. Observe que la
métrica en (R",d,) cuando p = 2 es la métrica euclidiana . Es obvio que cuando n =1
la familia queda reducida a R y su métrica que se denota d;(x,y) = |x — y|, se denomina

métrica ordinaria fue presentada ya en el Ejemplo 1.4.

Se puede demostrar sin dificultad que todo espacio lineal normado se convierte en métrico

mediante la formula d(x,y) = ||x — y||.

Observe que la familia de métricas d,, genera una familia de p-normas mediante la férmula
Ix[l, = d, (0, ). (1.7)

Por otra parte, el espacio lineal real R" se puede dotar del producto escalar o interior

entre x e y que pertenecen a R™ mediante la ecuacion

(x,y) = Z Lilfi,
1=1

llamado el producto escalar estandar. También se puede introducir en R™ una norma

mediante

[l = v{x %) =

Obsérvese que esta norma coincide exactamente con la generada por la métrica dy en R,

que se defini6 en (1.5), lo cual puede verificarse sin dificultad.
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Como resultado de la ecuacion (1.7) y las familias de métricas definidas en las ecuaciones

1.5 1.6) se tiene que en general sobre R™ se pueden introducir las normas,
(1.5)y g
1
n P
1], = (lei|p> , (p-norma)
i=1

1% i = 1% = méx{|z;| 11 =1,2,--- Kk}, (norma del méximo).

max
Es necesario comprobar que |[|-[|, es efectivamente una norma, el primer axioma de norma
es inmediato, resta probar el axioma relacionado con la desigualdad triangular, el cual se

basa en las dos famosas desigualdades que se enuncian a continuaciéon, conocidas como:

desigualdad de Holder y desigualdad de Minkowski.

Teorema 1.22 (Desigualdad de Hoélder). Sean p y g dos nimeros reales mayores que

1 y tales que

1 1
-+ -=1
P q
Entonces cualesquiera que sean los nimeros complejos x; e y;(j = 1,2,...,n) se tiene

que
n n l/p n 1/‘1
S oy < (z m-rp) (z m-w) |

j=1 j=1 j=1

También puede extenderse esta desigualdad a las integrales, tomando en este caso la forma

/ab\f<x>g<x>rdxg(/abmx)\f’dx) ([ e |qu) "

que se verifica para cualesquiera funciones f(x) y g(x) siempre que las integrales que

figuran a la derecha tengan sentido.

Demostracion. Demostremos la certeza de la siguiente condicion
n n n

Si Z lz;P =1y Z ly;]” =1 entonces Z |2y, < 1. (1.8)
j=1 j=1 j=1

Supongamos que se satisface (1.8) y sean

n 1/p n 1/q
(Z Ifé‘jlp> =a y (Z |yjlq> = 8.
j=1 =1

14



Definamos, entonces,

con lo cual tendremos

n 1/p n 1/q
(Z!w&lp> 1y (Z!yﬂq) )
=1 =1

Esto implica inmediatamente que

Dl =1y Yoyt =1
j=1 7j=1
y aplicando (1.8) obtenemos

n
Yl <1
j=1

n

> lwyl” < ap.

J=1

o bien

Asi pues (1.8) es suficiente. Para demostrar que se verifica, emplearemos la desigualdad

n n
Dl =1=3 lyl’
j=1 Jj=1
y tomemos
a=l|z;|, b=yl

En virtud del siguiente resultado, Sean a y b dos niimeros reales no negativos y p y ¢ dos

ntmeros reales mayores que 1 tales que

1 1
-4 —-= 1
p q
entonces
ab b
ab < — + —.
p q
tenemos que
P 1q
ab = |x;y;| < @l + _|y]| )

q
Sumando en ambos miembros respecto de j obtenemos

”| |<1+1 .
E: JJ7 p

=1 1

lo cual completa la demostracion O
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Teorema 1.23 (Desigualdad de Minkowski). Sea p un nimero real tal que p > 1.

Entonces, cualesquiera que sean los nimeros complejos xj yy; (j =1,2,...,n),

n 1/p n 1/p n 1/p
(z|xj+yj|p) s(zwp) +(z|yj|p) |
=1 j=1 j=1

En particular, para las integrales se tiene

1/p

b 1/p b 1/p b
/ FO+gmPFd] < / Ford|  + / g(t)P dt

En términos de las p-normas se tiene que una p-bola con centro en a y radio r > 0 seria

By(a;r) ={z e R": ||z —a| <7}

En la Figura 1.5 se presenta en R? las p-bolas cerradas Fp(ﬁ; 1) definidas por las normas
|||, Obsérvese que la bola correspondiente a la norma |[|-[|; es un rombo de centro 0y
lado €; la bola correspondiente a la norma |[|-||, (norma euclidea) es una circunferencia

con centro en 0 y radio ¢; la correspondiente a la norma ||-|| es un cuadrado de

- || ’ ||mé,x
centro 0 y lado €, mientras que las correspondientes a las p-normas, con 2 < p < 0o, son

figuras intermedias entre la circunferencia y el cuadrado.

)
4L p = 00
|
; ! Z > p=2
| —Z > p=1
DI G- - ———- RN
|
I
&\:J12<p<oo
|
v

Figura 1.5: Grafica de las bolas con cada p-norma.

La figura sugiere que
i x|, = [Ix[| - (1.9)

Puede demostrarse que efectivamente esta ecuacion se satisface.

En efecto, [z;] < |[z]|, (i =1,2,--- ,n). Luego ||z, < ||z[,, para todo p. Por otra parte,

1
n P
<§:m|?> §<n~méx |xi|p> =nr ||z . (1.10)
— 1<i<n
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Es decir,

1
2]l < llll, < nrflzflo (1.11)

1 iy
como lim n» =1 se concluye la ecuacion (1.9).
p—o0

1.4. Algunos resultados sobre normas

El dltimo resultado de la seccion anterior nos permite deducir el siguiente teorema.

Teorema 1.24. Si ||-|| es una norma en R", existen constantes «, 3 > 0, tales que
allz)l, <zl < &,

Es decir, todos las normas en R™ son equivalentes

Este resultado se puede extender para cualquier espacio vectorial, es decir: Si X es un
espacio vectorial y || - ||1,]| - ||2 dos normas sobre X, la norma || - |2 es equivalente a la

norma || - ||; si existen M, m > 0 tal que para todo z € X se tiene:

mllz|y < llzfls < Mz

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es la siguiente.
Lema 1.25. Sea X un espacio vectorial y sean ||-||,, |||l v ||-|5 tres normas en X. Sea
|-1l, equivalente a |||, y sea ||-||; equivalente a ||-||,. Entonces:

a) |||, es equivalente a ||-||,.

b) |||l es equivalente a |||, .

Demostracion. Por hipotesis existen M, m > 0 tal que m ||z||, < [[z|l, < M ||z||, para

todo x € Ly existen K,k > 0 tal que k ||z[|, < [|z]|; < K ||z]|, paratodoz € L. Entonces

1
a) —|lz|l, < Jlz|l; < . |z||, para todo x € L, entonces |-||, es equivalente a ||-||,.

M

b) km|z|, < [jz|; £ KM ||z[|, para todo x € L, entonces [-||; es equivalente a

{1 - O
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Teorema 1.26. Sea L un espacio vectorial de dimension finita con norma ||| y sea

{e1,eq,...,e,} una base para L, si se define otra norma en L por
" " 1/2
2

D N = (ZP\A ) (1.12)

i=1 p =t
entonces las normas ||-|| v ||-||, son equivalentes.

1/2

Demostracion. Sea M = (Z?:1 ||ej||2) . Entonces M > 0 y como {ej,ea,...,e,} es

una base para L. Tenemos que

n n
1) el <7 Iel
j=1 j=1
n
= lllesll
j=1

" 2 ;. 1/2
< () (Sier)
j=1 J=1
= M| > el
j=1
Ahora sea f: R" — R, definida por
FOL ) = 1D Nesl-
j=1

la funcion f es continua respecto a la métrica estandar en R". Ahora si,

S={(A1,.. M) ER": D NP =1}
j=1

n n
entonces S es compacto. Si m = 0 entonces ||Y uje;|| = 0, luego > uje; = 0 que
J=1 J=1

contradice la condiciéon que {ey,es, ..., €,} es una base para L. Por la definicion de || - [|1,

v —y
Tyl

si||-]l1 =1 entonces || - || > m para m > 0. Por consiguiente si y € L\0,y

|2t 1l = i, por o tanto 1y -1y som
1
equivalentes. -

se debe tener que
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1.5. La nocién de convergencia

Las nociones de convergencia dada sobre R en el Apéndice A, pueden verse como caso
particular de la nociéon més general que es dada en términos de la nociéon de distancia.
A continuacion se presentan algunos de los resultados ya mencionados, pero ahora en

términos de la nocién de distancia.

Definiciéon 1.27. Sea (X, d) un espacio métrico y (X, )nen C X, una sucesion. La sucesion

(x,,) se dice que converge a x € X, simbdlicamente x,, — X, si
Ve>0,IN e N: Vn >N, d(x4,%) < . (1.13)

La definicion anterior puede darse también para espacios normados, quedando de la si-

guiente forma
X, =X, st Ve >0,IN e N:Vn > N, [|x,, — x|| <e.

Definicion 1.28. Sea (X, d) un espacio métrico, una sucesion (X,)nen de puntos de X

se dice una sucesion de Cauchy en (M,d) si
Ve > 0,3IN € N: d(x,,x,,) <&, Vn,m > N.
El espacio métrico (X, d) se dice que es completo si, toda sucesion de Cauchy (x,)nen C

X, converge a algin x € X.

Los anteriores conceptos tienen sus respectivas generalizaciones en R". Dado que como se
dijo antes en R" todas las normas son equivalentes, consideraremos en general la norma

euclidiana. Una caracteristica de R™ es la de ser completo. Esto lo afirma el siguiente

teorema.
Teorema 1.29. Sea (X;)ieny C R™, x; = (24, Ty, Tig, -+, x;,) para todo i = 1,2, n.
Entonces x; — X = (T1,%9,- -+ ,,) si y solo si xj, — xj,para j = 1,2,--- . n. En

particular, R™ es completo dado que R es completo.

Demostracion. = Ve > 0,IN € N:Vn > N : ||lz; — z|| <€, como |z;;, — 2;| < ||z; — z|],

vV j=1,---,n de donde se tiene que ‘:L‘jl —xj} <&, Vn > N. esto implica que z;, — x;.
< Sea ¢ > 0. Tomemos N € N tal que paran> Ny j=1,2,---,n
€

|ZL’j1 — Ij’ <

W.
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Ahora, como estamos considerando la métrica euclidiana.

" 1/2
|z — z|| = (Z‘xh_%‘?) <.
j=1
para n > N,y asi x; — x. Esta afirmacion implica que (x;) es una sucesion de Cauchy
siempre y cuando (z;,) también lo sea para todo j =1,2,--- ,n. O

Definicion 1.30. Sea X y Y espacios métricos. Una funcion f : X — Y se dice que es

continua en xg € X si limy_x, f(x) = f(x,).

f se dice que es continua sobre 2 C X si es continua en cada punto X, € §2.

Mas precisamente se tiene:

Teorema 1.31. Sea (X,d,) y (Y,d,) dos espacios métricos, una funcion f : X — Y es

continua en Xg € X, st
Ve>0,30 >0:Vx,x0 € X; d(x,%x0) <0 implica que d,(f(x),f(x0)) <e.

Teorema 1.32. Sea (L, ||-||) un espacio normado y (x,) C L una sucesion que converge

ax € L. Entonces

i {|x, || = [|x][
n—oo
es decir, la norma es continua.
Demostracion. Por la desigualdad triangular se tiene que | [|x,|| — ||x|| | = ||x, — x| y por
la definicion de convergencia se tiene que ||x,, — x|| — 0, por tanto, lim ||x,| = |x||. O
n—oo

Definicion 1.33. Sean X y Y espacios métricos y 2 C X. Una funcion f:Q — Y se

dice que es uniformemente continua si

Ve>0,30 >0:Vx,y € Q; d(x,y) <d implica que d(f(x),f(x0)) <e.

En la continuidad no se espera que fijado ¢, el mismo valor de § sirva para cada punto de

X, sin embargo puede ocurrir, cuando ocurre, la funcién es uniformemente continua.

Ejemplo 1.34. Sea (X, d) un espacio métrico, x € X y f : X — Y. La funcion f(x) =
d(x,xg) es uniformemente continua. En efecto, si tomo € > 0 y considero § = € y tomo

x,y € X con d(x,y) < e, entonces

[f(x) = f(Y)] = ld(x,%0) — d(y, %o)| < d(z,y) <e.

Lo cual es garantizado por la desigualdad triangular, (dado que d es métrica).
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En particular, si X = R", se tiene el siguiente resultado, el cual no es dificil de demostrar.

Teorema 1.35. Sea X un espacio métrico. Una funcion f = (f1, -+, fn) : X — R" es

(uniformemente) continua si cada funcion f; (i =1,--- ,n) es (uniformemente) continua.

Teorema 1.36. Sean X un espacio métrico y f,g : X — R funciones continuas. Entonces

las funciones f+ g, f-g vy f — g, son también continuas.

Teorema 1.37. Sean X,Y yZ espacios métricos, f : X — Y continua en xg € X y

g:Y — Z continua en f(xg) € Y. Entonces go [ es continua en xy € X.

Definicién 1.38. Sean f, f, : X — Y (n € N) funciones definidas entre los espacios
métricos X yY. La sucesion {f,}nen converge uniformemente a f y se denota f, = f,
5%

Ve >0,9N € N:Vn > N, se cumple que d(f,(x), f(z)) <e.

El siguiente teorema es una consecuencia de la definiciéon anterior.

Teorema 1.39. Asumiendo las condiciones mencionadas en la Definicion 1.38, si f, es

continua para todo n € N y f, =2 f, entonces f también es continua.

Definiciéon 1.40. Sea (X, d) un espacio métrico y A C X. A es compacto si toda sucesion

{z,} en A contiene una subsucesion que converge a un elemento de A.

Teorema 1.41. Suponer que (X, d) es un espacio métrico y A C X. Entonces:

a) Si A es completo entonces es cerrado.
b) Si X es completo entonces A es completo si y sdlo si es cerrado.
c) Si A es compacto entonces es cerrado y acotado.
d) Todo subconjunto cerrado acotado de R™ es compacto.
Definiciéon 1.42. Supongamos que (X,d) es un espacio métrico compacto, {f,} es una
sucesion en C(X) y f: X — R una funcion.
1. {f.} converge puntualmente a f si |f.(x) — f(x)| — 0 para todo x € X.

2. {fu} converge uniformemente a f si sup{fn(x) — f(z) 1z € X} — 0.
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Convergencia uniforme implica convergencia puntual, pero no inversamente: Si
sup {fu(z) — f(z) : x € X} — 0, entonces dado ¢ > 0 existe N € N tal que si n > N,
entonces sup { f,(z) — f(z) : . € X} < ¢, entonces |f,(x) — f(x)| < e paratodon > Ny
para todo x € X, esto quiere decir que |f,(z) — f(z)| — 0 para todo € X, es decir,

{fn} converge puntualmente a f.

El siguiente ejemplo muestra que la convergencia puntual no implica la convergencia

uniforme.

Sea fn(xr) = 2" para todon € Ny x € [0,1], si = 1, f,(1) = 1™ = 1 entonces

lim f,(1) = 1.
Siz =0, f,(0) = 0" = 0 entonces lim f,(0) = 0.
1 4

u— J—

f 1

Figura 1.6: {f,} converge puntualmente a f.

Si 0 < x < 1entonces lim f,(z) = lim z™ = 0, de esto se deduce que

n—oo n—oo

0 si0<zx<xl
lim f,(z) — f(z) =
e 1 siz=1

Lo que quiere decir que {f,} converge puntualmente a f.

Ahora sea f(x) =0,s10 <z <1y f(1) =1 entonces

0 si0<z<l1
sup {[fn () — f(2)[ : 0 <2 <1} = sup
1 siz=1
para cualquier n € N, puesto que sup {|f.(x) — f(z)| : 0 <z < 1} no converge a 0, en-

tonces {f,} no converge uniformemente a f en [0, 1].

Lema 1.43. Sea X un espacio vectorial y sean ||| y ||-||, normas en X. Sean d y d;
métricas definidas por d(z,y) = ||x — y|| y di(z,y) = || — yl|,. Suponer que existen k > 0

tal que ||z|| < k||z||, para todo v € X y sea {x,} una sucesion en X.
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a) Si{x,} converge a x en el espacio métrico (X, d;) entonces {x,} converge a x en el

espacio métrico (X, d).
b) Si {z,} es de Cauchy en el espacio métrico (X, d;) entonces {x,} es de Cauchy en

el espacio métrico (X, d).

€
Demostracion.  a) Sea ¢ > 0. Existen N € N tal que ||z, — |/, < 7 paran > N.

Entonces, para n > N.
lon = || < Kflzn — 2|, <e.
por consiguiente {z,} converge a x en el espacio métrico (X, d).
b) Es similar a (a). O

Lema 1.44. Sea L un espacio vectorial y sean ||-|| y |||, normas equivalentes en X .Sean
d y dy métricas definidas por d(z,y) = ||z —y|| v di(z,y) = ||z —y|l, y sea {z,} una

sucesion en X.

a) Si{x,} converge a x en el espacio métrico (X,d) si y solo si {x,} converge a x en

el espacio métrico (X, dy).

b) Si{x,} es de Cauchy en el espacio métrico (X,d) si y solo si {z,} es de Cauchy

en el espacio métrico (X, dy).

c) (X,d) es completo si y solo si (X,dy) es completo.

Demostracion. Como ||-|| y |||, son normas equivalentes en X, existen M, m > 0 tal que

m ||z||, <|z|l, < M |z||, para todo = € X.

a) Como ||z||; < M ||z| para todo x € X, Si {z,} converge a x en el espacio métrico

(X, d) entonces {x,} converge a x en el espacio métrico (X, d;) por Lema 1.43.

1

En el otro sentido, como ||z|| < — ||z||, para todo z € X, si {z,} converge a = en
m

el espacio métrico (X, dy), entonces {x,} converge a x en el espacio métrico (X, d)

por Lema 1.43.

b) Como en Lema 1.43, esta demostracion es similar a la parte (a).
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¢) Suponer que (X, d) es completo y sea {x,} una sucesion de Cauchy en el espacio
métrico (X, d;). Entonces {z,} una sucesion de Cauchy en el espacio métrico (X, d)
por la parte (b) y también {x,} converge a un mismo punto x en el espacio métrico
(X,d), luego (X, d) es completo. Ahora si {x,} converge a = en el espacio métrico
(X, dy) por la parte (a) y entonces (X, d;) es completo. El otro sentido es verdadero

por simetria. U]

Lema 1.45. Sea L un espacio vectorial de dimension finita sobre R y sea {e1,ea, ..., €,}
una base para L. Si ||-||, : L — R es la norma en L definida por (1.12) entonces L es un

espacio métrico completo.

La demostracion de este lema se puede encontrar por ejemplo en [11].

Corolario 1.46. Si ||-|| es cualquier norma en un espacio de dimensidn finita X, entonces

X es un espacio métrico completo.

Demostracion. Sea {ej,es,...,e,} una base para X y sea |||, : X — R una segunda
norma en X definida por (1.12), las normas ||-|| y ||-||; son equivalentes por Lema 1.25
y X con norma |||, es completo por Lema 1.45. Luego X con norma ||| también es

completa por Lema 1.44. O
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Capitulo 2

Espacios de Banach vs. espacios de

Hilbert

2.1. Espacios de Banach

Como se dijo antes, en cualquier espacio lineal normado puede definirse una métrica a

partir de la norma de la siguiente forma:

dx,y) =[x -yl

Teniendo en cuenta esta métrica, la cual es llamada, la métrica asociada con la norma
||.|l, podemos considerar al espacio lineal normado como un espacio métrico e interesa
comprobar si tal espacio es completo o no. Esto no siempre es posible, por ejemplo:
dado un espacio vectorial particular y una métrica sobre este espacio, no siempre puede
definirse una norma que coincida (en el sentido antes mencionado) con la métrica inicial
del espacio. Considérese el espacio vectorial formado por todas las sucesiones infinitas de
nameros reales, sean x = {ay, a9, ..., qn,...} vy = {01, 52,...,0n, ...}, si se define la
suma entre dos vectores y la multiplicacion por escalar como es usual (suma: componente
a componente, multiplicacién por escalar: cada componente por el escalar), y se define

sobre este espacio la siguiente distancia

= 1 |ai_ﬁi’
d = _—
(X>Y) ;211+|&1+ﬁ2|

Puede comprobarse que se trata efectivamente de una métrica.
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Como se sabe, cualquier norma verifica
[Ax = Ay || = [Al[lx =¥,
pero facilmente se ve que, si A € R, entonces

d(Ax, \y) # [Ald(x,y),
lo cual impide que se puede definir una norma en este espacio que conduzca a esta métrica.

Esta observacion es importante para dar la siguiente definicion.

Definiciéon 2.1. Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado que es un espacio

métrico completo respecto a la métrica asociada con la norma.

Como puede observase el ejemplo dado en el parrafo anterior no es un espacio de Banach

ya que la métrica definida sobre el espacio no proviene de una norma.

Ejemplo 2.2. El espacio vectorial R™, donde n = 1,2,3,..., es un espacio de Banach,
si definimos la norma para x = (x1,x2,...,T,) € R"™ por,
lIx|| = \/]x1]2+ |za]? + ...+ |22 (2.1)

Demostracion. El Teorema 1.29 afirma que R™ con la métrica estandar es completo. Como
la métrica estandar sobre R™ es equivalente a la norma definida en (2.1) (d(0,x) = [|x]|),
entonces se tiene que R™ es un espacio métrico completo respecto a la métrica asociada

con la norma, por lo tanto es un espacio de Banach. O

En general se tiene que si sobre R™ se define cualesquiera de las p-normas entonces

(R™, || - ||,) es también un espacio de Banach. (Ver seccion 1.3).

La demostracion de esta afirmacion se sigue del hecho de que en R™ todas las p-normas

son equivalentes.

Ejemplo 2.3. Considerando el espacio vectorial Cla,b] y tomando como norma de f €
Cla, b la siguiente:
[f]l = méx [f(x)]
x€la,b]

entonces Cla,b] es un espacio de Banach.

26



Demostracion. Para poder comprobar que Cla,b] es completo respecto a la norma ante-
rior, tomemos una sucesion de Cauchy {f,} de elementos de Cfa,b]. Como se trata de
una sucesion de Cauchy respecto de la norma del supremo, entonces para cualquier € > 0,

debe existir un N tal que n,m > N implica que

max | f,(x) — f(2)] < &,Va € [a,b].

z€la,b]
Esto significa que {f,} es una sucesion de Cauchy de funciones continuas, y por tanto
converge uniformemente hacia alguna funcion f. Como {f,} converge uniformemente, la
funcion limite debe ser continua. Asi toda sucesion de Cauchy en C|a, b] converge, por lo

tanto C|a, b] es un espacio de Banach. O

Ejemplo 2.4. Suponer que 1 < p < oo, el espacio métrico de sucesiones (P estd determi-

nado por el conjunto de la sucesiones {z,} en R tal que x, € R para todo n y

[e.o]

Z |z, P < o0.

n=1

Tomando como norma para X

s 1/p
1%l = (Z |$n|”) : (2.2)

n=1

El espacio P con la norma anteriormente mencionada es un espacio de Banach.

Dado que si x = {z,},y = {yn} € 7 se puede definir la siguiente métrica

00 1/p
d(X, Y) = <Z ‘xn - yn’p)
n=1

asociada con la norma, y que en [2] se demuestra que P es completo con respecto a esta

métrica, entonces se tiene que (7, || - ||,) es un espacio de Banach.

Un resultado importante que caracteriza los espacios vectoriales normados de dimension

finita es el siguiente.

Teorema 2.5. Todo espacio vectorial normado de dimension finita es un espacio de

Banach.

Demostracion. En el Corolario 1.46 demostramos que si ||-|| es cualquier norma en un
espacio de dimension finita X, entonces X es un espacio métrico completo, por lo tanto un
espacio vectorial normado es un espacio métrico completo respecto a la métrica asociada

con la norma, por lo tanto es un espacio de Banach. O
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Teorema 2.6. Si X es un espacio de Banach y'Y es un subespacio lineal de X, entonces,

Y es un espacio de Banach si y solo st 'Y es cerrado en X.

Demostracion. Y es un espacio de Banach si y solo si Y es completo. Ahora por el Teo-
rema 1.41 se tiene que un subconjunto de un espacio métrico completo es completo si y

solo si es cerrado. Por consiguiente Y es un espacio de Banach si y so6lo si Y es cerrado

en X. 0
Proposicion 2.7. Sean X un espacio de Banach con norma || - ||y y'Y un espacio de
Banach con norma || - ||2, entonces Z = X XY con norma ||(x,y)| = ||z]1 + ||y||2 es un

espacio de Banach.

Demostracion. Si zy = (21,2%),20 = (23,22) € Z entonces, la distancia entre z; y 2 se

define de la siguiente manera:
d(z1, 22) = [l2r — 2l = | (21, 21) = (22, 22) | = [l(21 — 22, 21 — 2l = Nzt — 2 [l + [l — 23 e
Sea {z,} una sucesion de Cauchy en Z entonces, dado € > 0, 3 N € N tal que

d(zn, 2m) < €, para todo m,n > N.

Como z, = (z},2%) € Z, paratodon € Ny como X y Y son espacios de Banach, entonces

n»n

{z}} es una sucesion de Cauchy en X y {22} es una sucesion de Cauchy en Y, entonces
d(zn, 2m) = 120 = 2mll = llza = 2zl + 120 — 20l <&

Luego

Hz,l1 — ZM|1 <ery HzfI — zfn||2 < g9, para todo m,n > N,

Como X e Y son de Banach, {z!} y {22} convergen en X e Y respectivamente, es decir,

para todo € > 0,3 Ny € N tal que

d(z}”zl) = ||z71L — zlﬂl < % y d(zi,z2) = ||zi — 22||2 < % para todo n > N,

entonces,
|2t — 2|y + ||22 — 2%|]2 < &€ para todo n > Ny
pero,
(20, 2) = |20 = 2ll = [|(20s 22) = (21, 22)| = (2 — 25 22 = 22| = Iz = 21 |1 + |22 = 2°)
es decir, {z,} es de Cauchy y z, — z, por lo tanto Z es un espacio de Banach. O
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2.2. Espacios de Hilbert

Definicion 2.8. Un espacio vectorial provisto de un producto escalar se llama un espacio

prehilbertiano.

Si X es un espacio prehilbertiano, podemos definir sobre él una norma en funcién del
producto escalar. Esta norma da lugar a una métrica sobre el espacio y es importante
determinar si dicho espacio es completo o no respecto a esta métrica. Esto implica la

siguiente definicion.

Definicion 2.9. Si un espacio prehilbertiano X es completo respecto a la métrica asociada

con la norma que se deriva del producto escalar, se llama espacio de Hilbert.

Teorema 2.10. Todo espacio de dimension finita con producto interior es un espacio de
Hilbert.

Demostracion. Si tenemos que ||z|| es cualquier norma en un espacio de dimension finita
y sea (-, -) un producto interior sobre dicho espacio, tal que ||z| = (x,2)'/?, es claro que si
la métrica se define por d(z,y) = ||z — y/|, entonces esta métrica esté asociada a la norma
que proviene del producto escalar, luego este espacio es un espacio prehilbertiano, ahora
por el Corolario 1.46 se demostré que cualquier espacio de dimension finita normado es un
espacio métrico completo, por consiguiente todo espacio de dimension finita con producto

interior es un espacio de Hilbert. O

Lema 2.11. 57 X es un espacio de Hilbert y S C X es un subespacio lineal, entonces S

es un espacio de Hilbert si y solo si S es cerrado en X.

Demostracion. Por las anteriores definiciones, S es un espacio de Hilbert si y solo si es
completo. Pero por el Teorema 1.41, un subconjunto de un espacio métrico completo es

completo si y solo si es cerrado. O

Teorema 2.12. Toda norma proveniente de un producto escalar satisface la relacion:
lz +yl* + ll = ylI* = 2l + lyl*)
Demostracion. Se verifica que
lz +yll* = (z +y.2 +y) = l2]* + (@, y) + (y,2) + [ly]®
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Iz —yll* = (@ -y, z =) = 2|* = {,9) — {y.2) + |yl

Al sumar estas dos expresiones se obtiene que:
[z +ylI” + [l = ylI” = lz|* + (z, ) + (. 2) + [yl* + [=]]* = (2, 9) = (. 2) + [ly]?

lz+ 5l + lle = ylI* = 2[l2l* + 2]lyl1* = 2(]l=]1* + lly*) -
La relacion ||z +yl|]* + ||z —y||* = 2(||=]|* +||y||*) expresa que en un paralelogramo la suma

de los cuadrados de sus diagonales es igual a la suma de los cuadrados de sus lados. [J

Ejemplo 2.13. En el espacio vectorial C'[—1,1]

[fIl = max [f(#)]

te[-1,1]
es una norma. Esta norma no puede provenir de un producto escalar, pues tomando

0, —1<¢<0; —t, —

1<t
t, 0<t<l1, 0, 0<t<

IN

0;
1,

se tiene |f(1) + g(t)| = [t y [f(t) = g(O)] = |t], y por lo tanto
LA =lgll = lF +gll = If —gll =1,

de lo cual resulta que la ley del paralelogramo no se cumple:

1+ gl + 11 = all* =2 # 201 /1" + lgl*) = 4.

2.2.1. Ejemplos de espacios de Hilbert

Ejemplo 2.14. Se define (* como el conjunto de todas las sucesiones x = {x,} de

numeros tales que gozan de la propiedad

o0
Z |2,|* < 0.
n=1

Sobre este espacio se puede definir la norma como

o 1/2
x|z = (Z !%!2) : (2.3)
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También se puede definir el producto escalar (o interior) entre dos wvectores x =

{ala Qg, O3, . . '}7 y = {517527 637 - } como
<X7 Y> - Z By (24)
n=1
El espacio (€%, - ||2) es un espacio de Hilbert.

Demostracion. Veamos primero que este espacio es un espacio prehilbertiano, para ello
debemos probar que la norma definida por (2.3), que estd asociada con la métrica

d(x,y) = |[|[x — y||, se deriva del producto escalar definido en la ecuacion (2.4).

Dadas dos sucesiones x = {a,} vy y = {8,} es natural definir

X+y:{a1+51,a2+62,...},
AX = {)\&1,)\0&2,...}.

Es evidente que Ax € (2. No es tan claro que x +y € /2, para mostrar esto, basta
observar que para todo entero n > 1, la desigualdad triangular se sigue de la desigualdad

de Minkowski y esta dada por
" 1/2 . 1/2 " 1/2 - 1/2 o 1/2
(z o+ w) < (z w) . (z w) < (z w) . (z w)
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

" 1/2
ya que de esto resulta la convergencia de la sucesion (Z |y + ﬁk|2> y
k=1

00 1/2 0o 1/2 o 1/2
(Z |, + 5k\2> < (Z \%\2) + (Z Wlf) :
k=1 k=1 k=1

Visto esto se verifica facilmente que con las operaciones de adicién y multiplicacion por un
escalar antes definidas, /2 es un espacio lineal. Por otra parte en virtud de la desigualdad

(1), se tiene que para todo entero n > 1
n n 12 , . 1/2 o 12 /o 1/2
Sots (St) (L) < (Sme) (Sime)
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

o0
de lo cual resulta que la serie Y a;03; es convergente, teniéndose ademas
k=1

oo 0 172 / 1/2
gzyamg@\akﬁ) (zw) |
k=1 k=1 k=1
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Demostrando esto se tiene de inmediato que
o
<X7 Y> = Z aiﬁi?
k=1
define un producto escalar en £2, por lo tanto ¢? es un espacio prehilbertiano, cuya norma

00 3
1xl[2 = <Z !xkl2>
n=1

Debemos ver ahora que £? es un espacio completo, pero en el Ejemplo 2.4 se afirma que

% ’
x| = (Zbﬁnl”) :
n=1

es un espacio completo. Luego la demostracién de que ¢? es un espacio completo es un

esta dada por

/P con la norma

caso particular de ese ejemplo (dejamos la demostracion como un ejercicio para el lector).

Concluimos entonces que (€2, - ||2) es un espacio de Hilbert. O

En el siguiente ejemplo se presenta un espacio prehilbertiano que no es espacio de Hilbert.

Ejemplo 2.15. Consideremos el espacio vectorial Cla,b] con el producto escalar entre
f,g € Cla,b] definido por

b
(r9)= [ £ @)g @ (25)
Es claro que la distancia entre f y g definida por

i) = ([ 1@ - otwar) h 26)

esta asociada con la norma

1= ([ 15w ) "

que proviene del producto interior, ya que

12 = / @)z = (f. ).

Veamos que con la distancia definida en (2.6) el espacio no es completo. Considérese la

siguiente sucesion de Cauchy
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|
|
a b

Figura 2.1: Sucesion de funciones en C|a, b] que no converge.

1 (x —a) si a<x<—(n+1)a+b
a+b ’ - n ’
fulw) = s
1, g AT <,
n

Es claro que la funcion limite es, en este caso, una funcion discontinua,

0, st x = a,
flz) =

1, st a<x<b

lo que demuestra que el espacio no es completo. Por consiguiente no es un espacio de
Hilbert.

2.3. Comparacion entre espacios de Banach y espacios

de Hilbert

En la seccion anterior definimos el espacio de Banach como un espacio vectorial normado
que es un espacio métrico completo respecto a la métrica asociada con la norma, y el espa-
cio de Hilbert como un espacio prehilbertiano (espacio vectorial provisto de un producto
escalar ) completo respecto a la métrica asociada con la norma que se deriva del producto
escalar. Asi pues, podemos ver, que si un espacio de Hilbert es completo respecto a la
métrica asociada con la norma, es un espacio de Banach, y un espacio de Banach que
sea espacio prehilbertiano es un espacio de Hilbert. A continuacion se mostraran algunos

ejemplos.

Ejemplo 2.16. En el Teorema 1.29 se afirmo que R™ con la métrica estandar era com-

pleto. Por otra parte, el espacio lineal real R™ se doto del producto escalar estandar entre
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X ey que pertenecen a R™ mediante la ecuacion

<X7 Y> = <Z xz%) .

Provisto del producto escalar estandar, R™ es un espacio prehilbertiano, que como vimos
antes, se llama espacio euclideo n-dimensional. Asi pues, R" con la métrica estandar
es un espacio de Banach que es un espacio prehilbertiano con el producto escalar estindar,
por lo tanto es un espacio de Hilbert y también R™ es un espacio de Hilbert que completo
con la distancia que proviene de la norma, por lo tanto R™ es un espacio de Banach con

la métrica estindar.

Ejemplo 2.17. En el ejemplo 2.3 se demostrd que el espacio vectorial Cla,b] dotado de

la norma
[ f]l = méx | f(z)]
z€[a,b]

es un espacio de Banach. Pero también se vio en el Ejemplo 2.15 que este espacio es
prehilbertiano, pero no es un espacio de Hilbert, por lo tanto el espacio Cla,b] con la
norma || f|| es un espacio de Banach pero no es un espacio prehilbertiano con el producto

escalar definido por (2.5), por lo tanto no es un espacio de Hilbert.

Ejemplo 2.18. En el ejemplo 2.4 se mostro que el espacio métrico de sucesiones P para

1 <p < oo, es un espacio de Banach, tomando con la norma definida por (2.2).

Para p # 2, La norma no se deriva de un producto escalar. Por lo tanto, para p # 2, (P

es un espacio de Banach pero no es un espacio de Hilbert.

Para el caso p = 2 es fdcil ver que es completo y se afirmd en el Ejemplo 2.1 que (?
era un espacio de Hilbert, por lo tanto (* es un espacio de Banach que es un espacio de

Hilbert, y es un espacio de Hilbert que es un espacio de Banach.

Ejemplo 2.19. En el Teorema 2.5 se demostro que todo espacio vectorial normado de
dimension finita es un espacio de Banach y en el Teorema 2.10 se afirmo que todo espacio
con producto interior de dimension finita es un espacio de Hilbert. Por lo tanto todo
espacio vectorial normado de dimension finita es un espacio de Banach que es un espacio

de Hilbert, y es un espacio de Hilbert que es un espacio de Banach.

Ejemplo 2.20. En el Teorema 2.6 se demostro que si X es un espacio de Banach y S es

un subespacio lineal de X, entonces, S es un espacio de Banach si y solo st S es cerrado

34



en X yen el Lema 2.11 se demostro que st X es un espacio de Hilbert y .S es un subespacio
lineal de X, entonces, S es un espacio de Hilbert si y solo si S es cerrado en X. Luego
se puede ver que si X es un espacio de Banach que es un espacio de Hilbert (espacio de
Hilbert que es un espacio de Banach) y S es un subespacio lineal de X, entonces S es un
espacio de Banach que es un espacio de Hilbert (espacio de Hilbert que es un espacio de

Banach) si y solo si S es cerrado en X.

Ejemplo 2.21. Se denota el espacio de la funciones cuadrado integrables en el intervalo

[a,b] por Ls([a,b]), este espacio se dota de la norma

i = ([ 170 "

(f.9) = / f(t)g(t)dt.

Puede mostrase sin dificultad que

y del producto escalar

(=115

Ademds, se puede definir la distancia entre f y g que pertenecen a Ls([a,b]) por

d(f,9) = (/b |f(t) — g(t)|2dt> 1/2.

Puede mostrarse que Lo(la,b]) es completo con respecto a esta distancia, lo cual implica
por las caracteristica mencionadas de la distancia, que Ly(|a,b]) es un espacio de Banach

y un espacio de Hilbert.
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Apéndice A

Limite y continuidad de funciones

Introduciremos en esta secciéon el concepto de continuidad para una funcion definida sobre

un subconjunto de R (o C). Antes de esto se introducen algunas generalidades.

Se presentan a continuacion los conjuntos numeéricos bésicos, para después pasar a estudiar

la nocién de convergencia de sucesiones de ntumeros reales.

Se notarda, como es wusual, al conjunto de los nameros naturales por N

(N={1,2,3,...}), al conjunto de los ntmeros enteros por Z
(Z={...,—3,-2-10123,...}),

al conjunto de los nimeros racionales por Q (Q = {% ca,beZ, b# O}), al con-
junto de los numeros reales por R y por C al conjunto de los ntimeros complejos
(C={a+bi:a,beR,i>=—1}). Se asumira que se conocen las propiedades bésicas de
las operaciones aritméticas sobre estos conjuntos numeéricos (adicion, multiplicacion, po-
tenciacion), asi como también, las propiedades de orden sobre los nimeros reales (<, >,
<, >). El valor absoluto de un namero real se notara por |-|, ocasionalmente esto notaréa

la norma de un niimero complejo.

Para a,b € R, los subconjuntos de R de la forma

(a,b) ={x € R:a <z <b}, (a,00) ={x €R:a <z}, (—o0,b) ={x eR:z < b}

y el mismo R, son llamados intervalos abiertos, y los subconjuntos de la forma
la,b) ={zr €eR:a <z <b}, la,00) ={r €eR:a <z}, (—o0,b) ={r e R:2 <b}
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y R son llamados intervalos cerrados.

Una sucesion de numeros reales (o sucesion en R) es una funcion f definida del conjunto
N de los ntimeros naturales sobre el conjunto R de los niimeros reales. En otras palabras,
una sucesion en R asigna a cada ntimero n = 1,2,... un namero real determinado de

manera unica, es decir (f : N — R). Se acostumbra denotar al conjunto de los elementos

f(n) =z, por {z,}, .y 0 simplemente {x,}.

Una sucesion {z,} C R de ntimeros reales es llamada sucesion de Cauchy si
Ve > 0,dN e N,Vn,m > N : |z, — x,] < e. (A.1)

Una sucesion {z,} de nimeros reales se dice que converge a x € R si, para todo € > 0,
existe N € N tal que, |z —x,| < &, para todo n > N. En este caso el elemento z es

llamado el limite de la sucesion y se denota

lim z, = z.
n—oo

También se utiliza la notacién x,, — =.
R es completo en el sentido de que cada sucesion de Cauchy tiene un punto limite.

No es dificil demostrar que si {z,} es una sucesion que converge a = € R, entonces {x,}

es una sucesion de Cauchy, y que el limite de una sucesion es tnico.
Si {x,} es una sucesion de nimeros reales y sea ;. < 19 < ... < 1, < ... una sucesion

estrictamente creciente de ntimeros naturales. Entonces la sucesion {z,, } en R dada por

{zn.} ={zm, T2, Topy ...}

se llama subsucesion de {x,}.

Se dice que una sucesion {z,} tiende a infinito, es decir

lim z, = c©
n—oo

si
VM e R, AN e NVn > N :x, > M,

similarmente, se dice que

lim z,, = —c0
n—oo
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si

VM e R, AN e NyVn > N @z, < M.
Si consideramos dos sucesiones convergentes {z,} v {y,}, tales que z,, — z y y, — v.
Entonces las sucesiones {z, + yn}, {xnyn}, {ax,} para o € R son también convergentes

con

lim (x, +y,) =+, lim (x,y,) = xy, lim (az,) = az.
. . Ty X
Para terminar, si y # 0, entonces {—} converge a —.
Yn )

Las demostraciones de estos resultados se pueden encontrar por ejemplo en [4].

Un resultado muy importantes de sucesiones de ntimeros reales es el siguiente.

Teorema A.1 (Bolzano-Weierstrass). Una sucesion acotada de nimeros reales tiene

una subsucesion convergente.

La demostracion de este teorema se puede encontrar por ejemplo en [3].

Definicion A.2. Sea D C R(oC) y f : D — R(o C) una funcion. Decimos que

lim f(z) = y si y solo si para toda sucesion {x,} C D con lim x, = p, se tiene
T—p n— oo

lim f(2,) = y.

n—oo

Teorema A.3. Se dice que lim f(x) =y si y solo si las siguientes condiciones se cumplen
T—p

Ve > 0,30 >0,Ve € D con |z —p| <d |f(z)—y| <e. (A.2)

Demostracion. <) Sea {x,} C D una sucesion con lim z, = p, se tiene

n—~oo

V6,IN e NNVn > N |z, —p| <6 (A.3)

para € > 0 se determina § > 0 como en (A.2) y N como en (A.3) de la siguiente

manera.

Paran > N
|f<xn) - y' <é&.

Por lo tanto se mostrara que Ve > 0,3dN € N tal que Vn > N : |f (z,) —y| < ¢,

entonces lim f (z,) =y, y por lo tanto, por definicion, lim f (z) = y.
n—00 T—p
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<) Si (A.2) no se cumple, entonces:
Je > 0,0 > 0,3z € D con |x — p| < 0 implica |f (z) —y| <e (A.4)

Para n € N, se toma § = % y se determina un x, = x correspondiente a  como en

(A4).

Entonces |z, — p| < % y entonces lim x,, = p, pero para € como en (A.4) se tiene
|f (xn> - y| > €

y por lo tanto lim f(x,) # v. O

Teorema A.4. Sea f: D — R y sea p un punto de acumulacion de D (Se dice que p es
un punto de acumulacion de D si toda vecindad Vs(p) = (p — 0,p + &) de p contiene al

menos un punto de D diferente de p) entonces

i) glglg;g f(z) =y si y solo si para toda sucesion {x,} en D que converge a p tal que

Ty # p, para toda n € N, la sucesion {f(x,)} converge a y.

La demostracion de este teorema se puede encontrar por ejemplo en [3].

Definicion A.5. Sea D CR (0C), f: D — R (0o C) una funcion y p € D. La funcion f
se dice que es continua en p si lim,_., f(x) = f(p). f es continua en D si f es continua

en todo punto p € D.

Teorema A.6. Sea D CR(o C), f: D — R(o C) una funcion yp € D. La funcion f se

dice que es continua en p st

i) Dada cualquier € > 0, existe una 6 > 0 tal que para toda x € D con |z —p| < 0,
entonces |f(x) — f(p)| < e.

ii) Si{x,} es cualquier sucesion de nimeros reales tal que x,, € D para toda n € N y

{z,} converge a f(p).

la demostracion de este Teorema requiere tan sélo ligeras modificaciones en las demostra-

ciones de los teoremas A.3 y A.4.

Por otra parte, si D C R, f: D — R es una funcién y p € D, se dice que f es discontinua
en p si existe una sucesion {z, } en D tal que {x,} converge a p, pero la sucesion {f(x,)}

no converge a f(p).
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Teorema A.7. Sea D C R, sean [ y g funciones de D en R y sea a € R, suponer que
p €D yque f y g son continuas en p.

a) Entonces f+g, f—g, fg, y af son continuas en p.

b) Sih:D — R es continua en p € D y si h(x) # 0 para toda © € D, entonces el

cociente f/h es continuo en p.

Demostracion. Si p no es un punto de acumulaciéon de D, entonces la conclusion es

automaética. Por tanto, se supone que p es un punto de acumulacion de D.

a) Como f y g son continuas en p, entonces

lim f(z) = f(p) y lim g(z) = g(p)

por tanto se sigue que

(f +9)p) = f(p) + g(p) = lm(f + g)(2),

por consiguiente f + g es continua en p. Las afirmaciones restantes del inciso a) se

demuestran de manera similar.

b) Como p € D, entonces h(p) # 0. Pero como lim,_,, h(z) = h(p) se sigue que

)

h(p)  limh(x) z=p \ h
T—p
por lo tanto el cociente f/h es continuo en p. O

Teorema A.8. Sea D C R, sean f y g funciones de D en R y sea o € R.

a) Las funciones f + g, [ — g, fg, y af son continuas en D.
b) Sih:D — R es continua en D entonces el cociente f/h es continuo en D.

Corolario A.9. Todas las funciones polinomicas de la forma

flz) = Z ay,x”
v=0

son continuas.

40



Definicion A.10. Sea D C R ysea f: D — R, se dice que f es uniformemente continua
en D si para cada € > 0, existe una 6(¢) > 0 tal que si x,pu € D, son nimeros cualesquiera

que satisfacen |v — p| < 6(¢), entonces |f(x) — f(u)] < e.

Definicion A.11. Sea D C R y sea f: D — R, entonces decimos que f no es uniforme-

mente continua en D st

a). Existe una €9 > 0 tal que para toda 6 > 0 existen los puntos xs, js en D tales que

w5 — ps| <0y |f(xs) — fus)| = eo.

b). Existe una g > 0 y dos sucesiones {x,} y {un} en D tales que lim(x,, — p1,) =0 y

| (zn) = f(pn)| = 0.

Teorema A.12. Sea I un intervalo acotado cerrado y sea f : I — R continua en I,

entonces f es uniformemente continua en I.

Demostracion. Si f no es uniformemente continua en [ entonces, existen ¢y > 0 y dos
sucesiones {z,} y {u,} en I tales que |z, — pn| < + v [f(zn) — f(pn)] > €0 para toda
n € N Como [ es acotado, la sucesion {z,} esté acotada, luego por el teorema de Bolzano-
Weirstrass, existe una subsucesion {z,, } que converge a un elemento ¢. Puesto que I es

cerrado, el limite ¢ pertenece a I. La subsucesion {u,, } también converge a z, ya que
’unk - q‘ < ’unk - xnk’ + ’xnk - q‘

Ahora bien, si f es continua en el punto g entonces las dos sucesiones { f(z,,)} v {f(tin,,)}

deben converger a f(q), pero esto no es posible ya que

|f(@n) = f(pn)| = €0
por tanto, f no es continua en algtin punto q € I. ]

Teorema A.13. Sea f : [a,b] — R continua, entonces f es acotada si existe M > 0 tal
que

|f(x)| < M, para todo x € [a,b]

y suponemos que existen xo,x1 € |a,b] (mdzimo y minimo de [a,b]) tal que

fxo) = inf(f(z) : x € [a,b]),
f(@1) = sup(f(z) : x € [a,0]).
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Demostracion. La segunda condiciéon implica la primera, por que

[f ()] < méx([f (o), f(21)]) = M

para xg, x; dados. Consideremos — f en lugar de f, sea {z,} C [a,b] una sucesion tal que

lim f(z,) =inf(f(x):x € [a,b])

n—0o0

como {z,} esta contenida en el intervalo cerrado [a, b], el teorema de Bolzano-Wierstrass
implica la existencia de una subsucesion {e,} de {z,,} que converge también a x € |a, b].

Como f es continua en [a, b] obtenemos

f(zo) = lim f(e,) = inf(f(z) : x € [a,b]).

v—00

En particular la tltima expresion es finita y f asume un minimo en x. O
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