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RESUMEN

TiTULO: COMPOSICIONES ENTERAS Y SUS APLICACIONES
AUTOR: JAZMIN LISETH MANTILLA ROZO

PALABRAS CLAVE: COMPOSICIONES PALINDROMAS, COMPOSICIONES DE CARLITZ, COM-
POSICIONES n-COLOREADAS, FUNCION GENERATRIZ, AUTOMATA.

DESCRIPCION:

En este trabajo se hace un estudio de la teoria de composiciones de nimeros enteros y su aplicacion
a los autématas. En el primer capitulo se introducen los conceptos basicos de composiciones. En
particular, se muestran las composiciones con restricciones en el conjunto de las partes mostrando
la conexion que existe entre este tipo de composiciones y los nimeros generalizados de Fibonacci
(o k-bonacci). También se estudian composiciones palindromas y de Carlitz, las cuales se obtienen
al restringir la ubicacién de las partes y finalmente, composiciones n-coloreadas, estas son una
generalizacién de las composiciones clasicas y se obtienen al colorear las partes de la composicion
con colores diferentes. Durante el desarrollo de este capitulo se muestran cédigos en sagemath
para obtener cada uno de estos tipos de composiciones. Posteriormente, en el segundo capitulo se
introduce la nocién de funcidén generatriz y de método simbdlico, este método utiliza los gréaficos de
barras asociados a las composiciones para hallar sus respectivas funciones generatrices. Por Gltimo,
en el tercer capitulo se establece una aplicacion de las composiciones a los autdmatas finitos para
definir secuencias recursivamente y luego expresar las estructuras recursivas en un grafo asociado.
Ademas en la seccion 3.2, se incluyen algunos resultados obtenidos durante el desarrollo de este

trabajo sobre composiciones superdiagonal y composiciones d-superdiagonal.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Wilson Olaya Leén, Doctorado en Ma-
tematicas.



ABSTRACT

TITLE: INTEGERS COMPOSITIONS AND THEIR APPLICATIONS ]
AUTHOR: JAZMIN LISETH MANTILLA ROZO

KEYWORDS: PALINDROMIC COMPOSITIONS, CARLITZ COMPQOSITIONS, »n-COLORED COM-
POSITIONS, GENERATING FUNCTIONS, AUTOMATA.

DESCRIPTION:

In this work a study of the theory of integer compositions and its application to automata is made.
The first chapter introduces the basic concepts of compositions. In particular, the compositions with
restrictions on all the parts are shown, showing the connection that exists between this type of compo-
sition and the generalized Fibonacci numbers (o0 k-bonacci). Palindromic and Carlitz compositions are
also studied, which are obtained by restricting the location of the parts and finally, n-colored composi-
tions, these are a generalization of the classical compositions and are obtained by coloring the parts
of the composition with different colors. During the development of this chapter, codes are shown in
sagemath to obtain each of these types of compositions. Later, in the second chapter, the notion of
generating function and symbolic method is introduced. This method uses the bar graphs associated
with compositions to find their respective generating functions. Finally, the third chapter establishes an
application of compositions to finite automata to define sequences recursively and then express recur-
sive structures in an associated graph. In addition, section 3.2 includes some results obtained during

the development of this work on superdiagonal compositions and d-superdiagonal compositions.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Wilson Olaya Leén, Doctorado en Ma-
tematicas.
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INTRODUCCION

Las composiciones enteras son una forma en la que se puede representar un ente-
ro positivo como suma de enteros positivos menores o iguales a él y se consideran
un area fundamental de la combinatoria enumerativa y la teoria de numeros. Aun-
que la primera publicacién sobre composiciones, llamada Memoir on the Theory of
Compositions of a Numberﬂ fue realizada por Percy Alexander MacMahon en 1893,
sus origenes se atribuyen a los trabajos realizados por Euler en el siglo XVIII. Mac-
Mahon, utilizando funciones generatrices encontro férmulas para el nimero total de
composiciones y el numero total de composiciones con un nimero dado de partes,
también enumer6 las composiciones palindromas y establecié un grafico lineal para
cada composicién con los que pudo probar estos resultados usando un argumento

combinatorio.

Sin embargo, no fue hasta finales de la década de 1960 que aparecieron articulos
sobre diferentes aspectos de las composiciones, en los que estudiaron y enumera-
ron el total de composiciones con cierto tipo de restricciones. No obstante, es en las
dos ultimas décadas que se han hecho la mayoria de las publicaciones sobre com-
posiciones, en las cuales se introducen nuevos tipos de composiciones y métodos

para evitar patrones en composiciones.

En la literatura existen varias generalizaciones y restricciones de las composiciones.

Por ejemplo, AgarwaP] introdujo un tipo de composiciones que se obtienen al colo-

' P.A. MACMAHON. “Memoir on the theory of the compositions of numbers.” En: Phil. Trans. Royal
Society London. A 184 (1893), pags. 835-901.

2 A. K. AGARWAL. “n-colour compositions.” En: Indian J. Pure Appl. Math. 31(11) (2000),
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rear n-veces las partes de la composicion, estas se conocen como composiciones
n-coloreadas. Alladi y Hoggatf®| estudiaron las composiciones de n cuyas partes son
restriguidas al conjunto {1,2}, encontrando conexiones con la secuencia de Fibo-
nacci. Otro tipo de composiciones son aquellas con restricciones en la ubicacién de

las partes, las cuales fueron estudiadas por Carlitzf_f] y sus diversos coautores.

Recientemente, se ha estudiado la evitacion de patrones para composiciones. Los
patrones de subsecuencia son aquellos en los que las partes individuales del patrén
no tienen requisitos de adyacencia. Brindén y Mansourf| fueron los primeros en utili-
zar autdmatas finitos para evitar patrones en palabras, haciendo uso del método de
la matriz de transicién del autdmata para contar el numero de palabras que evitan
un patrén de subsecuencia. También dieron la primera prueba combinatoria de una
formula para el numero de palabras de longitud n sobre k letras evitando el patron
123.

El objetivo de este trabajo es hacer un estudio sobre composiciones enteras y su

aplicacion a los automatas.

pags. 1421-1427.

3 K. ALLADI y HOGGATT V. E. “Compositions with ones and twos”. En: Fibonacci Quart. 13(3)
(1975), pags. 1021-1031.

4 L. CARLITZ. “Restricted compositions”. En: J. Combin. Theory Ser. A 14(3) (1976),
pags. 254-264.

5 P.BRANDEN y MANSOUR T. “Finite automata and pattern avoidance in words”. En: J. Combin.
Theory Ser. A110(1) (2005), pags. 127-145.
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1. TEORIA DE COMPOSICIONES

En este capitulo se presentaran algunos resultados basicos sobre la teoria de com-
posiciones, para una referencia mas amplia sobre esta teoria velﬂ[Z]. Ademas se
incluyen los programas hechos en sagemath (sofware matematico de cddigo abier-
to) para generar las diferentes estructuras que se presentan en este trabajo. Erﬁ se
pueden consultar codigos similares para generar estas estructuras en el programa

Mathematica Wolfram.

1.1. PARTICION Y COMPOSICION DE UN NUMERO ENTERO

Definicion 1.1.1. Una particion de un entero positivo n es una sucesion no cre-
ciente de enteros positivos (p1,pa,--.,pm), llamadas partes, cuya suma es n, es
decir Y ", pi = n, conp, > p, > --- > p,,. Se denota por p(n) al nimero total de

particiones del entero n.

Por conveniencia se define p(0) = 1, esta particion corresponde a la particién vacia

(). En la Tabla[l] se muestran las particiones del entero n, (0 < n < 5).

6 JOSE LUIS RAMIREZ. “Introduccién a la teoria de composiciones”. En: https:/sites. goo-

gle.com/site/remirezjl/. (2020).

7 S.HEUBACH y MANSOUR T. Combinatorics of Compositions and Words. CRC Press, 2009.
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Tabla 1. Particiones del enteron (0 < n <5).

n Particiones del entero n p(n)
0 () 1
1 (1) 1
2 (2),(1,1) 2
3 (3),(2,1),(1,1,1) 3
4 (4),(3,1),(2,2),(2,1,1),(1,1,1,1) 5
5 (5),(4,1),(3,2),(3,1,1),(2,2,1),(2,1,1,1),(1,1,1,1,1) 7

Fuente: RAMIREZ, J. L.Introduccién a la teoria de composiciones.

El siguiente cédigo en sagemath genera, usando el comando Partitions( ) las parti-
ciones del entero positivo n, y usando el comando len(Partitions( )) el numero total
de particiones de n . Estos comandos ya se encuentran incluidos en sagemath. Note
que la primera columna indica el entero n, la segunda columna es p(n) y la tercera

columna es la lista de las respectivas particiones.

sage: forn in range(0,8) :

ce print (n, len(Partitions(n)), list(Partitions(n)))

0 1 [[]

1 []]

2 2 [[2], L]

3 3 (3], [2,1], [1,1,1]]

4 5 (4, 3,1, [2,2], [2,1,1], [1,1,1,1]]

5 7 (5], [4,1], 3,2, [3,1,1], [2,2,1], [2,1,1,1], [1,1,1,1,1]]

6 11 [[6], [5,1], [4,2], [4,1,1], [3,3], [3,2,1], [3,1,1,1], [2,2,2], [2,2,1,1], [2,1,1,1,1]

14



3,1,1,1,1], [2,2,2,1], [2,2,1,1,1], [2,1,1,1,1,1], [1,1,1,1,1,1,1]]

? Y Y

Nota 1. Tenga en cuenta que en todos los cddigos de sagemath realizados en este
proyecto, la primera columna indicara el entero n, la segunda columna el total de
composiciones y la tercera columna sera la lista de las respectivas composiciones,

al igual que el codigo anterior.

Los primeros valores de la sucesion p(n) son:
(OEIS - A000041)F: 1,1,2,3,5,7,11, 15,22,30,42, 56, 77,101, 135, 176, . ..

Leonhard Euler(1707-1783) en su investigacion utilizé funciones generatrices para
obtener varios resultados dentro de lo que ahora se llama Teoria de Particiones.

Euler también descubri6é una formula para calcular de forma recursiva los valores de
p(n).
Teorema 1.1.2. E/ total de particiones, p(n), paran > 1 es,

0o

pn) = > (=1 'pn—ox), keZ\{0}, (1)

k=—o0

donde p(n) = 0 paran < 0,p(0) = 1 y o el k-ésimo numero pentagonal generaliza-
do.

Los numeros pentagonales generalizados son definidos por la ecuacion:

k(3k — 1
O ::¥, k=0,1,-1,2,-2,...

El siguiente codigo en sagemath genera los nimeros pentagonales generalizados.

8 N.J. SLOANE. “The On-Line encyclopedia of integer sequences.” En: https:/oeis.org (1964).

15



sage: gpentagonales = set(k « (3% k — 1)/2 for k in srange(—15, 15))

sage: gpentagonales

{0, 1, 2, 5, 7, 12, 15, 22, 26, 35, 40, 51, 57, 70, 77, 92, 100, 117, 126, 145, 155, 176,
187, 210, 222, 247, 260, 287, 301, 345}

La secuencia de los primeros numeros pentagonales generalizados es:

(OEIS - A001318) : 0,1,2,5,7,12,15, 22, 26, 35, 40, 51, 50,70, 77, . ...
Expandiendo la Ecuacion (1) se obtiene la siguiente ecuacion,

p(n) =pn—1)+p(n—2) —p(n—5) —p(n —7) +p(n —12) + - -- (2)

Usando la Ecuacion (2) MacMahon obtuvo los valores de p(n) paran = 1,2,.. ., 200.
Por ejemplo, p(8) = p(7) + p(6) — p(3) —p(1) =15+ 11 -3 — 1 = 22.

La sucesion p(n) tiene como funcion generatriz la expresion,

> pn)g =] 1 _1qn-

n>0 n>1

Para obtener informacién mas detallada sobre la teoria de particiones, consulte las
referencias[?]m. El principal enfoque de este trabajo son las particiones en las que el

orden de las partes es relevante. Estas particiones son llamadas composiciones.

9 G. ANDREWS. The Theory of Partitions. Encyclopedia of Mathematics e Its Applications, Cam-

bridge University Press, 1998.

0 G. ANDREWS y ERIKSON K. Integer Partitions. Cambridge University Press, 2004.
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Definicion 1.1.3. Una composicion de un entero positivo n es una sucesion de en-
teros positivos (1,09, . .., 0,,), llamadas partes, cuya suma esn, es deciry ., o; =

n. Se denota por C(n) al numero total de composiciones de n.

Por conveniencia también se define C(0) = 1, esta composicion corresponde a la
composicion vacia ( ). En la Tabla [2| se muestran las composiciones de n, para
n=0,1,234,5.

Tabla 2. Composiciones del enteron (0 <n <5).

n Composiciones del entero n C(n)
0 () 1
1 (1) 1
2 (2),(1,1) 2
3 (3),(2,1),(1,2), (1, 1,1) 4
4 (4),(3,1),(1,3),(2,2),(2,1,1),(1,2,1),(1,1,2),(1,1,1,1) 8
) (5),(4,1),(1,4),(3,2),(2,3),(3,1,1),(1,3,1),(1,1,3), (2,2, 1), 16

(2,1,2),(1,2,2),(2,1,1,1),(1,2,1,1),(1,1,2,1),(1,1,1,2), (1,1,1,1,1)

Y R

Fuente: RAMIREZ, J. L.Introduccién a la teoria de composiciones.

El siguiente cddigo en sagemath genera, usando el comando Compositions( ) las
composiciones del entero positivo n, y usando el comando len(Compositions()) el
nuamero total de composiciones de n. Estos comandos ya se encuentran incluidos

en sagemath.

sage: for ninrange(0,7) :

o print (n, len(Compositions(n)), list(Compositions(n)))

17



2 2 [[1,1], [2]]

34 [[L,1,1], [1,2], [2,1], [3]]

48 [[1,1,1,1], [1,1,2], [1,2,1], [1,3], [2,1,1], [2,2], [3,1], [4]]

516 [[1,1,1,1,1], [1,1,1,2], [1,1,2,1], [1,1,3], [1,2,1,1], [1,2,2], [1,3,1], [1,4],

2,1,1,1], [2,1,2], [2,2,1], [2,3], [3,1,1], [3.2], [4,1], [5]]
6 32 [[1,1,1,1,1,1} 1,1,1,1,2], [1,1,1,2,1], [1,1,1,3], [1,1,2,1,1], [1,1,2,2],
01,3,1], [1,1,4], [1,2,1,1,1], [1,2,1,2], [1,2,2,1], [1,2,3], [1,3,1,1], [1,3,2],
, ] 1,5),[2,1,1,1,1],[2,1,1,2],[2,1,2,1],[2,1,3],[2,2,1,1], 2,2, 2], [2, 3, 1],
2.4], [3,1,1,1], [3,1,2], [3,2,1], [3,3], [4,1,1], [4,2], [5,1], [6]]

1,1
1,4
[

Los primeros valores de la sucesion C(n) son:

(OEIS - A000079) : 1,1,2,4,8,16,32, 64,128,256, 512, 1024, 2048, 4096, . . .

Note que la diferencia entre particion y composicion es una cuestion de orden, ya
que una particidon ordenada de dos maneras distintas da dos composiciones dife-

rentes de n.

En lo que resta del capitulo se estudiaran algunas restricciones sobre las composi-
ciones de un entero n, estas composiciones restringidas se pueden agrupar dentro
de dos categorias: composiciones con restricciones sobre el conjunto de las partes

0 composiciones con restricciones sobre el numero total de partes.

1.2. COMPOSICIONES CON EXACTAMENTE m PARTES

En este apartado se hara referencia a las composiciones del entero n con restric-
ciones en el numero total de partes. El numero total de composiciones del entero

positivo n con exactamente m partes se denota por C(n,m) y, por C(n, < m) al nu-

18



mero total de composiciones de n con a los mas m partes, para m > 1. Observe

que,

m

C(n,<m)=> C(n,1).

=1
La Tabla [l muestra las composiciones del entero positivo n con exactamente m par-
tes paran = 1,2,3,4,5y m = 1,2,3. Por ejemplo (2,1,2) es una composicién de 5

con 3 partes.

Tabla 3. Composiciones del entero n con m partes,conn =1,2,3,4,5y m =1,2,3.

n Composiciones del entero n C(n,1) C(n,2) C(n,3)

1 (1) 1 0 0

2 (2),(1,1) 1 1 0

3 (3),(2,1),(1,2),(1,1,1) 1 2 1

4 (4),(3,1),(1,3),(2,2),(2,1,1),(1,2,1),(1,1,2), 1 3 3
(1,1,1,1)

5 (5),(4,1),(1,4),(3,2),(2,3),(3,1,1),(1,3,1), 1 4 6

(1,1,3),(2,2,1),(2,1,2),(1,2,2),(2,1,1,1),(1,2,1,1),
(1,1,2,1),(1,1,1,2),(1,1,1,1,1)

El siguiente cédigo en sagemath genera las composiciones de un entero positivo n
con exactamente m partes. Como ejemplo se generan las composiciones de n con

exactamente 3 partes.

sage: def C(n,m) :
cee for n in range(1, 10) :

. print (n, len(Compositions(n, length= m)), list(Compositions(n,length=

sage: C(n,3)

19



1 0 []

2 0 []

31 [[1,1,1]]

43 [2,1,1), [1,2,1], [1,1,2]]

5 6 [[3,1,1], [2,2,1], [2,1,2], [1,3,1], [1,2,2], [1,1,3]]

610 [[4,1,1], [3,2,1], [3,1,2], [2,3,1], [2,2,2], [2,1,3], [1,4,1],[1,3,2],[1,2,3], [1,1,4]]

715 [[5,1,1], [4,2,1], [4,1,2], [3,3,1], [3,2,2], [3,1,3], [2.4,1],[2,3,2],[2,2,3], [2, 1, 4],
1,5,1], [1,4,2], [1,3,3], [1,2,4], [1,1,5]]

821 [[6,1,1], [5,2,1], [5,1,2], [4,3,1], [4,2,2], [4,1,3], [3,4,1],[3,3,2],[3.2,3], (3.1, 4],
2,5,1], [2,4,2], [2,3,3],]2,2,4],[2,1,5],[1,6,1],[1,5,2], [1,4,3], [1,3,4],[1,2,5],
[1,1,6]]

9 28 [[7,1,1], [6,2,1], [6,1,2], [5,3,1], [5,2,2], [5,1,3], [4,4,1], [4,.3,2],[4,2,3],[4,1,4],

3,5,1], [3,4,2], [3,3,3], [3,2,4], [3,1,5], [2,6,1], [2,5.2],]2,4,3],[2,3,4],[2,2, 5],
2,1,6], [1,7,1], [1,6,2], [1,5,3], [1,4,4], [1,3,5], [1,2,6], [1,1,7]]

Los primeros valores de la sucesion del numero total de composiciones de n con

exactamente 3 partes, C(n, 3), es
(OEIS - A161680) : 0,0,1, 3,6, 10, 15,21, 28, 36, 45, 55, 66, 78,91, 105, . . .

Nota 2. Usando el codigo anterior de sagemath se pueden hallar los valores de la
matriz C(n,m), la cual coincide con el triangulo de Pascal. El numero de cada fila de
la matriz indica el entero n y el niumero de cada columna indica el numero de partes

m. Note que la suma de las filas es 2" !.
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10 0 0 O O 0O
110 0 0 0 0O
121 0 0 0 00
€, ) mos = 13 3 1 0 0 00
14 6 4 1 0 00
1 510 10 5 1 0 0
1 6 15 20 15 6 1 O
1 721 35 35 21 7 1

La siguiente definicion sera util para demostrar algunos resultados mas adelante.

Definicion 1.2.1. Un grafico lineal es un segmento de recta que se divide en n
pedazos iguales y en algunas de las n—1 divisiones internas se ponenm—1 vértices

0 marcas las cuales determinan las partes de la composicion.

Por ejemplo, la Figura([f]es el grafico lineal asociado a la composicion (1,3, 4,2, 1,2, 1).

Figura 1. Grafico lineal de la composicion (1,3,4,2,1,2,1).

e ) o e () e e e O e O e O e

Fuente: RAMIREZ, J. L.Introduccidn a la teoria de composiciones.

Nota 3. E/ grafico lineal no lleva marcas al inicio ni al final del segmento.

Usando graficos lineales Percy Alexander MacMahorE] demostré el siguiente teore-
ma para el numero total de composiciones del entero positivo n dando una prueba

combinatorial.

Teorema 1.2.2. E/ numero total de composiciones del entero n con exactamente m

ctnm = (171
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y el total de composiciones den esC(n) = 2" 1.

Demostracion. Todo gréfico lineal asociado a cada composicion de n con exacta-
mente m partes tiene un total de n — 1 divisiones internas, entonces de esas n — 1

n—1

divisiones se seleccionan los m — 1 vértices, asi se tienen (”'_}) opciones. Ade-
mas, cada divisién de las n — 1 puede llevar o no un vértice, para un total de 2!

composiciones. ]

Otra forma de mostrar que el total de composiciones de n es C(n) = 2" ! es descom-
poniendo las composiciones de n de la forma o,0’, en donde ¢’ es una composicién
de n — o, y o, es la primera parte de la composicién. Dado que o, toma valores de

1 an se tiene que,
Cn)=C(n—1)+C(n—2)+C(n—3)+---+C(0),

Cn—1)=C(n—2)+C(n—3)+---+C(0),

entonces C(n) = 2C(n — 1), con C(0) = 1. lterando la ecuacién anterior se obtiene

que C(n) = 2" paran > 1.
Observacion 1.2.3. De la Tabla[3 y del Teorema(1.2.2 observe que,

» E/ total de composiciones del entero positivo n con exactamente una parte es

igual a uno para todo n, C(n,1) = 1, esto corresponde a la composicion total
(n).

n E] total de composiciones con exactamente dos partes del entero positivo n,
paran > 1 coincide con el enteron — 1, es decir, C(n,2) = n — 1, esto corres-
ponde al hecho de que estas composiciones son de la forma (o4, 02), donde o,
es la primera parte de la composicion y se tiene que 1 < o, < |n/2| entonces,
cuando n es impar hay un total de 2|n/2| composiciones, y para n par hay un

total de 2|n/2| — 1 composiciones.
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1.3. COMPOSICIONES CON PARTES EN EL CONJUNTO {1,2,...,k}

En esta seccién se muestran algunos resultados de composiciones en las cuales se
restringe el conjunto de las partes a un conjunto dado y su relacién con los numeros

de Fibonacci generalizados (o k-bonacci).

1.3.1. Composiciones con partes en {1,2}  Las composiciones del entero po-
sitivo n con partes en el conjunto {1,2} son aquellas cuyas partes permiten Unica-
mente los sumandos 1y 2. Se denota por Cy; 23(n) al nimero total de estas com-
posiciones. En la Tabla 4] se muestran las primeras composiciones con partes en el

conjunto {1, 2}.

Tabla 4. Composiciones del entero n con partes en {1,2} (0 <n <5).

n Composiciones con partes en {1,2} Cp1,2y(n)
0 () 1
1 (1) 1
2 (2),(1,1) 2
3 (2,1),(1,2),(1,1,1) 3
4 (2,2),(2,1,1),(1,2,1),(1,1,2),(1,1,1,1) )
) 8

(1,2,1)

(2,2,1),(2,1,2),(1,2,2),(2,1,1,1),(1,2,1,1),
(1,1,2,1),(1,1,1,2),(1,1,1,1,1)

Fuente: RAMIREZ, J. L.Introduccién a la teoria de composiciones.

El siguiente cddigo en sagemath nos muestra las composiciones del entero positivo

n con partes en el conjunto {1, 2}.

sage: forninrange(1,6) :
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R k = len(Compositions(n, max_part= 2))
ceet m = list(Compositions(n, max_part= 2))

ceet print (n, k, m)

2,1
2,2), [2,1,1], [1,2,1], [1,1,2], [1,1,1,1]
2,2,1), 2,1,2], [2,1,1,1], [1,2,2], [1,2,1,1], [1,1,2,1], [1,1,1,2], [1,1,1,1,1]]

Antes de mostrar la conexion que existe entre las composiciones con partes en
el conjunto {1,2} y los nimeros de Fibonacci se recordard como se definen estos

ultimos.

Definicién 1.3.1. Los numeros de Fibonacci se definen recursivamente por F, =

F, 1+ F,_5 para todon > 2, con valores iniciales F, =0 y F; = 1.
Los primeros numeros de Fibonacci son:
(OEIS - A000045) : 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, . ..

El siguiente codigo en sagemath calcula el n-ésimo numero de Fibonacci. El coman-

do fibonacci(n) ya se encuentra incluido en sagemath.

sage: for ninrange(1,20) :
o print (filoonacci(n))
0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181

Observando los valores de la sucesion Cy 21 (n) y de la sucesion F), se puede conje-

turar que Cq 23(n) = F,.41. El siguiente teorema demuestra esta relacion.
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Teorema 1.3.2. E/ numero total de composiciones del entero positivo n con partes
en el conjunto {1, 2} coincide con el nimero de Fibonaccin + 1. Es decir, C¢1 23(n) =

F,.1 para todon > 0.

Demostracion. Toda composicion de n, para n > 2, con partes en el conjunto {1, 2}
inicia con 1 o con 2. Si inicia con 1 debe estar seguida por una composicion de n—1,
para lo cual hay Cg23(n — 1) formas. Si inicia con 2, debe estar seguida por una

composicion de n — 2, para lo cual hay Cy; 9y (n — 2) formas. Asi,
Cuay(n) =Cpagy(n—1)+Cun(n—2), n>2

y como para la composicion vacia se tiene que Cyi 23(0) = 1 = F1y Cpipp(1) = 1 = I,

se concluye que Cy; 23(n) = F,41 para todo n > 0. ]

1.3.2. Composiciones con exactamente m partes en {1,2} = Se denota por
Cp1,23(n,m) al nimero de composiciones del entero positivo n con exactamente m
partes en el conjunto {1,2}. La Tabla [5 muestra las composiciones del entero posi-

tivo n con exactamente m partes en {1,2} paran =1,2,3,4,5y m =1,2,3.

Tabla 5. Composiciones de n con m partes en {1,2},conn=1,...,5ym=1,2,3.

n  Composiciones de n con partes en {1,2}  Cy91(n,1)  Cyi93(n,2)  Cpy3(m,3)

1 (1) 1 0 0
2 (2),(1,1) 1 1 0
3 (2,1),(1,2),(1,1,1) 0 2 1
4 (2,2),(2,1,1),(1,2,1),(1,1,2), (1,1,1,1) 0 1 3
5 0(2,2,1),(2,1,2),(1,2,2),(2,1,1,1),(1,2,1,1), 0 0 3

(1,1,2,1),(1,1,1,2),(1,1,1,1,1)

El siguiente cddigo en sagemath nos muestra como generar las composiciones de
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n con exactamente m partes en el conjunto {1,2}. Como ejemplo se generan las

composiciones de n con exactamente 4 partes en el conjunto {1,2}.

sage: def C_2(n,m) :
AU for n in range(0,7) :
cet k = len(list(Compositions(n, max_part= 2, length= m)))

et [ = list(Compositions(n, max_part= 2, length= m))

ce print (n, k, 1)

sage: C_2(n,4)

00 []

1 0 []

2 0 []

30 []

4 1 [[1,1,1,1]]

5 4 [[2,1,1,1], [1,2,1,1], [1,1,2,1], [1,1,1,2]

6 6 [2,2,1,1], [2,1,2,1], [2,1,1,2], [1,2,2,1], [1,2,1,2], [1,1,2,2]]

Nota 4. Usando el codigo anterior de sagemath se pueden hallar los valores de la
matriz C, 23(n, m), el nimero de cada fila de la matriz indica el entero n y el numero
de cada columna indica el numero de partes m. Note que la suma de las filas es
Fon.
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1000 0 0 0O
1100 0 0 0O
0210 0 0 0O
01310 0 00
[6{1,2}(n7 M) |nm>1 =
0034 1 0 00
0016 5 1 00
000410 6 10
000110 15 71

Teorema 1.3.3. E/ numero total de composiciones del entero positivo n con exacta-

mente m partes en el conjunto {1,2} es dado por,
Cpzy(n,m) =Cpua(n—1,m—1)+Cpa(n—2,m—1),

con C{l’g}(0,0) = 176{1’2}(1,1) =1 yC{Lg}(n,O) =0sin # 0 yC{Lg}(n,m) =0si

m > n.

Demostracion. Se hace usando el mismo razonamiento del Teorema[1.3.2 O
1.3.3. Composiciones con partes en {1,2,3}  Las composiciones del entero n
con partes en el conjunto {1,2,3} son aquellas cuyas partes permiten Unicamente

los sumandos 1, 2y 3. El total de estas composiciones se denota por Cy; 2 33(n). En la

Tabla [6| se muestran las primeras composiciones con partes en el conjunto {1, 2, 3}.
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Tabla 6. Composiciones del entero n con partes en {1,2,3} (0 <n <5).

n Composiciones con partes en {1, 2,3} Cr12,31(n)
() 1

1 (1) 1

2 (2),(1,1) 2

3 (3),(2,1),(1,2),(1,1,1) 4

4 (3,1),(1,3),(2,2),(2,1,1),(1,2,1),(1,1,2),(1,1,1,1) 7

5 (3,2),(2,3),(3,1,1),(1,3,1),(1,1,3),(2,2,1),(2,1,2),(1,2,2), 13

(2,1,1,1),(1,2,1,1),(1,1,2,1),(1,1,1,2), (1,1,1,1,1)

El siguiente codigo en sagemath genera las composiciones del entero positivo n

con partes en el conjunto {1, 2, 3}.

sage: forninrange(1,7):

ceet k = len(list(Compositions(n, max_part= 3)))
o [ = list(Compositions(n, max_part= 3))
et print (n, k, 1)

[

[

3], [2,1], [1,2], [1,1,1]]

[3,1], [2,2], [2,1,1], [1,3], [1,2,1], [1,1,2], [1,1,1,1]]
13,2, [3,1,1], [2,3]
1,1,3], [1,1,2,1], |
6 24 [[3,3], [3,2,1], [3,1,2], [3,1,1,1], [2,3,1], [2,2,2], [2,2,1,1], [2,1,3], [2,1,2,1],
,1,1,2],[2,1,1,1,1],[1,3,2],[1,3,1,1], [1,2,3],[1,2,2, 1], [1,2,1,2],[1,2, 1,1, 1],
1,3,1],[1,1,2,2],[1,1,2,1,1],[1,1,1,3],[1,1,1,2,1],[1,1,1,1,2],[1,1,1,1,1,1]]

b R et b R

C[2,2,1), 2,1,2], [2,1,1,1], [1,3,1], [1,2,2], [1,2,1,1],
1,1,1,2], [1,1,1,1,1]]

Y
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Antes de mostrar la conexién que existe entre las composiciones con partes en el

conjunto {1,2,3} y los numeros Tribonacci, primero se definen estos ultimos.

Definicion 1.3.4. Los numeros Tribonacci se definen recursivamente como T,, =

T, 1+ T, o+ T, 5 paratodon > 3, con valores iniciales To, =T, =0 y T, = 1.

Los primeros numeros Tribonacci son:

(OEIS - A000073) : 0,0,1,1,2,4,7,13, 24, 44, 81, 149, 274, 504, . . .

Observando los valores de la sucesion Cy233(n) y T, se puede conjeturar que

Cp1.2,3(n) = T,4o. El siguiente teorema nos demuestra esta relacion.

Teorema 1.3.5. E/ numero de composiciones del entero positivo n con partes en el
conjunto {1, 2,3} coincide con el nimero de Tribonacci n + 2. Es decir, C1 2.3, (n) =

T, .2 para todon > 0.

Demostracion. Toda composicion de n, para n > 3, con partes en el conjunto
{1,2,3} inicia con 1,2 o con 3. Si inicia con 1 debe estar seguida por una com-
posicion de n — 1, para lo cual hay Cy; 231 (n — 1) formas. Si inicia con 2, debe estar
seguida por una composicion de n — 2, para lo cual hay Cy; 2 3(n — 2) formas. Si
inicia con 3, debe estar seguida por una composicion de n — 3, para lo cual hay

Cp1,2,31(n — 3) formas. Por lo tanto,

Cii2,3) (n) = C{1,2,3}(n —-1)+ Cii2,3) (n—2)+ C{1,2,3}(n —3), n>3,

Ademas, para la composicion vacia se tiene que Cy233(0) = 1 =15, Cpi 03 (1) =1 =

T3y Ca2,3y(2) = 2 = Ty se concluye que Cqy 2,33(n) = T4 para todo n > 0. O

1.3.4. Composiciones con partes en {1,2,....k}  En este apartado se genera-

liza los resultados anteriores para los numeros k-bonacci y las composiciones con
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partes restringidas al conjunto {1,2,3, ..., k}.

Definicion 1.3.6. Los numeros k-bonacci se definen recursivamente como,
FP =F8 + FE 4+ FOL n>k,

con valores iniciales F\") = F* = ... = FP, =0y FF = 1.

Ejemplo 1.3.7. = Los numeros Tetranacci se definen recursivamene como,
4 4 4 4
F7(14) :.F7(131+F7(1_)2+‘F,(1_)3+./—'.7(L_)4,

paran > 4 y con valores iniciales Fi" = F\V = F{" =0y F{¥ = 1.

Los primeros numeros Tetranacci son:

(OEIS - A000078) : 0,0,0,1,1,2,4,8,15,29, 56, 108, 208, 401, 773, . ...

m [ 0s numeros Pentanacci se definen recursivamene como,
5 5 5 5 5
FO = Fh+ Fh+ B+ B2+ 7,

paran > 5 y con valores iniciales F\) = F» = F) = F" =0y FY = 1.

Los primeros numeros Pentanacci son:
(OEIS - A001591) : 0,0,0,0,1,1,2,4,8,16,31,61, 120, 236, 464,912, . . .

El siguiente teorema fue demostrado por Hoggatt y BickneIE] donde muestran la

V. E. JR. y BICKNELL M. HOGGATT. “Palindromic compositions”. En: Fibonacci Quart. 14(4)
(1975), pags. 350-356.
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conexién entre los niumeros k-bonacci y las composiciones del entero positivo n con

partes en el conjunto {1,2,...,k}.

Teorema 1.3.8. E/ numero total de composiciones del entero positivo n con partes

en el conjunto {1, 2, ...k} coincide con el numero k-bonacci (k — 1) + n. Es decir,
k
C{1,2-~-k}(") = ‘F((k)—1)+n'

Demostracion. Toda composicion del entero positivo n, para n > k con partes en el
conjunto {1,2,...,k} inicia con 1,2,3,... o con k. Si inicia con 1 debe estar seguida
por una composicion de n — 1, para lo cual hay Cy¢i 5, 4 (n — 1) formas. Si inicia con
2, debe estar seguida por una composicion de n — 2, para lo cual hay Cg1 5. k) (n —2)
formas. Sucesivamente, si inicia con k, debe estar seguida por una composicion de

n — k, para lo cual hay Cq1 5, 1y (n — k) formas. Por lo tanto,

Crig..iy(n) =Cra iy(n—1)+Cho. y(n—2)+---+Cuo.iy(n—k), n>k,

Coomy(k—1)=Clk—1)=FP

Se concluye que Cy1 5, 1 (n) = f((:)—l)'H’L para todo n > 0. O
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1.4. COMPOSICIONES PALINDROMAS

Otro tipo de restriccién a las composiciones de un entero n es cuando se restrin-
ge la forma en que las partes estan ubicadas dentro de la composicién, este tipo
de composiciones son llamadas palindromas y seran estudiadas durante el desa-
rrollo de esta seccién. MacMahond establecié resultados sobre el nimero total de
composiciones palindromas y de las composiciones palindromas con un numero

determinado de partes.

Definicion 1.4.1. Una composicion es palindroma si se lee de la misma forma de
izquierda a derecha que de derecha a izquierda. Se denota por P(n) el total de

composiciones palindromas del entero positivo n.

En la Tabla|/|se muestra la lista de las primeras composiciones palindromas.

Tabla 7. Composiciones Palindromas del enteron (1 <n <5).

n  Composiciones Palindromas  P(n)
1 (1) 1
2 (2),(1,1) 2
3 (3),(1,1,1) 2
4 (4),(2,2),(1,2,1),(1,1,1,1) 4
) 4

(5),(1,3,1),(2,1,2),(1,1,1,1,1)
Fuente: RAMIREZ, J. L.Introduccién a la teoria de composiciones.

El siguiente codigo en sagemath muestra como obtener las composiciones palin-

dromas del entero positivo n.

sage: def palindroma(n) :

cee C = list(Compositions(n))
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R k = len(Compositions(n))

AU L=1]

AU cont=0

ce for i in range(0, k) :

et [ = Composition(C[]).reversed()
if | == Cl[i]:

U L.append(!)

cee cont = cont+1

e print (n, cont, L)

sage: for n in range(0, 10) :

cet print (palindroma(n))

0 1 [[]]

11 [{]]

2 2 [[1,1], [2]]

32 [[1,1,1], [3]]

4 4 [[1,1,1,1], [1,2,1], [2,2], [4]]

5 4 [[1,1,1,1,1], [1,3,1], [2,1,2], [5]]

6 8 [[1,1,1,1,1,1], [1,1,2,1,1], [1,2,2,1], [1,4,1], [2,1,1,2], [2,2,2], [3,3], [6]]

7 8 [[1,1,1,1,1,1,1], [1,1,3,1,1], [1,2,1,2,1], [1,5,1], [2,1,1,1,2], [2,3,2], [3,1,3],

[7]]

[1,1,1,1,1,1,1,1], [1,1,1,2,1,1,1], [1,1,2,2,1,1], [1,1,4,1,1], [1,2,1,1,2,1],

[1,2,2,2,1], [1,3,3,1], [1,6,1], [2,1,1,1,1,2], [2,1,2,1,2], [2,2,2,2], [2,4,2],
3.1,1,3], [3,2,3], [4,4], [8]]

916 [[1,1,1,1,1,1,1,1,1], [1,1,1,3,1,1,1], [1,1,2,1,2,1,1], [1,1,5,1,1],

1,2,1,1,1,2,1], [1,2,3,2,1], [1,3,1,3,1], [1,7.1], [2,1,1,1,1,1,2], [2,1,3,1,2],

2,2,1,2,2], 12,5,2], [3,1,1,1,3], [3,3,3], [4,1,4], [9]]

8 16
[
[
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Los primeros valores de la sucesion P(n) son:
(OEIS - A016116) : 1,2,2,4,4,8,8,16,16,32,32,64,64,128,128, ...

El siguiente resultado muestra cual es el nimero total de composiciones palindro-

mas de un entero n.

Teorema 1.4.2. E/ numero total de composiciones palindromas del entero n es
P(n) = 2n/2),

Demostracion. Cualquier composicion palindroma de n, a excepcidén de la compo-
sicion (n), se puede descomponer de la forma o,0'01, donde ¢’ es una composicion
palindroma de n — 20,. Ademas o, toma unicamente los valores 1 < oy < |n/2]. De

modo que se tiene lo siguiente,

P(n):1+77(n—2)+73(n—4)+73(n—6)+---+73(n—2{gJ), n>2.

Por otro lado observe que el total de composiciones palindromas de n — 2 es,

P(n—2):1+77(n—4)+77(n—6)+---+73<(n—2)—2ngzJ),

y observe que,

P2l -7 (02|15,

Asi P(n) = 2P(n — 2), con valores iniciales P(0) = 1 = P(1) y P(n) = 0 para todo

n < 0. lterando esta ecuacion se obtiene que P(n) = 2L/2]. O

1.4.1. Composiciones palindromas con exactamente m partes  El nimero to-
tal de composiciones palindromas del entero n con exactamente m partes se denota

por P(n,m).
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El siguiente cédigo en sagemath genera las composiciones palindromas de n con
m partes. Como ejemplo se generan las composiciones palindromas de n con exac-

tamente 3 partes.

sage: def palindroma(n,m) :

cet C = list(Compositions(n, length= m))
cet k = len(Compositions(n, length= m))
AU L=1]

ce for i in range(0, k) :

cet [ = Composition(C[i]).reversed()
if | == C[1]:

cet L.append(l)

..... : print (n, len(L), L)

sage: for n in range(0, 10) :

R print (palindroma(n, 3))

00 []

1 0 []

2 0 []

3 1 [[1,1,1]]

4 1 [[1,2,1]]

5 2 [[2,1,2], [1,3,1]]

6 2 [[2,2,2], [1,4,1]]

7 3 [3,1,3], [2,3,2], [1,5,1]]

8 3 [3,2,3], [2,4,2], [1,6,1]]

9 4 [[4,1,4], [3,3,3], [2,5,2], [1,7,1]]

Nota 5. Usando el cddigo anterior de sagemath se pueden hallar los valores de la
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matriz P(n,m), el nimero de cada fila de la matriz indica el entero n y el nimero de

cada columna indica el nimero de partes m. Note que la suma de las filas es 2"/?1

1000000
1100000
1010000
Pl m)os = 1111000
1020100
1122110
1030301
1133331

El numero total de composiciones palindromas con exactamente m partes va a de-

pender de la paridad del numero de partes.
Teorema 1.4.3. E/ numero total de composiciones palindromas

1. de 2n con 2k partes es igual a (}~}),

2. de2n 02n—1con2k+1 partes es igual a (",').

Demostracion. 1. Las composiciones palindromas con un niumero par de partes,
m = 2k, siempre resultan en una composicion de un entero n par, ya que estas
composiciones se descomponen de la forma oo, donde o y ! son compo-
siciones con exactamente k partes, con k > 1y o' es la composicién inversa
(o reversa) de o, es decir, sio = (01,09, ...,0;) entonces o' = (o4, ..., 09,01),
también note que cada parte se obtiene por un factor de 2. Asi, todo grafico
lineal asociado a cada composicidén palindroma de n con exactamente 2k par-
tes tiene un total de n — 1 divisiones internas y de esas n — 1 divisiones se
seleccionan k — 1 vértices, esto se debe a la paridad de las partes, entonces

se tiene un total de (}_;) opciones.

36



2. Para las composiciones palindromas con un numero impar de partes m =
2k+1, se obtiene una composicidén de un entero n par o impar. En este caso las
composiciones palindromas se descomponen de la forma oo’c~, donde o y
o~ son composiciones con exactamente k partes, con k > 1y la parte central,
o', es distinta de cero y ocurre solo una vez. Por lo tanto, todo grafico lineal
asociado a cada composicion palindroma de n con exactamente 2k + 1 partes
tiene n—1 divisiones internas y de ellas se seleccionan k vértices (k—1 vértices
que corresponden a la paridad de o y 0! y otro vértice que corresponde a la

parte central ¢’), para un total de (", ') opciones.

1.4.2. Composiciones palindromas con partes {1,2}  Por otro lado las com-
posiciones palindromas con partes restringidas al conjunto {1,2} conducen a una
buena conexion con los numeros de Fibonacci, { £, }.>o. Este conjunto fue estudiado
por Alladi y Hoggatﬁ, quienes demostraron resultados sobre el nUmero de compo-
siciones y composiciones palindromas con partes en {1, 2}. Se denota por Py 21(n)

al numero total de composiciones con partes en el conjunto {1, 2}.

En la Tabla [8] se muestra la lista de las primeras composiciones palindromas con

partes en el conjunto {1,2}.
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Tabla 8. Composiciones palindromas de n con partes en {1,2} (1 <n <6).

n Composiciones palindromas con partes en {1, 2} Pi1,23(n)

1 (1) 1
2 (2),(1,1) 2
3 (1,1,1) 1
4 (2,2),(1,2,1),(1,1,1,1) 3
5 (2,1,2),(1,1,1,1,1) 2
6 (2,2,2),(2,1,1,2),(1,2,2,1),(1,1,2,1,1),(1,1,1,1,1,1) 5

El siguiente codigo en sagemath genera las composiciones palindromas del entero

positivo n con partes en el conjunto {1, 2}.

sage: def palindroma_2(n) :

cet C = list(Compositions(n, max_part= 2))
cea k = len(Compositions(n, max_part= 2))
e L=1]

ce for i in range(0, k) :

cet [ = Composition(C[i]).reversed()

if | == C[1]:

e L.append(l)

et print (n, len(L), L)

sage: for n in range(0, 10) :

o print (palindroma_2(n))
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2,2], [1,2,1], [1,1,1,1]]

[2,1,2], [1,1,1,1,1]]

(2,2,2], [2,1,1,2], [1,2,2,1], [1,1,2,1,1], [1,1,1,1,1,1]]
2,1,1,1,2], [1,2,1,2,1], [1,1,1,1,1,1,1]]

y

co N O Ot
o w ot N W

2,2,2,2], [2,1,2,1,2], [2,1,1,1,1,2], [1,2,2,2,1], [1,2,1,1,2,1], [1,1,2,2,1,1],

(1,1,1,2,1,1,1], [1,1,1,1,1,1,1,1]]

9 5 [[2,2,1,2,2], [2,1,1,1,1,1,2], [1,2,1,1,1,2,1], [1,1,2,1,2,1,1],
[1,1,1,1,1,1,1,1,1]]

) Y Y Y ) Y Y Y

Los primeros valores de la sucesion Py 4 (n) son:
(OEIS - A053602) : 0,1,1,2,1,3,2,5,3,8,5,13,8,21,13, 34,21,55, . ..

Observe que la sucesion Py 5 (n) es la sucesion de Fibonacci intercalada, es decir,
observando las posiciones impares de la sucesion Py, 51 (n) se obtiene la sucesion

de Fibonacci y lo mismo sucede con las posiciones pares.

El siguiente resultado muestra cual es el total de composiciones palindromas con

partes en el conjunto {1,2} para n par e impar.

Teorema 1.4.4. E/ numero total de composiciones palindromas con partes en el

conjunto {1,2} para el entero n impar y par son, respectivamente,

Puay(2n+1)=Fo Y Pua(2n) = Foyo.

Demostracion. Las composiciones palindromas de 2n + 1 se descomponen de la
formao-1-071, siendo o una composicién de n y o~! su inverso. Cada composicién

empieza con 1 o con 2, seguida de una composicion de 2n 0 2n— 1, respectivamente.
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Asi,
Py (2n + 1) = P2y (2n) + Ppoy(2n — 1),

y OmO Cy121(0) = Ppiay(1) = 1y Cagy(1) = Py (3) = 1, se concluye que,
Ppay(2n+1) = Crgy(n) = Foya.

Por otro lado, para las composiciones palindromas de 2n hay dos posibilidades. Si la
composicién palindroma tiene un numero impar de partes, entonces la composicién
se tiene que descomponer de la forma o - 2 - 0!, donde o es una composiciéon de
n—1y o~! suinverso. Si hay un nimero par de partes, la composicion palindroma se
descompone de la forma oo, donde o es una composicion de n. Asi, P 2(2n) =
Cazy(n—1) +Cpoy(n) = Fu+ Fop = Foya. O

1.5. COMPOSICIONES DE CARLITZ

Las composiciones de CarlitZ son otro tipo de composiciones que se obtienen al

restringir la forma en que las partes estan ubicadas dentro de la composicién.

Definicion 1.5.1. Una composicion de Carlitz del entero n, es una composicion
en la que sus partes o sumandos adyacentes son diferentes. Se denota por CC(n)

al numero total de composiciones de Carlitz del entero n.

En otras palabras, esta definicién es equivalente a decir que el valor absoluto de
las diferencias entre las partes consecutivas es mayor que cero. En la Tabla [9] se

muestran las primeras composiciones de Carlitz.
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Tabla 9. Composiciones de Carlitz del enteron (1 <n <5).

n Composiciones de Carlitz CC(n)
1 (1) 1
2 (2) 1
3 (3),(2,1),(1,2) 3
4 (4),(3,1),(1,3),(1,2,1), 4
5 (5),(4,1),(1,4),(3,2),(2,3),(1,3,1),(2,1,2) 7

Fuente: RAMIREZ, J. L.Introduccién a la teoria de composiciones.

El siguiente cédigo en sagemath genera las composiciones de Carlitz para el entero

positivo n.

sage: def Carlitz(n) :

cet C = list(Compositions(n))
ce k = len(Compositions(n))
AR M=]]

cet for i in range(0, k) :

R W=1]

ceet l=1]

e p= len(C[])

cet for j in range(1,p) :
e W.append(CI[:][j])
AR for jin range(0,p — 1) :
e if Cli][j]==WIjl:

cee None
e else: l.append((C[i][7]))
ceet iflen(l)==p—1:
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ot M.append(Cl[:])

ceet print (n, len(M), M)

sage: for n inrange(0,7) :

AU print (Carlitz(n))

1]]

2]]

2], 12,1, B3]

2,1, [1,3], (3, 1], [4]

1,3,1], [1,4], [2,1,2], [2,3], [3,2], [4,1], [5]]

14 [[1,2,1,2], [1,2,3], [1,3,2], [1,4,1], [1,5],]2,1,2,1],[2,1,3],[2,3,1],[2,4], 3,1, 2],
3,2,1], [4,2], [5,1], [6]

I
I
n
[
I

Los primeros valores de la sucecién CC(n) son:
(OEIS - A003242)1,1,3,4,7,14,23,39, 71,124,214, 378, . ...

El siguiente teorema fue demostrado por Carlitz4

Teorema 1.5.2. Para todo enteron > 1,
CC(n) =Y _d(1)CC(n—1)
=1

y CC(0) = 1. En este caso d'(n) denota el numero de divisores impares de n menos

el numero de divisores pares de n.
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Ejemplo 1.5.3. Usando la férmula del teorema anterior se hallara CC(7).

CoT) = 27: d(1)COT - 1)

= CC(6) + 200(4) — CC(3) +20C(2) + 20C(0)

= 14 +2(4) — 34+ 2(1) +2(1) = 23.

1.5.1. Composiciones de Carlitz palindromas La combinacién de las compo-
siciones palindromas junto con las composiciones de Carlitz conduce a las com-
posiciones de Carlitz palindromas del entero n. Note que no hay composiciones
de Carlitz palindromas con un numero par de partes, debido a que las dos partes
intermedias tendrian que ser iguales. Se denota por C'P(n) al numero total de com-
posiciones de Carlitz palindromas. En la Tabla[10 se muestran las primeras compo-

siciones de Carlitz palindromas.

Tabla 10. Composiciones de Carlitz palindromas del enteron (1 <n < 5).

n  Composiciones de Carlitz palindromas CP(n)

1 (1) 1
2 (2) 1
3 (3) 1
4 (4),(1,2,1), 2
5 (5),(1,3,1),(2,1,2) 3

El siguiente codigo en sagemath muestra como generar las composiciones de Car-

litz palindromas del entero positivo n.

sage: def PCarlitz(n) :

cee C = list(Compositions(n))
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R k = len(Compositions(n))
AU M=]]

AU P=]]

cee for i in range(0, k) :

AU W=1]

et I=1]

o p= len(Cl[:])

AR for j in range(1,p) :
et W.append(C[][4])
cee for j in range(0,p — 1) :
e if Cl:][/]1==W[j]:
cee None

et else: l.append((C[][j]1))
iflen(l)==p—1:
et m = Compositions(C[:]).reversed()
et M.append(Cli])

if m == C[i]:

o P.append(m)
U print (n, len(P), P)

sage: for n in range(0, 10) :

o print (PCarlitz(n))
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7 5 [[1,2,1,2,1], [1,5,1], [2,3,2], [3,1,3], [7]]
8 5 [[1,6,1], [2,1,2,1,2], [2,4,2], [3,2,3], [8]
9 7 [[1,2,3,2,1], [1,3,1,3,1], [1,7,1], [2,1,3,1,2], [2,5,2], [4,1,4], [9]]

Los primeros valores de la sucesién C'P(n) son:
(OEIS - A239327) : 1,1,1,1,2,3,2,5,5,7,10, 14, 14,25, 26, 42, 48, 75, . ..
Para mas informacion sobre las composiciones de Carlitz veffi]

1.6. COMPOSICIONES »-COLOREADAS

En esta seccidn se estudiaran las composiciones n-coloreadas, estas composicio-
nes fueron introducidas por Agarwal? A diferencia de las composiciones anteriores,
las cuales restringen las partes, las composiciones n-coloreadas son una generali-

zacién de las composiciones clasicas.

Definicion 1.6.1. Una particion n-coloreada (o particion con "n copias de n") se
define como una particion en la que una parte de tamarno n puede venir enn colores
diferentes, estos colores se denotaran utilizando subindices en cada una de las

partes, es decir, ny,ns, ..., ny,.

Por ejemplo, existen 13 particiones n-coloreadas de 4,

(41), (42), (43), (44),
(31, 1), (32,11), (33, 11),

(21,21), (21,22), (22,22),

(21,11, 11), (29,14, 11), (13,14,14,14).

Definicion 1.6.2. Una particién ordenada n-coloreada es llamada una composicion

n~-coloreada.
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Por ejemplo, existen 21 composiciones n-coloreadas de 4,

(41), (42), (45), (44), (11,14, 14, 1)

(31, 11), (32, 1), (33, 11), (11,31), (11,32), (11,33),
(21,21), (21,22), (22,22), (22,21),

(21,14, 11), (29,11,11), (11,21, 1), (11,11,21), (14,29,1y), (14,14, 29).

El siguiente cédigo en sagemath genera las composiciones n-coloreadas del entero
n. Tenga en cuenta que el programa arroja las composiciones de la siguiente for-

ma, por ejemplo, para la composicion coloreada (2., 1;) de 3, el programa muestra

((2,2), (1,1)).

sage: def ncolor(n):

cet C = list(Compositions(n))

o k = len(Compositions(n))

AU W =]

U for i in range(0, k) :

e M=1]

et p= len(C[:])

ce for j in range(0, p) :

ceet l=1]

R for k in range(1,C[4][]+1):
cet l.append((C[:][/],k))
e M.append(/)

et W.extend(list(cartesian_product(M)))
et print (n, len(W), W)

sage: forninrange(l,5):

e print (ncolor(n))
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L1 (L 1),)]

23 [(1L,D),(L1)), (2,1),), ((2,2),)]

38 [((1,1),(1,1), (1, 1)), ((1,1),(2,1)), ((1,1),(2,2)), ((2,1),(1,1)), ((2,2),(1,1))
((3,1),), ((3,2),), ((3,3),)]

421 [((1,1), (1, 1), (1, 1), (1, 1)), (1, 1), (1,1),(2,1)), (1,1),(1,1),(2,2)),
((1,1),(2,1), (1, 1)), ((1,1),(2,2), (1, 1)), (1, 1),(3,1)), ((1,1),(3,2)),
((1,1),(3,3)), ((2,1),(1,1),(1,1)), ((2,2), (1, 1), (1, 1)), ((2,1),(2,1)),
((2,1),(2,2), ((2,2),(2,1)), ((2,2),(2,2)), (3,1),(1, 1)), ((3,2), (1, 1)),
((3,3), (1, 1)), ((4,1),), (4,2),), ((4,3),), ((4,4),)]

Usando el cédigo anterior se obtienen los primeros valores de la sucesion C(n).
(OEIS - A088305) : 1,1,3,8,21, 55,144, 377,987, 2584, 6765, 17711, . . .
A partir de los valores de la sucesion C(n) se puede conjeturar que C(n) = Fy,. Esta

relacién se demuestra en el siguiente teorema.

Teorema 1.6.3. E/ numero total de composiciones n-coloreadas del entero n se
denota por C(n) entonces, C(n) = F,, donde I, es el nimero de Fibonacci 2n y se
denota por C(n, m) al nimero total de composiciones n-coloreadas del entero n con

exactamente m partes entonces,

Demostracion. Ve, O

Teorema 1.6.4. E/ numero total de composiciones n-coloreadas palindromas del
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entero n se denota Cpy(n) y esta dada por,

_ F, +2F,_1 sin esimpar
Cpal(n) =
3F, sin es par.

Demostracion. Verf2 O

1.6.1. Composiciones n-coloreadas con colores pares o impares  Sachdevay
Agarwal¥ estudiaron recientemente composiciones n-coloreadas cuyos indices son
solo numeros pares o solo nimeros impares. Se denota por C(n) y C;(n) al nimero
total de composiciones n-coloreadas con indices formados por nUmeros pares o0 por

nuameros impares, respectivamente.

Ejemplo 1.6.5. El total de composiciones coloreadas del entero 4 con indices for-

mados por numeros pares son 3, es decir, Cp(4) = 3 y son:

(42)7 (44)7 (227 22)7

y las composiciones coloreadas del entero 4 con indices formados por numeros

impares son 11, es decir, C;(4) = 11 y son:
(41)7 (43)7 (31711>7 (33711)7 (11731>7 (11733)7 (21721>7

(217 117 11)7 (117 217 11)7 (117 11721)7 (117 117 117 ]-1)

Para las composiciones n-coloreadas con indices pares o impares no se considerara

2. C. SHAPCOTT. “C-color compositions and palindromes”. En: Fibonacci Quart. 50(4) (2012),
pags. 297-303.

13 R. SACHDEVA y AGARWAL A. K. “Combinatorics of certain restricted n-color composition fun-
ctions.” En: Discrete Math. 340(3) (2017), pags. 361-372.
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la composicién vacia, es decir, Cp(0) = C;(0) = 0.

Teorema 1.6.6. Se denota porCp(n, m) al nimero total de composiciones n-coloreadas

del entero n con m partes e indices pares, entonces,
Ln722mj
Cp(n,m) =
=0

Z (m+j—1) (n—Qj—m—l)

, m—1 m—1 ’

J

yCp(n) = Cp(n — 1) + 2Cp(n — 2) — Cp(n — 3) para n > 3, con valores iniciales

Cp(1)=0, Cp(2) =1yCp(3) =1.

Teorema 1.6.7. Se denota porC;(n, m) al nimero total de composiciones n-coloreadas

del entero n con m partes e indices impares, entonces,

o X () ()

y Ci(n) = 2Cr(n — 1) + Cr(n — 2) — C;(n — 3) paran > 3, con valores iniciales
Ci(1) =1, Ci(2) =2yCi(3) =5.

Las demostraciones de los Teoremas y seran presentadas en el capitulo

2 una vez se introduzca el concepto de funcién generatriz.

1.6.2. Composiciones coloreadas con sub-indices en progresiones aritméti-
cas. Una generalizacion de los resultados estudiados por Sachdeva y Agarwa
para composiciones n-coloreadas son las composiciones coloreadas con sub-indices
en progresiones aritméticas, tales composiciones fueron estudiadas por Acosta, Cai-

cedo, Poveda, Ramirez y ShattucK™|

4 etal. ACOSTA J. R. “Some new restricted n-color composition functions”. En: Submitted (2018).
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Definicion 1.6.8. Dados los enteros positivos [ y b, se denota por C,,,(n) al nimero
de composiciones coloreadas de n en partes cuyos sub-indices son de la forma
la + b para algun entero a > 0. También se denotara por Cy,.,(n,m) al numero de
composiciones coloreadas de n con exactamente m partes con sub-indices de la

formala + b.

Por ejemplo, Cys.413(4) = 9 son las siguientes composiciones,

<41)7 (44)7 (31711>7 (11731)7 (21721)7 (21711711)7

(11721711>7 (11711721)7 (11711711711)~

Para mas informacién sobre composiciones coloreadas con sub-indices en progre-

siones aritméticas verf@.
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2. FUNCIONES GENERATRICES

Una funcion generatriz es una cuerda de tender en la que colgamos una sucesion

de nimeros para mostrarla. Herbert Wilf. []

En este capitulo se estudiaran funciones generatrices las cuales son una importante
herramienta para obtener formulas explicitas de relaciones de recurrencia. Hay dos
tipos principales de funciones generatrices utilizadas en combinatoria, funciones ge-

neratrices ordinarias y funciones generatrices exponenciales.

Definicion 2.0.1. La funcion generatriz ordinaria para la sucesion {a,}.>o se de-

fine como,

A(z) = Z anx".

n>0
Definicidon 2.0.2. La funcion generatriz exponencial para la sucesion {a,},>o se

define como,

E(z) = Zanz—?.

n>0
El nombre de funcion generatriz es por el hecho de que la expansién de series de
potencias de las funciones A(z) y E(x) genera los valores de la secuencia como los

n

coeficientes de los términos 2" y %+, respectivamente.

2.1. FUNCION GENERATRIZ ORDINARIA

Dado que se estudiaran principalmente las funciones generatrices ordinarias, la pa-

labra “ordinaria” se omitira y se hara refencia a ellas solamente como funcién gene-

Herbert Saul Wilf (1931-2012) fue un matematico estadounidense especializado en combinatoria.
Conocido por escribir el libro generatingfunctionology.
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ratriz.

Ejemplo 2.1.1. Considere la sucesion de Fibonacci { F,, },>o. Se calculara su funcion

generatriz. Sea F'(x) =} ., F,z", entonces,

F(z)=Fy+Fz+ Y Fa"

n>2

=Fy+ iz + Z(Fn—l + F_o)a"

n>2

= Fo + Flfﬂ + Z Fn,1$n + Z Fn,2$n

n>2 n>2

= Fo + Fll‘ +x Z Fn_ll’n_l + l’z Z Fn_gl’n_z

n>2 n>2
= Fj +F1x+xZan” —I—mQZan”
n>1 n>0

=y + Fio + 2(F(z) — Fy) + 2°F(x)

=z +aF(z) + 22F(z).

Despejando F(x) se obtiene que,

T
Fo =1

Aplicando fracciones parciales a F(x) podemos hallar una férmula para obtener
todos los nimeros de Fibonacci. Note que las raices de 2> +x — 1 sonz = (—1 +
V/5)/2. Considere a = (1++/5)/2 y 8 = (1—+/5)/2, entonces 2> +x —1 = (v +a)(x+
B) = 2? + (o + B)z + a3, de donde se tiene que a3 = —1, por lo tanto 3 = —1/a y
a=—1/p. Asi,
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1 1 1
l—z—22 —(@2+z2-1) —(z+a)z+5)
B —1 B —1
T 5 b 3BT
1 Ch Cs

" (1—az)(1- Ba) :1—0zx+1—ﬁx'

De lo anterior se tiene que,

~ Ci(1—Bz)+ Co(1 — am)

1
n (1 —ax)(1— px)

(1 —ax)(1 - px)

Y

asi, 1 = C1(1 — Bz) + Cy(1 — ax).

Siz = 0 entonces,
1=0C + Cs. (3)

Siz = 1 entonces,

1=(1-5)C1+ (1 —a)Cy=C, +Cy —aCy — BCY. (4)

De las Ecuaciones (3) y (4) se tiene que —aC> — Cy = 0, entonces C, = —aCs/ .
Reemplazando en la Ecuacion (@ se obtiene que C, = o/\/5 y Cy = —3//5, enton-

x x Q I5;
F<x):1—x—x2:ﬁ<1—(m_1—ﬁx>'

ces,

Teniendo en cuenta que 1/(1 —z) = ., 2" se tiene que,

F(r) = —
(z) Vi\l—azx 1-px — =
1
_ (an_ﬁn>xn
\/gnZI
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Comparando el coeficiente n-ésimo se tiene que,

1 . 145 1-V5\
wege s ((57) (57))

La anterior formula se conoce como la formula de Binet. Finalmente, observe que

a > 1y|B| <1, entonces se obtiene la siguiente expansion asintotica,

145\
';Zg 5 R n — oQ.

E, ~

Ejemplo 2.1.2. En en Teorema se demostro que Cyy 23(n) = F,qq paran > 0.
Por lo tanto, la funcion generatriz del numero de composiciones con partes en el

conjunto {1,2} es,

1
Cuay(@) =D Cun(m)a" =3 Funa" = ————.

n>0 n>0

Ejemplo 2.1.3. Considere la sucesion de los numeros Tribonacci {T,}.>0. En el
Teorema se demostro que Cy 2.3, (n) = T4 paran > 0. En este ejemplo se va

a calcular su funcion generatriz.

Sea Cyp3)(7) = ano Cri2,3)(n)x" = ano T,..ox™, entonces,

Cl12,3) () =To + Tzx + Tyx® + Z Thyoz"

n>3

=Ty+ Tsz+ Tyz® + Y (Togr + T + Ty )"

n>3

=T+ Tz + Tya® + Y Topaa"+» T+ Tqa”

n>3 n>3 n>3

=Ty 4+ Tsx + Ty’ + x Z Tzt + z? Z T,x" % 4 23 Z T, 12" 3

n>3 n>3 n>3

=Ty 4+ Tsae + Tyz? + x Z Tiox™ + 2 Z Tpiox™ + o Z Tz
n>2 n>1 n>0
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= 1 + a —f- 2[E2 —|— I’(O{ngg} (ZE) — T2 — Tng) + IL‘2(C{17273} (ZE) — Tg) + ZL‘SC{LQ,?,} (ZL’)
=1 + x4+ 21’2 + J,’C{17273} (I) — X — I’Q + 1’20{1’273} (.Z') — xz -+ .T3C{17273} (I)
=1 + mC{1,273} (i[f) + 1'20{1,273} (.T) + $3C{1,273} (33')

Resolviendo para Cy1 »33(x) Se obtiene la funcion generatriz:

1
l—az—a?—a3

Clipsy(z) =

El siguiente resultado es una generalizacion de los Ejemplos y para los

numeros k-bonacci.

Ejemplo 2.1.4. Considere la sucesion de los numeros k-bonacci {]—“,S’“)}nzo. En el

-----

Teorema|1.3.8 se demostro que F, £) L1y = C,..ky(n) paran > 0. A continuacion se

Sea C,. k() = 32,50 Cpamy ()™ = 32,50 J—“,(f_i »_1)T", entonces,

_ k) (k) (k) oF1
Ca,.., k}<x)_fk—1+f1+(k—1)x+ ) +]:(k1 (k—-1)T "‘Z n+k1
n>k

_ (k) kl (k) n
_‘Fk—1+"'+F2(k1 +Z<n+k -1t Forg-n-o T Jr-7:+(1c1 )95
n>k

- ]:’gli)l T +]:2(f12—1)xk_1 + Z'Fr(zﬁ-k 22" + Z‘Fnﬁ—)k A ngi)ﬂ

n>k n>k n>k
= lgli)l"'""'"}—kl kl""xz +k 22" "'_’_ka‘FT(Lk—)lx_
n>k n>k
k k k— k n k
:flgf)1+"'+]:2((1271)$ 1+xz}—a§+)k—1x +- —l—xz +k 1"
n>k—1 n>0

k k _
wy (@) — ]:15 )1 - F((k12)+(k71)xk 2) +

aplicando la propiedad distributiva, simplificando y teniendo en cuenta que ]—" =1
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se obtiene lo siguiente,

-----

-----

1 1
0{1 ..... k}(x)zl_x_xz_..._xkzl_zk T
1>1

)

Ejemplo 2.1.5. En el Teorema se demostré que C(n) = 2" ' paran > 1y

C(0) = 1. Asi, la funcion generatriz del numero total de composiciones es:

C(z) = ZC(n)x” =1+ 22"_133” =1+ % 22"33”

n>0 n>1 n>1
_1+1 2z _1—x
B 2\1—-2z/) 1-2z

En el Capitulo 1, se introdujeron las composiciones con partes en N y las composi-

ciones con restricciones en el conjunto de las partes, como A = {1,2}. La siguiente

definicién hace referencia a las composiciones con partes en un conjunto general A
(véasefl).

Definicidon 2.1.6. Sea A = {aj,as...} C N un conjunto ordenado. Se denota al
numero de composiciones del entero positivo n con partes en A (respectivamente
con m partes en A) por Ca(n) (respectivamente Ca(n,m)). Las correspondientes

funciones generatrices son dadas por:

Ca(z) := ZCA(n)x” y Calmyz) = ZCA(”:m>$n7

n>0 n>0

conCa(0) = C4(0,0) =1y Ca(0,m) =0 param > 1.

56



Note que,

Ca(x) = Z (Z Ca(n, m)) " = Z ZCA(n,m)a:” = Z Ca(m;z).

n>0 \m>0 m>0n>0 m>0

2.2. METODO SIMBOLICO

En esta seccidn se presenta una forma visual de las composiciones, tales como
graficos de barras, estos seran utiles al momento de hallar funciones generatrices.

Generalmente este método se conoce como Método Simboalico.

Definicion 2.2.1. Un grafico de barras de una composiciono = (o4, ...,0,,) €suna
sucesion de columnas compuestas por celdas, tal que la columna j tiene o; celdas

unitarias.

La Figura[2 muestra el gréfico de barras asociado a la composicién (3,1,5,4,1,2,6).

Figura 2. Grafico de barras asociado a la composicion (3,1,5,4,1,2,6).

Fuente: HEUBACH, S. and MANSOUR, T. Combinatorics of Compositions and Words.

En el siguiente teorema se dara otra prueba diferente a la del Ejemplo para
calcular la funcion generatriz del numero total de composiciones del entero positivo
n, esta prueba se hara usando el método simbdlico. Recuerde que C(n) = 2" 'y
C(n,m) = ("_}).

m—1
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Teorema 2.2.2. Las funciones generatrices para el numero total de composiciones

de n y para el numero total de composiciones de n con exactamente m partes son,

respectivamente:
C(n e C(m;x) : C(n,m)x o
=2 Cl o 7 =2 Cl T
n>0 n>0

Demostracion. Toda composicién de n (a excepcidn de la composicidn vacia) es de
la forma o,0’, donde o, es la primera parte y ¢’ es una composicién de n — o;. La

Figura[3|es el gréafico de barras que ilustra esta estructura.

Figura 3. Estructura recursiva de una composicion.

a; a'

Fuente: HEUBACH, S. and MANSOUR, T. Combinatorics of Compositions and Words.

La estructura anterior indica que una composicion consta de una primera parte, o,
que aporta a la funcién generatriz un factor z°*, combinada con otra composicién
que aporta un factor C(x). Teniendo en cuenta que la composicion vacia aporta 1 a

la funcion generatriz se obtiene,

r)=1+ Z 7' C(x) =1+ 1 f xC’(x)
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Esto implica que,

Cla) = 11__2‘2 -0 2 =14+ Y 2 = Y C(n)an

n>0 n>1 n>0

Por otro lado, si la composicidon tiene exactamente m partes se tiene la estructura

de la Figura [4]

Figura 4. Estructura recursiva de una composicion con exactamente m partes.

H

71 d2 03 T

Fuente: RAMIREZ, J. L.Introduccién a Ia teoria de composiciones.

Note que para cada parte o, con i = 1,...,m, la funcidbn generatriz asociada es
z/(1 — x), porque los tamanos posibles para una parte son m > 1. Por lo tanto la

funcidn generatriz asociada al total de composiciones con exactamente m partes es,

x x x x \" xm
Clm: x) — ) _ _
(m; 2) l—z 1—2 1-ux <1—x) (1—x)m

:xmz(m—;—kn)xnzz <m—$+n)$n+m

n>0 n>0

3 (:_—;)xn -y (;;—_ 11>x = 3" C(nm)a”

n>m n>m n>0

Asi C(n) = [2"]C(z) = 2" 1y C(n,m) = [z"]C(m;z) = ("~}). La notacion [2"] A(z) se

refiere al coeficiente n-ésimo de la funcion generatriz A(z). O
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2.2.1. Composiciones palindromas La funcién generatriz para el caso de las
composiciones palindromas con partes en un conjunto general A fue dada por Hog-
gatt y BicknelfH]

Teorema 2.2.3. La funcion generatriz para el numero total de composiciones palin-

dromas del entero n es,

B 1+zx
1 — 222,

Cpa(z) = ZP(n)x”
n>0

Demostracion. Las composiciones palindromas del entero n pueden ser de dos for-
mas; composiciones con una sola parte o composiciones de la forma o,0'0;. Si la
composicién es de una sola parte (incluyendo la composicion vacia), su funcién ge-
neratriz asociada es 1/(1 — z) y si es de la forma o,0'0;, donde o, es la primera y
ultima parte de la composicion, la cual aporta a la funcién generatriz un factor 2
y o’ es una composicién de n — 20, que aporta un factor Cpy(z). La Figura[5lilustra

esta estructura.

Figura 5. Estructura recursiva de una composicion palindroma.

iy

I
]
]
1
1
I
1
o1 o' 01

Fuente: RAMIREZ, J. L.Introduccién a la teoria de composiciones.
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Por lo tanto se obtiene lo siguiente,

- 1 z?
Cpa(x ZSU +ZSC2 Cpa(z —x+ <1—x2) Cra().

n>0 o1>1

Resolviendo para Cp,;(z) obtenemos la siguiente funcion generatriz,

1+
Cral®) =125,
[

Definicion 2.2.4. Sea 0 = (01,09, ...,04) Una composicion entonces, la composi-

cion inversa de o se denotara por o~ y es dada por o= = (o, ..., 09,01).

El siguiente resultado sobre composiciones palindromas depende de la paridad del

namero de partes.

Teorema 2.2.5. Las funciones generatrices para el numero total de composiciones

palindromas del entero n con 2m y 2m + 1 partes son, respectivamente:

2 m
Cpa(2m;x) ZP (2n,2m)x (1f1’2) )

2 m
Cpa(2m + Lz) = P(2n +1,2m + 1)z 2”“:( ’ ) ( ’ )

= 1— a2 1—=x
Demostracion. Toda composicién palindroma con 2m partes siempre da una com-
posicion de un numero entero n par. Ademas, todas estas composiciones se des-
componen en la forma co~!, donde o es una composicion de m partes y o~! su
inversa. Teniendo en cuenta la paridad de las partes y por el Teorema se ob-

tiene lo siguiente,

_ 2 m
Cpa(2m; x) = C(m; 2? :Z(n 1) n :<1fx2) .




Por otro lado, para las composiciones palindromas con 2m + 1 partes se obtiene una
composicidn del entero n par o impar. Estas composiciones se descomponen de la
forma oo’c~1, con ¢/ > 0, o una composicién de m partes y o~! su inversa. Por lo

tanto,

() ()

2.2.2. Composiciones de Carlitz En esta seccion se estudiaran las funciones
generatrices para las composiciones de Carlitz y composiciones de Carlitz palindro-

mas (véasef).

Teorema 2.2.6. La funcion generatriz para el numero total de composiciones de

Carlitz del entero n es dada por,

1 1
CC(z) =) CC(n)a" = — = ——.
; 1 - 2321 pﬁﬁ 1+ 2]21(_1)] T

Demostracion. Sea CC(o,03 - - - ox|z) la funcidn generatriz de las composiciones de
Carlitz que inician con las partes o1, 09, ...,0,. Toda composicion de Carlitz o es
vacia y aporta 1 a la funcién generatriz o es de la forma o,0, donde o, es la primera
parte, la cual aporta a la funciéon generatriz un factor 2! para 1 < [, y o es una

composicién de Carlitz que no inicia con [. Por lo tanto, tenemos la siguiente relacién:

CC(x) =1+ CC(l|x). (5)

>1

Como toda composicion de Carlitz que inicie con [ debe cumplir que el segundo

62



término es un entero ¢ diferente de [, entonces,

CCO(llz) ="'+ CClilx) = ' + 2" CC(ilx)
il i#l

=2l +2H(CC(z) — cC(l|z) = 1)
= 2(CC(z) — CC(l|z)).

De donde se obtiene que,

.’L‘l

1+ !

CO(l|z) =

CC(x).

Reemplazando C'C(I|z) en la Ecuacion (5),
l’l
CC(x) =1+ (; m) CC(x).

Resolviendo para C'C(x) se tiene la funcion generatriz,

1 B 1
1 - 2321 % 1+ Zj21(_1)j1f_;j

CC(z) =

]

Teorema 2.2.7. La funcion generatriz para el numero total de composiciones de

Carlitz palindromas del entero n es dada por,

CP(:E) = ZCPOl)xn =14 . Zj21 T+22%7

27
n>0 ijl 1+x21

Demostracion. Se procederd de manera analoga a la demostracion del Teorema

2.2.6| Sea C'P(0y0,---0y|x) la funcidn generatriz para las composiciones de Carlitz
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palindromas que inician con las partes o1, 09, ..., 0;. Como antes, se tiene que,

CP(z) =1+ CP(jlz). (6)

i>1
La diferencia entre el argumento de la demostracién del Teorema es que las
composiciones de Carlitz palindromas se descomponen de la forma o - j - o7}, lo
que da como resultado un factor de =% en lugar de =7, excepto para la parte j de la

composicién. Asi,

CP(jlz) =27 + 2% CP(i|x)
i#£]
=2/ + 2% (CP(z) — CP(jlz) — 1).

Simplificando se tiene que,

/(1 —a7) x

1+ 2% 14 2%

CP(jlz) = P(x)

Reemplazando C'P(j|x) en la Ecuacion (6), se tiene que,

CP(z) =1+ (xj(l —o) o CP(x)) .

14 2% 14 2%

Resolviendo para C'P(z) se obtiene la funcidén generatriz que se esta buscando. [

2.2.3. Composiciones n-coloreadas A las composiciones n-coloreadas tam-
bién se les puede asociar un grafico de barras en donde el color o subindice se
indica con un circulo en la posicion que indica el subindice en su respectiva barra,
esta posicion se cuenta de abajo hacia arriba. Por ejemplo, en la Figura [6| aparece

el grafico de barras asociado a la composicion coloreada (3, 11, 54, 41, 11, 22, 66).
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Figura 6. Grafico de barras de la composicion coloreada (3, 11, 54,41, 11, 22, 6¢).

Fuente: RAMIREZ, J. L. Introduccién a la teoria de composiciones.

Teorema 2.2.8. SeaC(n) el nimero total de composiciones n-coloreadas del entero

n. La funcion generatriz para la sucesion C(n) es

B (1—x)?
1 =3z + a2’

O(x) = Za(n)x"
n>0
Sea C(n,m) el nimero de composiciones n-coloreadas del entero n con m partes,

su funcion generatriz es,

m

— — T

. Pyp— n _—,———
C(m;x) = ZC(n,m)x RO
Demostracion. Toda composicidon coloreada o es vacia y aporta 1 a la funcion gene-
ratriz o se puede descomponer de la forma o,0, donde o, es la primera parte de la
composicién, la cual se puede colorear de ¢, formas y aporta a la funcién generatriz
un factor o127t y o €s una composicion coloreada de n — o, que aporta a la funcién

generatriz un factor C(z). Entonces,

Cla)=1+z-C(z)+22*-C(z)+32*-Cz) + - --

=1+ (Z nx”) C(x)

n>1
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Tenga en cuenta que Y, ., nz" = z/(1 — x)* entonces,

Clx)=1+ (ﬁ) Cla).

Resolviendo para C(z) se obtiene,

)= ig e

Para la composicidén coloreada con exactamente m partes cada parte tiene funcion

generatriz asociada x/(1 — )2, por lo tanto la funcién generatriz es,

]

Note que la funcidén generatriz para el numero total de composiciones n-coloreadas
del entero n dada en el Teorema es diferente a la funcion generatriz estudia-
da por Agarwa, ya que él no considera la composicion vacia, es decir, C(0) = 0,

mientras que en este trabajo se esta usando C(0) = 1.

Teorema 2.2.9. La funcion generatriz para el numero total de composiciones n-

coloreadas (no vacias) del entero n con indices pares es,

1‘2

:1—:1:—2x2—|—x3’

Cp(z) = Zap(n)x"

n>0

y la funcion generatriz para el numero total de composiciones n-coloreadas del en-

tero n con m partes e indices pares es,

Cp(m;x) = ((1 _J(Ql _$2))m a ((1 +a:)x(21 —w)Q)m'
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Demostracion. Toda composicién coloreada (no vacia) con indices pares es de la
forma o,0, donde o, es la primera parte de la composicion, la cual se puede colorear
de o] formas, donde o] es pary 2 < ¢; < 0; Yy o €s una composicién coloreada de
n—oy. Entonces o, aporta a la funcién generatriz un factor w,z°*, donde w; = [o1/2].

Note que si o1 = 1, entonces este no contribuye en la funcidén generatriz. Por lo tanto,

ép(x) = ZE2<1 —f—@p(I)) + 5(73(1 + ap(x)) + 2:L’4(1 +6P(ZL‘))) + -

Sl (Sl ) e

T - :B)aj(l ) ((1 - x)x(zl - x2)> Cr(e).

Esto implica que,

2

Crlr) = 1—ax—222+ 23

Para las composiciones coloreadas con exactamente m partes, se tiene que cada
parte tiene funcién generatriz asociada z?/((1 — z)(1 — z?). Entonces su funcién

generatriz es,

R e e R T e <<1—x><1—x2>> |

Expandiendo C'»(m; z) se obtiene que,

Cp(m;z) = ((1 xx(l—xQ )m:gjzm(lix)m(l_lm)m
( —1+n) n;(m_iJrn)mzn
< —1+Z>< —1+]) Li+2iem

J
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Tomando ¢t =i + 2j + 2m se tiene que,

Z i t—2j—m—1\/m+j—1\ ,
= xT .
. - m—1 m—1
720 t=254+2m
Haciendo ¢ = n se obtiene de la funcion generatriz la recurrencia para el numero total

de composiciones n-coloreadas de n con exactamente m partes e indices pares, es

decir,

n2m

SE e

Teorema 2.2.10. La funcion generatriz para el numero total de composiciones n-

]

coloreadas (no vacias) del entero n con indices impares es,

_ n T
) —ZC;(n)x 120 — a2 423

n>0

y la funcion generatriz para el numero total de composiciones n-coloreadas del en-

tero n con m partes e indices impares es,

oimn) = (=) = (wrma—ee)

Demostracion. Toda composicién coloreada (no vacia) con indices impares es de la

forma o,0, donde o, es la primera parte de la composicion, la cual se puede colorear
de ¢/ formas, donde ¢} esimpary 1 < o] < 0; y 0 €s una composicion coloreada de
n—o;. Entonces o, aporta a la funcion generatriz un factor w,z°*, donde w, = |o1/2].

Note que si o; = 1, entonces contribuye en la funciéon generatriz con un factor x. Por
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lo tanto,

Esto implica que,

1 =22 — a2 423’
Para las composiciones coloreadas con exactamente m partes e indices impares, se
tiene que cada parte tiene funcién generatriz asociada z/((1 — z)(1 — z?). Entonces

su funcidn generatriz es,

Crlmn) = i) Ui -2 ((1 - o)1 —xQ)) '

Expandiendo C;(m;z) se obtiene que,

Tomando ¢t =i + 25 + m se tiene que,
Z i (t—29—1)(m+j—1)wt
m—1 '

720 t=254+m

Haciendo ¢ = n se obtiene de la funcion generatriz la recurrencia para el numero total

de composiciones n-coloreadas de n con exactamente m partes e indices impares,
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es decir,

]

Los resultados estudiados hasta ahora son de composiciones con partes en un con-
junto especifico, como {1, 2} y se han obtenido recursiones y funciones generatrices
utilizando la estructura de dichos conjuntos. El siguiente teorema es una generali-
zacion de los resultados ya estudiados para obtener funciones generatices de com-

posiciones con partes en un conjunto particular A (véaseff).

Teorema 2.2.11. Sea S un subconjunto no vacio de los numeros naturales. La fun-
cion generatriz para el numero total de composiciones del entero n con partes en S
es,

1
CS(ZL’) = m
ses

Ademas, la funcion generatriz para el numero de composiciones del entero n con m

partes en S es,

Cs(m;z) = ZCs(n,m)x" = <Z x5> :

n>0 sesS
Demostracion. Toda composicidén con partes en el conjunto S o0 es vacia y aporta
1 a la funcién generatriz o es de la forma o,0, donde o, es la primera parte de la
composicidn y aporta a la funcion generatriz un factor de z*, con o; € Sy o es una

composicién de n — o; que aporta un factor Cs(x). Entonces,

Esto implica que,



Para las composiciones de n con m partes en S se tiene que cada parte tiene funcion

generatriz asociada ) .. «°. Asi, la funcion generatriz que se busca es:

Cs(m;x) = sz :

SES
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3. APLICACIONES Y RESULTADOS OBTENIDOS

En este capitulo se estudia un enfoque para definir secuencias recursivamente y
luego expresar las estructuras recursivas en un grafo asociado. Este enfoque es un
autémata finito. Brandén y Mansourf fueron los primeros en aplicar autématas a la
enumeracion de palabras evitando patrones de subsecuencia. Probaron resultados
estructurales que mostraban que los grafos asociados solo tenian muchos vértices
y adaptaron el método de la matriz de transicion a los autématas. En la seccion 3.2
de este capitulo se mostraran algunos resultados obtenidos en el desarrollo de este

trabajo sobre composiciones superdiagonal y d-superdiagonal.

3.1. APLICACION A AUTOMATAS

Un autémata finito (AF) o maquina de estados finitos, es un modelo computacional
que realiza cémputos de forma automatica sobre una entrada para producir una sa-
lida. Se usaran autbmatas para enumerar composiciones que evitan un patréon dado.
Para hacerlo, primero se define lo que es un autémata general y luego se enunciaran
los componentes para el autébmata que enumera el total de composiciones evitando

un patrén especifico.

Se introduciran algunas definiciones y teoremas deE], y posteriormente se muestra

el resultado para evitar un patrén especifico en composiciones.

Definicion 3.1.1. Un automata finito es dado por;
A = (Qa Ea Aa SO7F)7
donde,
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Q = {So, 51 ...,S.} es un conjunto finito de estados;

Y es un conjunto finito de simbolos {¥;,%,,...,%;} llamado el alfabeto del

automata;

A es la funcion de transicion, que es, A : Q x ¥* — @, donde ¥* es el conjunto
de todas las palabras finitas w = wyw, - - - w,, tal que w; € % para todo i =

1,2,...,m;

Sy es el estado inicial del automata antes de que se haya procesado cualquier

entrada; y

F es un subconjunto de ), llamado los estados de aceptacion.

El autobmata A se identifica con un grafo dirigido en el que las etiquetas de los
veértices denotan los estados Sy, 51, ..., S.. Si A(S;,X;) = S;, entonces la arista de

S; a S; se etiqueta como Xy.

Ejemplo 3.1.2. La Figura[7 es el diagrama de un autémata finito cuyo estado ini-
cial es S, y el estado de aceptacion es S,. Este autémata acepta palabras como

ababba, bbaaaaa, y rechaza palabras como ababaa.

Figura 7. Automata finito

Definicion 3.1.3. La forma reducida de una secuencia o = o,0, - - - 0,, viene dado

por la secuencia siss - - - ., donde s; = | si o; es el l-ésimo término mas pequeno.
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Ejemplo 3.1.4. La forma reducida de la secuencia 35237 es 23124, ya que los térmi-
nos de la secuencia estan en orden2 < 3 < 5 < 7, y por lo tanto, 2 es el elemento
mas pequeno, 3 es el segundo elemento mas pequenio, 5 es el tercer elemento mas

pequernio, y 7 es el cuarto elemento mas pequenio.

Notacion 3.1.5. Se denota por k' a la secuencia de enteros no negativos para indi-

car una secuencia de j ocurrencias consecutivas de k.

Ejemplo 3.1.6. La secuencia 1111234415333333 se escribe como 1423421535 en no-

tacion abreviada.

Definicion 3.1.7. Sea [k] = {1,2,...,k} un alfabeto (totalmente ordenado) sobre k
letras. Una palabra w de longitud n sobre el alfabeto [k] es un elemento de [k]|" y

es llamado palabra de longitud n sobre k letras.

Notacion 3.1.8. Para cualquier conjunto ordenado A C N, se denota al conjunto de
composiciones de n con partes en A (respectivamente con exactamente m partes
en A) que evitan el patrén T por AC,(t) y AC...(T), respectivamente. El nimero
de composiciones en estos dos conjuntos se denota por AC7%(n) (respectivamente

AC%(n,m)). Las correspondientes funciones generatrices estas dadas por,

ACH(x) ==Y ACH(n)a",

n>0

ACh(z,y) - ZACAnmxy ZACAmx

n,m>0 m>0
Mas generalmente, sea AC7 (o, - - - 0;|n) (respectivamente AC (o - - - oy|n, m)) el nd-
mero de composiciones de n con partes en A (respectivamente con m partes en A)
que evitan T y empiezan con o, - - - ;. Las correspondientes funciones generatrices

estan dadas por,

ACH (o1 aif) = ACH(0y -+~ ar|n)a”,

n>0
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ACY (o~ oy|z,y) - = Z ACY (o1 -+ - oyln,m)x"y™

n,m>0

= Z AC (o -+~ oylm;z)y™.

m>0

De la definicidn anterior se obtiene que,

ACH(z,y) =1+ ) ACK(alz,y).
acA
Definicion 3.1.9. La secuencia (composicion o particion) o contiene un patron de
subsecuencia - = 7y --- 7, Si la forma reducida de cualquier subsecuencia con
k términos de o es igual a 7. De lo contrario, decimos que o evita el patron de

subsecuencia T o evita T.

Ejemplo 3.1.10. La composicion o = (1,1,2,5,3,2) contiene el patron de subse-
cuencia 1123 dos veces (son las secuencias o,050304 = 1125 y 01090305 = 1123) y

evita el patron de subsecuencia 1234.

Definicién 3.1.11. Un grafo dirigido (o digrafo) es un grafo en el que las aristas
tienen una direccion, es decir, la arista (i, j) es diferente de la arista (j,1). Una arista
se llama bucle si conecta un vértice consigo mismo. Un grafo multiple (o multigra-
fo) es un grafo que tiene mdltiples aristas entre un par de vértices y también puede

tener bucles. Un grafo sin mdltiples aristas y bucles se denomina grafo simple, ver
Figura[8,

Figura 8. Grafo simple, multigrafo y digrafo.

2 3 2 3 2 3
Gy = Gy = Gy =
1 4 1 4 1 4
Fuente: HEUBACH, S. and MANSOUR, T. Combinatorics of Compositions and Words.
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Definicion 3.1.12. Un grafo dirigido ponderado es un digrafo en el que a cada

arista del grafo se le ha asignado un peso, ver Figura|9

Figura 9. Grafo dirigido ponderado.

b
2 3
c N b
1 4
a
Fuente: HEUBACH, S. and MANSOUR, T. Combinatorics of Compositions and Words.

Definicion 3.1.13. Para un grafo ponderado G con n vértices, definimos la matriz
de adyacencia ponderada como A = (a;;).xn donde a;; es la suma de los pesos
de todas las aristas desde el vértice i hasta j. Para un camino P = iyiy - --i; con
aristas e; = (i;,i,+1) y pesos asociados c;, el peso del camino c(P) se define como

el producto de los pesos de todas las aristas del camino, es decir, ¢(P) = Hf;é cj.

Ejemplo 3.1.14. La matriz de adyacencia ponderada del grafo de la Figura|9 es

dado por,
0 a+c 0 a
0 0 b a
A:
0 0 0 b
0 0 00

El peso de la trayectoria P = 1 — 2 — 4 viene dado por ¢(P) = ca 0 ¢(P) = d?,

dependiendo de cual de los (1,2) aristas se elija.

El método de la matriz de transicion utiliza la matriz de adyacencia del grafo para la

enumeracion en combinatoria. La idea principal es expresar la funcion generatriz de
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una secuencia {a,} en términos de la matriz de adyacencia de un grafo asociado.

El siguiente teorema es un resultado general.

Teorema 3.1.15. Considere el multigrafo dirigido ponderado G conp vértices v, . .., v,,
y sea A su matriz de adyacencia ponderada, es decir, a;; es el peso total de las aris-
tas dev; av;. Entonces la funcion generatriz para el peso total de los caminos desde
v, hasta v, viene dada por,

o o (=1)y*°det(I —xzA:s,r)
Z(A )7"7837 - (I - xA)r,s - det(] _ xA) ) (7)

n>0

donde I es la matriz identidad y (B : s,r) denota la matriz obtenida al eliminar la
s-ésima fila y la r-ésima columna de B. En particular, la funcion generatriz es una
funcion racional de = cuyo grado es estrictamente menor que la multiplicidad n, del

valor 0 como valor propio de A.
Demostracién. Vel O

Definicién 3.1.16. Dado un conjunto de patrones T', definimos una relacion de equi-
valencia ~r sobre [k|* (donde [k]* es el conjunto de todas las palabras finitas con

letras del alfabeto k) como v ~1 w Si para todas las palabras r € [k]* tenemos,

vrevital < wr evitaT,

donde una palabra u evita T siu evita todos los patrones enT' simultaneamente.

Definicion 3.1.17. Para evitar patrones en las composiciones, definimos el automa-

fa A(T, A) para cualquier subconjunto ordenado (finito) A de N con Q(T, A) como

' R.P.STANLEY. Enumerative combinatorics. Vol. 1. of Cambridge Studies in Advanced Mathema-
tics. Cambridge University Press, 1997, pag. 574.
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el conjunto de clases de equivalencia de ~r, y etiquetamos las aristas entre el es-
tado (o) y (oa;) por x* en lugar de por a;. Donde las etiquetas de las aristas son
pesos. La entrada (i, j) de la matriz de adyacencia ponderada asociada cuenta el
peso total de las aristas entre los estados i y j. Una arista con multiples etiquetas

a a2, xtm tiene peso YT 't

Tenga en cuenta que el uso de pesos en las aristas en el caso de las composiciones
conduce a resultados en términos de funciones generatrices en lugar de resulta-
dos en el numero de composiciones de n que evitan un patrén 7 o un conjunto de

patrones 7.

Ejemplo 3.1.18. E/ autdmata de la Figura[10 evita el patron de subsecuenciaT = 123

en composiciones con partes en {1,2,3} y la matriz de adyacencia asociada es,

2 4+ a3 T 0
A= 0 [ S
0 0 x4 22

Figura 10. Autbmata que evita el patron subsecuencia 7 = 123.

2,3 1,3

Aplicando el Teorema a la matriz A definida anteriormente, se obtiene la
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siguiente funcion generatriz,

l—z—a?+a*+2°

A0123 — .
2(@) (1—2?2—23)(1—2—2a%)(1 — 2z —2?)

El siguiente teorema es una generalizacion del ejemplo anterior. El hecho de que
el conjunto de las partes de la composicion conste de las mismas letras del patrén
obliga a una estructura muy especifica del autémata, lo cual permite dar una férmula

explicita para la funcion generatriz.

Teorema 3.1.19. Sea r = 7y - - - 7; cualquier patron de subsecuencia de longitud
con d letras distintas. Entonces, la funcion generatriz para el numero de composi-
ciones de n con m partes en el conjunto [d] = {1, ...,d} que evitan el patrén  viene

dada por,

l

ACT (x,y) = Z ‘
) (2 ' .
j=1 (1 — Y Dicld\{n} ﬂ) o (1 ~Y 2iclaniry) IZ)

(1)1t

En particular,

l

ACpy(z) = Z i i)
i=1 <1 = icfdp\{r} ¥ ) o (1 ~ Lt} ® )

Demostracion. Sea t cualquier patrén de longitud [ con d letras distintas. Enton-

(—1)i-tgrittns

ces, el autbmata que enumera el nimero de composiciones de n con partes en
A ={1,2,....d} que evitan el patrén 7 viene dado por la Figura[11], donde el estado

ti = T1Tg* "+ T;.

79



Figura 11. Autémata para evitar 7 € [d].

Ei?ﬁTl ! Zi#ﬁ a! Zi;é‘rg ! Zi#ﬁ a!

T —
J/‘ll

Fuente: HEUBACH, S. and MANSOUR, T. Combinatorics of Compositions and Words.

Por tanto, la matriz de adyacencia tiene la forma,

D it a! rm 0 - 0
0 Dy T 0
A= : 0
0 0 N
0 0 0 - Y

Ahora, usando la Ecuacion (7) del Teorema[3.1.15y computando (I — yA)~'. Note
que para composiciones, la longitud de los caminos es enumerada por y, el numero
de partes de la composicion. Ahora, sea B una matriz [ x [ de la forma B = (B;;) con
Bi; = o, Biiy1 = Bi, Y Bij; = 0 para todo j — ¢ # 0, 1. Entonces se puede demostrar

por inducciéon que B! = (B™!),; esta dado por,

0, Sii> 7,
(_1)i+jﬁiﬁi+1"'5j71 sii< ].

Q410

Asipara B=1-yAsetieneque, a;=1-y> z'y B; = yx7. Esto implica que la
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primera fila de B~! esta dada por,

1 —yz™ (_1)z—1y1_1$2§;11 75

_ ) i? 2 Z VAR l Z
! yz”’éﬁx Hj:l (1 _yzi¢rjx) Hj:l (1 _yZi7£zj>

Agregar estas entradas produce el resultado deseado. O

3.2. ALGUNOS PROBLEMAS TRABAJADOS

Los resultados obtenidos en esta seccién hacen parte de un proyecto propuesto por
el profesor José Luis Ramirez de la Universidad Nacional de Colombia, y trabajado
en conjunto con el director de este proyecto y J.L. Ramirez. Algunos resultados
obtenidos durante el desarrollo de este proyecto de investigacién, y que no aparecen

en este trabajo, fueron sometidos a publicacion (véas.
3.2.1. Composicidon superdiagonal Las composiciones superdiagonal fueron
introducidas por E. Deutsch, E. Munarini y S. Rinaldf]

Definicion 3.2.1. Una composicion superdiagonal del entero positivo n, es una

composicion o = (o1, 04,...,04) talque o, > [ paratodo1 <[ < k.

En la Tabla[f 1] se muestran las primeras composiciones superdiagonal.

2 OLAYA W.y RAMIREZ J. L. MANTILLA J. “Palindromic and colored superdiagonal compositions”.
En: Submitted Available online arXiv 2101.07733 (2021).

3 MUNARINI E. y RINALDI S. DEUTSCH E. “Skew Dyck paths, area, and superdiagonal bar-
graphs”. En: Journal of Statistical Planning and Inference 140 (2009), pags. 1550-1562.
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Tabla 11. Composiciones superdiagonal del enteron (1 <n <5).

n  Composiciones superdiagonal d(n)

1 (1) 1
2 (2) 1
3 (3),(1,2) 2
4 (4),(1,3),(2,2) 3
5 (5),(1,4),(3,2),(2,3) 4

El siguiente cédigo en sagemath genera las composiciones superdiagonal del ente-

ron.

sage: def superdiagonal(n):

..... : C = list(Compositions(n))
et = len(Compositions(n))
AU M=]

AR for i in range(0, k) :

et I=1]

cee p= len(C[:])

cet for j in range(0,p) :
AR if 5 <C[i][4]:

ceet l.append(C[][4])
if | == C[1]:

o M.append(Cli])
et print (n, len(M), M)

sage: for n in range(0, 10) :

et print (superdiagonal(n))
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L1 ]

2 1 [[2]

32 [[1,2], 3]]

43 [[1,3], [2,2], [4]

5 4 [[1,4], [2,3], [3,2], [5]

6 6 [[1,2,3], [1,5], [2,4], [3,3], [4,2], [6]]

79 [[1,2,4], [1,3,3], [1,6], [2,2,3], [2,5], [3,4], [4,3], [5,2], [7]]

8 13 [[1,2,5], [1,3,4], [1,4,3], [1,7], [2,2,4], [2,3,3], [2,6], [3,2,3], [3,5],[4,4],[5,3],

[
9 18 [[1,2,6], [1,3,5], [1,4,4], [1,5,3], [1,8], [2,2,5], [2,3,4], [2,4,3], [2,7], [3,2,4],
13,3,3],[3,6], [4,2,3], [4,5], [5,4], [6,3], [7,2], [9]]

Los primeros valores de la sucesion d(n) son:
(OEIS - A219282) = 1,1,1,2,3,4,6,9,13, 18,25, 35,49, 68,93, 126, . . .

Teorema 3.2.2. Sea d(n,m) el numero total de composiciones superdiagonal de

n con k partes y sea d(n) el numero total de composiciones superdiagonal de n

entonces, .
n — -1
o) = (7971
m k
— -1 V1 —1
d(n) =) (n k(i)l ) donde m = #
E>1
Demostracion. Vel O

3.2.2. Composiciones d-superdiagonal Las composiciones d-superdiagonal son

una generalizacion a las composiciones superdiagonal.

Definicion 3.2.3. Una composicion d-superdiagonal del entero positivo n, es una
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composicion o = (01,09, ...,01) talque o, > 1+ dparatodol <[ <k yd € Z.

Note que las composiciones 0-superdiagonal son las composiciones superdiagonal

definidas en la seccion anterior.

El siguiente codigo en sagemath generar las composiciones d-superdiagonal del en-

tero n. Como ejemplo se generan las composiciones 1-superdiagonal del entero n.

sage: def dsuperdiagonal(n, d):
cet C = list(Compositions(n))
et k = len(Compositions(n))
AU M=]

cee for i in range(0, k) :

ceet I=1]

et p= len(C[:])

cet for j in range(0,p) :
o if 7 +d >=C[i][y]:
ceet None

cet else: l.append(C[7][7])
if | == C[1]:

U M.append(!)

ce print (n, len(M), M)

sage: for n inrange(0,9) :

cee print (dsuperdiagonal(n, 1))
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4 1 [[4]

5 2 [[2,3], Bl

6 3 [[2,4], [3,3], 6]

74 [[2,5], [3,4] [4,3], [7]

8 5 [12,6], [3,5], [4,4], [5,3], [8]]

Se denota por a4(n) al nUmero total de composiciones d-superdiagonal del entero n.
En la Tabla |12 se muestran los valores de las composiciones d-superdiagonal, para

d=1,...,5, obtenidos con el cédigo anterior de sagemath.

Tabla 12. Primeros valores de la secuencia aq4(n),n =1,...,5

n 12 3 456 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
ailn) 01 1 1 2 3 4 5 7 10 14 19 25 33 44 59 79 105
aap) 001 1 11 2 3 4 5 6 8 11 15 20 26 33 42
asp) 0001 11112 3 4 5 6 7 9 12 16 21
agmn) 00O0O0T1T 111 1 2 3 4 5 6 7 8 10
asp) 0 000O0T1T1T11 1 1 1 2 3 4 5 6 7

De los valores obtenidos en la Tabla[12) se puede conjeturar lo siguiente.

Conjetura 3.2.4. Para todo d > 0 se tiene que el numero de composiciones d-

i =3 ("7 0,

k>1

superdiagonal es,

Teorema 3.2.5. Sea a4(n) el numero total de d-composiciones restringidas del en-

tero positivo n, entonces se cumple que,
1. aq(n) =0, para todon < d.
2. ag(n)=1,paratodod+1<n<d+d+2=2d+2.
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3. ag(n) =n— (2d+ 1), para todo 2d + 3 < n < 3d + 5.

Demostracion. 1. Es inmediato ya que nisiquiera para la composicién con una
sola parte (n) se cumple que sea una d-composicién restringida, es decir que

n > d+ 1. Por lo tanto a,4(n) = 0.

2. Se mostrara que la composicién de n con una sola parte (n) es la Unica d-

superdiagonal compositionsde nparad+1 <n < 2(d+ 1).

Suponga que hay una composicion de n con dos partes, es decir (a;, as) que
es una d-composicion restringidade nparad+1 <n <2(d+1). Asia; > d+1
Yas > d+2yCOMOa; +ay; =n,entoncesay, =n—a; <2d+2—-d—1=d+1,
por lo tanto a; < d + 1, lo cual contradice que (a;,as) €s una d-composicion
restringida. En consecuencia la composicion con una sola parte (n) es la Unica

d-composicion restringida, es decir a4(n) = 1 paratodod+ 1 <n < 2(d + 1).

3. Primero note que no hay ninguna d-composicion restringida con 3 0 mas partes
para n entre 2d+ 3y 3d+5 ya que si (aq, az, az) €s una d-composicion restringi-
daentoncesa; > d+1,ay > d+2,y ag > d+3y cCOmo n = a; +as+ a3 entonces
n > 3d+ 6, lo cual no es posible ya que por hipétesis n < 3d+ 5. Por lo tanto no

hay d-composiciones restringidas con 3 0 mas partes para 2d +3 < n < 3d + 5.

Por otro lado note que (n) también es una d-composicién restringida pues n >
2d + 3 > d + 1. Ahora, veamos cuantas d-composiciones restringidas con 2
partes hay. Considere la composicion (ay, as) talque a; +a; =ncona; > d+1
y a; > d + 2, entonces n > 2d + 3, lo cual garantiza que (a;,as) €s una d-
composicidn restringida de n, para todo n entre 2d + 3 y 3d + 5. Por lo tanto las
d-composiciones restringidas para n entre 2d+ 3y 3d+5 son de la forma (n), y
(a1,as), las cuales se obtienen de la siguiente forma: (d+1+k,n— (d+1+k))
donde 0 <k <n—(d+1)—(d+2)=n—2d—3.Parauntotal a;(n) =2+k =
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24n—2d—3=n—2d—1.

3.2.3. Enumeracion de graficos de barras de composiciones d-superdiagonal
de acuerdo al semi-perimetro  En esta seccion se muestran los resultados ob-
tenidos sobre el total de graficos de barra de composiciones d-superdiagonal de
acuerdo al semi-perimetro, es decir, la mitad del perimetro de los graficos de barra

superdiagonal (véase®).

En la Figura[12]se muestran los gréaficos de barra con respecto al semi-perimetro n,

paran =0,1...,6.

Figura 12. Graficos de barra con respecto al semi-perimetro n, (0 < n < 6)

0 e 1% o | 35 4: | -

Se denota por b,(n) al nUmero total de gréaficos de barra de composiciones d-superdiagonal

con respecto al semi-perimetro n.
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= Composiciones O-superdiagonal

Dentro del estudio de E. Deutsch, E. Munarini y S. Rinaldf también se encuen-
tra la enumeracién de todos los graficos de barra superdiagonal los cuales

corresponden a las composiciones 0-superdiagonal.

La Tabla [13) muestra los primeros valores de b,(n). Esta secuencia coincide
con el nimero de caminos de Motzkin de longitud n sin pasos horizontales en

niveles pares.

Tabla 13. Primeros valores de la secuencia by(n)

n 012345 6 7 8 9 10 11 12 13 14
bo(n) 1 0 1 1 83 5 12 24 55 119 272 612 1411 3247 7565

Los primeros valores de la secuencia by(n) son,

(OEIS - AA090345) : 1,0,1,1,3,5,12,24,55,119,272,612, 1411, . ..
Teorema 3.2.6. E/ numero total de graficos de barra superdiagonal de acuerdo
al semi-perimetro n es,

S n—k—1
b = C
m =32 (" e

donde Cj, son los nimeros de Catalan, C,, = (*") =

= Composiciones d-superdiagonal para1 < d < 6.

La Tabla[?? muestra los primeros valores de by(n), para 1 < d < 6.
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Tabla 14. Primeros valores de las secuencias b,(n), paral < d <6

n 01 2 3 456 7 8 9 10 11 12 13 14 15
biy(n) 1 0 0 1 1 3 &5 12 24 55 119 272 612 1411 3247 7565
bon) 1 0 O O 1 1 3 5 12 24 55 119 272 612 1411 3247
bs(n) 1 0 0 O O1 1 3 5 12 24 55 119 272 612 1411
bgn) 1+ O O OO O 1T 1 3 5 12 24 55 119 272 612
bs(n) 1 0 0 0O 0 0 O 1 1 3 5 12 24 55 119 272

Teorema 3.2.7. Sea b,(n) el numero de d-composiciones restringidas del entero

positivo n, entonces,
1. bg(n) =0paral <n <d+ 1.
2. by(n) =bo(n —d) paran > d+ 2.

Demostracion. 1. Como el grafico de barras de semi-perimetro n = d+1 con una
sola parte corresponde a la composicion de n — 1 = d entonces, no satisface
la condicion de ser una d-composicién restringida, pues d < d + 1. Por lo tanto

se tiene que by(n) =0paral <n <d+ 1.

2. Para pobrar que b,(n) = by(n — d) para n > 2 primero se mostrara que by(n) <
bo(n — d). Considere o = (01, 09,...,0,) UNa d-composicion restringida de n
entonces se tieneque oy > d+1,...,0, > d+m,porlotanto o —d = (o7 —
d,oy—d,..., o, —d)es una 0-composicién restringida de n — d pues o; — d >

l,oo >2,...,0, > m.

Ahora, se probara que by(n) > by(n — d). Sea ¢ = (0y,09,...,0,) Una 0-
composicién restringida de n — d entonces se tiene que oy > 1,...,0,, > m,
porlotanto o +d = (0y + d,00 + d,...,0, + d) €S Una d-composicién restrin-
gidadenpueso, +d>d+ 1,00 >d+2,...,0, > d+ m. Se concluye que
ba(n) = by(n — d) paran > 2. Ver Figura[13]
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Figura 13. Estructura recursiva de una composicion d-superdiagonal

( e— —

]

Corolario 3.2.8. Para todo d € N, se tiene que el niumero de composiciones d-

superdiagonal con semi-perimetro n es,

3.2.4. Enumeracion de composiciones d-superdiagonal palindromas

Otro ti-

po de composiciones estudiadas durante el desarrollo de este trabajo son las com-

posiciones d-superdiagonal palindromas. El siguiente cédigo en sagemath muestra

como obtener las composiciones d-superdiagonal palindromas del entero positivo n.

sage: def dPalinSuperdiagonal(n, d):
et C = list(Compositions(n))
R k = len(Compositions(n))
e M=1]

cee for i in range(0, k) :
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ceet l=1]

et p= len(C[:])

cet for j in range(0,p) :
o if j + d >=C[i][j]:
cee None

et else: l.append(C[][;])

if | == C[1]:
et m=Compositions(CJ[:]).reversed( )
..... : if m==C[i]:

cee M.append(l)
ceet print (n, len(M), M)

Definicion 3.2.9. Se denota por p,(n) al numero de composiciones d-superdiagonal

palindromas del entero n.

La Tabla [15 muestra los valores de p,(n), para d = 0,1,...,6, encontrados con el

anterior cédigo en sagemath.

Tabla 15. Primeros valores de la secuencia py(n), parad =0,1,...,5

n 01 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
pop) 11 1 1. 2 1 2 1 3 2 4 3 5 4 7 5 9 6 11
pim) 1+ 01 1 1 1 2 1 21 2 2 3 3 4 4 5 5 7
pp) ¥+ 0001111121 2 1 2 1 83 2 4 3 5
psgp) 1+ 00O O 1T 11111 2 1 2 1 2 1 2 2 3
psp) 10 0 O O 1 1 1 1 1 1 i 2 1 2 1 2 1 2
psp) 1.0 0 0 O O 1 1 1 1 1 1 1 i 2 1 2 1 2
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Para mas informacion sobre estas composiciones y sobre su relacion con caminos
de Dick torcidos verdlff]

4 E.DEUTSCH y ELIZALDE S. “Statistics on bargraphs viewed as cornerless Motzkin paths”. En:
Discrete Appl. Math. 221 (2017), pags. 54-66.
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