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RESUMEN

TITULO: ESTUDIO DE LA PROPIEDAD DE LEBESGUE. []
AUTOR: ANDRES RICARDO CASTRO GIL

PALABRAS CLAVE: ESPACIO DE BANACH, INTEGRAL DE RIEMANN, INTEGRAL DE DARBOUX,
PROPIEDAD DE LEBESGUE, OPERADOR DE DARBOUX.

DESCRIPCION:

El teorema de Lebesgue establece que para las funciones con valores reales definidas en
[a, b], ser acotada y continua a.e respecto a la medida de Lebesgue es equivalente a ser
Riemann-integrable. Sin embargo, para el caso general de las funciones con valores en un
espacio de Banach infinito dimensional no siempre se cumple esto. Si un espacio de Banach
X satisface la condicion que cada funcién Riemann-integrable f : [0,1] — X es continua
a.e, se dice que X tiene la propiedad de Lebesgue (PL). El principal problema a estudiar
es encontrar condiciones suficientes y necesarias para que un espacio de Banach tenga la
PL. Este trabajo presenta de forma autocontenida el desarrollo de esta teoria, entrando en
detalle con cada prueba, partiendo de los conceptos preliminares en el primer capitulo junto
con ejemplos de espacios que tienen la PL y caracteristicas de la PL; en el segundo capitulo
se muestra una solucién al problema principal; finalmente, en el tercer capitulo se analiza la
relacion entre el espacio de los operadores de Darboux y otros espacios de operadores mas
usuales como los compactos y débilmente compactos. El principal aporte en este trabajo de
investigacion se encuentra en este ultimo capitulo donde presentamos las demostraciones

de algunos resultados interesantes sobre la teoria de los operadores de Darboux.

Trabajo de grado

Escuela de Matematicas. Facultad de Ciencias. Universidad Industrial de Santander. Director:
Michael Alexander Rincén Villamizar.



ABSTRACT

TITLE: ON THE PROPERTY OF LEBESGUE []
AUTHOR: ANDRES RICARDO CASTRO GIL.

KEYWORDS: BANACH SPACE, RIEMANN INTEGRAL, DARBOUX INTEGRAL, PROPERTY OF
LEBESGUE, DARBOUX OPERATOR.

DESCRIPTION:

The Lebesgue theorem states that for real-valued functions defined on [a, b], being boun-
ded and continuous almost everywhere with respect to the Lebesgue measure is equivalent
to being Riemann-integrable. However, in the general case of functions with values in an
infinite-dimensional Banach space, this is not always true. If a Banach space X satisfies
the condition that every Riemann-integrable function f : [0,1] — X is continuous almost
everywhere, it is said that X has the property of Lebesgue (PL). The main problem to study
is to find necessary and sufficient conditions for a Banach space to have the PL. This work
presents a self-contained development of this theory, going into detail with each proof, star-
ting from the preliminary concepts in the first chapter along with examples of spaces that
have the PL and characteristics of the PL; in the second chapter, a solution to the main pro-
blem is presented; finally, in the third chapter, the relationship between the space of Darboux
operators and other more usual operator spaces such as compact and weakly compact ope-
rators is analyzed. The main contribution of this research is found in the last chapter, where
we present proofs of some interesting results regarding the theory of Darboux operators.

Bachelor Thesis

Mathematics School. Sciences Faculty. Universidad Industrial de Santander. Director: Michael
Alexander Rincén Villamizar.
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INTRODUCCION

Los axiomas de norma para espacios vectoriales reales, tal como los conocemos
hoy en dia, fueron introducidos por Stefan Banach D en su tesis doctoral presenta-
da en 1920 y publicada en 1922. Estos axiomas fueron extendidos para espacios
vectoriales complejos por Norbert Wiener Pl en 1923, donde muestra, entre otros re-
sultados, el desarrollo de una teoria de integrales de linea para funciones que toman

valores en un espacio vectorial normado complejo.

Posteriormente, Lawrence Graves comprende que la generalizacion de la integral de
linea iniciada por Wiener, ha de entenderse mas facilmente por medio del desarro-
llo de una teoria de integrales, que extienda la integral de Riemann, para funciones
que toman valores en un espacio vectorial normado real. En [f| Graves aborda esta
y otras cuestiones, en particular demuestra que el Teorema de Lebesgue no vale
cuando se lidia con funciones de valores vectoriales reales, al exhibir la existencia

de una funcién f : [0, 1] — ¢,,[0, 1] Riemann-integrable que no es continua a.e.

Surge asi el siguiente problema: Determinar las condiciones necesarias y suficien-
tes en un espacio de Banach infinito dimensional X, para que la integrabilidad segun

Riemann de una funcion f : [0, 1] — X implique, como ocurre en el Teorema de Le-

' S. Banach. “Sur les opérations dans les ensembles abstraits et leur application aux équations
intégrales”. Ph.D. thesis. Ukraine: Université de Lviv, 1922, p4gs. 133-181.

2 N. Wiener. “Note on a Paper of M. Banach”. En: Fundamenta Mathematicae 4.1 (1923),
pags. 136-143.

3 L.M. Graves. “Riemann Integration and Taylor's Theorem in General Analysis”. En: Trans. Amer.
Math. Soc. 29 (1927), pags. 163-177.
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besgue, la continuidad a.e de la funcion f. Tales espacios de Banach se dice que
tienen la Propiedad de Lebesgue (PL). A lo largo del siglo XX, matematicos como
Alexiewicz-Orlicz ff, Nemirovskii-Ochan-Rejouani |, Rocha [f| entre otros, han apor-
tado grandes resultados y nuevos espacios con propiedades interesantes al tratar
de dar solucion al problema PL, abriendo camino a esta teoria para que finalmente
en 2023 Harrison Gaebler y Blinyamin Sari lleguen a la solucién mostrando en[una
caracterizacion de la PL. Cabe resaltar que en 1989 Marina Pizzotti habia resuelto
el problema PL en su tesis doctoral ﬂ trabajo que al parecer no tuvo suficiente reco-

nocimiento en la literatura.

Este trabajo de investigacion ha sido desarrollado de forma autocontenida para una
mejor comprension del tema por parte del lector. El Capitulo 1 abarca las propie-
dades de las integrales segun Riemann y segun Darboux. El espacio de las funcio-
nes Riemann-integrables contiene al espacio de las funciones Darboux-integrables;
en algunos espacios de Banach X la contenencia es estricta, presentamos varios
ejemplos de esto. La propiedad de Lebesgue aparece cuando estos dos tipos de

integrales son equivalentes; se hace un andlisis de cada espacio de Banach clasico

4 W. Alexiewicz A. & Orlicz. “Remarks on Riemann-Integration of Vector-Valued Functions”. En:
Studia Math 12 (1951), pags. 125-132.

5 M.Yu. & Rejouani R. Nemirovskii A.S. & Ochan. “Conditions for Riemann Integrability of Fun-
ctions with Values in a Banach Space”. En: Vestnik Moskov. Univ. Ser. I. Mat. Meh. 27.4 (1972),
pags. 62-65.

6 G.C. Rocha. “Integral de Riemann Vetoriel e Geometri de Espagos de Banach”. Ph.D. thesis.
Brazil: Universidade de Sao Paulo, 1979.

7 B. Gaebler H. & Sari. “Banach Spaces with the Lebesgue Property of Riemann Integrability”. En:
Journal of Functional Analysis (2023).

8 M. Pizzotti. “Darboux Integrabilidade e Mensurabilidade de Fungoes Riemann-Integraveis Defini-
das em Compactos”. Ph.D. thesis. Brazil: Universidade de Sao Paulo, 1989.
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para ver si tiene o no la PL; ademéas se muestran dos caracteristicas de la PL: (i)
es separablemente determinada, y (i) si Y y X/Y tienen la PL, entonces X tiene la
PL. Al final del primer capitulo se define la propiedad débil de Lebesgue (WPL) que
resulta al debilitar la condicidén de ser continua a.e en la definicién de la PL, esto con
el fin de obtener una lista mas amplia de espacios que gozan de esta propiedad. En
el Capitulo 2 se muestra una caracterizacién de la PL dada por Gaebler y Sari, que
para su prueba requiere de un lema de Pizzotti y el concepto de sistemas Haar de
particiones de N. Finalmente, en el Capitulo 3 se analiza la relacién entre el espacio
de los operadores de Darboux y otros espacios de operadores mas usuales como
los compactos y débilmente compactos. El principal aporte en este trabajo de inves-
tigacion se encuentra en el ultimo capitulo, donde presentamos las demostraciones

de algunos resultados interesantes sobre la teoria de los operadores de Darboux.
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1. PRELIMINARES

En este primer capitulo se presentan las definiciones y resultados necesarios para
el desarrollo de este trabajo de investigacion. La notacion aqui presentada se sigue
de ﬂ con algunas modificaciones. X denota un espacio de Banach y X* su dual
topolégico. £ denota la clase de los conjuntos Lebesgue medibles y m la medida de

Lebesgue, que sera omitida a menos que sea necesario especificar.

1.1. Integracion de Riemann

Definicion 1.1.1.

(@) Una particion del intervalo [a, b] es un conjunto finito de puntos P = {t;}¥, en
la,b] que satisface a =ty < t; <ty <--- <ty_1 <ty =b. Se denota por P|a, b]

al conjunto de todas las particiones de [a, b].

(b) Una particion etiquetada de [a, b] es un par (P, T), donde P = {t;}, € Pla, b]
y T = {s;}, satisface que s; € [t;_1,t;], paracada i € {1,..., N}. Se deno-
ta por Pla,b] al conjunto de todas las particiones etiquetadas de [a, b]. Los
son llamados puntos de la particion y los s; son llamados etiquetas de la

particion.

(c) Sean f : [a,b] = Xy (P, T) = ([tiu1,ti), )Y, € Pla,b]. La norma de P se
define por |P| = max{t; —t,_1|1 < i < N}. La suma de Riemann de [ en
(P,T) se define por f(P,T) = 3", f(s:)(ti — t;i1).

9 R. Gordon. “Riemann Integration in Banach Spaces”. En: Rocky mountain J. Math. 21.3 (1991),
pags. 923-949.
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(d) Si P, P, € Pla,b] con P, C P, se dice que P, es un refinamiento de P, o que
P, refina a P.

Definicion 1.1.2. f|Sea f : [a,0] — X.

(a) Lafuncion f es Rs-integrable en [q, b] si existe un vector z € X con la siguiente
propiedad: para cada ¢ > 0, existe § > 0 tal que si (P,T) € Pla,b] y |P| < 0,

entonces || f(P,T) — z| < e.

(b) Lafuncion f es Ra-integrable en [a, b] si existe un vector z € X con la siguiente
propiedad: para cada > 0, existe P. € P[a,b] tal que si (P,T) € Pla,b] y P

refina a P., entonces || f(P,T) — z|| < e.

Observacion 1.1.3. En la definicion anterior, puede probarse en ambos casos que
el vector z € X es Unico. En efecto, suponga que z;,2, € X son dos vectores
distintos que satisfacen la propiedad de que f sea Rs-integrable en [a,b]. Para ¢ =
”212;22”, existen d;,d, > 0 tales que si (P,,7y) € Pla,b] con |P,| < &, entonces
I f(Py,Ty) — z1|| < &;y si (Py,Ty) € Pla,b] con |Py| < &,, entonces || f(Pa, Ty) — 20| <
e. Sean § = min{4,,8,} y (P,T) € Pla,b] con |P| < §. Entonces

21 = 22| < [lz1 = fF(P.T)|| 4+ |22 = f(P,T)|| <e+e=z1— 2.
Esto es absurdo, y por tanto, el vector z es unico. Para el otro caso se usa el mismo

argumento.

Notacion 1.1.4. El vector z de la definicion es llamado Rs-integral (Ra-integral)

de f en [a, ], y se denota por R(;-ff f (RA-fab f, respectivamente).
Proposicion 1.1.5. Si f es Rs 0 R, integrable en [a, b], entonces f es acotada.

Demostracion. Suponga que f es Rs-integrable en [a,b] y sea z = R(;-f:f (el otro

caso es similar). Paras = 1, existe § > 0 tal que si (P, T) € Pla,b] y | P| < ¢, entonces

15



|f(P,T) — z|| <1, lo cual implica que || f(P,T)| < ||z]| + 1. Sea P = {t;}}, € Pla, ]
con |P| < dyseat € [a,b] fijo. Entonces existe j € {1,...,N} tal que ¢t € [t;_1,t;].
Sea T = {s;}Y,,donde s, = t; sii # j y s; = t. Se tiene que (P,T) € Pla,b] con
|P| < 4,y por tanto,

1F @) — -0l = H )= Dt = tin)|| S Dzl + 1| ()t — tim)]|-
1#j i#]
Luego, || f(t)|| < M, donde M > 0 es una constante. Asi, f es acotada. O

Proposicion 1.1.6. ] Una funcion f : [a,b] — X es R;-integrable en [a, ] si, y solo

si, f es Ra-integrable en [a, b].

Demostracion. (=) Suponga que f es Rs-integrable en [a,b] y sea z = Rg'fab f.Sea
¢ > 0 dado. Luego existe § > 0 tal que si (P,T) € Pla,b] y |P| < 6, entonces
|f(P,T)—z|| <e.Sean P. € Pla,b] con |P.| < 8y (Q,R) € Pla,b] tal que Q
refina a P.. Entonces |Q| < |P.| < 4§, y por tanto, || f(Q,R) — z|| < €. Asi, f es

Ra-integrable en [a, b].

(<) Suponga que f es Ra-integrable en [a,b] y sea z = RA-fab f. Entonces f es
acotada por algin M > 0. Sea ¢ > 0 dado. Entonces existe P. = {t;}, €
Pla,b] tal que si (P,T) € Pla,b] y P refina a P., |[f(P,T) - z| < &.
0= mox ¥ (P.T) € Pla,b] tal que |P| < 4. Defina (Q, R) € Pla, b] de la siguiente

manera. Los puntos de @ son los puntos de PUP., la etiqueta de cada intervalo

Sean

|

de @ que coincide con un intervalo de P es la misma etiqueta de P; para
los demas intervalos de @, que son los que contienen puntos de P. en su
interior, denotados por {[c;, dx|}, con H < N — 1, se procede asi: Para cada
ke{l,... H},sea ([ul |, uf],vF )M € Pler, di], donde {u}5 ' son los puntos
de P. en (¢, di). Sea sy, la etiqueta de P para [cy, di]. Observe en la Figura ]

la construccion de (@, R) a partirde P.y (P, T).

16



Figura 1. Construccién de (@, R)

Se tiene entonces que

IFP.T) = FQ R = || D i)y = o) = D0 D> (o) (uf = wiy)

17



Como @ refina a P., entonces

£
2

= E&.

IF(P,T) =2l < [[f(P,T) = f(Q R+ [[/(Q, R) — 2| < %Jr

Asi, f es Rs-integrable en [a, b].

Los resultados anteriores permiten establecer la siguiente definicién.

Definicion 1.1.7. Una funcion f : [a,b] — X se dice que es Riemann-integrable
y se escribe f € R([a,b],X), si f es Rs; 0 Ra integrable en [a,b]. En este caso se

refiere al vector integral z como la integral de Riemann de f en [a, )] y se denota

por [ f.
Cuando a = b conviene establecer que fab f=0.

Ejemplo 1.1.8. Si f es la funcién constante igual a « € X en [a,b], entonces [ €
Rla,b]. X)y [} f = ub - a).

Esta generalizacidon de la integral de Riemann a espacios de Banach preserva mu-
chas de las propiedades que satisface la integral de Riemann clasica. A continuacién

se muestran algunas de ellas.

Proposicion 1.1.9. Sean f,g € R([a,b], X) y a € R. Entonces
(1) af € R(a. b, X)y [jaf =a [, f.
(@) f+g9eR(aB.X)Y [[(f+9)= [ f+ [, g

Demostracion. (1) Si a = 0, entonces «f es la funcién nula y se cumple la igual-
dad. Suponga que o # 0y sea ¢ > 0 dado. Como f € R([a,b], X), existe 6 > 0
tal que si (P,T) € Pla,b] con |P| < §, entonces Hf(P,T) — fabe < =. Sea

laf®

18



(P,T) € Pla,b] tal que |P| < 6. Entonces

< E.

f(P,T)—/abf

]=\a|

@npm) o [

Asi, af € R([a,b], X yfaf—aff

(2) Sea ¢ > 0 dado. Como f,g € R([a,b],X), existen 6;,5, > 0 tales que si
(P, Th) — ff‘ Sy si (B, 13) €
P[a b] con || < 4y, entonces Hg P, Ty) f gH . Sea 6 = min{d;,02} y

sea (P,T) € P[a,b] con |P| < §. Entonces

H<f+g><P,T>— (/abf+/abg)H:Hf(P>T)—/bf+g(P,T)—/abg

on [ ffpen [

(P, T)) € Pla,b] con |Py| < §;, entonces

l

Asi, f + g € R([a,b], X YI (f+g) = f;erffg-
]

La siguiente definicion junto con la Observacion (1.1.12|son clave para la prueba del

Teorema|1.1.13] que brinda caracterizaciones de una funcion Riemann-integrable.

Definicion 1.1.10. Sea V' un espacio vectorial. Se define la envolvente convexa

de A C V por
= {Z@iai a; € A, a; > O’Zo‘i = 1}‘
=1 i=1

Proposicion 1.1.11. Sean VV un espacio vectorial y A, B C V. Entonces

co(A+ B) = co(A) + co(B).

19



Demostracion. Sea = = >  wi(a; + b;) € co(A+ B). Entonces z = Y"1 | wa; +
Yo aib; € co(A) + co(B), y por tanto, co(A + B) C co(A) + co(B).
Reciprocamente, sea z = u + v € co(A) + co(B) conu = 31 aia; Yy v =Y 7", Bjb;.

Paracadaj € {1,...,m}, tenemos que u+b; = > | a;(a; +b;) € co(A+ B). Luego,

z=u+v= iﬁj(u +b;) € co(co(A+ B)) = co(A+ B).

j=1
Asi, co(A) + co(B) C co(A + B). O
Observacion 1.1.12. Sean V' un espacio vectorialy A,,..., A, C V. Entonces
co (Z A,-) = Z co(A;).
=1 =1
Teorema 1.1.13. [ Sea f : [a,b] — X. Son equivalentes:
(1) Lafuncién f es Riemann-integrable en [a, b].

(2) Paracada e > 0, existe § > 0 tal que si (P, 1), (P», Tb) € Pla,b] con |Py|, |Py| <
J, entonces ||f(P,Th) — f(P, T3)| < e.

(3) Para cada ¢ > 0, existe P. € Pla,b] tal que si (Py,T}), (P, T5) € Pla,b] con
Py, P, que refinan a P., entonces ||f(P,T1) — f(P, T5)|| < e.

(4) Para cada ¢ > 0, existe P. € Pla,b] tal que si (P, T}), (P, T5) € Pla,b] con
P, =P, = P., entonces ||f(P,T\) — f(P,To)| <e.

Demostracion. (1) = (2) se sigue de la desigualdad triangular sabiendo que f es
Rs-integrable en [a, b].

(2) = (1): Por hipétesis, dado n € N, existe 6, > 0 tal que si (P, T1), (P, Ty) € Pla, b]
con |Py|,|P| < é,, entonces || f(P,T1) — f(P2, T»)|| < +. Sin pérdida de generalidad

suponga que 0,1 < d,, paratodo n € N. Para cadan € N, sea (P,,T,) € P[a,b]

20



tal que |P,| < 0,. Luego, para cualesquiera n,m € N con n > m se tiene que
1f(Pa,Tn) = f(Pa, Tw)|| < +. Esto muestra que (f(P,, 7)) €S una sucesion de
Cauchy en X. Como X es Banach, existe z € X tal que JLTof(P"’T") = z. Dado
e > 0, existe N, € Ntal que || f(P.,T,) — z|| < 5, paratodo n > N;. Sea N, € N tal
que N% < 5.5ean N = max{N;, N>}y (P,T) € Pla,b] con | P| < dx. Se tiene que

IF(P.T) = 2l < | F(P.T) = F(Py. Tl + (P T) — 2l < % +

z—:< 1 +5<€
N 27 Ny 2 ’

Asi, f es Riemann-integrable en [a, b].

De la misma manera se prueba (1) < (3) usando el concepto de Ra-integrabilidad.

Es inmediato que (3) = (4). Solo resta probar (4) = (3).

Sea ¢ > 0 dado y tome P. = {t;}, € Pla,b] tal que si (P,,T}), (P,, T5) € Pla,b] con
P, = P, = P, entonces ||f(P,Th) — f(P2, Tb)|| < 5. Sea (P, R) = ([ti—1, i, t), €
Pla,b]. Para cada i € {1,...,N}, sea A; = {f(t)(t; — t;_.1)|t € [ti-1,t;]} y sea
A= ZiN:l A;. Note que ||z < §, paratodo = € co(A— A). En efecto, si z € co(A— A),

entonces .
xr = ZO&j[B]’,
=1
donde z; = f(P.,T{)— f(P., TJ) = i fr))(ti—ti1) =S, f(s))(ti—tio1) € A=A,

a; >0y >F  a; = 1. Luego, se tiene que

k k
loll <> ag [ F(P. 1) = F(PL T < Y ay5 = .
j=1

j=1

Sea (P, T) = ([up_1,ux],vi))L, € Pla,b] talque Prefinaa P.. Paracadai € {1,...,N},

sea k; el indice k para el cual u, = t;, y sea kq = 0. Entonces

21



£t (o) — S F (o) (g — um)}

k=k;_1+1 k=k;_1+1

Como —*+ >0,paratodoi € {1,.... N}yk e {kii+1,.... k},y

k’i ki

U — Up— 1 1
Z tk._t,k "= ti —t; Z (ur — up—1) = b — s (ti = tia) = 1,
k=hkiy41 0 ET U ek i~ bim1

entonces por la observaciéon|(1.1.12| se tiene

f(Po.R) = f(P,T) €Y co(A;— A;) = co(A— A).

i=1

Se sigue que ||f(P.,R) — f(P,T)| < £. Sean (P,,T}), (P, T») € Pla,b] con Py, P,

2
que refinan a P.. Entonces

3

1F(PLT) = F(Po Tl < F (P T) = (P R+ (P B) = F(Po Tl < 5+ 5

=E&.

]

Proposicion 1.1.14. Si f € R([a,b], X), entonces f € R([c,d], X) para todo subin-

tervalo [c, d] de [a, b].

Demostracion. Dado ¢ > 0, existe P. € Pla,b] tal que | f(P,T) — f(P2, To)|| < &,
para todo (P, T1), (P, Ty) € Pla,b] con Py, P, que refinan a P.. Sea d € (a,b) y
veamos que f € R([a,d],X). Sean P = P.U{d} y Q. = P.N[a,d] € Pla,d]. Sean
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(Q1,U1),(Q2,Uy) € Pla,d] con Qy,Q, que refinan a Q.. Sean (Ry, V1), (Ry, Vi) €
Pla, 4], donde Ry = Q1U(P/N[d, b)), Ry = QoU(PN[d, b]), Vinla, d] = Uy, Vanla, d] = U
y Vin[d,b = VN |[d,b]. Entonces

1£(Q1,U1) — f(Q2, Ua)|| = || f(R1, Vi) — f(Ra, Vo) <,

ya que Ry, R, refinan a P.. Asi, f € R([a,d], X). Analogamente, f € R([c,b], X) para
todo ¢ € (a,b). Por lo tanto, f € R([c,d], X), para todo [c,d] C [a, b]. O

Proposicion 1.1.15. Sea ¢ € [a,b]. Entonces f € R([a,b],X) si, y solo si, [ €
R(la, ], X) NR([e,b], X). Eneste caso, [ f = [“f+ [ ].

Demostracion. Sic € {a, b}, el resultado es claro. Suponga que ¢ € (a, b). La primera
parte de la equivalencia se sigue de la Proposicion [1.1.14] Ahora suponga que f €
R([a,c], X) N R([c,b], X). Sea ¢ > 0. Luego existen Q. € Pla,c] y R. € P|c,b| tales
que si (Q,U) € Pla, ] con Q que refina a Q., entonces ||£(Q.U) — [ f|| < &y si
(R,V) € Ple,b] con R que refina a R., entonces Hf(R, V) — fcbe < 5.Sea P, =
Q: U R. € Pla,b] y sea (P,T) € Pla,b] con P que refina a P.. Sean (Q,U) = (PN
la,c], T N[a,c]) € Pla,dy (R, V) = (PnNleb], T Nleb]) € Ple,b. Entonces

Hf(P,T>_</aC >|| HfQUJrfRV / / ‘
-~

ya que Q refinaa Q. y Rrefinaa R.. Asi, f € R([a,b], X yff ff+f f. O

Proposiciéon 1.1.16. Si [ : [a,b] — X es continua, entonces f € R([a,b], X) y se

< [21£1-

cumple que
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Demostracion. Como f es continua en [a, b], entonces f es uniformemente continua.
Para ¢ > 0 dado, existe 0 > 0 tal que ||f(z) — f(y)|| < 7=, para todo =,y € [a,b]
con |z —y| < 4. Sean N € Ntalque N > =y P. = {t;}, € P[a,b] dada por
t; = a + 5%. Entonces t; — t,_1 = %%, paratodoi € {1,...,N} y |P.| < é. Sean

<P17T1) = ([tz’—hti]; ui)i]ih (PQ,TQ) = ([tz’—hti]; Ui)fil € 7.)[@, b] Entonces

1f(P,Ty) — f(P, To)|| =

b— N
< N‘l;nf(u» Flo)]l
b—ae~ ¢ -

N b—a_g’

yaque |u; —v;| <t;—t;1 < 9. Asi, f € R(|a,b], X), por el Teorema|1.1.13]

Como || f|| : [a,b] — R es continua (composicién de dos funciones continuas), enton-

ces || f|| es Riemann-integrable (en el sentido clasico). Sea ((P,,T,)), una sucesion

en Pla,b] tal que lim|P,| = 0. Como f € R([a,b], X), entonces de la definicién se
n—oo

tiene fabf = ILm f(P,,T,). Note que para cada (P, T) = ([ti_1,ti], s:)Y., € Pla,b],

N

Z f(si)(ti —tiz1)

i=1

AP, T = < Z 1S (sa)ll(t: = tiza) = [[FI(P,T).

Por la continuidad de la norma tenemos que

[

b
= im 1R Tl < Sm 1) = [0

]

Los siguientes son conceptos del andlisis funcional que se usaran con frecuencia.
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Definicion 1.1.17. Sea f : [a,b] — X.
(a) Lafuncién f es débilmente medible si z* f es medible, para cada z* € X™*.

(b) La funcién f es de variacion acotada débil si =*f es de variacién acotada,

para cada z* € X*.

(c) Lafuncién f es de variacion acotada en norma si

sup {

donde D|a, b] denota el conjunto de todas las colecciones finitas de intervalos

k

S 1) - ()

=1

Ale, di}, € D[a,b]} < 00,

en [a, b] que no se superponen entre si.

(d) La funcién f es una derivada escalar de I : [a,b] — X en [a,b] si para cada

x* € X*, lafuncion z*F es diferenciable a.e y (z*F) = z*f a.e en [a, b].

Los conceptos de variacion acotada débil y variacién acotada en norma son equi-
valentes. En la Proposicion damos una prueba de este resultado usando el
Principio de Acotacién Uniforme y el Teorema de Baire.

Los dos siguientes resultados muestran propiedades hereditarias de la integral de
Riemann: la Proposicion[1.1.18|establece que se preserva bajo composicién de ope-
radores lineales continuos, y el Teorema [1.1.19 es justamente el Teorema Funda-

mental del Calculo.
Proposicion 1.1.18. Sea f € R([a,b], X).

(1) SiT : X — Y es un operador lineal continuo con Y espacio de Banach,
entonces T'f € R([a,b],Y)y [P Tf=T([’f).

(2) Para cada «* € X* se tiene que z*f € R([a,b,R) y [*a*f = z*([" f). Luego,
la funcidén f es débilmente medible, y para cada z* € X*, la funcidén z*f es

continua a.e en [a, b].
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Demostracion. (2) es consecuencia de (1).

(1) Si T = 0, el resultado es claro. Suponga que T' # 0, entonces ||T'|| > 0. Seae > 0
dado. Como f € R([a,b], X), existe § > 0 tal que si (P,V) € Pla,b] con |P| < 6,
entonces Hf(P, V) — f;’f T Sea (P,V) € Pla,b] con |P| < 4. Se tiene que

Tf(PM)—T(/abf) _ T(f(RV)—/jf)

Por lo tanto, T'f € R([a,b],Y yf Tf= Tff O

b
<] Hf(P, - fH <e.

Teorema 1.1.19. Sea f € R([a,b], X) y sea F : [a,b] — X dada por F(t) = [’ f.
Entonces F' es absolutamente continua en [a,b] y f es una derivada escalar de F
en [a,b]. Mas adn, si f es continua en ¢ € [a, b], entonces F es diferenciable en c y
F'(e) = f(o).

Demostracién. Como f € R([a,b], X), por la Proposicién se tiene que f €
R([a,t], X) paratodo t € [a,b], y por tanto, F' est4 bien definida. Sea M > 0 una cota

para f y sean s,t € [a,b]. Entonces

1£(s) = F(t)|| = [[F(max{s,t}) — F(min{s,})]

max{s,t}
< / M = M|s—t|.
min{s,t}
Asi, F' es Lipschitz. Se sigue que F' es absolutamente continua en [a, b]. Ahora, sea
r* € X*. Paracadat € [a,b] se tiene que z*F(t) = z* f )= ft x* f, por el mismo
argumento anterior, z* F' es absolutamente continua en [a, b] y por el teorema de di-
ferenciacion de Lebesgue, 2*F' es diferenciable a.e en [a, b]. Se sigue del Teorema
Fundamental del Calculo que (z*F)" = 2*f a.e en [a, b]. Asi, f es una derivada es-

calar de F en [a,b].

Suponga ahora que f es continua en ¢ € (a, b). Veamos que hllrgh% = f(o).
—
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Sea e > 0 dado. Como f es continua en ¢, existe 6 > 0 tal que || f(t) — f(¢)|| < £, para
todo ¢t € (¢ — d,c+ d) N [a, b]. Podemos suponer que [c,c+ §) C [a,b]. Sea h € (0, 9).

Entonces ||f(t) — f(¢)|| < £, paratodo t € [¢,c+ h]. Se tiene que

| ] <[5 / s dff—-/ fo
=[5 [ e - renas
< E/C I#(2) - £l da
S%/c6+h§d:v:g<e.
Asi, ;MBLM = [(c). Analogamente se muestra que lim FeAn I — f(c).

Por lo tanto, F'(c¢) = f(c). Si f es continua en ¢ € {a,b}, se usa solo uno de los

limites laterales para la derivada. O

Proposicion 1.1.20. Si f : [a,b] — X es de variacion acotada débil, entonces f es

acotada.

Demostracion. Como f es de variacidén acotada débil, entonces para cada z* € X*
se tiene que z* f es de variacion acotada y por tanto acotada. Dado = € [a, b], sea
T + X* — R definida como Ty (z*) = x*(f(z)), para todo z* € X*. Entonces
F ={T@) : x € [a,b]} € Xy F # 0. Luego,

SUP{|Ts () (%) Tyw) € F} = sup{|z*(f(2))] : x € [a, b]} < o0,

para cada z* € X*. Por el Principio de Acotacién Uniforme, existe » € R tal que

r =sup{||Tyw)|| : = € [a, b]}. En consecuencia,

1f @)l = | Ty || = sup{|a"(f(x))| : 2" € Bx-} <,
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para cada x € [a, b]. Por lo tanto, f es acotada. O

Proposicion 1.1.21. Sea f : [a,b] — X. Entonces f es de variacién acotada en

norma si, y solo si, f es de variacion acotada débil.

Demostracion. (=) Supongamos que f es de variacién acotada en norma. Enton-
ces existe r € R tal que r = sup{|| 25, f(d:) — f(c)|l : {[es, di]}r, € Dla, b]}.
Sean z* € X*, P = {t;}), € Pla,b, A = {i € {1,...,N} : 2*(f(t;)) —
2 (f(tih) >0y B={ie{l,...,N}: 2*(f(t;)) — z*(f(t;-1)) < 0}. Entonces

Z 2" (f(t:) — 2" (f(tica))| =

P P
=2 (2; f(t:) - f(tz-_n) —a (2; f(ti) - f(ti_n)

< |a* (;ﬂti)—f@i_l)) + |2 <§f<ti>—f<ti_1>>|
< [l EZAf(ti) = f(tim0) || + [l EZBf(m — f(tim)
< 2||z*|r.

Luego, sup{}_;", 2" (f(t:)) — 2" (f(ti-1))| = P € Pla,b]} < 2|ja*|r < oo, para

cada z* € X*. Asi, f es de variacion acotada débil.

(<) Supongamos que f es de variacion acotada débil. Por la Proposicién|1.1.20} f

es acotada por algiin s > 0. Paracadan € Ny P = {t,}}, € P|a, ], definamos

An(P) = {ﬂf € X" Z 2" (f (1)) — 2" (f(tica))] < n} :

Veamos que A,(P) es cerrado. Sea (z},),, una sucesion en A,(P) tal que
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xf, — x* € X*. Dado ¢ > 0, existe M € N tal que ||z}, — z*|| < ¢, para todo

m > M. Paracada: € {1,..., N} se tiene que

2" (f(t:) — 2" (f(tic1))] <
< [2*(f(t:) — 2y (f @) + 23, (f () — 2a (f Gio)] + |23 (f(Ei1)) — 27 (f (Bim1))]
< la* = 2y I fFE) + (22, (f () — 2h (f(Eima))] + llzhy — 2" f i) |
)|

< 2es+ |2y, (f(t:)) — 2, (f(Ei1))]

Como 27, € A,(P), se sigue que S_~ | [x*(f(t:)) — 2*(f(t;i_1))| < 2Nes +n. Por
la arbitrariedad de ¢ > 0, S_N | [*(f(t:)) — 2*(f(t;i1))| < n. Asi, 2* € A, (P),y

por tanto, A, (P) es cerrado. Se sigue que el conjunto

A, = {x* e X": Z l2*(f(t:)) — 2*(f(t;_1))| < n, paracada P = {t;}Y, € P[a,b]}

es cerrado, pues A, = ([{A.(P) : P € Pla,b]}. Note ademas que X* =
U,—, A,, pues si z* € X*, entonces como [ es de variacién acotada débil,
se tiene que sup{>_~, |=*(f(t:)) — 2*(f(t;_1))| : P € Pla,b]} < co. Por el Teo-
rema de Baire, existe m € N tal que Int(4,,) # (. Entonces existen =, € X*y
r > 0 tales que B(z},7) C A,,. Sean z* € Bx-y P = {t;}}¥, € P[a,b] dados.

Entonces y* = 52" + 2 € A,,, es decir,

M-

ly"(f(t:) —y* (f(tic1))| =

=1

[
WE

N3

2 (f(t:)) = 52 (F(t0) + wh(f (1) = wh(f (1)) | < .

=1
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Luego,

N

P () = 5o ()| < m o+ Yol ) — #i(f (k)] < 2m,

i=1

|
=1

N | 3

ya que z € A,,. Por lo tanto,

4dm

sup {Z |2 (f(t:)) — 2" (f(tii1))| - P € P[a,b]} < —,

,
para cada z* € By~. Seane >0y D = {[¢;,d;]}}_, € D[a, b] dados. Como

|z|| = sup{|z*(z)| : 2* € Bx-} paratodo z € X,

existe =* € By~ tal que

k

> f(di) = fe)

i=1

—e< |z’ (Zf(di)—f(ci)>‘

=1

donde {u;}\ € Pla,b] esta formada por los puntos {c;,d;}%_, junto con los

puntos {a, b} de forma adecuada. Como ¢ > 0 fue arbitrario, se sigue que

sup{

k

Z fdi) = f(ei)

=1

Alen di)}, € D[a,b]} <AIm

r
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Asi, f es de variacién acotada en norma.
]

Teorema 1.1.22. Si f : [a,b] — X es de variacién acotada en norma, entonces
f € R(la, b, X).

Demostracién. Sea ¢ > 0 dado. Por hipétesis, M = sup{|| 31, f(d:) — f(c)] :
{[ci,di]}f_, € Dla,b]} < co. Sea N € Ntal que &2 < £. Sea P. = {t;}¥, € Pla,b]
dada porit; = a -+ b_Ta’l Sean (P17Tl) = ([ti_l,ti],ui)fil, (PQ,TQ) = ([ti—lati}avi)}g\il S

Pla, b]. Entonces

N
(P Th) = f(Po, To)ll = || D (f(wi) = F0i)(t: — tiza)
=1
b—a ||
= N Z fui) — f(vy)
i=1
< b;M <e
Asi, f € R([a,b], X), por el Teorema[1.1.13 O

En lo que sigue presentamos una serie de ejemplos que ilustran algunas carac-
teristicas patoldgicas de la integral de Riemann en algunos espacios de Banach
conocidos. Para esto necesitamos del Teorema resultado clasico del Ana-
lisis Funcional que por ahora solo enunciaremos. Una prueba de este teorema se

puede encontrar en [

Definicion 1.1.23. Una funcién f : [a,b] — X es de recorrido esencialmente sepa-
rable si existe £ € £ con m(E) = 0 tal que f([a,b] \ E) es un subconjunto separable

(en norma) de X.

10 J.J. Diestel J. & Uhl. Vector Measures. Providence, Rl: American Mathematical Society, 1997.
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Teorema 1.1.24. (Teorema de medibilidad de Pettis) Una funcién f : [a,b] — X es
medible si, y solo si, f es débilmente medible y de recorrido esencialmente separa-
ble.

Ejemplo 1.1.25. Sea {¢; : t € [0,1]} una base ortonormal de /5[0, 1]. Considere la
funcion f : [0,1] — /»[0,1] dada por f(t) = e;. El Teorema de Representacion de
Riesz garantiza que z*f = 0 a.e para cada z* € /(,[0,1]* = ¢;[0,1], luego f es
débilmente medible. Por otro lado, si E C [0, 1], entonces f([0, 1]\ E) es separable
si, y solo si, [0, 1]\ £ es numerable, con lo cual f no es de recorrido esencialmente

separable, y por el Teorema([1.1.24] f no es medible.

Definicion 1.1.26. Sean (e,), una sucesién basica normalizada de X y (r,), una

enumeracion de [0, 1] N Q. Definimos la funcion fx : [0,1] — X por

en, Sit=r,€l0,1]NQ;
fx(t) =
0, sitel0,1]\Q.

Ejemplo 1.1.27. F La funcién f., es medible, Riemann-integrable y no es continua

a.e.

- fe ©s medible:
Seanz € ¢y r > 0. Como m(Q) = 0y m es completa, entonces f_'(B(z,r))N

0,1]NQ° si||lzr]ew <7
0,11nQ l , entonces [ ' (B(z,r))N

Qe L£.Ycomo f 1 (B(z,r)NQ° = {

0, Si [|7)le > 7
Q° e L. Asi, f-'(B(x,r)) € L, y por tanto, f., es medible.

co

- fe es Riemann-integrable:
Sea {[c;,di]}~, € D[0,1]. Note que || > ", feo(di) — foo(ci)lle < 1, ya que
feolo.n0 €S inyectiva. Asi, f., es de variacién acotada en norma, y por tan-
to, f., € R([0, 1], co)-

32



- fe NO es continua a.e:

Seat e [0,1]\Qy sea (t,), una sucesion en [0, 1] NQ tal que ¢,, — t. Entonces

lim Hfm(tn) - fCO(t)HOO = lim ”fr:o(tn)Hoo = lim1=1.
n—oo n—oo n—oo

Es decir, f.,(t,) # f.(t) =0,y por tanto, f., no es continua a.e en [0, 1].

Ejemplo 1.1.28. La funcion f, con 1 < p < oo es medible, Riemann-integrable y

no es de variacion acotada en norma.

Por el mismo argumento del Ejemplo [1.1.27} se sabe que f,, es medible y no es

continua a.e. Sin embargo, f,, es débilmente continua a.e.

- fi, s Riemannn-integrable:

Seac > 0dadoytome § =e7 1. Sea (P,T) € P[0,1] con |P| < 6. Se tiene que

N

> fo (st — tion)

i=1

1
N »
< (IH“Z(@» - til)) —|P|"" <6 ==

i=1

/e, (P T, =

< (i(tz — ti—l)p> ;

=1

Asi, fo, € R([0,1],4,) Y [y fi, = 0.

- f no es de variacién acotada en norma:

DadosNeNyje{l,...,N},seacje(

> (1 (1) - 1)

1)\ Q. Entonces

1
+

N 5
— <le> — /N — oo cuando N — oo.
j=1

p

El siguiente ejemplo se debe a Graves H articulo publicado en 1927 donde se mues-

33



tra el primer ejemplo de una funcién con valores en un espacio de Banach que es

Riemann-integrable y discontinua en todo su dominio.

Ejemplo 1.1.29. ¥ Una funcion Riemann-integrable que no es medible y no es dé-

bilmente continua a.e.
Sea f:[0,1] — (,[0,1] dada por f(t) = x[o-

- f es Riemann-integrable:
Sea {[c;, d;]}Y., € D0, 1]. Entonces

N

Z X(e;,ds)

i=1

=1.

o0

N
Z X[0,d4]

o0

Asi, f es de variacién acotada en norma, y por tanto, f € R([0, 1], £-[0, 1]).

- f no es medible:
Suponga por contradiccién que f es medible, entonces por el Teorema de
medibilidad de Pettis, f es de recorrido esencialmente separable, es decir,
existe £ € Ltalque m(E) =0y f([0,1] \ E) es separable. Sean t,s € [0,1] \ E

fijos, t # s. Como || f(t) — f(s)|l~ = 1, tenemos que
1 1
B(s0).5)nB(r6).5) =0 0
Sea D un conjunto denso numerable de f([0, 1]\ E). Luego,
1
DmB(f(t),§> # (), paratodot e [0,1]\ E. 2)

De (1) y (2) se sigue que D no es numerable, lo cual es absurdo.

- f no es débilmente continua a.e:

Seat € (0,1] y sea (t,), una sucesion en [0,1] tal que ¢, < t, para todo
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ne€Nyt, =t Sea o : (,[0,1] — R dada por ¢(g9) = g(t). Claramente
¢ € lx[0,1]" pues |¢(g)] < lgllee- COMO ©(f(tn)) = Xpo.t,)(t) = 0, para todo

n € Ny o(f(t) = xpq(t) = 1, entonces o(f(t.)) # »(f(t)), y asi, f no es
débilmente continua en t.

Ejemplo 1.1.30. Una funcién f Riemann-integrable tal que || f|| no es medible.

Sea FE un subconjunto no medible de [0,1] y sea f : [0,1] — /,][0,1] dada por
ft)y =0sit & E,y f(t) = xqn Sit € E. Sea {[c;,d;]}, € D[0,1]. Note que
137, f(di) — f(ci)|l < 1, yaque f|g es inyectiva. Asi, f es de variacion acotada
en norma, y por tanto, Riemann-integrable. Finalmente, es claro que ||f|| = xz no

es medible.

1.2. Integracion de Darboux

Definicién 1.2.1. Sean f : [a,b] —» X y P = {t;}}¥, € P|a,b]. Definimos

Cx.) 7 z 17 i_tifl)a

Mz

donde w(f, [ti—1,t:]) = sup{||f(v) — f(u)] : w,v € [t;_1,t;]} es la oscilacién de f en

[ti_1,t;], paracadai e {1,..., N}.

Definicion 1.2.2. Una funcién f : [a,b] — X es Darboux-integrable en [a, b] si para

cada ¢ > 0, existe 0 > 0 tal que si P € Pla, b] con |P| < ¢, entonces w(f, P) < ¢.

Usando la caracterizacion (4) del Teorema [1.1.13| y la desigualdad triangular se
sigue inmediatamente que toda funcién Darboux-integrable es Riemann-integrable.

El valor de la integral de Darboux es por definicion el valor de la integral de Riemann.

Definicion 1.2.3. Sea f : [a,0] — X y seat € [a,b]. La oscilacidon de f en ¢ se
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define por

(

s sor w(f, [t — 6,6 +0]), site (a,b);

w(f,t) =  limgs_o+ w(f,[a,a+0d]), sit=a;

lfms_or w(f, [b— 8,b]), sit=b.

Proposicion 1.2.4. Sean f : [a,b] — X. Entonces
(1) f escontinua ent si, y solo si, w(f,t) =0.
(2) Elconjunto {t € [a,b] : w(f,t) > a} es cerrado para cada « € R.

(8) E = Upen{t € [a,b] : w(f,t) > 1/n} es el conjunto de puntos de discontinuidad
de f.

Como en el caso de R, el siguiente resultado nos dice que las funciones integra-
bles segun Darboux son exactamente aquellas funciones acotadas y continuas a.e.

Incluimos una prueba de esto aqui.

Teorema 1.2.5. Una funcién f : [a,b] — X es Darboux-integrable en [a, b] si, y solo

si, es acotada y continua a.e en [a, b|.

Demostracion. (=) Suponga que f es Darboux-integrable en [a, b]. Entonces f es
acotada. Para ver que f es continua a.e en [a,b], sea E,, = {t € [a,b] : w(f,t) >
1/n}, paracadan € N,y sea £ = U,F,. Como cada E, es cerrado, £ € L.
Observe que m(FE) = 0. En efecto, si m(F) # 0, entonces existen n > 0y
N € N tales que m (Ex) = n. Sean P € Pla,b] y A la coleccion de intervalos

de P que contienen puntos de Ey en su interior. Entonces

w(f,P) =Y w(f,im(I) >

IeA

1 n
—m (Ey) = -
N (Ex) N’

que es absurdo pues f es Darboux-integrable. Asi, f es continua a.e en [a, b].
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(<) Ahora suponga que f es acotada y continua a.e en [a,b], y sea M una cota
para f. Sean e > 0y N € N tales que (b — a)/N < ¢/2. Sea Ey = {t €
la,b] : w(f,t) > 1/N}. La idea para probar que f es Darboux-integrable es
construir una particion P. de [a, b] tal que la suma de las longitudes de los in-
tervalos de P. que intersecan a Ey sea menor que ¢/(4M), y la oscilacion de
f en cada intervalo de P. que no interseca a Ey sea menor que 1/N. Deno-
temos los intervalos de P. que intersecan a Ey por P!y los demds intervalos
por Py. Como m (Ey) = 0, existe una sucesion {(c¢;,d;)} de intervalos abier-
tos disyuntos tal que Ex C U; (¢, di) Yy Y, (di —¢;) < ¢/(4M). Como Ey es
compacto, existe una cantidad finita de intervalos {(c;,d;)} que cubre a Ely.
La clausura de cada intervalo en la subcubierta finita intersecada con [a, 0] es
un elemento de P.. Sea [«, 4] un intervalo en [a,b] que es contiguo a los in-
tervalos de P.. Como [a, 5] N Ex = ¢, para cada t € [«, 3] existe o, > 0 tal
que w (f, [t — 0:,t +6;]) < 1/N. La coleccién {(t — 6,,t + ;) : t € [, 3]} es una
cubierta abierta de [«, §]. Por la compacidad de [«, 5], existe una subcubierta
finita. Los puntos extremos de los intervalos de la subcubierta finita que per-
tenecen a («a, ), junto con a y g forman una particién de [a, §]. Ponemos los
intervalos de esta particién en P! y hacemos esto para cada uno de los in-
tervalos en [a, b] que son contiguos a los intervalos de P.. Asi, los intervalos
de P! junto con los de P! forman la particién P. de [a, b] con las propiedades
deseadas. Sea P una particion de [a, b] que refina a P.. Sean P’y P” los inter-
valos de P que estan completamente contenidos en los intervalos de P!y P,

respectivamente. Entonces

w(f, P) = w(f,Hm(I)+ Y w(f, [)m(I)

IeP’ Iep”
€ 1
<2M . - —+ —(b—
< 4M+N( a)
<8+ =£
2 2



Por lo tanto, f es Darboux-integrable en [a, b)].

El siguiente teorema sera de gran utilidad en el Capitulo 3.

Teorema 1.2.6. Toda funciéon débilmente Riemann-integrable que tiene rango re-

lativamente compacto es Darboux-integrable.

Demostracion. Sea f : [a,b] — X débilmente Riemann-integrable en [a, b] con rango
relativamente compacto. Como f es acotada, solo resta probar que f es continua
a.e. Sea V = co(f([a,D])). Observe que V es separable, luego existe una sucesion
(x}), en X* tal que |jv|| = sup,cy |2z (v)| para todo v € V. Para cada n € N, sea
D,, el conjunto de discontinuidades de z f en [a,b] y sea D = U, D,,. Como f es
débilmente Riemann-integrable, m(D) = 0. Veamos que f es continua en [a,b] \ D.
Seant € [a,b] \ Dy (tx)r una sucesién en [a,b] que converge a t. Como z} f es
continua en ¢ para todo n € N, cada sucesion (z f(tx))r converge a z f(t). Como
{z,* : n € N} separa puntos de VV'y V' es compacto, la sucesion (f(t¢x)), converge

ennorma a f(t). Asi, f es continua en t. O

1.3. La Propiedad de Lebesgue

Del Teorema se sigue que toda funcion f : [a,b] — X acotaday continua a.e es
Riemann-integrable; sin embargo, el reciproco de esta afirmacién no se cumple en
general para todo espacio de Banach, como vimos en los Ejemplos[1.1.27, [1.1.28]y
[1.1.29] Esta observacion permite introducir la siguiente definicion.

Definicién 1.3.1. Un espacio de Banach X tiene la Propiedad de Lebesgue (PL)

si cada funcion f : [0,1] — X Riemann-integrable es continua a.e.

En la literatura es usual ver el intervalo [0, 1] de la definicion anterior solo por con-
veniencia, pues el mismo argumento que se use para [0, 1] se adapta también (de

manera adecuada) para [a, b].
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Proposicion 1.3.2. Si f : [0,1] — X es una funcion continua a.e.y 7T : X — Y es

un operador lineal y continuo, entonces la funcion 7' f es continua a.e.

Demostracion. Es inmediato pues D(T'f) C D(f), donde D(f) denota el conjunto

de discontinuidades de f. O

Teorema 1.3.3. ] Si X tiene la PL, entonces todo espacio de Banach isomorfo a un

subespacio de X tiene la PL.

Demostracion. Sea Z un espacio de Banach isomorfo a Y un subespacio de X. Sea
feR(0,1],Z)yseaT : Z — Y unisomorfismo. Por (7) de la Proposicién[1.1.18|se
tiene que T'f € R([0,1],Y). Como Y es subespacio de X y X tiene la PL, entonces
T f es continua a.e. Se sigue de la proposicion anterior que f = T-'T f es continua

a.ey asi, 7 tiene la PL. O

A partir del teorema anterior obtenemos una amplia lista de espacios de Banach

que no tienen la PL.
Corolario 1.3.4. Los siguientes espacios no tienen la PL:
(1) Los espacios ¢, ¢, {w, Cla,b], {]a,b] Yy Loo|a,b].
(2) Los espacios ¢, con 1 < p < oo.
(3) El espacio L;]a,b].
(4) X*, si X tiene una copia de /.

Demostracion. Del Ejemplo[1.1.27]se tiene que ¢, no tiene la PL. Los demas espa-
cios en (1) no tienen la PL, pues tienen una copia de c¢y. (2) se sigue del Ejemplo
1.1.28. (3) y (4) se tienen por el hecho de que ¢, se encaja en Li[a,b] y en X* si X

tiene una copia de ¢, (veal[). O

" N.J. Albiac F. & Kalton. Topics in Banach Space Theory. New York: Graduate Texts in Mathematics
238, Springer, 2006.
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Como consecuencia del Teorema debido a Rochald, se tiene que los espacios
L,la,blcon1 < p < oo,y los espacios de Hilbert de dimension infinita no tienen la PL.
En la prueba del Teorema([1.3.6se usa el siguiente resultado de James. Recordemos

que X es uniformemente convexo si
inf {1 — Hx—;yH cx,y € Bx, ||lxr —y|| > 8} >0

para todo ¢ € (0, 2].

Teorema 1.3.5. [4 Si X es uniformemente convexo y (e,), €s una sucesion basi-
ca normalizada de X, entonces existen M > 0y r > 1 tales que ||>_ aye,|| <
MO, |an\’")1/r para toda sucesion («,,), de nimeros reales con una cantidad finita

de elementos distintos de cero.

Teorema 1.3.6. | Si X es uniformemente convexo de dimensidn infinita, entonces

X no tiene la PL.

Demostracion. Sean X uniformemente convexo de dimension infinita y (e,), una
sucesién basica normalizada de X. Por el Teorema[1.3.5] existen M > 0y r > 1 tales
que ||>, apenll < M (>, |an\r)1/" para toda sucesion («,), de numero reales con
una cantidad finita de elementos distintos de cero. Sea fx la funcidn de la Definicidn
[1.1.26] Es claro que fx no es continua a.e en [0, 1]. Veamos que fx es Riemann-
integrable. Sea ¢ > 0 dado. Sean § = (¢/M)"/"~V y (P,T) € P[0,1] con |P| < .

2 R.C. James. “Super-Reflexive Spaces with Bases”. En: Pacific J. Math. 41.2 (1972),
pags. 409-419.
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Entonces

[fx (P, T)|| = Z fx (si) (i = tia)

A\
=
Q"‘!
S|
—
M=
=
|
o
N
~_
S

Asi, fx € R([0,1], X) y por tanto, X no tiene la PL. O

Como ya mencionamos en la introduccién, todo espacio de dimensidn finita tiene la
PL. Nemirovski, Ochan y Rejouani P| probaron que ¢, tiene la PL; Rocha [ también
probo este resultado independientemente. Siendo asi ¢, el Unico espacio de Banach

clasico con la PL. Presentamos a continuacion la prueba dada por Rocha.
Teorema 1.3.7. ¢, tiene la PL.

Demostracion. Sea f : [0,1] — ¢, acotada y no continua a.e. Por la Proposicion
[1.2.4] existen o, 8 > 0 tales que m(H) = o, donde H = {t € [0,1] : w(f,t) > B}. Para
ver que f ¢ R([0,1],¢;), se probard que para cada § > 0 existen (P, T}), (P, T») €
P[0, 1] tales que |P|, [Po| <8y ||f (P, Ty) = f (P2, To)l| > o /4.

Sea § > 0 dado. Tome N € Ntalque 1/N <dy Py ={k/N:0<k < N} € P[0, 1].

Sea {[c;,d;] : 1 <i < p} el conjunto de intervalos de Py tal que m (H N (¢;,d;)) > 0
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paracada: € {1,...,p}. Note que p/N > «. En efecto,

azm(H)zm(OHﬂ [%,%})
k=1

Il
.M%

1

]

s

< > m(le, di]) =

o

=1

Para cada j € N, sea D, el conjunto de discontinuidades de 7;f en [0, 1], donde
7; : {1 — R es la funcién proyeccién a la coordenada j-ésima. Si m (D,) # 0 para al-
gun j € N, entonces 7, f ¢ R([0,1],R), y por la Proposicion([1.1.18] f ¢ R([0,1],¢1).
De lo contrario, el conjunto D = Uj;enD; tiene medida nula y cada «; f es conti-
nua en [0,1] \ D. Sea ¢ = «f/16. La idea es construir conjuntos {u; : 1 < < p},
{v;:1<i<p}y{n;:0<i<p},donde paracada: € {1,...,p}, w; € (H\ D)N
(¢iydi), v € (¢;,d;)) yn; € Ntalque 0 = ng < n; < --- < n,, con las siguientes pro-
piedades: (i) Si z; = f (w;) — f (v;) = (a;'.)j, entonces ||z;|| > 5/2 paratodo 1 <i < p,
(i) Y202, [a}| < e27paratodo 1 < i < p,y (iii) Y 7' |a}| < 27 paratodo 2 < i < p.
Procedemos de la siguiente manera. Sea ny = 0y tome u; € (H \ D) N (¢1,dy).
Como w (f,u1) > B, entonces existe v; € (c1,dy) tal que || f (w1) — f(v)]] > 5/2.
Sea z = f(u) — f(vn) = (a];)j y tome ny > 1 tal que Y2 |aj| < e/2. Aho-
ra tome uy € (H \ D) N (c2,dz). Como w (f,uz) > By como 7,;f es continua en
up para cada 1 < j < ny, entonces existe vy € (c2,ds) tal que || f (uz) — f (v2)|| >
B12y L mif (ue) —mif (v2)] < e/4. Sea z = f(ug) — f(v2) = (a?)j, enton-
ces Y71 |ai| < /4y |zl = 5/2. Tome ny > ny tal que Y32 |a?| < /4. Su-
ponga que se han definido inductivamente los conjuntos {u;}'—/, {v:}’= y {n:}'=y
que satisfacen las propiedades (i), (ii) y (iii) para cada 1 < i < p — 1. Tome aho-

rau, € (H\ D)nN(c,d,). Como w(f,u,) > By m;f es continua en u, para cada
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1 < j <y, existe v, € (¢, d,) tal que

Np_1

1) = S 2 5y 3 Irsfa) = mi )l < =

Defina z, = f(up) — f(v,) = (a});. Como z, € {1, existe n, > n,_; tal que }57°  |af| <
<. Se tiene entonces que | z,|| > 2, St el < e27ry 307 Z,, laj| <e27P. De esta

forma obtenemos los conjuntos deseados.

Sea (e,), la base canonica de ¢, y sea y; = > " . aie; paracadal < i < p.
Entonces
ni—1
|z — il = Z |at| + Z |at] < 2527
J=n;
y

1 —i
lyill = ll=ill = [z = will = 58 — 2e2
para todo 1 < i < p. Ademas, se tiene que

ni—1

Z > a—ZHyzH

=1 j=n;_1+1

Luego,

p
>y
=1

p p

> Z yill — Z lyi — 2|
7,;1 1

>y <§ — 252—2) 2252—’
=1

1
- 4
21?5 €.

43



Sean (P, Ty), (P, T;) € P[0,1], donde P, = P, = Py, los elementos de T} y T, son
u; Y v; respectivamente en los intervalos [¢;, d;]| para 1 < i < p, y los elementos de T}
y T, son iguales en los demas intervalos. Entonces

af

1p. 4 _1 1
>_23_ o> ZaB—af=—2.
Z NP T N2 P TP =

"1
>

i=1

1f (P, Th) = f (P, To)|| =

Esto completa la prueba.
O

Observe que los espacios reflexivos clasicos ¢, con 1 < p < oo no tienen la PL. Asi
que es natural preguntarse si existe algun espacio reflexivo de dimensién infinita con
la PL. Por los Teoremas|[1.3.3]y[1.3.6] tal espacio no puede contener copias de ¢ ni
subespacios uniformemente convexos de dimension infinita. El espacio de Tsirelson
definido por Casazzay Shuramcumple con todas estas propiedades, y fue Rocha
quien demostrd que este espacio tiene la PL usando un argumento similar al que se
uso6 en la prueba del Teorema(i.3.7] Otro resultado importante que demostré Rocha
es que la Propiedad de Lebesgue se preserva bajo la 1-suma (o suma-¢;) arbitraria

de espacios de Banach, concepto que se define a continuacion.

Definicion 1.3.8. Sean {X;},.r una familia de espacios de Banachy 1 < p < co. El

espacio producto X =[], . X; es un espacio de Banach con la norma dada por

Ia)ierllp = [I([l2:])ierl], -

13 T. Casazza P.G. & Shura. “Tsirelson’s Space”. En: Springer-Verlag (1989).
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Por ejemplo, si X =[], X; y « = (x1,...,,) € X, entonces

o], = ) (= lasl?)' . sil<p < oo

p - Ve .
max{||z;| }1<i<n, SIp = 0.

El espacio producto con esta norma es usualmente denotado por [@H Xi]p y es

llamado p-suma directa de los espacios X;.

Teorema 1.3.9. Sea {X;}ier una familia de espacios de Banach con la PL. Enton-

ces el espacio [, - X;], tiene la PL.

Adicionalmente, la Propiedad de Lebesgue presenta otras dos caracteristicas intere-

santes que son las siguientes:

(1) Es separablemente determinada: X tiene la PL si, y solo si, todo subespacio

separable de X tiene la PL.

(1) Sea Y un subespacio cerrado de X. Si Y y X/Y tienen la PL, entonces X

tiene la PL.

Presentamos a continuacion las pruebas de estos dos resultados. Para la prueba de
(1) se usa el Lema[1.3.10} resultado conjeturado por Haydon en 1984 |'“| y demos-
trado por Pizzotti en 1989 . Para la prueba de (ii) se usa el Lema(1.3.12] también

demostrado por Pizzotti

Lema 1.3.10. [ Si X no tiene la PL, entonces existen A C [0, 1] denso numerable
y g : [0,1] — X Riemann-integrable y no continua a.e tal que g(t) = 0sit ¢ A,y
lg(®)|| =1site A.

4 R. Haydon. “Darboux integrability and separability of types in stable Banach spaces”. En: 20.7
(1984), pags. 95-115.
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Teorema 1.3.11. [} X tiene la PL si, y solo si, todo subespacio separable de X tiene
la PL.

Demostracion. Ya se sabe que si X tiene la PL, entonces todo subespacio separable
de X tiene la PL. Reciprocamente, si X no tiene la PL, entonces por el Lema[1.3.10}
existen A C [0, 1] denso numerabley ¢ : [0,1] — X Riemann-integrable y no continua
a.etalque g(t) =0sit ¢ A,y |lg(t)|| =1sit € A. Sea Z = gen(g(A)). Entonces Z es
un subespacio separable de X y g : [0,1] — Z es Riemann-integrable y no continua

a.e, es decir, Z no tiene la PL. 0

Lema 1.3.12. ] Dado Y un subespacio cerrado de X, existe ¢ : X/Y — X continua

tal que ¢(z +Y) €  + Y paratodo z € X.

Teorema 1.3.13. | Sea Y un subespacio cerrado de X. Si Y y X/Y tienen la PL,

entonces X tiene la PL.

Demostracion. Sea f : [0,1] — X Riemann-integrable. Por el Lema[1.3.12] existe
Y X/Y — X continua tal que ¢¥(z +Y) € z + Y para todo z € X. Sea 7 :
X — X/Y la funcion dada por 7(z) = = + Y. Como = es continua, entonces por la
Proposicion [1.1.18] la funcién 7f : [0,1] — X/Y es Riemann-integrable y por tanto
continua a.e ya que X/Y tiene la PL. Por la Proposicidén Ymf es continua a.e.
y ademas Riemann-integrable. Como (z +Y) — 2 € Y para todo = € X, entonces
Y f(t) — f(t) € Y paratodo t € [0,1]. Como Y tiene la PLy ynf — f es Riemann-
integrable, se tiene que Y7 f — f es continua a.e. Asi, f = ynf — (Ynf — f) es

continua a.e y por lo tanto, X tiene la PL. Il

Observacion 1.3.14. Si X tiene la PL entonces por el Teorema|1.3.3] todo subes-
pacio Y de X tiene la PL, pero no necesariamente X/Y tiene la PL; por ejemplo, ¢,

tienela PLy ¢y =~ ¢1/Y no la tiene.
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1.4. La Propiedad Débil de Lebesgue

Dados X un espacio de Banachy f : [0,1] — X, se tiene que si f es continua
a.e entonces es débilmente continua a.e; el reciproco no es cierto como lo muestra
la funcion f,, del Ejemplo De esta observacion se puede concluir que al
debilitar la condicién de continuidad a.e se ganan mas funciones y por lo tanto mas
espacios de Banach X, lo que nos lleva a la siguiente definicién introducida por
Wang en 1996.

Definicion 1.4.1. || Un espacio de Banach X se dice que tiene la propiedad débil
de Lebesgue (WPL), si para cada funcién f : [0, 1] — X Riemann-integrable se tiene

que f es débilmente continua a.e.

Como veremos mas adelante los espacios ¢, y L, con 1 < p < oo tienen la WPL,
espacios que en principio no tienen la PL. Se puede ver entonces la ganancia de
espacios con esta propiedad. Al igual que pasa con la PL, la WPL se preserva bajo

isomorfismos.

Teorema 1.4.2. Si X tiene la WPL, entonces todo espacio de Banach isomorfo a un

subespacio de X tiene la WPL.

Demostracion. Vea el argumento usado en la prueba del Teorema y use el
hecho de que si f : [0, 1] — X es débilmente continuaa.ey 7T': X — Y es continuo,

entonces T'f es débilmente continua a.e. H

El siguiente lema es una herramienta muy Gtil para el estudio de la continuidad débil

a.e.

15 C. Wang. “On the weak property of Lebesgue of Banach spaces”. En: Journal of Nanjing Univer-
sity Mathematical Biquarterly 13.2 (1996), pags. 150-155.
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Lema 1.4.3. [ Sean D = {7}, un subconjunto denso de X*, f: [0,1] — X una
funcion acotada, £ C [0, 1] el conjunto de puntos de discontinuidad débil de [y E; el

conjunto de puntos de discontinuidad de =z} f : [0,1] — R, para cada i € I'. Entonces,
E= UieF L

Demostracion. Note que para cada i € I', £; C E y por tanto, |J,.r E; C E. Para
la otra contenencia se probara que (U,.r- £i)° € E*. En efecto, sea z* € X* y sea

M =sup{|lf(t)] : t € [O 1]}.Seane >0yt e (

en X*,

ier ) dados. Como D es denso

: 7.7- Como t ¢ [, existe una
vecindad U de ¢ tal que |x;ff(t) —aif (t’){ < 5, paracada t’ € U. Luego, para cada

t' € U se tiene que

[ f(t) = 2" f ()] < |a" f(8) — 25 £ (1)
< [l = =3[l £ ()]

<€—|—€+E—5
3 3 3

1) — a5 f (¢ ) =" f ()]
() — a5 f \+|lw — 2" |[[[f ()]

Por lo tanto, z* f es continua en t. Como z* € X* fue arbitrario, t € E°. ]
Corolario 1.4.4. Todo espacio de Banach con dual separable tiene la WPL.

Demostracion. Sea f : [0,1] — X Riemann-integrable. Entonces f es débilmente
Riemann-integrable, y por tanto, z* f es continua a.e, para todo z* € X*. Como X*

es separable, existe D = {z] },cv denso en X*. Por el Lema(1.4.3, E = |J, .\ L €S

neN
el conjunto de puntos de discontinuidad débil de f. Note que cada E, tiene medida

nula y por tanto, f es débilmente continua a.e. Asi, X tiene la WPL. Il

Para lo que sigue de este capitulo se necesita introducir algunos invariantes cardi-

nales. Se denota por dens(X) al menor cardinal de un subconjunto denso de X;y

6 G.M. Cervantes. “Integration, Geometry and Topology in Banach Spaces”. Ph.D. thesis. Espafia:

Universidad Nacional Auténoma de México, 2017.
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por cov(M) al menor cardinal « tal que existen x subconjuntos cerrados de [0, 1] con
medida nula cuya union no tiene medida nula. Bajo la hipbtesis del continuo se sabe

que cov(M) = ¢ (vea EI) El siguiente teorema es una generalizacion del Corolario

en términos de cov(M).
Teorema 1.4.5. 8] Si dens(X™*) < cov(M), entonces X tiene la WPL.

Demostracion. Sean D = {x;},.. un subconjunto denso en X* con |I'| < cov(M)
y f:]0,1] — X Riemann-integrable. Dado i € T', sea E; el conjunto de puntos de

discontinuidad de z; f. Como z} f es Riemann-integrable, podemos escribir

Ei = U Ai,n

neN

donde A;,, = {t € [0,1] : osc(x}f,t) > 1/n}. Sabemos que A;, es cerrado y tiene

medida nula, paracadai € I'y n € N. Como |I" x N| = |T'| < cov(M), el conjunto

p=Un-UUan- U 4n

i€l 1€ neN (i,n)eIr'xN
tiene medida nula. Por el Lema(1.4.3] E es el conjunto de puntos de discontinuidad
deébil de f, es decir, f es débilmente continua a.e. De lo anterior, concluimos que X

tiene la WPL. ]

El espacio ¢, tiene la WPL ya que tiene la PL. Los espacios ¢y y L, con 1 < p < oo,
no tienen la PL, pero si tienen la WPL ya que su dual es separable. En[[§, Wang y
Wan muestran que L, tiene la WPL. La funcién definida en el Ejemplo [1.1.29| per-

mite concluir que el espacio /[0, 1] no tiene la WPL. Otro ejemplo mas elaborado

7" H. Bartoszynski T. & Judah. “Set theory: On the structure of the real line”. En: Ak Peters Series

(1995).

18 K. Wang C. & Wan. “On the weak property of Lebesgue of L'(Q, X, ). En: Rocky mountain J.
Math. 31.2 (2001), pags. 697-703.
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de un espacio de Banach que no tiene la WPL es el espacio Arbol de James (JT),
resultado que mostramos en el Teorema|(1.4.6| A continuacion recordamos como se

define el espacio JT.

Considere el arbol diadico
T={(nk):neNyk=1,2,...,2"}.

Un segmento de 7' es una sucesion finita {p,...,p,} tal que p;;; s un sucesor
inmediato de p;, paracada j = 1,2,...,m — 1. El espacio JT es la completacion de

coo(T") con la norma

l
lzl =supy > D wlnk) | <o
j=1 (n,k)GSj
donde el supremo se toma sobre todo / € N y todos los conjuntos de segmentos

S1, 9, ..., disyuntos dos a dos. Este espacio resulta ser separable con dual no

separable.
Teorema 1.4.6. 8 El espacio J7 no tiene la WPL.

Demostracion. La idea es construir una funcién f : [0, 1] — JT Riemann-integrable
y débilmente discontinua en todo punto de [0,1] \ Q. Sea {e(”vk)}(n,k)eT la base ca-
noénica de JT', es decir, e, es la funcion caracteristica de {(n,k)}. Definamos
f:]0,1) = JT asi:

em1p Sit=%TdconneNyk=12. . 2""
ft) =

0 en caso contrario.

Veamos que f es Riemann-integrable. Sean N € Ny {[, I,..., I,n_; } una familia
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de subintervalos cerrados de [0, 1] disyuntos dos a dos tales que

2N 1

1
> m(lL) < =5 o Y —elnt( .),paracadal <n <2V —1.
n=1
Sean Ji, Ja, ..., Jon l0s subintervalos cerrados de [0, 1] y disyuntos dos a dos, deter-
minados por
2N 1
1\ (J Int (2
n=1
Entonces, m (J,,) < 2N y HE” Lanf ()] < Ve 1(1%, para cada a, € R, t, € J,

yl<n< 2N, por la definicion de la norma en JT'. Luego, cualquier particion eti-

quetada (P,T) conintervalos Ji, I1, Ja, ..., Iox 1, Jox Yy pUNtOS &1, ), ta, ..., thn |, ton,

satisface
LF 2T =D m(Ja) f(ta) + Y m(I) £(£,)
<SS m (£ )] + 3 mz)

1
2
<4/ _m(J) + v
n=1
N

IN
T~
2

IN
3
=2

Haciendo N — oo se concluye que f es Riemann-integrable con integral cero.

Veamos que f no es débilmente continua en [0,1] \ Q. Sea t € [0,1] \ Q. Co-

mo el conjunto D de los numeros diadicos es denso en |0, 1], existe una sucesién

(tj); = (2’;;1) ~en D que converge a ¢, donde (n; — 1, k;); es una sucesion en 7' tal
’ J

que (n;+1 — 1,kj41) es un sucesor inmediato de (n; — 1, k;), para cada j € N. Para
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ver que f(t;) no converge débilmente a f(t) = 0, tome z* = 3 % €1 gy € JTTY

observe que =*f(t;) = 2*f(%41) = a*e(m,_14,) = 1, para todo j € N. Asi, f no es

débilmente continua en t. Por lo tanto, el espacio JT' no tiene la WPL. O

Del Teorema sabemos que la WPL se preserva bajo isomorfismos. Ademas,
cada espacio de Banach separable es isométricamente isomorfo a un subespacio
de C|0, 1]. Por lo tanto, de la separabilidad del espacio J7'y del teorema anterior se

obtiene el siguiente resultado:
Corolario 1.4.7. [0, 1] no tiene la WPL.

Este resultado se puede generalizar para cualquier C(K) con K un espacio Haus-
dorff compacto, como lo establece el siguiente corolario. En la prueba se usan re-

sultados del Andlisis Funcional que se pueden encontrar en[[%]
Corolario 1.4.8. Sea K un espacio Hausdorff compacto.
(1) Si K es metrizable, entonces C'(K) tiene la WPL si, y solo si, K es numerable.

(2) Si C(K) tiene la WPL, entonces K es disperso (todo subconjunto no vacio de

K tiene un punto aislado).

Demostracion. (1) Si K es un espacio métrico compacto numerable, entonces
C(K)* es separable, luego por el Corolario[1.4.4 C(K) tiene la WPL. Recipro-
camente, si K no es numerable, por el Teorema de Milutin, C'(K) es isomorfo a
10, 1]. Como C|0, 1] no tiene la WPL, del Teorema concluimos que C(K)
no tiene la WPL.

(2) Si K no es disperso, entonces C(K) tiene un subespacio isomorfo a C|0, 1], y
por tanto, C(K) no tiene la WPL.

9 P & Hajek P. & Montesinos V. & Zizler V. Fabian M. & Habala. Banach space theory. The basis
for linear and nonlinear analysis. Canadian Mathematical Society, Springer, 2011.
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Como ya se mencioné en el Teorema la suma-¢; arbitraria de espacios con
la PL tiene la PL, y por tanto tiene la WPL. Aunque los espacios ¢, y ¢, tienen la
WPL, la suma-/, (1 < p < oo) no numerable de espacios con la WPL no tiene la
WPL, ni siquiera cuando X; = R para todo ¢ € I'; sin embargo, el siguiente teorema

establece que la suma-/, numerable de espacios con la WPL tiene la WPL.

Teorema 1.4.9. Sean {X,}>°, una familia numerable de espacios con la WPL y

1 < p < cc. Entonces el espacio X = [P, X,], tiene la WPL.

Demostracion. Sea f : [0,1] — X Riemann-integrable. Entonces f es acotada,
f(t) = (fn(t), Yy fu(t) € X, paratodo n € N. Se tiene ademas que para cada n € N,
fn = mf : [0,1] — X, es Riemann-integrable, donde 7, es la funcion proyeccion
a la n-ésima coordenada. Como cada X, tiene la WPL, f,, es débilmente continua
a.e. Luego, por el Lema(i.4.3] el conjunto de puntos de discontinuidad débil de f es
E = U,en En, donde E, es el conjunto de puntos de discontinuidad débil de cada

f. De aqui que f es débilmente continua a.e y asi, X tiene la WPL.
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2. UNA CARACTERIZACION DE LA PROPIEDAD DE LEBESGUE

Determinar cuales espacios de Banach tienen la PL fue un problema abierto durante
casi un siglo. Recientemente, H. Gaebler y B. Sari publicaron su articulo [, donde
muestran una caracterizacion de la PL. Como lo destacan Gaebler y Sari, este resul-
tado ya habia sido establecido por Marina Pizzotti en su tesis doctoral | El objetivo

de este capitulo es presentar la demostracion de esta caracterizacion.

2.1. Resultados Preliminares

En esta seccion establecemos las herramientas que usaremos para caracterizar
los espacios de Banach con la Propiedad de Lebesgue. El préximo Lema es un

resultado debido a M. Pizzotti.

Lema 2.1.1. Sea D = {d;}32, el conjunto de los nimeros diadicos en [0, 1]. Si X no
tiene la PL, entonces existe una sucesion basica normalizada (z;), tal que la funcion

f:]0,1] — X definida por

Zj, S|t:d]€]D),

0, sit¢D
es Riemann-integrable.

Demostracion. Por el Teorema podemos suponer que X es separable y por
tanto isométricamente isomorfo a un subespacio de C0, 1]. Como X no tiene la PL,
entonces por el Lema [1.3.10 existen A C [0,1] denso numerable y ¢ : [0,1] — X
Riemann-integrable y no continua a.e tal que g(z) = 0siz ¢ A,y |lg(z)|| = 1 si

r € A. Sea (e,), una base de C[0,1]. Sean L > 1 la constante basica de (e,), Y
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M =2L. Paracadan € N, sea P, : C|0,1] — C]0, 1] dada por

P, (Z akek> = Zakek.
k=1 k=1

Como P, es lineal continua y tiene rango finito, P,g es acotada y continua a.e. Asi,

para cadan € Ny cadaa,b € [0,1] con a < b, existe t € (a,b) \ A en donde P,g es

continua, y ademas P,g(t) = 0 yaque t ¢ A. Luego, como A es denso, para cada

e >0, existent € (a,b)\ Ay s € (a,b) N Atales que || P,g(s) — P.g(t)|| < 5y por tanto,

| Pag(s)]| < 5. Ademas, |lg(s)|| = 1 yaque s € A.

Hagamos I; = (0,1),1o = (0,3),..., Jony; = (55, 53) y di = 5,...,donyy = 251 € D,

r 9 2ny 2n

sine Nyie{0,1,...,2" — 1}. Definamos la funcién f : [0,1] — X de la siguiente
manera. Tomemos s; € I, con ||g(s1)|| = 1. Existe n; € Ntal que ||g(s1) — Pn,g9(s1)|| <

o7- Hagamos f(d;) = P,,g(s1). Tenemos que

1 1 1 1 1

[£(d)]l > llg(s1)] -ttty 1f(d1) —g(s)ll < 7 L

Tomemos ahora s, € I, con ||g(32)|| =1y ||Pyg(s2)| < Seany, € Ncon ny > ny

16M
tal que [|g(s2) — Prog(s2)ll < 1557- Hagamos f(dz) = (Pn, — Fny)(9(s2)). Tenemos que

1£(d2) = g(s2)l| < [[Prog(s2) = g(s2)| + 1 Pasg(s2)ll < g7 Y

1

7] > lg(so)ll — lgls2) — Fldo)| > 1~ 1z >

Haciendo induccion obtenemos sucesiones (ny), en Ny (s), en [0, 1] con ny, < ngiq

y si € I, paratodo k € N, tales que

1

Y llg(s) = Pag(on)ll < sy

1
ol =1, 11Pu_g(s0)| < 557
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para todo k£ € N. Asi, haciendo

ng(sl), Sit:d1 GD;

f&) =14 (P, — Po._)(g(s), sit=dyeD, k>1;

Nk—1

0, sit¢D,

\

tenemos que
1

1£() = 9(0)ll < 57

y £ > 5

para todo k € N. Definamos ahora la funcion 4 : [0,1] — X por

g(sk), Sit=d,eDj
ey = 96 .

0, sit¢D.

Note que h es Riemann-integrable. En efecto, como ¢ es Riemann-integrable, dado
e > 0, existe P. = {t;}Y, € P[0,1] tal que ||g(P1,T1) — g(P, T3)|| < &, para todo
(P, Tv), (P, Ty) € P[0,1] con P, = P, = P.. Como en cada intervalo I, existen
puntos donde g se anula, se tiene que si (P, U,), (P, U,) € P[0,1] con P, = P, = P,
entonces

|R(P1,Ur) — h(Po, Us)|| = [|g(Pr, Ty) — g(P2, To)|| <&,

y por tanto, h es Riemann-integrable. Ademas, puesto que (f — h)(t) =0sit ¢ D,y
|(f = Rh)(dp)|| "% 0, entonces f — h es continua a.e y por tanto Riemann-integrable.
Asi, f = (f — h) + h es Riemann-integrable.

]

El Lema se usara en la demostracion del resultado principal de este capitulo.
Establece una equivalencia para las funciones Riemann-integrables en términos de

particiones diadicas del mismo tamafo.
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Lema 2.1.2. Una funcién f : [0,1] — X es Riemann-integrable si, y solo si, existe
un vector z € X con la siguiente propiedad: para cada ¢ > 0, existe n € N tal que
1

|z — o 3227 f(si)|| < e paratodom > ny s; € (52, 55).

Demostracion. Una implicacion es trivial. Veamos la otra implicacion. Sean ¢ > 0
dado y n € N tal que HZL’" S22 f(si)

asumimos sin pérdida de generalidad (por medio de una traslacion) que z = 0. Un

<eparatodom >nys; € (5, 5), donde
argumento similar al usado en la prueba de la Proposicion [1.1.5 muestra que f es
acotada. Sean M = sup,oy | f(t)| y P = {t;}}L, € P[0,1] tal que |P| < g7 Sea

= {£}#, € P[0,1] y definamos el conjunto B={je{l,....N}|5% € [ti-1,t;]}
de tal forma que |B| = 2". Sean S = {s;};", y T = {v;}}_, conjuntos de etiquetas de

Qy P, respectivamente. Se tiene que

19Q.8) = SR = || 537 £ 60 = S0 () (15— 150

<[22 32 (F (50 = F () (1 = tym) | +-2M 3 (8 — 150)
<[22 X2t — g (F () = F )|+

donde 4; = {j € {1,...,N}|[tj-1.t;] C (5

de podemos asumir que

—,5) }- Tomando n suficientemente gran-

P IFACE tj_1>2% (f (si) = f(vj) € D> co(Ys) = co (Z Yi) :

i=1 jeA,; i=1

donde Y; = {5 (f(t) — f ()| t.t' € (5, 5=) }. Usando el mismo argumento en la

prueba del Teorema(i.1.13|se tiene que ||z|| < 2¢ paratodo x € co (Eizl Yi). Luego,

IF (P, T <A@ )+ I1/(Q,5) = F(P,T)] <&+ 3 =4e.
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Por lo tanto, f es Riemann-integrable. ]

2.1.1. Sistema Haar de Particionesde N  Consideremos el conjunto D = [ J°7 , {:& |0 <
j < 2"—1} de los numeros diadicos en [0, 1] y lo representamos como una estructura

en forma de arbol como muestra la Figura 2]

0
0 1/2
P Py
0 1/4 1/2 3/4

Figura 2. Arbol Diadico

En particular, para cada dj = ;—n € D, existe una Unica rama tal que el n-ésimo nodo
de esta rama es d7. Este tipo de estructuras para ciertos subconjuntos infinitos de N

induce a la siguiente definicion.

271

—omen d€ subconjuntos infinitos de N se dice

Definicién 2.1.3. Una coleccién (A;‘)

que es un sistema Haar de particiones (sHp) de N si:
(1) Paracadan € N, 7' A7 =Ny AP N A", = (si j # .
(2) Paracadan e Ny 0 <j<2"—1 A" = ApF U AL,

La condicién (2) dice que los subconjuntos del nivel n + 1 resultan de particionar

cada subconjunto del nivel n en dos subconjuntos infinitos.
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Un sistema Haar de particiones (A;‘)j.i_

1 .
_oney 98 N puede ser organizado en forma

similar al arbol diadico de la siguiente manera.

N
Aé/\%
N TN

)
) &

Figura 3. Arbol de un sHp de N

Por ejemplo, considere el siguiente sHp de N definido recursivamente: para cada

neNyje{0,1,...,2" — 1}, definamos el conjunto
Al ={2"k — a,; : k € N},
donde ayo = 0, ay1 = 1 Yy

214, sije{0,...,2n1 -1
Qp,; = b J { } n > 2.

L4 ap g, Sije{2nt . on—1}

Observe que los conjuntos A;lj“ y Ag’ﬁl resultan de tomar los nimeros que estan en
la posicion par (e impar, respectivamente) del conjunto A’. De esta forma, sabiendo
que

Ay ={2k: ke N} ={2,4,6,8,10,12,.. .} y

Al ={2k—-1:keN}=1{1,3,57911,...},
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entonces
Af =1{4,8,12,...} = {4k : k € N},

A3 =1{2,6,10,...} = {4k — 2 : k € N},
A3 =1{3,7,11,...} = {4k — 1 : k € N},
A2 =1{1,5,9,...} = {4k — 3 : k € N}.

Y de la misma forma tenemos, por poner algunos mas:
A5 =1{6,14,22,30,38,...} = {8k —2: k € N},

A2 =16,22,38,...} = {16k — 10 : k € N}.

Note ademas como se aplica la formula recursiva para hallar el coeficiente a,, ;:
ago = 2@2?2 = 2(1) = 2, y

Q45 = 20,375 = 2(1 + CL3’1> = 2(1 + 2&271) = 2(1 + 2(2)) = 10.

Observacion 2.1.4. Considere la funcion o : D — (A});,, definida por o(d}) = k7,

donde k7 es el 2"-ésimo elemento de A?. Por ejemplo, para el sHp de N definido
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anteriormente se tiene que

Q
/N
| —

Q
Il
=~
—~
e~
~—
|
[\
I
[a—y
N

Q

Il
e~
—~
=~
~—

|
w

Il
—_
w

Q

8(8) — 6 = 58,

Q
7 N 7 N 7 N 7 N 7N
N— N N~ N

Il

oo

—~

(079]

SN—

|

W

Il

D

“CD

~J 00| U1 OOl W Ol x| W |+

Q

8(8) — 5 = 50,

o (§> = 8(8) — 7 =57,

y asi sucesivamente. Observe que o encaja a D en el sHp de N de forma que para
cada d7}, la unica rama del arbol diadico cuyo n-ésimo nodo es d; corresponde a la

Unica rama en el arbol del sHp de N.

Definicion 2.1.5. Sea (e;); una sucesion basica normalizada en X. Se dice que (¢;);
., . . . 2n—1
es una sucesion Haar-¢; si para cada sistema Haar de particiones (A;?)jzo e de N,

existe una constante C' > 0 tal que

om 1
1 , 1 o m
afnll_{{)losup{?n Eoeij m>ny?2 SszAj}.
‘]:

Con todas las herramientas preparadas pasamos al resultado mas importante de

este capitulo.

2.2. Caracterizacion de la Propiedad de Lebesgue

Teorema 2.2.1. ] X tiene la PL si, y solo si, cada sucesién basica normalizada en

X es una sucesion Haar-/;.
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Demostracion. (<) Suponga que X no tiene la PL. Entonces por el Lema [2.1.1]

existe una sucesién basica normalizada (z;); tal que la funcion f : [0,1] — X
definida por
Zj, sit= dj e Dy

ft) =
0, sit¢D

es Riemann-integrable y [ f =0, donde d; = dy.,; = 2t Sea (A7) !y el
sHpde Ndadopor Ap = {j | d;j € (0, )}, Ap = {j|dj € [ 2)},... A, =
{jld; e [5:+,1)},paracadan € N.Sea C > Odadoytomee € (0

g Como

720)

f € R([0,1], X), por el Lema[2.1.2, existe n € N tal que 5

(si)

zl < g,

paratodom > nys; € [5, 5 ). Se sigue que

= om—_1 1
o || 2 T Zf | <e<@
k=0

para todo m > ny todo j, € Aj* con 0 < k < 2™ — 1. Es decir, (z;); no es una

sucesion Haar-/¢; .

Suponga que X tiene la PL y sea (e;), una sucesion basica normalizada en X.

Sea (A?)j:;;eN un sHp de Ny defina la funcién £ : [0,1] — X por

€o(dy)> sit =d, € D
f=4 "
0, sit¢ D,

donde o : D — (A7), es la funcion definida en la Observacion Es claro
que f es discontinua en todo su dominio y por tanto no es Riemann-integrable
ya que X tiene la PL. Luego, por el Lema[2.1.2] existe ¢ > 0 tal que para cada
2511 f (SJ')

Para cada n € N considere los conjuntos Af, ..., A%._, del sHp de N y sean

para algunos s; € (L, ).

n' € N, existe n > n' tal que ¢ < 5- TIRPR
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on

—1 1
s; € (L1, 4) tales que ¢ < & P

(s5)
para algun k;}. Observe que B = {j | f (s;) # 0}. Note que para cada j €

. Defina B = {j|s;=dy, €D

B,o (dy,) = 0(5) € A" C A7 paraalgin m > ny1l <1 < 2" —1.En

particular, o (d,) es por definicién de o el 2"-ésimo elemento de A?. Para

J ¢ B tome cualquier niumero diadico (pues D es denso en [0, 1]) d; € ( o 2”;)

tal que méx;cp o (di,) < o (d;) € A?. Entonces

Ze dk +Ze‘7 Kb2n Zeﬁ(dkj)H

jeB Jj¢B jEB

1
= o > f(s))

donde K, > 1 es la constante basica para (e;),. Esto implica que (e;); es una

sucesién Haar-¢; con constante % > 0.
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3. OPERADORES DE DARBOUX

En este capitulo se hace un estudio enfocado en el espacio de los operadores de
Darboux, concepto que fue inicialmente introducido por Pelczynskiy Rocha en el 12°
Seminario Brasilefio de Anélisisen 1980. Aunque no existe un registro publico de
este seminario, unos afios mas tarde Pizzotti publica su tesis doctoral [} dirigida por
Rocha, en la cual vuelve a aparecer esta clase de operadores. Pizzotti menciona
varios resultados tratados en 4 donde se relaciona el espacio de los operadores de
Darboux con otros espacios de operadores mas usuales. Gran parte de este trabajo

de investigacion es dedicado a las demostraciones de estos resultados.

3.1. Resultados Preliminares

Para empezar, enunciamos algunos resultados del Anélisis Funcional (ver como re-
ferenciay que seran fundamentales a lo largo del capitulo. En todo este capi-

tulo consideramos S infinito.

Teorema 3.1.1. Sean S un espacio Hausdorff localmente compactoy 7" : Cy(S) — X
un operador que no es débilmente compacto. Entonces Cy(.S) contiene una copia
isométrica de ¢y en la que T actua como un isomorfismo. Por consiguiente, si X no

tiene copias de ¢, entonces todo operador T : Cy(S) — X es débilmente compacto.

Teorema 3.1.2. Sean S un espacio Hausdorff localmente compactoy 7" : Cy(S) —
X un operador débilmente compacto. Entonces 7' envia sucesiones débilmente
Cauchy en sucesiones convergentes en norma. Por consiguiente, T envia conjuntos

débilmente compactos en conjuntos compactos en norma.

20 G. Pelczynski A. & Rocha. “Operadores de Darboux”. En: (1980), pags. 293-296.
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Teorema 3.1.3. Si X 0o Y es reflexivo, entonces todo operador de X en Y es débil-

mente compacto.

Teorema 3.1.4 (Teorema ¢, de Rosenthal). Sea (z,), una sucesion acotada en X.
Entonces existe (x,,); una subsucesion de (z,), que satisface solo una de las si-

guientes alternativas:
(1) (xn,); es equivalente a la base candnica de ¢;.
(2) (x,,); es una sucesion débilmente Cauchy.

Teorema 3.1.5 (Teorema de Sobczyk). Sea X separable concy C X.SiT : ¢ — Y

es un isomorfismo, entonces existe un operador T: Co(S) — Y que extiende a T

Definiciéon 3.1.6. Un espacio topolégico S se dice que es extremadamente disco-
nexo si la clausura de cada conjunto abierto es abierto. Si ademas S es Hausdorff

y compacto, entonces S es llamado Stoneano.

Observacion 3.1.7. Si S es un espacio métrico, entonces S es extremadamente
disconexo si, y solo si, S es discreto; lo cual implica que S es Stoneano si, y solo si,
S es finito. Luego, como asumimos que S es infinito, podemos concluir que si S es

Stoneano, entonces S no es metrizable y por tanto C'(S) no es separable.

Teorema 3.1.8 (Teorema de Grothendieck). Sea S un espacio Stoneano. Si Y es

separable, entonces todo operador 7" : C'(S) — Y es débilmente compacto.

Para los espacios de operadores a estudiar en este capitulo se usaréa la siguiente

notacion:
- L(X,Y)={T: X — Y |T eslineal y continuo}.
- K(X,Y)={T € L(X,Y)|T es compacto}.
- WK(X,)Y)={T € L(X,Y)|T es débilmente compacto}.
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Todos estos espacios seran considerados con la norma del supremo. Como con-
secuencia directa de los Teoremas [3.1.1] [3.1.2] 8.1.3] y [3.1.4] tenemos el siguiente

resultado que relaciona estos espacios de operadores conocidos.

Teorema 3.1.9. Sea S un espacio Hausdorff localmente compacto. Entonces
(1) WK(Co(S),Y) = L(Cy(S),Y), si Y no tiene copias de c.
(2) WK(X,Y)=L(X,Y), si X oY es reflexivo.
(8) K(Cp(S),Y)=WK(Cy(S),Y), si Cy(S) no tiene copias de /.

(4) K(X,Y)=WK(X,Y),siY esde Schur.

3.2. Operadores de Darboux

Definicion 3.2.1. Y| Sea T' € L(X,Y). Se dice que T es un operador de Darboux
si para cada f : [0,1] — X Riemann-integrable se tiene que T'f : [0,1] — Y es
Darboux-integrable. Denotamos por D(X,Y) al espacio de todos los operadores de
Darboux de X en Y.

Proposicion 3.2.2. D(X,Y") es un subespacio cerrado de L(X,Y).

Demostracion. Sea (T,,), una sucesién en D(X,Y) que convergea T € L(X,Y) en
la norma del supremo. Sea f € R([0,1], X). Note que si t € [0,1] es tal que T, f
es continua en ¢ para todo n € N, entonces T'f es continua en t,yaque 7,, - T
uniformemente. Luego, D(Tf) C U,enD(T,.f). Como T, f es continua a.e para todo
n € N, entonces T'f es continua a.e. Asi, T € D(X,Y) y por tanto, D(X,Y) es

cerrado. [

Observacion 3.2.3. (1) X tiene la PL si, y solo si, el operador identidad iy : X —

X es de Darboux.
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(2) Sea T' € L(X,Y) dado. De las Proposiciones [1.1.18| y [1.3.2, se sabe que

si f es Riemann-integrable (Darboux-integrable), entonces 7'f es Riemann-
integrable (Darboux-integrable). Por lo tanto, si X o Y tiene la PL, entonces
D(X,Y) = L(X,Y).

Teorema 3.2.4. Sea T € L(X,Y) dado. Son equivalentes:
(1) T € D(X,Y).
(2) T|z € D(Z,Y), para todo Z subespacio separable de X.

Demostracion. Supongamos que 7' € D(X,Y'). Sean Z un subespacio separable de
Xy feR(0,1],Z).ComoT € D(X,Y), T|zf : [0,1] — Y es continua a.e., y asi,
T|z € D(Z,Y). Reciprocamente, si T' ¢ D(X,Y), entonces existe g € R(|0, 1], X) tal
que Tg no es continua a.e. Luego, g no es continua a.e., y por tanto X no tiene la
PL. Del Teorema [1.3.11] existen un subespacio separable Z de X y h : [0,1] — Z
Riemann-integrable y no continua a.e. En consecuencia, 7'|zh no es continua a.e.

Esto prueba que T'|; ¢ D(Z,Y). O

En lo que resta de este capitulo veremos como se relaciona el espacio D(X,Y)
con los demas espacios de operadores ya mencionados. Como primer resultado

tenemos que todo operador compacto es de Darboux.

Teorema 3.2.5. Sean X, Y espacios de Banach. Entonces
K(X,Y)CD(X,Y).

Demostracion. Sean T € K(X,Y)y f € R([0,1],X) dados. Por la Proposicion
[1.1.18, 7'f es Riemann-integrable y por tanto débilmente Riemann-integrable. Ade-
maés, f([0,1]) € X es acotado, y como T € K(X,Y), entonces T'f tiene rango relati-
vamente compacto. Se sigue del Teorema[1.2.6/que T'f es Darboux-integrable. Asi,
T € D(X,Y). O
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Observacion 3.2.6. (1) Las contenencias K(X,Y) C D(X,Y) C £L(X,Y) pueden
ser estrictas para ciertos espacios; por ejemplo, si X no tiene la PL, el operador
ix : X — X es lineal continuo y no es de Darboux; por otro lado, el operador

ig, - 1 — (1 es de Darboux y no es compacto.

(2) Dados X, Y espacios de Banach, no siempre se tiene que WK(X,Y) C
D(X,Y), pues iy, : s — {5 es un operador débilmente compacto que no es
de Darboux; y tampoco se tiene que D(X,Y) C WK(X,Y), pues i, : {1 — £,

es un operador de Darboux que no es débilmente compacto.

El siguiente teorema muestra que con X = Cy(S) se cumple la igualdad entre

WK(X,Y)y D(X,Y).

Teorema 3.2.7. Sea S un espacio Hausdorff localmente compacto. Entonces para

todo espacio de Banach Y se tiene que
WEK(Co(5),Y) = D(Co(5),Y).

Demostracion. i) WK(Cy(S),Y) C D(Cy(S),Y): Sean T' € WK(Cy(5),Y)y f €
R([0,1],Cy(S)). Como f es Riemann-integrable, el conjunto A = {f(P,V) :
(P,V) € P[0,1]} es relativamente débilmente compacto. Por el Teorema ,
T(A) ={Tf(P,V):(P,V) e Pl0,1]} es compacto en norma. Ademas, T'f([0, 1]) C
T(A), pues para cada t € [0,1] se tiene que T'f(t) = Tf(P,V), donde P =
{0,¢,1} y V = (¢,t). Luego, T'f([0, 1]) es relativamente compacto. Por el Teore-
ma[1.2.6, T'f es Darboux-integrable, y asi T' € D(Cy(S5),Y).

i) D(Cu(9),Y) € WK(Cy(S),Y): Supongamos que T & WK(Cy(S),Y). Por el
Teorema existe Z C Cy(S) tal que Z esisomorfoa coy Tz : Z — Y

es un isomorfismo. Sea (f,,), una sucesion basica en Z equivalente a la base

68



canénica de ¢. Sea g : [0, 1] — Z dada por

fn, Sit=r,€]0,1]NQ;
g(t) =
0, site[0,1]\Q.
Por el mismo argumento usado en el Ejemplo(1.1.27|se tiene que g € R([0, 1], Z).
Como T'|z es un isomorfismo, existe 6 > 0 tal que ||T|z(f.)|| > d||f.||, para todo

n € N. Observe que

T|g(t) = Ty(t) = T(fn), sit=ra€[0,1]NQ;
0, site[0,1]\Q.

Luego, T'|zg es discontinua en [0,1] y por lo tanto, T'|; ¢ D(Z,Y). Como Z es
separable, del Teorema se tiene que T' ¢ D(Cy(S),Y).

El siguiente resultado se sigue inmediatamente de los Teoremas[3.7.9]y[3.2.7]

Corolario 3.2.8. Sea S un espacio Hausdorff localmente compacto. Si ¢y + Y,
entonces D(Cy(5),Y) = L(Cu(9),Y).

El reciproco del Corolario no siempre se cumple, tome por ejemplo Y = ¢y y

Co(BN) = £, en los Teoremas y Sin embargo, para Cy(S) separable si
vale el reciproco como lo establece el siguiente teorema que es de nuestra autoria.

Teorema 3.2.9. Sea S un espacio Hausdorff localmente compacto. Si Cy(.5) es se-
parable y D(Cy(S),Y) = L(Cy(S),Y), entonces ¢y & Y.

Demostracion. Suponga que ¢ — Y ysea T : ¢¢ — Y un isomorfismo. Como
Co(S) tiene una copia de ¢, cuando S es infinito, por el Teorema de Sobczyk (Teo-
rema [3.1.5) existe un operador T : Cy(S) — Y que extiende a 7. Por la hip6te-

sis, T € D(Cy(S),Y). Sin embargo, si consideramos la funcién Riemann-integrable
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g:10,1] = Cy(S) dada por

en, Sit=rmr,€0,1]NQ;
g(t) =
0, site[0,1]\Q,

donde (e,), es la base candnica de ¢,, se tiene que Tg = Tg no es Darboux-
integrable. Luego, T ¢ D(Cy(S),Y), lo que es absurdo. Por lo tanto, debe pasar
que ¢g &~ Y. O

Supongamos que X es de dimensidn infinita y tiene la PL. Entonces el operador
ix : X — X es un ejemplo de un operador de Darboux que no es compacto. Un
problema mas interesante seria encontrar un operador 7' € D(X,Y)\K(X,Y') donde
X, Y notienen la PL. El siguiente teorema nos dice que para encontrar tal operador
T se deben descartar de los espacios de Banach clasicos a X = ¢y y X = ¢, con
1 < p < oo. Destacamos que el argumento del inciso (2) del teorema es aporte

propio.

Teorema 3.2.10. Para todo espacio de Banach Y valen las siguientes igualdades:
(1) K(co,Y) =D(cy,Y).
(2) K(X,Y)=D(X,Y), si X es uniformemente convexo.

Demostracion. (1) Como ¢, no tiene copias de /;, el resultado se sigue de los

Teoremas y[3.2.7

(2) Si X es de dimension finita, el resultado es inmediato. Supongamos que X
es de dimension infinita y que existe 7' € D(X,Y) \ K(X,Y). Luego existe
(x,)n UNA sucesion acotada en X tal que (T'(x,)), no admite subsucesiones
convergentes. Sabemos que todo espacio de Banach uniformemente convexo

es reflexivo, y por tanto la sucesién (z,,), admite una subsucesién débilmente
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convergente. Sean (z,,, ), una subsucesion de (z,,), y = € X tales que z,,, — .
Como (T'(z,)), Nno admite subsucesiones convergentes, entonces z,,, / xY
() 7 T(x).

Para cada k € N, sea z, = z,,, —x. Note que (z;); €s una sucesion acotada en

X tal que
2% =0, 2 A0y T(z) A0 (3)

Sea (z,); una subsucesion basica de (z),. Suponga sin pérdida de generali-

dad que ||z, || = 1, paratodo j € N. Sea Z = gen{z, : j € N}. Observe que Z
es uniformemente convexo y (z,); s una base normalizada de Z. Luego, por

el Teorema[1.3.5] existen M > 0y r > 1 tales que

<M (Z \aﬁ) N

jEF

E CLjij

jEF

para todo ' C N finito y (a;);cr escalares. Sea g : [0,1] — Z dada por

2k Sit:TjG[O,l]ﬂQ;
g(t) = :
0, sitel0,1\Q.

Veamos que g € R([0,1],2) y folg = 0. En efecto, sea ¢ > 0 dado y tome
6 = (¢/M)/D. Sea (P,T) = ([tm-1,tm],sm)N_, € P[0,1] tal que |P| < .
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Entonces

lg(P,T)|| =
m=1

N T

<M (Z(tm tm_l)’“>
m=1

VR :

< Mér; (Z(tm - tml))
m=1

< M- % =e.

Por otro lado, como T' € D(X,Y)y Z C X es separable, entonces por el
Teorema[3.2.4, T'|, € D(Z,Y) y por tanto, T'| ;g = T'g es continua a.e. Sea A el
conjunto de discontinuidades de T'g. Como m(A) = 0, entonces [0,1] \ Q € A.
Luego, existe ¢ € [0,1] \ Q tal que T'g es continua en ¢. Sea (s,), una sucesion
en [0,1] N Q tal que s, — t. Entonces T'g(s,) — T'g(t) = 0, lo cual contradice
(3). Por lo tanto, D(X,Y) = K(X,Y).

[

El siguiente resultado sugiere que los espacios X, Y sin la PL que pueden servir

como candidatos para encontrar 7 € D(X,Y) \ K(X,Y),son X = (., Y = co.
Corolario 3.2.11. L({, co) = WK (lso, ¢o) = Do, co)
Demostracion. Se sigue inmediatamente de los Teoremas y O

Ejemplo 3.2.12. Todo operador T' € L({-, cy) tiene la forma T'(x) = (z%(x)), para
alguna sucesion (z}),, en (% tal que z, 3 0. Sabemos que K C ¢, es relativamente
compacto si, y solo si, existe (r,), € ¢ tal que |k,| < |r,| para todo n € Ny todo
(k»)n € K. Por lo tanto, T'(B,_. ) es relativamente compacto si, y solo si, la sucesion
asociada (z7),, converge a 0 en norma. Como ¢, no es Schur, existen (z}),, C (%,

y z* € (*_ tales que ¥ = 2*y z' /A z*. Seay’ = z' — z*, paratodo n € N.

n n
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Entonces y Y0 y v # 0. Se sigue del argumento anterior que el operador T :
U — c¢o definido por T'(y) = (v’ (y)), no es compacto. Por el corolario [3.2.11| se

tiene entonces un ejemplo de un operador T’ € D(lw, ¢o) \ K(loo, €o)-
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