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RESUMEN

TITULO: Algoritmo para el disefio y optimizacion de codigos de aperturas booleanas
para un sistema codificado de patrones de difraccion de rayos X de bajo costo."

AUTOR: Jhon James Angarita Pallares?

PALABRAS CLAVE: Cédigos de apertura, recuperacion de la fase, difraccion, crista-
lografia, rayos X.

DESCRIPCION:

La recuperacion de la fase es un problema presente en muchas aplicaciones como
Optica, imagenes astrondmicas, biologia computacional y cristalografia de rayos X.
Este Gltimo es el objeto de estudio de este proyecto. La cristalografia de rayos X
es una técnica experimental utilizada en el andlisis de materiales, que permite medir
las posiciones atémicas de los elementos presentes en un cristal. Esta técnica se
basa en los patrones de difraccion de rayos X, que proporcionan propiedades elec-
trénicas y elasticas del cristal de interés. De este modo, el cristal se puede iden-
tificar de forma Unica mediante la fase de sus patrones de difraccion que también
se utilizan para analizar el material de interés. La fase de los haces difractados no
puede ser medida directamente por el detector, sin embargo, puede recuperarse de
la intensidad de los patrones de difraccion. Adicionalmente, trabajos recientes de in-
vestigacion prueban que incluyendo un elemento éptico llamado apertura codificada
en la arquitectura tradicional de adquisicién de los datos, se puede recuperar la fase
de una sefal de manera mas eficiente. Sin embargo, una implementacion real de
los codigos de aperturas del estado del arte no es viable, ya que requiere cambiar
la fase de los haces difractados. Por tanto, este proyecto propone usar los disefos
de aperturas codificadas tradicionales de paso y bloqueo también conocidos como
booleanas, que en la practica se han utilizado en diferentes implementaciones reales
de rayos X. Ademas, este trabajo determina las caracteristicas de disefio éptimas
para las aperturas codificadas booleanas. Por otro lado, este trabajo desarrolla un
algoritmo para construir las aperturas booleanas 6ptimas. Asimismo, simulaciones
numeéricas sugieren que los codigos de aperturas booleanos 6ptimos propuestos ex-
hiben un rendimiento mas alto en la recuperacién de la fase en comparaciéon con un
conjunto aperturas codificadas aleatorio no disefado.

Trabajo de Investigacion
2Facultad de Ingenierias Fisicomecanica. Escuela de Ingenierias Eléctrica, Electronica y de Tele-
comunicaciones



ABSTRACT

TITLE: Design and optimization algorithm of Boolean coded apertures to a low cost
coded X-ray diffraction patterns system.?

AUTHOR: Jhon James Angarita Pallares.*
KEYWORDS: X-ray coded apertures, X-ray imaging, Diffraction .
DESCRIPTION:

The phase retrieval is a problem present in many applications such as optics, astro-
nomical imaging, computational biology and X-ray crystallography, the latter one is
the object of study of this project. X-ray crystallography is an experimental technique
used in material analysis that allows to measure the atomic positions of the elements
present in a crystal. This technique is based on the X-ray diffraction patterns that pro-
vide electronic and elastic properties of the crystal of interest. Thus, the crystal can
be uniquely identified by means of the phase of its diffraction patterns that are also
used to analyze the material of interest. The phase of the X-ray cannot be directly
measured; however, it can be recovered from the intensity of diffraction patterns. In
addition, a recent research shows that by including an optical element called an coded
aperture in the traditional data acquisition architecture, the signal phase can be more
efficiently recovered. However, a real implementation of the state of art coded aper-
tures are not feasible, since it requires changing the phase of the diffracted beams.
Therefore, this project proposes to use the traditional block-unblock coded aperture
designs also know as boolean, which in practice they have been used in different real
X-ray implementations. Further, this work determines the optimal design characteris-
tics for the block-unblock coded apertures and we develop an algorithm to construct
them. Moreover, numerical simulations suggest that the proposed optimal Boolean
coded apertures exhibit a higher performance to retrieve the phase in comparison
with a random non-designed coded apertures set.

3Research Work
4Facultad de Ingenierias Fisicomecanica. Escuela de Ingenierias Eléctrica, Electronica y de Tele-
comunicaciones



INTRODUCCION

La cristalografia de rayos X es una técnica que permite determinar la posiciéon atémica
de un cristal en el espacio tridimensional usando la fase de los patrones de difraccién
muestreados épticamente [1]. Este modelo 3D del cristal, permite el desarrollo de
nuevos materiales y disefio de nuevos medicamentos [24, 11, 9]. Las intensidades
de las reflexiones en los patrones de difraccién se miden mediante un sensor 6ptico.
Sin embargo, estos sensores dpticos que se utilizan para medir la intensidad de la
reflexion de los haces difractados no estan disefados para medir la fase de dichos
patrones de difraccién [6]. Es asi, que esto abre paso al disefio de algoritmos para
recuperar la fase de la sefal, con el fin de construir un modelo 3D de la estructura
molecular del cristal bajo estudio.

Un trabajo reciente ha demostrado que se puede recuperar la fase de manera mas
eficiente cuando en la arquitectura se incluye un elemento 6ptico conocido como
cédigo de apertura, el cual modula la sefial antes de ser difractada, tal que la sefal es
recuperada a partir de los patrones codificados de difraccion [6]. La sefial se modula
cambiando su fase o bloqueando algunos haces difractados. La seleccion de haces
modulados se realiza convencionalmente de una manera aleatoria. El porcentaje
de rayos X difractados que pasan a través de la apertura codificada se conoce como
transmitancia [14]. Este tipo de modulacién, antes de ser difractada, puede obtenerse
mediante el uso de codigos de apertura de fase, justo en frente de la muestra en
estudio como se ilustra en la Figura 1.

En la actualidad existen diversos métodos que permiten recuperar la fase a partir
de los patrones codificados de difraccién de rayos X aplicando técnicas como pro-
gramacion convexa, como PhaselLift [6], resolviendo un problema de optimizacién
inspirado en la literatura reciente sobre completacion de matrices [5], formulaciones
no convexas mediante el algoritmo Wirtinger Flow (WF) [8] y el método Truncated
Wirtinger Flow (TWF) [10]. Estas técnicas han propuesto diferentes disefios de codi-
gos de apertura que mejoran la calidad de la recuperacion de la fase. Sin embargo, su
implementacion fisica en arquitecturas reales es altamente costosa, ya que requiere
el uso de un material que cambie la fase de los haces difractados, dado que sus ele-
mentos son modelados con entradas complejas. En contraste, este proyecto propone
usar los disefos de aperturas codificadas tradicionales de paso y bloqueo, también
conocidos como cédigos de aperturas booleanas, que permiten la recuperacién de
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Figura 1: Representacion esquematica de un sistema de patrones de difraccién cod-
ificados tedrico. Note que, la apertura codificada se coloca en frente de la muestra.

fase de patrones de difraccion de rayos X codificados, y su modulacién en la senal
consiste s6lo en permitir que pasen unos pocos haces difractados. Siendo su con-
struccion fisica factible y posible de utilizar en un sistema de patron de difraccién
codificado real. Ademas, este trabajo determina las caracteristicas de disefo 6ptimas
para las aperturas codificadas booleanas. Por otro lado, este trabajo desarrolla un
algoritmo para construir las aperturas booleanas éptimas. Adicionalmente, se desar-
rollaron modificaciones a los algoritmos Truncated Wirtinger Flow (TWF), Reshaped
Wirtinger Flow (RWF) y Truncated Amplituded Flow (TAF) con el fin de recuperar la
fase de los patrones de difraccién codificados.
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Capitulo 1

CONCEPTOS Y ESTADO DEL ARTE

El principal objetivo de este capitulo consiste en presentar algunos conceptos nece-
sarios para el desarrollo de este trabajo, como el de difraccién y su respectivo mod-
elado matematico y la técnica de cristalografia de rayos X. Por otro lado, se expone
la relacién del problema de la recuperacion de la fase con cristalografia de rayos
X. Ademas, se discuten algunos algoritmos que existen en el estado del arte que
permiten la recuperacion de la fase.

1.1  DIFRACCION

Para una onda plana incidente sobre una apertura o una pantalla de difraccion, es
decir, una pantalla opaca con algunas aperturas que permiten que pase la luz, se
desea encontrar la distribucién de campo que sale de la apertura o del campo difrac-
tado. Para abordar el problema de difraccién, se encuentra la solucién de la ecuacién
de onda escalar bajo alguna condicién inicial [21]. Supongamos que la apertura esta
representada por una transparencia con una amplitud, a menudo denominada funcién
de transparencia [16], dada por ¢(z,y), situada en el plano z = 0 como se muestra
en la Figura 2.

Suponga una onda plana A exp(jwyt), de amplitud compleja A y frecuencia angu-

y Campo difractado ¥,(x,y;z)

(RS
Onda incidente x?} i
—> ) § % )

Figura 2: Geometria de difraccion: #(z,y) es una pantalla de difraccién. (Fuente:

[21])

z2=0

lar wy, que incide en la apertura ¢(z,y). La distribucién de campo inmediatamente
después de la apertura es V(z,y,z = 0,t) = At(z,y) exp(jwot) [16]. En general,
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t(z,y) es una funcién compleja que modifica la distribucién del campo incidente en la
apertura, y se ha supuesto que la transparencia es infinitamente delgada [21]. Para
desarrollar ¥ (z,y, z = 0,t) matematicamente, escribimos

\If(x,y,z = Ovt) = \II;IJO(:U?y) eXp(jWOt)a (11)

donde V,o(z,y) = At(x,y) es llamada la amplitud compleja en éptica. Esta amplitud
compleja es la condicién inicial, la cual estd dada por la amplitud de la onda plana
incidente multiplicada por la funcion de transparencia de la apertura. Para encontrar
la distribucion de campo en z lejos de la apertura, se modela la solucion como

\I]<x7yuzvt) = ‘IIP(I‘,y,Z> eXp(ijt), (12)

donde ¥, (x,y, z) es desconocido. Para encontrar ¥, (x, y, z), se sustituye la Ecuacion
(1.2) en la ecuacién de onda tridimensional, para obtener la ecuacion de Helmholtz
para ¥, (z,y, z) [21, 16], la cual es dada por

2 2 2
0°v, n 0°v, N 0°v,
0x? oy? 0z

donde ky se conoce como el numero de onda. Para lograr resolver la ecuacion ante-

rior, se elige utilizar la técnica de la transformacion de Fourier. La transformacion de
Fourier bidimensional de una sefial espacial f(z,y) se define como

+ kg0, = 0. (1.3)

F{f(@,y)} = Flko ky) = [[7, f(x,y)e==tvdzdy, (1.4)

y la transformacién de Fourier inversa es dada por

1 e .
FHF (s, ky)} = fla,y) = 2 [ F(ky, ky)e*m=kwdk, d,, (1.5)

donde £, y k, se denominan frecuencias radiales espaciales ya que tienen unidades
de radian por unidad de longitud, y j = +/—1. Las funciones f(z,y)y F(k., k,) for-
man un par transformado de Fourier. Asi, tomando la transformada de Fourier bidi-
mensional de la Ecuacion (1.3) y considerando como condicion inicial F{V¥(z,y, z =
0)} = V,(ky, by, z = 0) = Uy0(ky, ky), 12 solucién a la anterior ecuacién diferencial
esta dada por

U, (kg ky, 2) = Wpo(ky, ky)H ks, ky, 2), (1.6)

donde H(k,, ky,z) = e oV (1=K /K3—K}/KE)= o definida como la funcion de transfer-
encia de frecuencia espacial de propagacién a través de una distancia z [21, 16]. Por
lo tanto, la amplitud compleja ¥, (x,y, z) viene dada por la transformada de Fourier
inversa de la Ecuacion (1.6)

Uy(r,y,2) = fl‘l{\lfp(kz, ky, 2)} = F W0 (ky, ky)H (kg kyy 2)}
o ko) (1=R2 /K33 /K2 — jhes iy
= 3 S Urolha Ky e (LG5 /18) g mikos b U, .
(1.7)
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La ecuacién anterior es un resultado muy importante ya que para una distribucién
de campo dada a lo largo del plano z = 0, es decir, ¥,(z,y), se puede encontrar
la distribucién del campo a través de un plano paralelo al plano (z,y) pero a una
distancia z de él, calculando la Ecuacion (1.7).

Aproximacion de Fresnel y Fraunhofer: Cuando las ondas de propagacién for-
man pequefios angulos, es decir, bajo la denominada aproximacion paraxial, k2 +
k2 < kg, se puede concluir que

V(= k2/RZ — K2/I3) ~ 1 — K2J203 — K2 /2K (1.8)

Entonces la Ecuacion (1.7) se puede reescribir como
1 o0 . , . .
Vy(z,y,2) = ﬁ// \prg(k:x,ky)e‘J’“Oz*J(’“%*ki)z/%oe‘”“”‘fkyydkxdky, (1.9)
m —0o0

la cual puede expresarse de manera compacta como
U, (z,y,2) = F {Wolks, k) H (ks by, 2) (1.10)

donde H(k,, ky, z) = e kozeikitki=/2k - ndemas, H (k,, k,,z) se denomina la fun-
cion de transferencia espacial de frecuencia en la 6ptica de Fourier [21, 16]. Para
encontrar la transformada inversa de la Ecuacion (1.9), se puede reexpresar esta
ecuacién en términos de la amplitud compleja inicial ¥, (z,y) como

9" ‘ %) . , /
\Ilp<g(;, Y, Z) — j_oe—Jkoz // \I/po(ml, y/)e—]kO/ZZ[(Ji—x )2+ (y—y Wd:ﬁ,dy/, (1 y 1)

21z o

la cual puede expresarse como

ik . —jk & —jk / ’ L / /
\pr(l’, 1Y, Z) — gT(;e—]koze gzo (#2492 // quo(l'/, y/)e ;ZO [(=")24(y )2}61?0(9555 +yy )dx’dy’.
—00

(1.12)
La Ecuacién (1.12) se denomina formula de difraccién de Fresnel y describe la difrac-
cion de un haz durante la propagacion que tiene una amplitud compleja inicial dada
por W (z, y).
Por otro lado si se considera que £[(2')? + (y/)%] < z, la Ecuacion (1.12) se puede
simplicar como sigue

_ Ik

—jkoz
— ejOe
2mz

Uy (2, y, 2) 20 e 407) // \I/po(x',y’)ejlzo @) de'dy’. (1.13)
La Ecuacion (1.13) se denomina férmula de difraccién de Fraunhofer y es el caso
limite de la difraccion de Fresnel [21, 16]. Por lo tanto, la Ecuacién (1.13) se denom-
ina aproximacion de Fraunhofer o aproximacion de campo lejano, ya que la difraccion

se observa a una distancia lejana.
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En resumen, esta seccion presento el fendmeno de difraccion, y las diferentes aprox-
imaciones en la teoria clasica de la 6ptica de Fourier. Ademas, el concepto de campo
cercano se da cuando la difraccién se observa cerca de una apertura o de un ob-
staculo y este se denomina diagrama de difraccion de Fresnel. Por el contrario,
cuando se observa a grandes distancias de la apertura se denomina difracciéon de
Fraunhofer o difraccion de campo lejano. Adicionalmente, la aproximacion de campo
lejano juega un papel fundamental en quimica, debido a que la amplitud de campo
difractado corresponden con los patrones de difraccion en cristalografia [24], La cual
se explicara en la siguiente seccion.

1.2 CRISTALOGRAFIA

La cristalografia de rayos X es una técnica que permite determinar la disposicién de
los atomos dentro de un cristal, cuando un haz de rayos X interacciona con éste
y se difracta en varias direcciones especificas [12]. A partir de los angulos e in-
tensidades de estos haces difractados, un cristalografo puede producir una imagen
tridimensional de la densidad de electrones [24]. De esta densidad de electrones se
pueden determinar las posiciones medias de los a&tomos en el cristal, asi como sus
enlaces quimicos [9], siendo fundamental en la creacion de nuevos materiales, dado
que pueden formar cristales [9] - tales como sales, metales, minerales, semiconduc-
tores, asi como diversas moléculas inorganicas, organicas y biolégicas. Ademas, la
cristalografia de rayos X ha sido fundamental en el desarrollo de otras areas cien-
tificas tal como el disefio de nuevos medicamentos [9]. Por tanto, la cristalografia
de rayos X sigue siendo el principal método para la caracterizacion de la estructura
atdbmica de nuevos materiales y sistemas con muchas similitudes ante la evidencia
de otras espectroscopias [14, 4]. La estructura de materiales analizada por rayos X
también puede dar cuenta de las propiedades electrénicas o elasticas inusuales de
un material, dar informacién sobre las interacciones y los procesos quimicos, o0 servir
como base para el diseno de farmacos contra enfermedades.

Por otro lado, la cristalografia de rayos X esta relacionada con otros métodos para la
determinacién de estructuras atémicas [19]. Patrones de difraccidén similares pueden
ser producidos por la dispersién de electrones o neutrones, que son interpretados
mediante la trasnformacion de Fourier [2, 19]. Si no se pueden obtener monocristales
de tamano suficiente, otros métodos de rayos X se pueden aplicar para obtener una
informacion menos detallada; tales métodos incluyen la difraccion de fibra, difrac-
cion de polvo y de dispersion de rayos X de bajo angulo (SAXS) [2]. Si el material
investigado sélo esta disponible en forma de polvos nanocristalinos o posee pobre
cristalinidad, se pueden aplicar los métodos de cristalografia de electrones para la
determinacion de la estructura atomica.

La Figura 3 ilustra el proceso de captura de los patrones de difraccién en crista-
lografia de rayos X. En una medicién de cristalografia de rayos X, un cristal esta
montado sobre un gonidbmetro y se hace girar gradualmente mientras que es bom-
bardeado con rayos X, de esta forma se produce un patrén de difraccién de puntos
regularmente espaciados [2]. Las im&genes bidimensionales tomadas en diferentes
rotaciones se convierten en un modelo tridimensional de la densidad de electrones
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Fuente de rayos X Cristal Detector Patrones de difraccion

Rota c:|on
cristal

Figura 3: Configuracién ilustrativa para adquirir los patrones de difraccion.

dentro del cristal. Dado que, en general los sensores 6pticos solo pueden medir las
intensidades de los patrones de difraccién, la amplitud del campo difractado en la
zona del detector, de acuerdo a la Figura 3, y la formula de difraccion de Fraunhofer
en la Ecuacién (1.13), esta dada por

2

IR0 oz A [ (o of o

|\I/p(l'7y,2>|2 27TZ

2
27rz ‘ff Uo0(2’,y) 0 (@) dz'dy’

= o | F (W)}

o | F{ W0, )}
(1.14)
Por otro lado, dado que el detector es un arreglo bidimensional finito de pixeles, se
hace necesario obtener una version discreta de la amplitud del campo difractado de
la Ecuacion (1.14). El modelo discreto se presenta en la subseccion 1.2.1.

1.2.1 Modelo discreto

Esta subseccién presenta la amplitud del campo difractado capturado por un arreglo
bidimensional finito de pixeles el cual se ilustra en la Figura 4. Suponga que el pitch
del detector en sus correspondientes direcciones, esta dado por A¢ y An. Ademas,
suponga que el numero de pixeles en sus correspondientes direcciones es M y N.
Asi, los periodos de muestreo espaciales estan dados por Az = z\/(MAE) y Ay =
2A/(NAn), donde X es la longitud de onda de la fuente. Asi, la version discreta de la
Ecuacion (1.14) se expresa como
M-1N— 2
U, (mAz, nAy, 2)|? o Z Z wo(EAz, IAy)e 2757+ %) : (1.15)
k=0 [=1
donde la doble sumatoria representa la transformacién discreta de Fourier y m =

0,---,M—1,n=0,---,N — 1. Al definir las matrices X ¢ CM*N yY ¢ RMxN

como
X[m,n| = Vyo(mAz, nAy) (1.16)
Y[m,n] = |¥,(mAz,nAy, z)|* ’ '
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M 3

Figura 4: Estructura esquematica de un sensor de imagen CCD/CMOS. (Tomada de

[21])

entonces la Ecuacion (1.15) puede reescribirse como
Y o |DFTyp(X))?, (1.17)

donde la funcién |-| se aplica en cada componente de la matriz X y DFTyp(-) es la
transformacion bidimensional discreta de Fourier. Note que la Ecuacion (1.17) puede
aproximarse como

y ~ |Fx%, (1.18)

donde F € CMN*MN gg |a matriz de la transformacion discreta de Fourier, X €
CMN y 5y € RMN representan las versiénes vectorizadas de las matrices X y Y
respectivamente. Por otra parte, la Ecuacion (1.18) se conoce como el problema de
recuperacién de la fase, dado que solo se captura la amplitud del campo difractado.

1.3 ALGORITMOS DE RECUPERACION DE LA FASE

Esta seccion introducira algunos algoritmos del estado del arte que estudian el prob-
lema de la recuperacion de la fase de los haces difractados.

PhaseLift: En el problema de recuperacion de la fase, de acuerdo a la Ecuacién
(1.18), se tiene una senal discreta x € C" y se miden proyecciones de la forma
yr = |(ag,x)|?, donde a; € C" son vectores de muestreo de sinusoidales comple-
jas, comunmente encontradas en cristalografia de rayos X [3]. Sin embargo, debido
a las limitaciones de los detectores, solo se puede observar la magnitud de estas
proyecciones. Para solucionar el problema de recuperacion de la fase, se desea en-
contrar x € C™ a través de algoritmos de programacién convexa sujetos a la siguiente
restriccion

Tr(akakaxH):yk,kzl,~-- ,m, (1.19)

17



donde T'r(-) es la funcién que calcula la traza de una matriz y x representa el

vector conjugado transpuesto de x. Si se quiere plantear la recuperacion de x en dos
dimensiones, se introduce la matriz Hermitiana X € S™*" (S"*™) es el conjunto de
las matrices simétricas positivas semidefinidas), donde el problema de fase en 2D es
equivalente a encontrar X tal que:

X =0, rank(X) = 1, Tr(agaf xx) =y, parak =1,--- ,m, (1.20)

donde X > 0 significa que X es positiva semidefinida. Aunque este problema no
es tratable computacionalmente, si se ignora la restriccion del rango de la matriz, se
puede relajar el problema a

arg miny cgnxn 17(X)

(1.21)

—
Sujeto a X—OH )

Tr(agay' xx") =y, k=1,---,m.

Este problema de optimizacion se puede solucionar a través de un programa semidefinido
propuesto recientemente con el nombre de PhaseLift [7]. Sila solucidén a este prob-
lema es de rango-1y es igual a xx, entonces a través de PhaseLift la factorizacion

es posible recuperar, al igual que su fase.

Algoritmo Truncated Wirtinger Flow (TWF): El algoritmo Truncated Wirtinger Flow
propuesto en [10], permite resolver el problema de la recuperacién de fase. Este al-
goritmo resuelve las ecuaciones cuadraticas de la forma

yi = [(ap, x)* k=1,...,n, (1.22)

donde los vectores de muestreo a, se distribuyen normalmente, es decir, a; ~
CN(0,I) = N(0,3I) + jN(0,21),V k=1,--- ,n[10].

Por otra parte, las muestras adquiridas casi siempre estan corrompidas por cierta
cantidad de ruido, concretamente,

yi ~ |(ap, x)|?, k=1,...,n. (1.23)
Por ejemplo, en aplicaciones de imagenes, los datos son mejor modelados por vari-
ables aleatorias de Poisson,

yi ~ Poisson(|(ay, x)|?), k=1,...,n, (1.24)

que captura la variacién en el nimero de fotones detectados por un sensor. Asum-
iendo muestras independientes, lo primero a hacer es buscar la maxima estimacion
likelihood (MLE):

l(wy) = yxlog(lapx[?) — [ajx|? (1.25)
donde [(x; y;) representa el logaritmo de la funcién likelihood de una solucién x dado
los resultados y,. La Ecuacion (1.25) puede se puede expresar como

minimize, — Zl(x; Uk) (1.26)
k=1
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Sin embargo, la Ecuacion 1.26 es en general intratable, ya que /(x; yx) no es concavo
en x. Pero, bajo sistemas aleatorios no estructurados, el problema de optimizacion
esta mejor condicionado, y se puede resolver mediante programas convexos con-
venientes con garantias estadisticas Optimas. El paradigma basico es elevar el
problema de restriccion cuadratica a un problema de restriccion lineal introduciendo
una variable de matriz X = xx* y relajar la restriccion de primer rango. Por tanto,
este problema de optimizacién se puede solucionar a través del algoritmo Truncated
Wirtinger Flow (TWF).

Algoritmo Reshaped Wirtinger Flow (RWF): En aplicaciones de recuperacion de
la fase, como cristalografia de rayos X, ya mencionado anteriormente, la estructura
del objeto puede ser recuperado a partir de las mediciones de la intensidad del campo
difractado, cuando el objeto es iluminado por una fuente de rayos X. Es asi, que mu-
chos problemas en procesamiento de sefales pueden ser reducidos a un sistema de
ecuaciones cuadraticas. El algoritmo Reshaped Wirtinger Flow propuesto en [18],
estudia el problema de la recuperacion de la fase, donde resuelve un sistema de
ecuaciones cuadraticas, con fin de recuperar el vector x € R"™ a partir de las medi-
ciones de la magnitud, con la forma,

yi = |{a;, x)[,1 <i<m (1.27)

donde a; € R"/C" son vectores conocidos que cominmente son disefiados aleatoria
mente, generados de forma independiente por una distribucién Gaussiana, es decir,
E~ii ~ N(O, Ian)
Ademas, el algoritmo Reshaped Wirtinger Flow (RWF) adopta la siguiente funcién de
pérdida

I(x) = %ang;q ) (1.28)

k=1

donde desarrolla una pendiente descendente, que establece cero para el compo-
nente “gradiente” que corresponde a muestras no suaves, junto con una inicializacion
utilizando un método espectral. La curvatura de la funcién de pérdida I(x) se com-
porta de manera similar a la de una funcion de pérdida de minimos cuadrados en la

vecindad de los 6ptimos globales, y por lo tanto, la RWF converge rapidamente.

Algoritmo Truncated Amplituded Flow (TAF): El algoritmo Truncated Amplituded
Flow propuesto en [15], explica como recuperar un vector x desconocido a partir de
una ecuacién cuadratica de la forma,

Yi = ‘<ak’7x>|27 1<i<m (129)

donde el vector de datos y; := [y1...yn]” Y el vector caracteristico a, € R" o C"
son conocidos, mientras el vector x € R™ o C™ es desconocido. Los vectores de
muestreo a, usan el modelo gaussiano de valor complejo con x € C", es decir,
aj, ~ CN(0,I) = N(0, 3I) + jN(0,4I),V k=1,---,n[15]. Asumiendo que el sis-
tema de ecuaciones cuadraticas en (1.29) admite una Unica solucion para el vector x,
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entonces el objetivo principal es reconstruir x a partir de las m ecuaciones cuadrati-
cas, o lo que es equivalente, a recuperar la sefal faltante de {(a;, x)}", bajo una
configuracion de valores reales/complejos. Por tanto, el algoritmo Truncated Ampli-
tuded Flow (TAF) adopta el criterio de minimos cuadrados, con el objetivo principal
de recuperar x a partir de los datos y; adquiridos, las cuales en un caso mas realista
estan corrompidas por el ruido blanco gaussiano aditivo (AWGN) por sus siglas en
ingles. Por lo cual, es formulada como la de minimizacion de la pérdida empirica
basada en la intensidad

n

minimize  £(x) =: % S (i — [ X)) (1.30)

k=1

con el fin de simplificar el problema en la ecuacién (1.30) y hacerlo menos complejo
computacionalmente, se considera una funcion de costo basada en la amplitud, en la
que ¥; = {(a;,x)} se observa en lugar de y; en AWGN

n

N 1 )

minimize  h(x) =: - > (i — [{aw, x)|) (1.31)
k=1

En la recuperacion de fase clasica discreta unidimensional (1D) , el vector de am-

plitud ¢ = [tb1, %9, ...,9m]|7 corresponde a la transformada de Fourier de la sefial

n-dimensional x. En general, no hay una solucién Unica para la recuperacion de fase

1D.
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Capitulo 2

SISTEMA CODIFICADO DE PATRONES DE DIFRACCION

En este capitulo se presenta una breve descripcion de las aperturas codificas octa-
nary y sus principales desventajas. Ademas, se introduce las aperturas codificadas
Booleanas y los diferentes disefios que existen en el estado del arte. Por otra parte,
se describe la arquitectura para la captura de patrones codificados de difraccion,
la cual hace uso del método Detour-phase para determinar el disefio 6ptimo de las
aperturas codificadas.

2.1 APERTURA CODIFICADA OCTANARY

Una apertura codificada octanary consta de elementos que modifican la fase de los
rayos X difractados. La principal desventaja de los disefios octanary es que su imple-
mentacion fisica en una arquitectura de rayos X real es impractica, ya que requiere
cambiar la fase de un haz difractado, y encontrar un material que permita estos cam-
bios es muy costoso. La Figura 5 ilustra un ejemplo de un codigo de apertura octa-
nary.

Por el contrario, las aperturas codificadas de paso y bloqueo, presentadas en este

Figura 5: Apertura codificada Octanary. Los elementos {—1, 1,4, —i} modifican la
fase de los haces de rayos X difractados.

trabajo, conocidas como aperturas codificadas Booleanas, pueden ser facilmente im-
plementadas en aplicaciones de difraccidon de rayos X [20, 17]. Ademas, los elemen-
tos de bloqueo de estas aperturas codificadas se pueden fabricar usando tungsteno,
ya que este material puede detener un haz de difraccién de rayos X, lo que resulta en
bajos costos de fabricacion.
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Con el fin de acercarse a una posible implementacién real de un sistema de patrones
de difraccién codificados con aperturas codificadas Booleanas, la siguiente seccion
introduce las aperturas codificadas Booleanas que se han usado en el estado del
arte para la recuperacion de la fase.

2.2 APERTURAS CODIFICADAS BOOLEANAS DEL ESTADO DEL ARTE

Los cbdigos de aperturas booleanas teéricamente son disefiados como una matriz
D € {0,1}"*" , donde (D);; = 1 representa un elemento transmisivo, y (D);; =
0 representa un elemento de bloqueo. Estos codigos permiten recuperar la fase,
y, a diferencia de las aperturas codificadas octanary, estos pueden ser facilmente
fabricados para ser usados en sistemas de patrones de difraccién reales. La calidad
de la senal reconstruida depende de la seleccion correcta del valor de transmitancia

(tr) que se calcula como
1 n n
— §ZZ(D),€J. (2.1)

k=1 j=1

Por ejemplo, ¢, = 0.3 significa que 30% de los elementos de la apertura codificada
son transmisivos y el 70% restante son de bloqueo.

En el estado del arte existen un variedad de disefios de codigos de aperturas booleanas,
en donde la forma en que las entradas se distribuyen en el patrén determina el tipo
de apertura codificada.

Aperturas codificadas aleatorias no disefadas: Las entradas de este tipo de
apertura codificada pueden ser modeladas como una variable aleatoria de Bernoulli
con el parametro ¢,, es decir, (D), ;, donde D € {0, 1}"*". Para visualizar la matriz
D, considere una apertura codificada con resolucion espacial n = 25. La Figura 6
muestra un ejemplo de dos aperturas codificadas aleatorias no disefiadas con trans-
mitancias de ¢, = 0.1 y t, = 0.7, respectivamente.

il = |t ::I

Figura 6: Ejemplo de aperturas codificadas aleatorias no disefiadas con diferentes
transmitancias. (A) t, = 0.1, (b) ¢, = 0.7. Los pixeles blancos y negros representan
los elementos transmisivos y de bloqueo, respectivamente.
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Aperturas codificadas Hadamard: Una matriz de Hadamard exhibe dos carac-
teristicas principales: sus entradas son 1 o —1, y sus columnas son ortogonales [4].
Un caso especial de este tipo de matrices se obtiene reemplazando los elementos
—1 por valores cero. Estas estructuras se pueden utilizar para generar las aper-
turas codificadas Boleanas Hadamard en las cuales los elementos —1 se substituyen
por 0. La transformacion cambia la condicién de la ortogonalidad pero mantiene la
estructura espacial, donde la transmitancia calculada con la Ecuacién (2.1) es aprox-
imadamente igual a 0.5, debido a su caracteristica ortogonal. La Figura 7 muestra
dos realizaciones de este tipo de aperturas codificadas con transmitancias ¢, = 0.3 y
t, = 0.5, respectivamente.

Figura 7: Ejemplo de aperturas codificadas Hadamard con transmitancias (a) ¢, = 0.3
y (b) t, = 0.5.

Aperturas codificadas uniformes: Las aperturas codificadas aleatorias no dis-
efladas tienden a formar agrupaciones como se ilustra en la Figura 8(a). Especifi-
camente, las zonas encerradas en rojo de la apertura codificada de la Figura. 8(a)
contienen una alta densidad de elementos distintos de cero, mientras que las areas
amarillas contienen clusters de ceros. Las aperturas codificadas uniformes se han
utilizado recientemente en la formacién de imagenes espectrales con el fin de re-
ducir los conglomerados y lograr una deteccién uniforme [13]. Especificamente, es-
tas aperturas codificadas emplean conceptos de ruido azul de [22]. La Figura 8(b)
muestra una apertura codificada uniforme cuando se utiliza la sintesis de patrén de
ruido azul.

Sea A = {D,|1 <[ < L} un conjunto de aperturas codificadas uniformes, donde
L es el numero de proyecciones requeridas. La transmitancia de cada apertura cod-
ificada uniforme D, se calcula como ¢, = 1/L y el conjunto completo satisface la
restriccién dada por

L
> D=1, (2.2)
=1

donde 1 es una matriz n x n con todos los elementos iguales a 1.

Aperturas codificadas basadas en la DFT: Sea F € C"*" la matriz de la trans-
formacién discreta de Fourier. A € R"*" y B # 0 € R"*" es la componente real y
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Figura 8: (a) Apertura codificada aleatoria (b) Apertura codificada con patrén de ruido
azul, denominada apertura codificada uniforme, que reduce los clusters. La transmi-
tancia en (a) y (b) es 0.5.

compleja de F respectivamente, i.e. F = A +iB.

Figura 9: Ejemplo de apertura codificada basada en DFT para transmitancias (a)
t, = 0.1, (b) t, = 0.7.

La fase 0 € [0, 1]"*" de la matriz F es dada por

(tan‘l (Eg;:i) + 7r>
: . (2.3)
27

(@), =

Una apertura codificada con DFT es una matriz D € {0,1}"*" cuyas entradas se
distribuyen con una variable aleatoria de Bernoulli basada en la fase 0 de la matriz
F, dada una transmitancia deseada t,, i.e., (D), ; = 1if (8)r; < t,y (0)r; =0, en
otro caso. La Figura 9 muestra estos dos ejemplos de aperturas codificadas DFT con
valores de transmitancia t, = 0.1y ¢, = 0.7, respectivamente.

2.3 PATRONES DE DIFRACCION DE RAYOS X CODIFICADOS

Esta seccion describe una arquitectura para la captura de patrones codificados de
difraccién, la cual incluye un elemento éptico conocido como apertura codificada.
Ademas, se modela de manera tetrica la captura de los patrones codificados de
difraccion.
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La Figura 10 muestra un diagrama de un sistema de patrones de difraccion codifi-
cados. Los elementos principales del sistema son la fuente de rayos X, la apertura
codificada D € C™"*" y el detector bidimensional Y € R™*". En particular, la muestra
se ilumina utilizando una fuente de rayos X que conduce a los patrones de difraccién
X € C™", La apertura codificada D modula la sefial X obteniendo la senal codifi-
cada D - X, donde - representa el producto Hadamard. Finalmente, la intensidad en
el dominio de Fourier de los patrones de difraccion codificados se mide en el detector
la cual es representada por la matriz Y. Especificamente, las mediciones del detector
considerando la Ecuacién (1.17) estan dadas por

y = |[FDx/)?, (2.4)

donde D € C"*"* es una matriz diagonal, cuya diagonal es la vectorizacion de
la matriz D, ¥ € R” y X € C™ son las vectorizaciones de las matrices Y y X
respectivamente.

Observe que los patrones de difraccion codificados en la Ecuacién (2.4) pueden

/
i
5 /
p Zi—i(}
Cristal —/ . Iy o R
Tista \ A -.= AB@T‘L{III‘R \
‘ N 4 _codificada ;i;
e
N /7
Fuente de Punt:q
de deteccion
rayos X
X
v ol
Haz i Punto de
PRRGEE difraccién A*

Detector

Figura 10: Sistema de patrones codificados de difraccién. La apertura codificada
D € C™™ modula la sefal X, donde, al ser iluminada con la fuente de rayos X se
obtienen los patrones codificados de difraccién Y € R"*", los cuales son capturados
en el detector.

considerarse como una unica proyeccion. El sistema de patrones codificados de
difraccién en la Figura 10 permite obtener varias proyecciones cambiando la apertura
codificada. Asi, sea L el numero de proyecciones, y D, sea una apertura codificada
diferente correspondiente a cada proyeccién. Entonces, la Ecuacion (2.4), incluyendo
la apertura codificada especificada D,, puede ser reescrita como

vy =|FDx*1=1,...,L. (2.5)
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Asi, de la ecuacion 2.5 el sistema de capturas de patrones de difraccion codificados
ilustrado en la Figura 10, es multicaptura.

2.3.1 Limitaciones del modelo de codificacion teodrica

En la Ecuacion (2.5) se introdujo el modelo tedrico de los patrones codificados de
difraccién. Note que de acuerdo a la Figura 10, la apertura codificada D debe in-
troducirse al frente del cristal. El hecho de que la apertura codificada esta situada
en frente de la muestra limita su implementacion real, principalmente por las dimen-
siones del cristal, ya que de manera comun la muestra es de tamano 0.43 nm. Por
tanto, con el fin de aumentar el tamafo de la apertura codificada para una posible
implementacion real, se debe alejar la apertura codificada de la muestra una distan-
cia S del punto de difraccién, como se ilustra en la Figura 11. Teniendo en cuenta
el problema del tamario de la apertura codificada, la siguiente seccién determina una
apertura codificada P, conocida como apertura codificada de fase, equivalente a D
en la Ecuacion (2.5), la cual estd posicionada a una distancia S del objeto de tal
manera que la dimension de la apertura P sea fisicamente implementable.

Planc I Planc IT
z=1 =2

0

Fuente de
rayos X

Haz principal

Apertura ey
codificada de fase ¥z D,E:Ireitor
Py ky)

Figura 11: Representacion esquematica de un sistema de patrones de difraccién cod-
ificados. Observe que se introduce una apertura codificada entre el punto difractado
y el detector con el fin de modular la sefial, ya sea bloqueando, desbloqueando o
cambiando la fase del haz difractado.

2.4 ESTIMACION DE LA APERTURA DE FASE EQUIVALENTE

Previamente se discutio la problematica que tiene el sistema de patrones de difrac-
cion codificados tedrico, cuando se introduce la apertura codificada en frente del
cristal bajo estudio (ver Figura 10). Por tanto, se desea ubicar la apertura codificada
de fase P(k,, k,) a una distancia adecuadamente seleccionada de la muestra y el
detector, de modo que la dimensién de P(k,, k,) se pueda ajustar para implemen-
tarse, tal como esta ilustrado en la Figura 11. Especificamente, este trabajo elige la
distancia z = Z; para obtener la difracciéon Fraunhofer del objeto estudiado o(z, y)
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en el plano |. Entonces, el campo resultante 1z, en el plano | antes de la difraccion,
considerando la Ecuacién (1.13), se puede aproximar como

le (kffv ky) = .F{O(I, y)}P(kx, ky)v (26)

Ademas, el campo resultante en el plano | difracta y es medido en el plano Il. Asi,
la distancia z = Z, se elige de tal manera que el campo difractado, capturado en
el detector en el plano Il, pertenece a la zona del espectro angular. Por lo tanto,
considerando la Ecuacion (2.6) y las condiciones anteriores, el campo difractado 1,
antes de ser capturado en el detector en el sistema de codificacién de fase en la
Figura 11, es dado por

bz, (2 2 = Z3) = FH{F {0z, (ko ky) YH (e, kys 2 = Z3)} (2.7)
= F HH(ko kys 2 = Z3)} %9z, (ko ky),

donde Z3 = Z, — Z; y * denota la operacion de convolucién. Note que la Ecuacién
(2.7) puede reescribirse como

bz, (@'Y 2 = 8) = Wifo(z,y)}, (2.8)
donde W;{-} es un operador definido como
Wi{-} = }—_1{%(1{5967 kyiz = Z3)} * P(ky, ky) F{-}. (2.9)

Asi, el operador W;{-} en Ecuacion (2.9) calcula el campo difractado ¢z, (2',vy'; z =
Z3) por la aplicacién de la transformacién de Fourier sobre la entrada o(z,y), en-
tonces la transformacién resultante se multiplica por P(k,, k,) y finalmente este pro-
ducto es convolucionado con la sefial F~*{#(k., k,;z = Z3)}. Por otra parte, con-
siderando las medidas teoricas de patrones de difraccién codificados modeladas en
Ecuacién (2.4), el campo difractado 1/s antes de ser medido en el detector puede
expresarse como

bs(asy's 2 = 8) = Flo(x,y)D(x,y)} = F{D(x,y)} » Flo(z,y)}, (2.10)

usando la propiedad de convolucién de la transformada de Fourier. Entonces, a partir
de la Ecuacién (2.10) el campo s puede reescribirse como

Vs, y's2=8) = F{D(z,y)} * K(ky, ky)F{o(z,y)}, (2.11)

donde K(k,,k,) es la Unica funcién i.e. K(k,,k,) = 1. Asi, andlogamente a la
Ecuacién (2.8) el campo difractado s puede expresarse como

vs(' y's 2 =8) = Wh{o(z,y)}, (2.12)

donde Wh{-} es un operador definido como Ws{-} = F{D(z,y)} * K (ks, k,)F{-}.
Note que W, aplica la transformada de Fourier sobre la entrada o(x, y), entonces el
resultado de la transformacién es multiplicado por K (k,, k,) y finalmente este pro-
ducto es convolucionado con la sefal F{D(z,y)} para calcular ¢¥s(z’,y';2 = 5).
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Luego para hacer que los sistemas en las Figuras 10 y 11 sean equivalentes, se
debe satisfacer que W; = W, lo cual implica

FHH kg, ky; 2 = S)} * P(ka, ky) = F{D(z,y)} * K (ka, ky). (2.13)

Asi, aplicando la transformada de Fourier a ambos lados de la igualdad en la Ecuacién
(2.13) y usando la propiedad de la convolucién de la transformada de Fourier, se
puede obtener que

FAP (ko ky) Y H (Ko, ky; 2 = ) = F{F{D(z,y)}}. (2.14)

dando que F{K (k., k,)} = 6((,n), donde 6(, n) es la funcion Dirac. Defina H~! (k,, ky; 2 =
S) = H(ky, ky; 2 = —S) y note que H 1 (ky, ky; 2 = =S H(ky, ky; 2 = S) = 6(ky, ky).
Entonces, la Ecuacién (2.14) puede reescribirse como

F{P(ky, ky)} = F{F{D(z,y)}}H ko, ky; 2 = 5). (2.15)

Ahora, aplicando la transformda inversa de Fourier a ambos lados de la Ecuacién
(2.15), P(k,, k,) se puede obtener a partir de una apertura codificada D(z, y), la cual
es calculada como

P(ky, ky) = F YHF{D(kp, k) YH " (kuy by 2 = S)}, (2.16)

donde D(k,, k,) = F{D(z,y)}. Note que en general el célculo de la apertura codifi-
cada de fase P(k,, k,) en la Ecuacién (2.16) es una funcién compleja, la cual no es
factible en una implementacion real de un sistema de patrones de difraccion codifi-
cados, ya que requiere de encontrar un material que cambie la fase de los patrones
de difraccién, lo cual puede resultar en un material muy costoso. Por tanto, la sigu-
iente secci6n explica como aproximar P(k,, k,) en una funcién con elementos de
amplitudes binarias haciendo uso de un método denominado detour-phase[21], que
en constraste, estas aperturas codificadas son de facil implementacion fisica.

2.5 APROXIMACION BOOLEANA DE LA APERTURA CODIFICADA DE FASE US-
ANDO EL METODO DETOUR-PHASE

En esta seccidon se presenta el disefio de aperturas codificadas Booleanas basado
en el método de detour-phase[21], la cual permite aproximar una funcién compleja
P(k,, k) en una funcién B,(k,, k,) cuyos elementos estan compuestos por elemen-
tos binarios de ceros y unos.

Enla Figura 11 se present6 el esquema general de un sistema de patrones de difrac-
cion. Alli, el cédigo de apertura P(k,, k,) estd conformada por valores complejos
y como se menciond anteriormente esto no es practico. Por tanto, se hara uso del
método de detour-phase [21] para aproximar P(k,, k,) a una apertura codificada en
fase basada solamente en elementos binarios de bloqueo o transmitancia {0, 1}.
P(k,,k,) y la amplitud compleja del codigo de apertura de fase ¢p(z,y; z) estan
relacionados por,

¢P(xvy; Z) = f{P(kr>ky>¢r(xay)}7 (2.17)
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donde ¢,(z,y) = e~ sin(*) denota la amplitud compleja del plano de onda en re-
construccion, y ¢ es el angulo de inclinacion. Ademas, el codigo de apertura de fase
es una funcién compleja dada por P(k,, k,) = a(k,, k,)e~ %) donde a(k,,k,) y
o(ky, ky) son el médulo y la fase del cédigo de apertura de fase, respectivamente.
Por lo tanto, el objetivo es disefiar patrones de amplitud binaria P, (k,, k,) para aprox-
imar la funcién compleja P(k,, k).

Si el problema de disefio es limitado a una ventana de tamario d, x d, en el plano de
reconstruccion, entonces es posible encontrar P,(k,, k) tal que,

FABy (ks ky)or(2,y) } = F{P(ka, ky)r(2,9) (2.18)

dentro de la ventana. Para esto, el area de P(k,, k,) es dividido dentro de un arreglo
de celdas unitarias, y el tamafo de cada celda es w x w, como se muestra en la
Figura 12.

urnidad de celda

unidad de celda

Figura 12: (a) Apertura codificada de fase compleja, y su aproximacion, (b) Apertura
codificada de fase binaria detour-phase. (Tomada de [21])

Para la funcién compleja P(k., k,) suponemos que tanto a(k,, k,) y ¢(k,, k,) varian
suavemente dentro de cada celda; las celdas pueden entonces ser reemplazadas por
un arreglo de fuentes puntuales suministrando una muestra de la apertura codificada
compleja como,

Py(kayky) = amne ™ X 8(ky — kg, by — Ky, ) (2.19)

m,n

donde (m,n) son los indices de la celda centrada, donde k,, = mw, vy, k, =
NW; G, = (K k) Y Pmm = @z, Ky, )-

Bajo la irradiacion de un plano de onda inclinado, cada fuente puntual en la muestra
del cédigo de apertura de fase produce un plano de onda en el plano de reconstruc-
cion, dando un campo complejo en la reconstruccion del plano como,

bs(2,y) = F{e mom0p (L &)} (2.20)
Sin embargo, se puede eliminar el término de fase e *05"(%) en |a Ecuacién (2.20)
haciendo un disefio con el ancho de las celdas como,

2!
~ kosin(0)

w 0=1,2,3,.. (2.21)
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tal que e~*?™™ —= 1. Esto produce

. .k
(o) = 3 el b -

donde f denota la frecuencia de la radiacion, y ¢,(x,y) representa la aproximacién
de una transformacion de Fourier de la muestra del término complejo a,, ,e ™. A
partir de la Ecuacién (2.21), se puede determinar el cambio de la apertura dentro de
cada celda dado por,

Pm,n Pmn W
Amn = = —

" kesin(9) 2w 4

Como ¢,, ,, se encuentra dentro del rango 7 y —m, entonces «,, , Se encuentra dentro
de +w/2¢

(2.23)

En la Figura 13 se presenta un ejemplo de una apertura codificada, la cual fue dis-
efiada utilizando el método detour-Phase.
En resumen el método detour-phase permite aproximar una funcién compleja P(k,, k)

Figura 13: Figura intencionalmente colocada para ilustrar las aperturas codificadas
optimas obtenidas con el algoritmo propuesto.

en una funcién con patrones de amplitud binaria P,(k., k,) siempre y cuando, el prob-
lema de disefio sea acotado dentro de una ventana. Por lo tanto, la funcién P, (k,, k)
permite hacer disefios de aperturas codificadas booleanas que permitan recuperar la
fase de los haces difractados.
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Capitulo 3

SIMULACIONES Y RESULTADOS

Se realizaron simulaciones para evaluar el desempefio de los disefios éptimos de las
aperturas codificadas Booleanas. Estas aperturas codificadas no se pueden imple-
mentar directamente en los algoritmos que existen en el estado del arte, ya que no
convergen. De este modo, se realizaron modificaciones a los algoritmos TWF, RWF
y TAF mencionados en el capitulo 1, con el fin de poder recuperar la fase de los
patrones de difraccion codificados. Ademas, se presenta el algoritmo para construir
las aperturas codificadas éptimas. Por otra parte, el rendimiento de estas aproxima-
ciones booleanas se midi6 mediante el célculo de la calidad de la reconstruccion en
términos de la relacion sefal a ruido pico (PSNR) por sus siglas en ingles. Todos los
experimentos se llevaron a cabo en Matlab 2015a en un Intel Core i7-4790 3.6 GHz
8 con 32 GB de memoria RAM

3.1 CONFIGURACION FACTIBLE A LOS ALGORITMOS PARA UNA IMPLEMENTACION
REAL

En general, los algoritmos Truncated Wirtinger Flow (TWF), Reshaped Wirtinger Flow
(RWF) y Truncated Amplituded Flow (TAF) no puede aplicarse directamente para re-
cuperar la fase de las mediciones codificadas con aperturas Booleanas, dado que
siempre fallan en la recuperacion de la fase. Por lo tanto, este trabajo adapt6 los
algoritmos TWF, RWF Y TAF de tal manera que la fase pueda ser recuperada a partir
de las patrones de difraccién codificados con aperturas Booleanas.

Teniendo en cuenta el hecho de que los algoritmos TWF, RWF Y TAF no pueden apli-
carse directamente para recuperar la fase de las mediciones codificadas Booleanas,
en este documento se proponen dos modificaciones principales para los algoritmos.

La primera modificacién cambia el proceso de muestreo que consistia en obtener un
muestreo normalmente distribuido basado en el modelo obtenido en Ecuacion (1.18).
Suponga que el vector de muestro a;, esta dado por a; = Df, donde f;, es la k-ésima
fila de la matriz de la transformacion discreta de Fourier F y D una matriz diagonal
cuyos valores € {1,—1,i,—i}"*", y con el fin de obtener un proceso de muestreo
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distribuido normalmente, se consideraba la siguiente variable aleatoria

+1 con prob. 1
) —1 conprob. ;
b = +i con prob. ; (3-1)
—i con prob. 1,
donde E[b;] = 0y E[-| es la funcién valor esperado. Luego, considerando cada

medicién codificada para una sola proyeccion de la Ecuacién 2.5 se puede obtener
que

Vg

——~

= | Yl

2
k=1,...,n, (3.2)

que se puede reescribir como

Vi
A

Y

F)e = | S E D)) | k=1, (3.3)

donde v, puede ser aproximado como v, ~ CA(0,0?), usando el teorema del limite
central y el hecho de que E[b;] = 0, en la medida que n — oo [10, 1].

Ahora, este sistema de muestreo de patrones octanary es cambiado por un muestreo
que consta de aperturas codificadas Booleanas donde el vector de muestreo a; se
cambia por las filas de la transformacién de Fourier Fy D € {0,+1} es una matriz
diagonal.

La segunda modificacion consiste en determinar los valores de los parametros de
truncamiento adecuados ag, a1, as Y a3, para la modulacién propuesta, utilizando un
método Monte Carlo basado en cadenas de Markov (MCMC) por sus siglas en ingles.
A continuacién, se presentan los algoritmos TWF, RWF Y TAF modificados.

Algoritmo Truncated Wirtinger Flow (TWF): En el Algoritmo 1 se presenta el al-
goritmo TWF modificado considerando el proceso de muestreo alternativo mostrado
y los parametros 6ptimos de truncamiento, calculados usando un esquema MCMC.
En el Algoritmo 1 las variables de entrada son «y, ay, s and as, los parametros de
truncamiento. Los conjuntos ¥ y €& definidos en las lineas 10 y 11, respectivamente,
son dos colecciones de eventos i.c. el valor de €} y 5 es 1 cuando se cumple su
respectiva restriccion y 0 cualquier otro caso. Ademas, la notacion de truncamiento
ek N €& simplemente descarta los valores v* en la linea 8 cuando €} N 5 = (). Final-
mente, el efecto de la notacién | ;. |< aZ)F en la inicializacion de la matriz H, es
descartar aquellas medidas que son varias veces mas grandes que la media.

Algoritmo Reshaped Wirtinger Flow (RWF): En el Algoritmo 2 se presenta el al-
goritmo RWF modificado. En la fila 4 se detallan los parametros de truncamiento
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Algorithm 1 Algoritmo TWF modificado (TWFM) [10, 23]
: function TWFM —Algorlthm (y,7)

2. {4, € C"| k=1,--- ,n} (vectores de muestreo booleanos)
3: ag < 0.045, ap < 5, a9 < 6, a3 < 3, (Parametros de truncamiento calculados)

n
4: Ao 423 uk
i=1

n
5 H o X yedndilyy, <ang)
k=1
6: x(0 « [ X% (X es del eigenvector lider de la matriz H)
a 2
>l
7: fort =1to T do ( o 2)
n _ | ax*
) (t+1) () o 2w ye— &) ok
8: x x4 =L kgl <04, aplef Nes
[ —
’Uk
9: where: o
. : Vnlagpxt|
10: b+ {ap < Hém;”l\ <o} .,
. Ak Kiv/nlapx™)
11: e (lye | 8x Pl 2ot
12: Ky 25 |ye— | a5x® 2|
k=1
13: end for
140 1300 (yrlog(| (AR, xT)[?) — (&g, x™)|?)
15: return x(7) |

16: end function

calculados para que el algoritmo converja y, ademas, presente la mayor calidad de
recuperacién de fase. Al igual que al algoritmo 2 los parametros oy, a,,, T' y 1 fueron
calculados, en este caso maximizando la calidad de la reconstruccion, medidos en la
métrica de PSNR por sus siglas en ingles.

Algorithm 2 Algoritmo RWF modificado (RWFM)

Input Mediciones {y; | 1 < m < m} y vector caracteristico {a; | 1 < m < m}
ab, a¥ T,y u (Parametros de truncamiento)

{ak, € (C”\ k=1,---,n} (vectores de muestreo booleanos)

a; < 0.5, a,, < 1000, 7T < 500, y p < 0.49 (Parametros de truncamiento calcu-
lados)

5: Ao+ 22— 1 Z Yk
E laklls — k=1

w2

6: H<+ = Z Yr8raL Lo 00 <|yr|<awro}
=1

7: x(0) )\ox (x es del eigenvector lider de la matriz H)

8:fort:1tono .

9: x(t+D)  x( Z B X —yk—lgiizl
10: end for -

11: return x(T
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El parametro de escala en )\ y el conjugado a; permiten que el algoritmo sea facil-
mente aplicable a casos complejos y el caso con el patrén de difraccion codificada
(CDP). Por otra parte, la inicializacion x° consiste en la estimacién tanto de la norma
como de la direccién de x. La estimacion de la norma de x esta dada por \q en el
Algoritmo 2.

Algoritmo Truncated Amplituded Flow (TAF) En el Algoritmo 3 se presenta la
modificacion del algoritmo TAF. En la fila 4 se muestran los pardmetros de trun-
camiento calculados para que el algoritmo converja y ademas, arrojen el mejor re-
sultado en la recuperaciéon de la fase usando las aperturas codificadas booleanas
optimas. Por otra parte, el algoritmo TAF reconstruye exactamente el vector x cuanto
el nUmero de ecuaciones es aproximadamente el nimero de incognitas, que es tedri-
camente el orden 6ptimo.

Algorithm 3 Algoritmo TAF modificado (TAFM)

1: function TAFM —Algorithm (y, a;, T)

2: Input: Amplitud del vector de datos {y; = | {(ai;x) |}I™,

3: {4, € C"| k =1,--- ,n} (vectores de muestreo booleanos)
4
5

y < 100, p < 150,T < 500, y u < 0.49, (Parametros de truncamiento calculados)
1 akaT
H 1551 Ziero Taxl®

m

> yi?
6: x(0) £=——%, es del eigenvector lider normalizado de la matriz (H)

7: fort =1to 7 do

-
A JR S 3 SR
9: end for

10: return x(7)

11: end function

3.2 ALGORTIMO PARA CALCULAR LAS APERTURAS CODIFICADAS OPTIMAS

Siempre y cuando el problema de disefio sea acotado dentro de una ventana de
tamafo d, x d, el método detour-phase permite aproximar una funcion compleja
P(k;, k,) en una funcién con patrones de amplitud binaria B, (k,,k,). Por tanto,
en el presente trabajo se disefiaron aperturas codificadas de tamano de celda de
w X w = 16 x 16, en donde cada captura esta compuesta por 64 x 64 celdas, pro-
porcionando un tamarno de 1024 x 1024 pixeles. Estas celdas estan compuestas por
rendijas de dimensiones ¢, ,, X pm,, COMO se muestra en la Figura 14. En nuestro
caso, se ajusto g, », a 16 pixeles, p,,,, =1 ~ 16y o, , = 1 ~ 16 pixeles para repre-
sentar los distintos niveles de fase que varian de acuerdo al numero de capturas (d) y
la constante de complementaria (c) del conjunto de codigos de aperturas booleanas.
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Figura 14: Rejilla de las aperturas codificadas. Fuente:[21]

En el Algoritmo 4 se resume el método para calcular las aperturas codificadas Py (k,, ky),
observe que las variables de entrada d y ¢ hacen referencia al nimero de capturas y
constante de complementariedad, respectivamente. El vector x definido en la linea 9
contiene las posiciones aleatorias de las rendijas de las distintas capturas de la aper-
tura codificada. Este vector x es variable en cada ciclo for, dandole mayor aleato-
riedad a las rendijas de las celdas. Ademas, los coeficientes del vector x se repiten
en funcién del parametro de la constante de complementariedad. Por otra parte, H
es una matriz que contiene la informacién de las celdas y M es una matriz donde
se almacena de forma ciclica la informacion de los distintos canales de la apertura
codificada

Algorithm 4 Algoritmo Coded Aperture Generation- Detour-Phase (CAG-DP)

function CAG-DP —Algorithm (d,c)
{d=2" € R|n=1,2,3y4} (nimero de capturas de la apertura codificada booleana)
{c=2leR|l=0, 1, 2y 3} (nimero de complemento de la apertura codificada booleana)

N
2:
3:
4: Pmn %
5-
6

k. + 64 (nimero de celdas verticales que contiene la apertura codificada)
ks < 64 (nimero de celdas horizontales que contiene la apertura codificada)

7: for m = 1to k. do

8: forn =1to k; do
9: Initialize x <« [z1,22,---,x4] (Vector con las posiciones de las rendijas para las
10: distintas capturas)
11: for f = 1to length(x) do
12: P + zeros(w)
13: P(:wXs Pmatlixs PmntPmn) « 1 (selecciona el ancho Pm.,n de las rendijas de las
diversas
14: celdas )
15: H+~P
16: M +[M H]
17: end for
18: end for
19: end for

20: return M
21: end function

No obstante, el objetivo principal es generar un conjunto de aperturas codificadas,
con distintos numeros de capturas d y con distintos valores para la contante de com-
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plementariedad ¢, para luego determinar cual apertura codificada booleana presenta
el mejor rendimiento en la reconstruccion de la recuperacion de la fase, que seran
medidos en términos de la relacion senal a ruido de pico o PSNR por sus siglas en
ingles.

(b)
Figura 15: Aperturas codificadas booleanas. (a)d =4yc=2,(b)d=4yc=1

Para entender un poco mas este conjunto de aperturas codificadas tomemos como
ejemplo la Figura 15, en esta imagen se ilustran dos disefios de aperturas booleanas
con igual nimero de capturas (d = 4), pero con diferente constante de complemen-
tariedad. Entendiéndose por este ultimo, la sumatoria pixel a pixel de las capturas
dan como resultado ¢, que se puede escribir de la siguiente manera,

n

m d
c= ;ZZDZ(@, ) (3.4)

=1 1=1

lo que indica, que la apertura codificada resultante, consta de elementos que al sumar
las proyecciones proporciona una sola intensidad de valor c.

Por otra parte, para el desarrollo del presente proyecto, se disefiaron aperturas cod-
ificadas con d = 2,4,8 y 16 o lo que es equivalente decir d = 2", n = 1,2, 3,4. Estas
aperturas booleanas tienen diversas constantes de complementarias ¢, tomando val-
ores de c= 1,2,4 y 8. En la Figura 16 se ilustran las diversas aperturas codificadas
que fueron disefiadas en el presente proyecto.

Observe en la Figura 16, que las rendijas (trazas de color amarillo) de las diversas
aperturas codificadas booleanas presentan un ancho p,, , variable en funcion de la
caracteristica de la apertura booleana (niumero de captura y constante de comple-
mentariedad).

En resumen se realizaron 10 de disefios de aperturas codificadas booleanas, que
presentan distintos numeros de capturas d y constante de complementariedad c. Es-
tas aperturas booleanas fueron simuladas con las modificaciones realizadas a los
algoritmos Truncated Wirtinger Flow, Reshaped Wirtinger Flow y Truncated Ampli-
tuded Flow con el fin de recuperar la fase de los patrones de difraccion codificados
Booleanos. A continuacion, se detallan los resultados obtenidos con los algoritmos
TWFM (Algoritmo 1), RWFM (Algoritmo 2) y TAFM (Algoritmo 3).
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(e) () (h)

Figura 16: Disefo de Aperturas codificadas usando diferentes nimeros de captura
d y constantes de complementariedad c. (a)d =2yc=1,(b)d =16y c = 4, (c)
d=16yc=8,(d)d=8yc=4,(e)d=16yc=1,(f)d=16yc=2,(g)d =8y
c=2,(h)yd=8yc=1.

3.3 SIMULACION Y RESULTADO CON EL ALGORITMO MODIFICADO TRUNCATED
WIRTINGER FLOW (TWFM)

Los patrones de difraccién codificados por codigos de aperturas booleanas y el prob-
lema de la reconstruccién de la fase, fueron simulados y resueltos utilizando el Al-
goritmo TWF (Algoritmo 1). Después de una busqueda exhaustiva se encontraron
los parametros de truncamiento buscando maximizar la calidad de la reconstruccion,
estos valores resultaron en a;, < 0.01, avy, < 2000, o, <— 100, vy < 1500y p < 0.4.
En términos generales, el rendimiento de las aperturas codificadas Booleanas uti-
lizando el Algoritmo 1 no presentaron resultados 6ptimos, proporcionando baja cali-
dad en la reconstruccion. Ademas, en promedio la recuperacién de la fase con las
distintas aperturas codificadas propuestas en este trabajo presenté una calidad de
3 dB. En la Figura 17b se ilustra un ejemplo del grado de calidad obtenido con el
Algoritmo 1. Observe que si se compara las imagenes de la Figura 17 se visualiza
una baja calidad en la reconstruccion de la fase. Por otra parte, en la Figura 18 se
muestra los resultados obtenidos del andlisis de la constante de complementariedad
y del numero de proyecciones requeridos en la apertura codificada booleana para
recuperar la fase. Observe que la calidad de la reconstruccién no sobrepasa los 5 dB
para ninguna apertura codificada. Por ultimo, en la Tabla 3.1 se muestra el tiempo
computacional empleado por las diversas aperturas codificadas booleanas propues-
tas en este trabajo, este tiempo es medido en segundos (s). Ademas, el tiempo com-
putacional es aproximadamente constante cuando se emplea una apertura codificada
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con un numero de capturas fijo, pero se varia la constante de complementariedad,
como se observa en la Tabla 3.1. Adicionalmente, se puede detallar que a medida
ge aumenta el numero de capturas el tiempo que se emplea la apertura codificada
aumenta de manera proporcional.

(b)

Figura 17: Recuperacién de la fase utilizando el algoritmo TWFM. (a) Imagen original,
(b) Imagen recuperada con una calidad de 5 dB.

Tabla 3.1: Tiempo computacional TWFM

Numero de capturad Constante de complementariedad ¢ Tiempo computacional (s)

2 1 800.41

4 1,2 1310.07
8 1,2,3 1730.87
16 1,2,3,4 2305.15

3.4 SIMULACION Y RESULTADO CON EL ALGORITMO MODIFICADO RESHAPED
WIRTINGER FLOW (RWFM)

Los patrones de difraccién codificados por codigos de aperturas booleanas y el prob-
lema de la reconstruccion de la fase, fueron simulados y resueltos utilizando el al-
goritmo 2. Luego de una busqueda exhaustiva se encontraron los valores Opti-
mos para los parametros de truncamiento que rigen el Algoritmo 2, que resultdé en
ay < 0.5, a,, < 1000, T < 500, y p < 0.49. Para dar con los valores de los paramet-
ros de truncamiento, inicialmente se eligieron valores aleatorios hasta conseguir que
el algoritmo RWFM converja. Luego, teniendo estas constantes, se determino que los
parametros «; y i1 eran mas relevantes, cambiando de manera significativa la calidad
de la reconstruccién. Estas constantes deben oscilar entre 0 < oy, 4 < 2, para que el
algoritmo RWFM pueda recuperar la fase de los patrones codificados de difraccién.
Por otra parte, al realizar las simulaciones numéricas con las distintas aperturas codi-
ficadas booleanas propuestas, se encontraron los valores para el numero de capturas
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Figura 18: Andlisis del numero de capturas y constante de complementariedad para
las aperturas codificadas disenadas. TWFM

d y la constante de complementariedad ¢, que hacen que la reconstruccion obtenida
tenga la mas alta calidad en términos de PSNR por sus siglas en ingles.

En la Figura 19 se presenta la calidad obtenida en la reconstruccién de la recu-
peracién de la fase usando las aperturas codificadas booleanas disefiadas cuando se
varia el nimero de capturas d y la constante de complementariedad c. Observe que
la calidad mas alta en la reconstruccion se presenta cuando el nimero de capturas
es igual a d = 4 y la constante de complementariedad es ¢ = 2, proporcionando un
rendimiento en la recuperacion de la fase de 24 dB de PSNR. Ademas, si se analiza
los resultados de la Figura 19, se puede detallar que los mejores resultados se ob-
tienen cuando la constante de complementariedad es igual a la mitad del numero de
capturas. Por otra parte, en la Figura 20 se ilustra la calidad de la reconstruccién de
la fase de la imagen recuperada con los parametros 6ptimos encontrados para d y c,
que para este caso, los mejores resultados se lograroncond =4y ¢ = 2.
Adicionalmente, en la Tabla 3.2 se presentan los tiempos empleados por las distin-
tas aperturas codificadas booleanas, variando el nimero de capturas. Note que la
igual que la Tabla 3.1, los valores de los tiempos se dejan fijos, cuando el numero
de proyecciones d no cambia, dado que eran aproximadamente iguales al variar solo
la constante de complementariedad. Observe en la Tabla 3.2 que es evidente que a
medida que aumenta el nimero de capturas d, el tiempo también lo hace de manera
proporcional, esto se debe al aumento de procesamiento de datos, donde por cada
captura d que se aumente a la apertura codificada, se aportan 1024 x 1024 pixeles
aumentando la cantidad de datos para procesar.

39



25

1

(= T - SRS TP

207

151

PSNR dB

107

2 4 8 16
MNumero de capturas

Figura 19: Andlisis del numero de capturas y constante de complementariedad para
las aperturas codificadas disenadas. RWFM

Tabla 3.2: Tiempo computacional RWFM

Numero de capturad Constante de complementariedad ¢ Tiempo computacional (s)

2 1 260.41

4 1,2 414.26
8 1,2,3 613.88
16 1,2,3,4 1215.06

3.5 SIMULACION Y RESULTADO CON EL ALGORITMO MODIFICADO TRUNCATED
AMPLITUDED FLOW (TAFM)

Luego de hacer las modificaciones pertinentes al algoritmo Truncated Amplituded
Flow (Algoritmo 3), se procedi6 a realizar las simulaciones con las aperturas booleanas,
proporcionando que los valores éptimos para los parametros de truncamiento en el
Algoritmo TAFM son, y = 100, p = 150, T = 500, y . = 0.49. Aligual que el Algoritmo
RWFM, para encontrar los valores de los parametros de truncamiento, inicialmente
se eligieron valores aleatorios hasta lograr que el algoritmo converja. Luego de lograr
la convergencia, se determin6 que la constante 1 debe oscialar entre 0 < 1 < 2. Los
parametros 1 y y juegan un papel fundamental en la reconstruccién de la fase, ya
que la calidad en la recuperacién era sencible a estos parametros. Por otra parte, de-
spués de realizar las simulaciones con el conjunto de aperturas codificadas boolenas
disefiadas, se encontré que la mejor calidad en la recuperacién de la fase se obtuvo
con la apertura codificada disefiada con un numero de capturas d = 4 y constante de
complementariedad ¢ = 2. Con esta apertura booleana y con parametros 6ptimos de
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Figura 20: Reconstrucciones obtenidas usando las aperturas codificadas booleanas
optimas y el Algoritmo RWFM. (a) Imagen original, (b) d = 4y ¢ = 2, PSNR 24.00
dB, (c)d=8yc=4,PSNR 16.00dB, (d) d =16y ¢ = 8, PSNR 10.00 dB.

truncamiento y, p, T y u se logrd una calidad en la recuperacion de la fase de hasta
21.21 dB de PSNR. En la Figura 21 se ilustra las calidades de la recuperaciéon de
la fase en términos de métrica PSNR con las diferentes aperturas codificadas boole-
nas. Note que, al igual que los resultados obtenidos con el Algoritmo 2, los mejores
resultados con el Algoritmo 3 se presentan cuando el nimero de capturas es el doble
que la constante de complementariedad. Por otra parte, en la Figura 22 se visualiza
la calidad de la reconstruccion de la fase utilizando los parametros éptimos de trun-
camiento teniendo en cuenta que se presentan mejores resultados cuando el numero
de capturas es el doble de la constante de complementariedad. Adicionalmente, en
la Tabla 3.3 se presenta los tiempos computacionales empleados para las diversas
aperturas booleanas.

Resumen de los resultados
La Tabla 3.4 resume los resultados obtenidos con los tres Algoritmos empleados en la
reconstruccién de la fase. Los resultados se muestran en base a que los rendimientos
Optimos se obtienen cuando la apertura codificada booleana esta constituida por un

numero de capturas que son del doble que la constante de complementariedad, dado
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Figura 21: Andlisis del numero de capturas y constante de complementariedad para
las aperturas codificadas disefiadas. TAFM

Tabla 3.3: Tiempo computacional TAFM

Numero de capturad Constante de complementariedad ¢ Tiempo computacional (s)

2 1 225.08
4 1,2 314.93
8 1,2,3 510.05
16 1,2,3,4 920.28

que estos maximizan la calidad de la reconstruccién. Por otra parte, la Tabla 3.4
indica que el algoritmo que emplea menos tiempo de procesamiento es el Algoritmo
TAFM, por el contrario, el Algoritmo TWFM utiliza mas tiempo computacional para
reconstruir la fase de la sefal de interés.

Por dltimo, el la Figura 23 se comparan los resultados obtenidos con la apertura
codificada 6ptima, la cual esta constituida por un numero de captura d = 4 y una
constante de complementariedad ¢ = 2. Note que el mejor desempefio se presenta
cuando los patrones de difraccién codificados por la apertura codificada booleana
son recuperados por el Algoritmo RWFM.
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Figura 22: Reconstrucciones obtenidas usando las aperturas codificadas booleanas
optimas y el Algoritmo TAFM. (a) Imagen original, (b) d =4y ¢ = 2, PSNR 21.92 dB,
(c)d=8yc=4,PSNR 16.00dB, (d) d = 16y c = 8, PSNR 10.02 dB,

Figura 23: Reconstrucciones obtenidas usando la apertura codificada booleana 6p-
tima con d = 4y ¢ = 2 usando los Algoritmos. (a) Imagen original, (b) RWFM 24 dB,
(c) TAFM 21.21 dB, (d) TWFM 5 dB

Tabla 3.4: Resumen de los resultados

Aperture codi-

ficada con TAFM RWFM TWFM
PSNR dB Tiempo (s) PSNRdB Tiempo (s) PSNR dB Tiempo (s)
d=2, c=1 2 225.08 1.52 260.41 3.00 800.41
d=4, c=2 21.92 314.93 24.00 414.26 5.00 1310.07
d=8, c=4 16 510.05 16.00 613.88 4.53 1730.87
d=16, c=8 10.02 920.28 10.00 1215.06 4.42 2305.15
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Capitulo 4

CONCLUSIONES

Se ha introducido un nuevo disefio de apertura codificada Booleana utilizando el
método detour-Phase, que haciendo uso de los algoritmos modificados Truncated
Wirtinger Flow (TWFM), Reshaped Wirtinger Flow (RWFM) y Truncated Amplituded
Flow (TAFM) se resuelve el problema de la recuperacion de la fase de los patrones
de difraccién codificados. Ademas, en general el rendimiento mas alto en la re-
cuperacién de la fase se obtuvo utilizando la apertura codificada disefiada con un
nuamero de capturas d = 4 y una constante de complementariedad ¢ = 2, exhibiendo
un rendimiento en la recuperacién de la fase de 24.00 dB con el Algoritmo RWFM,
21.92 dB con el Algoritmo TAFM y 5.00 dB con el Algoritmo TWFM. Ademas, el
mejor desempeno se logré usando el algoritmo RWF, el cual proporcionando el mejor
rendimiento en la reconstruccion de hasta 24 dB de PSNR. Por otra parte, las aper-
turas codificadas booleanas disefiadas en este proyecto, tienen un mejor rendimiento
cuando el numero de capturas d es el doble de la constante de complementariedad
c. Por ultimo, los tiempos de computo usando los algoritmos TAFM Y RWFM fueron
bastantes similares y reducidos en comparacién con el algoritmo TWFM, el gasta un
tiempo de procesamiento de aproximadamente 3 veces de lo que emplean los algo-
ritmos RWFM Y TAFM.
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