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Resumen

Titulo: Sobre anillos fuertemente graduados y epsilon-fuertemente graduados
Autor: Luis Augusto Martinez Sinchez ™

Palabras Clave: Anillo graduado por un grupo, anillo fuertemente graduado, anillo epsilon-fuertemente graduado,

anillo casi epsilon-fuertemente graduado, dlgebra de camino de Leavitt.

Descripcion: En este trabajo abordamos algunas propiedades de las clases de anillos fuertemente graduados, epsilon-
fuertemente graduados y casi epsilon-fuertemente graduados por un grupo G. En primer lugar, realizamos un estudio
de resultados conocidos, los cuales relacionan los anillos fuertemente graduados con conceptos categéricos. En par-
ticular, hablamos del Teorema de Dade. Posteriormente, estudiamos los anillos epsilon-fuertemente graduados desde
un punto de vista categdrico, y demostramos una caracterizaciéon funtorial de estos anillos mediante los funtores
Ind y Coind. Ademas, mostramos condiciones suficientes para que un anillo casi epsilon-fuertemente graduado sea
epsilon-fuertemente graduado. Seguidamente, establecemos una version del Teorema de Dade para la familia de anillos

casi-epsilon fuertemente graduados, y algunas consecuencias de este.

Introducimos la categoria SIMS-gr de médulos simétricamente graduados y la usamos para mostrar una caracterizacién
de los anillos fuertemente graduados. A partir de esta caracterizacién, podremos ver algunas propiedades que cumplen
los anillos epsilon-fuertemente graduados y que no cumplen los fuertemente graduados, ademads de las que ya son con
conocidas. Finalmente, determinamos condiciones suficientes para que un anillo epsilon-fuertemente graduado pueda
ser escrito como suma directa de anillos fuertemente graduados y un anillo epsilon-fuertemente graduado trivialmente.

Para presentar ejemplos de este resultado, usamos algunas nociones bdsicas de las dlgebras de camino de Leavitt.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Héctor Edonis Pinedo Tapia, Doctor en Ciencias.
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Abstract

Title: On strongly graded rings and epsilon-strongly graded rings *
Author: Luis Augusto Martinez Sanchez

Keywords: Graded ring, strongly graded ring, epsilon-strongly graded ring, nearly epsilon-strongly graded ring, Lea-

vitt path algebra.

Description: In this work we address some properties of the classes of strongly graded, epsilon-strongly graded and
nearly epsilon-strongly graded rings by a group G. First, we carry out a study of known results, which relate the
strongly graded rings with categorical concepts. In particular, we talk about Dade’s Theorem. Subsequently, we study
the epsilon-strongly graded rings from a categorical point of view, and we demonstrate a functorial characterization
of these rings. Furthermore, we show sufficient conditions for a nearly epsilon-strongly graded ring to be epsilon-
strongly graded. Next, we establish a version of Dade’s Theorem for the nearly-epsilon strongly graded rings, and

some consequences of it.

We introduce the category SIM S-gr of symmetrically graded modules and use it to show a characterization of strongly
graded rings. From this characterization, we will be able to see some properties that epsilon-strongly graded rings meet
and that strongly graduated ones do not, in addition to those that are already known. Finally, we determine sufficient
conditions so that a epsilon-strongly graded ring can be written as a direct sum of strongly graded rings and a trivially

graded ring. To present examples of this result, we use some basic notions of Leavitt’s path algebras.

Grade work

Faculty of Sciences. Math school. Director: Héctor Edonis Pinedo Tapia, Doctor of Science.
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Introduccion

La teoria de anillos y médulos graduados por estructuras algebraicas ha sido motivo de
multiples estudios por parte de la comunidad matemaética. Aunque tales graduaciones pueden pre-
sentarse en contextos mds generales, este trabajo se desarrolla en el marco de las graduaciones por
grupos. Surgiendo asi, una extension de la teoria de anillos y médulos clésica.

Algunas estructuras matematicas como los productos cruzados, pertenecen a una clase es-
pecial de anillos graduados por un grupo G, los anillos fuertemente graduados. El matematico
Everett Dade, en su trabajo fundamental Dade (1980), estableci6 algunas propiedades de tales ani-
llos, presentando en particular, una caracterizacion de los mismos mediante la relacion entre ciertas
categorias. En esta misma direccion, los estudios realizados en Nistdsescu and Oystaeyen (2004)
exhiben relaciones entre anillos unitarios fuertemente graduados y conceptos categdricos.

Recientemente, una clase mds general que la conformada por los anillos fuertemente gra-
duados por un grupo G, ha motivado el desarrollo de varios trabajos como Lannstrom (2019, 2020)
y Nysted and Oinert (2019). Se trata de la familia de anillos epsilon-fuertemente graduados, in-
troducida en Nysted et al. (2018). La cual contiene, entre otros, importantes objetos mateméticos
como los productos cruzados parciales y las dlgebras de camino de Leavitt asociadas a grafos
dirigidos finitos (Nysted and Oinert (2019)).

Los anillos epsilon-fuertemente graduados tendrdn lugar en este proyecto, pues uno de los
objetivos es escribirlos como suma directa de anillos fuertemente graduados por ciertos grupos, y

un anillo con la graduacion trivial. En este sentido, los resultados presentados en Kuo and Szeto
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(2014) y Kuo and Szeto (2016) tendran un papel muy importante.

Por otro lado, en Linnstrom (2020) se introducen algunas clases mds generales que la de
los anillos epsilon-fuertemente graduados, entre ellas, la de los anillos casi epsilon-fuertemente
graduados. Las dlgebras de camino de Leavitt asociadas a grafos dirigidos arbitrarios son ejemplos
de tales anillos (Nysted and Oinert (2019)). Los anillos casi epsilon-fuertemente graduados serdn
motivo de estudio en este trabajo, debido a que se busca presentar una versién del Teorema de
Dade para esta clase de anillos.

El presente documento se encuentra divido en tres capitulos. En el Capitulo 1 se estudia-
rd el Teorema de Dade y algunos conceptos preliminares que serdn usados posteriormente. Es-
pecificamente, se introducirdn los funtores inducido y coinducido asociados a un anillo unitario
G—graduado, y las relaciones que estos tienen con el hecho de que este sea fuertemente graduado.

En el Capitulo 2 se estudian los anillos epsilon-fuertemente graduados y se demuestra la
Proposicion 2.1.1, y algunas consecuencias de la misma. Posteriormente se consideran los anillos
casi epsilon-fuertemente graduados, y se presentan condiciones suficientes para que estos sean
epsilon-fuertemente graduados (Proposicion 2.2.3). Ademads, se prueba el Teorema 2.2.1 que es
una version del Teorema de Dade para la clase de anillos casi epsilon-fuertemente graduados. Para
finalizar este capitulo, se establece una caracterizacion de los anillos fuertemente graduados en el
Teorema 2.2.2.

El objetivo del Capitulo 3 es descomponer a un anillo epsilon-fuertemente graduado por
un grupo G, como suma directa de anillos fuertemente graduados por ciertos subgrupos de G,

y un anillo trivialmente graduado. En ese sentido, es demostrado el Teorema 3.1.1. Ademds, se
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consideran ejemplos de este teorema usando dlgebras de camino de Leavitt asociadas a grafos
dirigidos finitos (Ejemplo 3.1.6).

Los resultados obtenidos en este trabajo pueden ser encontrados en Martinez et al. (2020).

1. Sobre las categorias de anillos y modulos graduados

El objetivo de este capitulo es presentar el Teorema 1.3.1 y algunos resultados que relacio-
nan los funtores inducido y coinducido asociados a un anillo G—gradudo R, con el hecho de que
este sea fuertemente graduado (Teorema 1.3.3). En la primera seccidn se presenta un corto repaso
sobre algunos conceptos categdricos que serdn utilizados frecuentemente.
1.1. Categorias

Definicion 1.1.1. Una categoria € estd definida por:
(a) Una coleccion no vacia Ob(€), cuyos elementos se llaman objetos de € .

(b) Una coleccion no vacia de conjuntos disjuntos { Hom (A, B) } o pcop()- ParaA,B € Ob(%),
los elementos de Homy (A, B) son llamados morfismos del objeto A en el objeto B. Ademds,

un elemento f € Homy (A, B) es denotado por f : X —Y.

(c¢) Una operacion entre morfismos llamada composicion, denotada por o, tal que si A,B,C son
objetos de €, entonces Homy(A,B) x Homy (B,C) — Homy (A,C), (f,g) — go f es una

funcion. Ademas, la operacion o satisface las siguiente condiciones:

(i) ParacadaA,BYy C objetos de €, f € Homy(A,B), g € Homy(B,C) y h € Homy(C,D)

se tiene que ho (go f) = (hog)o f.
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(ii) Para cada A € Ob(¥) existe un morfismo iy € Homyg(A,A) tal si B € Ob(%), g €

Homg(A,B) y h € Homy(B,A), entonces goig =gyisoh=h.
Ejemplo 1.1.1. Algunos ejemplos de categorias son los siguientes:

(i) Si R es un anillo, R —mod (mod — R) es la categoria cuyos objetos son R—modulos a iz-

quierda (derecha) y sus morfismos los R—homomorfismos.
(ii) Ring es la categoria de anillos unitarios y sus homomorfismos.
(iii) Grp es la categoria de grupos y sus homomorfismos.

(iv) Ab es la categoria cuyos objetos y morfismos son los grupos abelianos y sus homomorfismos,

respectivamente.

(v) Si {%;}icr es una coleccion de categorias, es posible definir la categoria producto [];c; 6,
donde Ob([lic;6:) = [1ic; Ob(6:) y Hompy,,%,((Ai), (Bi)) = [lici Home,(A;, B;). Ademds,

la composicion es definida componente a componente.

Definicion 1.1.2. Dadas dos categorias $ y €, se dice que A es una subcategoria de € si satis-

face las siguientes condiciones:
(i) Todo objeto de 9B es un objeto de €.
(ii) Si Dy E son objetos de A, entonces Homz(D,E) C Homy (D, E).

(iii) La composicion de morfismos en B es la inducida por la composicion de morfismos en 6.
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Si € es una categoria y @ € Homy (A, B) es un morfismo, se dice que ¢ es una retracciéon
(corretraccién) si existe ¢ € Homy (B,A) tal que ¢ o 6 = ip (00 ¢ = iy). Ademds, si ¢ es retrac-
cién y corretraccion, se dice que ¢ es isomorfismo. En este caso, los objetos A y B son llamados

isomorfos y se escribe A ~ B.

Definicion 1.1.3. Sean € y & categorias. Un funtor covariante F : € — 2 es una regla que actiia
en los objetos y los morfismos de € de tal forma que F(C) € Ob(2) y F(f) € Homg(F(A),F(B))

para cada A,B,C € Ob(€) y f € Homg(A,B). Ademds:
(i) F(gof)=F(g)oF(f), paracada f € Homy(A,B)y g € Homy(B,C).
(ii) F(ia) = i), para cada A € Ob(6).

Ejemplo 1.1.2. Sean R un anillo y M un R—mddulo a izquierda. Entonces M induce el fun-
tor covariante Homg(M,—) : R — mod — Ab que a cada R—mddulo a izquierda N lo envia
en el grupo abeliano Homg(M,N), y a cada R—homomorfismo ¢ € Homg(N,N') lo envia en
¢s : Homg(M,N) — Homg(M,N"), @ — ¢ o a. Algunas propiedades bdsicas de este funtor pue-

den ser encontradas en los Capitulos 2 y 3 de Rotman (2009).

Definicion 1.1.4. Sean F,G : € — 2 dos funtores covariantes. Una transformacion natural o :
F — G consiste de una familia de morfismos {ax : F(X) — G(X) }xcop(#), tal que siX,Y € Ob(€’)

y f € Homg(X,Y), entonces el siguiente diagrama es conmutativo:

X F(X) 2~ G(X)
! l F(f)l LG(f)
Y F(Y) G(Y)



ANILLOS EPSILON-FUERTEMENTE GRADUADOS 12

Cuando ax es un isomorfismo para cada X € Ob(C), se dice que o es un isomorfismo natural, y

se escribe que F' ~ G.

Ejemplo 1.1.3. Considere el funtor F : Ring — Grp, que a cada anillo (R,+,%) lo envia en
el grupo de elementos invertibles (U(R),*), y actia por restriccion en los morfismos. Por otro
lado, sea G : Ring — Grp definido por G(S) = GL,(S) con la multiplicacion usual. Ademads,
G(f)(ai;) = (f(ai;)) para cada f € Homging(R,S). Es posible definir una transformacion natural
det, : G — F asociando a cada anillo unitario R el homomorfismo detg : GL,(R) — U(R), A —

det(A).

Para finalizar esta seccidn, se presenta la nocién de categorias equivalentes y par adjunto.

Ambas definiciones serdn utilizadas posteriormente.
Definicion 1.1.5. Sea F : € — & un funtor covariante. Se dice que:

(i) F es fiel (pleno), si la funcion Homy(A,B) — Homg(F(A),F(B)), f — F(f), es inyectiva

(sobreyectiva) para cada par de objetos Ay B de €.
(ii) F es representativo, si para cada objeto B de 9, existe un objeto A de € tal que F(A) ~ B.

Definicion 1.1.6. Sean € y & dos categorias. Un funtor F : € — 2 es una equivalencia si existe

un funtor G : 9 — € tal que FG ~ip y GF ~ ic. En este caso se dice que € y & son equivalentes.
Una prueba del siguiente resultado puede ser vista en la Proposicion 1.3 de Jacobson (1989).

Teorema 1.1.1. Un funtor F : ¢ — & es una equivalencia si y solo si F es fiel, pleno y represen-

tativo.
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Por lo anterior es facil deducir que la composicién de equivalencias es una equivalencia, y

que todo isomorfismo es una equivalencia.

Observacion 1.1.1. Si € es una categoria’y ¢ € Homy(A,B), se dice que ¢ es monomorfismo si
para cada objeto C de €'y a, € Homy(C,A) tales que @ o = @ o 3, se tiene que @ = 3. De
manera dual se establece la definicion de epimorfismo. No es dificil verificar que si F : ¢ — &
es fiel y pleno, se tiene que ¢ es monomorfismo o epimorfismo, si F() es respectivamente mo-

nomorfismo o epimorfismo, para cada morfismo ¢ en €. Esta afirmacion serd iltil en el Teorema

2.2.3.

Definicion 1.1.7. Sean ¢ y & categorias. Dados dos funtores covariantes F : ¢ — Py G: 9 — €,

se dice que (F,G) es un par adjunto si se cumplen las siguientes condiciones:

(i) Para cada par de objetos C € ob(€) y D € ob(2), existen biyecciones

Tcp: Homg(F(C),D) — Homy(C,G(D)).

(ii) Para cada f € Homy(C',C) y g € Homg(D,D'), los siguientes diagramas son conmutati-

VosSs.
Tc.p Tc.p
| 1 N oo
Homy (F(C').D) ~— Hom¢(C,G(D))  Homy (F(C), ')~ Homy (C.G(D'))
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1.2. Anillos graduados
A menos que se diga lo contrario, a lo largo de este trabajo los anillos serdn considerados asociati-
vos y unitarios. Ademas, dado un anillo Ry X,Y C R, se denotara por XY a la coleccién de sumas

finitas de elementos xy, donde xe X yy €Y.

Definicion 1.2.1. Sean R un anillo y G un grupo. Una G—graduacion sobre R es una coleccion

{R¢}¢ec de subgrupos aditivos de R, que satisface las siguientes condiciones:
(i) R=@gcc Ry,
(ii) RgRj, C Ry, para cada g,h € R.

En este caso se dice que R es un anillo G—graduado. Ademds, si RgR, = Rgy, para cada g,h € G,

R es llamado fuertemente G — graduado o simplemente fuertemente graduado.

En adelante, cuando se diga que un anillo R es G—graduado, se hace referencia a que

R = @zci Ry, donde {R;}4ec €s una G—graduacion sobre R.

Ejemplo 1.2.1. Sea R un anillo y S := R[x| el anillo de polinomios con coeficientes en R. Para

cada n € Z defina
Rx",si n >0

0,si n<O

Es claro que S es un anillo Z—graduado.
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Ejemplo 1.2.2. Un contexto de Morita es una sextupla (A,B,M,N,t,L), donde A'y B son anillos
unitarios, M es un (A, B)—bimddulo, N un (B,A)—bimédulo y T: M QN — A, u: N®@sM — B

son morfismos de bimédulos tales que para cada m,m’' € M y n,n' € N se tiene que:

(a) t(m@n)m' =mu(nam'),

(b) u(n@m)n’ =nt(man).

Considere C = (A,B,M,N, 7, L) un contexto de Morita. A partir de C se puede construir el anillo

A M
S = ,
N B
donde el producto es definido por
a m||d ad +t(men’) am’' +mb’
n b \n ¥ na’ +bn’ un@m')+bb

donde {a,d'} CA, {b,b'} CB, {n,n'} CNy{mm'} CM.

Es posible dar una Z.—graduacion al anillo S definiendo

A O 0 0 0O M
So = , S = , S = v S, =0, en otro caso.

0 B N O 0 0

Una demostracion de la siguiente proposicion puede ser encontrada en [Nastdsescu and

Oystaeyen (2004), Proposicién 1.1.1]

Proposicion 1.2.1. Sea R un anillo G — graduado y considere U (R) el subgrupo multiplicativo de

elementos invertibles de R. Las siguientes afirmaciones son ciertas:
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(i) R, es subanillode Ry 1 € R,.
(ii) Sir € U(R)NRy, entonces r' € R,-1NU(R).

Segun la Definicion 1.2.1, cualquier anillo R puede ser graduado por un grupo G. En efecto,
basta considerar R, = Ry R, = 0 para cada g € G\ {e}. Esta tltima graduacion es denominada
graduacion trivial. El siguiente ejemplo muestra anillos que solo admiten la graduacion trivial

sobre ciertos grupos.

Ejemplo 1.2.3. Si K es un campo, entonces K solo puede ser 7. — graduado trivialmente. En
efecto, sea K = @, K, una Z—graduacion de K, y suponga que existe un elemento no nulo
a € K, para algiin n # 0 (note que a # 1). Ya que a~' € K_,, se puede suponer que n > 0. Sea
b € K tal que (1 —a)b = 1. Existen ny,np, -+ ,n, € Z'y by; € Kyy; para cada 1 < j < iinicos,
tales que b = by, + - -+ by,. Sin perder generalidad asuma que ny < --- < n,. En ese sentido, la
igualdad by, + -+ b,, —ab,, — --- —ab,, =1 contradice el hecho de que 1 € Ko, pues by, es el

linico elemento con grado mds pequeiio y ab,, es el tinico elemento con grado mds grande.

Si Ry S son anillos graduados y ¢ : R — S es un morfismo de anillos tal que ¢(Rg) C S,
para cada g € G, se dice que ¢ es un homomorfismo graduado. G — Ring denota la categoria cuyos
objetos y morfismos son respectivamente los anillos G—graduados, y homomorfismos gradua-
dos. Ademds, G — Strg es la subcategoria de G — Ring cuyos objetos son los anillos fuertemente
G—graduados. Si R € G—Ring y g € G, los elementos no nulos de R, son llamados homogéneos
de grado g, y se escribe deg(r) = g, para cada r € R,. Ademas, se denota por /(R) a la coleccion

de elementos homogéneos de R.
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SiR € G—Ringy S es un subanillo (respectivamente ideal izquierdo, ideal derecho, ideal bi-
litero) de R tal que S = e (R NS ), se dice que S es subanillo (respectivamente ideal izquierdo,
ideal derecho, ideal bildtero) graduado de R. En este caso, la graduacién sobre S es {S, },c¢, donde
Sg : =R NS, para cada g € G. Ademds, si I es un ideal graduado de R, entonces {(Rg+1)/I} e €5
una G—graduacion del anillo cociente R/1. En efecto, sean g1,82,- - ,8n € Gy g, +1 € (Rg, +1)/1
para cada i, tales que (rg, +1)+ -+ (rg, +1) = 1. Entonces rg, + - +rg, € I 'y por tanto r,, € I,
para cada i. Esto indica que rg, +1=--- =rg +I =1y lasuma Y ,c(R, +1)/I es directa. Por

otro lado, es claro que R/I = Y ,c(Rg+1)/1.

Ejemplo 1.2.4. Sean R un anillo G—graduado y Cg(R,) = {t € R : ts = st para cada s € R,}.
Considere r =g, + -+ +1g, € Cr(R.), donde rg; € Ry, para cada i =1,--- ,n. Dado s € R,, se
sabe que srg, +- -+ 8rg, = rg, S+ +rg,S. Asi, por la unicidad en la descomposicion se tiene que

Stq, = TI'g;8, para cada i =1,--- ,n. Esto muestra que Cr(R,) es subanillo graduado de R.

Ejemplo 1.2.5. Sean R un anillo G—graduado y N un subgrupo normal de G. Para cada C € G/N
considere Rc = @gec Ry No es dificil verificar que {Rc}ceg)n es una G/N— graduacion de R.
Mds aiin, note que si 1 € RgR,-1 para algiin g € G, entonces 1 € RcR¢-1, donde C = gN, pues
RgR,1 C RcRc-1. Por tanto, si R es fuertemente G—graduado, entonces también es fuertemente
G/N—graduado. Usando esto, es posible definir un funtor covariante Ug /NG —strg — G/N —

Strg como muestra Linnstrom (2020) en la Proposicion 2.1.

La siguiente proposicién muestra una caracterizacion util de los anillos fuertemente gra-

duados.
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Proposicion 1.2.2. Sea R un anillo G — graduado. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) R es fuertemente graduado;

(ii) RgiRgfl = R, para algiin sistema de generadores {g; : i € I} de G;

i

(iii) 1 € RyR;,-1 para cada h € G.

Demostracion. Es claro que (i) = (ii). Para mostrar que (ii) = (iii), seah € G. Existen iy, --- iy € I

y my,---my € Z tales que h :gZ” ---gZ:". Note que para cada j € {1,---k}

Re=Rg;R 1 =Rg;RR 1 CRaR 2 C - CRmR )

j P8

Por tanto, R, = Rgm iR —m; para cada j. Lo anterior implica que
i 8

C my R m e —m C _
Re SR+ RyuR R m C Ry,

k

y por tanto 1 € RyR;,-1.
Finalmente, tome g, € G. Note que R,;, € RgyR,-1R;, C RgRy,. Esto muestra que RgR), =

R, y R es fuertemente graduado. Luego (iii) = (i). O]

El siguiente ejemplo muestra un anillo G — graduado R, el cual satisface que R, NU (R) # 0
para cada g € G. Los anillos con este tipo de graduaciones son llamados productos cruzados.

Segun la Proposicion 1.2.2, es claro que todo producto cruzado es fuertemente graduado.
Ejemplo 1.2.6. Sobre C considere la siguiente Z.,—graduacion:
Co=RyC;=iR

Note que U(C)NCy=CiyU(C)NCy =Cj, luego C es un producto cruzado con esta graduacion.
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El siguiente ejemplo muestra una graduacion fuerte que no es producto cruzado.

Ejemplo 1.2.7. Sea K un campo y R := M3(K), con la graduacion sobre 7, definida como sigue:

K K 0 0 0 K
=|lk kK o' B.=]0 0 K
0 0 K K K 0

Es claro que R es fuertemente graduado ya que 1 € R_R_, en efecto:

1 00 00O 0 01 0 01 0 0O
010 0 01 000 000 0 00
0 01 1 00 010 00O 1 00

Sin embargo, R no es un producto cruzado pues no hay elementos invertibles en R..

El siguiente lema conocido, muestra que bajo ciertas condiciones un anillo fuertemente

graduado es un producto cruzado.

Lema 1.2.1. Sea R un anillo fuertemente graduado tal que R, ~ R, como R.—bimddulos, para

cada g € G. Entonces R es un producto cruzado.

Demostracion. Seag € Gy ¢ : R, — R, isomorfismo en R, — mod. Si ug := ¢(1), entonces Ry =
¢(R.) = R.ug. Andlogamente se puede encontrar Ve-1 € Ry-1 tal que R,-1 = v,-1R,. Ya que R

es fuertemente graduado, 1 € R,-1Rg = v,-1R.ug. Luego existe r € R, tal wg :=v,1r € Ry-1 es

8

inverso a izquierda de u,. Ademads, ya que (u,w, — 1)u, = 0 se tiene que u,w, — 1 € ker(¢) = 0.
q g gWsg g gWe

Por tanto u, € U(R) NR,. O
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La siguiente definicién motiva una caracterizacion general de los productos cruzados.

Definicion 1.2.2. Sean R un anillo unitario, G un grupoy 6 : G — Aut(R), oc : G x G — U(R)
funciones. Una cuadrupla (R,G, 0, ) es llamada sistema cruzado, si dados g,h,k € Gy r € R se

satisface lo siguiente:
(i) 0g(0n(r)) = (g, h)ogn(r)a(g,h) ™",
(ii) o(g,h)o(gh,k) = og(a(h,k))o(g, hk),
(iii) a(g,e) = ale,g) = 1.

Finalmente, la Proposicién 1.4.2 de Nastdsescu and Oystaeyen (2004) presenta una carac-

terizacion de los productos cruzados. A continuacion es enunciado este resultado.

Teorema 1.2.1. Sean (R,G, 0, o) un sistema cruzado y R*s o G el R-médulo a izquierda libre con

base { 8¢} gci. Entonces R+ o G es un anillo unitario con el producto
(r 8)(r' &) = rog(r')a(g, h) Sgn.
Ademas, es un producto G-cruzado con la graduacion
R+50G= @geG(R 6,0 G)g, donde (R*s o G)g = ROg para cada g € G.

Reciprocamente, cada producto G — cruzado A es de la forma R*s o G para algiin sistema cruzado

(R,G,0,).
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1.3. Médulos graduados
Definicion 1.3.1. Sean R un anillo G — graduado y M un R—mddulo a izquierda. Una graduacion

sobre M es una familia {M,} e de subgrupos aditivos de M que satisface:

(l) M: @geGMg.
(ii) RgM), C Mgy, para cada g,h € G.

En este caso se dice que M es un médulo G—graduado. Ademds, si RgM)y, = My, para cada g, h € G,

M es llamado fuertemente G—graduado.

Si M y N son R—médulos G—graduados y ¢ : M — N es un morfismo de R—mddulos
tal que ¢(Mg) C N, para cada g € G, ¢ es llamado R—homomorfismo graduado o simplemente
homomorfismo graduado. En este trabajo, R — gr denota la categoria cuyos objetos y morfismos
son respectivamente los R—mddulos izquierdos G—graduados, y R-homomorfismos graduados.
Andlogamente se define la categoria gr — R de los R—mddulos G—graduados a derecha.

SiM € R—gry N es un R—submddulo de M tal que N = @, (N NM,), se dice que N
es submoddulo graduado de M o que es gr—submddulo de M. Es claro de esta definicidn, que si
{Ni}ier es una coleccion de gr—submdédulos de M, entonces NjerN; es gr—submdédulo de M. En
ese sentido, si N es submoddulo de M, se puede definir al gr—submodulo de M més pequeiio que
contiene a N, este es denotado por (N)8 = (Upen{ng : g € G}}. De manera andloga, es posible
definir al gr—submédulo de M mads grande que estd contenido en N, denotado por (N),. A saber,

(N)g = (NNh(M)}, donde h(M) = UgegM,. Note que (N)g C N C (N)S.
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Ejemplo 1.3.1. Sean M un R—mddulo graduado y N un gr—submodulo de M. Sobre el R—mddulo
M/N se puede definir la G—graduacion {(Mg+N)/N },cc. Ademds, con esta graduacion la pro-

yeccion candnica M — M /N es un homomorfismo graduado.

Ejemplo 1.3.2. Sean R un anillo G—graduado y r € Ry, para algiin h € G. Note que SN R, =
Ryj-1r, para cada g € G, donde S = Rr. En ese sentido, la G—graduacion {Sg := R rteegdaa$
estructura de ideal izquierdo graduado. De manera mds general, sean M € R—gry S = RMj, para
algin h € G. Como SNMg = Rj,-1Mp, para cada g € G, entonces S es un submodulo graduado de

M con la graduacion {R ,-1Mp} geG.

Ejemplo 1.3.3. Sean M € R —gr y g € G. La g—suspension de M se define como el R—modulo
G—graduado M(g) := @ccM(g)n = M, donde M(g);, = My, para cada h € G. La graduacion
anterior estd bien definita pues R;M(g), = RiMyg C Mg = M(8) 1, para cada t,h € G. Andloga-

mente se define la g—suspension para un objeto de gr — R.

La g—suspension de un médulo permite definir un endofuntor de R — gr, que termina siendo

un isomorfismo. En efecto, para g € G fijo, se define
T, :R—gr— R—gr

que envia a cada M en el médulo M(g), y a cada morfismo ¢ € Homp_g-(M,N) lo envia en

T(¢)=¢.Esclaroque TyoT, 1 =T, 10Ty = Ig—.

Ejemplo 1.3.4. Sean R un anillo G—graduado y {M;}ic; una familia de R—mddulos graduados.
Considere [[;c;M; y @;c; M el producto directo y la suma directa externa, respectivamente. Si

para cada g € G se define
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(ITictMi)g == Tlici(Mi)g y (BiciMi)g = Dicr(Mi)g,

no es dificil verificar que {([1ic;Mi)¢}eec ¥ {(BiciMi)q } e definen G—graduaciones sobre los

modulos [|;c; M; y @;c; M;, respectivamente.

Para una prueba detallada de las afirmaciones hechas en el Ejemplo 1.3.4, y algunas otras
propiedades de la categoria R — gr, el lector puede consultar Soler (2019).

Con el fin de continuar con los objetivos de esta seccidn, se mostrard una caracterizacion de
los anillos fuertemente graduados presentada por el matemético Everret Dade, mediante la relacion

que eventualmente hay entre las categorias R, —mod y R — gr.
Notacion 1.3.1. Sea R un anillo G—graduado. Considere los siguientes funtores:

(i) Ind := R®g, — : Re —mod — R — gr, definido como sigue:
Objetos: Dado N € R, —mod, el R—mddulo Ind(N) := R®g, N se considera con la gradua-

Morfismos: SiM,N € R, —mod y ¢ € Homg,(M,N), Ind(¢) :=ir® ¢.

(ii) (—)g : R—gr — R, — mod, definido por:
Objetos: (—)g(N) := Ng para cada N € R — gr. Note que N, € R, — mod pues R.Ng C Ng.
Morfismos: Si M,N € R—gry ¢ € Homg_¢(M,N), (—), es la restriccion a la componente

g es decir, (—)g(@Q) := @4 : My — Ny, que a cada m € M, lo envia en ¢(m) € Ng.

Sea g € G. Segtin el Ejemplo 1.3.3, es claro que (—), = (—). 0Ty, y al ser T, un isomorfismo,

se puede concluir que (—), es una equivalencia si y solo si (—), lo es.
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Lema 1.3.1. [Ndstdsescu and Oystaeyen (2004), Teorema 2.5.5] Sea R un anillo G—graduado.

Las siguientes afirmaciones son ciertas:

(i) (=)eolnd = Iy, —mod.
(ii) (Ind,(—).) es un par adjunto.

Demostracion. (i) Si N € R, —mod, se tiene R,—isomorfismo Ny : R, ®g, N — N definido por
r®n — rn para cada r € R,,n € N. Resta verificar que {ny : N € R, — mod} es un isomorfismo
natural entre (—).o/Ind y Ig,_moq- En ese sentido, sean M,N € R, —mod 'y ¢ € Homg,(M,N).

Note que el siguiente diagrama es conmutativo:

Reog M—™ M
iRe®<PL %
R, ®RgN ™ N
En fecto, @(My(r@m)) = @(rm) = reo(m) = ny(ig, ® @(r@n)), paracadar € R, ym e M.

(ii) Sean M € R, —mod y N € R — gr. Considere:
PMN : HomR_gr(R KR, M,N) — HomRe,mOd(M,Ne)

que envia a cada ¢ € Homg_o-(R®gr,M,N) en pyn(9) € Homg, _oa(M,N,), este tltimo definido
por py N(9)(m) = ¢(1 ®m) para cada m € M. Es claro que py n(¢) € Homg,_noqa(M,N,) pues ¢

es graduado. Por otro lado, considere

omn : Homg,_yoa(M,N,) — Hompg_g-(R®g, M,N)
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que a cada @ € Homg,_meqa(M,N,) lo envia en oy n(@) € Homg_g(R ®g, M,N), definido por
oun(9)(r®m)=re(m)paracadar € Ry me M. Note que si ¢ € Homg_,-(R®@g, M,N), enton-

ces

omN(PunN(9))(rem) =rpun(9)(m)=r¢(1om)=¢(r@m)

para cadar € Ry m € M. Luego py y es inversa a derecha de o)/ y. Andlogamente se verifica que
omn es inversa a derecha de pys . Finalmente, sean o € Homg,(M',M) y B € Homg_g(N,N').

Como para cada ¢ € Homg_g-(R®g, M,N) y m’ € M’ se tiene que:

(pun(9)oa)(m') = p(1@ a(m')) = ¢((ir® @) (1@ m")) = par v (9 o Ind(ax)) (m')
entonces el siguiente diagrama es conmutativo:

Homg_gr(R@r, M,N) 22 Homg, (M,N,)

Ind(a)*l La*

Homg_g(R®g,M',N) — Homg,(M',N,)

Pm’ N

Anélogamente, el diagrama

Hompg_gr(R@r, M,N) 2% Hompg, (M, N,)

.| .

Homg_gr(R @g, M,N') 5— Homg, (M,N,)

es conmutativo. Esto muestra que (Ind, (—),) es un par adjunto. O

Observacion 1.3.1. Sea R un anillo G—graduado. Para cada g € G considere la subcategoria de

R—gr:

0b(Cy) :={M €R—gr: M, =0}.
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Algunas observaciones sobre Cq son las siguientes:
(i) SiM € Cy y N es gr—submddulo de M, entonces N € Cs.
(ii) SiM € C; y N € R— gr es imagen homomorfa de M, entonces N € Cy.
(iii) Si {M;}icr es una familia de objetos de Cq, entonces @;c;M; y [1;c; M son objetos de Ci.
(iv) SiCy = {0} para algiin g € G, entonces C, = {0} para cada h € G.

(v) SeaM € R—gryI':={N <, M :N € Cq}. Es claro que I # @ pues 0 € I. Considere

tc, (M) = (T} 1)

el R—mddulo izquierdo generado por T, donde T = Uyerh(N). Es claro que tc, (M) es un
gr—submodulo de M. Mds aiin, note que tc, (M) € C, y es el gr—submddulo de M mds

grande con esta propiedad.

(vi) SiM € R— gr, entonces tc,(M/tc,(M)) = 0. Caso contrario, existe un submédulo graduado

N de M que contiene propiamente a ic, (M) y ademds Ny = 0. Lo cual no es cierto.

Sean R un anillo G—graduado y M € R — gr. Considere ty; : M — M, definida por ty (m) = m,,
para cada m =Y ,cgmg € M. Note que ty es R.—lineal y ademds ty(rm) = Y e 1j,-1my, para

cadar €R.

Proposicion 1.3.1. Sean R un anillo G—graduado y M € R — gr. Entonces las siguientes afirma-

ciones son ciertas:
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(i) rad(M) := {m € M : tyy(rm) = 0 para cada r € R} es submddulo graduado de M.

(ii) rad(M) =tc,(M).

Demostracion. Sea m = mg, +---+mg, € rad(M), donde mg, € M, para cada i. Si r € R, note

que
tym(rmyg,;) = lM(rgi—lmgi) = tM(rgi—lm) =0,
paracadai=1,2,--- ,n. Como r fue arbitrario, entonces las componentes homogéneas de m son

elementos de rad(M), luego rad(M) es submédulo graduado de M. Esto prueba (7).

Por otro lado, note que si m € rad(M),, entonces ty(rm) = rm = 0 para cada r € R,, y
por tanto m = 0. Luego rad(M) € C, y por tanto rad(M) C tc,(M). Finalmente, sea N submédulo
graduado de M tal que N, =0, y tome n € N. Entonces ty(rn) = Ype7p- 1113 € No = {0}, luegon €

rad(M) y N C rad(M). En particular, tc,(M) C rad(M) y se concluye que rad(M) =tc,(M). O

Sea M € R — gr. En el caso extremo de que tc,(M) = 0 (respectivamente tc,(M) = M) se
dice que M es libre de Cy—torsion o g—fiel (respectivamente que es de Co—torsion). Note que M
es g—fiel si'y solo si cada gr—submodulo N de M cumple que N N M, # 0. Por otro lado, note que

siM € R—gryg € G, entonces M/RM, € Ob(Cy). Este hecho serd usado mds adelante.

El siguiente resultado que se presentaré es debido al matematico Everett C. Dade. La version

original de este teorema puede ser encontrada en Dade (1980).

Teorema 1.3.1. [Ndstdsescu and Oystaeyen (2004), Teorema 3.1.1] Sea R un anillo G—graduado.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(i) R es fuertemente graduado;
(ii) Cada R—modulo graduado es fuertemente graduado;

(iii) Para cada M € R — gr el morfismo graduado Ty : RQr, M, — M, r @ m — rm, es un isomor-

fismo en R — gr;

(iv) T={Tu : R®r, Me = M}pcr—gr s un isomorfismo natural entre los funtores Ind o (=), y

IR —grs
(v) (=)e:R—gr — R, —mod es una equivalencia de categorias;
(vi) Ind : R, — mod — R — gr es una equivalencia de categorias;
(vii) Para cada M € R — gr, existe un N € R, —mod tal que RQgr, N ~ M en R — gr;
(viii) Ob(Cy) = {0}, para cada g € G.
Demostracion. (i) = (ii) Sean M € R—gry g,h € G. Note que
Mg = ReMgp = RgR,-1Mgj, € RgM), C© M,

luego M es fuertemente graduado.

(ii) = (iii) Ya que M es fuertemente graduado, entonces Ty es sobre pues para cada g € G
T (R ®r, M.) = Mg. Por otro lado, sea K = ker(1y). Entonces K, = (R, ®g, M) NK = ker((Ty)e)-
Y como (Ty)e : Re @r, Me — M., r @ m — rm, es un isomorfismo de R, —mddulos, se concluye que

K, = 0. En ese sentido, K, = R,K, = 0 para cada g € G, es decir, K = 0.
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(iif) = (iv) Resta verificar que para cada M,N € R—gry ¢ € Homg_,-(M,N) el siguiente diagra-

ma es conmutativo:

R®g, M, M M

iR®(Pgl ¢
R®p, N, ——2— >N

Sea r@m € R®g, M, un tensor elemental. Note que:

@(ty(r@m)) = @(rm) = ro(m) = rge(m) = v (ig @ @c(r©m)).
Ya que r @ m € R®g, M, fue arbitrario, el diagrama anterior es conmutativo.
(iv) = (v) Por el primer inciso del Lema 1.3.1, se sabe que (—), o Ind =~ Ig,_;0q. Asi, del isomor-
fismo natural Ind o (—), >~ Ir—g, se concluye que (—), es una equivalencia.
(v) = (vi) Sea F : R, —mod — R — gr un funtor tal que F o (—), ~Ig_gr Y (—)e ©F ~ IR, moa-

Note que
Indo(—)e=1Ir—grolndo(—)e~Fo(—),0lndo(—)e~FolR, _moa©(—)e = IR—gr

Asi, por el Lema 1.3.1 se concluye que Ind es una equivalencia.
(vi) = (vii) Ya que Ind es una equivalencia, entonces es un funtor representativo.

(vii) = (i) Note que si N € R, — mod, entonces:
Ry(R®g,N)o = Rg(R, ®N) = R;R, @ N = R, &N = (R®@g, N),.

Dado M € R — gr, existe N € R, —mod tal que RQg, N ~ M en R — gr, luego R,M, = M, para cada
g € G.Enese sentido, si h € Gy M = R(h), entonces RyR, = RgM, = My = Ry, y R es fuertemente

graduado.
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(viii) < (i) Es claro que (i) = (viii). Reciprocamente suponga que (viii) es cierta, y sea M €
R — gr no nulo. Note que RM, es un gr—submodulo de M con la graduacién {Rhngg} heG por el
Ejemplo 1.3.2. Ademds, como (M /RM,), =0y Ob(Cy) = {0}, se tiene que M = RM, y por tanto
Mo = (RMg) e = R,M, para cada p € G. En particular, tomando ¢ € G arbitrario y cambiando M

por M(q), se tiene la relacion
Mpgq = M(q) pg = RpyM(q)g = RpMgq

para cada p,q € G. Si h € G es arbitrario, y ¢ = g~ 'k, entonces My, = RyM,, para cada p,h € G.

En particular, R es fuertemente graduado. 0

En el Ejemplo 3.2.4 de Nastasescu and Oystaeyen (2004) se muestra que la equivalencia
entre las categorias R — gr y R, — mod no es una condicion suficiente para que el anillo R sea

fuertemente graduado. A continuacién se comenta dicho ejemplo.

Ejemplo 1.3.5. Sea R un anillo no nulo tal que R ~ R x R como anillos (por ejemplo R = K/,
donde K es un campo e I es infinito), y considere el grupo G = {e,g}, donde g>=e. SiRes
G—graduado trivialmente, entonces R — gr es equivalente a R — mod X R —mod. En efecto, el

funtor F : R — gr — R —mod X R — mod definido por:

1. Objetos: Dado M =M, ®M, € R—gr, F(M) = (M,,M,). Note que M, y My son R—mddulos

pues R es graduado trivialmente.

2. Morfismos: Dado ¢ € Homg_gr(M,N), F(¢) = (¢e, §y).
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es una equivalencia. Para mostrar esto, considere el funtor G : R — mod x R —mod — R — gr

definido como sigue:

1. Objetos: Si (P,Q) € R—mod x R—mod, entonces G(P,Q) = P® Q, donde G(P,Q), =P x0

yG(P7Q)g =0x Q
2. Morfismos: Si (P,Q) b, (P', Q) es un morfismo, entonces G(a,3) = a x .

Es claro que F o G ~ Ig_poaxR—mod Yy GOF ~ Ir_gy, luego F es una equivalencia. Ademds, como
R —mod x R—mod y R —mod son equivalentes, entonces R — gr y R —mod son equivalentes. Sin

embargo, R no es fuertemente graduado.

A continuacién se mostrardn condiciones suficientes para que la equivalencia entre las ca-

tegorias R — gr y R, — mod implique que R sea fuertemente graduado.

Definicion 1.3.2. Sean R un anillo G—graduado y M € R — gr. M es llamado gr—simple si M no

tiene gr—submodulos no triviales. Ademads, se define
Qr_gr :={[M]: M es gr —simple}, donde [M] = {M' € R—gr: M ~M"enR—gr}.
Andlogamente;

Qr, :={[S]: SesR,—simple}, donde [S] ={S' € R, —mod : S~ S en R, —mod}.

e

Ejemplo 1.3.6. Sean R un anillo G—graduado y N € R, — mod un médulo simple. Considere el

modulo graduado

Ty := Ind(N)/tce(Ind(N)).
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Por la Observacion 1.3.1 se tiene que Ty es e—fiel. Por otro lado, se tienen los siguientes isomor-

Jfismos en R, —mod.:
(TN)e ~ (Re ®R6N)/tCe(N)e =R, ®gr,N =N,

luego (Ty). es R,—simple. En ese sentido, si P es gr—submddulo no nulo de Ty, entonces P, =

(Tn)e- Por tanto, Ty = R(Ty). = RP, C Py Ty es gr—simple.

Lema 1.3.2. Sea R un anillo G—graduado. Existe una correspondencia biyectiva entre Qg, y

{IM] € Qr_gr: M es e— fiel}.

Demostracion. Sea N € R, — mod un mdédulo simple. Por el Ejemplo 1.3.6 se sabe que Ty =
Ind(N)/tc,(Ind(N)) es gr—simple. Por otro lado, si M, N son R,—mddulos simples tales que Ty ~

Ty en R — gr, entonces al aplicar el funtor (—), se concluye que
N~ (Ty)e~ (Ty)e =M

en R, — mod.

Finalmente, sea M € R — gr e—fiel y gr—simple. Ya que M, # 0, es posible definir el mor-
fismo graduado ¢ : R®gr, M, — M, r @m +— rm, paracadar € Ry m € M. Ya que ¢ es sobre pues
M es gr—simple, entonces (R ®g, M,)/ker(¢) ~ M en R — gr. Note que ker(¢) = tc,(R @, M,).
En efecto, ker(¢), = ker(¢) N (R, ®g, N) = 0 pues este es el kernel del isomorfismo candnico
entre R, ®g, M, ~ M,. Por tanto, ker(¢) C tc,(R®@g, M,). Reciprocamente, sea g € Gy re @m €

tc,(R®r, Me)o =tc,(R®r, M,) N (Rg ®g, M.). Entonces 0 = (R-r, ®m), = R,-1 - r,®m y al eva-

8

luar en ¢ se deduce que R,-1 - rgm = 0. Esto implica que el gr—submé6dulo N = R - rgm de M es tal
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que N, = 0y por la e—fidelidad de M se tiene que N = 0, en particular rgm = 0. Esto muestra que
tc,(R®gr, M) = ker(¢), y ademds M ~ (Ty),. Por lo anterior, la funcién que toma a [N] € Qg, y

lo enviaen [Ty] € {[M] € Qr_qr: M es e — fiel}, es biyectiva. O

Teorema 1.3.2 (Nastdsescu and Oystaeyen (2004), Teorema 3.2.1). Sea R un anillo G—graduado
tal que las categorias R — gr y R, — mod son equivalentes. Si Qg es finito, entonces R es fuerte-

mente graduado.

Demostracion. La equivalencia de las categorfas R — gr y R, —mod implica que |Qg,| = |Qr—_,
En efecto, sea F' : R — gr — R, — mod una equivalencia. Sea M € R — gr un médulo gr—simple, y
suponga que F'(M) no es un R,—mddulo simple. Entonces existe N € R, —mod y 0 — N LF (M)
una sucesion exacta en R, —mod. Ya que F es una equivalencia, existe N’ € R — gr tal que F(N') ~
N. Sin perder generalidad, suponga que F(N’) = N. El hecho de que F sea pleno, implica que
existe [’ € Homp_-(N',M) tal que F(f’) = f. No es dificil ver que 0 — N’ L M es una sucesién
exacta en R — gr, lo que contradice la gr—simplicidad de M. Asi, F(M) es R,—simple.

Teniendo en cuenta lo anterior, defina la funcién Z7 : Qr_gr — Qg,, que acada [M] € Qg_,,
lo envia en [F(M)] € Qg,. Note que ZF estd bien definida pues los funtores preservan isomorfis-
mos. Ademds, si [M] y [M’] son elementos de Qg tales que Zr([M]) = Zr([M]), entonces
F(M) ~ F(M'). Nuevamente, no es dificil verificar que M ~ M’ y por tanto -ZF es inyectiva. Esto
muestra que |Qr_g,| < |Qg,—moq|. Para terminar la demostracién, note que la hipétesis indica que

existe una equivalencia G : R, —mod — R — gr. Asi, basta aplicar el razonamiento anterior para

mostrar que |Qg, | < [Qr_gr|.
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Por el Lema 1.3.2 es posible concluir que Qr_g = {[M] € Qr_g,: M es e — fiel}, es decir,
cada médulo gr—simple es e—fiel. Si se supone que R no es fuertemente graduado, por el Teorema
1.3.1 existe M € C, no nulo. En particular, ya que C, es cerrada bajo subobjetos se puede asumir que
M es finitamente generado. Por el Lema de Zorn existe N un gr—submdédulo maximal de M, luego
M /N es gr—simple. Ademés, ya que C, es cerrada bajo objetos cociente, se tiene que M/N € C,.

Luego existe un médulo graduado gr—simple que no es e—fiel, que es una contradiccion. [

A continuacién se define el funtor coinducido asociado a un anillo graduado. Este funtor

serd utilizado para dar una caracterizacién de los anillos epsilon-fuertemente graduados.

Notacion 1.3.2. Sea R un anillo G—graduado. El funtor covariante Coind : R, — mod — R — gr es

definido como sigue:

1. Objetos: Sea N € R, —mod y considere Homg,(R,N) como R—mddulo a izquierda. Para

cada g € G, defina el subgrupo de Homg,(R,N) dado por:
Ng:={f € Homg,(R,N): f(R;) =0 paracadat € G\ {g~ 11}

Denote por Coind(N) := deGNg,. Es claro que la suma anterior es una suma directa. En
efecto, sean {g1,82, - ,8n} C Gy fg € Ny parak=1,--- ,n, tales que fg, + -+ fg, = 0.
Sire Rgl—l, entonces fg, (r) =0 para cada k # 1, luego fq,(r) = 0. Lo anterior muestra que
f (Rgl—1> = 0y por tanto fq, = 0. De la misma forma se verifica que fo, = -+ = fg, = 0.
Con esto se concluye que Coind(N) = @gEGNé' Por otro lado, sir, € R,y f € N., entonces

- f € N;lg. Para verificar esto, considere t € G tal que t # g~ 'h™' y a € R;. Note que
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2.

ry- f(a) = f(ary) = 0, es decir, Ry Ny C N, De lo anterior se deduce que Coind(N) €

R — gr. Este es llamado modulo coinducido por N.

Morfismos: Si M,N € R, —mod y B € Homg,(M,N), se define Coind(B) := B, es decir,

dados g1, ,8x € Gy §i € My, se tiene que:

Bi(¢1+-+ ) =Bod+-+Bod

Observacion 1.3.2. Con relacion al funtor Coind se pueden hacer las siguientes observaciones:

o a B .. . .
(i) Si0 — N = M — P es una sucesion exacta en R, — mod, entonces la sucesion

(ii)

Coin(a) Coind(B)

0 — Coind(N) Coind(M) Coind(P)

es exacta en R — gr. En efecto, sea g € Gy f € Coind(N), tal que 0 = Coind (o) (f) = ao f,
entonces [ =0y por tanto Coind(Q) es inyectiva. Ademds, es claro que Im(Coind(a)) C
ker(Coind(P)). Finalmente, sea g € Gy ¢ € ker(Coind(B))g, es decir, B o @ = 0. Ya que el
funtor Homg,(R,—) : R, — mod — R —mod es exacto a izquierda, existe ¢ € Homg,(R,N)
tal que oco ¢ = @. Note que ¢ € Coind(N)g. En efecto, si g ' #£heGyx€R,y, entonces
a(¢(x)) = @(x) =0 (pues ¢ € Coind(B)g), y como o es inyectiva, entonces ¢(x) = 0. Lo an-
terior muestra que ¢ € Coind(N)g, Coind(a)(9) = @ y ker(Coind(B)), C Im(Coind(t))s.

Como g € G fue arbitrario, se concluye la exactitud de la sucesion en cuestion.

Si R es proyectivo en R, — mod, entonces Coind es un funtor exacto. En efecto, suponga

B

o .. 4 . . .
que 0 - N — M — P — 0 es una sucesion exacta en R, —mod. Segiin el inciso anterior,
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resta verificar que Coind(B) es sobre. En ese sentido, tome g € G y sea ¢ € Coind(P)s C
Homg,(R,P). Como R es proyectivo, el funtor Homg,(R,—) : R, —mod — R — mod es exac-
to, luego existe ¢ € Homp,(R,M) tal que B o ¢ = @. Es claro que ¢ € Coind(M),, luego
Coind(B)(¢) = @. Con esto se concluye que Coind(P), C Im(Coind(B))e y al ser g arbi-

trario, la sucesion es exacta.

(iii) Si R es un anillo G—graduado tal que Supp(R) = {g € G : Ry # 0} es finito, entonces
Coind(N) =Homg,(R,N) para cada N € R, —mod. En efecto, basta suponer que Supp(R) =

{g1, -+ ,gn}, tomar f € Homg,(R,N) y definir fg, : R — N

f(r), sir € R,
fgi(r) =

0, entro caso
para cada r € h(R). Es claro que f,, € Coind(N)g;1 Y f=fo+ -+ fo. En particular,
como es mostrado en el Corolario 2.5.7 de Ndstdsescu and Oystaeyen (2004), esto permite
concluir que si el soporte de R es finito, entonces cada R—maodulo puede ser encajado en un

R—modulo graduado.

(iv) Sea N € R, — mod. Es claro que N}, ~ Homg, (Rg—l ,N) en R, — mod, para cada g € G. En
efecto, basta considerar Ny 2, Homg,(Ry-1,N), f f]Rg_l, para cada f € Ny. El siguien-
te resultado permitird concluir que si N es inyectivo en R, — mod, entonces Coind(N) es

gr—inyectivo.

Lema 1.3.3. [Ndstdsescu and Oystaeyen (2004), Teorema 2.5.5] Sea R un anillo G—graduado,

entonces
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(i) (—=)eoCoind ~ IR, moq.
(ii) ((—)e,Coind) es un par adjunto.

Demostracion. Para verificar (i), considere N € R, — mod. Defina 1y : Coind(N), — N, f — f(1),
para cada f € Coind(N),. Note que si r € R,, entonces Tn(rf) = (rf)(1) = f(r) =rf(1) =rin(f),
luego 7y es un morfismo en R, — mod. Por otro lado, es claro que Ty es inyectiva. Ademds, dado

n € N, considere f : R — N definida para cada r € h(R) como sigue

rn, sir € R,
flr)=

0, en otro caso
Note que f € Coind(N), y Tv(f) = n, luego Ty es biyectiva. Finalmente, sean N y N’ R,—mddulos
aizquierda, y ¢ € Homg,_noq(N,N). Considere el siguiente diagrama:
Coind(N), Mo N

Coind(¢)j j¢
COI’ld(N/) T—> N/

N/

el cual es conmutativo pues si f € Coind(N,), entonces

v (Coind(9)(f)) = Coind(9)(f)(1) = (¢ o £)(1) = ¢(n (f))-

Por tanto, {7y : Coind(N)e — N}NeR,—moa €S un isomorfismo natural entre los funtores Ig, _noq y
(—)eoCoind.

Por otro lado, sean M € R—gry N € R, — mod, defina

Yu N : Homg,(M,,N) — Homg_g-(M,Coind(N))
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donde para cada ¢ € Homg,(M,,N), Wy n(¢) € Homg_g-(M,Coind(N)) es definido como sigue:
dado h € G y my € My, yyn(¢)(my) : R — N es un morfismo en R, — mod que envia a cada

r=Ygecgrs € Ren ¢(r,-1-my). Para construir la inversa de yy v, considere:
oy N : Homg_g-(M,Coind(N)) — Homg,(M,,N)
que acada ¢ € Homg_4-(M,Coind(N)) lo envia en @y n(¢), definido por wp n (@) (m) = @(m)(1)
para cada m € M,. Note que si r € R, y m € M,, entonces:
ou(9) (rm) = p(rm)(1) = (rg(m)) (1) = @(m)(r) = r@(m)(1) = ransv(@)(m)

luego @y estd bien definida.

Ademas, note que si ¢ € Homg,(M,,N) y m € M,, entonces:

oy N (Wnn(9))(m) = Yy n(9)(m)(1) = ¢ (m)

luego oy n(Wm N (9)) = ¢. Andlogamente, se muestra que Wy, v es inversa a izquierda de Wy n.
Finalmente, considere un par de morfismos o € Homg_g,(M', M)y B € Homg,_yoq(N,N').
SiheG,m,eM,y¢ e Homg, pnoa(M.,N), note que
o (W N (9)) (m),) (r) = (W v 0 &) (m},) (r) = ¢ (ry-10t(m},)).
Por otra parte:
Wi v (0 () (m),) (1) = Wawr (9 0 &) (m),) (1) = @ (0t (ry-1m3,)) = P (0t (ryp1my)) =
¢ (ry-1a(my,)).

Luego el siguiente diagrama es conmutativo:
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YM N

Homg,—_yod(Me,N) —— Homg_q-(M,Coind(N))

: -

Homg, _yoqa(M,,N) [T Hompg_g(M',Coind(N))

M' N

De forma andloga se puede verificar que el diagrama

Homg, - moa(Me; N) —22 Homg_ (M., Coind(N))
ﬁ*L LCoind(ﬁ)*
Homg, _nod(Me,N') — Hompg_g(M,Coind(N'))

Yun
es conmutativo. Con lo cual queda probada la afirmacién (if). ]
Observacion 1.3.3. Sean R un anillo G—graduado, M € R—gr y g € G. Con la notacion usa-
da en la prueba del Lema 1.3.1, se sabe que Pm,M(g) €S biyectiva. En particular, existe Kgp €
Hompg_g,(Ind(M,),M(g)) = Homg_gr(Ind(My) (g~ 1), M) tal que Py, m(g) (Kem) = ing,. Ademads,
ya que Kgm = Oy, m(g) (im,), entonces Kg p1(r @m) = rm para cada r € Ry m € My. Andlogamente,
por el Lema 1.3.3 el morfismo Ag € Homg_gr(M,Coind(My)(g™"')), tal que para cada h € G,

Ag m(my) (1) = 1y 1my, estd bien definido.

Definicion 1.3.3. Sean R un anillo G—graduado, M € R— gry N un gr—submddulo de M. Se dice

que N es submddulo gr—esencial de M, si NN P # {0} para cada gr—submddulo no nulo P de M.

Como se prueba en la Proposicion 2.3.5 de Nastdsescu and Oystaeyen (2004), el hecho de
que un médulo graduado M tenga submodulos gr—esenciales implica que para cada m € M existe
a € h(R) tal que am # 0.

El siguiente lema, entre otras cosas, permite calcular el submddulo ic, (M) para cada M €

R—grygegG.
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Lema 1.3.4. [Ndstdsescu and Oystaeyen (2004), Proposicion 2.6.3] Sean R un anillo G—graduado

yM € R— gr. Usando la notacion de la Observacion 1.3.3, las siguientes afirmaciones son ciertas:
(i) ker(Kqm),coker(Kgm), ker(Agm) y coker(Agn) estdn en Cq, para cada g € G.
(ii) tc,(M) = ker(Agm), para cada g € G.
(iii) Im(Agm) es submddulo gr—esencial de Coind(My)(g™"), para cada g € G.

Demostracion. (i) Note que ker(Kgm)q = ker(Kgm) N (Re ®r, M), que es el kernel del isomor-
fismo R, ®g, Mg ~ Mg r @ m +— rm, por tanto ker(kuy), = 0y ker(kgm) € C. Ademds, ya que

Im(x, M) = RM,, entonces coker(Kqp)g = (M/RMg)o = 0. Asi mismo, note que
ker(Agm)g = {m € My : rmg =0 para cadar € R,} = {0},
esto implica que:
Im(Agm)g = (Ags)(Mg) = Im((Agm)g) =~ My,

donde el dltimo isomorfismo es en la categoria R, — mod.

Por otro lado, en R, — mod se tiene que
Coind(My) (g™ 1)y = Coind(My), ~ Homg,(Re,Mg) =~ M,
y por tanto
coker(Ay) g =~ Coind(My) (g™ 1) o /Im(Au)g = 0.

(ii) Por el inciso anterior se sabe que ker(Ag ) C tc,(M). Reciprocamente, considere 1 € Gy

my, tc,(M);. Ya que G es cerrada bajo submédulos, entonces R,-1my, = 0. Por tanto, para cada



ANILLOS EPSILON-FUERTEMENTE GRADUADOS 41

r€R,0=ry1my = Ag p(my)(r), es decir, my, € ker(Agum). Esto muestra que tc, (M) = ker(Ag.m)-
(iif) Primero se probard el caso g = e, es decir, que Im(A. ) es submddulo gr—esencial de
Coind(M,). Sean 0 # N un gr—submdédulo de Coind(M,), h € Gy 0 # ¢ € NN Coind(M,);,.
Existe r,-1 € R,-1 tal que @(r,-1) # 0. Note que r,-1Q = A p(@(r,-1)) € Im(A, p). En efecto,

paracadaa € R

Aem(@(ry-1))(@) = ae@(ry-1) = @(aery-1) = @(ar,-1) = r-19(a),
luego Ae p(@(r)-1)) = r;-19 € NNIm(A. p) ya que a fue arbitrario. Por tanto Im(A, pr) es submo-
dulo gr—esencial de Coind(M, ). Para el caso general, tome g € G. Del razonamiento anterior se de-
duce que A, yy(q) € Homg—gr(M(g),Coind(My)) es tal que Im(A, y(4)) €s submédulo gr—esencial

de Coind(M,). Por otro lado, ya que
Hompg_g,(M(g),Coind(My)) = Homg_¢-(M,Coind(My) (g™ 1)),

entonces Im(Ag p) es submédulo gr—esencial de Coind (M) (g™ "), que era lo que se buscaba. [

Corolario 1.3.1. Sea R un anillo G—graduado. Si R es fuertemente graduado, entonces para cada

M € R—grypara cada g € G se tiene que:
ker(Agm) ={m € M : Y e Tyy-1mp =0, para cadar € R} = {0}.

Recipricamente, si existe g € G tal que ker(Agp) = {0} para cada M € R — gr, entonces R es

fuertemente graduado.

Demostracion. Si R es es fuertemente graduado, el Teorema 1.3.1 muestra que C, = 0 para cada

g € G. Luego ker(Ag m) = tc,(M) = 0, para cada M € R — gr. Reciprocamente, si existe g € G tal
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que tc,(M) = ker(Agm) = 0 para cada M € R — gr, entonces Cg = 0 y R es fuertemente graduado

por el Teorema 1.3.1. 0

Teorema 1.3.3. [Ndstdsescu and Oystaeyen (2004), Proposicion 2.6.7] Sea R un anillo graduado

por un grupo G. Si R es fuertemente graduado, entonces Ind ~ Coind.

Demostracion. Sea N € R, —mod y M := Ind(N). Entonces M, = R, ®g, N ~ N en R, —mod, y
por tanto Coind(M,) ~ Coind(N) en R — gr. Segtin la notacién de la Observacién 1.3.3 se tiene
el morfismo graduado A, 1,4(v) : Ind(N) — Coind(N), donde para cadah € G, r, € R, y n € N se
define A, nq(n) (rn®@n) : R — N por A, pq(n) (rn®@n)(a) = a,-11yn, siendo a =Y 4 ag € R. Denote
por Ny := A¢ jnq(n) Para cada N € R, —mod. Por el Lema 1.3.4 se sabe que ker(ny ), coker(ny) €
C,. Pero ya que R es fuertemente graduado, el Teorema 1.3.1 dice que C, = 0 y por tanto 1y
es isomorfismo para cada N € R, — mod. Resta verificar que la familia de morfismos {ny : N €
R, —mod} es un isomorfismo natural entre los funtores Ind y Coind. En ese sentido, sean N 'y N’

en R, —mod 'y ¢ € Homg,(N,N'). Note que el siguiente diagrama es conmutativo:

Ind(N) —™~ Coind(N)

iR®(Pl/ l‘P*

En efecto, sih € G, r,®@n € Ind(N);, y a € R, entonces

onn(rn@n)(a) = @(ay-1rn) = ap-11,@(n) = Ny (1, @ @(n))(a)

luego (@ony)(r,®n) = (Myro(ig® @))(r,®n), y por la aditividad se concluye lo que se buscaba.

]
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El siguiente ejemplo muestra que el reciproco del Teorema 1.3.3 no es valido.

Ejemplo 1.3.7. Sean R un anillo G—graduado trivialmente y N € R, — mod = R — mod. Note
que Ind(N) = R®gN, y por la Observacion 1.3.2 Coind(N), ~ Homg(R,N). Esto implica que
Ind(N) ~ Coind(N) en R, —mod. Sea Yy : Ind(N) — Coind(N) que a cada r @ n € Ind(N) lo
envia en el R—homomorfismo Yy (r®@n) : R — N, este iiltimo definido por yy(r @n)(a) = arn, para
cada a € R. Note que Yy es sobre pues si ¢ € Homg(R,N), entonces Yy(1® ¢(1)) = ¢. Ademds, si
arn =0 para cada a € R, entonces rn =0, es decir, r Q@ n estd en el kernel del isomorfismo canonico
entre RQr N y N, luego r @ n = 0. Finalmente, sean N,N' € R, —mod y ¢ € Homg,(N,N’). El

siguiente diagrama es conmutativo:

Ind(N) —~ Coind(N)

iR®¢L l¢’*

Ind(N') — Coind(N')
N

En efecto, sir@on € RQrN y a € R, entonces:

o(w(ren))(a) =¢(arn) = w(r@¢(n))(a) = (1w oir®¢)(ren)(a)

por tanto ¢(Ww(r@n)) = (Y 0ir ® ¢)(r @n). Esto muestra que la familia {yy : N € R, —mod}

es un isomorfismo natural. Sin embargo, R no es fuertemente graduado.

Definicion 1.3.4. Sean R un anillo G—graduado y M € R — gr. Se dice que M es C,—cerrado si

satisface las siguientes condiciones:

1. lce(M> =0.
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2. Para cada diagrama en R — gr:

|

0 N 7 P coker(¢p) —=0

donde que coker(¢) € C,, existe un vinico morfismo graduado y : P — M tal que yo ¢ =

Proposicion 1.3.2. Sea R un anillo G—graduado. Las siguientes afirmaciones son ciertas:

(i) Si N € R, — mod, entonces Coind(N) es C,—cerrado.

(ii) R es fuertemente graduado si'y solo si Coind o (—), ~ Ip_gr

44

.

Demostracion. (i) Sea M := tc,(Coind(N)). Ya que ((—)e,Coind) es un par adjunto, hay una

correspondencia biyectiva entre Homg,(M.,N) y Homg_g-(M,Coind(N)). Como M, = 0, entonces

Homg,(M,,N) = {0}, por tanto la inclusién de M en Coind(N) es el morfismo cero, es decir,

M = 0. Esto prueba que Coind(N) satisface la condicién (i) de la Definicién 1.3.4.

Por otro lado, considere el siguiente diagrama en R — gr:

Coind(N)

d

0 P G ] coker(¢) —=0

donde que coker(¢) € C,. Segin la notacién utilizada en el Lema 1.3.3, existen biyecciones:

Vo : Homg,(Q.,N) — Homg_g-(Q,Coind(N))
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vpn : Homg,(Pe,N) — Hompg_gr(P,Coind(N)),

tales que el siguiente diagrama es conmutativo:

Homg, (Qe,N) ~2% Homg_ (0, Coind(N))

¢Z‘L L(P*

Homg,(P.,,N) WHomR_g,(P, Coind(N)).
Ya que coker(¢) € C,, entonces @, es un isomorfismo en R, — mod, por tanto si y := W\ (®),

entonces:

Won (Yoo, oo = 0" (won(vod, ') = wen (95 (oo, 1)) = wen(y) = @.

Luego o n(yo @, !) satisface la condicién (ii) de la Definicién 1.3.4. Mds atn, suponga que k €
Hompg_4(Q,Coind(N)) es otro morfismo que satisface que ¢*(k) = w, y sea A € Homg,(Q,,N)

tal que Yo n(A) = k. Entonces

ypn o9l (Yoo, ') = yeno§i(A),
por tanto Y= A 0 ¢, es decir, A = yo ¢, !. Por tanto k = yp y(yo 9, 1), y Coind(N) es C,—cerrado.
(if) Suponga que R es fuertemente graduado. Por el Teorema 1.3.3 y el Teorema de Dade,
se sabe que Ind ~ Coind y Ind o (—), =~ Ig_, luego Coind o (—), ~ Ig—g,. Por otro lado, suponga
que Coind o (—), >~ Ir—gr. Dado M € R — gr no cero, se tiene el gr—isomorfismo M ~ Coind(M,),
y por tanto M, # 0. Esto muestra que C, = 0, y por el Teorema de Dade se concluye que R es

fuertemente graduado. 0

Proposicion 1.3.3. [Ndstdsescu and Oystaeyen (2004), Teorema 2.6.9] Sea R un anillo graduado

por un grupo G. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(i) Existe un isomorfismo natural entre los funtores Ind y Coind;
(ii) La transformacion natural 1 : Ind — Coind es un isomorfismo natural;

(iii) Para cada g € G el R,—mddulo izquierdo Ry es proyectivo y finitamente generado. Ademads,

el siguiente morfismo es un isomorfismo en R — gr:

N : R — Coind(R,),

que a cada elemento homogéneo s € Ry lo envia en 1(s) : R — R, definida por 1 (s)(r) =

Fe-18, paracadar=Y,cGrg € R;

Para finalizar este capitulo, se presentaran algunas nociones sobre mddulos libres, proyec-

tivos e inyectivos en la categoria R — gr.

Definicion 1.3.5. Sean R un anillo G—graduado y F € R — gr. Se dice que F es gr—libre si tiene

una base de elementos homogéneos.

Ejemplo 1.3.8. Sea R un anillo G—graduado, y S = @,c;R(gi) € R— gr con su graduacion usual
Sh=®jciR(gi)n para cada h € G. Para cada i € I, sea
aj=1,sij=1i

ei = (aj)jer =

aj =0, en otro caso

Note que deg(e;) = gi_l, luego {e; : i € I} es una base de elementos homogéneos para S. Asi, S es

gr—Ilibre.
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Ejemplo 1.3.9. Sean R un anillo G—graduado y F € R — gr un médulo gr—libre con base {b; :i €
I}, donde deg(b;) = g;'. Considere v : @;c;R(gi) — F definida por y(e;) = b;, para cada i € I.

Es claro que y es un isomorfismo en R — gr.

Ejemplo 1.3.10. Sea M € R—gr y h(M) = UgeGM,. Para cada x € h(M) escriba deg(x) = gy .

Considere Y : @ cpm) R(gx) — M definida por y(ex) = x. Segiin el ejemplo anterior, se tiene que

Y es un gr—epimorfismo y por tanto M es isomorfo al cociente de un modulo gr—libre.

Note que si F € R — gr es gr—libre, entonces es libre como R—moddulo. Sin embargo, el

reciproco de esta afirmacién no es cierto.

Ejemplo 1.3.11. (Hazrat (2016), Ejemplo 1.2.3) Sea R un anillo conmutativo y considere M,(R)
con la Z—graduacion trivial. Por otro lado, defina la siguiente graduacion sobre My, (R) visto como

M, (R)—mddulo derecho.

eiMy(R), sil <i<n
M,(R); =

0, en otro caso
donde ej; es la matriz que tiene 1 en la componente (i,i) y cero en las restantes. Ya que cada
elemento homogéneo del médulo M,(R) es divisor de cero, se concluye que este médulo no es

gr—Ilibre. No obstante, claramente es libre visto como M, (R)—mddulo.

Definicion 1.3.6. Sea P un R—mddulo graduado. Se dice que P es gr—proyectivo si para cada par
de modulos M,N € R — gr y homomorfismos graduados M ﬂ) N =0, P % N existe un homomor-

0 .. . .
fismo graduado P — M tal que el siguiente diagrama es conmutativo:
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£ 0
M——N—
P N

Ejemplo 1.3.12. Sean M € R — gr un médulo gr—libre. Razonando igual al caso no graduado, es

posible verificar que M es gr—proyectivo.

La prueba del siguiente resultado puede ser encontrada en [Hazrat (2016), Proposicién

1.2.15].

Proposicion 1.3.4. Sea R un anillo G—graduado y P € R — gr. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

(i) P es proyectivo como R—mddulo;

(ii) P es gr—proyectivo;

(iii) El funtor Homg_g,(P,—) es exacto;

(iv) Cada sucesion exacta corta de homomorfismos de R—mddulos graduados

escinde, via un morfismo graduado;
(v) P esisomorfo en R — gr a un sumando directo de un modulo graduado gr—Ilibre.

Ejemplo 1.3.13. Sea R un anillo G—graduado. Sobre el anillo M,,(R) considere la G—graduacion

{M,,(Rg) }gei. Con la graduacion del Ejemplo 1.3.2 se tiene que M, (R)e;; es un ideal izquierdo
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graduado de My(R). Ademds, como My(R) = @1<;j<,Mu(R)e;; y My(R) es gr—libre, entonces

M, (R)e;; es proyectivo en M,(R) — gr.

Definicion 1.3.7. Sea E € R — gr. Se dice que E es gr—inyectivo si para cada par de modulos

M,N € R — gr y homomorfismos graduados 0 — N £> M, N % E, existe un homomorfismo gra-

2] .. . .
duado M — E tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

E
\
0—>N—>M
0

Siguiendo un razonamiento andlogo al caso proyectivo, es posible verificar que si E € R—gr
es inyectivo como R—mddulo, entonces E es gr—inyectivo. Sin embargo, como se muestra en el
Remark 2.3.3 de Nastdsescu and Oystaeyen (2004), el reciproco de esta afirmacién no es cierto.
Por otro lado, segtn el Corolario 2.5.2 de Nastasescu and Oystaeyen (2004), si G es un grupo finito
entonces E es gr—inyectivo si y solo si es inyectivo como R—mddulo.

2. Anillos casi epsilon-fuertemente graduados

El objetivo de este capitulo estudiar algunas propiedades de los anillos epsilon-fuertemente
graduados y casi epsilon-fuertemente graduados. Se presentard una caracterizacion de los anillos
epsilon utilizando los funtores Ind y Coind. Posteriormente, se mostrard una version del teorema
de Dade para los anillos casi epsilon. A lo largo de este capitulo S representara un anillo asociativo

unitario G—graduado S = P,yc; g, ¥y R 1= Se.
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2.1. Anillos epsilon-fuertemente graduados
Definicion 2.1.1. Un anillo G—graduado S es llamado epsilon-fuertemente graduado si S, es un

(SgSg-1,8,-18g)—bimddulo unitario, para cada g € G.

Ejemplo 2.1.1. [Nysted et al. (2018), Proposicion 40] Sean A un anillo conmutativo con identidad

14 # 0 y B un ideal unitario de A tal que 1g # 14. Considere:

Note que S es un anillo Z-graduado si se define S5 =Ry St = T. Por otro lado, considere €5 =
diag(1a,14,14) € S585 v & = diag(1p,1p,1p) € S:S1. Es claro que para cada r € S5y t € St
se tiene que r = &1 = r&5 y t = &t = t&g. Con esto se concluye que S es epsilon-fuertemente

graduado. Ademads, es claro que S no es fuertemente Z,—graduado.

Observacion 2.1.1. Sea S un anillo epsilon-fuertemente graduado. Se tienen las siguientes obser-

vaciones:

(i) Dado g € G, el hecho de que Sy es unitario como SgS,-1—mddulo a izquierda, implica que
Sg = SgSy-18g. Los anillos graduados que satisfacen esta ultima condicion son llamados
simétricamente graduados. En ese sentido, todo anillo epsilon-fuertemente graduado es si-

métricamente graduado. En el Ejemplo 2.3.5 se mostrard que las dlgebras de camino de
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Leavitt son simétricamente graduadas.

(ii) Sea g € G. Por la Definicion 2.1.1 existen ag,ag, € S¢S,-1 tales que ags =5y tag, =t, para

cada s € Sg yt € S,-1. Note que ag = agcz:g = a;,. Este elemento serd denotado por &, en

particular € = 1. Asi, se tiene que € = s = s€,-1, para cada s € Sg. No es dificil verificar

que {&;: g € G} CZ(R).

A continuacion, se presenta una caracterizacion de los anillos epsilon-fuertemente gradua-
dos en la que intervienen los funtores Ind y Coind. Las primeras cuatro afirmaciones de este

resultado fueron probadas en [Nysted et al. (2018), Proposicién 7].
Proposicion 2.1.1. Sea S un anillo G—graduado. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) S es epsilon-fuertemente graduado;
(ii) S es simétricamente graduado y SqS,-1 es un anillo unitario, para cada g € G;
(iti) Para cada g € G existe € € S;S,-1 tal que €5 = s = 5€,-1 para cada s € Sg;

(iv) Sq es proyectivo y finitamente generado como R—mddulo izquierdo, para cada g € G. Ade-

mas, el morfismo en R —mod:
Ng : Sg — Homg(S,-1,R),

donde para cada s € Sg, Ny(s) : Sy-1 — R es definido por Ny(s)(r) = rs para cada r € S,-1,

es un isomorfismo;

(v) Existe un isomorfismo natural entre Ind y Coind.
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Demostracion. Suponga que S es epsilon-fuertemente graduado. En la Observacién 2.1.1 se mos-

tré que S es simétricamente graduado. Por otro lado, sir =Y | a;b; € SeS -1, entonces:
gor = Y (&ai)bi =r =Y. ai(bigg) = reg,
luego S,S,-1 es unitario. De donde (i) = (ii).
Si se asume que (ii) es cierta, entonces Sgqu es un anillo unitario con identidad &g, para

cada g € G. Ya que S es simétricamente graduado, dado s € Sg existe n € Ny a;,¢c; € S,, b; € Sg—l
paracadai=1,2...,n, talesque s =Y\ | a;b;c;. En ese sentido:
€5 = Y1 (aibi)ci =Y | aibici =Y}, ai(bic,’&‘gq) = 5,1,
luego (ii) = (iii). Ademas, es claro que (iii) implica (i).
Suponga que (iii) es verdad, y tome g € G. Entonces existe €41 € 84185, tal que s = s€,-1
paracadas € S;. Seann e Nya; € ngl, bj € Sgparacadai=1,---,n tales que €1 = Y ab;.
Para cada i = 1,--- ,n defina ¢; € Homg(S,,R) por ¢;(s) = sa; para s € S,. Note que si s € Sg,

entonces:
s =51 =Y (sai)bi = Ly @i(s)bi,
luego {b;,¢;}?_, es una base dual para S, como R—médulo a izquierda. Esto muestra que S,

es finitamente generado y proyectivo. Por otro lado, si s € S, es tal que S,-15 = {0}, entonces

s = €5 = 0. Luego né es inyectiva. Finalmente, sea ¢ € HomR(ngl ,R)yse S,-1 dado. Note que:

0(s) = P (seg) = sTX i (di) = nb(XE i (di)) (),
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donde &, = YX_, ¢;d; para algunos ¢; € S, y d; € Se-1. Por tanto, né(Z;‘:] ci(di)) =@ y ng es
sobre. Luego (iii) = (iv).

Para mostrar (iv) = (iii), tome g € Gy s € Se. Si {b;, ¢;}*_, es una base dual de S, en
R —mod , entonces s = Zﬁ‘zl ©i(s)b;. Ya que n;,l es sobre, para cadai=1,--- ,k existen a; € S,
tales que n;,l (a;) = ¢;. Luego s = sZé‘:l ab; = SEy-1, donde €1 = Zf.‘zlaibi € ngng. Por otro
lado, realizando el mismo procedimiento se puede encontrar € € SgS,-1 tal que s'€, = ' para cada
s’ € S,-1. Esto muestra que S,-1 (1 — &) = 0, luego para cada s € S; se tiene que S,-1(1 —&)s = 0.
Asf, Ng(s — €,5) =0y s = &s. Que era lo que se queria demostrar.

Suponga que (iv) es cierta. Por el inciso (iii) de la Proposicion 1.3.3, restaria mostrar que
el morfismo en § — gr:

N : S — Coind(R), (2)

que a cada elemento homogéneo s € S lo envia en 1(s) : S — R definida por n(s)(r) = 7,15,
paracada r =} ,cgre € S, es un isomorfismo. En ese sentido, basta verificar que para cada g € G,
Ng : Sg — Coind(R)¢ es un isomorfismo en R —mod. Sea s € ker(1g). Entonces para cada r € S,
se tiene que rs = 0, esto implica que s € ker(1,) = {0}. Luego 1, es monomorfismo. Para mostrar
que 7 es epimorfismo, sea ¢ € Coind(R),. Defina ¢’ € Homg(S,-1,R) como ¢’ = ¢|ng1. Ya

que 7, es sobre, existe s € S, tal que Mg(s) = ¢’. Resta mostrar que 1,(s) = ¢. En efecto, sea

r=Ynech €S. Entonces:

0(r) = 9(rg1) = ¢'(rg-1) = Mg(s)(r) = rs = Mg(s)(r).

Ya que r € S fue arbitrario, se deduce que 1, (s) = ¢ y por tanto 7 es isomorfismo en R — gr. Asi, por
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la Proposicion 1.3.3 existe un isomorfismo natural entre Ind y Coid. Esto muestra que (iv) implica
(v). Reciprocamente, si existe un isomorfismo natural entre Ind y Coind, entonces el morfismo
presentado en (2) es un isomorfismo. Luego 1, : S, — Coind(R), es un isomorfismo en R — mod,
para cada g € G. Siguiendo el mismo proceso presentado anteriormente, né/, es isomorfismo en

R —mod. Esto finaliza la demostracion. L]

En el Ejemplo 1.3.7 se mostr6 que si S es trivialmente G—graduado, entonces Ind ~ Coind.
Se puede hacer una verificacion mas rdpida de este hecho usando el resultado anterior, teniendo en

cuenta que S es epsilon-fuertemente graduado, donde

0,sig#e
E =

1,sig=e
Observacion 2.1.2. Con relacion al inciso (iv) de la proposicion anterior, note que si S es epsilon-
fuertemente graduado, entonces Sq es proyectivo y finitamente generado en mod — R para cada g €
(1) ()

G. Yaquesig, =Y |ayg ps € SgS,-1 es tal que &s = s para cada s € S, entonces {¢,~,a§‘) "

es base dual de S, en mod — R, donde ¢; : S¢ — R es definida como ¢;(s) = b;izls, Sis €S,

Como consecuencia de la caracterizacion funtorial de los anillos epsilon-fuertemente graduados,

se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 2.1.1. Si S es un anillo epsilon-fuertemente graduado, entonces las siguientes afirma-

ciones son ciertas:

(i) Para cada g € G, el funtor Ind o (—), preserva la gr—simplicidad.
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(ii) SiE € S—gres gr—inyectivo y tc,(E) = 0, entonces Ind(Ey) es inyectivo.
(iii) Si M € S — gr es gr—proyectivo, entonces M es proyectivo para cada g € G.

Demostracion. (i) Sea g € G.SiM, =0, yaestd. Suponga que M, # 0,y sea 0 # m € M,. Yaque M
es gr—simple, entonces Py, Sj,-1m =My por tanto Rm = M,, es decir, M, es R—mdbdulo simple.
Por otro lado, el médulo Ind(M,)/tc,(Ind(My)) es gr—simple por el Lema 1.3.2. Finalmente, ya
que S es epsilon-fuerte, entonces Ind(M,) ~ Coind(Mj), y por la Proposicién 1.3.2 se tiene que
tc, (md(m,)) = 0. Luego Ind(M,) es gr—simple.

(if) Segtin la notacién utilizada en la Observacién 1.3.3 y el inciso (ii) del Lema 1.3.4,
se tiene que A, g : E — Coind (Eg)(g’l) es monomorfismo. Ya que E es gr—inyectivo, entonces
Im(A¢ £) es sumando directo de Coind(Eg)(g™"!). Por otro lado, segtin el inciso (iii) del Lema
1.3.4 se sabe que Im(A, ) es submédulo gr—esencial de Coind(Eg)(g™!), con lo cual Im(Ay ) =

Coind(E,)(g™"'). Lo anterior permite concluir que E ~ Coind(E,)(g ™), y por tanto
Ind(E,) ~ Coind(E,) ~ E(g),

lo que muestra que Ind(E,) es gr—inyectivo.

(iii) Como Ind es exacto a derecha y Coind es exacto a izquierda, el isomorfismo Ind ~
Coind implica que tanto /nd como Coind son exactos. Asi, T,-1 o Coind es exacto para cada g € G.
Finalmente, como ((—)e, T,-10Coind ) es par adjunto y R — gr tiene suficientes objetos proyectivos,

se concluye que (—), preserva la proyectividad para cada g € G. [

Como se puede ver en el Remark 1.5.3 de Hazrat (2016), el funtor (—), no siempre preserva

la proyectividad.
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Para finalizar la seccidn, se presentard una clase de ejemplos de anillos epsilon-fuertemente
graduados. A saber, los productos cruzados parciales. Estos estan relacionados con acciones par-
ciales, las cuales han sido ampliamente estudiadas en los dltimos afios. El lector interesado puede
consultar Dokuchaev (2019) y sus referencias, donde encontrard estudios recientes sobre las apli-
caciones de las acciones parciales.

Se dard la definicién de accidn parcial de un grupo sobre un dlgebra, aunque estas pue-
den ser definidas sobre conjuntos arbitrarios, como se puede ver en [Dokuchaev and Exel (2005),

Definicién 1.1].

Definicion 2.1.2. Sean A un dlgebra no necesariamente unitaria’y G un grupo. Una accion parcial
algebraica de G en A es un par 0 = ({Dg}geG,{6g}gcG), que consiste de una coleccion de ideales

{Dg} e de A e isomorfismos de dlgebras {6y : Dyt — Dg}ec, que satisfacen:
(i) D, =AYy 0, es la funcion identidad,
(ii) Gg(Dg—l NDy) € Dgy, para cada g,h € G,
(iii) €g(04(x)) = Ogn(x), para cada x € Dj-1 ND g1

Ejemplo 2.1.2. Sea S un anillo epsilon-fuertemente graduado por un grupo G. Para cada g € G,

; o . _ v () ()
existe € € SgS,-1 tal que € = 5 = SE,-1, para cada s € Sg. Ademds, € = L ug Veois donde
ug) €Sgy viﬁl € Sg-1, para cada i = 1,--- ,n,. Tales elementos quedan fijos salvo se diga lo
contrario.

Sea g € G. Defina
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Yo : Z(Se)€p1 — Z(Se)€Eg, 1€ — Y uéi)rvéizl.

Por el Remark 15 de Nysted et al. (2018), se sabe que Y = ({¥s}ocG,{Z(Se)€g}gci) €s una

accion parcial de G sobre Z(S,).

Observacion 2.1.3. Las siguientes identidades relacionadas con la accion parcial 'y del Ejemplo

2.1.2, serdn usadas frecuentemente:

(i) yg(eheg_l) = & &, para cada g,h € G. En efecto, usando la definicion de accion parcial es
posible ver que Yg(Z(S)€,-1 NZ(Se)€n) = Z(Se) € NZ(Se)Egn- Y como v, es isomorfismo, se

concluye lo que se busca.
(ii) sr="Y4(ré,1)s, para cada g € G, s € Sg y r € Z(S,). En efecto, note que:

(@) (@) (i) (@)

_ v/ _ v _ _
}/g(rsg_l )s = Zi:l Ug rvg_ls = )i_Ug vg_lsr = EgST = ST

La accidn parcial definida anteriormente, es un ejemplos de accidn parcial algebraica don-
de los ideales D,’s son unitarios. Esta clase de acciones tienen propiedades muy especiales. Por

ejemplo, el lector puede consultar [Dokuchaev and Exel (2005), Teoremas 3.1 y 4.5].

Ejemplo 2.1.3. Sea o una accion parcial de un grupo G sobre un dlgebra A. El anillo de grupo

inclinado A x4 G es el conjunto de todas las sumas formales finitas:
AxgG={Y,ccagd; : ag € Dy},

donde los &, son simbolos. La suma es definida de manera natural, y el producto es determinado

por (agSg)(byy) = O (-1 (ag)bp) 6gn. Note que el producto estd bien definido pues 0,1 (ag)by €
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D, 1NDyy 0 (Dg—l N Dy) € Dgp. Como se puede ver en el Teorema 3.1 de Dokuchaev and Exel
(2005), una condicion suficiente para que este producto sea asociativo es que D, sea unitario,
para cada g € G.

Suponga que los ideales Dy’s son unitarios, y considere By = D40,, para cada g € G. Es
claro que {Bg}4cc es una graduacion sobre el anillo A X4 G. Ademds, note que el anillo A X G

es epsilon-fuertemente graduado, donde €; = 1,0, para cada g € G.

Segtn el ejemplo anterior, dada una accién parcial @ de un grupo G sobre un dlgebra uni-
taria A, tal que D, es unitario para cada g € G, es posible construir un anillo epsilon-fuertemente
gradudo A x4 G tal que (A x4 G), ~ A. En ese sentido, una pregunta natural es que si S es un anillo
epsilon-fuertemente G—graduado, /existe un anillo unitario A y una accién parcial @ de G sobre
A tal que A X G >~ S en G — Ring? La respuesta a esta pregunta es que no. Basta tomar un anillo
fuertemente graduado que no sea un producto cruzado y utilizar el Teorema 1.2.1.

2.2. Anillos casi epsilon-fuertemente graduados

El objetivo de esta seccion es mostrar una version del Teorema de Dade en la clase de
anillos casi epsilon-fuertemente graduados. Antes de definir los anillos casi epsilon-fuertemente
graduados, es necesario hablar de los médulos s—unitarios. Varios ejemplos de estos anillos pueden

ser encontrados en Nysted (2019).

Definicion 2.2.1. Sean R un anillo no necesariamente unitario y M un R—mddulo a izquierda
(derecha). Se dice que M es s—unitario si m € Rm (m € mR), para cada m € M. Si M es un

R—bimodulo, se dice que M es s—unitario si es s—unitario como R—modulo a izquierda y a de-
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recha. Ademads, el anillo R es llamado s—unitario a izquierda (derecha) si es s—unitario como
R—modulo a izquierda (derecha). Finalmente, R es llamado s—unitario si es s—unitario como

R—bimodulo.

Ejemplo 2.2.1. Sea A # 0 un anillo con identidad multiplicativa 1, y considere S = A X A con la

adicion componente a componente y multiplicacion definida por
(a,b)(c,d) = (ac,ad), para cada a,b,c,d € A.

Es fdcil ver que S es un anillo. Mds ain, S es s—unitario a izquierda pues (1,0) es identidad a

izquierda de S. Sin embargo, S no es s—unitario a derecha ya que (0,1) ¢ (0,1)S = {(0,0)}.

El siguiente resultado serd usado posteriormente. Una demostracion del mismo puede ser

encontrada en [Nysted (2019), Proposicién 2.8]

Proposicion 2.2.1. Sean R un anillo no necesariamente unitario y M un R—modulo izquierdo
(derecho). Entonces M es s—unitario a izquierda (derecha) si y solo si, para cada n € N y cada

coleccion finita my,my,--- ,m, € M existe e € R tal que em; = m; (mje = m;), paracadai=1,--- n.

Definicion 2.2.2. Un anillo G—graduado S es llamado casi epsilon-fuertemente graduado si S, es

(SgSg-1,8,-18g)—bimddulo s—unitario, para cada g € G.

Ya que cada mdédulo unitario es s—unitario, se tiene que todo anillo epsilon-fuertemente
graduado es casi epsilon-fuertemente graduado. Sin embargo, el reciproco de la afirmacién anterior
no es cierto como se mostrard posteriormente.

El siguiente resultado serd utilizado mas adelante.
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Proposicion 2.2.2. [Nysted and Oinert (2019), Proposicion 3.3] Sea S un anillo G—graduado. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) S es casi epsilon-fuertemente graduado;
(ii) S es simétricamente graduado y para cada g € G el anillo SgS,-1 es s—unitario;
(iii) Paracada g € Gy s € Sg existen €(s) € SgSy-1 Y &(s) € S,-18; tal que g(s)s = s = s&4(s).

Demostracion. Suponga que S es casi epsilon-fuertemente graduado y sea s € Sg. Ya que S, es
SgS,-1—mddulo izquierdo s — unitario, existe &(s) € SgS,-1 tal que s = &(s)s € SgS,-15¢. Luego
S es simétricamente graduado. Por otro lado, considere r = Y!' ; a;b; € SgSg—l, donde a; € Sg y
bi € Sy-1 paracadai=1,---,n. Yaque Sg es un SgS,-1 —modulo izquierdo s—unitario y S,-1 es
S¢8,-1—modulo derecho s—unitario, por la Proposicion 2.2.1 existen p € S¢S,-1y g € S,-15, tales
que pa; = a; y big=bjparacadai=1,---,n. Por tanto pr =r =rq, y SgS,-1 es s—unitario. Luego
(i) implica (if).

Para probar (ii) = (iii), considere g € G y 5 € Sg. Como Sg = S,S,-15,, existe n € Ny
aj,c;i € Sq, b; € ngl paracadai=1,2...,n, tales que s = Y\ | a;b;c;. Ya que Sgngl y ngng son
s—unitarios, existen & (s) € SgS,-1'y &(s) € S,-15, tales que &(s)(aibi) = aib; y (bici)€y(s) = bici

para cada i = 1,---,n. Esto muestra que &(s)s = s = s¢,

(). Que era lo que se querfa probar.

Finalmente, (iii) = (i) es inmediato. O

El siguiente resultado pretende dar condiciones suficientes para que un anillo casi epsilon-

fuertemente graduado sea epsilon-fuertemente graduado.
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Proposicion 2.2.3. Sea S un anillo G—graduado. Las siguientes afirmaciones son vdlidas:

(i) Si Sg es R—mddulo izquierdo finitamente generado para cada g € G, entonces S es epsilon-

fuertemente graduado siy solo si S es casi epsilon-fuertemente graduado.

(ii) Si né’, es epimorfismo en R—mod 'y S, es proyectivo en R—mod para cada g € G, entonces S

es ngl S¢—mddulo derecho s—unitario.

Demostracion. (i) Sea g € G. Se probard que 1, : Sg — Homg(S

.1, R) es isomorfismo en R —mod.

En efecto, si s € S, es tal que S,-15 = {0}, se tiene que 0 = &(s)s = s, luego 1, es inyectiva. Por

otro lado, sean sy, -+, s € S,-1 tales que (s1,---, 5} = S,-1,y sea ¢ € Homg(S,-1,R). Ya que S
es casi epsilon, por la Proposicion 2.2.1 existe €' € S¢S,-1 tal que s;e' =s;paracadai=1,---,n.
Escriba £ = Y aibi,yseabc ngl. Existen ry,--- ,r; € R tales que b = ris1 + - - - + 1Sk, luego

be' = b. Por tanto:

@(b) =bYi aip(bi) = Ng(Xi ai(bi)) (D).
Ya que b € S, fue arbitrario, se tiene que ng (Y7 a;¢(b;)) = @. Por lo anterior se concluye que 1,
es isomorfismo, para cada g € G.
Finalmente, sean g € G arbitrario y s1,--- ,sx € S, tales que (s, , 8¢} = S,. Ademds, sea
¢ € 8,18, tal que s;¢’ = 5; paracada i = 1,--- ,n. Escriba &’ = Y| a;b;. Paracada i = 1,--- ,n,
considere ¢; : S¢ — R que a cada s — sa;. Note que ¢; € Homg(Sg,R) y ademds, dado s € S, se

tiene que:

s=s€& = ?:1 (Sai)bi = Z?:l ‘Pi(s)bi-
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Esto muestra que S, es S,—moddulo izquierdo proyectivo. Por la Proposicién 2.1.1 § es epsilon-
fuertemente graduado.

(ii) Sean g € G y {b;, ¢i}ics base dual de S, en R—mod. Dado s € S,, denote por J := {j € I:
@;(s) #0}. Es claro que J es finitoy s = Y jc; ©;(s5)b;. Ya que n;,l es sobreyectiva, para cada j € J
existe a; € S,-1 tal que n;,l(aj) = @;. Por tanto s = Zjejné’,,l(aj)(s)bj =sYjesajbj = sg/(s).

Donde &(s) = ¥ jesa;bj € Sy-1S,. O

Lema 2.2.1. Sea S un anillo simétricamente graduado por un grupo G. Si M € S — gr, entonces

EM = Pye;SgSy1Mg es gr—submddulo de M.
Demostracion. Para mostrar que eéM es submddulo de M, tome g,h € G. Se debe verificar que
Sq(eM);, C (eM),,. Como S es simétricamente graduado, note que
S(gh)—lMgh = S(gh)—] ghS(gh)—lMgh - S(gh)_nghMe - S(gh)—lMgh,
luego Sy -1Mgh = S(gp)-1SgnMe. Por tanto:
(SM)gh = SghS(gh)*lMgh = SghS(gh)*l ghMe = SghMe’
luego
Sg(EM)h = SeSpS- 1My, € SepM, = (SM)gh,

lo que prueba que €M es submddulo de M.
Por otra parte, tome i € G. Se probard que eM N M), = §;,5,-1M). Sean n € N y xg, €
S¢;S,-1M,, no nulos para cada i, tales que x = xg, + -+ +xg, € EM NM},. Note que x € Mg, +---+

8i 8;

My, luegox € (Mg, +---+Mgy ) NM;. Sih & {g1,---,&x}, entonces:
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X € (Mgl +---+M n) NM; C (ZgEG\{h}Mg>th =0.

Por otro lado, si h € {g1,--- ,&n}, por lo anterior se deduce que x —x;, = 0, y por tanto x € S;S;, -1 M},.
En cualquier caso, x € S;,S),-1 M. Esto muestra que eM NMj, C SpS),-1M},.

]

Lema 2.2.2. Sea S un anillo simétricamente G—graduado. El funtor €ld : S — gr — S — gr que a

cada M € S — gr lo envia en éM y a cada morfismo en su restriccion, estd bien definido.

Demostracion. Por el lema anterior se sabe que €M es un objeto de S — gr para cada M € § —

gr. [

El siguiente teorema muestra que si S es casi epsilon-fuertemente graduado, entonces €/d ~

Indo(—),.

Teorema 2.2.1. Sea S un anillo G—graduado tal que S4S,-1 es s—unitario, para cada g € G. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) S es simétricamente graduado;
(ii) Para cada M € S—gry g,h € G, se tiene que SeMy = SgSo-1Mgp;

(iti) Para cada M € S—gry g,h € G, la funcion multiplicacion mgj, : Sg @ My — SgS,-1 My es

un isomorfismo en S, — mod;

(iv) €M es gr—submodulo de M para cada M € S — gr, y la familia de funciones multiplicacion:

{TM SQM, — @geGSgnglMg}Mesfgr,
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es un isomorfismo natural entre €ld y Ind o (—),.

Demostracion. Suponga que S es simétricamente graduado, y seaM € S —gr. Si g, h € G, es claro

que
SeMy = SgSy 1SMy, C SgSy 1My,

lo que muestra que (i) es equivalente a (i), pues S es unitario. Por otro lado, suponga que (if) es
cierta. El hecho de que m, j es sobreyectiva se deduce de la igualdad SgM), = S;S,-1Mgy,. Para la
(i) o (1)

inyectividad, tome x € ker(m, j,). Escribax =Y ;s,” ®m, . Ya que S es casi epsilon-fuertemente

i) _ ()

graduado, entonces Sy es S,5,-1 —modulo s—unitario. Luego existe p € SgS,-1 tal que psg’ = 54
(),()

para cada 1 <i < n. Escribiendo p = Z?i 1Ug Vi S€ tienen las siguientes igualdades:

x = ?:155(;)@”1;5): ?:1173((;)@’";; =Yl Xl gy —)ﬂé)@m;)

?:1 Z;fpzl uél) ®Véj—)1 séi)m}(li) — ij | ( ) ®v( )1mg h( ) 0.

Esto prueba que my j, es isomorfismo.
Suponga que (iii) es cierta. Si g € G, es claro que
Sg = SgSe = Mg e(Sg ®Se) = SgS,-15,,
luego (iii) implica (7).
Ahora se probard que (iii) implica (iv). En principio, como (iii) = (i), entonces S es si-
métricamente graduado y el funtor €/d esté bien definido por el Lema 2.2.2. Por otro lado, tome

M € S — gr. Es claro que Tjs es un morfismo en la categoria S — gr, ya que Ty (S; @ M,) = S;M, =
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Mg o(Sg @ M,) = SgS,-1M,, para cada g € G. Para mostrar que Ty es sobre, note que para cada

g € G, (tm)g = myg,. Por tanto
T(Sg @ M) = mge(Sg @M,) = SgSy-1M,

luego )/ es sobreyectiva. Por otro lado, tome g € Gy x € ker(Ty)g, es decir, x =Y" | a; ® b; donde
a; € Sgy b; € M, para cada i. Se tiene que 0 =Y} | a;b; = mg .(x), luego x € ker(mg ) = {0}. Esto
muestra que ker(Ty) = {0}. Finalmente, considere M,N € S —gry ¢ € Homgs_o-(M,N). Note que
el siguientes diagrama es conmutativo:

SOMe —"> D geSeSy 1M,

l’s®¢el js]d@))
S® N, v @geGSgnglNg

En efecto, sea g € Gy s®@m € S; ® M, un tensor elemental. Entonces €ld(¢)(ty(s @ m)) =
O (sm) = s¢.(m) = tn((is® ¢ ) (s ®m)), que era lo que se buscaba. Esto prueba (iv).

Finalmente, asuma que (iv) es cierta. Si g € G, entonces Sg = S, S, = T5(Sg @ Se) = SgS,-15,
pues Tg es isomorfismo. Luego S es simétricamente graduado, y (iv) = (i).

]

Definicién 2.2.3. Sea M € S — gr. Se dice que M es simétricamente graduado, si M, = SgSq-1 Mg,
para cada g € G. Ademads, se denotard por SIMS-gr la subcategoria plena de S-gr cuyos objetos
son los médulos simétricamente G—graduados. La definicion es andloga para el caso en que se

estén considerando modulos a derecha.

Ejemplo 2.2.2. Sea S un anillo simétricamente graduado y N € S,—mod. Dado g € G, note que
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SgSe-1Ind(N)g = S¢S, 1Sy ®5,N = Sg @5, N = Ind(N)g,

luego Ind(N) es simétricamente graduado. Por tanto, cuando S es simétricamente graduado, el

funtor Ind toma valores en SIMS-gr, es decir, Ind : S, — mod —SIMS-gr.

Proposicion 2.2.4. Suponga que SgS,-1 es un ideal unitario de R, con elemento identidad &, para
cada g € G. Si M = ©gegMy es un S—mddulo izquierdo (derecho) G—graduado, entonces las

siguientes son equivalentes:
(i) M simétricamente graduado a izquierda (derecha);
(ii) Para cada mg € M, se tiene que €;mg = myg (mgeg_1 = mg).

Demostracion. Suponga que M es simétricamente graduado a izquierda, y tome g € G. Si m €
Mg = S4S,-1M,, entonces m = Y| x;m;, donde x; € SgS,-1 'y m; € M. Luego €m = m. Por otro

lado, es claro que (ii) implica (i). O
Observacion 2.2.1. Sea S un anillo epsilon-fuertemente graduado. Note que:

(i) SiMeS—gr, Nec SIMS—gryN @ M — 0 es una sucesion exacta en S — gr, entonces M €

SIMS — gr. En efecto, tome g € Gy m € M,. Existe n € N, tal que ¢(n) = m. Por tanto:

ggm = £, (n) = @(&n) = @(n) =m,
luego M € SIMS — gr.

(ii) SiM € SIMS — gr y N es submddulo graduado de M, entonces N € SIMS — gr.
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(iii) Si N € R,—mod, entonces Coind(N) € SIMS — gr. En efecto, por la Proposicion 2.1.1 se
sabe que Ind(N) ~ Coind(N) en S — gr. Y como Ind(N) es simétricamente graduado por el

Ejemplo 2.2.2, se deduce la afirmacion.

(iii) Si{M;}ici es una familia de objetos de SIMS — gr, entonces [1;c; Mi y @,c; Mi son objetos de
SIMS — gr. En efecto, sea g € Gy tome (m;)ic € ([1ic; Mi)q. Entonces m; € (M;), para cada

i, y por tanto €s(m;)ic; = (€,m;)icr = (m;)icr. Se razona de manera andloga para @,;c; M;.
Definicion 2.2.4. Si S es un anillo G—graduado. Para cada g € G, se define
Cy ={M € SIMS —gr: My =0}.
Teorema 2.2.2. Sea S un anillo G—graduado. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

(i) S es fuertemente graduado;

(ii) S es simétricamente graduado y Cig = {0} para cada g € G.

Demostracion. Es claro que (i) implica (ii). Reciprocamente, tome M simétricamente graduado y
h € G. Note que M /SMj, es simétricamente graduado pues dado g € Gy m € My, existen x; € S¢S o1
Y yi € M tales que m = Y x;y;. Luego m = Y.x;yi € SgS,-1(M/SMy,),. Ademds, (M/SMp), = 0,
luego M = SMj,. De donde M), = SoM), para cada g, h € G. En particular, como § es simétricamente

graduado, se tiene que SgS;, = S, para cada g,h € G. [
Teorema 2.2.3. Sea S un anillo G—graduado. Las siguientes afirmaciones son vdlidas

(i) Si S es casi epsilon-fuertemente graduado, entonces las categorias SIMS—gr y S,—mod son

equivalentes via los funtores Ind : S, — mod — SIMS — gry (—). : SIMS — gr — S, — mod.
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(ii) Un morfismo ¢ : M — N en SIMS—gr es monomorfismo, epimorfismo, isomorfismo si 'y solo

si @p : M, — N, es respectivamente monomorfismo, epimorfismo, isomorfismo en S, — mod.

(iii) Si S es epsilon-fuertemente graduado, entonces

C,:={M € SIMS — gr: M, =0} = {0}.

Demostracion. Ya que €ld = Is;ps— g, si consideramos €ld definido en la categorias SIMS — gr,
la afirmacién (i) se sigue del Teorema 2.2.1. Asi mismo, como (—), : SIMS — gr — S, — mod
es una equivalencia, por la Observacién 1.1.1 se deduce la afirmacién (ii). Finalmente, tome M
simétricamente graduado. Por el inciso (i) se tiene que existe N € S,—mod tal que Ind(N) ~ M.

Ya que Ind(N) ~ Coind(N) y tc,(Coind(N)) = 0, entonces C,, = 0. O

2.3. Algebras de camino de Leavitt
El objetivo de esta seccion es presentar ejemplos de anillos epsilon-fuertemente graduados
y casi epsilon-fuertemente graduados. En ese sentido, se estudiard una coleccion de resultados

presentados en Nysted and Oinert (2019).

Definicion 2.3.1. Sea S un anillo G—graduado. Una involucion ()* : S — S es llamada antigra-

duada si (S,)* =S

gfl.

Proposicion 2.3.1. [Nysted and Oinert (2019), Proposicién 3.5] Sean S un anillo G—graduado y

(=)* : 8 — S una involucion antigraduada. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) S es epsilon-fuertemente graduado;



ANILLOS EPSILON-FUERTEMENTE GRADUADOS 69

(it) Para cada g € G existe € € SgS,-1 tal que €gs = s para cada s € Sg y €, = &,
(iti) Para cada g € G existe & € S;S,1 tal que s€,-1 = S para cada s € Sg y €, = &g.

Demostracion. Suponga que S es epsilon-fuertemente graduado, y sea g € G. EXiste & € SgS,-1
tal que €5 = s para cada s € S,, y ademas &, es el elemento identidad de SgS,-1. Teniendo en
cuenta que & € (SgS,-1)" = S,S,1, se tiene que:

€ = €, = (£;8)" = (&) = &,
y por tanto (i) = (ii). Suponga que (ii) es cierta y sea s € S, dado. Se tiene que s* € S,-1 y por
tanto €,-15* = s*, es decir, s = seg,l = s€,-1. Esto prueba que &;5 = 5 = s€,-1 para cada s € Sy, y

por tanto que S es epsilon-fuertemente graduado. Luego (ii) = (i). De manera andloga se muestra

que (i) & (iii). O
La version casi epsilon de la proposicion anterior es la siguiente:

Proposicion 2.3.2. [Nysted and Oinert (2019), Proposicion 3.6] Sea S un anillo G—graduado y

(—=)*: S — S una involucion antigraduada. Las siguientes afirmaciones son ciertas:

(i) Siparacada g€ Gy s € Sg existe €(s) € SgS,1 tal que &;(s)s =5y €(s)" = &(s), entonces

S es casi epsilon-fuertemente graduado.

(ii) Siparacadag € Gys € Sg existe £4(s) € S,-1S, tal que s€y(s) = sy ()" = &,

o (5), entonces

S es casi epsilon-fuertemente graduado.

Demostracion. (i) Dado s € S, se sabe que s* € S,-1. Por hipétesis existe €,-1(s*) € S,-15, tal

que &,-1(s*)s* =5y €,-1(s*)" = €,-1(s"). Por tanto
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Esto muestra que &(s)s = s = s€,-1(s*), luego S es casi epsilon-fuertemente graduado. El otro

inciso es analogo. 0

A continuacién se introducird la graduacion estandar sobre un dlgebra de camino de Leavitt,
por un grupo G. Para un estudio a profundidad de las dlgebras de camino de Leavitt el lector puede

ver Abrams and Aranda Pino (2008) y Ambili et al. (2020).

Definicién 2.3.2. Un grafo dirigido es una cuadrupla E = (E°,E', r,s), donde E° y E' son respec-
tivamente los conjuntos de vértices y aristas, y r,s : E' — E O son funciones. Un camino en E es una
secuencia finita de aristas 0 = Q1,0+ , O, tales que r(0;) = s(Q;11) paracadai=1,--- ;n—1.
En este caso se dice que la longitud de o es n, y se escribe 1(a) = n. La familia de todos los
caminos de longitud n en E es denotada por E". En particular, los vértices de E son considerados
como caminos de longitud cero. Finalmente, E* := U,cN,E" denotard la familia de caminos de

longitud finita.
Observacion 2.3.1. Sea E un grafo dirigido.

s Sioo=aqy, - ,0, € E", se omitirdn las comas para representar a Q., esto es, se escribird

o= 0 Q.

» Dados o, B € E*, se dice que o es subcamino inicial de 3 si existe y € E* tal que r(a) = s(y)

yB=ay.
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» Las funciones s, r se pueden extender a E* como sigue: dado o0 = oy --- 0, s(@) :=s(ay) y

r(a) =r(ay).

» Sedefine EY,,:={ve E%: 0 < |s71(v)] < oo}

reg *

Ejemplo 2.3.1. Sean E un grafo dirigido, R un anillo conmutativo con 1y Fgr(E) el R—mddulo

libre con base E*. Sobre Fg(E) considere el siguiente producto: dados ., € E*, entonces:

af, sir(e) =s(B)
a.ﬁ —

0, en otrocaso
donde aff es la concatenacion de oy B. Extendiendo este producto distributivamente, Fr(E)
adquiere estructura de R—dlgebra asociativa. Fgr(E) es conocida como el dlgebra de camino de
E con coeficientes en R. Por otro lado, para cada n € 7 denote por (Fg(E)), al R—submddulo de

FR(E) generado por E", donde (Fg(E)), = 0 si n < 0. Entonces:
FR(E) = @D,,cz(FR(E)), es una Z—graduacion de Fg(E).
En efecto, dados roe € (FR(E)), y r'B € FR(E)m, se tiene que [(af}) € {0,n+m}.

Ejemplo 2.3.2. Sean E un grafo dirigido y (E')* := {e* : e € E'}. Considere el grafo E :=

(E°,EYU(EN*,¥,s"), donde V|1 =1, s'|p1 =, y
Y (e*) =s(e) ys'(e*) = r(e), para cada e* € (E')*.
Note que en el dlgebra de camino Fg (E) vale lo siguiente:

» uu=uyuv=0para cada u,v € E° distintos.



ANILLOS EPSILON-FUERTEMENTE GRADUADOS 72

» s(e)e=e=er(e) yr(e)e* =e* =e*s(e) para cada e € E'.

El grafo E es conocido como grafo extendido de E.

Notacién 2.3.1. Sean E un grafo dirigido y E su grafo extendido. Si o0 = o --- o, € E" es un

camino de longitud n, se define o* := ot --- o € (E)".

Definicion 2.3.3. Sean E un grafo dirigido y A un anillo. Una E—familia de Leavitt en A es una

coleccion {ay,be,cex 1 v € E® ecE 1}, que satisface las siguientes condiciones:
1. aya, = a, y a,a, =0 para cada u,v € E tales que u # v.
2. age)be = be = bety (o) ¥ Up(e)Cer = Cor = Ceray(e) para cada e € E'.

3. Cebe =ay(e) Y Cerby = 0 para cada e, € El tales que e # ¢

0

reg-

4. a,= 2{66E1: s(e)=v} beCex para cadav € E

Observacion 2.3.2. Sean A un anillo, E un grafo dirigido y E su grafo extendido. Si {ay,be,cCer :

vEEY e € E'} es una E—famililia de Leavitt en A, note que:

» Sin perder generalidad se puede decir que {v,e,e* : v € E° e € E'} C A, simplemente ha-

ciendo las identificaciones v = a,, e = b, y €* = co+ para cadav € E? y e € E'.

» Teniendo en cuenta el inciso anterior, los elementos de (E)* se pueden ver como elementos

de A.

Lema 2.3.1. Sea A una R—dlgebra generada por una E—familia de Leavitt {v,e,e* : v € E°, e €

E'}, entonces parar,r’ €R, o, ,7,8 € E* tales que r(a) = r(B) y r(y) = r(8), se tiene que:
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(

(rr)ax*6*, si B = yk donde k € E*

(raB*)(r'v8*) = § (r')axs*, siy = Bx donde k € E*

0, enotro caso
\

Demostracion. Si B = yk para algiina k € E*, entonces:

(rap)(r'ys*) = (rr')(ax™y*y8”) = (rr') (ax™r(y)8") = (rr’)(0k"5").
El caso en que ¥ = B« es andlogo. Finalmente, suponga que no estd en alguno de los casos ante-
riores. Escribiendo Y =11+ ¥(y) y B = 1 -+ By(p) existe 1 <i <[(y) minimo tal que ¥ # ;. Por

la condicién 3) de la Definicién 2.3.3, se deduce que:

luego (raf*)(r'yd*) =0. O

Observacion 2.3.3. Si B es una R—dlgebra generada por una E—familia de Leavitt {v,e,e* : v €
E° ec E'). Se dice que E es universal para las E—familias de Leavitt en R—dlgebras, si para
cada R—dlgebra A que contiene una E—familia de Leavitt {a,,be,co+ : v € E% ec El}, existe un
tinico homomorfismo de R—dlgebras ¢ : B — A tal que ¢(v) = a,, ¢(e) = b,y ¢(e*) = ¢+ para

cadav € E® y e € E'. Note que esta propiedad caracteriza a B por isomorfismos de R—dlgebras.

Definicion 2.3.4. Sean E un grafo y R un anillo conmutativo con 1. El dlgebra de camino de Leavitt
de E con coeficientes en R, denotada por Lg(E), es la R—dlgebra universal para las E—familias

de Leavitt en R—dlgebras.
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Observacion 2.3.4. Segiin el Lema 2.3.1y el inciso 3) de la Definicion 2.3.3, la R—dlgebra Lg(E)
es generada, como grupo abeliano, por el conjunto

(X rioiB: neN,a;, i € E* yr(og) =r(Bi), i=1---,n}.
Lema 2.3.2. Sean E un grafo dirigido y R un anillo conmutativo. Existe un ideal I de la R—dlgebra
Fr(E), tal que (FR(E)/I) ~ Lr(E) como R—dlgebras.

Demostracion. Sobre Fi(E) considere el ideal I generado por los siguietes subconjuntos:

{e*f — 8. pr(e): e, fEE}U {v—Xiecrt: s(e)—vy €€ : VE E).}.
Por la forma de definir el producto en el dlgebra de camino Fg(E), la familia {v,e,e*: v € E%,e €
E!} satisface las condiciones 1-2 de la Definicién 2.3.3. Luego la coleccion de clases {7,é,¢*: v €
E® e € E'} esuna E —familia de Leavitt que genera a Fg(E)/I. Mds atin, si A es una R—dlgebra que
contiene una E—familia de Leavitt {a,,be,co 2 v € E? ecE! }, existe un tnico homomorfismo
de R—algebras ¢ : FR(E)/I — A tal que ¢(¥) = a,, ¢(&) = b, y ¢(¢*) = c para cadav € E® y

e € E!. Por la propiedad universal de Lg(E), se tiene que Fr(E)/I ~ Lg(E). O

Ejemplo 2.3.3. Sea E un grafo dirigido. Siguiendo la idea del Ejemplo 2.3.1, se definird una
Z—graduacion sobre Lg(E). Para esto, sea Fr(E) la R—dlgebra de camino de E con coeficientes

en R. Para cadav € E® y e € E', defina:
deg(v) =0 deg(e) =1 deg(e*) = —1.
De manera general, dados o.,3 € E* tales que r(a) = s(B), se tiene que:

deg(af) = () +1(B), deg(af*) = 1(a) ~ I(B). deg(aB) = I(B) — I(c0).
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Note que para cada n € 7.:
(FR(E))n={Y riki: n€N, r; €R, &; € (E)*, I(k;) = n para cada i}
Si I es el ideal de F(E) generado por los conjuntos
{e*f— 8. pr(e): e,fEETU{v— YiecE!: s(e)=v} €€ 1 VE E?eg},

por el Lema 2.3.2 se sabe que (F(E)/I) ~ Lg(E). Ademds, note que los elementos generadores de
I son homogéneos de grado cero pues son sumas de elementos que estdn en la componente cero.
Por tanto F(E)/I ~ Lg(E) es Z—graduado. Mds aiin, por la Observacion 2.3.4 se tiene que para

cada k € Z:
(Lr(E))r =A{YX"rioif) : ne N, oy, Bi € E*, I(o;) — L(Bi) = k para cada i}.
La graduacion anterior es conocida como Z—graduacion candnica.

El siguiente ejemplo muestra que la graduacion anterior se puede generalizar para cualquier

grupo.

Ejemplo 2.3.4. Sean G un grupo y E un grafo. Considere la G—graduacion sobre FR(E ) definida

como sigue.
» deg(v) = e para cada v € E°.
-1

» Sie € E', tome g € Gy defina deg(e) = g, deg(e*) =g

De manera general, dados o, B € E*, tenemos que:
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deg(af) = deg(at)deg(B), deg(ap*) = deg(a)deg(B)~", deg(a*B) = deg(ax)~'deg(B).
Note que para cada g € G:
(FR(E))g ={Y" riki: n€N, r; €R, & € (E)*, deg(k;) = g para cada i}
Al igual que en el ejemplo anterior, el ideal I generado por los conjuntos

{e*f— 8. pr(e): e,fEE}U {V—Xrecr!: ste)=vye€": VE E?eg},

tiene generadores homogéneos. Por ejemplo, los elementos del conjunto de la derecha tienen
grado e. Esto muestra que I es un ideal graduado de Fg(E), y por tanto Fr(E)/I ~ Lg(E) es

G—graduado. Mds aiin, para cada g € G se tiene que:

(LR(E))g = {X1  riauBB’ : i, Bi € E*, deg(0y)deg(Bi)~! = g para cada i}.
La graduacion anterior es conocida como G—graduacion candnica.

Ejemplo 2.3.5. Si E es un grafo y G un grupo, entonces S := Lg(E) es simétricamente graduada
con la G—graduacion candnica. En efecto, sea g € Gy 0 # aff* € Sg. Ya que fa* € S,-1 y

r(a) =r(B), se tiene que:

af* =ar(B)B* = af*BB* = (af)(Ba*)(aB") € SgSy-15,.

Lema 2.3.3. Sea E un grafo dirigido y S = Lg(E) el dlgebra de camino de Leavitt. La funcion
(=)*:S—=Squeacada )} rio; €S lo envia en Y| riffiaf € S es una involucion antigra-

duada sobre Lg(E).
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Demostracion. Sea g € Gy YL riouB* € S,. Se tiene que deg(o;)deg(Bi)~! = g, y por tanto
deg(B;)deg(0;)~" = g1, para cada i. Esto muestra que Y, r;3i0t" € Se-1, luego (Sg)* C S,-1. De

manera andloga se muestra que S,-1 C (S,)*. Esto demuestra que (—)* es antigraduada. O

A continuacion se estudiard la demostracionn del Teorema 4.1 presentado en Nysted and

Oinert (2019). Este ser4 utilizado en la ltima parte de este trabajo.

Teorema 2.3.1. Sean E un grafo dirigido finito, R un anillo conmutativo unitario y G un grupo.

Entonces Lg(E) es epsilon-fuertemente graduada con la G—graduacion estdndar.

Demostracion. Sea g € G. Se busca & € SgS,-1 que cumpla con la condicién (ii) de la Proposicién
2.3.1. En ese sentido, sea X la coleccién de expresiones formales af8*, tales que r(a) = r(f).

Ademads, para cada g € G, considere:
Xo:={xeX:deg(x) =g}

Dados aff*, k6* € X,, se escribe of* < k0" si y solo si o es subcamino inicial de k. Es claro
que < es reflexiva y transitiva en X,. Por tanto, si se define la relacién -~ en X, por aff* «~ k6*
siysolosi aff* < k6" y k6" < aff, entonces - es una relacion de equivalencia en X,. Note que
off* ~yd*siysolosi @ =1.

Por otro lado, sobre X,/ -~ = {[x] : x € X} defina la relacién <, donde [x] < [y] si y solo si

x < y. Es claro que < es un orden parcial sobre X,/ «~ . Considere la siguiente funcién:

Co:Xg/ v~ — LR(E)e, [x] — xx*, para cada x € X,.
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Note que (, estd bien definida. En efecto, sean x,y € X, que estdn en la misma clase, es decir,
existen a, 3,6 € E* tales que y = a6 y x = o3 *. Entonces:
wr=af*Ba* =ao* =ar(d)o* = ad*oa* =yy*.

Ademds, note que six = o¢f3*,y = k0™ pertenecen a X,, entonces:
(i) Si [x] < [y], entonces &, ([x])y = .

(i) Si[x] 2 vy ] Z [x], entonces &, ([x])y = 0.

Para mostrar (i), tome o’ € E* tal que k = acet’. Entonces:
Co([x])y =xx*y = af*Bo*aa'6* = aa'6* =y,

luego (i) queda probada. Finalmente, si x,y satisfacen (i), entonces o no es subcamino inicial Ky

K no es subcamino inicial de a. En ese sentido, por el Lema 2.3.1 se deduce que:
Ce(x)y=0af Bo*kéd* = (aa*)(k6*) =0,
lo que prueba (ii).

Note que existen ng € Ny my,--- ,my,, € X tales que My := {[my],--- ,[my,]} € X/~ es
el conjunto de elementos minimales de X,/ -~ respecto del orden <. Ademds, para cada k0™ €
X, existe un dnico j € {1,---,ng} tal que [m;] = [k6*]. En efecto, si [k0*] no es minimal de
X,/ -, entonces existen k1), §(1) € E* tales que r(x1)) = r(6(V), [k(V8()] < [k§*] y ademis
(kD] £ [k8+], es decir, k(1) es subcamino inicial de k y [(k(!)) < I(x). Aplicando este mismo
proceso, después de un niimero finito de veces se encontrard el minimal. Para probar la unicidad,

suponga que existen [m;] = [B*] y [m;] = [¢ y*] elementos diferentes de M, tales que [m;], [m;] <
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[x0*]. Entonces existen 6,p € E* las cuales satisfacen k = a6 = Bp. Luego o es subcamino
inicial de B o B es subcamino inicial de «. En cualquier caso, se puede concluir que [m;] = [m;]
por la minimalidad de estos elementos.

Para finalizar la prueba, defina

& = Z?il Ce([m;]).
Note que M, = E° y por tanto &, = Y ,cpov. Asi, € estd bien definido por la finitud de £ 0 Por otro
lado, para cada 1 < j < n, se tiene que (,([m;]) = mjm}‘- € SgS,1, luego & € SgS,-1. Ademds,
dado af* € S, arbitrario, existe un tnico 1 < j < n, tal que [m;] < [af8*]. Lo anterior permite

cuncluir que:

gof* = Ge([mj])of* +¥Liz; Ge([mi])af* = af*+0=af*.
Finalmente, note que

n n
€ = (X8 mmi)* =Y, %, mim} = &,.

Luego &, satisface la condicion (if) de la Proposicion 2.3.1. Esto muestra que Lg(E) es epsilon-

fuertemente graduado. 0

El siguiente teorema permite encontrar ejemplos de anillos casi epsilon-fuertemente gra-
duados que no son epsilon-fuertemente graduados. Una prueba del mismo puede ser encontrada en

[Nysted and Oinert (2019), Teorema 4.2]

Teorema 2.3.2. Si E es un grafo dirigido y R es un anillo asociativo unitario, entonces Lg(E) es

casi epsilon-fuertemente graduado con su G—graduacion estdndar.



ANILLOS EPSILON-FUERTEMENTE GRADUADOS 80

Ejemplo 2.3.6 (Nysted and Oinert (2019), Ejemplo 4.2). Sea R un anillo conmutavio unitario, y

considere el siguiente grafo dirigido

(=)

E:= o, —o0,

Donde (o) significa que hay una cantidad infinita numerable de aristas con dominio vy y rango
vp. A saber, E' := {f1, f»,--- }. Se sabe que Lg(E) es casi epsilon-fuertemente 7.—graduado, con
su Z—graduacion estandar. Se probard que Lg(E) no es epsilon-fuertemente graduado. Para ello,

note que:
(i) So = spang{vi,vo, fif{ s fify, - fifis o}
(ii) S = spang{fi,f2,--},

(iii) S_1 = spang{f{, f5, -}

Si 81 fuera finito, se podria definir €1 := Y ;N fif;, pero este no es el caso. Por tanto, la tinica op-
cion es que € = vy. Sin embargo, note que v| ¢ S1S_. En efecto, suponga que vi = Yjer rjfpij*j,
para J C N finito y p;,q; € N. Entonces para cada k € N se tiene que 0 # vy = fi' fr = fivifi =
Yjer Ji foifq S Luego existe j € J tal que fi = fp, = fq;. es decir, k= pj = q;. Esto implica que
J no es finito, que es una contradiccion. Por tanto €1 ¢ S1S—1 y Lr(E) no es epsilon-fuertemente

graduado.
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3. Anillos fuertemente graduados a partir de anillos epsilon-fuertemente graduados
3.1. Construccion de anillos fuertemente graduados
El objetivo de esta seccion es demostrar el Teorema 3.1.1, que es el resultado més importan-
te de esta tesis. Es importante mencionar que el método mediante el cual se probard este teorema,
es motivado por el trabajo desarrollado en Kuo and Szeto (2014).
La siguiente proposicién muestra una manera sencilla de conseguir anillos fuertemente gra-

duados a partir de anillos epsilon-fuertemente graduados.

Proposicion 3.1.1. Sea S un anillo epsilon-fuertemente graduado. Si Sq es Se—mdodulo fiel a iz-
quierda (o derecha) para cada g € H := Supp(S), entonces H es subgrupo de G y Sy es fuerte-

mente H—graduado.

Demostracion. Se probard la afirmacion en el caso en que S; es S.—fiel a izquierda, para cada
g € Supp(S). El otro caso es andlogo.

Si g € H, es claro que g’l € H. Por otro lado, note que si g € H, existe & € Sgngl tal que
(¢ —1)s =0, para cada s € S,. Asf, por la fidelidad de S, se concluye que & = 1. Esto muestra

que SgS,-1 = Se, para cada g € H. Finalmente, sean g, € H. Si suponemos que gh ¢ H, entonces
Se = 8¢Se = SeSpS)-1 € SeiSj-1 =0,

que es absurdo. Asi, H es subgrupo de G y por la Proposicién 1.2.2, se tiene que Sy es fuertemente

graduado. O

Notacion 3.1.1. Sea S un anillo epsilon-fuertemente G—graduado.
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(i) Para cada H C G, denote por Iy :={¢&,: h € G}y B(Iy) el semigrupo Booleano generado
por Ig. Ademds, B(Iy)* := B(Ig) \ {0}. Como los elementos de B(Iy) son idempotentes

centrales de S,, es posible definir un orden parcial en B(Iy) como sigue:

a < b siy solo si a = ab, para cada a,b € B(Iy).

Suponga que a,b € B(Ig) y a/\b denota la mdxima cota inferior de {a,b}. Es claro que a \b

existe en B(Ig), mds aiin, a Ab = ab.

(ii) Sia € B(Ig)*, se define:

G(a) ={g€G:6a#0}yN(a) :={gcG:ea=a}.

Es claro que a € B(Ig)* es minimal si 'y solo si G(a) = N(a).

Definicion 3.1.1. Sean S un anillo epsilon-fuertement G—graduado y H C G. Un elemento a €
Z(S.) es llamado yy—invariante, si y,(ag,-1) = a&, para cada h € H. En particular, si a es

Yo—invariante, se dird que a es Y—invariante, donde Y es la accion parcial definida en el Ejemplo

2.1.2.

Lema 3.1.1. Sea S un anillo epsilon-fuertemente graduado y a € B(Ig)* un elemento minimal. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) N(a) es subgrupo de G;

(ii) a es y—invariante;
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(iii) a € Z(S).

Demostracion. Suponga que (i) es cierta, y sea g € G. Si g ¢ N(a), entonces g~! ¢ N(a) y por
tanto Yy (ag,-1) = ¥(0) =0 = ag,. Para el caso en que g € N(a), tomen € Ny hy,hp, -+ ,hy € N(a)
tales que a = [T, &, Esto es posible pues a € B(Ig)*. Como g~! € N(a), entonces g~ 'h; € N(a)
ya=a€,1;,paracadai=1,2, - n. Esto muestra que

a=1IZ & ITis) €15

Yy por tanto
Ye(age—1) =TTy Ye(€n€g1) ITi Ye(€g14,E-1) =TTy Egni e ITi ) €niEe =
[Tio1 &gni€gagg = [1i | Egnagy = agg.
Como el g € G fue arbitrario, se concluye que (i) implica (ii).
Asumiendo que (ii) es vilida, sean g € G y s € S,. Entonces
sa =Yy (ag, 1)s = agys = as,

luego a conmuta con los elementos homogéneos de S, y por tanto a € Z(S). Esto prueba que
(ii) = (iii). Por otro lado, sean g,h € N(a) y suponga que a € Z(S). Si g~! ¢ N(a), entonces
aS,-1 = 0y por tanto ag; = 0, que es una contradiccion. Con esto se verifica que g ! € N(a).

Anélogamente, como a € Z(S), es claro que a es y—invariante y por tanto

a=ag; =Ys(ag, 1) = Ye(ag,18,) = Yo (a€y 1)V (€,-1€n) = a€g€qp = ayp,

luego N(a) <G. O
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Observacion 3.1.1. Por la demostracion del Lema 3.1.1, es claro que si S es epsilon-fuertemente

G—graduado y H < G, entonces a € Z(S,) es yy—invariante si 'y solo si a € Z(Sg)

Lema 3.1.2. Sea S un anillo epsilon-fuertemente gradudo y a,b € B(Ig)* elementos minimales y

Y—invariantes. Entonces

(i) (aSg)(aSk) = aSgn, para cada g,h € N(a). En particular, aS = (aS) () = @gen(a)aSg €S

fuertemente N(a)—graduado.
(ii) (aS)y @ (bS)n es fuertemente N—graduado, donde N := N(a) NN (b).
Demostracion. Por el Lema 3.1.1 se tiene que a € Z(S). Por tanto, si g, € N(a), entonces
aSgn = a€gSen C aSgS,-1Sgn € aSgSy = (aSg)(aSy),

esto muestra que aS = Pgep(q) aSg es fuertemente N (a)—graduado.

Para mostrar (ii), note que tanto (aS)y como (bS)y son fuertemente N—graduados. Ademds
((aS)y @ (bS)n)g = aSy ® bS,, para cada g € N.
Luego
(aSg ©bSg)(aS,1 B bS,1) = (aSg)(aS,1) + (bSg)(bS,-1) = aSe +bSe =
aSe ©bSe = ((aS)n @ (bS)N)e-

lo que prueba (iii), pues (aS)y @ (bS)n es unitario. O
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Corolario 3.1.1. Sean E un grafo dirigido finito, R un anillo unitario y G un grupo. Si S :=
Lg(E) tiene la G—graduacion candnica’y a € B(Ig)* es minimal, entonces (aS)y(q) es fuertemente

N(a)—graduado.
Es posible dar ejemplos donde N(a) = G para algin elemento minimal a € B(Ig)*.
Ejemplo 3.1.1. Sea E el siguiente grafo:

o, > @y, o,

1 3

graduado por 7 como sigue; deg(vi) = deg(v>) = deg(v3) =0y deg(f) = 1. Note que
(i) S =spang{vi,v2,v3}y & =vi+v2+vs.
(ii) S;=spang{f,f*}y e =vi+va.

Note que B(Iz,) = {€j, €7} y N(&7) = Zo. Luego (vi +v2)S es fuertemente Z,—graduado.

Ejemplo 3.1.2. Si S es el anillo del Ejemplo 2.1.1, entonces B(Ig) = { &y, &7} y N(&;) = Z,. Asi, por
el Lema 3.1.2 se tiene que &S es fuertemente Z,—graduado. De hecho, note que &S = ;R ® &T,

y

eS=|p B B|> &R=|p B o| y&T=|0 0 B

que es justamente la graduacion presentada en el Ejemplo 1.2.7.
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El siguiente es un ejemplo en el que N(a) es subgrupo propio de G, para cierto minimal a
de B (IG)* .
Ejemplo 3.1.3. Sea E el siguiente grafo dirigido:

f g
o, —>9, <0, °,

graduado por 74 como sigue; deg(vy) = deg(v;) = deg(v3) = deg(v4) =0, deg(f) = deg(g) = 2.

Es claro que
(i) Sy =spang{vi,v2,v3,va, 8", 8f*}y &g=vi+va+v3+a.
(ii) S;={0} y &y =0.
(iii) S5 =spang{f,f*,8",8} y&=vi+va+vs.
(iv) S5 ={0} y&5=0.

Note que B(Iz,) = {€5,€5,0} y & es el iinico elemento minimal de B(Iz,). Ademds, N(&5) = {0,2}
que es subgrupo de Zy. Asi, por el Lema 3.1.1 y el Lema 3.1.2 se tiene que (vi +vy+v3)S es

fuertemente Z,—graduado.

Sin embargo, también hay ejemplos de anillos epsilon-fuertemente graduados para los que

ningtin elemento minimal de B(Ig) es y—invariante.

Ejemplo 3.1.4. Considere el siguiente grafo:
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Considerando S := Lg(E) con la 7Z—graduacion candnica, note que €, = 0 para cada |n| > 2y

por tanto para cada a € B(Iz)* minimal, N(a) no es subgrupo de Z.

Proposicion 3.1.2. Sea S un anillo epsilon-fuertemente graduado con identidad 1g. Si {ey,--- ,ex}
es un conjunto de elementos y—invariantes y minimales de B*(Ig), entonces S = @lee,-S @S,

donde ¢ = 15— ZIJ‘-ZI ej. Ademds:
(i) ;S es fuertemente N(e;)—graduado, para cadai=1,2,--- k.
(ii) Si e =0, entonces Sy es fuertemente N—graduado, donde N = ﬂleN (ei).
(iii) Si e # 0, entonces €'S es epsilon-fuertemente G—graduado.

Demostracion. Por la minimalidad de los ¢;’s, {e1,e2, -, e, €'} es una familia de idempotentes
ortogonales. Luego S = EB’;.:le iS@®¢'S. Ademds, por el Lema 3.1.2 se sabe que ¢;S es fuertemente
N(ej)—graduado. Si ¢’ = 0, entonces S es fuertemente N—graduado por el Lema 3.1.2. Por otro
lado, suponga que ¢’ # 0. Se probard que €'S = Deco €S, es epsilon. Para ello, note que ¢’ € Z(S)
pues por el Lema 3.1.1 ¢; € Z(S) para cada i = 1,2,--- k. En particular, ¢’S, = S,¢’ para cada
geaq.

Finalmente, defina Sg, = €, para cada g € G. Por el razonamiento anterior, y el hecho de

que ¢’ es idempotente, se tiene que
! ) ! ! / / / / / _ / /
g,=cgg=cl'gg=c'gge’ € €'SyS, 16" T (€/S,)(e/S,1) = (€'5)4(€'S) g1
Finalmente, si g € Gy s, € S, se concluye que

8/

/ _ ! _ ! _ ! ! / _ / /
o(€'sg) = €'€gsg =5y =€'s0€, 1 = €'sge’€, 1 = (€'sg)E,

8 8
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luego €'S es epsilon-fuertemente G—graduado. Lo que finaliza la prueba. [

Ejemplo 3.1.5. Considere el anillo S del Ejemplo 3.1.2. Ya que B(Ig) = {&5, €1} y & es minimal y
y—invariante, por la Proposcion 3.1.2 se tiene que S = &;S @ (€5 — €7)S, donde ;S es fuertemente
Zn—graduado 'y (&5 — €7)S es epsilon-fuertemente Z,—graduado. En el Ejemplo 3.1.2 se estudio la
estructura de €7S. Ademds, por la demostracion de la Proposicion 3.1.2 se sabe que los respectivos
epsilon de (&5 — €1)S son &5 = (&5 — €r)&; = &5 — €7 ¥ & = (& — &7)&r = 0. Luego (&5— €7)S es

Zn—graduado trivialmente. Note que una cosa similar ocurre con el Ejemplo 3.1.1

Observacion 3.1.2. Sean G un grupo finito y S un anillo epsilon-fuertemente G—graduado, con
identidad 1g. Ya que B(Ig) es finito, se puede suponer que {ey,--- ,er} es el conjunto de todos
sus elementos minimales no nulos. Si cada e; es Yy—invariante, entonces S = @f: 168 D 'S, donde
e =1g— Zl}:l ey se satisfacen las condiciones (i) — (iii) de la Proposicion 3.1.2. Si ¢’ # 0, denote
por s .= eSy Ly = é'. Por la demostracion de la Proposicion 3.1.2, se sabe que S es epsilon-
fuertemente G—graduado y tiene a 11y como elemento identidad. Ademds, 85(']) =eg, = L& es
el respectivo epsilon de S M), para cada g € G. Aplicando a S (1) el procedimiento que se ha venido
usando, considere I(Gl) = {85(,1) :g€G}y B(I(Gl)) el semigrupo Booleano generado por I(Gl). En
primer lugar, note que |B(IC(;1))| < |B(Ig)|. En efecto, es claro que la funcion B(Ig) 2 [1_, &, —
e IT., & € B(I(Gl)) es sobreyectiva, pero no es inyectiva pues para cada i = 1,2,--- |k, se tiene
que é'e; = 0.

Sean {egl), e ,e,(;)} todos los elementos minimales no nulos de B(I(G1 )). Note que estos

elementos son y(l)—invariantes si y solo si son y—invariantes. En efecto, tome r € {1,2,--- k; }
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(1) (1)

L 1 . . .
arbitrario y suponga que eg ) es y<1)—lnvarlante. Como e; e’ = e;’, para cada g € G se tiene que

TV e, 1) = ve(el e, 1) = 1 (el ele 1) = e Ve, = elVe,

(1) (1) (1) (D,

luego e;’ es y—invariante. La igualdad 7,(e, e’ £g71) =% ! 8g71) es vdlida pues

(1) g (0) (1) (i) (@) (1) s (D)

n 1 1
Yoler 'e'eg-1) =15 ug'er el"g_l =YL uger e'Vg_le = ?{é )(eg )elgg_l)’
donde €, = 7i | ug)v? \» para cada g € G. Reciprocamente, si eﬁl) es Y—invariante, entonces para
cada g € G se tiene que
1 1 1 1 ), (1
el )e’eg =l )eg = yg(eﬁ )8g_1) = yg(e£ )e’eg_l) = yg(, )(e$ )e’eg_l),

1 . .
luego eg ) es vy —invariante.

(1)

El hecho de que los elementos e; * son idempotentes ortogonales de s, permite concluir

que

s() — @;‘;1651)5(1) D 1S,

donde 1) == 1(1) — Zi-l] egl). Ademas, si los elementos de {egl), e ,e](;)} son y(l)—invariantes
(o equivalentemente, y—invariantes), por la Proposicion 3.1.2 se sabe que el(l)S(l) es fuertemen-

te N (el(l))—graduado para cada i = 1,2,--- k1. Ahora, si 15y =0, entonces S es fuertemente

N—graduado, donde
k 1
N =0k N(e)) miLIN(el( ))‘

Por otra parte, si 1(5) # 0, entonces S (2) .= 1S (1) es epsilon-fuertemente graduado por G, donde

sus respectivos epsilon son
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& =10&  =1p)l(1)&, para cada g € G.

Por el mismo argumento del inicio se verifica ]B(Iéz))| < \B(I(Gl))\ < |B(Ig)|- Luego, si se asume
que todos los elementos minimales no nulos de B (I((;z)) son Y—invariantes, es posible aplicar a S (2)
el mismo proceso que a S 1), Sin embargo, la finitud de B(Ig) implica que este procedimiendo se
debe detener en una cantidad finita de pasos, en cada uno de las cuales se supone que todos los
elementos minimales no nulos del respectivo B(Ig )) son Y—invariantes. En ese sentido, sea [ el
iltimo de esos pasos. Entonces SU) = 1(1)5(1_1) es epsilon-fuertemente G—graduado, donde los

respectivos epsilon son

65(,1) = 1(1)8(5,[_1) = 1(1)1(171)8&9_2) == 1(1)1(171) s l(l)gg, para cada g € G.

ki—y (I1-1)

Ademds, 1) = 1g_n—YL.Z| ¢ )

, siendo {e%lil yoe ,ef{;ll} todos los minimales no nulos (que
se asumen y—invariantes) de B (Ig_l)). Por la suposicion, a S ) no es posible aplicar el procedi-

(1)

miento en cuestion, es decir, &’ = 0 para cada g # e. Note que

el = Lopla-y - Tme =1plo-n 1o

es la identidad de S.
Teorema 3.1.1. Sea S un anillo epsilon-fuertemente G—graduado, donde G es un grupo finito.
Segiin la notacion la Observacion 3.1.2, si para cada paso j, 1 =% 0 y los elementos minimales

no nulos de B(Ig )) son y—invariantes, entonces S se puede escribir como una suma directa de

anillos fuertemente graduados, y un anillo epsilon-fuertemente G—graduado trivialmente.

Ejemplo 3.1.6. Considere el siguiente grafo dirigido graduado por Zg.
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E:= hC.Vl ., ®; oy,
donde deg(f) = deg(g) =2 y deg(h) = 4. Note que
(i) Sy =spang{f.g.fefef fef8fefef, -}y & =Vvr+vs.
(ii) S;=spang{h,h*,fg.g" f*,---} y eg=vi+v2+vs.
(iii) Sg = spang{g*,f*,---} y gg=v2+vs.

Por otro lado, es claro que N(v2 +v3) = {0,2,4,6} < Zg y por tanto (v, +v3)S es fuertemen-
te N(vo + v3)—graduado. Ademds, 1 — (vo +v3) = vi + v4, luego s = (vi +v4)S es epsilon-

uertemente graduado por Zg. Hasta el momento se tiene la siguiente descomposicion
8 P 8 D
S=(vy+v3)SoSs

Por otro lado, B(I%)) = {vi+v4,v1} yN(v1) = {0,4} < Zg. De donde viS'V) = v,S es fuertemente

N(v1)—graduado y
S = v @ 52, donde $2) = vySW.
Es claro que S (2) es graduado trivialmente. Asi,
S=(4+v3)S®vSH s,

Definicién 3.1.2. Sea S un anillo epsilon-fuertemente G—graduado. Un elemento s € Sy es llamado
epsilon-invertible, si existe t € S,-1 tal que st = € y ts = €,-1. Ademds, se dice que S es epsilon-

producto cruzado, si para cada g € G, existe al menos un elemento epsilon-invertible en S,.
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Corolario 3.1.2. Sea G un grupo finito y S un anillo epsilon-fuertemente graduado por G, que
satisface las condiciones del Teorema 3.1.1. Si S es un epsilon producto cruzado, entonces S se
puede escribir como una suma directa de anillos que son pruductos cruzados, y un anillo graduado

trivialmente.

Demostracion. Sigun la demostracién del Teorema 3.1.1, basta mostrar que si e € B(Ig)* es un
elemento minimal y y—invariante, entonces (eS) N(e) = Dgen(e) €Sg €s un producto cruzado. En
ese sentido, tome g € N(e). En primer lugar, note que eg; = e = e€,-1. Por otro lado, tomemos

SESgyt €S, 1 tal que st =& yts=¢€, 1. Como e € Z(S) por el Lema 3.1.1, entonces
(es)(et) = est = egg = e = e€,1 = ets = (et)(es).

Esto muestra que U (eS) NeSg # 0.
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