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Lista de Simbolos

{ XY}

{ Espacios lineales normados.}

X*, Y*7 )(>!<>I<7 Y**

Dual y bidual topolégico de los espacios X y Y respecti-

vamente.

* * k3% *k
x?y 7‘/1: 7y

Elementos de X*,Y™*, X** Y™ respectivamente.

LY(X,Y) Conjunto de operadores de rango finito.

Jx, Jy Imagen de los elementos x € X e y € Y con respecto a la
inyeccién candnica

5 Coleccion de funciones de X en Y.

L(X,Y) Conjunto de operadores lineales continuos de X en Y

T,R Elementos de L(X,Y)

L(X,R) Funcionales lineales y continuos de X en R.

A B A Funciones inversas de f, g y T respectivamente

Sx,Sx+, Sx+ Esfera unitaria en X, X* y X respectivamente.

Bx,Bx+, Bx« Bola unitaria en X, X* y X™* respectivamente.

loo Espacio de sucesiones escalares acotadas.

co Espacio de sucesiones escalares convergentes a cero.

o(X,X"),0(X", X)

Topologia débil y topologia débil* respectivamente.

AT (A)débil Clausura de A y J(A) con respecto a las topologias débil
v débil*.

{an}] = [an] Espacio generado por las combinaciones lineales de los
elementos de {ay}

7 Medida positiva.

N,R,Q Conjunto de los naturales, reales y racionales respectiva-

mente.

Producto cartesiano de los conjuntos X,.

a€A

T x, Convergencia débil de la sucesién x, a X.
Xg Funcién caracteristica del conjunto E.
N° Interior del conjunto N.

B(z,¢) Bola abierta con centro en x y radio e.
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RESUMEN

TiTULO: ESPACIOS DE OPERADORES EN EL ESPACIO DE LAS FUNCIONES CON-
TINUAS!

AUTOR: Jestis David Herndndez Serrano?
PALABRAS CLAVE: Espacio, operadores, funciones, continuas.

DESCRIPCION:

El contenido de este trabajo se basa principalmente en demostrar y aplicar algunas técnicas
de la teoria de los espacios de Banach al estudio de la existencia de un isomorfismo entre los
operadores nucleares N(C(«)) y los espacios de operadores compactos K(C(f)), donde
C(«) es el espacio de funciones continuas definida en un intervalo de ordinales [0, a y con
valores reales, espacio el cual se dota con la norma del supremo.

El trabajo se ha organizado de la siguiente manera. En el primer capitulo, se presentan
algunos conceptos y resultados relevantes del Anélisis funcional que seran utilizados en el
desarrollo del trabajo. Se inicia con una revision sobre los espacios de Banach y algunos
resultados relacionados con estos espacios, como los teoremas de Hanh-Banach, de Banach
Steinhaus, y el teorema de la aplicacion abierta.

En el segundo capitulo se dan los fundamentos de la teoria de los operadores nucleares,
compactos y los productos tensorial inyectivo y proyectivo de espacios de Banach,
incluyendo algunos teoremas de clasificacion isomorfa de las funciones continuas con véalores
en un espacio de Banach X. Se describen también los producto tensoriales inyectivo ¢4 @JP
y caracterizamos este espacio usando proyecciones sobre ¢, y sucesiones en /.

En el ultimo capitulo se presenta la demostracion de la no existencia de un isomorfismo
entre los espacios de operadores compactos sobre un subespacio de los espacios de

operadores nucleares.

'Trabajo de grado
2Facultad de Ciencias, Escuela de Matematicas.

Director: Dr. Ronald Eduardo Paternina Salguedo.



ABSTRACT

TITLE: SPACE OF OPERATORS IN THE SPACE OF CONTINUOUS FUNCTIONS?
AUTHOR: Jests David Herndndez Serrano®
KEYWORDS: Space, operators, function, keep going.

DESCRIPTION:

This paper is mainly done to prove and aplly some tecniques Banach space theory to search
the existence of an isomorphism between the nuclear operators N(C(«a)) and the spaces of
compact operators K(C(5)) where C(«) is the space of defined continuous functions in an
ordinal range [0, ] in real numbers, space which is endowed with the norm of supreme.
The work has been organized in the following way. In the first chapter, some concepts and
results of the functional analysis that is used in the development of the work are presented.
It begins with a review of the Banach spaces and some results related to these studies, such
as the Hanh-Banach theories, by Banach Steinhaus, and the open application theorem.

The second chapter gives the fundamentals of the theory of nuclear operators, compacts
and the injective and projective tensor products of Banach spaces, including some theorems
of isomorphic classification of continuous functions with values in a Banach X space. They
are also described in the injectable tensorial products ¢; @JP and we characterize this space
using projections on ¢, and successions in /.

In the last chapter we present the demonstration of the non-existence of an isomorphism

between the spaces of compact operators on a subspace of the nuclear operating spaces.

3Bachelor Thesis
4Facultad de Ciencias, Escuela de Matemaéticas.

Director: Dr. Ronald Eduardo Paternina Salguedo.
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INTRODUCCION

Actualmente la teoria de los espacios de Banach es una de las ramas del Analisis funcional
que més rapidamente se ha desarrollado en los iltimos 50 anos y es un tema que todavia sigue
muy vivo debido a sus conexiones en distintas areas de las matematicas, como la teoria de la
probabilidad, el andlisis arménico, la dinamica topoldgica, la geometria integral, ecuaciones
diferenciales parciales, entre otras.

Esta teoria comenzé a consolidarse como parte del Analisis funcional con la apariciéon del
libro de Stefan-Banach® en 1932, el cual se desarroll6 con el objetivo de responder preguntas
muy naturales con respecto a la estructura de los espacios de Banach. Uno de los objetos mas
importantes de la teoria de los espacios de Banach son los espacios de funciones continuas
sobre un compacto K de R" C'(K); de hecho, se puede argumentar que el espacio C[0, 1] fue
el primer espacio de Banach estudiado® en 1903. Ademds, antes del desarrollo de la medida
de Lebesgue, los espacios de funciones continuas eran los tinicos espacios de Banach con los
cuales se trabajaba.

En el caso que K es un compacto de ordinales, tenemos que en 1958 Bessaga y Pelczynski
demostraron, en su articulo’ que si X es un espacio de Banach y «, 3 son ordinales infinitos con
w < a < B < w, entonces R* ~ R7 siy solosi # < a“. De ahf surge un problema interesante,
el cual consiste en determinar qué sucede cuando «, 5 son ordinales no enumérables.

En ese mismo ano Semadeni dio una respuesta parcial negativa para ese problema, Semadeni
demostréd que si X es el espacio R“"™ v Xg es el conjunto de los funcionales secuencialmente
continuos en la topologia débil* en X**, entonces dim % = n probando que los espacios
R“™ son todos no isomorfos para cada n € N.

Se dieron otras respuestas parciales para el problema hasta que en 1975, Kislyankov ptiblico la
solucion del problema que posteriormente se llamo la clasificacién isomorfa de los espacios de
funciones continuas de ordinales. Por otra parte, en 1955 Grothendieck® describe el conjunto

de los operadores nucleares de dos espacios de Banach X y Y denotado por N(X,Y) y

°Y.C. Wong, Scwartz Spaces, Nuclear Spaces and Tensor Product. Springer- Verlag, New York,(1979).
SH.H. Schaefer, Topological Vector Spaces. Springer-Verlag, New York, (1971).
"C. Bessaga and A. Pelczytiski, Spaces of continuous functions IV (on isomorphical classification of spaces

of continuous functions), Studia Math. 19 (1960), 53-62.
8A. Grothendieck, Produits tensoriels topologiques et espaces nucléaires. Mem. Amer. Math. Soc. 16
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demuestra que todo operador nuclear es compacto, es decir N(X,Y) C K£(X,Y). Igualmente,
Grothendieck pregunta, si existen: Espacios de Banach de dimension infinita en que todo
operador compacto T : X — Y es nuclear. Hubieron varias respuestas negativas para el
problema como son el trabajo de Doversty y Rogers en el caso particular de X = ¢y y Y un
espacio de Banach cualquiera, también destacamos a Pluglissi, Saluzzo y W. Johnson, todos

ellos demostraron que

N(X,Y) £ K(X,Y),

para X e Y espacios de Banach, de funciones continuas y K es el conjunto de operadores

compactos. Otro resultado importante es el trabajo de C. Samuel en el cual se demuestra que
N(C(Ky), C(K2)) = K(C(K1), C(K2)),

donde K7, K5 son compactos métricos enumérables infinitos. En la otra direccién destacamos
el trabajo de Eloi y Ronald que demuestra IC(C'(K), C(K3)) no es isomorfo a un subespacio
de N(C(K,;),C(Ky)) donde K; y K5 son compactos de ordinales. El objetivo de esta sec-
cién es estudiar estos resultados, en particular la demostracién que no existe un isomorfismo
entre los espacios de operadores compactos K(C(f)) y los espacios de operadores nucleares

N(C(«)) donde v y (8 son ordinales.

(1955).
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Capitulo 1

PRELIMINARES

Este primer capitulo serda dedicado a presentar algunos resultados del Analisis funcional
y ciertas nociones que seran usadas durante el desarrollo de este trabajo. Asi mismo, las

demostraciones no seran realizadas pero seran referenciadas adecuadamente.

Definicién 1.1. Un conjunto es llamado denso en un espacio vectorial normado X, si su
clausura es X . Este conjunto es llamado nunca denso si su clausura no contiene un conjunto

abierto. Un conjunto es separable, si éste contiene un conjunto denso enumerable.

Definicién 1.2. Un numero ordinal es un representante del tipo de orden de un conjunto

bien ordenado. Al primer ordinal no enumerable se le denoté w' por Georg Cantor

Definicién 1.3. Se define a ¢y, como el conjunto de todas las sucesiones (x,) de nimeros
reales que convergen a cero, por:
co ={x = (v,) : x, € R,Vn € N, (z,,) converge a 0}. El espacio ¢y es un espacio de Banach
dotado de la norma
[|]|oo = sup |z,|, para todo x = (z,) € co.
neN

Definicién 1.4. Se define a £, (1 < p < 00) como el espacio vectorial de las sucesiones ()
oo

de nimeros reales tales que |x1|P + |x2|P + ... converge, esto es E |z,|P < 0o. Los espacios £,

n=1
son espacios de Banach dotados de la norma

[e'e) 1/17
l|z||, = (Z |xn|p> , para toda sucesion x = (Ty)nen € Cp.
n=1

13



Definicién 1.5. Se define a {4, como el espacio de todas las sucesiones de nimeros reales que
son acotadas, es decir, x = (x,) esta en l, si existe una constante C, > 0 tal que |x,| < C,

para todo n € N. El espacio l~, es un espacio de Banach dotado de la norma
l|Z|lc = sup |z,|, para toda sucesionr = () € loo.
neN

Definicién 1.6. Se define a LP(§2) como el espacio de todas las funciones f : Q2 — R tales

que / |f|Pdu < oo. Este espacio de Banach esta dotado de la norma
Q

1/p
11l = ( / |f|p) para toda f € L(Q).

Definicién 1.7. Sea X un espacio vectorial normado sobre R. Entonces X™ es el conjunto

de todos los funcionales lineales y continuos sobre X. Para un f € X* su norma se define

x+ = sup {[f(z)] : v € X}

[lz]|<1

como || f]

Definicién 1.8. Sean X y Y espacios vectoriales normados sobre R. Se dice que una aplica-
cion T : X — Y es un isomorfismo, si T es biyectiva, lineal, continua y su inversa T~ es
continua; en tal caso también se dice que X y Y son isomorfos.

Un isomorfismo isométrico entre dos espacios vectoriales normados X y Y es un isomorfismo
T entre X y Y para el cual ||Tx|| = ||z|| para cada x € X (es decir, T es también una

isometria de X en Y).

Teorema 1.1. Una aplicacion lineal sobreyectiva T entre los espacios normados X y Y es
un isomorfismo si y solo si existen constantes positivas m, M tal que m||z|| < ||Tz|| <

Ml|z||, para cada x € X.

Definicién 1.9. Sea X un espacio vectorial normado. Para cada x € X se considera el

funcional J, : X* — R definido por J,(x*) = 2*(z) para cadax™ € X*. Entonces, J, € X

para cada v € X y || .|| x+ = ||z]|. Esto define una funcion J : X — X** la cual es llamada

la inyeccion canonica de X en su bidual.

Teorema 1.2 (Teorema de Hanh-Banach). Sea p : X — R un funcional sublineal, esto
es, p(x +y) < p(x) + ply) y plaz) = ap(x) para todo o > 0,y todo z,y € X. Si f es un

funcional lineal sobre un subespacio Y de X con |f(x)| < p(z) para todo x € Y, entonces

14



existe una extension lineal (funcional lineal) F sobre X tal que F(x) = f(x) para cada x € Y

y |F(z)| < p(x) para todox € X.

Corolario 1.1. Sea X un espacio vectorial normado y x un vector no nulo en el subespacio
cerrado Y de X. Entonces, existe un funcional z* € X* tal que 2*(x) = 1; y 2*(y) = 0 para

caday #zx €Y.

Corolario 1.2. Para cada © # 0 en un espacio lineal normado X, existe x* € X* tal que

2 (2) = |Ja].

Definicién 1.10. Sea (x,) una sucesion en un espacio vectorial X. Se define el espacio

generado por (x,) como

gen{z; : i € N} = {Z@ﬂi S ay,a9,...,04, € R y todon € N}

i=1

Se denota la clausura del gen{x; : i € N} como [x,].

Definicién 1.11 (Operador Compacto). Sean X y Y espacios de Banach. Un operador lineal

T : X — Y se dice que es compacto o completamente continuo si para todo subconjunto

acotado M de X, la imagen T (M) es relativamente compacto en Y, esto es, la clausura T (M)

es compacta.

El conjunto de todos los operadores compactos de X en Y se denotara por K(X,Y'). Cuando

X =Y se escribird simplemente IC(X).

Teorema 1.3. Sean X,Y espacios normados y'T' : X — Y un operador compacto. Entonces

T es continuo.

Definicién 1.12. Un operador T : X — Y se llama de rango finito si la imagén T'(X) tiene

dimension finita.

Teorema 1.4. Sean X,Y espacios de Banach yT : X — Y un operador de rango finito, y
Ty una aplicacion definida de los naturales al conjunto de los operadores de rango finito, asi
(Tk)ken €s una sucesion de operadores de rango finito tal que ||T, — T'|| — 0 cuando k — oo.

Entonces T es un operador compacto.

15



Teorema 1.5. Sean X y Y espacios de Banach yT : X — 'Y un operador continuo. Entonces

T es compacto si y solo st T* € K(X*,Y™) donde T* es el operador adjunto asociado a T.
Ejemplo 1.1. Si k: R?* = R es una funcién continua, entonces el operador

Tf(x)= /bk(a:, y) f(y)dy es compacto.
Teorema 1.6. ¢y, no es isomorfo a un subespacio de £,, con 1 < p < oo.

Teorema 1.7 (Petzynski-Semadeni). Sea K un intervalo de nimeros ordinales. Si ¢ €

C(K)*, entonces existen sucesiones (an)neny €n R y (¢n)nen en K tales que

p(r) = Z an(Cp)

o0
= Z lan| < +o0.
n=1

En particular, C[1,a]* es isomorfo a (1.

Teorema 1.8 (Pitt). Ningun subespacio de cq es isomorfo a un subespacio de ¢,, con 1 <

p < 00.

Teorema 1.9. {1 no es isomorfo a un subespacio de C(K) donde K es un compacto de

numeros ordinales.

Definicién 1.13. Si ¢ : X — R es una funcion, entonces el soporte de ¢ se define como

sopp ={zx € X : ¢(z) # 0}.

Definicién 1.14. Sea (V,)aes un cubrimiento abierto indexado de X. Una familia indexada
de funciones continuas v, : X — [0,1] se dice que es una particion de la unidad sobre X

subordinada a {V,}, si:

(a) sop s C V, para cada .

(b) La familia indezada {sop .} es localmente finita.

(¢) Zcpa(x) =1 para cada z € X.

Teorema 1.10. Si {V1,V5,...,V,,} es un cubrimiento abierto finito del espacio normal X,

entonces existe una particion de la unidad sobre X subordinada a {V;}.

16



Capitulo 2

PRODUCTOS TENSORIALES DE ESPACIOS VECTORIALES

2.1. PRODUCTO TENSORIAL INYECTIVO Y ES-
PACIOS DE OPERADORES COMPACTOS

En esta seccién se realiza un breve estudio de el producto tensorial de dos espacios vectoriales
y se dan algunos ejemplos que serén utilizados en secciones posteriores. Los espacios vectoria-
les que se consideran son todos reales. Sean E, F'y M espacios vectoriales y ¢ : B X F — M

una forma bilineal.

Definicién 2.1. Se dice que E y F' son ¢ — linealmente disyuntos si la siguiente condicion

es vdlida. Sean {x1,x2, ...,z } y{y1, Y2, ..., Yr } subconjuntos finitos de E y F', respectivamente,

tales que

> 6(xj,;) = 0.

j=1
Entonces, si {x1,xs,...,x,.} es linealmente independiente entonces yy = yo = ... =y, =0 y si
{y1,y2, .-, yr} es linealmente independiente entonces r1 = xog = ... = x, = 0.

Antes de dar la definiciéon de producto tensorial, se establece una forma equivalente de ver

cuando un par de espacios vectoriales son ¢— linealmente disyuntos.

Teorema 2.1. Sean E, F' y M tres espacios vectoriales y ¢ una forma bilineal de E X F en M.

Entonces, E y F son ¢ linealmente disyuntos si y solo si lo siguiente es verdadero. (*) Sean

17



{z;} y{yr} con (1 < j <r, 1<k <s), conjuntos arbitrarios linealmente independientes
de vectores en E y F, respectivamente. Entonces el conjunto de vectores de M, ¢(z;,yi) es

linealmente independiente.

Demostracion. Veamos que si £y F son ¢ linealmente disyuntos y si {z;} v {yx} son L.I
entonces ¢(x;,yx) es L.I. Sean x; y y, como en (*) y sea A;, en M ahora supongamos que

r,s

Z Nik®(xj,yx) = 0. Se define z; = ZAi:kyk para todo 7 = 1,...,r7. Como ¢ es bilineal

j,k=1 k=1
tenemos:
O(xj,2) = ¢ (xj, > A;;kﬂk) =D Aol up)
k=1 k=1

y por tanto Z(b(:r;j,zj) = ZZAj’k¢<xj’yk> = 0, y como {z;};_; es linealmente inde-
k=1

j=1 J=1 k=
pendiente, por la definicién (2.1) se tiene que z; = 0 para todo j = 1,2,...,r, esto es,

zj = Z Nixyr = 0, para todo j = 1,2, ...r; y como los {y; };_; son linealmente independien-
k=1
tes, concluimos por la definicién (2.1) que A\j, =0 paratodo j=1,...,ryk=1,..,s.

Reciprocamente demostremos que (*) implica la definicién (2.1). Sean {z;} y {yx} con
(1 <j<r 1<k <s)subconjuntos finitos de F y F' respectivamente. Se supone que
el conjunto {z;}7_, es linealmente independiente y sea {21,2y,...z;} una base del subes-

pacio lineal generado por los y;. Por tanto existen escalares A;; con (1 < j < r, 1 <
S

k < s) tales que y; = Z/\j7kzk para todo j = 1,...,r. Por hipotésis de la definicién (2.1)
k=1

Z ¢(xj,y;) = 0y como ¢ es bilineal y reemplazando los y; en Z o(xj,y;) =0, se tiene que
j=1 j=1

T S
Z Z Njk®(z;, zr) = 0, entonces por hipotésis de la implicacién concluimos que A = 0,
j=1 k=1
para todo (1 < j <r, 1<k <s). Asi todos los y; son iguales a cero. Andlogamente se de-

muestra que si {y1, ¥, ...,y } es linealmente independiente entonces z; = x5 = ... = 7, = 0.

]

Definicién 2.2. Un producto tensorial de E y F es un par (M, w) que consiste de un espacio

vectorial M y de un funcional bilineal w de Ex F en M que cumple las siguientes condiciones:
(1) w(E x F) genera todo el espacio M.

18



(2) E y F son w-linealmente disyuntos.

Para mantener la costumbre el producto tensorial de E'y F' es denotado por F ® F'y escri-

bimos w(x,y) = x ® y para cada x € F'y caday € F.

El proximo teorema garantiza la existencia de un producto tensorial de cualquier par de
espacios vectoriales, su unicidad se garantiza salvo isomorfismo y la bien conocida propiedad

universal, Para la demostracién del teorema el lector puede consultar [11] (pag. 415).

Teorema 2.2. Sean E y F dos espacios vectoriales. Entonces se cumplen las siquientes

propiedades:
(1) Existe un producto tensorial de E y F.

(2) Sea (M,w) un producto tensorial de E y F. Sea G un espacio vectorial y b una funcion
bilineal de E x F' en G. Entonces, existe una unica funcion bilineal b de M en G tal

que el diagrama:

es conmutativo; esto es para todo x € E ey € F se tiene que:

bz, y) = b(w(z,y)) = bz @ y).

(3) Si (M, ¢1) y (Ma, ) son dos productos tensoriales de E y F', existe una funcion lineal

uno a uno p de My sobre My tal que el diagrama:

es conmutativo; esto es para todo x € E ey € F se tiene que:

P2(7,y) = p(P1(r,y)) = d2(r ®@y).

19



Nota 2.1. Se consideran cuatro espacios vectoriales B, F, Ey y Fy, y funciones lineales S :
E— E,yT:F — Fy. Se define la funcion b: Ex F — Ey x Fy como b(z,y) = S(z) T (y).
Entonces por el teorema 2.2 existe una funcion bilineal b de E x F en Ey x Fy tal que el

diagrama

ExF—"%F xF

|| A

E x F

es conmutativo, esto es, para todo v € E e y € F se tiene que:

bz y) = bz, y) = bz @ y)
La funcién bilineal b es denotada por S ® T' y escribimos (S @ T)(z @ y) = S(x) @ T(y).

Ejemplo 2.1. Sean F y K un espacio vectorial normado, y un espacio topologico compacto y
Hausdorff respectivamente, y Cr(K, F) el espacio vectorial de todas las funciones continuas
de K en F' tales que el espacio imagen esta contenido en un subespacio de F' de dimension
finita. Se define w(f,y) = f(-)y para cada y € F y f € C(K), donde C(K) es el espacio
vectorial de todas las funciones continuas de K en R. Veamos que, (Cr(K, F),w) es el pro-

ducto tensorial de C(K) y F.

Solucidon: Se demuestra que w es bilineal. Sean f,g € C(K), y € F ya € K. Entonces se

cumple lo siguiente.

w(f+g,y)=(+9()y
=fCy+9C)y

=w(f,y) +w(g,y).

Sea k € F. Entonces

(fiy+k)=f()y+k)
=fC)y+f()k
= (f,y) +w(f, k),
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w(af,y) = (af)(-)y
=a(f(-)y)
= aw(f,y),

w(f,ay) = f(-)(ay)
= f(-)ya
=(f()y)a
=w(f,y)a
=aw(f,y)

Por tanto, w es una forma bilineal de C(K) en F.
Ahora se demuestra que C(K) y F' son w-linealmente disyuntos. Sea { f;};_; un conjunto de
funciones linealmente independientes de C(K) y {yx}r—, conjunto linealmente independiente

de elementos de Y. Sean A; escalares con j =1,2,...,r yk=1,2,...,s, tales que

Z Z )‘j,k‘w(fj’ yr) = 0.

j=1 k=1
Entonces
SN NS =0
j=1 k=1
Ast,

(S m)os (Sl + (500

Como {yi,...ys} es linealmente independiente entonces:

ij(')%l =
ij('>/\j2 =0,

ij('))\js =0.
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Pero las fi, fa, ..., fr son linealmente independientes, entonces tenemos que \j1 = Njo = +++ =
Njs = 0 para todo j = 1,2,...,r. Asi, C(K) y F' son w-linealmente disyuntos. Finalmente,
sea ¥ € Cp(K,F) y sea {ey,ea,...,en} una base del subespacio de F generado por ¥(K).
Entonces, para cada t € K existen funciones ¢1(t), ..., gm(t) en Cp(K, F) tales que

Y(t) = Zgi(t)ei.

Sea {z],x5,...,x; } la base dual de {e1,eq,...,en}, es decir, funcionales lineales tales que

z;(ej) = &, para 1,5 = 1,...,m. Por tanto, x}(¢(t)) = g@-(t)mpam todo 1 = 1,2,....,m. Por

definicion, g; es continua para todo i = 1,...,m. Asi, ¥(t) = Zgi(t)ei = Zw(gi, €i)-
i=1 i=1

Esto demuestra que 1 esta en el espacio lineal generado por w(C(K) x F) y es claro que
todo elemento en el espacio generado por w(C(K) x F) esta en Cp(K, F). Luego, Cr(K, F)

y C(K)® F son algebraicamente isomorfos.

Nota 2.2. La forma bilineal w es denotada por f ®@e y cada funcion g € Cp(K, F) es escrita
comog=fi®e +---+ f;®e; con f; € C(K).

Ejemplo 2.2. Sea F un espacio vectorial normado, se considera

co(F) ={(z,) : lim z,, = 0,2, € F para todo n € N}

n—o0

co(F') es un espacio vectorial. En el caso que F' = R se escribe cy. Se denota por cor(F) el
subespacio de co(F) que consiste de las sucesiones que estan contenidas en un subespacio de
dimension finita de F. Se define la funcion w : co x F — cop(F) como w((z,),y) = (zny)
para cada x, € Ry y € F Entonces w es una funcion bilineal de cy X F en co(F). Ademds

cof(F) es el producto tensorial de co y F'.

Solucion : En efecto primero veamos que w es bilineal. Sean (z;);>1 € (yi);>1 sucesiones en

cop. Entonces,

W ((73)i>1) + Wi)iz1,y) = (T + ¥i)y)ix1
= (Y + Yy )i>1
= (z9)i>1 + (Wiy)i>1
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= w((zi)i>1,y) + w((¥i)iz1, )

Ademas, si z € F entonces

w((@:)iz1),y + 2) = ((x:) (Y + 2))iz1
= (@Y + 22)i>1
= (23y)i>1 + (7:2)i>1
= w((7)i>1,y) + w((@)i>1,2).
Veamos que ¢y y F' son w- linealmente disyuntos. Sean ('yf)izl, con k = 1,2,...m, y

{y(l), ...,y(”)} conjuntos linealmente independientes de ¢q y F, respectivamente. Se consi-

dera, la ecuacién

k .
SN AP w((h), ) =0, k=1,...m.
j=1 i=1
Entonces,
SO A =0, k=1m.
j=1 i=1

n

Como los yV, ..., 4™ son linealmente independientes en F, se tiene que Z )\g-k)vjl-‘; = ( para
j=1

todo 7 = 1,2,...,n. Ademads, como (%I-“)jzl son linealmente independientes, obtenemos que

)\? = O paratodo k = 1,2, ...,m. Por lo tanto, ¢y y F son w-linealmente disyuntos. Finalmente,
Sean (y;)i>1 € cof(F') v {e1,...e;,n} una base del subespacio vectorial de F' generado por el

conjunto y; con ¢ € N. Entonces, cada y; tiene una representacién unica
m
_ (r) -
Yi = E Aer, 1=1,2, ..
r=1

Sean x7, ...,z funcionales lineales continuos de F* tal que x}(e,) = dg,.. Entonces, z;(y;) =
)\Ek) para cada k = 1,2,..m y todo i € N. Para cada § > 0, el conjunto V- = {y € F :
|z (y)| < & para toda k =1,2,...,m} es un subconjunto abierto de F' que contiene el origen.
Si y; € cop(F), se tiene que y; — 0, por tanto existe un ny € N tal que y; € V para todo

i >ngy k=12 ..m. Asi la sucesion ((Af));’;l pertenece a ¢y para todo k = 1,2,....m

Ademéds, y; = Z Ae, = Z w((A")iz1, €,). Por tanto, cof(F) y co®F son algebraicamente
i=1 i=1

isomorfos.
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Ejemplo 2.3. Dado un espacio vectorial normado F vy se considera a ('(F) = {(2,)nen :

x, € F para todon € Ny Z ||2,]| < oo}. Entonces, £'(F) es un espacio vectorial nor-
n=1
mado y cuando F = R escribimos ('. Se considera ahora ﬁ}(F) el subespacio vectorial de

(Y(F) que consiste en todas las sucesiones (zn)nen en (*(F) tal que el conjunto de indices
de la sucesion {x;};>1 esta contenido en un subespacio de dimension finita de F. Se define
w: 0" x F = Lp(F) como w((A)nz1,y) = (AnY)nz1 entonces, w es una funcion bilineal de

" x F en E}(F), ademds f}(F) es el producto tensorial de (' y F.

Soluciéon: La prueba que w es una funcién bilineal es igual a la demostracion del ejemplo
anterior.
Se demostrara ahora que E}(F ) es la clausura de w(¢' x F). Para ello, sea (,)n>1 un elemento

de (}(F) y {e1, es, ..., en, } una base del subespacio de F' generado por el conjunto {y, : n € N}.

m

Entonces, cada tiene una unica representacion = AMe  Considere z*, 2%, ..x
) n n n =T 1) %2

*
m

r=1
funcionales lineales del dual F™* asociados a e;, esto es z}(e;) = ¢, ; para todo i, j € N. Luego
z;(y;) = )\éi) para todoi=1,2,...,m y todo j € N.
Como (yn)n>1 pertenece a (;(F) entonces

o0 [e.o]

ST =Nt )l < Yl yall = 1211yl < 400
n=1 n=1 n=1 n=1

para todo i = 1,2,...m. Asi, para todo i = 1,2,...,m la sucesién de nimeros reales (A} ),>1
m m

n

pertenece a ¢! y por tanto y, = Z)\;’")er = Zw(()\ s1,€r), €sto es, y, pertenece al
r=1 r=1

espacio vectorial de w(¢' x F). Asf, {}(F) es generado por w(¢' x F). Luego, (}(F) y (' x F

son algebraicamente isomorfos.

Ejemplo 2.4. Sean X y Y espacios vectoriales normados y X* el dual de X. Se considera
la forma w : X* xY — LI(X,Y) definida como w(f*,y)(z) = f*(x)y para todo x € X y
todo y € Y. Entonces w es una forma bilineal y Lf(X, Y) es el producto tensorial de x* ® y
(LY(X,Y)={T: X =Y : T es de rango finito}).

Solucién: Veamos que w es bilineal. Sean f* € X™* fijo, y1,y2 en Y, y «, 8 ntiimeros reales.
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Entonces

w(f*, ayr + By2)(x) = f*(x)(ays + By2)
= af*(x)yr + B (@)Y
= aB(f* y1)(x) + Bw(f*, y2) ().

Se considera ahora y € Y fijo. Entonces para f*, ¢* en X* y «, f nimeros reales,

w(af* + Bg* y)(x) = (af* + Bg*)(x)y
= [af*(z) + Bg"(7)]y
= af*(z)y + Bg"(v)y

= aw(f*,y)x + Bw(g*,y)(z)

Se demuestra ahorra que X* y Y son w-linealmente disyuntos. Sean {f : 1 < i < m}y
{y; : 1 < j < m} subconjuntos de X™ y Y linealmente independientes respectivamente, y sea

Aij € R. Se considera la ecuacion

n m

SO Agwlfy)(@) = 0.

j=1 i=1

Entonces
n m

Z Z Aiifi (@)y; = 0.

j=1 i=1

Como {y; : 1 < j < n} es linealmente independiente tenemos que i)\m fi(z) = 0y asi
Aij = 0, dado que {f/ : 1 < i < m} es linealmente independiente. 1%?); tanto, X* y Y son
w-linealmente disyuntos.

Se demuestra que gen{w(X* x Y)} = LY(X,Y) el conjunto de operadores de rango finito.
Como w(X* x Y) C LY(X,Y) entonces gen{w(X* x Y)} c LY (X,Y).

Sea T : X — Y un operador de rango finito. Entonces T'(X) tiene dimensién finita. Luego,

existe {y1,y2,...,yn} una base de T'(X). Sea la base dual fi, fo,...,f, € Y de Y tal que
fi(y;) = fij, y para cada y € gen{y1, 2, ..., yn} se tiene que y = > fi(y)y:.

i=1
Ahora se define g7 = f;oT. Como T es de rango finito entonces T es compacto y por tanto
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acotado. Luego g7 € X* para cadai =1,2,...,n. Ademads, si x € X entonces Tx pertenece a

la imagen de T, la cual es generada por {yi,ya, ..., yn}. Asi,

Tz = Z fi(Tz)y

=S (fio )@y,

=1

= ng ()y:
=1

= w(g},y:)(x).

i=1
Por lo tanto T pertenece al espacio generado por w(X™* xY'). Asi, X* ®Y es algebraicamente
isomorfo a LY (X,Y).

Luego del ejemplo anterlor se sigue que si T' es un operador de rango ﬁmto entonces 1" puede

ser identificado por Z i ®y;, lo cual se obtiene de la ecuacién Tz = Z fi(x
=1 =1

Ejemplo 2.5. Sean E y F' espacios vectoriales normados sobre R. Se considera la funcion

bilineal candnica w de E x F en B(E* x F*)!, la cual es definida como
w: ExXF— B(E* x F*)
(z,y) = (w(x,y) : E* x F* = R)
Eziste un tinicop € B(E* x F*) tal que w(x,y) = ¢ Como
o(z",y") = w(z, y)(z",y")

donde
:E—=R, y:F—>R
r—a*(r)  y—y(y)

Entonces

(", y") = w(z,y) (2", y") = 2" (2)y"(y) €R

'Espacio de las funciones bilineales continuas de E x Fen R
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para cada x € E yy € F. Como =% y y* son funcionales lineales de E y F respectivamente,
entonces w es bilineal. Veamos que E y F' son w-linealmente disyuntos. En efecto, se consi-
deran dos conjuntos finitos linealmente independientes de vectores {x;}7_;, {yr}yey de E y
F', respectivamente, y las bases duales (73)7_;, (Y= de {x;}i—y y {yn}iz,, respectivamente.
Esto es, x5(xr) = 0 Y Yp(y;) = Ory Por tanto, w(x;,yx) toma el valor de 1 sobre (x7,yy)

cuando J =k y 0 sobre < xj,y; > cuando i # j y p # k. Sean (X;x) nimeros reales tales

que
Z Z Ajrw(zs, yx) = 0.
k=1 j=1
Entonces
>N Nww(xg,ue) (@5, yi) = Ak =0,
k=1 j=1

para todo j = 1,2,...nyk=1,2,...m Asi, E y F son w-linealmente disyuntos. Entonces
el subespacio vectorial de S(E*, F*) generado por w(E x F') es algebraicamente isomorfo a

E®F.

Ejemplo 2.6. Sean E y F espacios vectoriales normados y f(E, F)* el dual algebraico de
las formas bilineales de E x F en R. Definimos w : E x F — B(E x F)* definido por
w(z,y)f = f(x,y) para todo f € B(E x F). Entonces, w es una forma bilineal y E, F son
w-linealmente disyuntos. Asi, el subespacio vectorial de S(E x F)* generado por w(E x F')

es algebraicamente isomorfo a E x F. En efecto, que w sea bilineal es claro ya que f es

bilineal. Sean, {x;}i—y y {y;}j=) conjuntos linealmente independientes en E y F, respectiva-
mente. Se considera {3, 25, ...,x5} y {Y), Yss -, U} las bases duales de {zi}i_y y {y;}ie:,

respectivamente. Entonces, x}(x;) = 0;; y y; (y;) = 6;; considere \;; escalares, tales que

Z Z Ai,jw(%’; yj) = 0.
j=1 i=1
Por lo tanto,
Z Z Aijw (s, ;) (2, 3/;) =0,
j=1 i=1

por lo cual \ji, = 0 para todo k = 1,2,...,n y j = 1,2,....m. Por lo tanto, el subespacio

vectorial de B(E x F)* generado por w(E x F) es algebraicamente isomorfo a E ® F.
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Nota 2.3. Se tienen otros isomorfismos algebraicos, como los siguientes.

(a) B(E* x F*) y L(E* X F) son algebraicamente isomorfos, dada la aplicacion
w: L(E* X F)— B(E* x F¥)
T — wr(z*,y*) =y Tx"
es un isomorfismo algebraico.
(b) L(E,F*) es algebraicamente isomorfo a S(E x F) por
w:L(EXF*)— B(ExF)
T — wr(z,y) = (Tx)y

Nota 2.4. Recordemos que una forma bilineal w € B(E x F) es continua (esto es w €
B(E x F)) si y solo si existe una constante M > 0 tal que |w(x,y)| < M||z|| ||y|| para todo

r € E, ytodoy € F. En este caso, se puede definir su norma en B(E x F)como

[lwl| = sup{[w(z,y)[ - [|2]| < 1, ly[| <1}

|| || es llamada la norma bilineal.
Ast, del isomorfismo algebraico entre L(E x F*) y B(E x F) (T — wr) definido en la nota
anterior obtenemos un isomorfismo isométrico entre espacios de Banach (L(E x F*),|| |]) v

(B(E x F), || |]) ya que, para todo T € L(E x F*) tenemos

17| = sup{|[T'=[| : [|«[| <1}
zelE

_ aw {zup{mw il < 1}}

zE€E,||z||<1 er

= supsup{|wr(z, y)| : [[z]| < 1,[ly[] <1}
zeE yeF

= [|wel],

y por tanto el isomorfismo algebraico es un isomorfismo isométrico. Se concluye asi lo si-

guiente.
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Teorema 2.3. Sean E, F espacios vectoriales normados. Fxiste un isomorfismo isométrico

entre L(E x F*) y B(E x F) definido por:
w:L(ExF*)— B(EXxF)
T — wr(x,y) = (Tx)y

Nota 2.5. Como S(E x F') es un subespacio vectorial de B(E x F') entonces, del isomorfismo
entre EQF y el dual B(EXF)* obtenemos que cada elemento xQy € EQF se puede identificar
como un funcional lineal en B(E x F). (x Ry — (z@y)f = f(, y)) , Y SU NoTrma

lz @yl = Sup{|(z@y)f|: [IfI| <1, f € B(E, F)}
= Sup{|f(z.y)|  [[fI| <1, f € B(E,F)}.
Ademds, para todo x € E, y € F y cada forma bilineal continua f de E X F en R se tiene que

[f G )l < [zl [yl [IF1]; en particular, si||f]| <1 entonces | f(x,y)| < [[z]] ||yll- Asitenemos

que sup{|f(z,y)[ - [[fI| < 1, f € B(E x F)} < |[=[| [|y[l, y por tanto, ||z @ y|| < [[z[|[|y]|-
Para la desigualdad contraria, considere ¢ : E x F' — R definida por ¢(x,y) = z*(x)y*(y),

con x* € E*,y* € F* funcionales lineales continuos fijos. Entonces ¥ es una forma bilineal

continua, esto es, ¥ € B(E x F). Ademas
(@, y)| = 2" (@)y"(y)| = [2"(=)ly" (y)|

< [l ] Ty {1 Tl

Si tomamos z* € E* yy* € F* tal que ||z*]] <1 y ||y*|| < 1 obtenemos |(z,y)| < ||z|| ||yl],

esto es |[Y|| < 1, y por tanto

Wz, y)| < sup{l(z @ y)fl = |IfIl <1, f € BIE X F)}
=sup{|f(z,y)| - |IfI| < 1, f € B(E < F)}
= [lz @ yll,
paratodox € X yy Y.

Ast, |z*(2)||ly*(y)| < ||z @ y|| para todox™ € E*con ||z*|| < 1 y para todo y* € F* con
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l|ly*|] < 1. Esto es ||[x®yl| es cota superior del conjunto anterior, y por definicion de supremo

tenemos que
sup{|z*(z)| : [|2"[| < 1}sup{ly*(»)] : [ly*|] < 1} < |lz @ y]|.

Por teorema sabemos que |[x]| = sup{|z”(z)| : [[2"]| < 1} y [lyll = sup{ly*(¥)| : [ly"[| <
1} entonces ||z|| [lyl] < [lz @ yll. Luego |lx @ y|| = ||| [lyll = sup{lz"(z)| : [[7]] <
Ly sup{ly™(y)| - lly*[| < 1} = sup{|2™(=)y ()] : [l2"]] <1, [[y7|] < 1}

Se ha demostrado asi el siguiente resultado.

Teorema 2.4. Sean E y F' espacios vectoriales normados yx € E,y € F. Se identifica x @y

como un elemento de B(E x F)* entonces
lz @ yl| = sup{|a™(x)y*(y)| : " € E*,y" € F", [[27]| < 1, |]y"]] < 1}
Podemos asi definir una norma en el espacio del producto tensorial.

Definicién 2.3. Para cada p = Zx, ®y; € E®F se define
i=1

il =sup{|f ()] : |If]| <1y f€B(E,F)},
> @)y (y)

[lpelle = sup {

donde ||ul||~ es llamada la w- norma y ||p||e como la e-norma.

et <yt < 1},

Definicién 2.4. La completitud de EQF bajo la norma || ||., denotada por E®.F, es llamada
el producto tensorial inyectivo de E y F.

La completitud de E ® F bajo la norma || ||x, denotada por E®,F, es llamada el producto
tensorial proyectivo de E y F'.

Nota 2.6. La funcion fo ®y; — T, donde T : E — F es un operador lineal definido

i=1

por T, = fo(m)yw es un isomorfismo isométrico entre E* @ F y L(E, F) pues a cada
i=1

W= Z ri @y; en B* ® F le asigna un operador T tal que:
i=1

T = sup{[[Te|] - [J«|| <1}
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:sup{

:Sup{zx

|w|!<1}

el < 3y < 1}

= [lulle

Este resultado establece una identificacion entre Z r; ®y; € E* ® F con un operador T' de
i=1
L(E, F) de rango finito de LY(E, F). Se sabe que todo operador de rango finito es compacto

y por lo tanto LY (E, F) es un subespacio de KC(E, F) si tomamos las clausuras de este iso-
morfismo obtenemos que la completitud de E* ®. F es isomorfa a la clausura de L’ (E,F) en

K(E,F), estoes, E*®. F = LI(E, F).

Para terminar esta seccion se da una condicién sobre los espacios de Banach E o F' para que
LI(E, F) de exactamente K(E, F) (y por tanto E*®.F = K(E, F)), esto es, que el conjunto

de los operadores de rango finito es denso en el espacio de operadores compactos.

Definicién 2.5. Un espacio de de Banach X tiene la propiedad de aproximacion si para cada

conjunto compacto K C X y cada € > 0 existe un operador T : X — X de rango finito (es
decir, para x € K se tiene que T(x Zx x)x;, para algin {x;}, C X y{«i}, C X*)

tal que ||Tx — z|| < € para cada v € K.

Ejemplo 2.7. Todo espacio de Banach X que tenga una base de Schauder posee la propiedad

de aproximacion.

Solucién: En efecto, sea (z,),>1 una base de Schauder de X. Entonces existen funcionales

lineales continuos (z;,),>1 tales que x}(z;) = d;5, y para todo x € X existen escalares a,, con
o0 o

n > 1 tales que z = Zaixi por lo tanto, x)(z) = z; (Z a;x;) = a, para todon > 1. Se
i=1

definen los operadores lineales P, : X — X como P,( Z x}(z)z;. Vemos que los (P;)i>1

son operadores de rango finito uniformemente acotados y hm P,x =z, ya que (z,),>1 es una
n—oo -

base de X. Por lo tanto, X posee la propiedad de aproximacion. En particular los espacios cg
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y ¢, con 1 < p < 400, poseen la propiedad de aproximacion.

El teorema que se desea demostrar es el siguiente:

Teorema 2.5. Sean E y F espacios de Banach. Si E* o F poseen la propiedad de aproxi-
macidn entonces E*®.F es isometricamente isomorfo al espacio de los operadores compactos

K(E,F) (Esto es, LI(E,F)=K(E, F)).
Para establecer este resultado se requiere el siguiente lema.

Lema 2.1. Sea K un subconjunto de un espacio de Banach X. Entonces K es compacto si y

solo si existe una sucesion {x, }n>1 en X tal que si ||z,|| — 0 entonces K C Conv*{x, }p>1 =
n

{Zaixi : Zai =1con ay,...,a, € RyneN}
i=1 i=1

Demostracion. Sea K un subespacio compacto de X y = (x,,),>1 C X tal que ||z,|| — 0.

Veamos que K C Conv{xn}n>1 Se define el operador Tx : ¢; — X por Tz((an)nen) =

Zanq;n tal que Z la,| < 1. Se demuestra primero que Tz esta bien definida, es decir,

n=1 n=1
debemos demostrar que la serie Tz ((a,,))converge. Como ||x,|| — 0 entonces sup ||z, || = M <
neN

oo o0 [e.@]
+00, para cada (ap)neny C {1, es decir Z la,| < 4+00. Entonces Z l|lanx,|| < MZ la,| <

n=1 n=1 n=1
oo

+o0o. Asi, la serie g a,x, es absolutamente convergente en X. Como X es completo se sigue

n=1
9

que la serie Z a,x, converge en X. Entonces, Tx es bien definido y es facil ver que Tx es
n=1
lineal y continuo pues ||Tz|| < M. Para n € N, ahora se definen los operadores T, : {; — X

Ccomo

Tenemos que

Tx — Tx,n = g AT,

y de la desigualdad anterior tenemos

1Tz - an< Sup el D laxl < supisniallox|| = 0
+1 k>n+1
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Es decir ||Tz — T}, ,|| — 0 cuando n — oco. Como T}, es un operador de rango finito para
todo n € N se sigue de Tx es limite de operadores de rango finito. Por lo tanto T es compacto.
De la definicién se concluye que Tx(By,) C X es relativamente compacta, es decir T'(By) es

compacto.

Se demuestra ahora que T'(By, ) es cerrado en la norma de X, para concluir que Tx(By,) = K

es compacto.

Sea (a")i>1una sucesion en By, (la bola unitaria cerrada de ¢;), esto es para todo k € N, a* =
oo
(a¥),>1 para todo k € N tal que kh'm E a*r, = y € X en norma. Como |a¥| < 1 para
- —00
n=1

cada k € N, existe una subsucesién (at™),ecy de la sucesion (a¥)ren v un escalar a; tal que
limpy—0eat™ = ay. De nuevo ]agn\ < 1 para cada n € N y asf hay una subsucesion (ay""),en de

la sucesién (a"),cy v un escalar as tal que lim a5 = as Entonces también lim ai™” = a4
2 )ne 2 1
p-}OO p-}OO

De este modo, podemos construir por induccién una sucesién de escalares (a,)nen tal que
.7 s m .
para cada m € N hay una subsucesion (m,),ey tal que lim a; " = a;j para cada 1 <5 < N.
p—o0

oo

Vamos a demostrar que Z la,,| < 1. Para esto, es suficiente demostrar que para cada N € N,

n=1
N

Z la,] < 1. Sea N € Ny consideremos la sucesién (m,),en anterior. Entonces

n=1

(@) ay”,...;aN") = (a1, a9, ..., an),

para p — o0 y ya que para cada p € N es valido:

N (')
D la <Y e < 1,
=1 =1

se sigue que

N
D i < 1.
i=1
oo o0
Entonces, Z la,| < 1, asi podemos concluir que el elemento Zanxn € X. Demostremos
n=1 n=1

e 9]
que existe un y € X tal que y = Zanxn, concluyendo asi la demostracion. Sea ¢ > 0

n=1
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dado. Como |[|z,|| — 0 existe un N7 € N tal que ||z,|| < € para todo n > N;. Como

o0

lim afz, = y existe un N** € N tal que Zaﬁxn —y|| < € para todok > N]*. Se

k—o00
n=1

n=1
define N, = méx(N}, N*). Entonces para N,k > N, tenemos que

N
§ : k

ApTyp —Y
n=1

N 0o 0o
< Zaﬁxn—ZafLmn + Z&flfﬁn—y
n=1 n=1 n=1
)
< k
< Z ApTp || + €
n=N+1
)
< > ak] ]l + e
n=N+1
)
<e > afl+e<2e
n=N+1

<z . .z 3 m;
Sea N > N.. Por construccion, existe una subsucesion (m,)yeny de N tal que lim a;’ = @;
J]—00

. . _ . €
para i = 1,2,..., N. Entonces existe un j € N tal que m; > N, y |a;” — a;] < 5 para

1 =1,2,..., N. Entonces

N N N
Zanzxn —yl| < Z(an —ar)x, || + Za;”jxn —y
n=1 n=1 n=1
N
<3 Jan — a5 [fzall + 2¢
n=1

N
<MY oo+ 2= (24 M)e

n=1

Lo que demuestra que T'(By,) es cerrado. O

Se demuestra ahora el reciproco. Como K es un compacto entonces 2K es compacto. Lue-

1
go se elije una 1 red para 2K, es decir, se elijen @y, ,...,7,1) en 2K tal que cada
1
punto de 2K esta entre 1 de un z;, 1 < ¢ < n(l). Se obtienen los trazos compactos de

1 1 1
2K, 2K N B(xy, Z)]""’[QK N B(zn), Z)] Se trasladan los trazos al origen [2K N B(x1, Z_l)] -

1
L1, [2K N B(@p ), 4_1>] — Tp(1)- Como la traslacién es continua, los pedazos obtenidos son
también conjuntos compactos. Sea K5 la unién de los compactos resultantes es decir, Ky =
1 1
{[2K N B(xy, 4_1>] — 21} U ... U{2K N B(xnq), Z)] — Zp)}- Ko es compacto, asi que 2K es

compacto.
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1
Se elije una 1—6—red finita para 2K5; es decir, se elijen x,,(1), ..., Tn(2) en 2K, tal que para cada
1
punto de 2K esta entre 16 de un z; para n(l) +1 < i < n(2). Se obtienen en los peda-

zos compactos de 2K5:[2K5 N B(2,1)
1

+1 T4
16
La traslacion es continua, asi que los pedazos, una vez trasladados, son ain compactos. Sea

1 1
‘1, E)]’ ey 2K N B2 (2), 1—6)] Se trasladan al origen:

1
[2K5 N B,y )| = T+, ooy [2K2 0 B(Za(z), 75)] = Taca)-
K3 la unién de los pedazos trasladados:
1 1
K3 = [2K5 N B(ZTn(1)41, E)] — Tp)41 U .. U 2K N B(@p1) 11, E)] — Zn(2)-

K3 es compacto, y continuamos de una forma similar. Observe que si z € K,
2z € 2K,

2z — x;1) € Ky para algun 1 < i(1) < n(l). Asi que
4r — 2$z(1) € 2K2
dx — 2w;1) — ®i2) € K3 para algun n(1) <i(2) < n(2). Asi que

8xr — 41‘1-(1) — 2:L'i(2) € 2Ks3,

8 — 4w;(1) — 2T42) — Ti3) € Ky para algin n(2) +1 <i(3) < n(3),
y asi sucesivamente, se sigue de esto que,

Ty 1
O ¢
TT Ty St

Ti1y  Tie) 1
— = 2 c K.
2 4 40

Ti)  Tie) Tz 1
— — c-Ky. ..
9 A g ~ 8 v

xr —

n T
y por tanto x = h’mz % vy « € (0, zi1), Ti2), ---) C Co(0, 21,22, ...), lo cual completa la
k=1

demostracién.

Lema 2.2. Sean X y Y espacios de Banach y se considera a L(X,Y) con la topologia T
de la convergencia uniforme sobre conjuntos compactos K en X, esto es, la topologia lo-

calmente convexa inducida por las normas ||T||x = sup{||Tz|| : * € K}, para cada T en
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L(X,Y). Entonces, los funcionales lineales continuos sobre (L(X,Y),T) consisten de los fun-

cionales ¢ de la forma: p(T) = Zy;‘(Txi), donde (x;)72, C X, (yf )2y C Y™ son tales que,

i=1
oo

D Ml Hlyi 1] < oe.

i=1

Demostracion. Se supone que ¢ tiene tal representacion, se puede asumir que z; # 0 para

cada i > 1. Sea (1;):2; una sucesién de escalares positivos tal que 7; — oco. Como T es
o

un operador lineal es acotado por eso se tiene que Zme’H llyf]] = C < oo.Sea K =
i=1

(—H%Hm) U {0}. Entonces K es compacto y: |p(T)| < Z Nyl el |7 ]| T (|| || Z) || <
Ty i=1

ClIT||x-

Reciprocamente, se supone que ¢ es un funcional lineal continuo sobre L(X,Y’). Asi que
lo(T)| < C||T||k, para alguna constante C' > 0 y algun conjunto compacto K C X. Por el
lema 1 se puede asumir, sin perdida de generalidad, que K = conv(z,),>1 donde ||x,|| — 0.

Por lo tanto

p(T)] < Csup|[Tan|].

Sea ¢y(Y) el espacio de Banach de todas las sucesiones en Y que convergen a cero en la norma
del supremo. Se definen Z = {Tz, : T € L(X,Y) y (z,)es una sucesién en X} y el funcional
" en Z por ¢p*(Tx,) = ¢(T). Por el teorema de Hanh-Banach ¢ tiene una extensién lineal
continua, atin llamada ¢*, definida en todo c¢o(Y)*. Pero ¢y(Y)* es exactamente ¢1(Y ™), el
espacio de todas las series absolutamente convergentes con elementos de Y*. Por tanto, existe

una sucesion

(Y )nz1
de miembros de Y™ para la cual Z lyrll = [l¢*]] v ademéds ©*(yy,) Zyn Yn) para todo
n>1 n=1
(yn)n21 €n CO(Y)' As,
o(T) = ¢*(Txy) Z yr(T'xy,),
como se buscaba demostrar. ]

Teorema 2.6. Sea X un espacio de Banach. Las siquientes afirmaciones son equivalentes:

i) X tiene la propiedad de aproximacion.
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it) Para todo espacio de Banach'Y los operadores de rango finito son denso en L(X,Y) en
la topologia T de la convergencia uniforme de subconjuntos compactos.
iii) Para todo espacio de Banach'Y los operadores de rango finito son densos en L(X,Y) en

la topologia T de la convergencia uniforme sobre conjuntos compactos.

w) Para toda eleccion de (xp)n>1 C X )%, C X* tales que 22| x,]] < 400
) = Y n/n=1 q n Y

n=1

Zx;(m)xn =0 para todo x € X, se tiene que Zx;(xn) = 0.
=1 n=1

v)_ Para todo espacio de Banach Y, todo operador compacto T' € L(Y, X) y todo € > 0 eziste
un operador de rango finito Ty € L(Y, X) tal que ||T — T1|| < e.

Demostracion. i) = ii) Sean T' : Y — X un operador lineal continuo y K un subconjunto
compacto de Y, y dado € > 0. Como T es continuo entonces T'(K) es compacto en X, y como
X tiene la propiedad de aproximacion existe un operador de rango finito 7 sobre X tal que
||TiT(y) — T(y)|| < e para todo y € K. Ahora, como I'magen (T1T) C Imagen (T1) y 11 es
de rango finito entonces T; o T' es de rango finito, lo que demuestra ii).

it) = i) Tomando Y = X tenemos que para todo compacto K C X existe un operador de

rango finito T tal que ||z — T'z|| < e. Por tanto ||z — me(x)sz < € para todo = € K lo
cual demuestra que X tiene la propiedad de aproximaczi(zﬁil.

i) = i) Sea T : X — Y un operador continuo, K C X un compacto, y € > 0. Entonces, por
i) existe un operador de rango finito 77 sobre X tal que ||Tiz — z|| < ﬁ para todo = € K.
Entonces, ||TTix — Tz|| < € para todo x € K y el operador T'T} tiene rango finito ya que T}
tiene rango finito.

i11) = 1) igual que i) — 4i) con Y = X.

i) = iv) Esta equivalencia es dada por el Lema 2. En realidad, por la definicién, i) significa
que el operador identidad esta en la 7-clausura del espacio de operadores de rango finito en
L(X, X). Esto sucede si y solo si cada funcional lineal 7-continuo ¢ en L(X, X) que se anula
sobre los operadores de rango finito se anula tambien sobre el operador identidad. Del Lemma
3 esto es exactamente lo que iv) significa.

i) = v) Suponga que i) es valido y sea T' € L(Y, X). Un operador compacto. El conjunto

K =TBy(0,1) es compacto, y por tanto para cada e > 0, existe un operador de rango finito

Ty sobre X. Asi que ||Thz — z|| < € para todo # € K; en particular, |17z — Tz|| < €
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para todoz € B(0,1) y por tanto ||T77 — T|| < e. Asi que v) es valido.
v) = i) Suponga que v) es vélido y sea K un subconjunto compacto de X y dado € > 0. Por

el Lema 1 podemos asumir, sin perdida de generalidad, que K = conv(z;);>1 donde ||z,|| — 0

x
y ||z1]] < 1. Se define V' = conv {W} . Claramente V' es un compacto convexo en
Ln n>

X. Se define Y = U V., v se define sobre Y una norma que haga de V' una bola unitaria es

n=1

decir, se define |||y||| = inf{\A > 0 : % € V}. Entonces Y es un espacio de Banach y la funcion

identidad I : Y — X es compacta. Luego por v) existe (y;)n, C Yy (u;)%; C X tales que

Y v
i=1

para cada x € V., y por tanto para cada x € K. Ahora los (y;) son continuos con respecto

€
§§7

a la norma ||| ||| pero no necesariamente continuos respecto a la norma || ||. Con el fin de
complementar la demostracion es suficiente verificar la siguiente afirmacion. Dado cualquier
y* € Y" y d > 0 (en nuestro caso se toma § = %méx”uiﬂ) existe un z* € X* tal que
ly*(x) — x*(z)] < § para todo z € K, es decir, |y*(z,) — 2" (x,)| < 0 para cada n € N.

T

En efecto, como - € V entonces |||z,]|] < Han% para todo n € N, y asi |||z,||| = 0.

[|nl[2
Ademéds, existe un ng € N tal que para cada n € N y n > ng se tiene que |y*(x,)| < g
Definimos Ko = 26~ conv{+x,}32,, 1. Note que las clausuras en la norma || -|| y ||| - ||| son
la misma.
Se define F' = {x : € gen{z,},Z1°;y"(z) = 1} entonces F es cerrado y Kj es compacto

tal que Ko N F = &. Por la version geométrica del teorema de Hanh-Banach existe un
hiperplano cerrado Fen X tal que F' C F y Fn Ky = @. Se considera z* € X™ el funcional
del hiperplano F, esto es, F = {z : 2*(z) = 1}. Entonces z*(z,) = y*(z,) para cada n > ng
y asi [x%(x,)| < g para n > ng. Por lo tanto, |x*(x,) — y*(z,)| < 0 para cada n € N como se
deseaba.

]

Nota 2.7. Para demostrar el teorema que se necesita debemos invertir los roles entre X 1y

Y, esto es, se debe demostrar en el siguiente teorema de Grothendieck.

Teorema 2.7. Sea X un espacio de Banach. Entonces X tiene la propiedad de aprorima-
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cion si 1y solo si para todo espacio de Banach Y, y todo € > 0, y todo operador compacto
T : X — Y existe un operador de rango finito Ty : X — Y tal que ||T — Ti|| < e. Asi,

K(X,Y)=LI(X,Y).

Demostracion. Se supone que todo espacio de Banach Y y todo operador compacto 1" €
K(X,Y) puede ser aproximado. Sea Z cualquier espacio de Banach, y sea T' € L(Z, X™)
un operador compacto, y dado € > 0. Entonces el operador 7" |x : X* — Y es compacto.

Aplicando la hipétesis con Y = Z* se tiene que existen sucesiones (z;)r; C X y (2])r, C Z*

tales que, para cada = € X, con ||z|| <1,

< €.

n
T x — Z xi(z)z;
i=1

n

(Tz)e =) 2 (2)af(x)

i=1

Entonces, para todo z € Z con ||z|| < 1 tenemos que < € siempre

n

que ||z|| < 1. Por lo tanto, tomando el supremo sobre X obtenemos ||Tz — Z Z(z)x]]| < e
i=1

Es decir X™ tiene la propiedad de aproximacién.

Reciprocamente, se supone que el espacio de Banach X tiene la propiedad de aproximacion.
1
Se considera un operador compacto T : X — YV y 0 < € < 7 Por teorema el operador

T :Y* — X* es también compacto y por el teorema 2.6 existen sucesiones (y;*)" ; en Y**
n

k3%

y (z7), en X tales que ||T"y* — Zy;‘*(y)xm < e siempre que ||y*|| < 1. Por tanto, T es
i=1
aproximado por un operador de rango finito, como se deseaba. O

Se finaliza esta seccién con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.8. Sean E un espacio de Banach y K un espacio topdlogico compacto. Entonces,
el espacio C’(K)GAEJEE es isomorfo isométricamente al espacio C(K, E) de todas las funciones

continuas de K sobre E.

Soluciéon: En el ejemplo 2.1 se establecio que C(K) ® E es algebraicamente isomorfo a un

subespacio vectorial de C(K, E) mediante el operador z — F,, donde z = Zfi ® y; es un

=1
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elemento de C(K)® E al cual le corresponde la funcion continua F, : K — E definida como

F.(s) = Z fi(s)y;. Veamos que z — F, preserva normas en efecto,

— sup sup Zw(yz')fi(s)

l[l|=1seK |5

=wpwpw<2ywmﬂ

sEK [[y[|=1

= sup [[F.(s)|| = |[F:]].
seK

Por tanto, el operador = — F, se puede extender continuamente al espacio C(K)®.E y la
extension también satisface ||F.|| = ||z||c. Falta demostrar que la imagen de C(K) ® E es

densa en C(K, E), y por tanto, al tomar clausuras obtenemos
C(K)&.E = C(K,E).

De hecho, para cualquier f € C(K,E) y e > 0 dado, la continuidad uniforme de [ asequra

que existe una cobertura abierta {G; :1=1,2,...,n} de K tal que
| f(s) — f()]| < epara todo(s,t) € G; @ G; (i =1,2,..,n).

Ahora se consideran f; (i = 1,2,...,n) elementos positivos en C(K) tal que Zf’ 1,
con k € K y fi(k) =0 para todo k & G; (particion de la unidad de la cobertum)
Sea y; € f(G;) para i = 1,2,...,n y se define el elemento z = Zfi ® y; que pertenece a

i=1
C(K)® E. Entonces para todo k € K se tiene que

Wm—mwsz—me

=Zm ) 1f(k) —will < e

Entonces ||f — F.|| < €, y por lo tanto C(K) ® E es denso en C(K, E). En consecuencia,
C(K)®.E es isométricamente isomorfo a C(K, E).
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Nota 2.8. En el caso que C(K) es isomorfo a ¢y es un espacio de Banach, el ejemplo anterior

muestra que:

Co(/g\)eE = Co(E)

En particular, st E = {1 entonces

co®l; = co(ty).

2.2. PRODUCTO TENSORIAL PROYECTIVO Y ES-
PACIOS DE OPERADORES NUCLEARES

En esta seccion se estudian algunas propiedades del producto tensioral y su relacion con los
espacios de operadores nucleares.

Se inicia con algunas propiedades béasicas de estos productos.

Teorema 2.8. Sean E, F' espacios vectoriales normados. Entonces,
1 ||lz" @ y*|| = |lz*|| |ly*|| para todo x* € E* y todo y* € F*.

2. lz@yl| = |lz|| |lyl| para todo x € E y todo y € F.

3. ||z @yllr <|lz @y, para todo x € E y todo y € F.

Demostracion. 1. Se tiene que E* ® F* se puede identificar como un subespacio de las formas
bilineales continuas de £ x F' en R B(F, F'), con la identificacién

Sean E y I espacios vectoriales sobre R. Sea S(F, F;R) el conjunto de todas las formas
bilineales continuas f : £ x F' — R. Este conjunto es un espacio vectorial sobre R bajo las
operaciones de suma de formas bilineales y de multiplicacién de un escalar por una forma

bilineal.

= Se puede cambiar a R por un campo F.

= S F,F, M son espacios de Banach sobre el mismo campo K, se pueden considerar el
conjunto S(E, F; M) de todas las formas bilineales f : £ x F — M. Algunos autores

denotan este conjunto de la forma L(E, F'; M). Un caso particular de estos espacios es
B(E, F; K).
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Ahora,
w: E*® F*— B(E, F;R)
(" y") »w(x",y*) : ExF =R
donde
w(x*,y") : Ex F—R
(@, y) = w(a", y")(@,y) = 2" (2)y"(y)

Entonces bajo esta identificaciéon se puede calcular la norma de (z* ® y*) como una forma

bilineal, esto es,

lz* @ y*|| = sup{|(z" @ y") (2, y)| - [|=]| <1, []yl] < 1}
= sup{|e”(2)y"(y)| - [|=[| <1, [[yll < 1}
= sup{[”(z)] : |lz|| < 1} sup{[y"(y)| : [yl < 1}
= [lz"[] [ly"]l

2. Es el mismo argumento, el espacio E' ® F' puede identificarse como un subespacio de las

formas bilineales continuas de E* x F* en S(E*, F*,R) con la identificacién:

w:E®F — B(E*, F*;R)
(,Y) — Wy : " <X F* — B(R, F)
(z,y) = w(@" y")(z,y) = 2" (z)y" (y)

Bajo esta identificacion se puede calcular la norma de x ® y como una forma bilineal continua

en F* x F* en R, esto es,

lz @ yl| = sup{|(z @ y) (=", y")| : [[=7]] < L, []y"[| < 1}
= sup{[z” (), y"(y)| : [[2"[] <1, [[y"|] < 1}
= sup{[z” ()] : [[«"]] < 1} sup{ly"(y)| : [ly"|] < 1}

= [lz[[ [lyll
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3. Dado que z* ® y* es una forma bilineal continua de E x F' en R entonces por definicion

de supremo tenemos que para cada r € E, y € F se tiene que

(" @ y") (@, y)| = sup{[f(z,y)| - |If]| <1, f € B(E, F)}.

Luego, |z*(x)y*(y)| > ||z ® y||» para todo z* € E* y* € F* con |[z*]| > 1y |[y*|]| > 1.
Asi que usando la definicién de la e-norma se tiene que ||r @ y||c > ||z ® y||» para todo

re E,yeF. O
Se puede ahora demostrar el siguiente teorema.

Teorema 2.9. Sean E y I espacios vectoriales normados, entonces,

(a) (E&-F)" = (B(E, F;R), || |[) = (L(E, F*), || [|). Por tanto, ||f|lx = |If o wl|| = ||Ty|
donde w: Ex F — E® F es la funcion canonica y Ty esta definida por T¢(z) -y =
f(x ®y) para todo x € E y todo y € F.

(b) E*® F* C (E®,F)".

(¢) Para cada f € (E®:F)" tenemos que: || f|lx = sup{|f(z,y)| : |l=|| < 1,|lyl| < 1,2 €

E,y € F} en particular,

Y aroy;
i=1

el < Lyl < 1}

> ai(@)y; (y)

zsup{

para todo Z x; @yl que pertenece a E* @ F*.
i=1

=D sioy

i=1

*

Demostracion. Para cada elemento f del espacio dual (E@WF )* se tiene que: para todo

relbyeF

(f ew)(z, y)| = [f(x @)l <[Ifll=lle @ yll= < [[fll=ll2[] [yl

Esto tltimo por la segunda parte.
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Asi, f ow es una forma bilineal continua de £ x F en R y si ||z|| < 1,||ly|| < 1 entonces el

supremo de {|f ow(x,y)| : ||z|| <1, ||ly|| < 1} satisface que

[f o w|| = sup{|(f o w)(z,y)| - ||lz|] < 1 |lyll < 1} < [[f]l=-

Por otro lado, £ ® F' puede ser identificado como un subespacio vectorial del espacio dual de

las formas bilineales continuas de £ x F en R (B(E, F;R),|| ||)*, v por lo tanto

|1f o wl] = sup{[¢(f o w)| : ¥ € B(E, F)", ||| < 1}
<sup{|f(W|:p € E@F y|lullr <1}
= |[f]lx

siendo esta tltima la norma de f como elemento de un dual. Por tanto || f o w|| = ||f||~-

Reciprocamente, si 1 es una forma bilineal continua de F x F en R entonces existe un
g€ (E® F)* tal que ¢ = gow, y por tanto g € (F ®, F)*. Luego la funcién f — fow es
un isomorfismo isométrico de (£ @, F)" en (5(E, F;R),|| ||)

b) Usando la parte a) se nota que a cada z* ® y* en E* ® F* le corresponde un funcional
lineal continuo de E®,F el cual es dado por una forma bilineal continua f de E x F en R
definida como f(z,y) = =" (x)y" (y).

¢) Nuevamente, por lo tanto a) todo funcional lineal continuo f de E®.F se identifica con

una forma bilineal continua de E x F' en R, asi,

[ fllw = sup {[f(z, 9)] - ||l < 1, []yl] <1}
Y Ty =Sup{ (Zx;*@yé‘) ()
i=1 i=1

= sup{ > @i @)y ()] : el < Lyl < 1}

i—1
n

* *

E T; @y,
i1

donde la tltima norma es considerada como un funcional lineal continuo y la m-norma es

izl < 1yl < 1}

™

)

tomada como una forma bilineal. O
Definicién 2.6. Sean E y F' espacios vectoriales normados, se definen:
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1 Be®@Bp={rx®y:x € Bg,y € Br} donde B ={x € E:||z|| <1} yBr={ye F:

lyll < 1};

2 Convex®(Bg ® Byp) = {Z AN @u; - x; € Bp,y; € BF,Z)\i =1,\; > 0}, se llama el
i=1 i=1
generado convezxo por B @ Br, y se denota como gencon(Bg ® Br).

Definicién 2.7. Se define y(u) = mf{z Nzillllyl] = p = le ® y;}, donde el infimo se
i=1 1=1

considera sobre el conjunto de todos los pares finitos (x;,y;) tales que p = Z:UZ & Y.
i=1

Teorema 2.10. Sean E y F espacios vectoriales normados. Entonces,
(a) v(x @y) = ||z|||ly|| para todo x € E y todoy € F.
() |lpllr < () y por tanto v es una norma en E ® F.
(c) Eziste una isometria entre E®,F 1y el espacio (E ® F,v)* y por tanto ||p||x = v(1).

(d) SiVo={pe EQF :vyp <1y yVi ={pn € ERF : y(un) < 1} entonces Vo C
convex(Bg ® Br) C V4.

Demostracion. Es facil verificar que 7 es una seminorma en £ ® F. Sean x € Ey y € F.
Tomando la representacion trivial p = = ® y se tiene que v(u) < ||z||||y|| esto es y(z ®

y) < ||z|||ly]|- Reciprocamente, por el Teorema de Hanh-Banach existen z* € E*, y* € F*,

funcionales lineales continuos, tales que z*(x) = [|z|| con ||z*|] = 1 v y*(y) = ||y|| con
n

lly*|| = 1. Por tanto, si 4 = = ® y tiene la representacién Zxk ® Y, entonces
k=1

(" @ y") ()] =

xRy (Z:Uk ®yk> ‘
k=1

< 3l @)y (o))

se tiene ademas que

|2 (e) | < ]| k]| = [lx]]

3Rl conjunto de todas las combinaciones lineales convexas de x; R y;, *; € Bg v y; € Bg
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[y ()l < Ny 11 Hyell = Nyell < D el .
k=1

Entonces, tomando el infimo se obtiene que

(% @ y") ()] < @'nf{ZHIkHHka =y ®yk} =7(n).

Ast que [z%(2)y" ()| < v(n)-

Como z"(z) = ||z, y y"(y) = [lyl| entonces se tiene que [|z[[|ly|[ < y(n). Luego v(n) =

vz @y) = [l=]] yll §

b) Para cada funcién bilineal continua ¢ : E'x F'— R y cada u = Z r; ® y; se tiene que:
i=1

()] < D Lyl < Dl Hall [yl
=1 i=1

En particular, si ||| < 1 entonces

()l < > llall [yl
i=1

Tomando el infimo se tiene que |p(u)| < v(u) para toda ¢ con ||p|| < 1. Ast que |||, < ()
para todo € EF ® F. De aqui se sigue que 7 es una norma, ya que y(u) = 0 si y solo si
||pe||l= = 0y esto siy solo si p = 0.

c¢) Primero, se tiene del item b) que cada forma bilineal continua de £ X F' en R es tdmbien
una forma bilineal continua con la norma v de £ x F' en R. Del teorema anterior se sigue
que (E®,F)* C (E® F,7)*, es decir, todo funcional lineal en E®,F es una forma bilineal
de £ x F'en R.

Se demuestra ahora que existe un isomorfismo isométrico entre (EQF,v)" y (6(F, F;R), []-]])-
En efecto, se define:

T:(E®F7)" — (B(E, F;R), [ [])
f—)Tf:fO’LU

donde w: Ex F — E® F es la funcién candénica w(z,y) = x®y. Asi, dado f en (E® F,v)"

se tiene que

flly =sup{|f(u)|: p € E®@F, y(p) < 1}
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<sup{[f(z@y)| vz @y) <1} = |[[f ow]].

Asi que f ow es una forma bilineal continua de E x F en Ry ||T%|| < ||f||,. Por otro lado,
usando el Teorema anterior se tiene que si f es un funcional lineal en E®,F entonces su
norma como funcional es igual a la norma como forma bilineal, y ast || f||. = || fow|| < ||f]]--

Finalmente, ya que ||u||, < v(u) para cada p de E'® F entonces:

fowl] = [Ifllx = sup{[f ()] : p € E @ F, [[ul[= < 1}

<sup{|f(p)]: p € E® F,y(p) <1} = ||l

Ast, ||fllx = [|f ow|| = |[f|[,. Por lo tanto, se ha demostrado el isomorfismo isométrico

(EQ-F) = (E@ F)" y [|flly = [If]lx, esto es y(u) = |||
d) En efecto, si z € convex(Bg ® Br) entonces z = Z)\ifm ® 1; con Z)"' =1, )\ >0,

i=1 i=1

A

i € Bp y yi € Bp. Ademds, y(2) < Y |lzl] [lsllhi < Y N = Lisillail| < 1y [yl <
i=1 i=1
1 para i=1,...,n. Por lo tanto z € V;.
Veamos que Vy C convex(Bg ® Br). Sea u € Vj, entonces existen x; € E, y; € F, con i =
n n

1,2,...,n tales que u = Z@-@yi, y Z llzi||||ys|]| < 1, Por continuidad de la norma, se puede

i=1 i=1
n

elegir §; > 0 que satisface Z(||xz||+5z)(||yl||+(5z) < 1y definir asi \; = (||| +0:) (||yi||+:),

=1

con 1 = 1,2,...,n. Entonces, Z)\i <lysiz = W se tiene que T; pertenece a Bp
Z; i
i=1
(pues ||75|| = Tt o Dyy = S pertenece a Br (ya que ||y;|| = W 1).
||| + 0; |y:l| + 6 [yill + 6
Asi, p = Z \iT; @ 7; pertenece a convex(Bg ® Br) como se deseaba mostrar.
i=1

]

Se finaliza esta seccién con un ejemplo de un producto tensorial proyectivo.

Ejemplo 2.9. Sean (9, p, Z) un espacio de medida y F un espacio vectorial normado.

Entonces existe una isometria del espacio Li(1)@-E en el espacio L1 (u, E) de las funciones

Q a E que son Bochner (norma) integrables.

Solucién: Dado z = Z fi @ yi en L1 (p)®,E, se le asigna la funcifon F, : Q — E definida
i=1
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como F,(s) = Z fi(s)y;. Entonces z — F, es un isomorfismo algebraico entre L;(u) @ E'y
i=1
el subespacio Li(u, E) de funciones con imagén de dimensién finita.

Veamos que es una isometria. En efecto,
120 = [ I1F)

Q

S ADIC
Q=1

< [ 315 lluldn
Qi

=3l | 1(s)idn
i=1 Q

= 1] il < +o0
=1

dp

Por tanto, tenemos que F, € Li(u, E) y tomando el infimo si obtiene que ||F.||1 < ||z~

Por lo tanto, el operador lineal z — F, se extiende continuamente al espacio Ly (1)&,E y tal
extension también satisface que ||F.|| < ||z||x

Resta demostrar que ||F,|| > ||z||». Se supone que F, es una funcién simple y se consideran
n

{E;}?_, subconjuntos disyuntos de € tales que Z Xk, Entonces
i=1

=1

<3 s Bl
=1

= Z HXEz
=1
=1

=3~ [ el luldn
i=1 Y

= [ (ol
Q1]i=1
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El resultado general se sigue de la densidad de las funciones simples en L;(u).

Nota 2.9. Se puede sustituir Ly(p) por ¢1(I"), donde I' es un conjunto infinito enumerable.
De hecho, si i es un conjunto infinito enumerable, se considera la 5— dlgebra® formada por

los subconjuntos de p. Para todo A en la 6—dlgebra se define:
p(A) = cardA,

El nimero de elementos de A.
Entonces Ly(p, E) es isomorfo al espacio (1(u, E) y por lo tanto, del ejemplo anterior, se
concluye que

0(1)®E = b(p, E).

2.3. PROPIEDADES DE LOS OPERADORES NU-
CLEARES

El concepto de operadores nucleares fue introducido a principios de los anos cincuenta por dos
razones.Una fue dada por Grothendieck, quien estudiando la teoria de distribuciones junto
con los productos tensoriales de espacios vectoriales localmente convexos, da una versién
abstracta del teorema del nucleo de Schwarz que inspira el nombre de nuclear. La otra razon
fue dada por Ruston y Grothendieck mediante un estudio de la teoria de determinantes de
Fredholm a operadores en espacios de Banach. Para este fin se estudio el concepto de trazo

de un operador.

Definicién 2.8 (Operador nuclear). Un operador lineal y acotado T : X —Y, 0 sea T €
L(X,Y), se llama un operador nuclear si existen sucesiones (f)nen en X* ¥ (Yn)nen Y tales

que

1. Tz = lim f)(2)y, para todo x € X.
n—ro0

2. Iflllgall < +oo.
n=1

4Es un anillo con una unidad
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El conjunto de los operadores nucleares entre dos espacios de Banach X y Y se denotara

como N(X,Y).

Teorema 2.11. El conjunto de los operadores nucleares N(X,Y) es un espacio vectorial

normado con la norma || ||y, llamada la norma nuclear, definida como

IITIIN—lnf{ZIIfIIIIanI TﬂJ—Zf yn,xeX}

Demostracion. Se demuestra que si ||T'||y = 0 entonces T' = 0. Sea € > 0 dado. Por definicién

de ||T'||n existen sucesiones (fr),>1 en X* ¥ (Yn)nen en Y tales que Tx = Zf;(x)yn y

n=1

oo [ee)
D fallyall < oo Ademds, || fllllyall < IT]ly + € =0+ e = e. Luego,

n=1 n=1

| Tz]| = HZf Jynll < ZHf [1z[] {[ym]| < €f|z[[para todox € X.

n=1

Asi, ||T|| < e para todo € > 0. Por lo tanto ||T|| =0y asi T'= 0.

2. Sean A # 0y € > 0 dado. Por deﬁnicién de ||T||n existen sucesiones (f;)neny en X* y

(o en Y tales que Ta = 3 fi(e anZHf ] < 1Tl + 77 Abora

n=1

AT:U—Z)\f Zf )2,

donde z, = Ay, para todo n € N. Entonces Z fr(x)z, es una representacion del operador
n=1
AT, asi de la definicién de ||AT'||x se tiene que:

IAT|[n < Z 1Azl = Y 15l [
= n=1

(||T\|N b )

< MT||n +€ Ve>0.

Entonces ||[AT'||x < |A|||T||n, lo cual demuestra que es un operador nuclear para todo A # 0

y [|1AT||n < |A||T||n- Reciprocamente, sea € > 0 dado. Entonces existen sucesiones (f;),>1
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en X*y (z,)nen Y tales que \NT'z = Z frx(x)zy, siendo y, = %n Por lo tanto,

n=1
o= L3 f@n =3 £1)
—)\nzln n—nzln yn

y Y E Nzall < [NAT v + €. As,
n=1

1Ty < ZHfSH [yl

IAI lef | {1zl

|H)‘T||N+

S |A|

Entonces,
= [A [|IT||x < [|AT||x + € para todoe > 0

Ast AT [ < [IAT] |- Luego [[AT||x = [A] [|T]]x-
3. Sean S y T dos operadores nucleares y sea € > 0 dado. Por definicién de ||S||n v ||T]|n,

existen sucesiones de funcionales (g5 nen y (f, *)neN en X* y sucesiones de puntos (z,)nen ¥

(Yn)nen en Y tales que Tz = Z [ (@)yn y Sz = Z gi(x

[eS) . c
> Ml llzall < 1181y + 3
n=1

[o.¢] . )
S HEMyall < 1T + -
n=1

Como

(S+T)(x)

yn+zgn

(fo(@)Yn + g5 (2 Ze* T)wy,

1

I
8ﬂM8

n

donde 07 (z) =1y w, = f}(x)y, + g, (z)z,. Entonces,

1S+ Ty < ZI\H* ] wall

n=1
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< sl zall Y 1E Tl
n=1 n=1

< [I5]Ix + [T]ly + €
Ast, [[S+T[|lx < |IS]Ix + T v O

El siguiente teorema establece una relacion entre los operadores nucleares y los operadores

compactos.

Teorema 2.12. Sean X y Y espacios de Banach. Entonces, el conjunto de los operadores

nucleares N(X,Y') es un subconjunto del conjunto de los operadores compactos K(X,Y).

Demostracion. Se supone que T : X — Y es un operador nuclear. Entonces existen sucesiones

+o0 +oo
(f5)ien en Xy (y})ieny en Y tales que Tz = Z [y y Z I1£1] |lyil| < 4o00. Luego, para
i=1 i=1
cada ¢ > 0 dado, existe un N € N tal que si n > N, entonces

“+oo
Il < e
=1

Para todo x € X y n € N, se define el operador T, : X — Y como
T,x = Z fi(z)y;para cadan € N
i=1

Note que para cada n € N la imagen de T, es un subconjunto de gen{yi,vs, ..., yn} y por

tanto tiene dimension finita. Asi 7}, es un operador de rango finito para cada n € N y ademaés

400
[Tz = Tall =[] Y f7(=)ull
1=n-+1
+o00
= Z I£511 |lyil] < epara todon > N.
i=n—+1

Luego, ||}, — T'|| — 0 cuando n — oo. Asi que 7" es limite de operadores de rango finito y

por tanto es compacto. ]
Recordemos que L?(X,Y") denota el conjunto de operadores de rango finito.

Teorema 2.13. Sean X y Y espacios de Banach. Entonces el conjunto de los operadores de

rango finito es denso en el conjunto de los operadores nucleares.
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Demostracion. Sea T : X — Y un operador de rango finito dado entonces la imagen de T

tiene dimension finita y por tanto existe una base {y1,¥y2,...,y,} de ImT. Por el teorema
n

del sistema biortogonal® existen fi, fo, .., fn en Y* tal que y = Z fi(y)y;. Ahora se define
i=1
gi = fioT. Como T es de rango finito entonces T es compacto y por lo tanto acotado. Luego

g; € X" paracadai=1,2,...,n. Ademas, siz € X entonces Tz € ImgT = gen{y1, Y2, ..., Yn}-

Entonces

n

Tr = Z fiT:)y:

=Y (oD@

= Zgz(x)yz

i=1
Al hacer g; = 0 para todo i > n se tiene que T es un operador nuclear.
Se demuestra la densidad. Sea T' : X — Y un operador nuclear y ¢ > 0 dado. Entonces

existen fr € X* y y, € Y tales que

“+o00
S £ yall < 400
n=1

+o0o
T(z) =Y fi(@)yn
n=1
para todo x € X. Como la serie

+o0o
> Iyl
n=1

converge, existe un n € N tal que si m > n entonces:

—+o00
STzl < e
k=m

Se define, para cada m € N, T),x = Z fr(z)yx. Entonces T, es un operador de rango finito
k=1
para cada m € N, y ademas

+oo
Tr —Tyhr = Z fi(z)y;para todox € X.

1=m-+1

®Existencia del dual topoldgico
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De la definicién de norma nuclear se sigue que

“+00
1T = Tl < S 17 1l11yal] < epara todom > N.
k=1

Por lo tanto ||T' — T||x — 0 cuando m — oco. Asi, LY(X,Y) es denso en N(X,Y).
[

Nota 2.10. El conjunto de operadores de rango finito también es denso en el espacio de
operadores nucleares con la norma uniforme, esto es ||T|| = sup{||Tz|| : ||z|| = 1}. Para ello

se demuestra que ||T|| < ||T||n. En efecto, dado € > 0, existen sucesiones (f)nen en X* y

o] +oo
(Yn)nen en'Y tales que Z oyl < IT]|N + €y Ta = Z [5(x)ynpara todox € X.
n=1 n=1

Asi, si ||z|| < 1 entonces

“+o00 “+o00
Tl < W fallyall < DM yall < TV + €.
n=1 n=1

Por lo tanto ||T'|| < ||T||x + € para todo € > 0. Esto es ||T'|| < ||T||n-

Nota 2.11. Se tiene que X QY se puede identificar con el conjunto de los operadores de rango

finito LY (X,Y), identificando Zx* ® y; con el operador T : X — Y de rango finito. Como
i=1

los operadores de rango finito son nucleares, cada Zx* ® y; es de la forma Zx:‘ (x)y; =

i=1 =1
]

Z fr(z)vg, para cada x € X y algunas sucesiones (fi)r>1 en X* y (vg) en Y tales que
k=1

o
D el ] < oo
k=1

Luego, por definicion de norma nuclear se tiene que

<
N

Y

Y ow ey Y oroy
=1 i=1

ya que la norma nuclear es el infimo de las normas de representaciones del operador T'. En

™

la préxima seccion se demuestra que si X* oY tiene la propiedad de aprorimacion, entonces

las normas nuclear y proyectiva m son iguales.
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Nota 2.12. Se considera el dual de EQ.F. Observe que E* @ F* C (E®.F)" C (EQ.F*)* =
(B, FiR), | 1)) = (LB, F), || 1)) y que ||f owl| = [|fllx < [|fllc para todo f € (E&F)",
donde w: Ex F — E® F es la funcion candnica.

Por lo tanto, se define naturalmente I(E,F) = {fow € B(E,F;R) : f € (E®.F)*} ||f o
Wlly = Ifl para toda f € (BB.FY"

Los elementos en I(E, F) son llamadas formas bilineales integrales sobre E x F y || || es
considerada como la norma integral.

La formula (1,25) demuestra que elementos en E*® F* son formas bilineales integrables sobre

E x F. Claramente una forma bilineal ¢ : E x F — R es integral si y solo si:

umui):sup{zwxi,y» S s1}<oo
i=1 i=1 .
:SUP{@D(Z%@)%)‘I sz‘@yi §1}<OO-
i=1 i=1 .

Por lo tanto, la funcién f — fow es un isomorfismo isométrico de (E®.F)* sobre (I(E, F), || ||@))-

Ast, se idéntifica el dual de EQ.F como (E®.F)*, como el conjunto de formas bilineales in-
tegrables (I(E, F), || ||G))-

Por lo tanto, las formas bilineales integrables pueden ser considerados como funcionales li-
neales en EQ.F. Como (L(E,F),||-||) es candnicamente isomorfo a un subespacio de las
formas bilineales continuas de E X F* en R, (B(E, F;R),|| |]), la definicion correspondiente
de formas bilineales integrables se puede posiblemente transferir a los elementos de L(E, F),

a saber.

Definicién 2.9. Se define un operador T’ : E — F como un operador integral si la forma
bilineal pr, definida por pur(x,y*) = y*(Tz) para todo (x,y*) € E x F*, es una forma bilineal
integral sobre E X F* y la norma integral ||T||;) esta definida como la norma integral de pip.

Por lo tanto, un operador T : E — F' es integrable si y solo si

Sy (T || S v @y
i=1 =1

Nota 2.13. Se denota por L(i)(E,F) el conjunto de todos los operadores integrables de E

IITII(Z-):sup{ §1}<—|—oo

en F. Entonces la funcion T — pr es claramente un isomorfismo isométrico del espacio

normado (L'(E, F),|| ||@)) sobre un subespacio de (T(E, F*),|| ||u))-
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2.4. ISOMORFISMO DE N(X,Y)Y EL PRODUCTO
TENSORIAL PROYECTIVO

En esta seccién, la funcién J : X — X denota la funcién de evaluacién J(z)x* = z*(x)
para todo x € X, ya se demostré que X* ® Y se identifica con el conjunto de operadores de

rango finito L/(X,Y). Esta identificacién serd considerada en esta seccién, a menos que se
n

diga lo contrario, bajo esta identificacién, cada z = Z:cf ®y; en X* ®Y es una funcién
i=1
lineal de X en Y con rango finito, obtenida como

2(x) = Z x} (x)y;para todor € X.
i=1

En esta seccién se busca dar condiciones sobre X* o Y para que las normas nuclear y de
rango finito sean iguales en L(X,Y’). Antes de responder esta pregunta se requiere de alguna

terminologia y de algunos resultados preliminares.

Lema 2.3. Sea X un espacio vectorial, X™* el dual y X* el bidual topoldgico de X. Existe un

funcional lineal continuo f en X*®,X** de norma uno tal que f(u) = fo*(xf) para todo
i=1
1oen X @, X"

Demostracion. Se demostrd en el teorema 2.3 que el espacio dual del producto tensorial
proyectivo X*®, X** es isométrico al conjunto de las formas bilineales continuas de X* x X**
en R, esto es (X*®,X™)* = B(X*, X*). En particular, cse considera la forma bilineal ¢

dada por p(z*, ™) = 2™ (2*) € X* x X™*. Entonces ¢ satisface que:
|o(z", ™) = [ (@) < [l ][ |27,

y por lo tanto

[lspl] = sup{lpp(a”, z™)| - [l2"]] < 1, []a™] <1} <1
Por el teorema de Hananh- Banach existe un funcional lineal continuo z** tal que
g (a") =1y |]z7]| = 1.
Asi que
1= |z7(z")] = [e(z", 27)| < sup{lp(a”, z™)] : [[z*]] < 1, []z™]] < 1} = [l¢]|
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Luego ||¢|| > 1. Entonces, por la isometria existe un funcional lineal continuo denotado por

f de norma uno tal que f(u Z x;*(x}) para todo p € X* ®, X**, donde Z T Q)

=1
cualquier representacion de y, 10 cual completa la demostracion.

O

Nota 2.14. Fi funcional f obtenido en el lema anterior es llamado el trazo y es denotado

por trazo(u Z i (x}) para todo p € X* @, X™.

Teorema 2.14. Sean X y Y espacios vectoriales. La funcion T — ¢ definida como ¢r(z) =
tr(T o z), para todo z € X* ® Y, es un isomorfismo isométrico de (L(Y,X™),|| ||) sobre
(X*@:Y)". Por lo tanto, (X&:Y)" = (B(X"Y;R)[| |I) = (L(X"Y), 01 1)y lzllx =
sup{[tr(T o 2)| : [[T]| < 1,T € L(Y, X™)}.

Demostracion. Supongamos que T : Y — X™ es un operador lineal continuo y que z =
n

fo ® y; un elemento de X* ® Y. Entonces, z se puede considerar como un operador de

=1
rango finito de X en Y y por tanto la composiciéon T'o z : X — X ** es un operador de rango

finito. Asi que T'o z = sz ® Ty; (Recuerde que z(z Za: . Entonces, por la

=1

definicién del trazo se tiene que trazo(T o z) Z Ty;(z}) y por tanto,

[trazo(T o || < NTI Y Mlyill 27l (%)

i=1
Asi, todo operador acotado T : X — X™ se le asocia un funcional lineal continuo ¢r en
X*®,Y dada como ¢r(z) = trazo(T o z) para todo z € X* ® Y. Tomando el infimo sobre
l|z]] <1 obtenemos de (%) que ||or|[x < ||T]- O

Se ha encontrado as{ una funcién
U: LY, X"™) - (X"®,Y)"
T — ¢T

con ¢r(z) = trazo(T o z) demostremos que es sobreyectiva e inyectiva. Se supone que

¢r1(2) = ¢ra2(2)
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trazo(Ty o z) = trazo(Ty o z)

> Ti(e}) = Y Toyil])
=1 i=1

Ty uile)) =T Y vila)
=1 =1
Ty =1,

POr lo tanto ¢ es inyectiva. Y es facil ver que es sobreyectiva por la definicién de la funcion.
Reciprocamente, para una y dada, y un funcional f € (X* ®, Y)* se define ¢ : X* — R por
Y(z*) = f(z* ®y) para todo z* € X™*. Luego ¥ es un funcional lineal continuo sobre X™ que
satisface

[0()] < [[fll=llyll [|27[|Ipara todoz™ € X*.

Entonces, como f es un funcional lineal continuo en X*®,Y, por el isomorfismo isométrico
se sigue que f es una forma bilineal en X™ x Y en R. Por lo tanto existe un tnico h, € X™*
tal que f(z* ® y) = hy(2") para todo 2™ € X*. Definimos el operador 7" : Y — X™ como
T(y) = hy siendo hy(z*) = f(2* ®y). Entonces, T’ es obviamente un operador lineal de Y en

X™ tal que
T (y)(@")] = [hy(z)] = | f(«" @ y)| < |[fll=]|="]] [|y[|para todoz™ € Y.

Asi, ||Ty] < || fll=]|lyl|para todoy € Y. Por lo tanto, ||T'|| < || f]]x-

Finalmente, para cada z = Z i ®y; € X ®Y se tiene que
i=1

f2) =3 flai o w)

=D hy () =) Ty(a))
i—1 i=1
= trazo(T o z) = ¢7(2),
y asi
f=or.
Ademas,

|2l = sup{[f(2)] : [[f]| <1}
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= sup{|trazo(T o z)| : ||T|| < 1,T € L(Y, X™)}.

Nota 2.15. 1. Note que el teorema anterior muestra que la funcionT' — T Jx« es un isomor-
fismo isométrico de L(Y, X™) sobre L(X™,Y™) y repitiendo el mismo argumento de teorema
anterior es también un isomorfismo isométrico entre los operadores integrables L'(Y, X**)
sobre el dual de (X ®.Y)".

2. En el proximo Lemma, el conjunto L,(Y, X) denota el conjunto de los operadores acotados

de'Y en X con la topologia dada por la convergencia puntual de operadores.

Lema 2.4. La funcion z — ¢, definida como ¢,(S) = trazo(Jx oS o Z), para todo S €
L(Y, X), es un isomorfismo algebraico de X* ® Y sobre (L,(Y, X))".

n

Demostracion. Se supone que z = Z r;®y; € X*®Y y que S es un operador lineal continuo
i=1

de Y en X. La composicién (Jx 0 S)oz es una funcién de rango finito de x € X dada como:

JxOSoz:Za:;»‘@Jx(Syi) e X" X™

i=1
Entonces, por la definicién de trazo,

n

trazo(J, o Soz) = Z S (Syi)(x7)

i=1

= Z < Jo(Syi), (27) > .

Luego, la funcién ¢,(S) = trazo(J, o S o z), para todo S € L(Y, X), es un funcional lineal
continuo sobre L, (Y, X). Ademas L,(Y, X) es un subespacio del espacio producto X, y es
bien conocido (ver Schaafer [1, pdg 137]) que dada una g € (L, (Y, X))* existen subconjuntos

finitos {7, 25, ...z} de X* y {y1,v5,...,y.} de Y tales que g(S) = Z J.Sy;(z}) para toda
i=1
S:Y — X. Por lo tanto g(s) = tr(J, 0 Soz) = ¢.(5) lo cual completa la demostracion.
[
Lema 2.5. SiT : X — Y es un operador integrable y p = Z yr @xt € Y@ X", entonces
i=1

[trazo(p o T)| < [|T|llul|
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n
Demostracion. Se supone que T': X — Y es un operador integrable y p = Zy;‘ ® x;" un
i=1
elemento de Y* ® X™, entonces i se identifica con un operador de rango finito de Y en X™*.
n

Asi, poT : X — X™ es un operador de rango finito y o T = ZT*yf ® x;*
i=1
Luego, de la definicién de trazo obtenemos

trazo(poT) = Zx** (T*y;)

= Z T2 (y;)
=1
— tr(T" o p),

donde se utiliza la definicién de adjunto que < Tz}, y; >=< ], T"y; >. Asi, tomando la

)

forma bilineal asociada a T™* como ur«(y;, ;") = T*y; (z;") y la definicién de norma integral

se obtiene que

priue ) = (3 < T >
ZMT* Ly 7yz
Zyj@mi*
=1

<||Tle ||D v @2
=1

IN

< || pr-

< 1Tl ]

]

Nota 2.16. Se tiene que un espacio de Banach X tiene la propiedad de aproximacion si y
solo si para todo espacio de Banach Y el conjunto de operadores de rango finito de X en'Y

es denso en el conjunto de operadores compactos de X en'Y, esto es Lf(X,Y) = K(X,Y).
Se puede ahora demostrar el teorema principal.

Teorema 2.15. Sean X, Y espacios de Banach. St X* oY tienen la propiedad de aproxi-

macion entonces
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1 @y =11 1w =[] llx sobre LI (X,Y).

Demostracion. Como la desigualdad || || < || ||v < || ||+ es siempre vélido y como || ||x <
n
|| ||+ es suficiente demostrar que || || < || ||¢), consideremos el elemento R = fo ®y,; de

i=1
X; ®Y. Como todo operador de rango finito es integrable entonces

||R||x = sup{|trazo(T o R)| : ||T|| < 1,T € L(Y, X*)}

< sup{[trazo(uo R)| : ||ul| <1, € LI(Y, X™)}.
Se supone que Y tiene la propiedad de aproximacion. Entonces el conjunto de operadores de
rango finito de Y en X™ es denso en L(Y, X™). Como se sabe X™ ® Y es isomorfo al dual

de L, (Y, X™), el conjunto de operadores acotados con la topologia de convergencia puntual.

Ademas, el isomorfismo z — ¢, (con z € X ®@Y) es definido como

¢,(S) =trazo(Jx«o S o Z),

para todo S € L(Y, X™).
Como z = Z Jx+(x}) @ y; pertenece a X™ ® Y, entonces z se puede considerar como un
i=1
operador de rango finito de Y en X™*, y asi,
sup{|trazo(Jxs o Soz)|:||S|| < 1,5 € L(Y,X™)}
< sup{|trazo(Jx« o po 2)| : ||pl| < 1,8 € LI(Y, X**)}.

Utilizando la definicién de el funcional trazo y las propiedades de J, (< J,, f >=< f,z >)

se obtiene que para todo S : Y — X™ acotado se tiene

trazo(Jx«— o Soz) = Z < Jxo (Syi), Ix+(z]) >

i=1

- Z < Jx«(x}),Sy; >
i=1

=Y <}, 8y >=tr(SoR).

=1

Por lo tanto,
|1R[|x = sup{[tr(S o R)| - ||S|] <1}
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< sup{|trJx— o Soz|:|S]|| <1}
< supf{ltrJx-- o po 2| |lull < 1, € L(V, X))
< [[Rl]cy lpel]

< IRl

Como se deseaba mostrar.

]

Ahora se supone que X ™ tiene la propiedad de aproximacién. Entonces el conjunto de opera-
dores de rango finito de X* en Y* es denso en L(X™,Y™) con la topologia de convergencia
puntual. Ademds, existe el isomorfismo Y** ® X* = (L,(X™,Y™))" por la funcién z — ¢,
z € Y™ ® X" definida como ¢,(S) = tr(J,~ oS oz) para todo S € L(X*,Y™). Entonces, para
cualquier z € Y™ ® X se tiene que

sup{|trazo(Jy« o Soz)|:||S]| < 1,5 € L(X*,Y™")}

< sup{|trazo(J,- ovo 2)|: ||v]| < 1,v € LY (X*,Y*)}.

Como la funcién adjunta R* de R tiene rango finito, entonces

sup{|trazo(Jy~ o SoR")|:||S|]| <1,5 € L(X",Y™")}
< sup{|trazo(J,- ovo R)| : |jv|]| < 1,v € LI (X*,Y*)}

De la observacion se sigue que existe un isomorfismo entre L(Y, X**) y L(X™,Y™) bajo la fun-
cion T'— T" o Jx« con T elementos de L(Y, X™). Entonces, reemplazando en la desigualdad

anterior se obtiene que

sup{|trazo(Jy« o T" o Jx« o R*)| - ||T'|| < 1,T € L(Y, X™)}
< sup{[trazo(J,- o v* o Jx- o R*)| : ||v|| < 1,v € LI(Y, X*)}

Ahora, para cada x € X y y* € Y™ se tiene que
<z, Ry >=<R(x),y" >
= wl @)y )
i=1
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=1

=< x,z <y*, Jy(y;) > =] >
i=1

Por lo tanto, R* = Z Jy(y;) @ ;. Asi de la definicién de 7" y la funcién inclusién J se tiene
i=1

tr(Jy=oT" 0 Jy« 0o R*) = Z < Jy(yi), (Jye 0 T" 0 Jp ) (x]) >
i=1
= Z < Yi, (T" 0 Jpe)x} >
i=1

:Z <z;,Ty; >=tr(I'o R)

i=1
Por tanto,
l|R||x = sup{|trazo(T o R)| : ||T||. < 1,T € L(Y, X™)}
< sup{|trazo(Jys o T* o Jp« o R*)| : |T||- <1,T € L(Y, X™)}
< sup{|trazo(Jy- ov* o Jypx 0 R*)| : ||v]|r < 1,v € L(Y, X™)}
< [[B" ][]l

< | Rl[¢llv]
como se deseaba demostrar.

Teorema 2.16. Sean X y Y espacios de Banach. Si X* oY tienen la propiedad de aproxi-
macion entonces X*®,;Y es isomorfo al espacio de los operadores nucleares de X en'Y, o

sea, X*®,Y = N(X,Y).

Demostracion. El teorema anterior establece que X*®,Y es isometricamente isomorfo a el
subespacio de los operadores nucleares formada por los operadores de rango finito (L7 (X, Y), || ||n).
Como el subespacio de los operadores de rango finito es denso en el espacio de los operadores
nucleares, entonces

X'@Y = (NX,Y), | ]w).
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Capitulo 3

SOBRE EL ISOMORFISMO DE K(R*, R) EN UN SUBESPACIO
DE N(R*, R")

En este capitulo se demostrara que si A, €, i, son ordinales enumerables entonces no existe
un isomorfismo entre el espacio de operadores compactos IC(R?, R€) y cualquier subespacio
de el espacio de operadores nucleares N (R* R").

Se consideran algunas definiciones y lemas que se necesitan para la demostracién de lo ante-

rior.

Definicién 3.1 (Sucesion basica). Una sucesion (T, )nen es llamada una sucesion bdsica en

X si para todos los puntos x € gen{x, : n € N}, existe una unica sucesion (ap)nen de
k k

escalares tal que la serie E anT, converge a x, esto es, ka I E anx, — x|| = 0.
—00

n=1 n=1
Definicién 3.2. Se dice que una sucesion (x,)n,>1 en un espacio de Banach X es seminor-

malizada si existe una constante k > 0 tal que

1
P < ||znl] < k, para todon € N

(Tn)n>1 se llama normalizada si para todo n € N se tiene que ||x,|| < 1.

icié . ucesion basi ue). Sea (z,)neny una base para un espacio de Banac
Definicién 3.3 (Sucesion basica bloque). S c b de B h
X. Se supone que (pp)nen €S una sucesion estrictamente creciente de nmimeros enteros con
Po = 0 y que (an)nen son escalares. Entonces, una sucesion de vectores no nulos (fin)nen €n

X de la forma

64



Pn

Hn = Z a;T;

J:pn—1+1

se llama una sucesion bdsica bloque de (x,,)nen.

Si se tiene una sucesién bésica (z,),en se puede especificar cada x € gen{z,, : n € N}, pero

en general no es cierto que cada sucesién de escalares define un elemento de gen{z,, : n € N},
Asi, X esta coordinado por un cierto espacio de sucesiones y se debe tener la capacidad de
reconocer la presencia de estas sucesiones béasicas en diferentes circunstancias y asi saber si

esta sucesion bésica es unica salvo isomorfismos. Esto iltimo motiva la siguiente definicion.

Definicién 3.4 (Sucesion equivalente). Sean X y Y dos espacios de Banach y (T,)nen €
(Yn)nen sucesiones basicas de X y Y respectivamente, se dice que (T,)nen €S equivalente a

(yn)neN sy solamente si cada vez que se considera una sucesion de escalares (au,)nen Se tiene

que E a;z; converge si iy solo si E Q;y; converge.
i=1 =1

El préximo teorema da una condiciéon necesaria y suficiente para decidir si dos sucesiones

basicas son equivalentes.

Teorema 3.1. Sean (z,)nen Y (Yn)nen Sucesiones bdsicas en un espacio de Banach. Entonces,
(Zn)nen Y (Yn)nen son equivalentes si y solo si existe un isomorfismo T : [Zy]nen = [Un|nen

tal que Tz, =y, para todo n € N.

Demostracion. Sean X = [x,]nen ¥ Y = [Un|nen. Se define T : X — Y como T(Z ;) =

i=1
]

Z a,;y;. Entonces T es una transformacion lineal inyectiva y sobreyectiva. Veamos que T es

(Z;llqtinua. Para ello se utiliza el teorema del grafico cerrado. Se supone que (4;)jen €s una

sucesion en X tal que p; — pen Xy T'puj — v en Y. Se considera que (2))nen ¥V (U )nen

son los funcionales biortogonales asociados a (Z,)nen ¥ (Yn)nen, respectivamente. Entonces
o

= Z:z:;(,uj):cn N ZQIZ(,LL)% Como p; — p entonces por la continuidad de z, se

n=1 n=1
tiene que z (u;) — x; (1) para todo n € N. Por la definicién de T se sigue que
)= ZIZ(Mj>xm
n=1
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y por lo tanto

yp(T'py) = Z x; ,u]

Ademads, x,(u;) — (1) cuando j — oo y p € N. Por lo tanto, de la unicidad del limite se

5pn

tiene que

y,(v) =z, (1) para todo p € N.

Asi, T(p Z x, Z yr(p
Por el teorema del grafico Cerrado se sigue que 1" es continua y como X e Y son espacios de

Banach y T es sobreyectiva, entonces 77! es un isomorfismo.

]

Corolario 3.1. Sean (z,)nen ¥ (Yn)nen dos sucesiones bdsicas para los espacios de Banach
X y Y, respectivamente. Entonces, (T, )nen €s equivalente a (Yn)nen Sty solo si existe una

constante C' > 0 tales que para toda sucesion de escalares (a,)n>1 Se tiene que:

x [o@)
Y Z a;z;|| < C Z a;Y;
n=1 n=1

Corolario 3.2. Sean (x,)n>1 Y (Yn)n>1 dos sucesiones bdasicas para los espacios de Banach X
y Y respectivamente. Entonces, (x,)n>1 €s equivalente a (yn)n>1 Sy solo si existen constantes

C, M > 0 tales que para toda sucesion de escalares (a,)n>1 Se tiene que

o0
E ;Y
n=1

Nota 3.1. Como un ejemplo particular, una sucesion (x,)nen €s equivalente a la base cano-

iYi <C

nica de {1 st y solo si

[eS) )
n=1 n=1

También, una sucesion (x,)nen €s equivalente a la base candonica de ¢y si y solo si existen

SCZ’CM\ con My C >0.

constantes K y C > 0 tales que

Ksup |a;| <
i>1

E ;T

n=1

< C'sup|ayl
i>1

En el caso particular de co o {,, con 1 < p < 00, se tiene el siguiente teorema.
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Teorema 3.2. Si E escy 04y, con1l < p <00,y (€n)nen €s la base candnica de E, entonces

cualquier sucesion bdsica bloque normalizada (11;)jen (||15]| = 1 para todo j € N) sobre las ba-

ses (en)nen €8 una sucesion basica equivalente a (e,)nen y gen{p, : n € N} es isométrico a E.

qj+1
Demostracion. Se desarrolla la prueba para E/ = £, y el caso ¢ es similar. Si p; = Z An€n,
n=q;+1
entonces para todo j € N se tiene que,

S

qj+1

L=lllly={ > PP

n=q;+1

Por lo tanto, para cada sucesién finita (a,),en de escalares se tiene que

qj+1 p
Doaim|| = | Do lagl" | D Il
J p J<1 n=gq;

= (;ajp);.

Esto demuestra que la sucesion () en es equivalente a la base canonica de ¢, (con constante

C=1) y que la aplicacién

T:gen{p;:j e N} - FE

[e.9]

o
§ iy = ) a;
=1 =1

es lineal, y biyectiva con ||T'z|| = ||z||, para todo = € gen{y; : j € N}, esto es, T' es una
isometria.

[]

Corolario 3.3. Si Eescy 0, con1 <p <00y (en)nen €s la base canonica de E, enton-

ces cualquier sucesion bdsica bloque seminormalizada (pi;)jen sobre las bases (en)nen €5 una

sucesion basica equivalente a (€,)nen Y gen{u, : n € N} es isomorfo a E.

Demostracion. Se sigue del teorema anterior que si C' < ||p;|| < M para todo j € N, entonces

0 p 0
CY P < <MY o,
n=1 j=1

[e.9]

> ajuy

j=1
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Asi, (1) en es equivalente a la base canonica de £, y la aplicacién

T:gen{u;:je N} - E

o o0
D aiti = )
j=1 j=1
es un isomorfismo ya que satisface C||Tz||, < ||z||, < M||Tx|],. O

Definicién 3.5. Sea X un espacio de Banach y 1 < p < oco. Se define el espacio (,(X) =
(X®X@...), llamado la suma directa infinita de X en el sentido ¢,. Esto es, {,(X) consiste
de todas las sucesiones v = (x(n)),>1 con vdlores en X tales que (||z(n)||);>, pertenece a C,

con la norma

=[] = 11 (=) [nen |l

2. Se define el espacio co(X) como la suma directa infinita de X en el sentido Cy, esto es,
(X)) =(XBXB...)

FEs decir, co(X) consiste de todas las sucesiones x = (x(n)),>1 con vdlores en X tales que
lim ||z(n)|| = 0 bajo la norma
n—oo

=[] = sup [|z(n)]].

1<n<oo
Nota 3.2. En particular co(l1) = (b1 & €1 @ ...)¢,, que es co(ly) = {x = (x(n))pen €
lq; lim [|z(n)|| = 0;2(n) € 1 para todon € N y ||z|| = sup l|z(n)]|}

También, (1(X) = (X & X @ ...)y, es la suma directa en el sentido (1 y consiste de las suce-

siones T = ((n))nen con valores en X tales que la sucesion (||x(n)||)nen € €1 con la norma
||z]] = Z [|z(n)]]

Nota 3.3. Observe que si (T)nen €s una sucesion en co(f1) entonces cualquier subsucesion
tambien pertenece a co({1), ya que el limite de una subsucesion es igual al limite de la sucesion

original.

Teorema 3.3. Si ¢y(f1) es isomorfo a un subespacio de (1(N', X) entonces existe un m € N

tal que co(l1) es isomorfo a un subespacio de X™.
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Demostracion. Se supone que existe T : ¢o(¢1) — ¢1(X) un isomorfismo sobre su imagén.
Entonces, existe un M > 0 tal que %Hx“ < ||Tz|| < M]||z|| para todo x € c¢y(¢;). Para
cada m € N, se considera Q,, : ¢1(X) — £1(X) definida como Q,,((Zn)nen) = (Yn)nen, donde
Yn = x, para todon < my y, =0y para n > m.

Se supone por absurdo que para todo natural n € N, ¢y(¢;) no es isomorfo a un subespacio de
X™. Se define para cadam € N las proyecciones P, : ¢o(¢1) — ¢o(¢1) por P, ((z:)ien) = (¥i)ien
donde y,, = z, para cadan < my y, = 0 y para cada n > m. Ahora, de la definicién de
Qm se sigue que @, (¢1(X)) es isomorfo a X™ para cada m € N. Ademads, como (z,)nen €8
una sucesién en ¢o(¢;) entonces la subsucesién (I — P,,)(x) = (2;)j>m+1 tambien pertenece a

co(f1), la cual no es isomorfo a un subespacio de X™ para cada m € N. Se sigue que

Qm o T |(1-P)(co(tr))

no es un isomorfismo sobre su imagen para todo m € N y todo £ € N. Por lo tanto, para
k={1}ye= min{ﬁ, %} existe un y; € (I —py,)(co(41)) con ||y1|| tal que ||Qm (T (v1))]] < €.
Ademas, Py, es una proyeccién, entonces Py, (y1) = Py, (I — Pk, )(y1) = 0. Luego, li)rgo P;i(yh) =
Jlgglo(P] — Py,)(y1) = y1 y por lo tanto, existe un ko > k; tal que :

1

[(Pry — Pry)(y1) — 1| < T

1
Se define z; = (Py, — P, )(y1). Entonces ||z1 —11]] < 7 ademds z; satisface las desigualdades:

1 3

I > — =y =1—==".
)zl = [lwall = [lz1 = vl 171

() |z < 1.

(1) [|Qm(Tz)|| <e.

[ ||Z ||>—|| ||>—3 Por lo tant

uego Z z . Por lo tanto
8Os W= =y ’

1 2 1

3

Como @), es una proyeccion, entonces lim Q,,(Tz;) = T'z;. Por lo tanto, existe un ms € N
m—0o0

tal que mgy > my y

1

1
721 = Qua(Tl] < min {1 1 5 .
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1
2M°
De la desigualdad triangular inversa se concluye que

donde r = ||Tz — Qum, (T21)|| —

Qs (T21) = Qi (T21)[| > || @y (T21) = T21|| = [[Qmy (T21) = Tz ]

|Qm, (T21) = Tz|| =7 = oYL

por lo tanto, se escoge un mo > my tal que
, 1 1
| T21 = Qmy (T21)|| < min o2
1
3 8M’ 23
un z; tal que 25 = (Pyy — Pr,)(y2) ¥y 1< [|22]] <1y un mg > msy tales que

De la misma forma, tomando ¢ = min{ } ko, ma se concluye que existe un ks > ko y

1 1
Tzy — T me—,—7.
722 - Qa(T=)] <min{ 75}

Mediante inducciion matematica se concluye que existen sucesiones crecientes de enteros

(kj)jen, (mj)jen ¥ una sucesion (z;);en en Co(4y) tales que:

3
(1) zj = (Prjyy — Pry)(W5); 1< 2] < 1.

(2) 1|Qmy (T25)]] < 21
3) 11(Qmyss — Q) (T2))]| > ﬁ

1

(4) 172 = Qs (T5)l] < 557

Se considera para cada j € N las sucesiones w; = (Qum,,, — Qm,)(T'2) v p; = Tz — wj.
Entonces (w;)jen es una sucesién basica bloque de ¢; y de 2 y 3 se concluye que (w;);en es
seminormalizada. Entonces por el corolario 3.3 se tiene que (w;) ey €s equivalente a la base

de vectores unitarios de /1. Esto es, existe un A > 0 tal que

1 0 0o 00
=1 i=1 i=1

Ademés, z; = (Pr,,, — Px,)(y;) es una sucesion bésica bloque y seminormalizada de vectores

de ¢y. Por el corolario 3.3, la sucesion (z;);en es equivalente a la base de los vectores unitarios

70



de ¢o. Ahora de los items 2 y 4 anteriores implican que

]| = (T2 = wj]
< T2 = Qo (T2)|] + Q) (T
1 1 3 4 1

Som Ty T S g

1
Asi, u; converge a cero cuando j — oo. Por lo tanto, se puede escoger un \; < X tal que
|41 < A para cada j € N. De ello se tiene que para cada n € N,

n

ﬁ i |a;| > ZGZ‘T%‘
i—1 i—1

> i a;w; Z ai(Tz — w;)
i—1 i—1

> %Z jail =AY lail
i—1 1

n -
> 62 |a’i|7
i=1

n

1
donde 6 = N A1 > 0. Luego, existen 0 > 0 y M > 0 tales que

Z CLZ'TZZ‘

1=

n
6l <
i=1

Es decir, (T'z;);en es una sucesion equivalente a la base de los vectores de ¢; y como T es un

n
1

1 n
< i ZZI la;| para todon € N.

isomofismo entonces (z;) en es equivalente a la base de vectores unitarios de ¢;. Como (2;)jen
es equivalente a la base de vectores de cg, esto es ¢q es isomorfo a un subespacio de ¢; lo cual
contradice el teorema 1.8. Se concluye que existe algin un m € N tal que ¢y(¢;) es isomorfo

a un subespacio de X™. O
Se finaliza con el teorema principal de este trabajo:

Teorema 3.4. Sean A\ €, pu,n ordinales enumerables. Entonces, no existe un isomorfismo

entre el espacio de operadores compactos IC(RA,RE) y el espacio de operadores nucleares

N(R*,R").
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Demostracion. Se supone que existe un isomorfismo entre (R, R) y N (R, R"). Por teo-
rema 1.7 se tiene que (R*)* es isomorfo a /1, y ¢; tiene la propiedad de aproximacién. Por lo

tanto, R* tiene la propiedad de aproximacién. Asi por el teorema 2.5 se tiene que:

K(RY RY) = (RM)* ®, R
>~ (,®R
= ((R)

y por el teorema 2.16,

N(R*,R") = (R*)*®,R"
~ (R, R”

=~ ¢, (R").

Como ¢ es isomorfo a un subespacio de R entonces ¢1®.cy es isomorfo a un subespacio de

(1®.RE, el cual es a su vez isomorfo a (R€). No obstante,
£1®600 = Co®e€1 = C0<€1)-

Por lo tanto, ¢y(¢;) es isomorfo a un subespacio de £;(N,R¢). Por el teorema 3.3 se concluye
que existe un n € N tal que ¢o(¢;) es isomorfo a un subespacio de R*". Ahora, ¢; es isomorfo
a un subespacio de ,®.co y por tanto ¢, es isomorfo a un subespacio de co(4y). Como co(4y)
es isomorfo a un subespacio de R" entonces ¢ es isomorfo a un subespacio de R“", lo cual
contradice el teorema 1.9.

Por lo tanto no existe un isomorfismo entre IC(R* R) y N(R* ,R"), tal como se deseaba

demostrar. n
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