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RESUMEN

TiTULO: RECONSTRUCCION DE COLORACIONES A PARTIR DE SUS CONJUNTOS HOMOGE-
NEOS

AUTOR: DIEGO FERNANDO GAMBOA HIGUERA ~

PALABRAS CLAVE: COLORACION, COLORACION RECONSTRUIBLE, PAR CRITICO, CICLO CRi-
TICO, RECONSTRUCCION MINIMA DE UNA COLORACION, COLORACION FUERTEMENTE RE-
CONSTRUIBLE, CONJUNTO QUE INDUCE UNA RECONSTRUCCION.

DESCRIPCION:

Sea ¢ una coloracion en dos colores de los pares de elementos de un conjunto X numerable. Esto
es, una particion de X[l en dos conjuntos. En ', fue definido el problema de reconstruccién de
coloraciones a partir de sus conjuntos homogéneos. Este trabajo contiene una continuacién de la

investigiacion en dicho articulo y hemos logrado responder algunas de las preguntas formuladas alli.

En primer lugar, definimos el concepto de coloraciones fuertemente reconstruibles y mostramos que
es una instancia mas especializada del concepto de coloraciones reconstruibles. En segundo lugar,
pero de mayor importancia es el trabajo que se presenta en el Capitulo 3 de esta tesis. Alli, estudia-

mos la funcién r, definida en ' de la siguiente manera,

r(¢) ={|4] : A#0, Ainduce una reconstruccion de ¢},

la cual toma valores en los nimeros naturales, o puede ser infinita. Demostramos que si X es infinito,
los Unicos valores posibles para () son 1,4 0 X,. La demostracion de esta afirmacion es el principal
resultado que se obtuvo en esta investigacién, ver Teorema (3.15). Primero fueron establecidos varios

resultados auxiliares dentro de los cuales se destaca el Teorema (3.13) que dice que dada una

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Carlos Enrique Uzcategui Aylwin, Doc-
torado en Matematicas.

Claribet Pina y Carlos Uzcategui. “Reconstruction of a Coloring from its Homogeneous Sets”. En:
Graphs and Combinatorics 39 (2022).



coloracion ¢ : X[l — 2 sobre un conjunto infinito X, si A (que induce una reconstruccion de )

contiene tres aristas que forman un triangulo (a, b,b, ¢,a,c € A) entonces |A| = Ny.

Bajo las condiciones requeridas para el teorema principal, las coloraciones que satisfacen r(p) =10
r(¢) = 4 corresponden exactamente con coloraciones que poseen ciertas subestructuras conocidas

como pares criticos y ciclos criticos, respectivamente.

Por otra parte, en el Capitulo 4, examinamos la estructura interna de colecciones de coloraciones
que comparten la lista de conjuntos homogéneos. Estos son unos primeros pasos para establecer

un nuevo enfoque con el cual estudiar el problema de reconstruccién de coloraciones.
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ABSTRACT

TITLE: RECONSTRUCTION OF COLORINGS FROM THEIR HOMOGENOUS SETS
AUTHOR: DIEGO FERNANDO GAMBOA HIGUERA ~

KEYWORDS: COLORING, RECONSTRUCTIBLE COLORING, CRITICAL PAIR, CRITICAL CYCLE,
MINIMUM RECONSTRUCTION OF A COLORING, STRONGLY RECONSTRUCTIBLE COLORING,
SET THAT INDUCES A RECONSTRUCTION.

DESCRIPTION:

Let ¢ be a coloring in two colors of the pairs of elements of the countable set X. That is, a partition
of X[l in two sets. In ', the authors defined the problem of reconstruction of colorings from their
homogenous subsets. This thesis contains a continuation of the content of said article and we have
managed to answer some of the questiones that were formulated there.

First, we define the concept of strongly reconstructible colorings and show that it is more specialized
that the concept of reconstructible colorings. Secondly, but more important is the work presented in

Chapter 3 of this thesis. There, we study the function r, defined in ! by,

r(p) ={|A| : A#0, Ainduces a reconstruction of ¢},

which takes values in the natural numbers, or might be infinite. We show that if X is infinite, the
only possible values for r(y) are 1,4 or R,. The proof of this statement is tha main result that this
investigation yielded, see Theorem (3.15). We first establish varioues auxiliar results among which
we single out Theorem (3.13) which states that given a coloring ¢ : X2/ — 2 on an infinite set X,
if A (induces a reconstruction of ¢) contains three edges forming a triangle (a,b,b,c,a,c € A) then
|A| = No.

Under the conditions of the main theorem, the colorings that satisfy either r(¢) = 1 or r(p) = 4
correspond with colorings that contain certains fixed substructures called critical pairs and critical

cycles, respectively.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Carlos Enrique Uzcategui Aylwin, Doc-
torado en Matematicas.
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On the other hand, in Chapter 4, we examine the internal structure of collections of colorings which
share the same homogenous sets. These are just some first steps in establishing a new approach

from which to study the problem of reconstruction of colorings.
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INTRODUCCION

Los problemas acerca de objetos (nUmeros, puntos en el espacio, vértices de un gra-
fo, entre muchas otras) coloreados en un numero finito de colores han estado en el
folclor matematico por mucho tiempo. Muchos problemas combinatorios se plantean
en términos de objetos matematicos los cuales se les da un color. Los problemas
gue hablan de subconjuntos monocromaticos, es decir, tales que todos sus elemen-
tos tienen el mismo color, son de particular interés. Las preguntas del tipo: Sea X
una coleccion de objetos a los que se les asigna un color de r posibles ¢ Existen
subconjuntos de X monocromaticos que cumplan una propiedad P?, son aplicables
a un gran diversidad de situaciones debido a la gran generalidad del contexto en el
que se realiza la pregunta.

En la Teoria de Ramsey, que es el area de las matematicas que trata problemas
del tipo mencionado, es comun considerar unos mapas llamados coloraciones que
denotaremos ¢, 1, ... que asignan a cada elemento en su dominio un unico color
de una cantidad finita » de colores posibles. Mas precisamente, sea X un conjunto
entonces ¢ : X — {0,1,...,r — 1} es una r-coloracion de X. Los conjuntos mo-
nocromaticos son a veces conocidos, en la teoria de conjuntos, como conjuntos
homogéneos. La coleccion de los subconjuntos de X que son homogéneos para
¢ es denotada por hom(yp). Las colecciones de homogéneos han sido estudiadas
desde el punto de vista de la teoria de conjuntos descriptiva, especificamente en el
estudio de ideales F,. '

El problema que nos ocupa en el presente trabajo, es la Reconstruccion de una

coloracion a partir de sus conjuntos homogéneo salvo complemento. Este problema

1 Jan Grebik y Carlos Uzcategui. “Bases and Borel selectors for tall families”. En: The Journal of

Symbolic Logic 84.1 (2019), 359-375. DOI: 10.1017/js1.2018.66.
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consiste en lo siguiente: a partir de una coleccién de conjuntos homogéneos (de
alguna coloracién) L C P(X), encontrar una coloracion ¢ tal que L = hom(yp).
En particular, trabajaremos el caso en 2-coloraciones sobre conjuntos de parejas.
Llamamos a ¢ una coloracion reconstruible si las Unicas coloraciones v tales que
hom(y) = hom(¢)) son ¥ =p 0 =1— .

Usando métodos elementales de combinatoria, buscamos una caracterizacion del
concepto de reconstructibilidad de una coloracién. En el Capitulo 3, nos acercamos
considerablemente a este objetivo.

Al considerar coloraciones ¢ : X2 — 2 surge una relacion con un problema clasico
de la teoria de grafos el cual no ha sido resuelto. Este es conocido como la Conjetura
de Reconstruccion de Grafos, y fue propuesto por el estadounidense Paul Kelly en
1941, y de manera independiente por el polaco Stanislaw Ulam. En el Anexo 2 se da
una corta explicacion sobre este problema abierto. Para un recuento detallas de los
resultados y avances parciales en la reconstruccion de grafos, ver 2. Ademas, en el
Anexo 1 se incluye una corta introduccion al Teorema de Ramsey (ver Teorema (6.6)
para una demostracion del caso infinito). Para un recuento histérico del desarrollo
de la Teoria de Ramsey a lo largo del Siglo XX, ver 2.

En el Capitulo 2 enunciamos el problema de reconstruccién de coloraciones a partir
de sus conjuntos homogéneos, y damos un resumen de los resultados, mas rele-
vantes para nosotros, de '. Alli también se incluyen algunas ideas y argumentos
nuevos como el concepto de ciclo critico y el concepto de coloracion fuertemente

reconstruible, asi como el Lema (2.12) y el Teorema (2.18).

2 J. A. Bondy. “A graph reconstructor's manual”. En: Surveys in combinatorics, 1991 (Guildford,

1991). Vol. 166. London Math. Soc. Lecture Note Ser. Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1991,
pags. 221-252.
3 A. Soifer. Ramsey Theory: Yesterday, Today, and Tomorrow. Progress in Mathematics. Birkh&user
Boston, 2010.
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La mayor parte del trabajo original en esta investigacion ha sido incluido en el Ca-
pitulo 3. Alli se presentan resultados parciales muy importantes en la busqueda de
una caracterizacion de las coloraciones que no son reconstruibles. En particular,
demostramos que bajo ciertas hipotesis, las coloraciones que no son reconstruibles
deben, inevitablemente, contener ciertas configuraciones (de aristas y colores) fini-
tas. El Teorema (3.15) es el resultado mas importante, pero también son importantes
para la demostracion de este ultimo los Teoremas (3.13) y (3.14).

Finalmente, en el Capitulo 4 damos los primeros pasos en una nueva linea de in-
vestigacion del Problema de Reconstruccién, al enfocarnos en la clase de recons-
trucciones de una coloracién ¢, es decir, la clase que contiene a las coloraciones ¢
tales que hom(y) = hom(¢)). Damos unos resultados sobre la cardinalidad de estas
clases (ver Proposicion (4.10)), y planteamos a futuro el objetivo de caracterizar la

topologia de las mismas.
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1. OBJETIVOS

Objetivo general
= Estudiar el problema de reconstruccion de coloraciones a partir de sus conjun-
tos homogéneos en el caso especial de dimensién 2, usando dos colores.
Objetivos especificos

= Encontrar un ejemplo de una coloracién que sea reconstruible pero ninguno

de sus segmentos iniciales sea reconstruible;
= Buscar una caracterizacion del concepto de coloracidon reconstruible;

» Determinar qué valores puede tomar el tamano de un conjunto que induce una

reconstruccion de alguna coloracion.

16



2. RECONSTRUCCION DE COLORACIONES SALVO COMPLEMENTOS

Este capitulo consiste de una introduccién al problema de reconstruccién para 2-
coloraciones sobre parejas de un conjunto numerable X. En este caso, una colora-
cién ¢ : X2 — 2 corresponde con ungrafo G = G(V, E)talque V = X y E = o~ 1(1).
Usaremos este hecho para representar a las coloraciones como grafos completos
cuyas aristas han sido pintadas en los colores rojo y negro. No hemos estudiado
los casos de r-coloraciones de k-combinaciones de X con k,r > 3. Ya que no hay
peligro de confusion diremos que ¢ : X2 — 2 con X numerable es una coloracion
sobre X.

La Definicion (2.2) establece toda la terminologia necesaria para hablar sobre el
problema de reconstruccién. Luego, en la Seccion 2.1, damos varios criterios que
nos permiten concluir si una coloracién es reconstruible, y otros que nos permiten
concluir si una coloraciéon es no reconstruible. Cabe destacar el Teorema (2.7) y
su Corolario (2.8), los cuales dan lugar al concepto de coloracion fuertemente re-
construible, ver Definicién (2.16). En cuanto a los criterios para concluir que una
coloracion es no reconstruible, son de gran importancia las Definiciones (2.10) y
(2.14) que definen los conceptos de parejas y ciclos criticos, respectivamente. Las
parejas criticas son definidas en ', donde ya se habia establecido que juegan un
papel importante en las coloraciones no reconstruibles. Los ciclos criticos se han
definido por primera vez en este trabajo para aclarar una pregunta de ' que llevé
finalmente a desarrollar el argumento presentado en el Capitulo 3.

La Seccion 2.2 esta dedicada a demostrar la existencia de coloraciones reconstrui-
bles que no satisfacen la hipo6tesis del Teorema (2.7). En las Ecuaciones (3),(4) y
(5) se define una coloracion sobre N que es reconstruible pero no fuertemente re-
construible. Este es el contenido del Teorema (2.18), resultado que responde una

pregunta planteada en .

17



La Seccion 2.3 trata acerca del enfoque descriptivo para el problema de recons-
truccién. Aqui se encuentran los resultados mas importantes de '. En particular se
demuestra que el mapa ¢ — hom(y) es boreliano y que existe un selector boreliano

para la relacion de equivalencia E definida por:

(,9) <= hom(p) = hom(¢).

Comenzamos el contenido de este capitulo con un ejemplo de dos coloraciones
para tener en mente a lo largo de este trabajo. Casi todos los ejemplos posterio-
res corresponden a variaciones, extensiones o restricciones de estos dos ejemplos

basicos.

Ejemplo 2.1. I) Sea X un conjunto numerable. El ejemplo mas sencillo posible
de una coloracion es la constante, por ejemplo p{x,y} = 0 para todo {z,y} €
X0

0 1

Figura 1. Una coloracion constante sobre {0, 1,2, 3}.

La coleccion de homogéneos de esta coloracion consta de todos los subcon-
juntos de X, hom(y) = P(X).

1) Sea X un conjunto numerable y sea {X;} una particién de X . Defina ¢ : X2 —
2 de la siguiente manera. Tome cualesquiera dos elementos de X, z y y, y

observe que existen i, j tales que x € X,;,y € X, entonces

1 sii=j,
olz,y} =
0 sii#j.

18



A este tipo de particiones las llamamos inducidas por la particion {X;}. Se
tiene
hom(p) = | JP(X;) U{H € P(X) : Vi|HNX;| < 1},

Es decir que los homogéneos de la coloracion ¢ son todos los subconjuntos
contenidos en alguna de las partes, junto con conjuntos que contienen a lo

mas un elemento de cada parte.

4 5)
2 3
0 1

Figura 2. Coloracién inducida por una particion en dos conjuntos de X.

Arriba se muestra la coloracion sobre 6 inducida por la particion entre pares e im-
pares. En la imagen se han omitido las aristas {0,4} y {1,5} por simplicidad. Los
homogéneos de al menos tres elementos para esta coloracion son {0,2, 4}, {1,3,5}.
Es decir, hom(y) = NI=2 U {{0,2,4}, {1,3,5}}.

Ahora vamos a precisar el problema de reconstruccion de coloraciones a partir de
homogéneos. La Definicidn (2.2) establece toda la terminologia importante para ha-

blar de coloraciones reconstruibles y coloraciones no reconstruibles.
Definicién 2.2. Sea ¢ una coloraciéon sobre X. Considere A C X[ no vacio, y

@ : X — 2 definida por

o{x, y} si {z,y} € A

1—@{%,?;} si {x7y}¢A

{z,y} =

19



Llamaremos a A el conjunto de cambios entre ¢ y ¢ 4.

Nos interesa particularmente el caso en que hom(¢4) = hom(y). Cuando esto suce-
da diremos que ¢4 es una reconstruccion de ¢, 0 que A induce una reconstruccién
de p, a saber ¢ 4.

Es evidente que A = ) 0 A = X? inducen reconstrucciones de . Si las Gnicas
reconstrucciones de ¢ son sus reconstrucciones triviales decimos que ¢ es recons-
truible a partir de sus homogéneos salvo complemento, o de manera mas breve, ¢
es reconstruible. Denotamos por R a la coleccion de las coloraciones reconstruibles.
Si ¢ ¢ R, decimos que ¢ no es reconstruible. Cuando consideramos las recons-
trucciones de una coloracién ¢ que no es reconstruible, a menudo descartamos los
casos A =0y A= X3 Sip+# A c XPinduce una reconstruccion de ¢, decimos

que p4 reconstruccion no trivial.

Ejemplo 2.3. 1) El Ejemplo (2.1) i) de una coloracion constante es claramente

reconstruible, solo su complemento tiene la misma lista de homogéneos P(X).

I1) Sea ¢ una coloracion sobre X inducida por una cierta particion { Xy, X1} de X

es no reconstruible.

4 5 4 5

2 3 2 3

0 1 0 1
v ®a

Figura 3. Coloracién no reconstruible.

La coloracion inducida por la particion entre pares e impares de 6 es no re-
construible. A = {{0,1}}, hom(p4) = hom(y). p4 €S una reconstruccion no

trivial de . p es no reconstruible.

20



2.1. CRITERIOS DE RECONSTRUCTIBILIDAD
PARA UNA COLORACION

En esta seccion presentaremos algunos resultados de la forma: Si ¢ es una colora-
cién sobre X con la propiedad P entonces ¢ € R (¢ ¢ R, respectivamente).

No conocemos una caracterizacion de las coloraciones reconstruibles sobre un con-
junto numerable.

Tenemos dos resultados basicos que formulan criterios para concluir que una co-
loracion es reconstruible. El primero es el Corolario 2.8 dice que una coloracién ¢
(sobre N) es reconstruible si tiene infinitos segmentos iniciales, ¢ | n?, reconstrui-
bles. El segundo resultado es la Proposicién 2.9, la cual da un criterio para concluir
que una coloracién ¢ es reconstruible que, curiosamente, sélo depende de cémo se
ve ¢ en las aristas que son incidentes con un cierto par de puntos a,b € X.

En la seccidén 2.2 demostraremos que el reciproco del Corolario (2.8) es falso. En
el Ejemplo (2.17) se define la coloracién de la que se deduce el contraejemplo, ver
Teorema (2.18).

Las Proposiciones (2.11) y (2.15) conciernen a criterios para concluir que una colo-
racién ¢ no es reconstruible. En esta parte de la seccidén se definen los conceptos
de pareja critica y ciclo critico, los cuales dependen Unicamente de como se ve ¢ en
las aristas que son incidente con dos puntos a,b € X o cuatro puntos a,b,c,d € X,
respectivamente. Estos dos conceptos resultan ser esenciales para el argumento
que se construye el Capitulo 3 que demuestra el Teorema (3.15).

Antes de entrar en materia, enunciamos la siguiente observacion sencilla pero im-
portante. Toda la informacion en la coleccion de homogéneos de una coloracién se

encuentra en el conjunto de los homogéneos de tamario 3 de la misma.

Proposicidon 2.4. Sean ¢ y v dos coloraciones sobre un conjunto X. Entonces
hom(y) = hom(z)) si, y s6l0 si, hom(p) N NB = hom(y) N NE.

21



Demostracion. Si hom(y) N NE! = () entonces claramente hom(p) = NI = hom (),
asi que hom(p) # 0.

Debemos ver que dado H € NIZ% se tiene que
H € hom(p) <= H € hom()).
Suponga que H € hom(y). Sea {z,y}, {z,w} € H?, entonces
{z,y,2},{y, z,w} € hom(¢) N NB = hom(¢y)) N NB.

De manera que y{z,y} = ¥{y, 2z} = {2z, w}. Por arbitrariedad de {z,y}, {z,w} con-
cluimos que 1 es constante sobre H. De la misma forma, si H € hom(v) entonces

H € hom(y), y hemos terminado. O

Lo anterior indica que si queremos comparar las colecciones de homogéneos de
dos coloraciones, s6lo debemos verificar que coincidan sobre tripletas de elementos
de X. Si X es infinito esto significa que se debe verificar una condicién sobre un

conjunto numerable, X!, en lugar de un conjunto no numerable, P(X).

2.1.1. Coloraciones Reconstruibles  Primero daremos un par de resultados ba-

sicos que se usaran frecuentemente en el resto de este trabajo.

Proposicién 2.5. Sea ¢ una coloracion sobre X y A C X un conjunto no vacio
que induce una reconstruccion de p. SiY C X es tal que ¢ | Y es reconstruible
entoncesYPl C Ao AnYlPE =9,

Demostracion. Suponga que A es un conjunto no vacio tal que induce una recons-
truccion de ¢ y ademas, suponga que ¢ | Y2 € R paraalginY C X.
Dado que hom(y) = hom(ya),

hom (¢ [Y[Q]) = {H € hom(p) : HC Y} =hom (¢4 | Y[Z]) :

22



Es decir que ¢4 | YP es una reconstruccién de ¢ | Y2, De hecho, note que
(90 rY[Q])Am/m = a [ YL

Si AnY +£ (), entonces la definicion 2.2, de coloracion reconstruible, implica que
oA Y = (o 1Y),y =1—¢ | Y, Esdecirque ANYR = YE, O

Sea ¢ una coloracion sobre X, y sea A una conjunto que induce una reconstruccién
de ¢. El lema que se enuncia a continuacion, considera las tres distintas situaciones
que se pueden dar en un conjunto {a,b,z} donde {a,b} € A. A saber estas son:
{a,b,z} es homogeéneo, {a,z} y {b,x} tienen diferente color, {a,z} y {b,z} tienen

ambas diferente color de {a, b}.

Lema 2.6. Sea ¢ una coloracién sobre X y A C X3 un conjunto no vacio que

induce una reconstruccion. Considere {a,b} € A y seac € X \ {a,b}, entonces

1.
o{a,c} = o{b,c} =1 —p{a,b} = {a,c} € AV {b,c} € A.
2.
{a,b,c} € hom(p) = {a,c} € AN{b,c} € A.
3.

{a,c} € ANp{a,b} = pla,c} =1—p{b,c} = {b,c} € A

Demostracion. 1. Suponga {a,c} ¢ A. Tenemos que

@A{a’ C} = QO{CL, C}, @A{a’ b} =1- ‘20{@’ b}
Ademas, {a,b,c} ¢ hom(pa) por lo que se concluye que pa{b,c} =1 —p =
{a,c} =1 — p{b,c}, es decir, que {b,c} € A.

2. La restriccion ¢ | {a,b, c}!? es constante, y por tanto reconstruible. Por la Pro-

posicidn (2.5) se tiene que {a,b, c}!? C A.
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3. Suponga que {b,c} ¢ A, entonces {a,b,c} € hom(p,) contradiciendo que ¢4
es una reconstruccion de .
0

El siguiente criterio permite concluir que una coloracion es reconstruible, a partir
de una condicién sobre sus restricciones finitas. De hecho, afirma que si cualquier
restriccidén sobre 4 puntos de una coloracién ¢ se puede extender en otra coloracion

finita reconstruible y compatible con ¢, entonces ¢ debe ser también reconstruible.

Teorema 2.7 ('). Sea o una coloracion sobre X . Si para todo F € X!=4 existeY D F

finito tal que v | Y2 € R, entonces ¢ € R.

Demostracion. Suponga que ¢ satisface la condicion del enunciado. Sea A € X
un conjunto no vacio de aristas que induce una reconstruccion de ¢. Veamos que
A= X0,

Sean {a,b} € Ay {z,y} € X2 aristas distintas. Entonces {a,b,z,y} € X=%, y por
hipotesis existe Y D {a,b,z,y} tal que ¢ | Y% es reconstruible. Por la Proposicién
(2.5) se debe tener que Y2l C A, y en particular, que {z,y} € A. Por la arbitrariedad

de la arista {x,y} hemos demostrado que A = X? y asi, que ¢ € R. O
El Teorema (2.7) tiene el siguiente corolario.

Corolario 2.8 (). Sea ¢ una coloracién sobre N. Si existen infinitos n tales que

¢ | nl?l es reconstruible, entonces o es reconstruible.

Demostracién. Sea F € NI=Y. Existe m € N tal que m = max F y por hipotesis
existe n > m tal que ¢ | nl? € R. Puesto que FF C ny ¢ | nl!l € R, podemos usar el

Teorema (2.7) para concluir que ¢ € R. O

Es natural preguntarse si existen coloraciones reconstruibles que no satisfagan la
hipotesis del Corolario (2.8). La respuesta es que, de hecho, existen tales coloracio-

nes y se construira un ejemplo en la Seccién 2.2.
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Damos otro criterio de reconstructibilidad, el cual tan sélo depende de aristas que

inciden con dos puntos dados.

Proposicion 2.9 (). Sea ¢ una coloracion sobre X numerable. Si existen a,b tales

que
o{ab} = p{a,x} = p{b,} para todo x ¢ {a, b},

entonces ¢ es reconstruible.

Demostracion. Sea A C X2 no vacio que induce una reconstruccion. Veamos que
A= XPB,
Entonces, aplicando el Lema (2.6), de manera sucesiva:

J{z,y} € AW {a,z2} € AV {a,y} € A

—= {a,b} € A

(2,6),2

(2,6),2 v Y € X \ {a’ b}7 {a’x}{a’y}7 {ba ZL‘}7 {b, y} c A
X[Q} A.

(2,6),2y3 We.yh € Ayt €

Note que este argumento funciona para aristas {x, y} disjuntas de {a, b}, para aristas

{z,y} que inciden con {a,b} 0 para {z,y} = {a, b}. O

Podemos visualizar una coloracién ¢ sobre {a, b, z, y, z, w} que satisface la hipétesis

de la Proposicién (2.9) asi:

T Y z w

Figura 4. Ejemplo en 6 vértices de una coloracion que satisface la Proposicion 2.9.
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Los colores de las aristas sobre {z,y, z, w} no afectan la reconstructibilidad de esta
coloracién. Para obtener un ejemplo concreto se puede usar cualquier coloracién

sobre {z,y, z,w}, digamos, tome ¢ : {z,y, 2, w}? — 2 constante de color 1 —v{a, b}.

2.1.2. Coloraciones que no son reconstruibles A continuacién definimos el
concepto de pareja critica el cual nos da una manera de crear coloraciones que no

son reconstruibles como demostraremos.

Definicion 2.10. Sea ¢ una coloracion sobre X. Decimos que {z,y} € X es una

pareja critica de ¢ si paratodo z € X \ {z,y} se cumple que

olo, 2) =1—ply, 2}

La siguiente figura ilustra un ejemplo genérico de una coloracion sobre {a, b, z,y, z, w}

que tiene pareja critica {a, b}.

T Y z w

Figura 5. Pareja critica en 6 vértices.

La coloracién sobre {a,b, x,y, z,w} tiene pareja critica {a, b}. Las aristas no dibuja-
das se pueden elegir arbitrariamente.

Asi como en el enunciado de la Proposicion (2.9), la definicion de pareja critica
depende exclusivamente de como se ve la coloracion ¢ sobre las aristas incidentes
con {a,b}. De hecho, a continuacion se demostrara la Proposicion (2.11) que afirma

que la coloracién que se ilustra abajo es una reconstruccidn no trivial de .
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T Y z w

Figura 6. Cambiar el color de {a, b} no altera los conjuntos homogéneos de .

La pareja critica {a, b} puede cambiar de color sin cambiar la coleccion de conjuntos

homogéneos. En otras palabras, {{a,b}} induce una reconstruccién no trivial de .

Proposicion 2.11 ('). Sea y una coloracién sobre X. Sea {a,b} € XP entonces
{a,b} es un par critico de ¢ si y sélo si, {{a,b}} induce una reconstruccion no trivial

de o.

Demostracion. Sea {a,b} una pareja critica de . Sea H € hom(yp), entonces {a, b} C
H y porlotanto, ¢ | H? = o, | HP. Esto quiere decir que hom(¢) = hom(p,).
Reciprocamente, suponga que {{a, b} } induce una reconstruccién no trivial. Por con-

trarreciproco del Lema (2.6),1, se debe tener que no existe ¢ € X \ {a, b} tal que
pla, c} = b, c}. 0

El siguiente lema se utilizara para demostrar que el reciproco del Corolario (2.8) es
falso. Sin embargo, por si mismo este resultado es interesante, ya que asegura lo
siguiente: para extender una coloracién reconstruible en una que no es reconstruible

hay que pasar por una extensién intermedia que posee una pareja critica.

Lema 2.12. Sea ¢ una coloracion reconstruible sobre X. Suponga que ) O ¢ tal
que 1y con dominio X U {a} tal que no es reconstruible. Entonces v tiene una pareja

critica incidente con a.

Demostracién. Por hipétesis 1) no es reconstruible. Considere A C X U{a}? tal que

induce una reconstruccion no trivial de .
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Por hipotesis ¢ | X2 = ¢ es una coloracion reconstruible, de manera que por la
Proposicion (2.5), X € A0 XP N A = (. Ambos casos son analogos, asi que
suponga que AN X =g,

Por contradiccién suponga que v no tiene parejas criticas. Dado que A # (), existe
xr € X tal que {a,z} € A. {a,x} no es pareja critica de ¢, entonces existe y € X'\ {z}
tal que ¥{a,y} = ¥{z,y}. Porel Lema (2.6 1y 2, se tiene que {a,y} € A. Pero {a,y}
tampoco es critica de 1, es decir, existe z € X \ {z,y, z} y de nuevo, el Lema (2.6),
1y 2 garantiza que {a, z} € A.

Resumimos visualmente en la siguiente figura lo que hemos establecido acerca de

1 hasta este punto del argumento.

xr z

Figura 7. Al suponer que {a, z} ni {a,y} son parejas criticas de ¢ se obtiene una
contradiccion.

Finalmente aplicando el Lema (3.6), 2 y 3, se obtiene que {z,z} € A, lo cual es
absurdo ya que {z, z} € X2,

Concluimos que 1 tiene una pareja critica que incide con el punto a. O

El siguiente ejemplo da testimonio de la existencia de coloraciones que no son re-

construibles pero tampoco poseen una pareja critica.

Ejemplo 2.13. Considere la siguiente coloracion ¢ sobre {1,2,3,4,5,6}.

28



=)
()

¥ Y

Figura 8. Coloracién que no es reconstruible pero no posee pares criticos.
© no tiene parejas criticas, pero evidentemente
hom(pa) = {1,2,3,4,5,6}5% U {{2,3,5},{2,5,6}} = hom(y)

y el conjunto es A = {{1,3},{3,4},{4,6}, {6, 1}} induce una reconstruccion no trivial
de o.

La siguiente definicion formaliza la situacion del Ejemplo (2.13).

Definicion 2.14. Sean ¢ una coloracién sobre X y un conjunto de parejas de X,

A = {{a,b},{b,c},{c,d},{d,a}} tal que:

(p{a, b} = 90{07 d} = (p{b, d} =1- gp{b, C} =1- QP{%C} =1- <p{a, d} (1)

ofa,x} =p{c,x} =1 —{b,x} =1—p{d,z} paratodo = € X\ {a,b,c,d}. (2)

Llamamos a A un ciclo critico para .
Dado un z € X \ {a,b, c,d}, la Ecuacion (2) da lugar a dos posibilidades al escoger
el color de las ramas {a, z}, {b, z}, {c,z},{d, 2}. Las dos posibilidades son ilustradas

en la figura.
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Figura 9. Ciclo critico.

Note que a la izquierda {a, c, z},{b,d, 2z} ¢ hom(y) pero a la derecha es cierto preci-
samente lo contrario.

Ahora mostramos que si una coloracion posee un ciclo critico entonces no es re-
construible. El lector habra notado el intencionado paralelo entre los conceptos de

pareja critica y ciclo critico.

Proposicion 2.15. Sea ¢ una coloracion sobre X tal que ¢ tiene un ciclo critico

A C X, Entonces A induce una reconstruccion no trivial de .

Demostracion. Sea o una coloracion sobre X y suponga que ¢ tiene un ciclo critico

A= {{a,b},{b,c}, {c,d}, {d,a}}.

De la definicion de ciclo critico en las Ecuaciones (1) y (2) se tiene que An HP = ()
para todo H € hom(yp). Luego, ¢ | H? = ¢, | H? y esto quiere decir que hom(y) =
hom(pa4). O

2.2. COLORACIONES FUERTEMENTE
RECONSTRUIBLES

Vamos a examinar la pregunta de la veracidad del reciproco del Corolario 2.8, es de-
cir ¢si p € R entonces tiene infinitos segmentos iniciales reconstruibles? El Ejemplo

2.17 demuestra que no es asi, de hecho, existen coloraciones reconstruibles tales
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que no poseen infinitos segmentos iniciales reconstruibles. Esto sugiere definir el

concepto de fuertemente reconstruible.

Definicion 2.16. Una coloracién sobre N es fuertemente reconstruible si existen in-
finitos n tal que ¢ | n/? es reconstruible. Denotamos la coleccion de las coloraciones

fuertemente reconstruibles por FR.

Aunque la definicion sea para coloraciones sobre N, en realidad aplica para cual-
quier conjunto numerable X, lo cual es evidente una vez se ha fijado una enumera-

cibn de X.

Ejemplo 2.17. Considere la siguiente coloracion o sobre N que definimos de manera

recursiva,

af{0,1} = af0,2}; (3)
a{0,n} =1—af{0,n — 1} paran > 2; (4)
a{k,n} =1—a{0,k} para0 < k < n. (5)

La siguiente figura muestra una representacion de la coloracion «. Se ha omitido
la arista {1,4} por simplicidad. Recuerde que si k,m,n son tales que k < m < n,

entonces p{k,m} = po{k,n}.
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0

Figura 10. Coloracidn tal que no posee segmentos iniciales reconstruibles.

Observe que para todon > 2, {0,n} es pareja critica de o | n + 1P para todon € N.

Note que por (5) y (4)

afn,n+1} =1—-a{0,n} = a{0,n + 1}.
Luego, {0,n} no es pareja critica de o | n + 212 y por el mismo motivo, tampoco es
una pareja critica de o.. Esto quiere decir que « no tiene pares criticos.

Vamos a demostrar que a es reconstruible pero, como ya se mostrd, no es fuer-
temente reconstruible. La demostracién hace uso de la Proposicion 2.9 y el Lema

2.12.

Teorema 2.18.
FRCR

Demostracién. En el Ejemplo 2.17 se ha establecido que o ¢ FR, yaque a | n+ 12
posee como par critico a {0,n}, y asi a | n + 12/ no es reconstruible para ningin

n € N.
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Demostraremos que a € R. Para todo n > 1 se cumple, por (5), que
afl,n} =1—-a{0,1}
Asi mismo, para todo n > 2 se cumple que
a{2,n} =1—-a{0,2} =1 - a{0,1},

donde ademas de (5) también se ha usado (3). Por lo anterior, para todo n > 2 se
tiene que
a{l,n} = af2,n} = afl,2}.

Si se considera la restriccion o* = a | N\ 12, entonces por la Proposicion 2.9 se
tiene que o* es reconstruible.
Finalmente, el Lema 2.12 afirma que si a« ¢ R entonces « debe tener una pareja

critica, pero, como ya se menciond, a no tiene pares criticos. Entonces « ¢ R. O

El teorema anterior dice que existen coloraciones que son reconstruibles pero no
fuertemente reconstruibles. Sélo hemos dado un ejemplo, pero sabemos que es
posible construir algunas coloraciones del mismo tipo basandose en la misma idea
en que se baso la construccion de a. Se puede hacer que “la parte no reconstruible
vaya moviéndose hasta desaparecer en el infinito".

Para terminar, incluimos algunas ideas a desarrollar en futuras investigaciones. Es-
tas son motivadas por algunos resultados que percibimos como ciertos, pero de los
que su demostracién nos eludio, aparentemente por poco.

Una primera idea es de buscar mas ejemplos de coloraciones que sean recons-
truibles pero no fuertemente reconstruibles. Especificamente, estudiar coloraciones
cuyos segmentos iniciales tengan ciclos criticos.

Un resultado que se cree que debe poder demostrarse, quizds con algunas de las

33



ideas presentadas en capitulos posteriores, es el siguiente: En analogia con el Lema
2.12,

Proposicion 2.19. Sea ¢ una coloracion reconstruible sobre X, y sea v : X U
{a,b}? — 2 una extension de ¢, tal que ) ¢ R y+ no tiene parejas criticas. Entonces

W tiene un ciclo critico.

2.3. RECONSTRUCCION BORELIANA

Los resultados de esta seccién son todos demostrados en '. El contenido de esta
parte esta enfocado en lo que podemos decir acerca de las propiedades topolégicas
y descriptivas de los conjuntos que aparecen en el contexto de la reconstruccion de
coloraciones.

Considere el espacio de coloraciones sobre los naturales 2V con la topologia pro-
ducto. Es sabido que este espacio topoldgico es homeomorfo a 2%, una base para

esta topologia esta dada por los conjuntos
o] ={ve2™ . ¢ n=y} dondeneN, pe2.

Un hecho interesante que se puede ver inmediatamente, al considerar los resulta-
dos sobre la reconstructibilidad de coloraciones es el siguiente: tanto R como su
complemento son subconjuntos densos 2.

Si » € 29 entonces hom(y) es un subconjunto cerrado de 2. Entonces K (2VY),
el hiperespacio de subconjuntos compactos de 2 con la topologia de Vietoris, es

también de nuestro interés. Esta topologia se puede definir como la generada por la
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subbase

Ut ={LecK?2Y): LCU},
U ={LeK?2Y): LNU#0},

donde U es un subconjunto abierto de 2. Podemos tomar U clopen, si es conve-
niente.

El resultado principal es el Teorema 2.23, que afirma que el dada una coloracion ¢
es posible construir una funcién boreliana tal que la imagen de ¢ sea una recons-
truccion de ¢ (en general, diferente de ).

El primer resultado que daremos, establece una medida de la “complejidad topolé-

gica” del problema de reconstruccion.

Proposicion 2.20 ('). E/ conjunto R de todas las coloraciones reconstruibles sobre

N es Gs en 287,
Demostracion. Considere la relacion de equivalencia entre coloraciones F, definida
por

(¢, ) € E <= hom(y) = hom()) <= hom(y) N [N]* = hom(v)) N [N]>.

Para todo H € hom(y) finito se tiene que Vi = {¢ € 25" © H € hom(¢)} es un

abierto basico de 2, entonces

(pV)eE < ve (| Vu A ¢e () Va
H

He S
homg () homs(¢)

y es claro que E es cerrado como subconjunto de 28 x 2N
Por otra parte, las relaciones {(¢.¢) : ¢ € 2¥7} y {(p,1 —¢) : ¢ € 2¥1 son

también cerradas.
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Finalmente, observe que

peR <= Y#p,1—p = (p,0) ¢ E

= W=9)V{W=1-9)V((p¥) ¢ E).

Por un teorema clasico de la topologia elemental, la imagen continua de un com-
pacto es compacta. Todo cerrado de 2% x 2" es compacto. Por otra parte, las
proyecciones de un espacio producto son funciones abiertas. R es la proyeccidon de
un abierto-cerrado de 24? x 28y asi podemos concluir que R es G5 y F,, o lo que

es lo mismo R € AY. O

Proposicion 2.21 (). La funcién hom : 2" — K (2V) dada por ¢ — hom(y) es

boreliana.

Demostracién. Sea U un subconjunto clopen de 2V. Es suficiente demostrar que los

conjuntos
CU) ={pe2™ :hom(p) e U}, CWU ) ={pec2™ : hom(p) U},

son borelianos.
Ahora, defina HOM = {L € K(2V) : 3¢ € 25 I = hom(y)}. En seguida veremos

que HOM es un subconjunto G5 de K (2Y), y por lo tanto es un espacio Polaco.
hom(p) CU <= VY H e NP/ (H € hom(yp) = H e U).

Luego, podemos escribir a C(U™) como la interseccién numerable de abiertos basi-
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COos

CUT) ={pe2Y . VH e N¥I(H € hom(p) = H € U)},
= [ {pe€2™ : H¢hom(p)}

HeNBN\U

Asi, C(U*) es cerrado en 2V,
Para ver que C(U~) es Boreliano, basta notar que V = 2\ U es clopen también y

que

C(U) ={p 2 : hom(p)NU # 0}
=2\ [ e 2% hom(p) NU = 0}
= 2"\ {p € 2% : hom(y) C V}
= 2N\ (v ).

A raiz, de esto la preimagen de un cualquiera U C 2" bajo hom es, en cualquier
caso, la union numerable de cerrados o F,,. Es decir, hom es una funcién de clase

0. O
La siguiente proposicion trata de
Proposicion 2.22 (). HOM es Gs en K(2V) y luego es Polaco.

Demostracion. Consideramos el conjunto partes de n, P(n) paran € N. Dado L €
K(2Y),
L€ HOM < Yn>1,3¢€2" LI Pn)=hom(y). (6)

Para ver que la equivalencia se cumple, note que si L € HOM, existe ¢ € 2N con
L = hom(y), y entonces paratodo n > 1, L | P(n) = hom(p | n?).

Reciprocamente, si se cumple la condicion a la derecha, entonces 77, = |J,,cn Tr.n
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es infinito, donde
Trn={p€ 2" . [ I P(n) = hom(yp)}.

Es evidente que para cualquier n, si ¢ € T;,,, ¥y ¥ C ¢ entonces existe m < n tal que
Y = ¢ | m?, yluego v € Ty, C T.. Ademas, T}, es finito para todo n, y por lo
tanto 77, es un arbol de ramificacion finita. Por el Lema de Kénig 7}, posee una rama
infinita, esto es, existe ¢ € N ta que para todo n, ¢ | n/? € T;. Se cumple que
hom(p) = L.

Para ver que HOM es G5 en K(2"), primero observe que si ¢ es una coloracion
sobre n,

T,={L e K(2"): L P(n)=hom(p)}

es un conjunto Gs. De hecho,

T,={L e K(2"): L[ P(n)=hom(p)}
={Le K2 : VH € P(n)(H € LNhom(p) vV H ¢ L Uhom(p))}
= () {LeK(@Y): He Lnhom(p)} U{L € K(2"): H ¢ LUhom(p)}. (6)

HeP(n)

Note que L Nhom(y) y L Uhom(yp) son conjuntos cerrados de 2V.
Por la definicién de basicos en la Topologia de Vietoris sobre 2%, tenemos que {L €
K(2Y): H e Lnhom(p)} escerradoy {L € K(2V) : H ¢ L Uhom(y)} es abierto.

Su unién es un conjunto G y F, simultaneamente. Asi, T, € G5 N F,, y finalmente

HOM = () |J T, €Gs. (7)
n>2 %062"[2]
Por el Teorema de Alexandrov, HOM es un espacio polaco. O
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Teorema 2.23 (1). Existe g : HOM — 2N boreliana tal que para todo L € HOM
hom(g(L)) = L.
Demostracion. Considere la relacion
A={(L,p) € HOM x 2%’ : L = hom(yp)}.

A es el gfafico de la funcion hom : 28 — K (2V), la cual es boreliana por la Proposi-
cidén (2.21). Entonces A es boreliano. Ademas, como se vio en la Proposicion (2.20),

la relacién de equivalencia
(p,9) € E <= hom(p) = hom(v)

es cerrada, y por lo tanto sus secciones E, (la clase de ) son también conjuntos
cerrados. Note que

v e B, <= € Aiom(y)-

Concluimos que A tiene secciones cerradas (compactas) en 2. Entonces por un
resultado clasico de uniformizacion, debido a Kunugui y Novikov, 4, Teorema (28.8),
podemos concluir que existe una funcion boreliana g : HOM — N g que g(L) = ¢

con L = hom(y).

4 Alexander S. Kechris. Classical descriptive set theory. Vol. 156. Graduate Texts in Mathematics.

Springer-Verlag, New York, 1995, pags. xviii+402. DOI: 10.1007/978-1-4612-4190-4.
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3. RECONSTRUCCIONES MiNIMAS

En este capitulo se tratara la pregunta: Si ¢ es una coloracién no reconstruible ¢ cual
es el minimo tamano de un conjunto A que induce una reconstruccion no trivial de
©?

Este es el tema central del capitulo y su culminacién es el Teorema 3.15, el cual es
el resultado méas importante de este trabajo. Para poder enunciar este resultado se

necesita primero la definicidén de la siguiente funcién, que denotamos por r.

Definicion 3.1. Sea ¢ una coloracién sobre X. Definimos la funcion r : 2X* —

NU {oo} como
r(¢) = min{|A| : A induce una reconstruccién no trivial de ¢}

si ¢ no es reconstruible y en otro caso r(¢) = 0.
Note que si ¢ no es reconstruible, entonces r(¢) > 1. Si A C X es tal que |A| =

r(¢) decimos que ¢4 es una reconstruccion (no trivial) minima.

Lo que demostraremos ahora es que para el caso en que X sea un conjunto nume-
rable infinito, si ¢ es una coloracién sobre X no reconstruible, entonces r(¢) = 1,4
o r(¢) = co. No conocemos ejemplos de coloraciones para las que r tome el valor
oo, pero no pudimos descartarlo en el argumento que usamos. Sospechamos que
r(p) # oo, pero no hemos podido demostrar esto.

Primero introducimos unas nociones que resultaran utiles para los argumentos que

se dan en lo que resta del capitulo.

Definicion 3.2. Sea ¢ una coloracion sobre X y {a,b} € X Definimos los siguien-
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tes subconjuntos de X:

C(fb ={ce X \{a,b} : p{a,c} =1—p{b,c}},
H(fb ={ce X \{a,b} : {a,b,c} € hom(p)},

Gf,b = {C cX \ {CL, b} : 90{6%0} = 90{b7 C} =1- @{avb}}'

Note que X \ {a,b} = C,p U H,p, U Gy, €s decir, los conjuntos definidos forman
una particion de X \ {a, b}. En general, hablaremos de los conjuntos C7,, H?,, G7
para una coloracion ¢ fija. Omitiremos el superindice ¢ cuando no haya peligro de

confusion y escribiremos C,,, Hyp Y Gop-

& & C

a b a b a b
cE Ca,b cE Ha,b cE Ga,b

Figura 11. Se muestran los tres casos posibles para c € X \ {a, b}.

Es interesante notar que algunos resultados ya presentados toman una forma sen-
cilla cuando se escriben en términos de los conjuntos definidos recién. Por ejemplo,

la Proposicion 2.9 se ve asi:

Proposicion 3.3. Sea ¢ una coloracion sobre X. Si H,;, = X \ {a,b} para algun

{a,b} € X4, entonces o es reconstruible.

Asi mismo, las Proposiciones (2.11) y (2.15) se pueden reenunciar usando esta

nueva notacién:

Proposicién 3.4. Una coloracion o sobre X tiene una pareja critica si y solo si existe
{a,b} € X! tal que C,, = X \ {a, b}.
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Proposicion 3.5. Sea ¢ una coloracion sobre X, y sea A = {{a,b},{b,c},{c,d},{d,a}}

tal que:

Ca,b =X \ {CL, b7 C}, Ga,b - {0}7 Ha,b -
Cb,c =X \ {b7 C, d}7 Gb,c = {d}, Hb,c -

0

0
Cea=X\{c,d,a}, Gus={a}, Ha=0
Cia =X \{a,b,d}, Gao=1{b}, Hz.=0.

Entonces A induce una reconstruccion no trivial de .

Vamos a demostrar que para coloraciones ¢ sobre X infinito, los Unicos valores
finitos que puede tomar r(¢) son 1y 4. De hecho, demostraremos algo més fuerte.
Si ¢ es una coloracion sobre X infinito y A C X2 finito induce una reconstruccion
de ¢, entonces A es una pareja critica para ¢ (es decir, |A| = 1) 0 A es un ciclo
critico (en este caso, |A| = 4) como en la Proposicién (3.5).

El siguiente lema es una consecuencia directa del Lema (2.6), y omitimos su de-
mostracion. Note que sélo se ha reenunciado el resultado mencionado en términos
de la Definicion (3.2).

Lema 3.6. Sea ¢ una coloracion sobre X, A induce una reconstruccion de . En-

tonces:

1. Suponga que {a,b} € A. Paratodo c € G, se tiene que {a,c} € Ao{b,c} € A.
Esto implica
|Ga,b| S |A’

Si A es finito, la desigualdad es estricta.

2. Suponga que {a,b} € A. Para todo ¢ € H,, {a,c},{b,c} € A. De la misma
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manera que para 1., tenemos que

2|Hap| < |A]

Si A es finito, la desigualdad es estricta.
3. Paratodo c € G, si{a,c},{b,c} € A entonces {a,b} € A.

Una consecuencia facil de lo anterior es la siguiente:

Corolario 3.7. Sea ¢ una coloracion sobre X y A un conjunto que induce una re-
construccion de . Si cualesquiera dos aristas {a,b},{c,d} € A son disjuntas, en-

tonces v 4 no es una reconstruccion minima.

Demostracion. Sea {a,b} € A. Se deduce del Lema 3.6 que H,;, G, = 0 y luego

Cap = X \ {a, b} y esto quiere decir que {a, b} es un pareja critica de . O
El caso r(¢) = 1 coincide con la propiedad de tener una pareja critica.

Proposicion 3.8. Sea ¢ una coloracion sobre X . o tiene una pareja critica si y solo
sir(p) = 1.

Demostracion. La Proposicion (2.11) dice que toda coloracidén que tiene una pareja
critica {a, b} posee una reconstruccion no trivial que se obtiene de cambiar sélo el
color de la arista {a,b}. Es decir, A = {{a,b}} induce la reconstrucciéon ¢, de ¢ y
luego 1 < r(p) < 1.

En el otro sentido, sea A = {{a,b}} tal que induce una reconstruccion no trivial de
¢. Por el Lema (3.6),1 se tiene que |Gup|,2|Hap| < |A| = 1. ASi Gop = Hop =0,y
luego C,,, = X \ {a, b}, es decir, {a, b} es un par critico de ¢. O

Sea ¢ una coloracion sobre X y sea A que induce una reconstruccion no trivial. El
argumento pasa por probar que dados tres elementos de A, estos no pueden “for-
mar un tridngulo”, es decir, {a, b},{b, c},{a, c}, ni tampoco pueden “formar un triodo”
{a,b}, {a,c}, {a,d} (ver Teorema 3.13).
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Para demostrar que A no contiene triangulos, lo haremos en dos partes: prime-
ro demostramos que A no contiene triangulos monocromaticos (esto es, HZ C A
para H € hom(y)) (ver Lema 3.9); luego, demostramos que si ¢ € G,; entonces
[{a,b,c}]* € A (ver Lema 3.12). Cabe notar que dado un triangulo no monocromati-

co {a, b, c} siempre se puede reetiquetar de manera que ¢ € G.

Lema 3.9. Sean ¢ una coloracién sobre un conjunto infinito X y A C XP un
conjunto que induce una reconstruccion de . Si existe {a,b,c} € hom(y) tal que
{a,b},{a,c},{b,c} € A, entonces A es infinito. En particular, si A es finito entonces

para toda {a,b} € A se tiene que H,;, = 0.

Demostracion. Suponga que A es finito. Entonces por el Lema (3.6),1 se tiene que
|Gasl, |Gacl, |G| < 0o. De nuevo, por el Lema (3.6),2 |H, |, |Hacl, |Hpe| < oo. Asi
que debe existir d ¢ G, U Hyp, Go e U Hy e, Gy . U Hy .. En otras palabras, d € C,;, N
Cac N Gy, €5 decir,

gp{a, d} =1- Qp{bv d} (d € Ca,b)a
QO{(I, d} =1- QO{C, d} (d € Ca,c);
o{b,d} =1—¢{c,d} (de Cy,).
De estas ecuaciones se deduce una contradiccién. Por lo tanto A es infinito. 0

Proposicién 3.10. Sea ¢ una coloracién sobre X infinito, y A C X finito que indu-
ce una reconstruccion de . Entonces G,,NG,, . = 0) para cualesquiera {a, b}, {a,c} €
A.

Demostracion. Sean {a,b},{a,c} € A. Por contradiccidon, suponga que existe d €
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Gap NGy, €5 decir,

(p{a, d} = QO{b, d} =1- 90{6% b},
90{@> d} = SO{C? d} =1- 90{% C}'

Entonces ¢{a,b} = p{a,c} =1 — p{b,c} pues por el Lema (3.9) {a,b,c} ¢ hom(y).
De lo anterior se tiene que ¢{b, d} = ¢{c,d} = p{b, c}, pero el Lema (3.6),3 dice que
{b,c} € A, de manera que por el Lema (3.9) {b,¢,d} ¢ hom(y) se contradice que A

es finito. 0

Ahora queremos extender el Lema (3.9) a un resultado mas fuerte. Este resultado
sera usado en las demostraciones mas importantes de este trabajo de investigacién,
como son los Teoremas (3.14) y (3.15).

Primero damos un lema técnico que nos permitira simplificar el argumento de la

demostracion del Lema (3.12).

Lema 3.11. Sea ¢ una coloracién sobre X infinito y A C X! que induce una recons-
truccion de ¢. Si{a,b},{a,c},{b,c},{c,d},{c,e},{d,e} € Acond € G,c, e € Gp. ¥y

c € G NGy entonces A es infinito.

Demostracion. Sean los elementos de A como en la hipotesis, entonces por el Lema

(3.9) se tiene que {a,b,d}, {a,b, e} no son homogéneos de ¢ y asi

QO{CZ, 6} = (p{b, d} =1- gp{a, b}'
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Figura 12. c € G,y NGy y o{a, b} =1 — o{d, e}.

Las lineas sdlidas son elementos de A, mientras que las lineas punteadas pueden
ser 0 no elementos de A.

Dado que X es infinito, podemos tomar = € X\{a, b, ¢, d, e}. Sialguno de {a,c,z},{b,c,z}, {a,b,:
es homogéneo de ¢ entonces, por el Lema (3.9), A es infinito. Asi que suponemos
gue ninguna de dichas tripletas forman un homogéneo de la coloracion ¢.

Observe que ¢{a,c} = p{b,c} =1 —¢{c,d} =1 — p{c, e}.

Si p{c,x} = ¢{a,c} = ¢{b,c} entonces p{a,z} = p{b,z} =1 — ¢p{c, x} puesto que
{a,c,x},{b,c,z} ¢ hom(p). Pero esto contradice que {a,b, x} ¢ hom(p).

Si p{c,x} = p{c,d} = p{c, e}, se tiene que p{d,z} = p{e,z} = 1 — p{c,z}, dado
que {c,d,z},{c,e,z} ¢ hom(p). De nuevo derivamos en una contradiccién, esta vez
se contradice que {d,e,z} ¢ hom(y).

Concluimos que A es infinito. O
Ahora

Lema 3.12. Sea ¢ una coloracion sobre X infinito tal que r(¢) > 1 y A C XU
que induce una reconstruccion de ¢. Suponga {a,b},{a,c},{b,c} € Aconc e G,

entonces A es infinito.

Demostracion. Sean {a,b},{a,c},{b,c} € A como en el enunciado. Por el Lema
(8.9) si H,;, # 0 entonces A es infinito, de manera que vamos a suponer que se

cumple que H,, = H,. = H,. = 0.
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Dado que {a,c}, {b,c} no son parejas criticas, existen d,e € X \ {a,b,c} tales que
de G,.Yee€ Gy, PorlaProposicion (3.10), e # d. De nuevo, el Lema (3.9) implica

que A es infinito a menos que la restriccion ¢ | {a,b, ¢, d, e} se vea asi:

ie

Figura 13. Al suponer un trianuglo, no necesariamente monocromatico, esta en A,
se obtiene la construccién mostrada.

Las lineas solidas son los elementos de A, las punteadas son las que no sabemos
si estdn en Ao no. H,, = H,. = H,. = 0 por el Lema (3.9). Demostraremos que
necesariamente aparece la coloracion que se ilustra en la Figura (12).

Queremos ver que las aristas {c,d}, {c, e}, {d, e} también estan en A, y asi usar el
Lema (3.11) para concluir que A es infinito. Por el Lema (3.6),1 {a,d} o {c,d} esta

en Ay {b,e} 0 {c,e} estd en A. Consideramos dos casos:

1. Suponga que {c¢,d}, {c,e} € A, entonces {c,d,e} ¢ hom(p). De lo contrario,
A es infinito por Lema (3.9) y terminamos la demostracién. Luego, se debe
tener que p{d, e} = p{c,e} = 1—p{c,d}y, por el Lema (3.6),3, deducimos que
{d, e} también esta en A. Tenemos {a, b}, {a,c}, {b,c},{c,d},{c,e},{d,c} € A.
Al comparar con la Figura (12) se observa que ¢ | {a,b, c,d, e} coincide con

lo alli ilustrado.

2. Suponga que {a,d} o {b,e} esta en A. Por simetria de la situacion, podemos
escoger {a,d} € A. En este caso, entonces {b,d} € A por Lema (3.6),3 pues
a € Gyq. Como b € G. 4, andlogamente tenemos que {c,d} € Ay esto garanti-

za al igual que en el caso anterior que p{d,e} =1 — p{c,d}.
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Si {b,e} € A. Entonces, el mismo argumento presentado para {a, d} muestra

que {c,e} € A. Concluimos que {c,d},{c,e} € Ay tenemos el Caso 1.

Finalmente, observe que en ambos casos d € G,.,e € Gy.,c € Gy N Gg.. ASi que

podemos aplicar el Lema (3.11) y concluir que A es infinito. O

Resumimos el contenido de los Lemas (3.9) y (3.12) en el siguiente teorema, agre-

gando la sencilla consecuencia que A no contiene triodos.

Teorema 3.13. Sea ¢ una coloracion sobre X y A un conjunto que induce una
reconstruccion de . Si A contiene tres aristas que forman un triangulo o un triodo
entonces A es infinito. Es decir, {a,b},{a,c},{b,c} € A 0{a,b},{a,c},{a,d} € A

implica que A es infinito.

Demostracion. Para ver que A no contiene triodos. Observe que dos de las aristas
{a, b}, {a,c},{a,d} deben tener el mismo color. Sin pérdida de generalidad suponga
que ¢{a,b} = ¢{a,c}. Note que por el Lema (3.6), 2y 3 {b,c} € Ay del Teorema

(3.13) se obtiene que A es infinito. O

El siguiente resultado enuncia una propiedad estructural importante de los conjuntos

gue inducen reconstrucciones no triviales de una coloracién dada.

Teorema 3.14. Sea ¢ una coloracién sobre X infinito, y A C X2 un conjunto finito
que induce a una reconstruccion de . Entonces para toda {a,b} € A se satisface

exactamente una de las dos:
1. {a,b} es una pareja critica de .
2. |Gapl = 1.

Demostracion. Si {a,b} € A tal que G,, = () entonces {a, b} es una pareja critica
ya que H,, = 0 por Lema (3.9). Reciprocamente si {a,b} € A es una pareja critica

entonces G,;, = ) por el Lema (3.6),1.
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Suponga que A no tiene parejas criticas. Veamos que |G,,| < 1. Suponga por con-
tradiccion que ¢, d € G, con ¢ # d. Entonces se tiene una configuracion como en la
figura. De nuevo se usan lineas sélidas para indicar elementos de A, mientras que

las punteadas pueden ser 0 no elementos de A.

PN o m
. . ¢ .
. .

. . . .
. . . .
. * .
.o
. . . .
. . . .
. .

. . P
. . .2

Figura14.c,d € Gop,c # d

El Lema (3.6), 1 asegura que uno de {a,c},{b,c} y uno de {a,d}, {b,d} esta en A.

Tenemos los siguientes casos:

(1) Si dos aristas adyacentes son elementos de A, esto es, si {a,c},{a,d} € A
o si {b,c},{c,d} € A, entonces {c,d} € A por el Lema (3.6), 2 y 3 pero esto

contradice el Teorema (3.13).

(1) Suponga que {a,c},{b,d} € A. Seae € G, (tal e existe puesto que {a,c} no
es criticay H,, = 0). Por el Lema (3.6), 1, uno de {e,a} o {e, c} es elemento
de A, pero {e,a} € A implicaria que {b,e} € A por el Lema (3.6), 3, y esto
contradice que A es finito (ver Teorema (3.13)). Entonces {e,c} € Ay por el

Lema (3.9) {c,d, e}, {a,c,d} ¢ hom(p) ya que A es finito. Esto quiere decir que

30{(1, C} =1- 90{67 d} = 90{67 C},

una clara contradiccion.
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Figura 15. ¢{c, d}, sea roja o negra, forma homogéneos con aristas de A, y esto
implicaria que A es infinito por Lema (3.9), contradiciendo la hipétesis.

Hemos demostrado que |G, ;| = 1 para todo {a,b} € A.
U

Finalmente tenemos las herramientas para probar el siguiente teorema cuyo argu-
mento se apoya en los Teoremas (3.13) y (3.14), por lo se requiere que X sea

infinito.

Teorema 3.15. Sea ¢ una coloracion sobre X infinito tal que r(y) > 1 y A un con-

junto finito que induce una reconstruccion de p. Entonces A es un ciclo critico y

r(p) = 4.

Demostracion. Vleamos que existen ¢, d € X \ {a, b} tal que

Ga,b = {C}, Cyb,c - {d}, Gc,d = {CL} y Gd,a = {b}>

donde {b,c},{c,d},{d,a} € A.

Dado que r(¢) > 1 se tiene que C,;, # X \{a, b}, luego existe ¢ # a, btal que ¢ € G-
Ademas, G,, = {c} por Teorema (3.14) y por el Lema (3.6), 1, una de las aristas
{a,c} 0 {b,c} estaen A.

Sin pérdida de generalidad tomamos {b,c} € Ay de nuevo C, . # X \ {b, c}. Luego,
Ghe = {d}, d # c por la Proposicion (3.10). El Lema (3.6), 1 asegura que uno de
{b,d},{c,d} estd en A, pero por el Teorema (3.13), {b,d} ¢ Ay asi {c,d} € A.
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Dado que G, = {c}, Gy = {d}, p{a,b} =1 —p{b,c} = p{b,d}, por el Lema (3.9) se
deduce que {a,b,d} ¢ hom(p), es decir que p{a,d} = 1—p{a,b} = p{a,c}. Tenemos
asi que G.4 = {a}, y entonces una de {a,c},{a,d} € A, por el Lema (3.6), 1, pero
por el Teorema (3.13) tenemos que {a,c} ¢ A, de lo contrario {a,b}, {b,c},{a,c}
seria un triAngulo monocromatico contenido en A.

Entonces {a, b}, {b, c},{c,d},{a,d} € Acon

Ga,b = {C}, Gb,c = {d}7
Gc,d - {CL}, Ga,d - {b}v

y esto es un ciclo critico.

Note que r(¢) = 4 pues {{a,b},{b,c},{c,d},{d,a}} induce una reconstruccion no
trivial de ¢, y vimos que r(y) # 2, 3.

Pero ademas de esto los unicos conjuntos que inducen una reconstruccion no trivial

de ¢ son aquellos que consisten de la unién de ciclos criticos disjuntos. O

Terminamos este capitulo con algunos comentarios acerca del trabajo que queda
por hacer en este aspecto del trabajo. Dado lo encontrado en este trabajo, tenemos

la siguiente pregunta:

Pregunta 3.16. Sea ¢ una coloracion sobre X (finito o infinito numerable) que no es
reconstruible, y sea A C X que induce una reconstruccién no trivial minima de .

¢ Puede |A| tener un valor diferente a1 047

Creemos que esta pregunta tiene respuesta negativa para | X| > 5. En el caso que
X es infinito, esto quiere decir que debemos mostrar que no existe tal A que sea
infinito. Si se logra responder la pregunta para el caso infinito, el autor cree que
podria usarse junto con el Teorema (2.7), o una ligera variacién de este resultado,

para demostrar el caso finito.

51



4. CLASES DE RECONSTRUCCION

Vamos a estudiar el conjunto de reconstrucciones de una coloracion dada . Aqui
presentamos un breve investigacion preliminar que consiste principalmente de re-
sultados acerca de tamarno del conjunto de reconstrucciones de una coloracion ¢
sobre X infinito numerable. También se plantean algunas preguntas que surgen so-
bre la topologia de estos conjuntos de reconstrucciones, cuando estas ultimas son
infinitas en namero.

La siguiente definicion da la notacién que usaremos para hablar de las clase de

reconstrucciones de una coloracion dada ¢ sobre N.

Definicion 4.1. Sea ¢ una coloracidon sobre X. La clase de reconstrucciones de ¢

es la coleccion

c(p) = {pa €27 hom(pa) = hom(p)}.

El siguiente lema sencillo sera util para determinar las posibles reconstrucciones de

algunas de las coloraciones que mencionaremos.

Lema 4.2 ('). Sea ¢ una coloracion sobre X. Sea H € hom(y) un conjunto homo-

géneo de tamario > 2 de ¢ de colori € {0, 1}:

1. Siz € X \ H es tal que {z,y1,y2} ¢ hom(yp) para todo y,,y> € H cony, # ya,
entonces |{y € H : p{z,y} =i}| < 1.

2. Siz,y € X \ H que satisfacen la hipdtesis de 1., si, ademas para todo = € H

se cumple que {z,y, z}, ¢ hom(y) entonces p{z,y} = i.

Demostracion. 1. Seaz € X \ H. Suponga ¢{z,y1} = o{x,y.} = i para y,y2 €

H, entonces {z,y1,y2} € hom(p). Contradiccion.
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2. Sean z,y € X \ H y suponga buscando una contradiccién que ¢{z,y} =1 —i.
Por el item 1., existe z € H tales que ¢{z, z} = p{y,z} = 1 — i, y obtenemos
que {z,y, z} € hom(y). Contradiccién.

]

Sea ¢ una coloracién sobre N. Veremos que c(¢) puede tener diferentes tamarnos
k = |c(p)]. Conocemos ejemplos con 2 < k < N, k par, y £ = ¢. Note que x finito

siempre debe ser par pues

wa€c(p) <= 1—p4ccp)

4.1. CARDINALIDAD DE LAS CLASES DE
RECONSTRUCCION DE UNA COLORACION

Para comenzar, observamos que la definicion de coloracién reconstruible implica el
siguiente hecho basico:

Sea ¢ una coloracién sobre N. Entonces
pER = c(p) ={p,1 -9} <= le(p)] = 2.

Daremos ejemplos de ¢ sobre N tales que ¢() tiene cardinalidad 2n para cualquier
n. Esto lo demostraremos en la Proposicidon 4.4. Primero, damos el siguiente ejemplo

que presenta la idea basica de la demostracion de dicho resultado.
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Ejemplo 4.3. Defina la siguiente coloracion ¢ sobre N por

¢{0,1} = {0, 2},
90{172} =1- (10{07 1}7
©{0,m} =1— {0, 1} para todom > 2,

o{m,n} = ¢{0,1} en cualquier otro caso.

La siguiente figura ilustra la coloracion definida

1 2 3 4 5 6 7

Figura 16. Coloracion con sélo 4 reconstrucciones.

Muchas de las aristas, en {1,2,...,..}%l, no se han dibujado para mantener la ima-

gen sencilla. Observe que
hom(p) = N2 UP({1,3,4,5,... HhUP({2,3,4,5,... }).

Ademas, {0, 1}, {0,2} son parejas criticas de . Por Proposicion (2.11) se sabe
©10,1}: P{0,2) SON reconstrucciones no triviales de .
Ahora demostraremos que ¢y,13, ¢10,2} (¥ SUS complementos) son las tnicas recons-

trucciones no triviales de . Es decir, demostremos que

c(p) ={p,1 -9, 10,13, L — @011, P02y, 1 — 90{0,2}}-

Sea p4 una reconstruccion no trivial de p. Queremos demostrar que A = {{0,1}},

A=NPI\ {{0,1}}, A= {{0,2}} 0 A = NFI\ {{0,2}}.
Observe que ¢ | N\ {0} es reconstruible (por la Proposicion 2.9). Entonces la
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Proposicion 2.5 afirma que N\ 12 € A o N\ 12 n A = (). Suponemos que se da la
ultima posibilidad.
Notamos que ni {0,1, m} ni {0,2, m} son conjuntos homogéneos de ¢ para m > 2.

Suponga {0,m} € A, entonces se tendria

@A{Oum} = (p{l,m} = @A{lum} = @A{Q’m}'

Ahora, el Lema (4.2), 1 dice que

Hy € {1,2} : 0a{0,y} = pa{l,2}}| < 1,

lo que quiere decir que una de {0,1} ¢ A o0 {0,2} ¢ A, suponga {0,1} ¢ A. Esto
implicaria

9014{07 1} = SOA{O’ m} = gp{l,m},

es decir, {0,1,m} € hom(yp), contradiciendo la suposicion inicial. Concluimos que
{0,m} ¢ A para todo m > 2.

Hemos demostrado que A C {{0,1},{0,2}}. Por el Lema (4.2),1, sélo uno de {0, 1}
0 {0,2} puede ser elemento de A, de manera que A = {{0,1}} 0 A = {{0,2}}.

En conclusion, c(p) = {¢,1 — ¢, 01013, 1 — ©10.13, P02}, 1 — @02y } tiene 6 elementos.

Extendemos el argumento usado en el Ejemplo (4.3) a uno algo mas general para

demostrar el siguiente hecho:

Proposicion 4.4. Para todo m > 1, existe una coloracion ¢ sobre N tal que c(p)

tiene exactamente 2(m + 1) elementos.
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Demostracion. Sea m > 1. Defina la siguiente coloracion ¢ sobre N por

©{0,1} = v{0, k} paratodo k > m
o{k1,ko} =1 —{0,1} para todos ki, ks € {1,...,m}
©{0,k} =1—¢{0,1} paratodo k > m,

o{k1, ko } = {0, 1} en cualquier otro caso.

Observe que el Ejemplo 4.3 se puede obtener colocando m = 2. La siguiente figura
ilustra la coloracion definida con m = 4. Todas las aristas omitidas en el dibujo, en

{1,2,...}2 son de color negro.

1 2 3 4 5 6 7

Figura 17. Coloracién con un numero finito (par) arbitrario > 4 de reconstrucciones.

La lista de homogéneos de la coloracién definida es:

hom(p) = NP UP{1,...,m}) U (OP({i,m—i—l,m—l—Z,...}) :

i=1

Las aristas {0,1},{0,2},...,{0,m} son todas parejas criticas de ¢. Luego,

¥{0,1}> P{0,2}s - - - s P{0,m}

son todas reconstrucciones de ¢, por el Teorema (2.11). De hecho, demostraremos
que

c(e) ={e: 1 =9, 0011, 1 — Y0135 P0m}, L — ©gom} }- (8)

Sea A que induce una reconstruccién de ¢. De nuevo, ¢ | N\ 1 es reconstruible
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por la Proposiciéon 2.9. Una vez mas, por la Proposiciéon 2.5, vamos a suponer que
N\ 120 A =9.

Suponga que existe un k > m tal que {0, k} € A. Esto implica que para todo j > m,
se satisface ¢4{0,k} = pa{j, k}, y el Lema (4.2) ,1 garantiza que para todo j > m
salvo (a lo mé&s) uno, se cumple que {0, j} ¢ A. En ese caso, se tiene que {0, j, k} €
hom(p) y encontramos una contradiccion. Concluimos que {0,k} ¢ A para todo
k > m.

Hemos demostrado que A C {{0,1},...,{0,m}}, y ademds, el Lema (4.2), 1, ga-
rantiza que |A| = 1. Entonces las reconstrucciones de ¢ para ¢4 son exactamente
aquellas coloraciones tal que A = {{0,;}} para j € H;. Asi, que hemos demostrado

la identidad de la Ecuacion (8), y se concluye de esto que |c(L)| = 2(m + 1). O

En vista de la Proposicion (4.4) y el hecho que |c(¢)] = 2 <= ¢ € R para toda
coloracion sobre N, cabe preguntar si hay coloraciones que satisfagan |c(y)| = 4.
Hemos requerido otro tipo de construccidn para demostrar que esto es cierto. Afor-
tunadamente, el estudio de los ciclos criticos permite dar un ejemplo relativamente

sencillo.

Ejemplo 4.5. Defina la siguiente coloracion v sobre N por

{0, n} =p{l,n}=1—-¢{2,n} =1—p{3,n} =1—¢{0,1} paratodo n e N\ 4,
o{m,n} = ¢{0,1} en cualquier otro caso.

(9)

La coloracion ¢ definida en la Ecuacion 9 tiene a A = {{0,2},{2,1},{1,3},{3,0}}
como ciclo critico y aN \ 4 € como conjunto homogéneo.

La figura abajo ilustra la coloracion definida,
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Figura 18. Coloracién con exactamente 2 reconstrucciones.

La figura anterior muestra una coloracion ¢ que satisface las Ecuacion (9). Se tiene
que
hom(p) = NEAUP({2,4,5,...}) UP({3,4,5,...}).

La clase de reconstrucciones c(y) tiene 4 elementos, como demostraremos.

Defina A = {{0,2},{0,3},{1,3},{1,2}}. Demostraremos que

c(p) ={p, 1 — ¢, 04,1 —a}.

Primero, observe que por la definicion de la coloracion ¢, A es un ciclo critico de .
La Proposicion (2.15) garantiza que ¢ 4 es, en efecto, una reconstruccion no trivial

de ¢. Entonces

c(p) 2{p, 1 =@, 04,1 — pa}
Ahora mostraremos que c(y) tiene exactamente los 4 elementos ya conocidos.
Note que por la Proposicién (2.9) se tiene ¢ | N\ 2% es reconstruible. Sea A’

un conjunto de aristas que induce una reconstruccion no trivial de p, queremos

demostrar que A’ = A 0 A’ = NI\ A. Entonces vamos a suponer, por la Proposicién
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(2.5) que A’ NN\ 21 = (). El Lema (4.2), 2 nos asegura que {0, 1} debe tener el
mismo color que el homogéneo {2,3, ...}, luego {0,1} ¢ A'.

Ahora veamos que {0,m},{1,m} ¢ A’ para todo m > 3. Suponga, sin pérdida de
generalidad, que {0,m} € A, entonces por Lema (2.6), 2,{0,2} € A, y aplicando de
nuevo el mismo lema, se concluye que {0,3} € A’. Entonces {0,3,m} € hom(¢), y
esto contradice que A’ induce una reconstruccion de .

Hemos demostrado que A’ C {{0,2},{1,2},{1,3},{0,3}}. Tratamos los siguientes

dos casos:

Casol. {0,2} ¢ A'. Entonces {1,2} ¢ A’, por Lema (2.6), 1. Esto a su vez implica
(por el mismo lema) que {1,3} ¢ A’, y una vez mas, esto quiere decir que
{0,3} ¢ A’. En este caso, obtenemos que A’ = (), contradiciendo que A’ induce

una reconstruccion no trivial.

Caso 2. Aplicando reiteradamente el Lema (2.6), 1,
{0,2} e A" = {0,3} e A = {1,3} € A = {1,2} € A"

Luego, A’ = {{0,2},{0,3}, {1,3},{1,2}} = A.

Hemos demostrado que

c(p) ={p,1—p,0a,1 —a}.

Asi, |e(p)] = 4.

Si resumimos los resultados de la Proposicion 4.4 y el Ejemplo 4.5 en un sélo enun-

ciado tenemos que

Proposicion 4.6. Dado m € N. Existe una coloracion ¢ sobre N tal que c(y) tiene

exactamente 2(m + 1) elementos.

59



Note que el resultado anterior incluye también el caso m = 0, es decir, |c(¢)| = 2y
v EeR.

El Ejemplo 4.5 da una coloracién tal que el numero de sus reconstrucciones es
exactamente 4. Dicha coloracién tiene un ciclo critico. Las coloraciones usadas en la
demostracion de la Proposicion 4.4, por su parte, tienen unicamente parejas criticas.
Surge entonces la pregunta de si existe una coloracion ¢ sobre N tal que |c(p)| = 4

y tenga una Unica pareja critica.

Pregunta 4.7. ;Existe una coloracion ¢ sobre N que tiene una pareja critica y
()| =47

Continuamos extendiendo el resultado (4.6) para que ahora incluya la existencia de
coloraciones que tiene clases de reconstruccion infinitas. En particular, veremos que
existen coloraciones ¢ tales que ¢(yp) es numerable infinito o ¢(¢) es perfecto, y por

lo tanto |c(p)| = 2. Comenzamos demostrando que
Proposicion 4.8. Existe una coloracion ¢ sobre N tal que c(y) es infinito numerable.

Demostracion. Sea o la coloracion sobre N definida por

©{0,k} = ¢{0,1} paratodo k > 1,

o{k1,ko} =1 — {0, 1} para todos ki, ks > 0.

llustramos la coloracién definida en la Ecuacion (10).

1 2 3 4 5 6 7

Figura 19. Coloracién con clase de reconstruccidon numerable.

La lista de homogéneos explicita de esta coloracién es hom(y) = P({1,2,3,4,...}).

Observamos que para todo n > 0, {0,n} es par critico de ¢.
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Considere las coloraciones o1}, ¥{0,2: - - - P{o.k}, - - - - EStas coloraciones son re-
construcciones no triviales de ¢ pues, como ya se menciond, las aristas incidentes
que son incidentes con 0, {0,1},{0,2},...,{0,k},... son todas parejas criticas de
@. Esto es, g € c(p) paratodo k > 0.

Sea A un conjunto de aristas que induce una reconstruccion no trivial de ¢. Supon-
gamos que N\ 12'n A = (). Por el Lema (4.2), 1, dado que {0, ki, k;} ¢ hom(v)) para
todo k1, k> € N\ 1, tenemos que |{y € N\ 1 : ¢{0,y} = ¢ (N®)}| < 1. Esto quiere
decir que sélo una de las aristas que incide con 0 puede tener el mismo color que
el conjunto homogéneo N\ 1. En otras palabras, solo una de las aristas {0, £} con
k > 0 puede ser elemento de A, esto es, |A| = 1.

Entonces

c(p) ={p,1 =} U U{¢{o,k}7 1 — @1},
k=1

asi que |c(¢)| = No. O

Finalmente, para terminar de responder la pregunta sobre el tamario de ¢(¢). Mos-

tramos que
Proposicion 4.9. Existe p sobre N tal que c(y) es un conjunto perfecto.

Demostracion. Sea ¢ sobre N definida por
o{my,n1} = e{ma,n2} <= my+n; =my+ny mod 2 (11)

Entonces la coloracion ¢ la podemos ilustrar en la siguiente manera

Figura 20. Coloracién con clase de reconstruccion perfecta, y por lo tanto no
numerable.
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Notamos que
hom(p) = NF UP({0,2,4,... h) UP({1,3,5,...}).

En este caso es posible obtener reconstrucciones cambiando arbitrariamente una

Il
—

coleccién numerable de parejas disjuntas de la forma {m,n} donde m + n
mod 2.

Considere A C {{m,n} : m+n = 1 méd 2} tal que sus elementos son dos a
dos disjuntos (un conjunto de aristas no adyacentes dos a dos). Note que todo A
con estas caracteristicas induce una coloracion no trivial de ¢ denotada por 4.
Ademas, estos conjuntos son los Unicos que inducen reconstrucciones de ¢ (se
puede argumentar como en los resultados anteriores, usando la Proposicion (2.5) y
el Lema (2.6)).

Suponga que A es un conjunto infinito de aristas que cumple lo especificado arriba.
Entonces A | n? también induce una reconstruccion de ¢ para todo n € N. Enton-
ces tenemos que (4,21 )» €8 Una sucesion de elementos diferentes (tomando una
subsucesion si es necesario) de c(y) tal que ¢ 4,2 — V4.

Si en cambio A es finito, entonces fije m = max|J A, esto es, m es el numero na-
tural mas grande tal que una arista incidente con m es elemento de A. Entonces

considere la sucesion de conjuntos (4,) = (AUN?\ n)> vy note que

lim AUN?\nP)=AU( = A.

n—o0

Luego, podemos definir (¢4, )22, y se verifica que g4, — @a.

Hemos demostrado que cualquier elemento ¢4 de c¢(yp) es el limite de una suce-
sién infinita de elementos de ¢(y). Entonces ¢(¢) es cerrado (lo que se sabe de la
demostracion de la Proposicion 2.20) y no tiene puntos aislados.

Note que ¢(p) hereda las propiedades de ser métrico, compacto y cero dimensional
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de 28 y por lo demostrado, no posee puntos aislados. El Teorema de Brouwer
permite concluir que ¢(¢) es homeomorfo al espacio de Cantor. En particular, ¢(y)

tiene tamano del continuo. O

Sea ¢ sobre N. Puesto que c(¢) es un subconjunto cerrado de 2V, un espacio

Polaco, es conocido que

(@)l < Ro V e(p)] = c.
Los resultados de esta seccién han demostrado ademas que

Proposicion 4.10. Si x es un cardinal tal que
K < NO V. K =rc,

entonces existe una coloracion sobre N tal que |c(p)| = k.

Cuando ¢(y) es infinito entonces tiene al menos un punto limite. El caso extremo, en
el que ¢(y) tiene un anico punto limite sucede en la demostracién de la Proposicion
(4.8). Por otra parte, para la coloracion usada en la demostracién la Proposicion
(11), todo punto es limite de la clase de reconstruccion.

Una herramienta util para el estudio de los conjuntos de puntos limites es el rango de
Cantor-Bendixson que definimos a continuacion. La derivada de Cantor-Bendixson
es la operacion que envia a un conjunto cerrado en su conjunto derivado (conjunto
de puntos limite) X — X'. La a—ésima derivada de Cantor-Bendixson se define por

recursion transfinita:

X0 =X,
XCH-I — (Xa)/,

X* = () X, para ordinales limite .

a<
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El rango de Cantor-Bendixson, denotado por r¢(X) es el primer ordinal « tal que
(X)) = X,

Si ¢ es la coloracién en la Figura (19), entonces r¢cp(c(¢)) = 2. Si p es la coloracion
en la Figura (20). Investigaciones preliminares muestran que existen coloraciones ¢
tal que rop(c(¢)) = a para 1 < a < w. Esto da lugar a preguntarse por los ordinales

infinitos, y en particular nos preguntamos

Pregunta 4.11. ;Existe una coloracion ¢ sobre N tal que rcp(c(p)) =w?
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5. TRABAJO FUTURO

En Capitulo 4 se da una direccién en la cual se puede extender el estudio del pro-
blema tratado en este trabajo.

Por otro lado, queda trabajo por realizar en relacién al resultado principal de este
trabajo, el Teorema (3.15). En particular, queda por definir el caso en que el conjunto
que induce una reconstruccion minima es infinito. El autor sospecha que la solucion
es factible a partir de técnicas similares a las aca desarrolladas. Sin embargo, las
limitaciones de tiempo no permitieron desarrollar mas el trabajo, asi que se espera
pronto aclarar estos puntos para escribir un articulo para publicacién, basado en

este trabajo.
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6. CONCLUSIONES

A partir de los desarrollos presentados y los resultados obtenidos en el presente

trabajo de grado, es posible enunciar la siguiente conclusiéon general:

= Se logré encontrar el ejemplo buscado de una coloracion reconstruibles tal
gue no posee segmentos iniciales reconstruibles (Ver Ejemplo (2.17)). Esto
dio lugar a definir el concepto de coloracion fuertemente reconstruible, lo cual
se hizo en la Definicion (2.16). Este nuevo concepto aun no ha sido estudiado

en detalle.

= Aunque no se ha establecido una caracterizacion del concepto de coloracion
reconstruible, si se ha establecido un caso importante, aquél donde el conjunto
qgue induce una reconstruccion minima es finito. La caracterizacién completa
parece ser alcanzable por los mismos métodos, y esperamos desarrollar la

soluciéon completa al problema.

» Estudiar las clases de reconstruccion de una coloracion (Ver el Capitulo 4),
puede brindarnos mayor informacidén sobre las coloraciones mismas por me-
dio del estudio de la estructura interna de estas clases usando técnicas de la

Topologia y la Teoria Descriptiva de Conjuntos.
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ANEXOS

Anexo A. El Teorema de Ramsey

El Teorema de Ramsey es el resultado fundador de toda un area de las matematicas
que es asi mismo conocida como Teoria de Ramsey. Esta teoria se puede conside-
rar divida en la Teoria de Ramsey Infinita y la Teoria de Ramsey Finita, segun los
objetos que se estudien. En esta seccidén se quiere dar una breve introduccién al
Teorema de Ramsey Infinito. Asi podremos ubicar al problema de reconstruccion de
una coloracion a partir de sus conjuntos homogéneos en un contexto matematico e
historico.

Definicion 6.1. Dado un conjunto X y un nimero positivo r, una r-coloracién de X

es una funcién ¢ : X — r.

Este concepto coincide con el concepto de particion finita (r partes) del conjunto X.
Si {A;}7_, es una particion de X, entonces se puede obtener una coloracion ¢ tal
que

p(x) =1 <= x € A.

Definicion 6.2. Dado un conjunto X y niumeros positivos r, k, una r-coloracion de las
k-combinaciones (estos son los subconjuntos de i elementos) de X es una funcién
¢ : XKl — . Siel k es claro del contexto diremos que ¢ es una r-coloracion sobre
X.

Definicién 6.3. Dado un conjunto X y ¢ : X¥I — r se define
hom(p) ={Y C X : Y C ¢ (i) paraalgini € r.}

Los elementos de hom(y) son llamados conjuntos homogéneos (0 monocromaticos)

de .
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Segun Soifer, Ramsey Theory: Yesterday, Today, and Tomorrow, en 1953 el mate-
matico estadounidense Frank Harary sugirié el siguiente problema, del folclor mate-

matico, para la competicion matematica W. L. Putnam.

Ejemplo 6.4. Demuestre que si se usan dos colores para colorear las aristas de
un grafo completo Ky entonces existe un triangulo Ks monocromatico, sin importar

coémo se hayan coloreado las aristas.

Demostracion. Sea v, un vértice de Kj, cuyas aristas son de color rojo o negro.
Entonces v, es incidente con al menos tres vértices de un mismo color, digamos que
v1, U9, v3 S€ conectan a v, por aristas rojas. Si v, y v, (0 cualquier otra combinacién de
v1, g, U3) S€ conectan por una arista roja entonces hay un triangulo monocromatico.

De lo contrario, vy, v5, v3 €stan todos conectados por aristas negras. O

Otra forma de decir lo que se ha mostrado alli es que
Dado X un conjunto de tamafio 6 y una 2-coloracion » : X — 2 de las parejas
de X entonces existen tres aristas que forman un triangulo monocromatico, o tres

vértices que forman un homogéneo de o,

{a,b,c} tal que p{a,b} = p{a,c} = p{b,c}

o {a,b,c} € hom(p).

El ejemplo anterior ilustra el prototipo de problema con el que lidia el Teorema de

Ramsey. El Teorema de Ramsey Finito afirma que

Teorema 6.5. Dados numeros positivos k,m,r, existe n tal que para todo X con
|X| = n(k,m,r) y toda r-coloracion p : X¥I — r existe un'Y < hom(y) tal que
Y| =m.

A raiz de este resultado surgi6 el problema de encontrar el niUmero mas pequefio n

que satisface el Teorema de Ramsey. Para k = 2,r = 2 se denota R(m,m’) al nu-
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mero mas pequenio tal que toda 2-coloracion de parejas de X con | X| = n posee un
homogéneo de color rojo de tamafio m, 0 un homogéneo de color negro de tamarno
m’. Cuando m’ = m se escribe R(m.m’) = R(m). El caso particular del Ejemplo
6.4 corresponde con una demostracion de que R(3,3) = 6. Encontrar nimeros de
Ramsey es un problema muy dificil por o que se ha avanzado lentamente en su
descubrimiento. El comportamiento asintético del problema ha probado ser una difi-
cultad en la busqueda de estos numeros. Los nimeros de Ramsey crecen tan rapido
que los algoritmos de fuerza bruta son demasiado ineficientes, esto impide verificar
computacionalmente los valores R(m,m’), excepto para los casos mas pequenos.

En lo que respecta a este trabajo estamos mas interesados en el caso en X es un

conjunto infinito.

Teorema 6.6. Sean k,r enteros positivos. Para todo X infinito y toda r-coloracion

¢ : X¥ — r existe un subconjunto infinito de X, Y tal queY € hom(y).

Demostracion. Supondremos que X = N.

Por induccién sobre k. Para k = 1 tome Y = ¢~ !(i) donde i € r es tal que Y es
infinito. Tal i existe por el Principio del Casillero.]

Escribimos explicitamente la demostracion del caso k& = 2 para referencia posterior.
k =2.

Definimos recursivamente sucesiones {a;}jen, {%;}jen, {B;} jen-

Sea ay = min(X), por el Principio del Casillero existe iy € r tal que hay infinitos
z € X \ {ap} tales que ¢{ap,z} = iy. Defina By = {z € X \ {ao} : ¢{ap,x} =io}. Bo
es un subconjunto infinito de X.

Suponga que a;, 7;, B; han sido definidos para un j > 0. Tomamos el mas pequefio
de los los elementos en B;, a;; = min(B,). Por el Principio del Casillero existe ;.

tal que p{a;1,2} =i;41 parainfinitos = € B;. El conjunto

B = {r € B; \ {%H} : 90{aj+17$} = 'ij+1}>
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es infinito. Esto termina la construccion de las sucesiones {q;}, {i; }, { B;}.

Dado que {i;} es infinito, uno de los r colores se debe repetir infinitas veces, diga-

mos que existe J C N infinito tal que para todo j € J se cumple que i; = i € r.

Para todos ji,j» € J se tiene ¢{a;,,a;,} =i, y de esta manera {q;},;c;(=Y) es un
homogéneo de ¢.

k > 3.

Sea ay = min z. Considere la coloracion ¢ : X\{ao}*~1 — 2 definida por {x1,..., 241} =
e{ao, 1, ..., x,_1} Y por hipétesis de induccién « tiene un homogéneo infinito. Es de-

cir, existen infinitos {z1,..., 2,1} € X \ {ao}* tales que w{ag,r1,..., 251} = io

para algun i, € r. Defina

By ={{x1,...,xp1} € X\ {ao}[k_l] s plag, 1, . X1} =0}

Suponga que se han construido «a;,i; y B, para j > 0. Sea a;;; = min B; y defina
w : Bj \ {aj+1}[k_1] — 2 definida por w{l'l, R ,fﬂk,l} = gp{ajH, T1y.-- ,l’kfl}. Por
hipotesis de induccion, existe ;. € r tal que ¢ tiene un conjunto homogéneo infinito

de color i;,,. Luego, el siguiente conjunto es infinito

Bj+1 = {{ZEh N ,ZL'k} S Bj \ Bj U {aj+1}[k_1] . QO{CL]‘+1, L1y ,l’k_l} = ij+1}.

De esta forma se termina la construccion de las sucesiones {a;}, {i,},{B;}. Se tiene
que existe un i € r y un conjunto J C N infinito tal que si j € J entonces i; = i. Sean
J1 < jo <...<jr € Jentonces p{aj,aj,...,a;} =1ipuesto que a,,,...,a; € Bj.
Hemos demostrado que ¢ es constante de valor i sobre las aristas del conjunto

Y = {a,;},e;- En otras palabras, Y es un homogéneo infinito de ¢. O

Anexo B. El Problema Clasico de Reconstruccion de Grafos
El objetivo de esta seccion es de dar un contexto matematico e histérico al problema

de reconstrucciéon de coloraciones que se trabaja en esta tesis. Mas alla de las
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conexiones que tienen algunos conceptos de la Teoria de Ramsey o de la Teoria
Descriptiva de Conjuntos, el trabajo de esta tesis tiene un “sabor similar” a algunos
problemas de la teoria de grafos.

El autor no ha podido esclarecer esta relacion con la teoria de grafos en el afo
que lleva trabajando en el tema que concierne a este proyecto de investigacion.
En retrospectiva, parece ser que seria bastante productivo relacionar algunos de
los resultados encontrados con resultados de la teoria de grafos. Esta es una im-
portante linea de trabajo a futuro, y por eso se cree importante incluir aqui estas
observaciones asi como lo minimo para entender de qué se tratan las Conjeturas
de Reconstruccion de Grafos, que son problemas abiertos de hace medio siglo.

Lo que se expone a continuacion fue tomado de la seccion 2.7 del libro Graph Theory
J. A. Bondy y U. S. R. Murty. Graph theory. Vol. 244. Graduate Texts in Mathematics.
Springer, New York, 2008, pags. xii+651. DOI: 10.1007/978-1-84628-970-5, J.A.
Bondy quien ha escrito extensivamente sobre el Problema de Reconstruccion de
Grafos en Bondy, “A graph reconstructor’s manual’.

Dos grafos G 'y H son isomorfos, escrito como G = H, si existen biyecciones 0 :
V(G) = V(H)Yy ¢: E(G) — E(H) tales que ¢(e) = 0(u)f(v); este par de funciones
se llama un isomorfismo entre Gy H.

Dado un grafo GG, una manera muy natural de encontrar subgrafos de G es eliminar
uno de los vértices, digamos v, y llamar al subgrafo resultante G —v. Estos subgrafos
de G son llamados subgrafo de vértice eliminado.

Dos grafos G'y H sobre el mismo conjunto de vértices son llamados hipomorfos si
para todo v € V, sus subgrafos de vértice eliminado G — v y H — v son isomorfos.
Esto no implica, necesariamente, que G y H son isomorfos. Por ejemplo, los grafos
2K,y K,, donde K, es el grafo completo en n vértices, no son isomorfos pero son
claramente hipomorfos. Pues todos sus subgrafos de vértice eliminado consisten

solamente de un vértice. Sin embargo, estos dos grafos son la Unica pareja conocida
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de grafos finitos hipomorfos que no son isomorfos.

Esta conjetura fue reformulada por Harary, en 1964 de la siguiente manera.

Definicion 6.7. Una reconstruccion de un grafo G es cualquier grafo hipomorfo a G.
Decimos que un grafo G es reconstruible si toda recostruccién de G es isomorfa a
G, en otras palabras, si G puede ‘reconstruirse’ salvo isomorfismo a partir de sus

subgrafos de vértice eliminado.

Conjetura de la Reconstruccion de Grafos I: Todo grafo finito sobre al menos tres

vértices es reconstruible.

Informalmente, uno puede pensar en los subgrafos de vértice eliminado, sin etique-
tas, como si fueran ilustrados en cartas (tarjetas), uno por cada carta. El problema
de reconstruir un grafo es entonces aquel de determinar el grafo a partir de su mazo
de cartas.

Considere el siguiente ejemplo de reconstruccion de un grafo en 6 vértices. Sea G

el siguiente grafo:

Entonces el mazo de los subgrafos de vértice eliminado de G es

NN L\

Este trabajo se trata del Problema de Reconstruccion de una Coloracién a partir de

sus Conjuntos Homogéneos. Una comparacion de este con el problema de recons-
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truccién de grafos clasico, puede darnos idea de lo que tienen en comun y de lo que
los diferencia.

Sea G el grafo del ejemplo anterior y considere la coloracién “correspondiente” a G

2 e o1
¢ 3 0»
4 e 5

Como ya se menciong, la relacién exacta entre estos dos problemas no se ha escla-
recido. Hacemos énfasis en las diferencias:

En el Problema de Reconstruccidén de Grafos el etiquetamiento de los vértices es
irrelevante, grafos isomorfos se consideran el mismo objeto. Entonces el Problema
de Reconstruccién de grafos se asemeja al armado de un rompecabezas, donde los
subgrafos de vértice eliminado son piezas que deben encajar unas con otra para
formar el grafo original.

Contratando con el Problema de Reconstruccién de una Coloracion a partir de sus
conjuntos homogéneos. Para este ultimo si se tiene en cuenta el etiquetamiento de
los vértices, ya que estos determinan la coleccién de conjuntos homogéneos. En
este caso el problema se puede entender asi: Dada ¢ una 2-coloracion sobre X
numerable (o un grafo con X como conjunto de vértices) y considere las “transfor-

maciones” (agregar o quitar aristas del grafo) que dejan invariante a hom(y) (que en
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términos de grafos seria la unién del conjunto de cliques del grafo y el conjunto de
conjuntos independientes del grafo).

En retrospectiva, el autor cree que puede ser fructifero para esta investigacion con-
sultar alguna literatura sobre teoria de grafos, particularmente relacionada con los
conceptos de cliques, conjuntos independientes y grafos libres de triangulos. Tam-
bién, dado el amplio uso de familias de conjuntos en esta tesis, creemos que la
literatura de hipergrafos también puede ser Util. Es posible que hayan problemas si-
milares o relacionados en esa area de la matematica, teniendo en cuenta también
que las coloraciones (con dimension arbitraria) coinciden con hipergrafos uniformes.
Por ultimo, mencionamos que existe un analogo para aristas de la Conjetura de la
Reconstruccién que fue propuesto por Harary, en 1964. Un grafo es arista-reconstruible
si puede reconstruirse, salvo isomorfismo, de sus subgrafos de arista eliminada.
Conjetura de la Reconstruccion de Grafos Il: Todo grafo simple sobre al menos

cuatro aristas es arista-reconstruible.
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