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Esquema de dispersién coloidal de particulas magnetizadas permanen-
temente (ferrofluido) sujetas a un movimiento de rotacién Browniano,
a) en ausencia de campo magnético aplicado y b) sometido a un campo
magnético de magnitud |[H|. Fuente: [1] . . . . .. ... ... ... ...
Tiempos de relajacién Browniano 75 (verde), tipo Néel 7 (azul) y
efectivo 7 (rojo), en funcién del radio de la nanoparticula magnética.
Fuente: [1]. . . . . . . . .
Comparacion entre el perfil de velocidad tedrico (negro) y experimental
(azul) a partir de la solucién de orden cero de la TDMAI, para una
muestra de ferrofluido bajo el efecto de dos pardmetros de Langevin,
a = 0,7y a = 0,44, contenida en una geometria anular en la que
Rinterno = 9,3mm y Regterno = 24, 7mm. Fuente: [2]. . . .. ... ...
Comparacion de perfiles de velocidad tedricos y experimentales para
diferentes frecuencias de rotacién de campo magnético (f), bajo el efecto
de una densidad de campo magnético constante de 12,3mT. En las
mediciones de Chaves et al. [3], la muestra de ferrofluido implementada
fue un ferrofluido de base aceite (EMG900__2) compuesto por magnetita.
Fuente: [2]. . . . . . ...
Comparacion entre el perfil de velocidad tedrico (negro) y experimental
(azul) a partir de la solucién de orden cero de la TDMAI, para la muestra
de ferrofluido WBF-1 en un contenedor cilindrico, bajo el efecto de un
campo magnético externo, o = 0,77, 2 = 0,033 y oo = 0,62, Q = 0, 047.
R=24,7Tmmy r=0,44. Fuente: [2]. . . .. ... ... ... .. ....
Mediciones ultrasonicas de perfiles de velocidad de la muestra de fer-
rofluido EMGT705, en un contenedor cilindrico. a) Contenedor cubierto
en la parte superior. b) Contenedor libre en la parte superior, es decir,
con interfase ferrofluido-aire en z = h. Fuente: [4] . ... ... ... ..

Esquema rectangular para el problema de flujo de un ferrofluido con-
tenido en placas planas y paralelas de altura §, de longitud y ancho in-
finito (dominio unidimensional) y con interfase ferrofluido-aire en x = 4.
El campo, el cual gira alrededor del eje y, es generado por una intensi-
dad de campo axial H, y una densidad de campo transversal B,. En
el problema unidimensional se pretende determinar los perfiles 0, (%) y
Oy (Z). Fuente: [5] . . . .. .. ..
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VARIABLES Y SIMBOLOS

] Nomenclatura ‘ Definicion

Vector espacial unitario (adimensional)

Tiempo de anédlisis del fenémeno (s)

Vector intensidad de campo magnético (A m~1)
Vector magnétizacién del ferrofluido (A m~1)

Vector densidad de campo magnético (mT)

Constante de relajacién tipo Browniana (s)

Constante de relajacion tipo Neel (s)
Constante de relajacion efectiva (s)
Viscosidad liquido portador nanoparticulas (mPa s)

Volumen hidrodindmico de nanoparticula Vj, = w(D, 4+ 25)°6 (nm?)
Constante de Boltzman (J K1)

Temperatura absoluta del sistema (K)

frecuencia de rotacién del campo magnético (Hz)

Velocidad de rotacién del campo magnético (rad s—1)

Frecuencia caracteristica del material magnético (Hz)

Constante anisotrépica magneto-cristalina nanoparticulas (JM~?)

SIxeol=SITISEE 2R | w g T |~

Volumen del niicleo magnético (nm?)

D, Didmetro de nanoparticula (nm)

vM Momento magnético por unidad de masa J T~ Kg~!
m Momento magnético promedio de las nanoparticulas J T~!
\% Vector de velocidad promedio del fluido (mm s~!)

p Densidad del ferrofluido (g cm™3)

F Vector de densidad de fuerza de cuerpo (N m~3)

o Tensor de esfuerzos (N m~—?)

I Vector momento de inercia (kg m?)

G Torque magnético de cuerpo (kg m? s=2)

C Tensor de par de esfuerzos (N s~ 1)

A Vector transferencia de momento (kg” m~! s~2)

o Tensor unitario (adimensional)

n Viscosidad de cizalla (mPa s)

¢ “Vortex viscosity” (mPa s)

w Velocidad de giro de nanoparticulas (rad s=1)

n Spin wviscosity (kg m s~ 1)

A Coeficiente fenomenolégico “bulk viscosity” (mPa s)
N Coeficiente fenomenolégico “bulk viscosity of spin” (kg m s~!)

o Fraccion volumétrica hidrodindmica (adimensional)
o Permeabilidad magnética del aire o vacio (N A~?)
Ly Permeabilidad magnética relativa (adimensional)

L Permeabilidad magnética del material (N A~?)
X Susceptibilidad magnética (adimensional)
D Presion del sistema (Pa)
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Qy Vorticidad del ferrofluido (rad s—1)
Q, Componente vertical de la vorticidad del ferrofluido (rad s=1)
Iy Funcién Bessel modificada primera clase, orden cero (adimensional)
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RESUMEN

EVALUACION DEL EFECTO DE LA ECUACION DE MAGNETIZACION
DE MARTSENYUK, RAIKHER Y SHLIOMIS SOBRE LAS PREDIC-
CIONES DE FLUJO DE LA TEORIA DE DIFUSION DE MOMENTO
ANGULAR INTERNO !

AUTOR: CRISTIAN CAMILO JIMENEZ LEIVA 2

PALABRAS CLAVES: Ferrofluidos, difusién de momento angular interno, spin vis-
cosity, vortex viscosity, perfiles de velocidad, ecuaciéon de magnetizacion, campo mag-
nético rotativo.

DESCRIPCION:

Esta tesis doctoral trata sobre el comportamiento de flujo de fluidos magnéticos o
ferrofluidos. Como se puede evidenciar en la literatura relacionada con la ferrohidrod-
inamica, han pasado alrededor de cinco décadas después de que se evidencid la gen-
eracion de flujo de ferrofluidos, por el efecto de un campo magnético rotativo, sin que
hasta el momento se haya llegado a un acuerdo sobre el mecanismo generador, debido a
las diferencias de tipo cuantitativo entre los perfiles de velocidad tedricos y experimen-
tales. Ante esta situacion, se planted anteriormente la teoria de difusién de momento
angular interno (TDMATI), la cual busca describir los perfiles de velocidad de ferrofluidos
que estan bajo el efecto de un campo magnético rotativo.

El objetivo principal de esta investigacién es evaluar, a partir de la TDMALI, el
uso de la ecuacion de magnetizacion propuesta por Shliomis, junto con la ecuaciéon
propuesta por Martsenyuk Raikher y Shliomis, con base en las predicciones de perfiles de
velocidad de ferrofluidos, en presencia de campos magnéticos rotativos de alta amplitud
y frecuencia, es decir, o > 1y 2 > 1. Los resultados del modelo son comparados con
datos experimentales de perfiles de velocidad disponibles en la literatura.

La metodologia de investigacién estd encaminada a demostrar que se puede conseguir
un mayor acuerdo, de tipo cuantitativo, entre el modelo ferrohidrodinamico y datos
experimentales, especificamente para una geometria cilindrica y una anular. El principal
aporte de este trabajo es la validacion o no de la TDMAI como mecanismo generador
de flujo, en ferrofluidos bajo el efecto de campos magnéticos rotativos. Adicionalmente,
se presentan las predicciones de la TDMALI para ferrofluidos contenidos en un canal de
placas planas y paralelas, de dominio bidimensional y con una interfase ferrofluido-aire,
en donde > 1y Q> 1.

! Trabajo de Investigacién Doctoral.
2 Facultad de Ingenierias Fisico-Mecénicas. Escuela de Ingenierias Eléctrica, Electrénica y de Telecomunica-
ciones. Director: Dr. Hermann Ratl Vargas Torres. Codirector: PhD. Carlos Rodrigo Correa Cely.
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ABSTRACT

EFFECT EVALUATION OF THE MAGNETIZATION EQUATION OF
MARTSENYUK, RAIKHER AND SHLIOMIS ON THE FLOW PREDIC-
TIONS BY THE INTERNAL ANGULAR MOMENTUM DIFFUSION THE-
ORY 3

AUTHOR: CRISTIAN CAMILO JIMENEZ LEIVA *

KEYWORDS: Ferrofluids, internal angular momentum diffusion, spin viscosity, vor-
tex viscosity, velocity profiles, magnetization equation, rotating magnetic field.

DESCRIPTION:

This doctoral thesis deals with the flow behavior of magnetic fluids or ferrofluids. As can
be seen in the literature related to ferrohydrodynamics, it has been around five decades
since ferrofluid flow was first evident. The above, by the sole action of a rotating
magnetic field. Nevertheless, currently no agreement has been reached on the flow
mechanism, due to the quantitative differences between theoretical and experimental
velocity profiles. Hence, the Internal Angular Momentum Diffusion Theory (IAMDT)
was previously proposed, which seeks to describe the velocity profiles of ferrofluids under
a rotating magnetic field.

The main objective of this research is to evaluate, from the IAMDT, the use of the
magnetization equation proposed by Shliomis (Sh-72), together with the one proposed
by Martsenyuk Raikher and Shliomis (MRSh-74), based on velocity profile predictions
of ferrofluids in the presence of high amplitude and frequency magnetic fields, i.e. a >
1 and Q2 > 1. Model results are compared with experimental velocity profile data
available in the state of the art.

The research methodology is aimed at demonstrating that greater quantitative agree-
ment can be achieved between the ferrohydrodynamic model and experimental data,
specifically for a cylindrical and an annular geometry. The main contribution of this
work is the validation or not of IAMDT, as a flow-generating mechanism in ferrofluids,
under the effect of rotating magnetic fields. Moreover, from the implementation of the
Sh-72 and MRSh-74 equation in the IAMDT, the model predictions, for ferrofluids con-
tained in a two-dimensional domain rectangular channel with a ferrofluid-air interface,
are presented, where o > 1 and > 1.

3 Doctoral Research.
4 Faculty of Physical-Mechanic Engineering. School of Electrical, Electronical and Telecommunications Engi-
neering. Advisor: Dr. Hermann Rail Vargas Torres. Co-advisor: PhD. Carlos Rodrigo Correa Cely.
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INTRODUCCION

Desde hace méas de cinco décadas se defini6 a la ferrohidrodinamica como el estudio de
la dindmica de los fluidos y la transferencia de calor, asociada al movimiento de fluidos
incompresibles y magnéticamente polarizables, en presencia de campos magnéticos (es-
taticos y rotativos) y gradientes de temperatura [7]. Posteriormente, se realizaron las
primeras observaciones de flujo de un ferrofluido generado por la tinica acciéon de un
campo magnético rotativo [8], abriendo multiples campos para el estudio de este fené-
meno. Los ferrofluidos son fluidos con caracteristicas super-paramagnéticas, compuestos
de nanoparticulas magnéticas de 8 — 15 nm de didmetro [9], las cuales se encuentran
suspendidas en un liquido de tipo organico o inorganico. Estas sustancias han llamado
la atencién debido a su respuesta reoldgica particular, por ejemplo, el aumento de la
viscosidad en presencia de un campo magnético estacionario [10, 11], el aumento y la
disminucién de la viscosidad en presencia de un campo magnético rotativo [12, 13, 14],
y la generacion de flujo en el ferrofluido como respuesta a un campo magnético rotativo
externo [6, 15, 16, 8, 17, 18]. Igualmente, la formacién de vistosas geometrias en la
superficie de estos fluidos, tales como discos dentados, picos con base hexagonal, coro-
nas, laberintos, entre otras. Fenémeno que se presenta al ubicar un campo magnético
perpendicularmente a la superficie del ferrofluido. [19]. A partir de estas observaciones
se han realizado andlisis tedricos, con la finalidad de predecir las formas que se generan
en las superficies, en la medida que la intensidad de campo magnético aumenta [20].
Entre las aplicaciones que se les ha dado a los ferrofluidos se pueden resaltar las sigu-
ientes: 1. El sellado de recipientes en procesos industriales, al igual que el sellado de
dispositivos electronicos que involucran ejes rotando, como en el caso de discos duros
de un ordenador [21]; 2. Aplicaciones en sistemas micro-electro-mecénicos (MEMS) y
microbombas [22]. 3. Aplicaciones de transferencia de calor, en donde son usados como
fluido refrigerante en altavoces y en transformadores eléctricos, ya que mejora el flujo
de calor por el efecto de magneto-convecciéon [23]. 4. Aplicaciones biomédicas, especi-
ficamente en procesos de liberacién controlada de farmacos, en tratamientos contra el
cancer basados en hipertermia [24]. 5. Aplicaciones en resonancia magnética nuclear
(RMN) [25]. De igual manera, con el propédsito de describir la respuesta del flujo de
ferrofluidos ante la presencia de un campo magnético rotativo, se han planteado varias
teorias, las cuales buscan explicar el mecanismo capaz de generar los perfiles de veloci-
dad observados. Las principales teorias se enumeran y se explican muy brevemente a
continuacién: 1. Teoria de difusién de momento angular interno [26] (TDMAI): esta
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teoria sustenta que, debido al efecto de la rotacion de las nanoparticulas magnéticas,
al someterse bajo el efecto de un torque magnético externo, se genera la difusién de
momento angular interno, lo que a su vez produce la rotacién de la matriz del flu-
ido contenedor de las particulas, 2. Generacion de flujo por arménicos espaciales de
alto orden [27, 28]: con esta idea se propone que el flujo en ferrofluidos es generado
por armoénicos espaciales de alto orden, resultantes de las imperfecciones del estator
usado para la generacién del campo magnético, 3. Efectos de curvatura en interfase
ferrofluido-aire [15]: esta hipétesis establece que el flujo es generado solo por efectos
de curvatura, en la interfase ferrofluido-aire, los cuales generan esfuerzos magnéticos
tangenciales que actian sobre el ferrofluido ubicado en esta zona, 4. Condiciones de
frontera de esfuerzos y deslizamiento [5]: en esta teoria, el flujo puede ser explicado por
el uso de una condicién de frontera de esfuerzos, con deslizamiento en el momento lineal,
acoplado con una condicién de frontera de deslizamiento para la ecuacion de balance del
momento angular interno, 5. Flujo generado por gradientes de temperatura [29]: esta
hipétesis propone que el proceso de disipacion de energia de las nanoparticulas, rotando
en el fluido, genera gradientes de temperatura en el mismo, lo cual genera a su vez un
correspondiente gradiente de propiedades magnéticas, creando fuerzas magnéticas de
cuerpo en la direcciéon opuesta a la rotacion del campo externo, 6. Flujo debido a la
no uniformidad del campo externo [6]: se piensa que el flujo es generado por efecto del
gradiente de campo magnético, asociado a la forma del recipiente que contiene el flu-
ido, resultando de esta forma, en un campo magnético no uniforme dentro del volumen
de ferrofluido (aun cuando el campo magnético aplicado externamente es uniforme),
dando origen a la denominada fuerza magnética o de tipo Kelvin. De las anteriores
hipotesis, la TDMAI se tendra en cuenta de manera especial en el presente trabajo de
investigacion, a la hora de describir los perfiles de flujo de ferrofluidos bajo el efecto de
un campo magnético rotativo. El primer mecanismo generador de flujo, propuesto en
la TDMALI, es el debido a esfuerzos antisimétricos y la difusion de momento angular
interno, al interior del ferrofluido. Asimismo, el segundo mecanismo propuesto es el
que se presenta por medio de esfuerzos superficiales, dominantes cerca de la interfase
ferrofluido-aire. El primer mecanismo generador ha sido el mas estudiado, sin embargo,
por muchos anos se evalu6 de forma equivocada, pues se usaron resultados experimen-
tales de perfiles de velocidad superficiales (los tinicos disponibles hasta ese entonces),
para evaluar una teoria que aplica solo al interior del ferrofluido (lejos de la interfase).
No obstante, debido a la implementaciéon de una nueva técnica para medir perfiles de
velocidad, aplicable a fluidos oscuros y basada en ultrasonido [3], se demostr6 que lejos
de la superficie el flujo es generado por esfuerzos de tipo volumétrico, mientras que cerca
de la interfase estos dos mecanismos propuestos (esfuerzos tangenciales y volumétricos),
se encuentran actuando simultaneamente. Lo anterior, permitié observar diferencias,
en magnitud y sentido, entre los perfiles de la interfase y los perfiles en el interior de
la muestra ferrofluido. Dicho lo anterior, el andlisis que se plantea en esta propuesta se
realizard lejos de la interfase ferrofluido-aire, despreciando los efectos tangenciales en la
interfase ferrofluido-aire y comparando estos resultados con las mediciones experimen-
tales reportadas en el interior del ferrofluido, en el trabajo de Torres-Diaz et al. [2].
Previo a esta propuesta de investigacion, en el estudio realizado por Chaves et al. [4],
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se pudieron obtener a partir de la TDMAI perfiles de flujo de ferrofluidos contenidos en
dos geometrias: una cilindrica y una de cilindros concéntricos o anular, y bajo el efecto
de un campo magnético rotativo, de baja intensidad y frecuencia de rotaciéon. A partir
de los resultados obtenidos en el modelo propuesto por [4], se pudo obtener concor-
dancia cualitativa, mas no cuantitativa, en comparacion con resultados de mediciones
experimentales [2]. De forma consecutiva, en el trabajo realizado por Torres-Diaz et al.
[2], los cuales usaron ferrofluidos con particulas magnéticas de cobalto, se logré mejorar
la concordancia cuantitativa en los perfiles de velocidad, aunque persistieron las difer-
encias entre perfiles tedricos y experimentales, especificamente para altas intensidades y
frecuencias de campo magnético. A partir del anterior estudio, los autores concluyeron
que las diferencias cuantitativas que se presentaron, fueron debido a las restricciones
del modelo propuesto y adicionalmente, debido a que la ecuacién de magnetizacion im-
plementada (ecuacién de magnetizacién propuesta por Shliomis [10]), no seria la mas
adecuada para la descripcion de este tipo de flujo. Dicho lo anterior, lo que busca la pre-
sente investigacion es evaluar el efecto de implementar una ecuacion de magnetizacién
alternativa (ecuacién propuesta por Martsenyuk, Raikher y Shliomis [30]), en el sistema
de ecuaciones que conforman la TDMALI, al momento de predecir perfiles de velocidad
de ferrofluidos que estan bajo el efecto de un campo magnético rotativo. De modo
que, al implementar esta ecuacion en la descripcion del problema magnético, el nuevo
sistema de euaciones de la TDMAI, y su respectiva solucion, pueda aplicarse para casos
de altas intensidades y frecuencias de rotacion del campo magnético, y de esta forma,
se puedan comparar estos resultados con las mediciones experimentales disponibles en
la literatura.
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CAPITULO 1

GENERALIDADES DEL PROYECTO

1.1 ESTRUCTURA DEL DOCUMENTO

Con el fin de establecer un orden en el documento de la tesis, el presente escrito se ha
dividido en cuatro capitulos. A continuacién, se realiza una breve descripcién de cada
uno de estos capitulos.

Capitulo I:inicialmente, se presentan algunos conceptos de la ferrohidrodinamica
implementada en la investigacion, es decir, se presentan las variables y ecuaciones
que pretenden describir el fenémeno de generacion de flujo en ferrofluidos, bajo
el efecto de un campo magnético externo. Ademads, se presentan los aportes de
los diferentes autores en el tema, es decir, el estado del arte. Asimismo, en este
capitlo se hace el planteamiento del problema especifico, la hipdtesis y la pregunta
de investigacion de esta tesis. Con base en lo anterior, se expone tanto el objetivo
general como los objetivos especificos y finalmente, la metodologia llevada a cabo
en la investigacion.

Capitulo II: en este capitulo se resuelve el modelo ferrohidrodinamico en una
geometria rectangular, debido a la simplicidad que se presenta al implementar las
ecuaciones vectoriales, en un sistema conformado por un canal rectangular de pla-
cas planas y paralelas de longitud axial infinita, y dominio unidimensional. Los
resultados aqui mostrados son obtenidos de los trabajos previos, realizados por
Chaves et al.[5, 31, 32]. Primeramente, se muestran los resultados obtenidos por
[5, 31], para un dominio de una sola dimensién (por ser el sistema més simple) y
posteriormente, como aporte de la presente investigacion, se resuleve para un do-
minio bidimensional, que tiene en cuenta tanto la altura como el ancho del canal.
Para una mayor ilustracion ver figura 7 y 18. En esta geometria, el campo rota-
tivo se genera a través de la superposicion de un campo alternante en direccién
axial y otro en direcciéon transversal, con un desfasamiento eléctrico entre ambos
devanados. El aporte en este capitulo, esta relacionado con los perfiles obtenidos
para un ferrofluido contenido en un dominio bidimensional, bajo el efecto de den-
sidades de campo magnético de intensidad y frecuencia de rotaciéon no baja, asi
como también, la correccién de la condicién de frontera dindmica de la velocidad
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de giro, en la interfase ferrofluido-aire, la cual fue implementada erréneamente en
el trabajo de maestria de Alviz [32].

Capitulo III: en esta parte del documento se aplican las ecuaciones vectoriales
del modelo ferrohidrodinamico a un cilindro de longitud axial infinita. Ademdés,
se supone que el campo es generado por una corriente superficial que atraviesa
las paredes del cilindro en direccién +i,, la cual produce un campo magnético
rotativo alrededor de esta misma coordenada. Debido a la simetria del contenedor
cilindrico, el analisis se realiza de forma unidimensional, despreciando los efectos
de borde que se presentan en la parte inferior y superior del contenedor. Para una
mayor ilustracion ver figura 33.

Capitulo IV: se presentan los perfiles de velocidad para una geometria anular
(coaxial) de longitud axial infinita. Al igual que en la geometria cilindrica, se
supone que el campo es generado por una corriente que atraviesa las paredes del
cilindro externo en direccion +i,. Por otro lado, a diferencia de las anteriores
geometrias, se tiene en cuenta la no uniformidad del campo magnético, por lo
que se agrega un término adicional en la ecuacién dinamica de la conservacion del
momento lineal. Finalmente, en esta geometria se debe tener en cuenta que en las
paredes del cilindro interno, se requiere implementar las condiciones de frontera
magnéticas, con el fin de resolver las ecuaciones de Maxwell, tanto la ley de Gauss
para el campo magnético, como la ley de Ampere generalizada.

Las principales observaciones y conclusiones de cada geometria en estudio se exponen
al final de cada capitulo. Adicionalmente, después del capitulo IV, se plantean algunas
recomendaciones y trabajos futuros, con el fin de dar continuidad a la investigacion
en curso, entendiendo que aun quedan no pocos temas por abordar, en relacion con el
andlisis del fenomeno de la generacion de flujo de ferrofluidos, por la accién de campos
magnéticos rotativos. Finalmente, antes de incluir algunos anexos, se registran las
referencias bibliograficas utilizadas en esta investigacién.

1.2 MARCO TEORICO

La ferrohidrodindmica, segin Rosensweig [9], es la rama de la mecédnica de fluidos
que estudia el comportamiento de los fluidos influenciados por fuerzas de polarizacion
magnética, pero que no son conductores de electricidad. Basicamente esta ciencia esta
divida a su vez en dos partes: la ferrohidrodinamica de cuasi-equilibrio, la cual involucra
el uso de campo magnéticos estaticos; y la ferrohidrodinamica de campos magnéticos
rotativos, la cual se caracteriza por la generacién de esfuerzos asimétricos. Esta tltima,
es la rama bajo la cual se desarrolla la presente propuesta doctoral. Se puede con-
siderar que esta ciencia inicié en 1964, cuando Neuringer y Rosensweig [7] definieron
ferrohidrodinamica como el estudio de la dinamica de los fluidos y la transferencia de
calor, asociada al movimiento de fluidos incompresibles y magnéticamente polarizables,
en presencia de campos magnéticos (estaticos y rotativos) y gradientes de temperatura.
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Posteriormente, en 1967 Moskowitz y Rosensweig [8] reportaron por primera vez la gen-
eracion de flujo de estos fluidos por la tnica acciéon de un campo magnético. Dos anos
después, Zaitsev y Shliomis [26], propusieron una teoria para explicar el mecanismo que
genera el flujo de un ferrofluido, cuando este se encuentra sometido bajo la influencia de
un campo magnético rotativo. Esta explicacién propone que el flujo es producido por
la difusion de momento angular interno, desde las particulas hacia la matriz del fluido,
con posterior conversion en movimiento macroscopico. Esta teoria se basa en el caracter
ferromagnético de las nanoparticulas que conforman el ferrofluido [9]. Esta particulari-
dad genera la rotacion de las particulas, en el intento de alinear su momento magnético
M, en la direccion del vector de campo magnético H. El grado de alineacién de M con
el vector H depende de la relacion entre fuerzas magnéticas y térmicas (o Brownianas).
Por tal razon, a altas intensidades de campo magnético, donde las fuerzas magnéticas
superan las térmicas, el momento magnético de las nanoparticulas del ferrofluido llega a
estar paralelo al vector de campo magnético, alcanzando el ferrofluido su magnetizacién
de saturacion Mgy. Este fenémeno de alineacion de los vectores M y H es generado por
un torque magnético, uo (M x H) , que aparece siempre que H deja de ser paralelo a
M. En la figura 1 se muestra la ilustracion de esta respuesta por parte de las particulas
magnéticas (verde) ante un campo magnético externo (rojo). Sin embargo, hay dos
mecanismos a través de los cuales el momento magnético de la particula puede alcanzar
su nueva posicién de equilibrio. 1) el mecanismo de relajacién de Néel, en el cual el
vector de momento magnético rota libremente dentro de la particula, sin rotaciéon de
la particula; y 2) un mecanismo de relajacién Browniano, que se caracteriza porque el
vector de momento magnético rota al unisono con la particula [33, 34]. Este tltimo
mecanismo de relajacion es el responsable del comportamiento reolégico particular de
los ferrofluidos que se encuentran bajo el efecto de un campo magnético. Cada uno
de los mecanismos de relajacion esta caracterizado por un tiempo de relajaciéon. La
expresiéon del tiempo de relajacion Browniano es [35],

310 Vi
1
e &

en donde el tiempo de relajacién 75 es directamente proporcional a la viscosidad
del liquido en el que se encuentran suspendidas las nanoparticulas 7y, al volumen de la
particula V}, e inversamente proporcional a la constante de Boltzman kg, y la temper-
atura absoluta del sistema T, la cual es constante debido a que se asume que el proceso
es isotérmico.

De igual manera, la expresion del tiempo de relajacién de Néel es [35],

1 K

en donde el tiempo de relajaciéon de Néel 7y es inversamente proporcional a la
frecuencia fy, la cual tiene un valor aproximado de 109 Hz. Este valor fue encontrado
para un ferrofluido compuesto de magnetita en kerosene. Adicionalmente, el tiempo
de relajacion de Néel depende de manera exponencial de la relacion entre el volumen
de la particula V., la constante anisotropica del material K, la constante de Boltzman

B =
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Ferrofluido en ausencia de CM,
nanoparticulas sin magnetizacion

Figura 1: Esquema de dispersién coloidal de particulas magnetizadas permanentemente (fer-
rofluido) sujetas a un movimiento de rotacién Browniano, a) en ausencia de campo magnético
aplicado y b) sometido a un campo magnético de magnitud |H|. Fuente: [1]

kg, v la temperatura absoluta T. Teniendo en cuenta los efectos de cada uno de
los mecanismos de relajacién presentes en las nanoparticulas magnéticas, el calculo del
tiempo de relajacion efectivo 7, para la muestra de ferrofluido, se muestra a continuacién

[35],

=BV (3)
B+ TN

En la figura 2 se muestra una curva tipica para el tiempo de relajacién Browniano
(verde), Néel (azul) y efectivo (rojo) de un ferrofluido base agua. De esta figura se
puede observar que el tiempo de relajacién efectivo corresponde, aproximadamente, al
tiempo de relajacion méas corto entre los dos mecanismos. Por lo tanto, 7 = 75 cuando
el radio de la particula supera los 6 nm. Es de notar que los tiempos de relajacion estan
relacionados con el didmetro de las nanoparticulas que componen al ferrofluido. De ahi
que, se presentaria la rotacion de las nanoparticulas en la matriz del ferrofluido ante la
presencia de un campo magnético rotativo.

Por otro lado, al aplicar el modelo continuo a fluidos incompresibles, de acuerdo con
lo establecido por Dahler et al. [36, 37], se tiene que, en ausencia de un campo magnético
externo, la velocidad de giro promedio de las particulas (w) es igual a la mitad de la
vorticidad local del fluido, es decir, %V X v, en donde v es el vector de velocidad lineal
promedio. En este caso, el fluido se comporta como un fluido newtoniano, el cual se
caracteriza por un tensor de esfuerzos simétrico, esto es, & = n [Vv + (Vv)t} — dp,
en donde o representa el tensor de esfuerzo, n la viscosidad de cizalla, p la presion
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Tiempo de relajacidn, [seq)

L] + 5 [ 7 8 9 10
Radio de particula magnética, [nm]

Figura 2: Tiempos de relajacién Browniano 7 (verde), tipo Néel 7 (azul) y efectivo 7 (rojo),
en funcién del radio de la nanoparticula magnética. Fuente: [1].

del sistema y 4 el tensor unitario de orden dos o diada unitaria. Sin embargo, ante
la presencia de un campo magnético rotativo, las particulas tienen una velocidad de
giro promedio local diferente a la vorticidad de las capas del fluido, en otras palabras,
%V X v # w [36, 37]. Por tal motivo, se genera un proceso de disipacién mecanica
analogo al efecto de friccion entre las capas de fluido que se desplazan linealmente, el cual
se caracteriza por la viscosidad dinamica del fluido, es decir, los esfuerzos antisimétricos
son el mecanismo por medio del cual se da la transformacién de momentum lineal a
momentum angular interno, y responde al acoplamiento entre el giro interno de las
particulas magnéticas y la vorticidad de las capas del fluido portador. Este efecto
de friccion o esfuerzo es descrito por medio de los esfuerzos antisimétricos, los cuales
estan relacionados con el término V X v — 2w, y por tanto, se ha sugerido que dichos
esfuerzos deben ser incluidos en un tensor de esfuerzos antisimétrico de la forma o =
n[Vv+ (Vv)]+ e (V xv—2w)—dp [37]. En donde ( es la viscosidad de vortice y
e el tensor alternante.

Por consiguiente, la velocidad de giro de las particulas w viene a constituirse como
una nueva variable del sistema, asi como la velocidad lineal v, la densidad del fluido p,
y la presion p. De ahi que, w debe estar sujeta a una ecuaciéon de balance o ecuacién
de cambio. Dicha ecuacién es la de balance de momento angular interno (ver Ec.
(25)), deducida por Dahler y Scriven [36] (a partir de la teorfa de mecanica estadistica
y aplicada originalmente a procesos de transporte de fluidos formados por moléculas
poliatémicas), la cual fue obtenida nuevamente por Dahler y Scriven [38] a partir de
argumentos de la mecanica de medios continuos.

En este orden de ideas, de acuerdo a lo establecido en [36], el sistema de ecuaciones
del problema dinamico esta conformado por: la ecuacion de continuidad para un fluido
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incompresible, la ecuacion de momento lineal de Cauchy y el balance del momento
angular interno; las cuales se presentan en las Ec. (4)-(6).

V.v=0, (4)
v
=Y _ F .
pp; =PF+V-o, (5)
1
=G .C+ A.
P —PGHV-C+ (6)

En la Ec. (5) pF representa las fuerzas de cuerpo que actiian sobre la masa del
ferrofluido (momento lineal generado por un campo externo) y o el tensor de esfuerzos
(simétricos y antisimétricos). En la dindmica de fluidos cldsica se acostumbra considerar
que o es simétrico, argumento que es valido sélo para fluidos en los que no hay torques
a nivel microscépico ni difusiéon de momento angular interno. Por su parte, en la Ec.
(6), en el lado izquierdo ,0% representa la razén de acumulaciéon de momento angular
interno dentro de un volumen de fluido de tamafio diferencial, pG representa la densidad
de torque magnético (“body-couple”) proveniente de un campo externo, V - C el torque
superficial neto y describe la transferencia de momento angular interno por difusién
desde entornos contiguos y por ultimo, A representa el intercambio de momento lineal
y momento angular interno debido al tensor de esfuerzos antisimétricos. No obstante,
con el fin de igualar el nimero de variables a determinar con el niimero de ecuaciones
disponibles, se hace necesario introducir las ecuaciones constitutivas para pF, o, pG,
C y A. Estas ecuaciones se presentan a continuacion, las cuales han sido propuestas
principalmente por Condiff, Dahler y Rosensweig [9, 37].

o =n[Vv+ (Vv)]+ (e (V xv—2w)— dp,
C=17[Vw+ (V) + (V- -w)d,
l=lw,

A =2 (;VXv—w) ,
pG = MOMXH7
oF = 1y M - VH. (7)

En las ecuaciones anteriores, v representa el vector de velocidad lineal en el fer-
rofluido, n el coeficiente fenomenolégico “shear viscosity”, w la velocidad de giro de las
particulas magnéticas, p la presién del sistema, 1’ el coeficiente fenomenolégico “spin
viscosity”, N la viscosidad dilatoria, & el tensor unitario de segundo orden, I el tensor
que simula el momento de inercia promedio de las particulas, 1 el vector de densidad
de momentum angular interno, el cual tiene en consideraciéon las contribuciones de-
bidas a las rotaciones moleculares, esto es, 1 = I-w, lo que para moléculas que no
son demasiado flexibles se puede considerar como un tensor constante y, si el fluido
es isotropico, se tiene que I = 19, entonces 1 = [w. Finalmente, { representa el coe-
ficiente fenomenol6gico denominado viscosidad de vértice (“vortex viscosity”), para la
cual Brenner [39] propuso la expresion:
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C - 17 5¢nn0' (8>

La anterior ecuacion es valida en el limite de dilucién infinita, es decir, cuando la
concentracion del soluto tiende a cero. En esta expresion, ¢y, es la fraccion volumétrica
hidrodinamica de particulas magnéticas en la suspension y 7y es la viscosidad dinamica
del fluido en donde se encuentran suspendidas las particulas magnéticas. Reemplazando
estas ecuaciones constitutivas en las respectivas ecuaciones de momento lineal y mo-
mento angular interno, y aplicando las identidades vectoriales adecuadas, se obtiene el
sistema dindmico del problema de flujo descrito en la Ec. (9) y (10).

D 1

pD‘t’:uOM-VH—Vp—Qng(2va—w)+nv2v, (9)
D , 1

pIDL::quXH—l—anw—%(Qva—w). (10)

En la Ec. (9), el primer término del lado derecho representa la fuerza de cuerpo
generada por gradientes de campo magnético, llamada fuerza magnética o fuerza tipo
Kelvin. Esta es una fuerza de cuerpo similar a la fuerza ejercida por la gravedad sobre
un ferrofluido [40], y es la forma como el campo magnético externo genera momentum
lineal en el fluido. Adicionalmente, se debe tener en cuenta que M es el vector de mag-
netizacion del ferrofluido y H el vector de intensidad de campo magnético externo. Por
ultimo, el conjunto de ecuaciones ferrohidrodindmicas, requiere también de ecuaciones
que describan el comportamiento magnético del problema, como lo son la ecuacién de
balance para la magnetizacién del ferrofluido, la ecuacion que describe la saturacion del
ferrofluido y las ecuaciones de Maxwell. De forma inicial, se presenta en la Ec. (11) la
ecuacion de balance para la magnetizacion del ferrofluido, conocida como ecuacion de
Shliomis [10], la cual ser4 nombrada en este documento como Sh-72.

oM 1
—+ V- (VM) =w xM - — (M —M,). (11)

ot T
Donde M es el vector de magnetizacion y w la velocidad de giro promedio de las
particulas magnéticas. La ecuacién para el término de la magnetizacion de equilibrio

M es dada por la ecuaciéon de Langevin [41], la cual se describe a través de la expresion:

M, H { 1} H M, [H|V.
=L (o) = = |coth(a) — —| 7,0 = ——F—
ont; ~ P m @)= kT

Donde L(«) representa la funcién de Langevin, « el pardmetro de Langevin, M, la
magnetizacion de dominio de las nanoparticulas, kg la constante de Boltzman, T la
temperatura absoluta y V. el volumen magnético de la particula mangética.

Se debe tener en cuenta que la ecuacién Sh-72 tiene restricciones en su aplicacion, ya
que solo es valida para cuando el ferrofluido esta bajo el efecto de campos magnéticos

. (12)
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rotativos de amplitudes y frecuencias de baja magnitud, como también, cuando la
magnetizacion local de las nanoparticulas no se desvia mucho del valor de equilibrio,
My [26]. Por tal motivo, se intuye que la falta de precisién en el sistema de ecuaciones
ferrohidrodinamicas, es debida a la inclusion de la ecuacién Sh-72 para la prediccion de
perfiles. Sin embargo, existen otras ecuaciones de magnetizacion que pueden ser libres
de estas restricciones, no obstante, introducen un alto grado de no linealidad al sistema
de ecuaciones diferenciales, haciendo dificil una solucién analitica del problema. Una
de estas ecuaciones es la Ec. (13), la cual fue propuesta por Martsenyuk, Raikher y
Shliomis [30], y serd nombrada en este documento como MRSh-74.

DM

[%_wxM_Hm%M—MM_HMMxm

T|| |I‘I|2 T |I‘I|2

(13)

En el trabajo de Soto-Aquino y Rinaldi [42], se obtuvieron mejores resultados al
implementar la Ec. (13) en comparacién con los resultados al implementar la Ec. (11),
al momento de determinar el parametro de la magneto-viscosidad intrinseca, en dilu-
ciones de ferrofluidos para diferentes intensidades de campo magnético. Esto es, en el
estudio reoldgico de suspensiones diluidas de nanoparticulas esféricas en un fluido New-
toniano, y bajo el efecto de campos magnéticos constantes, se observo una excelente
concordancia entre las predicciones de la magneto-viscosidad intrinseca, a partir de la
ecuacion de relajacion MRSh-74, y simulaciones directas (simulaciones en dindmicas de
fluido computacional, en las que las ecuaciones de Navier-Stokes son resueltas numéri-
camente, sin ningtin modelo de turbulencia), mientras que las predicciones con base
en la ecuacién Sh-72 presentaron desviaciones entre las predicciones y estas mismas
simulaciones. Teniendo en cuenta lo anterior, se podria suponer que al implementar la
ecuaciéon MRSh-74 en la TDMAI, se obtendrian mejores predicciones de los perfiles de
velocidad, en comparacion con los que se puedan obtener a partir de la ecuacion Sh-72.

Asi mismo, la ecuacion MRSh-74 se caracteriza por tener dos tiempos de relajacion:
uno para la componente longitudinal y otro para la componente transversal de la magne-
tizacion. Donde las constantes de tiempo 7 y 71 son los tiempos de relajacion paralelo
y perpendicular, respectivamente [30], los cuales se definen en la Ec. (25).

_dlnL(a) 2L (o)
= " dma P TL_a—L(oz)'

La ecuacién de relajacion MRSh-74 es una ecuacién microscopica para la magneti-
zacion del ferrofluido, la cual establece que la funcion de distribucién de las particulas
suspendidas en un fluido, con respecto a la orientaciéon de su momento magnético, esta
sujeta a la ecuacion de Fokker-Planck [30].

Finalmente, se implementan dos ecuaciones de Maxwell [43] para completar el sis-
tema de ecuaciones magnéticas que describen el problema, las denomindadas ley de
Gauss y ley de Ampere-Maxwell, descritas en la Ec. (15).

(14)

VxH=0 V.H+M)=0. (15)
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Las condiciones de frontera, requeridas para la soluciéon del problema magnético,
son la continuidad de la componente normal de la densidad de campo magnético, B,
y la discontinuidad de la componente tangencial de la intensidad de campo magnético,
H [9], descritas en la Ec. (16) y (17).

n- (B, — By) =0, (16)
n x (H, — Hp) = K,. (17)

En donde K representa la magnitud de una distribucién de corriente en la superficie
del ferrofluido, B la densidad de campo magnético, H la intensidad de campo magnético
y finalmente, a y b representan las fases del sistema en estudio. Una de las condiciones
de frontera, generalmente usada para la soluciéon de las ecuaciones que describen el
problema hidrodindmico, es la condicién de no penetracién para velocidad lineal [44]
descrita en la Ec. (18).

V—VSZ;[HX(H-TXH)]. (18)

En la Ec. (18), n representa el vector unitario en direccién normal de la interfase, 3

el coeficiente de friccion dependiente de la velocidad de deslizamiento, v la velocidad
en la pared del contenedor y T el tensor de esfuerzos de Cauchy en el fluido. De manera
similar, para la velocidad de giro promedio local de las particulas, se ha propuesto una
condiciéon de frontera en la que se plantea la posibilidad de que la particula, cerca de
una superficie sélida, gire a la misma velocidad de la superficie (5 = 0), condicién de no
deslizamiento, o que rote a una velocidad de giro similar a la rotacion del fluido (5 # 0)

[44].

™

(VxV). (19)

w— ws =
En la Ec. (19), w es la velocidad de giro promedio de las particulas magnéticas, ws

la velocidad de giro en la pared del contenedor y [ el coeficiente de friccién, el cual
depende de la velocidad de deslizamiento.

1.3 ESTADO DEL ARTE

A continuacion, se muestra una breve resena del estado del arte de los articulos rela-
cionados con la ferrohidrodinamica a partir del ano 1964.
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Estado del arte: ferrohidrodinamica

1964

Neuringer-
Rosensweig

Definen ferrohidrodindmica como el estudio de la dindamica de
los fluidos y la transferencia de calor, asociada al movimiento de
fluidos incompresibles y magnéticamente polarizables, en pres-
encia de campos magnéticos (estaticos y rotativos) y gradientes
de temperatura [7].

1967

Mozkowitz-
Rosensweig

Primera observacién de flujo de un ferrofluido generado por un
campo magnético rotativo, el cual se presenté en un recipiente
cilindrico.

1969

Zaitsev-
Shliomis

Plantearon que el flujo de estos fluidos es producido por la di-
fusiéon de momento angular interno, desde las particulas magnéti-
cas hacia la matriz del liquido portador. Lo anterior, generado
por la rotaciéon de un campo magnético externo aplicado. Por lo
tanto, establecieron que solo se puede generar flujo en ferroflui-
dos si el coeficiente de "spin viscosity" es diferente de cero. Esta
teoria es conocida como la teoria de difusion de momento an-
gular interno. En el analisis se asumi6 que el campo magnético
rotativo es espacialmente uniforme, lo que conlleva a la ausencia
de fuerzas magnéticas sobre el ferrofluido. Su solucién analitica
predijo el flujo del ferrofluido yendo en la misma direccién de
rotacién del campo magnético, y un perfil de velocidad lineal
similar al de un cuerpo rigido en la mayor parte del cilindro, con
una delgada capa limite donde la velocidad llega rapidamente
desde su valor méximo a cero [26].

Estos resultados analiticos fueron comparados, posteriormente,
con perfiles de velocidad medidos en la superficie del fluido, lo
cual fue una consecuencia de la imposibilidad de las técnicas
experimentales del momento para medir perfiles de velocidad en
el interior del volumen del fluido. Esta limitacién se presentd
debido al color oscuro caracteristico de los ferrofluidos. Esta
comparacion mostro que la teoria efectivamente podia describir
las caracteristicas mas importantes del perfil de velocidad, con
excepcion de la direccion del flujo, ya que varios investigadores
observaron que el ferrofluido viajaba en direccién contraria a la
rotacion del campo magnético.

Otra duda importante surgié al momento de determinar el valor
de la magnitud del flujo, el cual, segtin la teoria propuesta por
Zaitsev y Shliomis, depende directamente de la magnitud del coe-
ficiente fenomenolégico "spin viscosity", del cual no existe certeza
sobre su valor hasta nuestros dias, debido a los diferentes valores
planteados por diferentes autores.
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Estado del arte: ferrohidrodinamica

1997

Rosensweig

Realiz6 un analisis de orden de magnitud para estimar el valor del
coeficiente spin viscosity, hallando que este debe ser proporcional
al producto de la viscosidad del ferrofluido y el cuadrado de
la longitud promedio entre particulas; obteniendo un orden de
magnitud de 1072 Kgms~!. Sin embargo, cuando este bajo
valor de "spin wviscosity" es usado en la teoria de difusion de
momento angular interno, se obtiene una magnitud de flujo del
ferrofluido cuatro 6rdenes de magnitud méas baja que la magnitud

experimentalmente observada [9].

Como consecuencia de las falencias de la teoria de difusién de
momento angular interno para explicar la contra-rotacion en-
tre ferrofluido y campo magnético, y la baja magnitud de flujo
obtenida por medio de esta, se propusieron otras teorias tratando
de explicar el fenémeno de la generacién del movimiento. Un
breve resumen de esas teorias se muestra a continuacién.

1975

Glazov

Plante6 una serie de articulos en la década del 70, en donde ar-
gumenta que el flujo de ferrofluidos es producido por armoénicos
espaciales de alto orden, generados por no idealidades inherentes
a estatores eléctricos de dos polos, como los son los efectos de
ranura y la longitud finita del estator eléctrico. Para probar su
teoria, Glazov desarroll6 un andlisis de flujo en el cual eliminé
el efecto de difusiéon de momento angular interno, pero tuvo en
cuenta otros armoénicos ademas del fundamental en el modelado
del campo magnético rotativo. Este andlisis arrojé como resul-
tado que, no es posible generar el flujo del ferrofluido por el
efecto del arménico fundamental por si solo, y por lo tanto, las
observaciones experimentales son el resultado de deficiencias en
el motor trifasico de dos polos, en el cual se llevaron a cabo las
observaciones de flujo del ferrofluido [27, 28].
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Estado del arte: ferrohidrodinamica

2011

Torres-Diaz y
Rinaldi

Realizaron un nuevo anélisis que incluia valores de los armoénicos
de orden 1, 2, 4 y 16. Estos resultados analiticos mostraron que
cuando el coeficiente de spin viscosity es cero, no se producia
flujo en el fluido independientemente del valor del arménico. No
obstante, cuando se tenia en cuenta la difusiéon del momento an-
gular interno (spin viscosity diferente de cero), se generaba flujo
con caracteristicas dependientes del valor del armoénico. Estos re-
sultados analiticos fueron validados experimentalmente a través
de medidas de perfiles de velocidad, tomados al interior del fer-
rofluido usando un campo magnético rotativo generado por un
estator eléctrico de dos polos. Estos resultados presentaron a
la teoria de difusién de momento angular interno, como la que
mejor explica el flujo atin bajo condiciones de campo magnético
espacialmente heterogéneos [18].

1990

Rosensweig et
al.

Postularon otra teoria que plantea que el flujo en ferrofluidos es
generado por esfuerzos magnéticos tangenciales que operan en la
interfase aire/fluido. A diferencia de las otras teorias, esta permi-
ti6 explicar la contra rotacion entre el flujo y el campo magnético
como un efecto de la curvatura de la interfase aire fluido, es decir,
cuando la superficie es concava, la direccién de flujo es contraria
a la del campo magnético. Sin embargo, cuando la superficie de
la interfase es convexa el flujo y el campo magnético van en la
misma direccion. Esta teoria fue demostrada experimentalmente
usando un ferrofluido en un tubo capilar. Esta nueva propuesta
sumada a la imposibilidad de medir perfiles de velocidad al in-
terior del ferrofluido, hizo dudar a la comunidad cientifica de la
existencia del flujo al interior del fluido [15].

2005
2006

Krauss et al.

Dieron otra evidencia de un flujo superficial de ferrofluido gener-
ado por un campo magnético rotativo. Disenaron un canal circu-
lar de seccion transversal cuadrada, donde parte del ferrofluido
estd en contacto con el aire. Este canal fue adaptado con dos
embobinados que permitieron generar un campo magnético ro-
tativo. Los experimentos demostraron que la magnitud del flujo
incrementa con la magnitud del campo magnético aplicado, y
que la dependencia sobre la frecuencia del campo correlaciona
con el espectro de la susceptibilidad compleja de los ferrofluidos.
Un ferrofluido con particulas de magnetita y otro con particulas
de cobalto fueron usados en el estudio [45, 46].
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Estado del arte: ferrohidrodinamica

2007  Rosensweig

Los experimentos de Krauss motivaron a Rosensweig a proponer
un balance interfacial, como condiciones de frontera, que fuera
capaz de explicar el fenémeno observado [47].

Sin embargo aunque son novedosos e importantes los anélisis de
Krauss y Rosensweig, estos no consideran los potenciales efectos
de la transferencia de momento angular interno por contacto di-
recto, efecto relacionado con el transporte difusivo, representado
en las ecuaciones ferrohidrodindmicas por el Couple stress tensor
y el coeficiente fenomenologico de spin viscosity i .

2006 Chaves et al.

Usando la misma geometria implementada por Mozkowitz y
Rosensweig [8], Chaves et al., [16], reportaron las primeras medi-
das de perfiles de velocidad al interior del ferrofluido. Estas me-
didas de perfiles de velocidad se obtuvieron, usando una técnica
basada en la emision periddica de seniales de ultrasonido a través
del fluido, al cual previamente se le ha agregado una pequena
cantidad de particulas de densidad similar a la del ferrofluido,
que actian como trazadoras del flujo. Esta nueva técnica per-
mite medir perfiles de velocidad en fluidos oscuros y en tiempo
real. Estos resultados de perfiles de velocidad medidos en la mi-
tad de la altura del contenedor concuerdan cuantitativamente
bien con las predicciones de la TDMAI. Por el contrario, los
perfiles experimentales medidos a una altura cercana a la super-
ficie libre (aire-fluido) mostraron el flujo del ferrofluido yendo en
direccion contraria a la rotacion del campo. Estos experimen-
tos permitieron concluir que en la generacion del flujo operan
2 mecanismos diferentes: esfuerzos magnéticos tangenciales que
actuan cerca de la superficie libre y esfuerzos volumétricos ac-
tuando al interior del fluido. Adicionalmente, estos resultados
mostraron que las medidas experimentales de flujo tomadas en la
superficie del fluido son inapropiadas para evaluar teorias como
la difusiéon de momento angular interno, ya que no representan
las condiciones de flujo en el interior del fluido y por lo tanto,
esta teoria habia sido desechada erroneamente.
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Estado del arte: ferrohidrodinamica

2008
2010

Chaves et al.

Motivados por la anterior evidencia experimental, Chaves et
al.[3, 6] obtuvieron soluciones asintéticas del problema de flujo
para un ferrofluido en un contenedor cilindrico, y entre el espacio
anular de dos cilindros coaxiales infinitamente largos. Para estos
analisis fue utilizado el parametro de perturbacion mostrado en
la Ec. (20). La principal diferencia entre estos dos problemas
surge del hecho de que el campo magnético en el espacio anu-
lar es heterogéneo, lo que genera una componente acimutal de la
fuerza magnética que influye en el flujo; contrario al caso del flujo
en el cilindro donde no existen fuerzas magnéticas tipo Kelvin,
debido a la uniformidad del campo magnético. Para obtener
estas soluciones se usé el método de perturbacion regular que
involucra un parametro de perturbacion, €, obtenido a partir del
escalamiento de las ecuaciones ferrohidrodinamicas, tal como se
describe en [3]. En este andlisis no se usé la aproximacién usual,
en la que el vector de magnetizacion es proporcional al vector de
campo magnético, en vez de lo anterior, se realizé una expansion
en series de potencias de la ecuacién de Langevin, que permitié
introducir el efecto de la amplitud del campo magnético para
cada orden de la expansion asintética. Debido a la complejidad
del problema, solo se pudo obtener soluciones para el campo de
velocidad hasta un orden maximo de uno en un contenedor cilin-
drico, y orden cero en la solucién de flujo anular (valores de &
que tienden a cero), lo que para efectos practicos, son soluciones
validas en casos donde la amplitud del campo magnético tiende
a cero. Los perfiles de velocidad analiticos para el flujo en ambas
geometrias fueron presentados. Para dar una idea del rango de
aplicacion en cuanto a la amplitud del campo magnético de las
soluciones obtenidas, se puede observar que para obtener un per-
fil de velocidad a una intensidad del campo magnético de 5 mT,
es necesario tener en la solucién términos de hasta orden tres,
mientras que los perfiles de velocidad experimentales han sido
obtenidos por arriba de los 10 mT. Esto implica que la solucién
para los perfiles de velocidad en el cilindro, aplica solo a ampli-
tudes bajas del campo magnético, mientras que para el caso del
flujo en el anular de la solucién asintética, aplica estrictamente
al caso en que la amplitud del campo magnético tiende a cero.
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2008 Chaves et al.

2010 (Continuacion)

Los autores concluyeron que los perfiles predichos por la TD-
MALI, concuerdan con los medidos experimentalmente usando el
método de perfiles de velocidad por ultrasonido, por lo que la
mencionada teoria puede ser el mecanismo que describe el flujo.
Sin embargo, atn la magnitud del flujo experimental sigue siendo
mayor a la obtenida por los andlisis teéricos. Adicionalmente,
Chaves et al. [3, 6] obtuvieron un valor del pardmetro de "spin
viscosity", usando una expresion analitica para la velocidad ex-
trapolada en la pared del canal y resultados experimentales de
velocidad, el cual lo ubica en el rango de orden de magnitud
entre 1078 y 1072 Kgms™! y que contrasta con el valor de
1072 Kgms~! predicho por Rosensweig, y posteriormente por
Feng et al. [48]. De nuevo se debe resaltar que este valor es solo
un estimado, ya que se obtuvo por comparacion entre resulta-
dos experimentales obtenidos con un campo magnético de alta
amplitud versus la solucién analitica que aplica estrictamente a
bajas intensidades de campo magnético [3, 6].

2011

Khushrushahi-
Zahn

Afirmaron que mas que la difusiéon del momento angular interno,
la causa del flujo y de los altos valores de velocidad medidos por
Chaves et al. [3, 6], son fuerzas magnéticas generadas por la
desmagnetizacion del ferrofluido, causadas a su vez por la altura
finita del cilindro usado para los experimentos. Para compro-
bar sus argumentos, los autores realizaron un montaje exper-
imental con geometria esférica, lo que asegura un campo mag-
nético uniforme, debido a que el factor de desmagnetizacion para
esta geometria es constante. No obstante, en sus experimentos
no detectaron flujo usando el "Ultrasonic Doppler Velocimeter"
cuando la esfera estaba totalmente llena. Sin embargo, se ob-
servé flujo cuando la esfera se encontraba parcialmente llena.
Adicionalmente en el estudio se mencioné que la tinica forma en
la que se obtuvieron medidas de flujo con la esfera llena, fue al
colocar un imén permanente al lado de esta, de forma que el
campo magnético rotativo fuese no uniforme [49].
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2011

Felderhof

Realizé un analisis tedrico para el flujo de ferrofluido en una
esfera usando la TDMAI, de donde concluye que el flujo gen-
erado por el campo magnético uniforme es despreciable, lo que
concuerda con las conclusiones de Khushrushahi y Zahn [49].
Adicionalmente, Felderhof recomienda que se debe seguir con
los estudios experimentales en geometrias esféricas o cilindricas,
pero con una relacion de didmetro a longitud del cilindro mucho
menor que uno. Felderhof menciona, que mas que el valor de
spin viscosity obtenido por Chaves et al. [3, 6], se debe tomar
como valor provisional el obtenido por Rosensweig [8] desde el
andlisis dimensional [50]

2012

Torres-Diaz et
al.

Siguiendo con la misma discusion, realizaron de nuevo las medi-
das de perfiles de velocidad de ferrofluidos en una esfera usando
los mismos equipos que Khushrushahi y Zahn, pero obteniendo
ahora perfiles de velocidad acimutal para el ferrofluido llenando
completamente la esfera. La tnica diferencia entre ambos con-
juntos de experimentos, es que para los primeros (Khushrushahi
y Zahn), el campo magnético estaba rotando alrededor del eje
horizontal donde el efecto del campo gravitacional no permitia
la generacién de flujo; mientras en el segundo caso (Torres-Diaz
et al.), el eje de rotacién del campo fue vertical de forma que el
campo gravitacional no tiene efecto sobre el flujo. Dichos exper-
imentos, volvieron a poner en juego la TDMAI [51].
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2014

Torres-Diaz et
al.

Plantearon que la diferencia entre la magnitud del flujo medi-
das experimentalmente y las tedricas obtenidas por Chaves et
al.[3] son consecuencia de que en los ferrofluidos a base de mag-
netita solo una fracciéon de las nanoparticulas tiene un mecan-
ismo de relajacion de tipo Browniano, mientras que la TDMALI,
asume que todas las particulas cuentan con este mecanismo de
relajacion. Para verificar este planteamiento, los autores sinte-
tizaron ferrofluidos con nanoparticulas de ferrita de cobalto a
diferentes concentraciones de particulas y suspendidas en agua,
en mezclas de agua-glicerina y solo en glicerina. En este tra-
bajo se observo que los perfiles de velocidad medidos usando fer-
rofluidos diluidos de baja viscosidad concuerdan en alto grado,
tanto cuantitativo como cualitativo, con los perfiles de veloci-
dad analiticos obtenidos por Chaves et al.[3]. No obstante, para
ferrofluidos de alta concentracién de particulas y alta viscosidad
(altos tiempos de relajacion), se obtuvieron perfiles de velocidad
experimentales con las mismas caracteristicas cualitativas que los
predichos teéricamente, pero lejanos de la magnitud del flujo, y
de la dependencia de los perfiles de velocidad con la amplitud y
frecuencia de rotacion del campo. Los autores afirman que esta
discrepancia es consecuencia del uso de la ecuacién de magneti-
zacion de Shliomis [10], la cual no describe de forma adecuada
la magnetizacion de ferrofluidos a altas intensidades del campo
magnético, ni tampoco cuando la magnetizacion del ferrofluido
se aleja de su valor de equilibrio; es decir, cuando el producto de
la frecuencia de rotacion del campo con el tiempo efectivo de re-
lajacion es mucho mayor que 1. Adicionalmente, ellos obtuvieron
un nuevo estimado del parametro de "spin viscosity", usando val-
ores experimentales de mejor acuerdo; encontrando un valor de
1078 Kgms™!, el cual es de dos érdenes de magnitud mayor que
el reportado por Chaves et al. [3].
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Torres-Diaz et
2014 al.
(Continuacién)

Este nuevo estimado aleja atin més el valor de i’ predicho en el
analisis de orden de magnitud, versus los obtenidos por ajuste de
datos experimentales. Un detalle importante de estos resultados
es que, para el caso de flujo anular, los perfiles de velocidad no
mostraron contraflujo, a diferencia de los reportados por Chaves
et al. [6]; no obstante, la TDMALI si predice esta situacién, pero
para el caso particular donde el pardametro adimensional x < 1.
Adicionalmente se resalta que para el caso de flujo anular, los
resultados experimentales no se ajustaron de manera precisa a
los resultados analiticos, posiblemente por el hecho de que la
fuerza magnética se calcula usando la ecuaciéon de magnetizacion
de Shliomis, en el limite de baja amplitud del campo magnético

12].

2014 Chaves- Rinaldi

Con la evidencia antes mencionada en el trabajo realizado por
Krauss, y con el fin de profundizar en el conocimiento de efec-
tos superficiales en ferrofluidos, Chaves y Rinaldi desarrollaron
condiciones de frontera adecuadas, tanto para el momento lineal
como para el momento angular interno, en interfases ferrofluido-
aire [5]. Lo anterior, a partir de principios de mecanica de medios
continuos. Para esto, plantearon balances de momento lineal
que incluyen un tensor de esfuerzos antisimétricos y fuerzas su-
perficiales, debidas a gradientes de tension superficial y fuerzas
magnéticas introducidas a través del tensor de esfuerzos mag-
néticos de Maxwell. De la misma forma, se obtuvo un balance
interfacial para el momento angular interno, lo que completaria
el conjunto de condiciones de frontera para una interfase fluido-
fluido. Posteriormente, realizaron un analisis sencillo para el
flujo de un ferrofluido en una placa infinitamente larga y con
una interfase ferrofluido-aire, con la cual demuestran que el flujo
puede ser generado por una discontinuidad del tensor de esfuer-
zos antisimétricos en la interface. No obstante, las predicciones
de estas condiciones de frontera se deben verificar experimen-
talmente, usando una geometria cilindrica ("spin up flow") o un
canal circular como el empleado por KrauB et al.[45, 46].

43



Capitulo 1: Generalidades del proyecto

Estado del arte: ferrohidrodinamica

Por otro lado, todos los trabajos abordados sobre el flujo de
ferrofluidos inducidos por campos magnéticos rotando han sido
hechos usando la ecuacion de magnetizacién de Shliomis. Sin em-
bargo, esta ecuacion que describe la dindmica de magnetizacién
del ferrofluido, fue derivada de una manera macroscopica a través
de la modificacion de la ecuacién de relajacién de Debye; por lo
cual es confiable sélo en situaciones donde la magnetizacion del
ferrofluido se aleja poco de la magnetizacién de equilibrio del
ferrofluido. Adicionalmente, y como ya se ha mencionado, las
soluciones analiticas desarrolladas hasta el momento han hecho
uso de la aproximacién lineal, en la que la magnetizacion de
equilibrio es proporcional a la intensidad de campo magnético,
lo cual limita las soluciones obtenidas a amplitudes de campos
bajas, es decir, @ < 1. Esta suposicion es hecha con el fin de
obtener una solucién desacoplando el problema hidrodinamico
del problema magnético. A pesar de esto, investigadores como
Chaves y Rinaldi [3] y posteriormente Torres-Diaz y Rinaldi [2],
han usado estos resultados analiticos para evaluar la TDMAI
por comparacion, con datos de perfiles de velocidad experimen-
tales, obtenidos a amplitudes del campo magnético que van de
moderadas a altas, es decir, &« > 1. Esto puede generar varias
situaciones: 1) la magnitud del flujo del ferrofluido predicha por
las soluciones tedricas podrian ser mucho més altas que las ex-
perimentales; 2) que no se conozca la dependencia exacta de la
amplitud del campo magnético y su frecuencia con la magnitud
de los perfiles de velocidad y 3), que valores estimados del "spin
viscosity" puedan tener desviacion de su valor real.
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2015

Pefia et al.

Teniendo en cuenta lo anterior, Pefia et al.[1] realizaron un anali-
sis numérico para determinar el efecto de la ecuacién de magneti-
zacion Sh-72 y MRSh-74 sobre el campo de flujo, a condiciones de
campo magnético y frecuencias altas, es decir, a > 1y Q7 > 1.
Para esto, realizaron una comparacion de los perfiles de velocidad
de una pelicula de ferrofluido entre dos placas paralelas infini-
tamente largas, obteniendo resultados para las siguientes situa-
ciones: 1) ecuacién de magnetizacién Sh-72 con aproximacién
lineal para bajos campos (ampliamente usada en anélisis de flujo
de ferrofluidos usando la TDMAI); 2) Ecuacién de magnetizacion
Sh-72 con la ecuacion de Langevin, en el modelado de la satu-
racién del ferrofluido y 3) Ecuaciéon de magnetizacion MRSh-74
[30]. Esta tultima ecuacién de magnetizacion se obtiene desde
un punto de vista microscopico, a partir de la ecuacion cinética
de Fokker-Planck. Se ha encontrado que, esta ultima ecuacion
de magnetizacién predice considerablemente bien la viscosidad
rotacional de fluidos a altas frecuencias y amplitudes de campo
magnético. En este trabajo, los autores encontraron que para
el caso de bajas amplitudes del campo magnético, y frecuencias
que van desde bajas hasta altas, no existe diferencia en los per-
files de velocidad cuando se comparan los 3 casos. No obstante,
para el caso de altas intensidades del campo magnético y bajas
frecuencias, se encontré que la magnitud de los perfiles de veloci-
dad obtenidos con la aproximacién lineal, supera a los obtenidos
con la ecuaciéon de magnetizaciéon de Shliomis, y esta a su vez,
supera el valor de los perfiles obtenidos con la ecuacién deducida
por Martsenyuk, Raikher y Shliomis. Esto es debido a que la
ecuacién de magnetizacién Sh-72; con la aproximacion lineal, no
captura el efecto de la saturaciéon de la magnetizacion del fer-
rofluido a altas amplitudes del campo magnético. Por otro lado,
estos andlisis mostraron que efectivamente a campos magnéti-
cos altos, la dependencia de la magnitud del flujo es menor a 2,
siendo menor la dependencia predicha por la ecuacion MRSh-74
que la predicha por la ecuaciéon Sh-72.

45



Capitulo 1: Generalidades del proyecto

Estado del arte: ferrohidrodinamica

2015

Pena et al.
(Continuacién)

Adicionalmente, los autores muestran, que la condicién maés
critica se presenta cuando tanto la magnitud como la frecuencia
del campo son altas; situacién que resulta en un flujo de veloci-
dades menor para las predicciones de la ecuaciéon Deducida por
Martsenyuk, Raikher y Shliomis. Los resultados obtenidos en el
trabajo de Pena et al. [1], muestran que hay una buena probabil-
idad de ajuste entre datos experimentales y tedricos, si se utiliza
la ecuacion de magnetizacion MRSh-74. Por lo tanto, el préximo
paso se encaminarda a obtener nuevos resultados de perfiles de
velocidad en ferrofluidos, usando la ecuacién de magnetizacién
MRSh-74, pero en geometrias que permitan realizar medidas ex-
perimentales. En la referencia [1] se muestra el sistema de flujo
de un ferrofluido en un canal rectangular. El flujo para este caso
es inducido por un campo magnético rotativo, entre dos placas
paralelas infinitamente largas. Para este caso en particular, en el
trabajo de Pena et al.[1] se determinaron los perfiles de velocidad
para campos magnéticos rotativos no cercanos a cero, a través de
la implementacién de la ecuacion MRSh-74. El flujo es generado
por una intensidad de campo magnético longitudinal H,, y una
densidad de flujo magnético transversal B,. Estos a su vez son
proporcionados por medio de las bobinas que se ubican alrede-
dor de las placas. En este caso se tiene en cuenta para el flujo
que: v = vy(z,y) i, y w = wy(z) iy. Esta metodologia, para
el planteamiento de las ecuaciones, es una base para proponer
los modelos implementados para describir el campo de flujo de
ferrofluidos contenidos en geometrias cilindricas, bajo el efecto
de campos magnéticos rotativos uniformes y no uniformes.

2015

Sule et al.

Los autores encontraron soluciones analiticas para dos capas de
ferrofluidos inmiscibles de diferente espesor, las cuales se encon-
traban dentro de dos placas planas y paralelas. Se formularon
relaciones de balance de momento lineal y momento angular in-
terno en la interfase, con el fin de obtener los perfiles de velocidad
lineal y de de giro en el contenedor. A partir de los resultados
obtenidos, se pudo observar que, para campos de bajas ampli-
tudes, la magnitud de la velocidad lineal es directamente pro-
porcional a la frecuencia del campo magnético aplicado, y a su
vez, al cuadrado de la amplitud del campo. Adicionalmente, la
velocidad de giro para ambas fases de los ferrofluidos se presento
en la misma direccién de rotacién del campo magnético, excepto
para casos en donde se aplicaron gradientes extremos de presion

[52].
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1.4 FORMULACION DEL PROBLEMA

Como se ha mencionado a lo largo de la literatura cientifica, han pasado méas de cinco
décadas después que se evidencié la generacion del flujo de ferrofluido por un campo
magnético rotando [7], sin que hasta el momento se haya llegado a un conocimiento
completo del mecanismo generador de los perfiles de velocidad. A pesar de las diferentes
teorias y modelos planteados hasta el momento, todavia se requiere de la concordancia
cuantitativa de los resultados tedricos y experimentales (ver figura 3 y figura 4), para
las diferentes amplitudes y diferentes frecuencias de rotacién del campo magnético.
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Figura 3: Comparacion entre el perfil de velocidad tedrico (negro) y experimental (azul) a
partir de la solucién de orden cero de la TDMAI, para una muestra de ferrofluido bajo el
efecto de dos parametros de Langevin, = 0,70 y a = 0,44, contenida en una geometria
anular en la que Rinterno = 9,3 mm ¥ Regterno = 24, 7mm. Fuente: [2].

Como ya se mencion6 anteriormente, entre todas las teorias planteadas, la TDMAI
presenta un “notable acierto” cuantitativo respecto a los resultados experimentales,
bajo ciertas condiciones especificas trabajadas por Chaves et al. [2, 3] (ver figura 5).
Estas condiciones especificas son listadas a continuacion:

e Magnitudes de campo magnético cercanas a cero, lo cual se puede representar a
través del coeficiente de Langevin como a < 1,

e Bajas frecuencias de rotacién del campo magnético externo, lo cual se puede rep-
resentar a través de la velocidad angular del campo magnético 2y y el tiempo de
relajacion de las nanoparticulas 7, de la siguiente manera: Q7 < 1,

e Kl ferrofluido implementado en los experimentos fue sintetizado con nanoparticulas
de ferrita cobalto, cuya nomenclatura es CoF'e;Oy,

e El contenedor del ferrofluido en los experimentos fue de geometria cilindrica.

En el trabajo realizado por Pena et al. [1], siguiendo la metodologia de otros autores,
se implementaron variables sin dimensiones, con el fin de caracterizar las condiciones
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Figura 4: Comparacién de perfiles de velocidad teéricos y experimentales para diferentes
frecuencias de rotaciéon de campo magnético (f), bajo el efecto de una densidad de campo
magnético constante de 12,3mT. En las mediciones de Chaves et al. [3], la muestra de
ferrofluido implementada fue un ferrofluido de base aceite (EMG900_2) compuesto por mag-
netita. Fuente: [2].
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Figura 5: Comparacion entre el perfil de velocidad tedrico (negro) y experimental (azul) a
partir de la solucién de orden cero de la TDMALI, para la muestra de ferrofluido WBF-1 en
un contenedor cilindrico, bajo el efecto de un campo magnético externo, o = 0, 77, Q=0,033
ya=0,62,Q=0,047. R=24,7mm y s = 0,44. Fuente: [2].
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de estudio del sistema ferrohidrodinamico. Siendo asi, para determinar si un ferrofluido
estd sometido a un campo magnético de alta o baja amplitud, se toma como referencia
el valor del pardmetro de Langevin «, definido en la Ec. (21), de tal manera que, si
a < 1 implica un campo magnético bajo. Por el contrario, un valor de o > 1 implica
un campo magnético de alta magnitud. En el primer caso (o < 1), existe una relacion
lineal entre la magnetizacion de equilibrio Meq v la intensidad del campo magnético
H, por el contrario, en el segundo caso Meq es, aproximadamente, la magnetizacion
de saturacion del ferrofluido. Por su parte, se considera el producto de la velocidad
angular del campo, ¢, y el tiempo de relajaciéon de particula, 7, para establecer las
caracteristcas de la frecuencia del campo externo, es decir, = 7 - 7. De esta forma,
cuando se cumple que Q < 1, la frecuencia de rotacién del campo magnético se considera
baja y viceversa. A partir de la definicion de tiempo de relajacion de la Ec. (1), se
puede establecer que un ferrofluido esta bajo el efecto de un campo magnético rotativo
de baja o alta frecuencia, entre otras cosas, por la viscosidad del fluido y el diametro
de las nanoparticulas que lo componen, es decir, no depende solo de las condiciones
del campo externo sino también de las caracteristicas intrinsecas de la muestra de
ferrofluido.

Dicho lo anterior, en el trabajo realizado por Torres-Diaz et al.[2], el cual utilizo,
a diferencia de la muestra utilizada en el trabajo de Chaves et al.[3], una muestra
de ferrofluido de ferrita cobalto (CoFey(0y), se logré mejorar la concordancia entre los
resultados obtenidos a través de la TDMAI y los datos experimentales, s6lo para campos
magnéticos rotativos de baja amplitud y frecuencia de rotacién (a < 1y Q < 1), tal
como se puede observar en la figura 5. Sin embargo, a pesar de la mejora en los
resultados, no se presentd concordancia para los casos en donde los campos aplicados
fueron de amplitudes y frecuencias no bajas. La falta de correspondencia cuantitativa
entre datos tedricos y experimentales pueden ser atribuidas a las siguientes causas:

e La ecuacién de magnetizacién Sh-72, Ec. (11), usada en los trabajos de Chaves
et al. [3] y Torres-Diaz et al. [2], pierde validez para altos valores de intensidad y
frecuencias de rotacion del campo magnético (o> 1y Q> 1),

e Para magnitudes de campo magnético en las que o > 1, la magnetizacion de
equilibrio (Meq) deja de ser directamente proporcional a la intensidad de campo
magnético, debido a la saturacién del ferrofluido, es decir, Meq # xH. Por lo
tanto, describir la magnetizacion de equilibrio como una funcion lineal de la inten-
sidad de campo magnético, implicaria errores de tipo cuantitativo en la prediccion
de los perfiles de velocidad.

Teniendo en cuenta las razones que limitan a los modelos planteados en las refer-
encias [2, 3, 4, 6], es necesario implementar un nuevo conjunto de ecuaciones ferro-
hidrodinamicas, a partir de la TDMAI, que no pierda validez para altas magnitudes y
frecuencias de rotacion del campo magnético, y de esta forma, evaluar el desempeno
de la TDMALI en la prediccion de los campos de flujo de ferrofluidos que estan bajo el
efecto de un campo magnético rotativo externo.
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1.4.1 Hipodtesis: En este orden de ideas, la hipdtesis de esta investigacion es la
siguiente: la causa de las discrepancias de tipo cuantitativo, entre resultados exper-
imentales de perfiles de velocidad y los predichos por la TDMAI, son debido a que
en los actuales analisis tedricos se ha usado la ecuaciéon Sh-72, la cual es poco precisa
para o > 1y €2 > 1, y situaciones donde la magnetizacion del ferrofluido M se aleja
de la magnetizacién de equilibrio Meq. Asimismo, por suponer que bajo estas condi-
ciones la magnetizacion de equilibrio, Meq, es proporcional al vector de intensidad de
campo magnético H, es deicr, Meq = xH, despreciando de esta manera, el efecto de la
saturacion en las muestras de ferrofluido.

1.4.2 Pregunta de investigaciéon: La pregunta que se pretende resolver con la pre-
sente propuesta, se formula de la siguiente manera: ;Es posible obtener un mejor ajuste
entre datos experimentales de perfiles de velocidad y las predicciones teéricas obtenidas
a partir de la TDMALI, implementando, en el conjunto de ecuaciones ferrohidrodinami-
cas, la ecuaciéon de magnetizacion propuesta por Martsenyuk, Raikher y Shliomis, Ec.
(13), y sin despreciar la saturacién del ferrofluido, al suponer que Meq = xH, en el
modelo matematico correspondiente?

1.5 OBJETIVOS DEL PROYECTO

1.5.1 Objetivo general: Evaluar el efecto de la ecuacion de magnetizacion de Mart-
senyuk, Raikher y Shliomis sobre las predicciones de flujo de la teoria de difusién de
momento angular interno.

1.5.2 Objetivos especificos:

I. Desarrollar modelos matematicos para el campo de flujo de un ferrofluido en ge-
ometria cilindrica y de cilindros concéntricos, validos a altas intensidades y fre-
cuencias de rotacion del campo magnético, usando las ecuaciones de magnetizacion
de Shliomis y Martsenyuk, Raikher y Shliomis,

IT. Implementar y validar soluciones numéricas para los modelos mateméaticos obtenidos
en el objetivo especifico I,

III. Evaluar el efecto de las ecuaciones de magnetizacion estudiadas, sobre el campo de
flujo de un ferrofluido, por medio de comparacién con resultados experimentales
tomados de la literatura.

1.6 METODOLOGIA

Actualmente, existen datos experimentales de perfiles de velocidad de ferrofluidos bajo
el efecto de un campo magnético rotativo, en geometrias cilindricas y anulares. Por tal
motivo, en la presente investigacién se implementara un nuevo conjunto de ecuaciones
ferrohidrodinamicas, con base en la TDMAI, para obtener perfiles de flujo tedricos, con
el fin de evaluar el desempeno de dicha teoria en la descripcién del fenémeno de flujo. A
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diferencia de trabajos anteriores, esta solucion serd valida a altas amplitudes de campo
magnético. Esto se logrard teniendo en cuenta la saturacion del ferrofluido, es decir,
incluyendo la ecuacion de Langevin, tanto en la ecuacion de magnetizaciéon Sh-72 como
en la ecuacién deducida por Martsenyuk, Raikher y Shliomis [30], MRSh-74, en vez de
la aproximacion usualmente implementada, en donde no se tiene en cuenta la saturacion
de las particulas magnéticas. Adicionalmente, se tomara en cuenta el término wxM
de la ecuacién de magnetizacion, con el fin de incluir dentro de los resultados el efecto
de la velocidad de giro en la magnetizacion del ferrofluido. Efecto que ha sido incluido
y despreciado por distintos autores [1, 3, 4, 5, 6, 16, 17, 31, 32, 53].

Para implementar una soluciéon numérica en el sistema de ecuaciones diferenciales del
modelo ferrohidrodinamico, se aplicara el método de las diferencias finitas de bajo orden.
Estas soluciones, antes de ser ejecutadas bajo las condiciones de intensidad de campo y
frecuencias requeridas para el presente estudio, es decir, a > 1y 2 > 1, seran validadas
a través de la soluciones analiticas encontradas por Chaves et al. [3, 5, 6], las cuales
sOlo aplican para campos magnéticos en los que o < 1y Q2 < 1. Dichas soluciones
fueron obtenidas usando el método denominado perturbacion regular, implementandolo
en muestras de ferrofluido contenidas en recipientes cilindricos y anulares. El parametro
de perturbacion encontrado esta expresado en la Ec. (20), y fue obtenido a partir de
un analisis de escalamiento de las ecuaciones ferrohidrodinamicas realizado por Chaves
et al. [3].

7%

e = “‘ngT (20)
4nR2

K? = Z n9< (21)

En la Ec. (20) y (21), o = 471077 g, y representa la permeabilidad magnética del
aire o vacio, y; la susceptibilidad inicial del ferrofluido, K la amplitud de la intensidad
de campo magnético, € el parametro de perturbacién, ¢ el coeficiente fenomenologico
denominado vortex viscosity, y T el tiempo de relajacion de las particulas magnéticas, el
cual fue asumido de tipo Browniano. Por su parte, k es un parametro sin dimensiones
que es inversamente proporcional al coeficiente de spin viscosity (77’), Ry el radio del
contenedor cilindrico, 7 el coeficiente fenomenolégico denominado shear viscosity y . =
n+¢.

_Una vez los perfiles analiticos y numéricos concuerden para campos en los que o < 1
y £ < 1, entonces se procederd a realizar las simulaciones con base en los experiementos
realizados por Torres-Diaz et al. [2], en los que a > 1y Q© > 1. De esta forma, se
evaluara, a través de la comparacion con datos experimentales, el desempefio de la
TDMALI en la prediccién de perfiles de velocidad de ferrofluidos, que estan bajo el
efecto de un campo magnético rotativo de intensidad y frecuencia no baja.

En cuanto a la soluciéon numérica del sistema de ecuaciones diferenciales del sistema
ferrohidrodinamico, una vez seleccionados los datos de entrada, dados por el usuario del
algoritmo numérico (tamanio de la malla, reparticién de los nodos en el dominio, tamano
del paso entre nodos, entre otros), se plantea una estrategia de solucién numérica que
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permita determinar las variables de interés en cada uno de los nodos, lo equivalente a
solucionar un sistema de n ecuaciones con n incognitas. En este caso, se requiere el uso
de una herramienta computacional para la implementacién de un algoritmo iterativo,
que converja en la solucién numérica de las ecuaciones diferenciales del modelo.

De manera anexa, y con el proposito de mostrar las mediciones existentes en la
literatura cientifica, la figura 6 muestra los perfiles de velocidad medidos para un fer-
rofluido comercial, contenido en un recipiente cilindrico, usando un método de ultra-
sonido [3, 17]. En este caso, la variable h representa la altura del recipiente en donde
fueron tomadas las medidas. En a) se instal6 una tapa de tipo convexa para asegurar
el ferrofluido, mientras que en b) fue una de tipo concava.

100 Hz 12.3 mT rma 5 1 TSHz 10.3mT

S h

Viglmm/s]
Vilmm/s]
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Figura 6: Mediciones ultrasénicas de perfiles de velocidad de la muestra de ferrofluido
EMGT705, en un contenedor cilindrico. a) Contenedor cubierto en la parte superior. b) Con-
tenedor libre en la parte superior, es decir, con interfase ferrofluido-aire en z = h. Fuente:
[4]

Finalmente, los resultados obtenidos en la investigacion fueron expuestos en los
siguientes capitulos, en los cuales se muestra la implementacién del modelo de la TDMAI
para predecir los perfiles de velocidad lineal, v, y de giro, w, en las geometrias que
brevemente se describen a continuacion:

- Canal rectangular de placas planas y paralelas de longitud axial infinita: Las co-
ordenadas (x, y, z) corresponden a la altura, el ancho y la profundidad del canal,
respectivamente. Se supone que existe un campo magnético rotando alrededor del
eje y, produciendo un desplazamiento de la muestra de ferrofluido en la direccién
longitudinal z. Para mayor ilustracion ver figuras 7 y 18.

- Contenedor cilindrico de paredes fijas y longitud axial infinita: Las coordenadas
(r, 0, z) corresponden al radio, el punto azimutal y la altura del cilindro, respecti-
vamente. El flujo se presenta debido a un campo magnético rotativo alrededor del
eje z, el cual produce un desplazamiento del ferrofluido en la direcciéon azimutal
0. La fuente del campo magnético es simulada como una densidad de corriente
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superficial, de tipo sinusoidal, que atraviesa las paredes del cilindro en direccién
+1., de acuerdo con la regla de la mano derecha. Se supone igualmente, que el
flujo magnético para r > R es nulo y que el campo magnético para r < R es
uniforme. Para mayor ilustracion ver figura 33.

Contenedor con geometria anular de paredes internas y externas fijas y longitud
axial infinita: Al igual que en la geometria cilindrica, en la geometria anular las
coordenadas (r, €, z) corresponden al radio, el punto azimutal y la altura del
cilindro, respectivamente. El flujo se presenta debido a un campo magnético ro-
tativo alrededor del eje z, el cual produce un desplazamiento del ferrofluido en
la direccién azimutal 6. El cilindro interno es de material no ferromagnético. La
fuente del campo magnético es simulada como una densidad de corriente superfi-
cial, de tipo sinusoidal, que atraviesa las paredes del cilindro externo en direccién
+i,, de acuerdo con la regla de la mano derecha. Se supone igualmente que el
flujo magnético para r > R es nulo y que el campo magnético para r < R no es
uniforme. Para mayor ilustracion ver figura 48.
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CAPITULO 2

EVALUACION DEL EFECTO COMBINADO DE ESFUERZOS
VOLUMETRICOS Y SUPERFICIALES EN EL FLUJO DE
FERROFLUIDOS, INDUCIDOS POR UN CAMPO MAGNETICO
ROTATIVO

2.1 INTRODUCCION

En el ano 2006 Chaves et al. [16], para una geometria cilindrica, lograron obtener las
primeras medidas experimentales de perfiles de velocidad en el interior del volumen de
un ferrofluido, bajo el efecto de un campo magnético rotativo, a través de la técnica
denominada “ Ultrasound Velocity Profile” (UVP). Las anteriores medidas permitieron
comprobar la existencia de flujo en el ferrofluido, no sélo en la superficie interfacial,
sino también en puntos alejados de la interfase libre del fluido. Estos datos mostraron
perfiles de velocidad azimutal con las caracteristicas de movimiento de cuerpo rigido,
co-rotando con el campo magnético en la parte interna del ferrofluido, en acuerdo cual-
itativo con las predicciones de la TDMAI [26]. Asimismo, se observ) que la direccion
de flujo, en la superficie del ferrofluido en contacto con el aire, es opuesta a la direccion
de rotacién del campo magnético (ver figura 6), tal como se establece en el trabajo
de Rosensweig [54]. Los resultados anteriores permitieron intuir que en la generacion
de los perfiles de velocidad se presenta un trabajo conjunto entre los esfuerzos tangen-
ciales, presentes en la interfase, y los esfuerzos volumétricos, al interior del ferrofluido.
Dicho en otras palabras, las mediciones realizadas por Chaves et al. [16] permitieron
afirmar que en la generacién de flujo operan dos mecanismos diferentes: 1) esfuerzos
tangenciales superficiales, para el fluido cerca de la interfase ferrofluido-aire, y 2) efectos
volumétricos, para las zonas del fluido lejos de la interfase. Ademas, dichas medidas
demostraron que los perfiles de velocidad medidos en la superficie son inadecuados
para validar las teorias de flujo, en especial aquellas teorias que solo aplican en puntos
alejados de la interfase, como lo es la TDMAI, inicialmente propuesta por Shliomis [10].

Con base en los resultados obtenidos en el trabajo de Chaves et al. [16, 17],
Chaves y Rinaldi [5] propusieron las condiciones de frontera hidrodinamicas, teniendo
en cuenta el efecto potencial del tensor de par de esfuerzo C, para valores del coeficiente
fenomenolégico 1’ diferentes de cero. Y en este orden de ideas, a partir del balance in-
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terfacial de momento angular interno, obtuvieron las condiciones de frontera expresadas
en la Ec. (22), en donde C,,, y Cyy corresponden a las componentes del tensor C, rela-
cionadas con la direcciéon normal y tangencial a la interfase, para la regién a y b del
sistema en estudio,

Cnn‘b = Cnn|a>
Ont|b = Ont|b- (22)

De igual forma, obtuvieron, para una geometria rectangular unidimensional y para
campos magnéticos de baja amplitud y frecuencia (o« < 1y Q < 1), expresiones para el
flujo de un ferrofluido con una interfase fluido-aire para casos en donde el coeficiente 7" es
cero y diferente de cero. En este trabajo, los autores pudieron determinar analiticamente
los perfiles de flujo de ferrofluidos expuestos a campos magnéticos de baja intensidad.
Sin embargo, aunque los anteriores resultados son los primeros reportados, en los que
se supone un trabajo conjunto entre esfuerzos volumétricos y tangenciales, no permiten
la validacién de estos mismos, ya que no son obtenidos para una geometria fisicamente
realizable, ni se implementan valores de campo magnético que puedan ser generados en
pruebas experimentales, al menos hasta el momento de la realizacion de este documento.

Teniendo en cuenta las definiciones del capitulo anterior, para determinar si un
ferrofluido esté sometido a un campo magnético de baja o alta amplitud, se toma como
referencia el valor del pardmetro de Langevin («), definido en la Ec. (12), de modo que
si a < 1 implica un campo magnético bajo. Por el contrario, un valor de o > 1 implica
un campo magnético de magnitud alta. En el primer caso (o < 1), existe una relacién
lineal entre la magnetizacion de equilibrio Meq v la intensidad del campo magnético
H, por el contrario, en el segundo caso Meq es, aproximadamente, la magnetizacién
de saturacién del ferrofluido. Por su parte, se considera el producto de la velocidad
angular del campo, €¢, y el tiempo de relajacion de la particula, 7, para establecer
las caracteristcas de la frecuencia del campo externo, esto es, Q = Qf - 7. De esta
forma, cuando se cumple que 0 < 1, la frecuencia de rotaciéon del campo magnético
se considera baja y viceversa. A partir de la definiciéon de tiempo de relajacion de
la Ec. (1), se puede establecer que un ferrofluido estd bajo el efecto de un campo
magnético rotativo de baja o alta frecuencia, entre otras cosas, por la viscosidad del
fluido y el didmetro de las nanoparticulas que lo componen, es decir, no depende solo
de las condiciones del campo externo sino también de las caracteristicas intrinsecas de
la muestra de ferrofluido.

Dicho lo anterior, Alviz et al. [32] realizaron un estudio en la misma geometria para
un dominio bidimensional, esto es, se tuvo en cuenta tanto la coordenada horizontal
como la vertical en el canal de placas planas y paralelas. El estudio fue realizado para
campos de baja intensidad (« < 1), utilizando el valor analitico del torque de orden
cero para determinar los perfiles de velocidad.

Por su parte, Chaves et al. [31], sin considerar una interfase ferrofluido-aire, de-
terminaron, para una geometria de ducto rectangular, los perfiles de velocidad de una
lamina de ferrofluido infinitamente larga en la direccién axial, lo que significa en otras
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palabras, un andlisis unidimensional del sistema rectangular. En esta ocasion, se imple-
menté tanto la ecuacién de magnetizacion propuesta por Shliomis [10] (Sh-72), como
la deducida por Martsenyuk, Raikher y Shliomis [30] (MRSh-74), y de esta forma,
compararon el desempeno de ambas ecuaciones en la prediccion de flujo para campos
magnéticos de magnitudes bajas y no bajas. El estudio, al igual que el realizado por [5],
fue desarrollado para un dominio unidimensional en la coordenada vertical . En este
caso, los autores encontraron que para a < 1 ambas ecuaciones predicen los mismos
campos de flujo, mientras que para valores altos de campos magnéticos, es decir, a > 1,
los perfiles pierden concordancia cuantitativa. Sin embargo, no se ha podido evaluar
el desempenio de ambas ecuaciones, debido a la falta de experimentos que permitan
validar los resultados obtenidos con cada una de estas. En el trabajo realizado por
Chaves et al. [31], se asumié que la velocidad lineal se presenta en la direccién axial
z, y el giro de las particulas magnéticas alrededor del eje y. El dominio de estudio fue
unidimensional, es decir, v = v, (z)i, y w = wy (z)iy. Para una mayor ilustraciéon ver
figura 7.

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos por Chaves et al. [31] y Alviz et al.
[32], de forma inicial, se plantea realizar la solucién del modelo ferrohidrodindmico para
campos magnéticos de alta intensidad y un contenedor rectangular de dominio bidimen-
sional, con una interface ferrofluido-aire, es decir, v = v, (z,y)i, y w = w, (z,y) ix +
wy (x,y) iy. Para una mejor ilustracion, ver figura 18.

Aunque este sistema geométrico no hace parte de los objetivos planteados en la
propuesta de investigacion, previamente, se selecciona una geometria rectangular de
placas planas y paralelas, con el fin de facilitar el andlisis de la TDMALI, al tener en
cuenta las siguientes motivaciones:

e Resolver el problema en coordenas cartesianas es menos complejo, debido a que el
analisis matematico requerido, en comparaciéon con otras geometrias experimen-
tales existentes, no presenta indeterminaciones, como las que se deben considerar
en r = (, para la solucion numérica en la geometria cilindrica, anular y esférica,

e En la geometria rectangular de la figura 7 y 18 es posible despreciar el término
convectivo, en la ecuacién de relajaciéon de la magnetizacion Sh-72, Ec. (11),
debido a las componentes nulas en cada una de las coordenadas cartesianas del
término V- (vMM),

e Establecer una metodologia de solucion numérica que pueda ser aplicada en el
proceso de desarollo del algoritmo, para la solucion del sistema ferrohidrodinamico
de las otras geometrias, objetos de esta investigacion, es decir, para el contenedor
de geometria cilindrica y anular de la figura 33 y 48.

En este capitulo se muestran, inicialmente, los resultados obtenidos por otros autores
[1, 5, 31] en el andlisis unidimensional (para o < 1y o > 1). Asimismo, los resultados
obtenidos por Alviz et al. [32], para el anélisis bidimensional a campos magnéticos
de baja intensidad (o < 1). Finalmente, se muestran los resultados obtenidos en este
trabajo, para la geometria de la figura 18, los cuales corresponden a la solucién del
modelo ferrohidrodindmico, con dominio bidimensional, de un canal rectangular de
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placas planas y paralelas, con interfase ferrofluido-aire, y bajo la accién de un campo
magnético de alta intensidad, es decir, o > 1.

En cuanto a la implementacién del algoritmo numérico, en esta investigacion, el
sistema de ecuaciones ferrohidrodinamicas fue resuelto a través del uso de la herramienta
computacional MATLAB® R2018a - academic use. Asi también, se ha tomando como
criterio de convergencia (I'), la variacién de la magnitud del torque promedio, en cada
punto de cada iteracion, n, con la respectiva iteraciéon anterior, n—1, el cual se estableci
en ' < 107'2, debido a la invariabilidad de los perfiles de velocidad que se obtiene para
valores menores de esta tolerancia limite.

2.2 SISTEMA DE ECUACIONES HIDRODINAMICAS

El conjunto de ecuaciones hidrodinamicas que describe el sistema esta conformado por
la ecuacién de continuidad (para un fluido incompresible), la ecuacién de momento
lineal de Cauchy y el balance de momento angular interno [55].

Vev=0, (23)

D
Pj::—Verngrqu-VHJrzg(wa)
A+ =V (V-v)+ 4+ Vv, (24)
Dw o -
PlﬁzquxH+2C(V><v—2w)+(/\ +7)V(V-w)+7Vw. (25

En donde v es la velocidad lineal promedio masica, w es el vector de velocidad de giro
de las particulas magnéticas, p es la presion del sistema, p es la denisdad del ferrofluido,
g es el vector de la aceleracién gravitacional, I es la densidad de momento de inercia
de la suspensién y M es el vector de magnetizacion de la suspension. Por su parte, H
representa el vector de intensidad de campo magnético que se aplica sobre el fluido, 7 el
coeficiente fenomenoldgico “shear viscosity”, 1’ el coeficiente fenomenolégico “spin vis-
cosity”, X el coeficiente fenomenoldgico “ bulk viscosity”, X' el coeficiente fenomenoldgico
“bulk viscosity of spin” y ( el coeficiente fenomenoldgico de viscosidad de vértice, para
la cual Brenner [56] propuso la expresién

¢ =1,5¢n70 - (26)

La anterior ecuacién es valida en el limite de dilucion infinita. En esta expresion ¢y,
es la fraccién volumétrica hidrodindmica de particulas magnéticas en la suspension, y 1y
es la viscosidad dinamica del fluido en donde se encuentran suspendidas las particulas
magnéticas.
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Para la densidad de fuerza magnética, F, Cowley y Rosensweig [19] propusieron la
Ec. (27), en la que el producto vM representa el momento magnético por unidad de
masa del ferrofluido. Adicionalmente, el momento magnético puede ser escrito como
vM = nvm, ya que M = nm, siendo n la densidad numérica de las nanoparticulas, y
m el momento magnético promedio de las particulas solidas, [19]. Por lo que v seria
una medida por unidad de masa. Ahora, para una muestra de ferrofluido diluida,
la magnetizacion promedio de las nanoparticulas solo depende del campo magnético
externo, H, a menos que se consideren efectos relacionados con la magnetostriccion, [41].
Sin embargo, al aplicar campos magnéticos rotativos de baja intensidad y frecuencia,
es comun despreciar estos efectos, [2, 3]. Por lo tanto, en este estudio se asume que
vM no depende de v, de modo que, el término integral de la Ec. (27) desaparece. En
consecuencia, la densidad de fuerza magnética se reduce de acuerdo a lo establecido en
la Ec. (28), la cual fue implementada para obtener la Ec. (24), [55].

H
d (vM
F = (M, V)H -V uo/ %’v ' oaml (27)
0 H,T
F=pu(MV)H. (28)

Note que la Ec. (28) es una expresién que puede afectar la precision de los resulta-
dos obtenidos por medio de la TDMAI. Particularmente, en muestras con moderadas
y altas concentraciones de nanoparticulas magnéticas, es decir, ferrofluidos no dilui-
dos. Como también, cuando no es posible despreciar los efectos relacionados con la
magnetostriccion, los cuales estan presentes en campos magnéticos de altas amplitudes.

A continuacién, se aplica un procedimiento, reportado anteriormente en el trabajo
de Chaves et al. [3], para presentar las ecuaciones hidrodindmicas sin dimensiones, para
cualquier amplitud de campo magnético, y un valor del coeficiente fenomenoldgico “spin
viscosity” n' # 0. A partir de las suposiciones anteriores, las ecuaciones hidrodindmicas
se reformulan, como lo muestran las expresiones de la Ec. (29)-(31).

V.v=0, (29)
Dv \ / VA i ~ 2 « e <52 ~
Re,— = él\/.[ -VH - Vp+ —CV X @+ ZVQV, (30)
Dt Qn Ui Ui
Do 1 ,- . ~ dn /1 1\ & /7 4n =
Rey,— == (M x H —|—2V><\7—4GJ<+>V V.-w)+ Viw. (31
Dt Q ( ) Ne \ve? K2 ( ) Nek> (31)
1
AnCR2\ 2 . , ) . -
En donde x = ( n,neo) y es una variable que, aun cuando no tiene significado fisico,
est4 relacionada con el coeficiente de cizalla de la velocidad de giro o “spin viscosity”, 1 .
1
Por su parte, ve = (42,428) * v estd relacionada con el coeficiente volumétrico del “spin
viscosity”, \'. Finalmente, Re, = @ (L?mf) y Re, = %I (L??Qf) representan el

numero de Reynolds traslacional y de giro, respectivamente.
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Las nuevas variables adimensionales del sistema de ecuaciones hidrodindmicas se
definen de acuerdo con la Ec. (32) y (33). En donde, para diferenciar las variables
sin dimensiones, se implementa el simbolo ~ en la parte superior de estas mismas.
Las escalas de longitud y tiempo, fueron implementadas en el problema magnético,
obteniendo ecuaciones adimensionales y de orden uno, las cuales fueron reportadas
anteriormente por Chaves et al. [3].

Las variables escaladas del sistema se muestran a continuacion:

~ M -~ H ~ B ~ . ~
_ p - (w - Qv
p= eh el 20 VT K2Q8 (33)
ponxi K2 poXi K*€2 poXxi K280

En la Ec. (33), Q = Q-7 y se define como la frecuencia adimensional, por su parte
Ne=n+(yK?= 4:)75;/ , las cuales carecen de significado fisico. Asimismo, y; representa
la susceptibilidad niagnética inicial del ferrofluido, g la permeabilidad magnética del
aire o vacio, ¢ la altura del canal, ¢; el tiempo de andlisis del fenémeno de flujo, 2
la velocidad de la rotacion del campo magnético, K el valor pico de la intensidad de
campo magnético y p la presién absoluta del sistema.

Para campos de baja intensidad, se cumple que V - & = 0, tal como ha sido supuesto

en trabajos anteriores [3, 5, 6, 55], por lo que no se requiere de un valor especifico del

. , . . . . / . s .
coeficiente volumétrico del “spin viscosity” ()\ ), para la solucién del sistema ferro-

hidrodindmico, Ec. (30) y (31). No obstante, para intensidades de campo en donde
a > 1, se presenta que V-&@ # 0. Por tal motivo, se requiere establecer un valor
para el coeficiente fenomenoldgico X', con el fin de determinar los perfiles de velocidad
del sistema en estudio. Los valores de A, a pesar de su papel fundamental para la
dindmica de fluidos, son en su mayoria desconocidos, de igual forma, los coeficientes de
viscosidad volumétrica del “spin viscosity” (X), son valores que no han sido medidos
por la comunidad cientifica, siendo estas mediciones requeridas, con el fin mejorar los
resultados en la implementacién de la TDMAI. En este orden de ideas, y con el fin
de encontrar una solucién para las ecuaciones ferrohidrodinamicas, en el presente tra-
bajo de investigacién, se asume un valor para el coeficiente de la viscosidad X', de tal

1
N
42,47?0) * = 0. Debido a la anterior suposicién, los perfiles
obtenidos en este trabajo son validos para ferrofluidos en donde el segundo coeficiente
4n¢R2
Ne

forma que el término ve = (
. . . . . An¢ R2
de la viscosidad del “spin viscosity”, N, es mucho mayor que 2% esto es, N >
) ) 17 ) )
€

2.2.1 Aproximacién basada en el niimero de Reynolds: Para una andlisis de
estado estacionario, se tiene que

Do
Rev?: = Re, (V- V¥), (34)

29



Capitulo 2: Geometria de placas planas y paralelas

en donde el término no lineal v - Vv, denominado término inercial, describe la acel-
eracién del fluido en el marco de referencia material, es decir, un marco de referencia
que se mueve con el fluido, con velocidad constante. De igual forma, este término puede
ser interpretado como una representacion del transporte convectivo de momentum. Por
otro lado, la definiciéon del nimero de Reynolds para la velocidad lineal Re, esta expre-
sada en funciéon de la velocidad caracteristica U, la longitud caracteristica del sistema
fisico L,, la densidad del fluido p y la viscosidad de cizalla 7, tal como se describe en la
Ec. (35), y representa una magnitud relativa entre el transporte de momentum difusivo
nUL? y convectivo pU?L,,.

&%_pih. (35)

Para los casos que se presentan en este documento, se ha supuesto bajos ntimeros de
Reynolds (Re, < 1), lo que implica despreciar los efectos convectivos dentro del estudio,
debido que n > pUL,. Por tal motivo, los efectos difusivos predominan por encima
de los efectos inerciales en el fendémeno de la generacion de flujo. De forma similar, se
deduce, para la Ec. (31), que el término relacionado con el nimero de Reynolds de giro,
Re,,, es igual a cero. de acuerdo con lo anterior, se establece para la Ec. (30) y (31)
que

Dv
Re, =Y — 0.
“ Dt
Dé
Re, 2% — 0. 36
T (36)

2.3 SISTEMA DE ECUACIONES MAGNETICAS

El sistema de ecuaciones magnéticas estd compuesto por las ecuaciones de relajacion
de la magnetizacién, Sh-72 y MRSh-74, las cuales describen el vector de magnetizacién
de la particula magnética, en su intento por alinearse con el campo magnético rotativo
externo. De igual forma, la ecuacién de equilibrio de la magnetizacién hace parte de
este conjunto de expresiones. Esta ecuacién describe el fenémeno de la saturacion de la
magnetizacion, en presencia del campo magnético externo, fenémeno que no se tiene en
cuenta en algunos modelos que definen a la magnetizacién como una variable propor-
cional del campo externo aplicado, es decir, M = YH, lo cual solo es valido para bajas
intensidades de campo magnético (o < 1), en donde la magnetizacion tiene un com-
portamiento lineal con respecto al campo externo aplicado H. Finalmente, el sistema
de ecuaciones magnéticas se completa con la ley de Gauss para campos magnéticos, y
la ley de Ampeére generalizada, las cuales hacen parte de las leyes de Maxwell [15]. El
conjunto de ecuaciones magnéticas con dimensiones se expone a continuacion:
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8(;\75/I+V-(VM):MXM—71_(M—MO)7 (37)
%:wxM_H[H-(M;Mo)}_H><(M>;H)’ (38)
Dt T||’H‘ 7. [H]

_dinL@) - 2L(e)
= din («) B H_Oé—L(a)T& )
V x H =0, (40)
V. (H+M) =0, (41)
My ., H _LH o Mg [H|VE
on, ~ L) IHI_{COth(O‘) oj H YT kT )

En las anteriores ecuaciones se debe tener en cuenta que My es la magnetizacion de
equilibrio, 7 el tiempo de relajacion de la magnetizacién (el mecanismo de relajacion
se asume de tipo Browniano, es decir, 7 = 7p), % el simbolo de la derivada mate-
rial, 7 el tiempo de relajacion paralalelo, mientras que 7, es el tiempo de relajacion
perpendicular, ambos reportados en el trabajo de Martsenyuk et al. [30]. Asi mismo,
M, representa la magnetizacion del dominio, ¢ la fraccion volumétrica de particulas
nanomagnéticas, L (a) y a la ecuacion y el coeficiente de Langevin, respectivamente, V,
el volumen de la particula magnética, kg la constante de Boltzman y T la temperatura
absoluta del sistema. A continuacién, las ecuaciones magnéticas sin dimensiones.

QaatJrst VM = Qew x M — M + XKS‘, (43)
~DM ~ ~ I:II:I~ 1 1 3FI ﬁ:}caﬁz M
Q—— = Qe x M + ( )<—>+ go( )—, (44)
t [H]? \BL B By By
V xH =0, (45)
V- (xM+H) =0. (46)

2 . 7 .7
En donde € = %KT = %042 y es denominado el pardmetro de perturbacion, cuya

deduccion obtenida en la referencia [3] se expone en el anexo A. De forma similar, las
constantes adimensionales de los tiempos de relajacion paralelo y perpendicular, B| y
B, respectivamente, son presentadas en la Ec. (47).

T _dlnL(a)
B"*%* dIn (o)
p =T ) (47)

s oa—L(a)

Adicionalmente, la funcién ¢ es definida como:
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o coth( 3¢ ﬁ§+ﬁ3>
SO(HI’HZ):(DH;M_;: 2~( 5 ) B ~22 72"
3¢ (H§+HZ2) 3e (Hx—i-HZ)

Finalmente, en la Ec. (48) se define el parametro de Langevin, .

a= \/25’ﬁ‘2 = \/28 (ﬁﬁ—i—ﬁf) (48)

2.4 CONDICIONES DE FRONTERA

Las condiciones de frontera del problema hidrodinamico y el problema magnético, que
seran implementadas para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales, son mostradas
a continuacion.

2.4.1 Condiciones de frontera del problema hidrodinamico en paredes del
contenedor: Las condiciones de frontera, usadas por otros autores [3, 4, 5, 6, 31]
para la solucién de las ecuaciones que describen el problema hidrodindmico, son las
condiciones de no deslizamiento y no penetracion, para la velocidad lineal y la velocidad
de giro, tal como se muestra en la Ec. (49) y (50).

V—VS:;[HX(H-TXI’I)], (49)
w—wszg(va). (50)

Donde n es el vector normal unitario, desde el volumen del ferrofluido hacia la
fase de aire de la interfase, [ el coeficiente de friccion dependiente de la velocidad de
deslizamiento, vy la velocidad en la pared del contenedor y T el tensor de esfuerzos de
Cauchy en el fluido. De manera similar, para la velocidad angular promedio local de las
particulas, se ha propuesto una condicién de frontera en la que se plantea la posibilidad
de que una particula, cerca de una superficie sélida, gire a la misma velocidad de la
superficie, § = 0, o que rote a una velocidad angular similar a la rotacién del fluido, es
decir, 8 # 0. Donde w es la velocidad angular promedio de las particulas magnéticas y
w; la velocidad angular en la pared del contenedor [3].

2.4.2 Condiciones de frontera del problema hidrodinamico en la interfase:
La ecuacion integral del balance de momento lineal para un volumen de control, im-
plementada en la definicion de las condicion de frontera, propuesta por A. Chaves y C.
Rinaldi [5], para la velocidad lineal, es:

/Vpl;:d‘/:/vad‘/%—/ss(n) dS+/C(7m) dc+/sdeS (51)
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En donde V es el volumen de control, f, representa la densidad de fuerzas de cuerpo,
s (n) es el vector de esfuerzos, v es la tensién superficial, m es el vector unitario dirigido
a hacia afuera de la interfase, f; es la fuerza de exceso superficial y S es la superficie
del volumen de control.

Ahora bien, en la interfase ferrofluido-aire, a partir de la Ec. (51), se tendrdn en
cuenta las condiciones de fronteras que fueron planteadas en el trabajo de A. Chaves
y C. Rinaldi [5], en donde se establecen las siguientes relaciones para la solucion del
sistema de ecuaciones diferenciales hidrodinamicas.

1
(Tnnlb - Tnn‘a) + 2h7 + Bn (Hn’b - Hn’a) + 5#0 (Hg‘b - HQ’a) = 07 (52>

Totlp — Totla +t-Vyy+ B, K, = 0. (53)

En donde T, y T,: son la componente normal y tangencial del tensor de esfuerzos,
respectivamente, las cuales se muestran a continuacion:

v,
Tnn:_p+2naXH+A(V'v)7 (54)
ov, O ‘

En las Ec. (52-55), h representa el coeficiente de curvatura de la interfase, B y
H la densidad y la intensidad de campo magnético, respectivamente. Asimismo, t
y n representan el vector unitario tangente y normal a la interfase en direccién al
movimiento. Adicionalmente, V corresponde al gradiente superficial en la interfase y
K es la densidad de corriente superficial. En la Ec. (52) se tiene en cuenta que

H?|, = Hylo+ Helo vy Hly= Hily+ Hs. (56)

Ahora bien, para obtener un balance interfacial del momento angular interno, Chaves
y Rinaldi [5] comenzaron con el balance integral de momento angular total, trabajado
por Dahler y Scriven [36], anadiendo dos términos adicionales a la ecuacién, quedando
expresada de la siguiente manera:

D(rxvxa)
ST ho? AP 7
/vp Dt v

/V(rva—i—l)dV—i—/Sn-(C—Txr)dS—i—j{rxmfydc—i— [ rxfds. (57

En la Ec. (57), a representa la densidad de momento angular interno, compuesta
de rotaciones moleculares y formas submoleculares, tal como fue trabajado por Condiff
y Dahler [37]. Como lo establecido en el trabajo de Chaves y Rinaldi [5], para el caso
especifico de ferrofluidos, a tiene en cuenta sélo el momento angular de las particulas
magnéticas y, por lo tanto, la ecuacién constitutiva para a es:
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a=1 w. (58)

En la Ec. (58), I representa el momento de inercia promedio de las particulas.
Adicionalmente, para el caso de ferrofluidos, 1 representa el torque generado por el
campo magnético externo, el cual es expresado de la siguiente manera:

1= oM x H. (59)

En la Ec. (57), n- C representa la densidad superficial del par de contacto y C el
tensor del par de esfuerzos, el cual es una medida del transporte de momento angular
interno por contacto directo. Una ecuacion constitutiva para el tensor de par de esfuer-
zos, C, fue propuesta por Condiff y Dahler [37], quienes lo asumieron como un tensor
simétrico y dependiente solo del gradiente de la velocidad de giro, w.

C=1n|[Vw+ (Vw)| + X (V w)L (60)

En la Ec. (60) se define el tensor de par de esfuerzos, en donde 7 es el coeficiente
fenomenoldgico “spin viscosity”, X el coeficiente fenomenolégico “bulk viscosity of spin”
e I la diada unitaria de orden dos. Ahora, un balance de momento interfacial se puede
obtener al aplicar la Ec. (57) a un volumen de control, tomando el limite cuando la
altura del volumen de control tienda a cero. De esta forma, se obtiene que

n- (Cl,—Cl.) =0. (61)

De modo que, la Ec. (61) muestra que el par de esfuerzos es continuo a lo largo de
la interfase. Por lo tanto, las respectivas condiciones de frontera normal y tangencial,
para el momento angular interno, se obtienen a través del producto interno de la Ec.
(61) con los vectores n y t, obteniendo las siguientes relaciones, validas en cualquier
punto de la interfase ferrofluido-aire.

Cnn|b - Cnn|a’ (62>
Cnt’b == Cnt‘a- (63>

2.4.3 Condiciones de frontera del problema magnético: Las condiciones de
frontera del problema magnético son la continuidad de la componente normal de la
densidad de campo magnético, B, y el salto de la componente tangencial de la intensidad
de campo magnético, H [43], las cuales se expresan de la siguiente manera:

n- [B, —Bp]=n- [H+M), - (H+M),] =0, (64)
n x [H, — H,] = K. (65)
Donde K es la distribucion de corriente en la superficie de las paredes del contenedor

el ferrofluido. Por lo tanto, las componentes de las ecuaciones de frontera magnéticas
del ferrofluido. Por lo tanto, 1 tes de 1 de front t
quedan expresadas de la siguiente manera:
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Bula — Buly =0, (66)
Ht’a_Ht‘b:Ks- (67>

A continuacion, de manera inicial, se presenta el estudio de un canal con dominio
unidimensional, con el fin de desarrollar algoritmos de solucién numérica con los cuales
se pueda reproducir los resultados obtenidos por otros autores [1, 5, 31, 32|, para o < 1.
De igual manera, para establecer las bases de un algoritmo de solucién aplicable a un
contenedor rectangular de dominio bidimensional, con el que sea posible obtener perifles
de velocidad vélidos para cualquier valor de amplitud y frecuencia de campo magnético.

2.5 FLUJO DE UN FERROFLUIDO EN UNA GEOMETRIA
RECTANGULAR DE PLACAS PLANAS Y PARALE-
LAS: DOMINIO UNIDIMENSIONAL

2.5.1 Sistema fisico de estudio: FEn la figura 7 se muestra el sistema fisico en el que
se implementaran las ecuaciones del modelo ferrohidrodinamico. Para esta geometria,
Chaves y Rinaldi [5] plantearon un problema unidimensional, con el propésito de reducir
la complejidad matematica de las componentes vectoriales resultantes. En la figura 7 se
puede observar una pelicula de ferrofluido contenida en una geometria de placas planas
y paralelas, separadas por una altura ¢ y de longitud axial infinita.

INTERFASE
A FERROFLUIDO-AIRE

6

LONGITUD AXIAL
INFINITA

v

Yy 4

Figura 7: Esquema rectangular para el problema de flujo de un ferrofluido contenido en placas
planas y paralelas de altura ¢, de longitud y ancho infinito (dominio unidimensional) y con
interfase ferrofluido-aire en x = §. El campo, el cual gira alrededor del eje y, es generado por
una intensidad de campo axial H, y una densidad de campo transversal B,. En el problema
unidimensional se pretende determinar los perfiles v, (Z) y @, (Z). Fuente: [5]

2.5.2 Ecuaciones hidrodinamicas por componentes: A partir de las ecuaciones
hidrodindmicas, Ec. (30), (31) y (36), se obtienen las componentes rectangulares, cuya
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existencia depende de las coordenadas en donde se presente el movimiento, tanto de
tipo lineal como rotacional. Para este caso en particular de la geometria rectangular de
la figura 7, el movimiento lineal del ferrofluido, v = 9, (%) 4., se supone tinicamente en
la coordenada Z, mientras que el giro de las nanoparticulas, @ = @, (Z) %,, s6lo en la
coordenada g. Por tal motivo, en este andlisis se estudiaran la componente 2z del balance
de momentum lineal y la componente § del balance de momentum angular interno. Por
otra parte, en la Ec. (30), el término Q%N/I - VH es nulo, debido que se supone un campo

magnético uniforme, es decir, VH = 0 (no aplica para la geometria anular de la figura
48, en donde se supone que VH # 0). Asimismo, la componente Z del término Vp se
desprecia, ya que no existen elementos externos que generen diferenciales de presiéon en
la coordenada del movimiento lineal del ferrofluido (ni en las geometrias rectangulares
de este capitulo ni en las geometrias cilindricas de los capitulos siguientes), ya que el
movimiento se genera de forma espontanea bajo la tnica acciéon del campo magnético
externo. Finalmente, el aporte del término pg no se tiene en cuenta en el andlisis, ya
que la gravedad no realiza trabajo en las direcciones en la que se presenta el movimiento
(pg = —pgiz), para ninguno de los sistemas de estudio tratados en esta investigacion.
En este orden de ideas, la componente Z de la ecuacién de balance de momentum lineal
y la componente § del momento angular interno quedan expresadas en la Ec. (68) y
(69).

282y e 5,

=0 68
ndi = n di? ’ (68)
a o, _di, ()
-2 — 4 L = 0.
e e T (69)

2.5.3 Condiciones de frontera hidrodinamicas: Las condiciones de frontera hidrod-
indmicas, aplicadas en el trabajo de Chaves y Rinaldi [5], vienen dadas por la suposicion
de no deslizamiento en la pared inferior del canal en & = 0, Ec. (49). Asimismo, por
las componentes tangenciales del balance de momentum lineal y momentum angular
interno de la interfase en = 1, para una tensién superficial () constante y una corri-
ente superfical en la interfase (K;) nula. Teniendo en cuenta estas consideraciones en

la Ec. (55) y (63), y asumiendo que los vectores unitarios normal y tangencial son %, e
1., respectivamente, se tiene que:

U, l5=0=0, @y |z=0=0,
¢ di

li=1 +20y z=1=0 ¥ = li=1= 0. (70)

2.5.4 [Ecuaciones magnéticas por componentes: Asimismo, se obtienen las ecua-
ciones escalares magnéticas, es decir, las componentes de las ecuaciones de Maxwell y la
ecuacion de magnetizacion Sh-72; para los valores de campo magnético que satisfacen
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la relaciéon Meq = xH. Descomponiendo la Ec. (43), vertical y horizontalmente, se
obtiene:

Qa&; — Qe M, + M, — H, = 0, (71)
QM | G 1, + ML — 1L — 0. (72)

ot
En la Ec. (71) y (72), el término Qev- VM se cancela, debido que (\761\7[) =

U, aggz =0y (\7 . 61\7[) =7, aggz =0, ya que M, y M, no dependen de la coordenada
Z, por lo que la longituzd axial del canal se supuso infinita. Para mayor ilustracion ver
figura 7. Adicionalmente, cuando se supone que Meq = XH es porque ¢ — 0, por lo
tanto, Qev- VM — 0.

Para resolver la Ec. (71) y (72) se requieren de las condiciones iniciales de la magneti-
zacién, las cuales se asumen nulas para ¢ = 0, debido a que no existen saltos escalonados
en el fenomeno magnético, es decir,

M, (%,0)=0 y M. (%0)=0. (73)

Seguidamente, al aplicar las leyes de Maxwell a un canal rectangular de longitud

axial infinita, se tiene que las formas funcionales asumidas para H, y B, deben satisfacer
la Ec. (74) y (75).

- OH
VxH) =-——2=0, 74
< >y ot (74)
OB,
=0. 75
57 (75)
De las Ec. (74) y (75) se puede inferir que H, y B, son independientes de la variable
Z. Adicionalmente, se requiere de ondas sinusoidales desfasadas eléctricamente para
generar un campo magnético de tipo rotativo. Por tal motivo, y con el propésito de
encontrar una solucién matematica al sistema de ecuaciones diferenciales magnéticas,
se establece la relacion de las componentes H, y B, de la intensidad y la densidad de
campo magnético.

V-B=

H. = cos (f) : (76)
B, = sin (f) : (77)
Ahora, teniendo en cuenta la definiciéon de la Ec. (46), se tiene que:

H, = B, — xM, = sin (f) — xM,. (78)
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En consecuencia, para resolver el problema magnético en el contenedor de la figura
7, solo se requiere solucionar el sistema producto de las componentes de la ecuacion de
magnetizacién, Ec. (71) y (72), y utilizar el valor de M,, en la Ec. (78) para determinar,

finalmente, el valor del torque de orden cero <l~y>t o

)

Para esta geometria de estudio en particular, el campo magnético rotativo y uniforme
es generado por la combinacién de los campos magnéticos alternantes de la Ec. (76) y
(77), uno aplicado de forma transversal y el otro de forma axial, los cuales pueden ser
representados como una cantidad vectorial compleja de la siguiente manera:

(1) = R{be?) =R, (79)
B (i) = R{B.e) =R {ber). (50)

En la Ec. (79) y (80), Q representa la velocidad angular del campo magnético
(Q=2rf), f la frecuencia de rotacién del campo magnético, ¢; el tiempo en el que
se analiza el fenémeno del flujo y j es el nimero imaginario v/—1. Adicionalmente, se
tiene que h, y b, son las componentes complejas adimensionales, para la intensidad y
la densidad de campo magnético, respectivamente. Sin embargo, las componentes H, y
B, dependen de la coordenada vertical Z. Debido a lo anterior, y a la forma geométrica
del canal rectangular, se espera que los vectores de la intensidad de campo magnético, la
densidad de campo y la magnetizacién, H, B y M respectivamente, tengan la siguiente
forma funcional:

ﬂ(fc,f) zéR{sz( )i, + h.i } e]t} (81)
B (1) = R {|bai, + b (2) i.] €'} (82)
M (&,7) = R{ [ (%) i + 1. (3)i] '} (83)

Donde m, y m, representan las componentes complejas adimencionales de la mag-
netizaciéon M. Bajo estas condiciones, segin el andlisis realizado por A. Chaves y C.
Rinaldi [5], se tiene que el torque, para campos magnéticos de baja amplitud (denomi-
nado también torque de orden cero), se expresa a través de la Ec. (84).

i) - Q2+ x+1)
o (@2 1) [+ 1)+ 2]

La Ec. (84) describe el valor del torque de orden cero, es decir, el torque que
se presenta para campos magnéticos rotativos de baja intensidad (o < 1). Se puede
observar de acuerdo con la definicién de la Ec. (84), que el torque para este caso en
particular es de caracter constante tanto en el tiempo como en el espacio, lo cual no
es valido en casos donde se presentan intensidades altas de campo magnético (a > 1).
De modo que, se debe suponer la variacion espacial y temporal del torque. En estas
condiciones, el valor del torque se determina a través de la definicién de la Ec. (85).

(84)
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L= (M x H)y = (M.H, — M.H.) = M. (sin (f) — xM,) — M, cos (f).  (85)

La Ec. (85) define el valor del torque magnético en cada punto del canal, el cual
depende de los valores de la magnetizacion presentada en cada punto, es decir, de
los valores M,, y M., como también, de las componentes de la intensidad de campo
magnético H, v H,. Adicionalmente, se debe tener en cuenta que los célculos dentro del
modelo hidrodinamico son realizados para estado permanente, es decir, para un tiempo
posterior al transiente. Por tal motivo, es necesario implementar, en la Ec. (69) del
modelo hidrodinamico, el valor del torque promedio de la Ec. (86).

)=+ [L@d~ A0+ 6+, )]} 6o
Y/ tf 0 Yy tf 2 Yy — Yy Yy

En el presente trabajo se implementaran las ecuaciones (84) y (86), con el propdsito
de determinar el valor del torque en cada uno de los modelos: la Ec. (84) para el modelo
valido solo a campos bajos (o < 1), y la Ec. (86) para campos de alta intesidad (o > 1).

2.5.5 Solucién para a < 1y Q < 1: Las ecuaciones diferenciales del modelo fer-
rohidrodinamico de dominio unidimensional Z, para a < 1 y 2 < 1, fueron resueltas
a través del método de perturbacion reqular en el trabajo realizado por Chaves y Ri-
naldi [5], los cuales determinaron los perfiles de velocidad lineal (7,) y de giro (@,),
expreseados en la Ec. (87) y (88).

CH25 . i — kT —
i (3) =  poxiH 5[ it sinh(k — kZ)sech(k) — tanh(k) | (87)
2n 7 K
poXi H*ne 5
Wy (%) = —#ly [cosh (k%) — sinh (kZ) tanh (k) — 1]. (88)

2.5.6 Solucién para a > 1y Q> 1: Segtn lo realizado en el trabajo de Chaves
et al. [31], se requiere de métodos numéricos que permitan encontrar una solucién al
sistema de ecuaciones diferenciales compuesto por la Ec. (30), (31), (43), (45) y (46).
En el trabajo de Chaves et al. [31] se implementé el método de las diferencias finitas,
realizando la discretizacion de las ecuaciones diferenciales, y la aplicacion de cada una
de estas, en cada uno de los nodos temporales y espaciales del dominio del sistema
geometrico (ver figura 7), tal como se muestra en la Ec. (89)-(95).
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C (‘I’y,iH B wy,i—l) e (ﬁz,i—z - Qﬁz,i + 17z,i+1)

2 2A% T Ag? =0 (89)

771122 (Wyim1 — QA@;; + Wyit1) B (6z,i+12;;z,i—1) 4y + <l;y~2>z 0, (90)
5 (]‘:45312;;:4551) ek JTF, 4 TF, - 1T, =0, (91)

Q (Mf’#z;;”ﬁil) Qe AT, 4+ 0T, — A2, = 0, 9

ﬁfz = COS (fk) ,
f[ﬁz = sin (f’“) — XMfJ,

¥, =M HE — MEHE = MF, {Sin (fk) — XMfyi] — M ; cos ({’“) .

En la Ec (89)-(95), los subindices i y k representan los puntos discretos de la coor-
denada vertical y temporal, respectivamente. Para mayor ilustracion ver figura 8.

» Nodo variable

| I >

Componente del vector < » Nodo coordenada ¥

Figura 8: Esquema de término discreto en donde las variables ¢ y k corresponden a los nodos
en la coordenada vertical Z y la variable temporal ¢, respectivamente.

2.5.7 Metodologia del algoritmo solucién: El diagrama de flujo de la figura 9
corresponde a la metodologia que se implementa en los algoritmos para la soluciéon
numérica del modelo ferrohidrodindmico. La metodologia de solucién se describe a
través de los siguientes pasos:

1. Ingresar las caracteristicas del ferrofluido, la geometria del contenedor y las par-
ticularidades de la simulacion a realizar, tales como: viscosidad de cizalla n,
viscosidad del liquido portador 7y, susceptibilidad magnética inicial y, fraccion
volumétrica ¢, tiempo de relajacién 7 (para este caso se supone que las particulas
nanomagnéticas presentan solo de tipo Browniano 75), la permeabilidad del espa-
cio pg, la intensidad de campo magnético H, la viscosidad de vortice (, la altura
del sistema de estudio J, el nimero de nodos del sistema (tanto espaciales como
temporales). Asimismo, los valores de torque promedio inicial en cada punto de
la geometria y el nimero maximo de iteraciones del algoritmo.
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A partir del torque promedio calculado en la iteracién anterior (en el caso de la
primera iteracién se asume el valor de torque promedio inicial suministrado por el
usuario), se hace el célculo de los perfiles de velocidad lineal y de giro, teniendo
en cuenta que 0, = f(Z, @,) y @, = f(Z, 0,), Ec. (89) y (90).

Si las velocidades no alcanzan convergencia, se vuelve al paso 2. De lo contrario, se
establece a ¥, (%) y @, () como los perfiles de velocidad correspondientes al valor
de torque promedio de la iteraciéon. De esta manera, se prosigue a la solucion del
problema magnético, con el fin de obtener los valores de M, (%), M, (%), H, (%) y

H. (%), Ec. (91), (92), (93) v (94).

Se procede al calculo del torque instantaneo para cada nodo espacial y temporal
del sistema en estudio, Ec. (95). Adicionalmente, se hace el célculo del torque
promedio para cada punto de la geometria, Ec. (86).

Si el torque promedio no alcanza convergencia (5 > 1%), se regresa al paso 2. De
lo contrario, se establece a 0, (Z) y @, () como los perfiles de velocidad resultantes.

Fin de la metodologia.

propiedades FF, v, (X, ¥) iniciai »
<y >t;piciq MaX iteraciones.

NO

Imprimir @+t = £(vk, (1))

v+l = f(wk“)

”(ly)éﬁ—l - (ly)lt{” <&

Calcular @**1 = f(Vk, <ly>lt() ,]

v+l = f(w"“)

Calcular (1, )f*1 =
f(M§+1,M§+1,H§+1,H§+1)

| Calcular My = f(wy,~),
>[ M,= f(wy,~), Hy= ]
fwy, ~),H, = f(wy,~)

Figura 9: Diagrama de flujo de metodologia implementada en el desarrollo del algoritmo
numérico, para la solucién del problema ferrohidrodindmico de la TDMALI, para ferrofluidos
bajo el efecto de campos magnéticos de magnitud y frecuencias no bajas.

2.5.8 Validacién de la solucién numérica: Una vez establecido el algoritmo
numeérico, lo primero que se debe realizar es la validacion de este mismo con los resulta-
dos que se obtienen a través de la solucién analitica (método de perturbacion regular), la
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Tabla 2: Caracterizacion de ferrofluidos. Fuente: [2].

Ferrofluido WBF-1 WGBF-1 WBEF-2

p (kgm?) 1,03 1,26 1,04
n (mPas) 1,03 76,1 1,06
no (mPas) 1,02 81,2 1,02
oM, (mT) 1,14 2,01 1,93
& (%) 0,213 0,376 0,361
% 0,106 0,200 0,267

7 (s) 1,67 x 107> 2,45 x 1073 4,25 x 107

cual es vélida solo para campos magnéticos de baja intensidad (o < 1). En este orden
de ideas, se seleccionaron tres muestras de ferrofluido (WBF-1, WGBF-1 y GBF-2),
implementadas en los trabajos de las referencias [2, 5, 31|, con las caracteristicas que
se especifican en la tabla 2. En donde p representa la densidad del ferrofluido, n la
viscosidad de cizalla, ng la viscosidad del liquido portador, ¢ la fracciéon volumétrica de
la mezcla, x la susceptibilidad magnética inicial y 7 la constante de tiempo de la rela-
jacion de la magnetizacion. En la figura 10 se muestran los resultados de la validacion
del algoritmo unidimensional, en donde las curvas denominadas v, y w, numérico corre-
sponden a los perfiles obtenidos por medio de la metodologia numérica, mientras que la
metodologia analitica es la representada por las curvas denominadas v, y w, analitico.

2.5.9 Evaluacion del desempeno numérico de la ecuacién Sh-72: Una vez
realizada la validaciéon, se procede a presentar los perfiles de velocidad para diferentes
valores de intensidad de campo magnético. Por consiguiente, en las figuras 11, 12y 13, se
presentan los perfiles de velocidad obtenidos por medio del modelo ferrohidrodinamico
que implementa la ecuacién Sh-72. Lo anterior, para densidades de campo magnético
de 1,2y 3mT.

En las figuras 11, 12 y 13 se puede observar que al aumentar el campo magnético,
los perfiles analiticos y numéricos tienden a diferenciarse en mayor medida.

Al ejecutar las simulaciones, se encontré que en la muestra de ferrofluido WBF-1,
para densidades de campo magnético en donde a =~ 1 y para a > 1, la solucién del
sistema ferrohidrodinamico no pudo ser determinada, debido a la no convergencia del
algoritmo numérico. Del mismo modo, se pudo detectar que al menos para las muestras
de ferrofluidos tratadas en esta investigaciéon (WBF-1, WGBF-1 y GBF-2. Ver tabla
2), las soluciones obtenidas, implementando la ecuacién de magnetizacién Sh-72 [10],
son determinadas solo para bajas intensidades de campo magnético, similares a las
intensidades aplicadas en el trabajo reportado por Pena et al. [1] y Chaves et al. [3, 5].

2.5.10 Implementacion de la ecuacion MRSh-74: Una vez detectada la no con-
vergencia de la solucion numeérica, debido a la implementacion de la ecuacion de mag-
netizacion Sh-72 [10], se procede a observar el comportamiento del algoritmo para la
solucion del sistema ferrohidrodinamico, pero esta vez con la implementacion de la
ecuacién de magnetizacion MRSh-74 [30], Ec. (44). En seguida, en la Ec. (96) y (97),
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Figura 10: Validacion de metodologia del algoritmo numérico, para la soluciéon del problema
ferrohidrodindmico de la TDMATI del canal rectangular, con dominio unidimensional (coorde-
nada vertical ). Para la validacién se implement6 la solucién analitica para bajos campos
reportada en el trabajo de Chaves et al. [3] (WBF-1), bajo el efecto de una densidad de campo
de 0,1mT, frecuencia 150Hz y x = 1.
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Figura 11: Comparacién de perfiles de velocidad, analitico y numérico, para la muestra de
ferrofluido WBF-1. En la descripcion del problema magnético de la TDMAI se implementd
la ecuacién Sh-72. Densidad de campo magnético de 1 mT, frecuencia de 150 Hz, o = 0, 81,

k=1.
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Figura 12: Comparacién de perfiles de velocidad, analitico y numérico, para la muestra de
ferrofluido WBF-1. En la descripcién del problema magnético de la TDMAT se implement6
la ecuacién Sh-72. Densidad de campo magnético de 2mT, frecuencia de 150 Hz, o = 0, 81,

k=1.
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Figura 13: Comparacién de perfiles de velocidad, analitico y numérico, para la muestra de
ferrofluido WBF-1. En la descripciéon del problema magnético de la TDMAI se implementd
la ecuacién Sh-72. Densidad de campo magnético de 3mT, frecuencia de 150 Hz, o = 0, 81,

k=1.

se expone la componente vertical y horizontal de la ecuacion MRSh-74. Es necesario
aclarar que este trabajo fue realizado anteriormente en la tesis de maestria de V. Pena

[1]

it . (AL IL) (1 1
S e (/7O 73 (fn B B|>
8H, ¢ (H,, H.) NI,
B, “B
- M. . i (HM, + HAL) (1 1
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Al discretizar la Ec. (96) y (97) se obtiene la Ec. (98) y (99).
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Al utilizar la ecuaciéon de magnetizacion MRSh-74 y el método de las diferencias
finitas, Ec. (98)-(100), se presenta la necesidad de solucionar un sistema de ecuaciones
algebraicas no lineales. Por tal motivo, se requiere un algoritmo de soluciéon diferente al
que se uso6 con la ecuacion Sh-72; en la que no se presentaron no linealidades. En con-
secuencia, para resolver el nuevo conjunto de ecuaciones, se emplea el método numérico
de Newton-Raphson, para la solucion de sistemas de ecuaciones no lineales, el cual se
resume metodolégicamente en los siguientes pasos [57]:

Paso 1: Selecionar un punto inicial, Py.

Paso 2: Se evaltia las funciones en donde se encuentran las variables desconocidas,
F (Py).

Paso 3: Se calcula la matriz jacobiana, J (Py), la cual estd compuesta por cada una de
las derivadas de las funciones, con relaciéon a cada variable desconocida.

Paso 4: Se calcula el paso AP, a partir de la solucién de la Ec. (101), el cual se debe
sumar al punto actual, Py.

J(P) AP = —F (Py). (101)

Paso 5: Se calcula el siguiente punto a través de la Ec. (102).
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P, = P, + AP. (102)

De esta manera, se repite el mismo procedimiento hasta encontrar convergencia en
la solucion, es decir, hasta que el valor de AP — 0.

Teniendo en cuenta la limitacion encontrada en el modelo que contiene la ecuacién
Sh-72, a continuacién, se muestra en la figura 14, 15 y 16, una comparacion de los
perfiles encontrados a través de los diferentes métodos implementados, para valores de
intensidad de campo magnético en los que se cumple que o« < 1. En las figuras 14,
15 y 16, v, analitic corresponde a la solucién obtenida a través del método analitico
de perturbacion regular [5] (se toma en cuenta el valor del torque de orden cero con
la aplicacion de la ecuacién de magnetizacién Sh-72), mientas que v, Sh representa la
solucién numérica del modelo ferrohidrodinamico que, igualmente, utiliza la ecuacién
Sh-72. Por ultimo, v, MRSh corresponde a los resultados obtenidos a través del algo-
ritmo numérico que implementa la ecuaciéon de magnetizacion MRSh-74. Observando
los resultados de la figura 14, 15 y 16, es posible afirmar que, al menos para la muestra
de ferrofluido WBF-1 contenida en el canal, el perfil de velocidad de mayor magnitud
es el obtenido con la solucién analitica, al que le sigue las predicciones del método
numérico que implementa la ecuacién Sh-72, y finalmente, para todos los casos repor-
tados en esta investigacion, los perfiles de menor magnitud son los obtenidos a partir
del modelo que implementa la ecuacién MRSh-74. Estas tendencias encontradas en las
curvas de velocidad estan relacionadas con los resultados obtenidos recientemente por
Chaves et al. [31], para un ducto rectangular, en donde no se consideré el efecto de una
interfase ferrofluido-aire en los perfiles.

Teniendo en cuenta la falta de convergencia en el algoritmo solucién que implementa
la ecuacién Sh-72, se determina implementar inicamente el algoritmo solucién basado
en la ecuacion de magnetizacion MRSh-74. Lo anterior, tanto para la prediccién de
perfiles en la geometria rectangular, como en la geometria cilindrica y anular.

Con el modelo que implementa la ecuacion MRSh-74, bajo el efecto de campos
magnéticos de baja amplitud, se obtuvieron los mismos resultados reportados en el
trabajo de Chaves y Rinaldi [5], para los diferentes valores de la constante x, tal como
se observa en la figura 17 del presente documento.

2.5.11 Anadlisis de resultados relacionados con el flujo de un ferrofluido con-
tenido en una geometria rectangular con dominio unidimensional: Teniendo
presente que estos resultados ya fueron obtenidos previamente (de forma analitica en el
trabajo de Chaves y Rinaldi [5] y numéricamente en el trabajo de Chaves et al. [31]),
la razon por la cual se realizé un algoritmo-solucién para la geometria rectangular uni-
dimensional, fue debido a la necesidad de comparar el desempeno de las ecuaciones de
magnetizaciéon, Sh-72 y MRSh-74, en la prediccion de los perfiles, para intensidades de
campo magnético en las cuales a > 1. Estos estudios fueron abordados, ya que en
simulaciones realizadas para la geometria cilindrica (capitulo I1I), se presenté una falta
de convergencia en el algoritmo generador de los perfiles, lo que nos obligé a observar
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Figura 14: Perfiles de velocidad obtenidos a partir de la TDMAI, implementando en el prob-
lema magnético la ecuacién Sh-72 (azul), MRSh-74 (negro) y el torque de orden cero (rojo),
para una densidad de campo magnético de 0,1mT, « = 0,02, k =1y f = 150Hz. WBF-1.
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Figura 15: Perfiles de velocidad obtenidos a partir de la TDMAI, implementando en el prob-
lema magnético la ecuacién Sh-72 (azul), MRSh-74 (negro) y el torque de orden cero (rojo),
para una densidad de campo magnético de 1mT, a =0,16, k =1y f = 150Hz. WBF-1.
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Figura 16: Perfiles de velocidad obtenidos a partir de la TDMAI, implementando en el prob-
lema magnético la ecuacién Sh-72 (azul), MRSh-74 (negro) y el torque de orden cero (rojo),
para una densidad de campo magnético de 5mT, a =0,8, k =1y f = 150Hz. WBF-1.
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Figura 17: Perfiles de velocidad (en funcién de los valores de la variable x) obtenidos a través
de la implementacién del algoritmo de solucién numérica, en el sistema de ecuaciones de la
TDMAI, para la muestra WBF-1 contenida en un canal de geometria rectangular y dominio
unidimensional. B =0,1mT, a =0,08 y f = 150 Hz.
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de forma mas detallada el desempeno de las ecuaciones de magnetizaciéon en una ge-
ometria menos compleja, como lo es un canal rectangular unidimensional. Lo anterior,
considerando que la comparacién del desempeno de dichas ecuaciones, hace parte de
uno de los objetivos especificos planteados en esta propuesta de investigacion.

Dicho lo anterior, y a partir de los resultados obtenidos en el estudio de flujo de
un ferrofluido inmerso en un contenedor de geometria rectangular, para un dominio
unidimensional, se plantean las siguientes afirmaciones:

e Hasta este momento, en el documento se determinaron los perfiles de velocidad
para el sistema de la figura 7, siguiendo la metodologia planteada en la figura
9. Para esto, de forma inicial, se realiz6 la validacion de los resultados del al-
goritmo numérico, comparando esta solucién con la obtenida de forma analitica,
considerando que esta tultima solo aplica para campos de baja intensidad, tal como
se puede observar en la figura 10.

e El modelo que implementa la ecuacién Sh-72 presenta limitaciones en cuanto al
algoritmo de solucion. Estas limitaciones se presentan debido a la no convergen-
cia del algoritmo numérico. Para el caso particular de la muestra de ferrofluido
denominada WBF-1, esta situacion se genera para un valor de x = 0,47 y para
valores mayores a 5mT, observando adicionalmente que la falta de convergencia
se presenta para valores menores de campo magnético, a medida que el valor de
Kk incrementa. De igual manera, en los resultados reportados por Pena et al. [1],
para la muestra de ferrofluido WBF-1, no se reportaron perfiles de velocidad para
densidades de campo magnético mayores a 6 mT, lo cual permite deducir que se
presentaron las mismas limitaciones, en cuanto a la convergencia del algoritmo de
solucion numérica identificadas en este proyecto. En las figuras 11-13, 15-16 se
presentaron algunos de los perfiles en los que se obtuvo convergencia.

e Por su parte, el modelo que tiene en cuenta la ecuacion MRSh-74 [30] presenta
convergencia para todos los valores de campo magnético simulados en esta inves-
tigacion.

e Para campos bajos, es decir, a < 1, la soluciéon de orden cero y las soluciones
obtenidas a través de los métodos numeéricos predicen perfiles de velocidad del
mismo orden de magnitud (ver figura 14, 15, 16).

e Para todos los casos trabajados en la geometria rectangular de esta investigacion,
los perfiles de mayor magnitud son los obtenidos a través de la solucién analitica
de orden cero, seguidos por los obtenidos a través del modelo que tiene en cuenta
la ecuacion de magnetizacion Sh-72, y por ultimo, los perfiles que se obtienen a
partir de la implementaciéon de la ecuacion MRSh-74.

e Por los motivos expuestos anteriormente, se implementara, para las otras ge-
ometrias de estudio (cilindrica y anular), la ecuacién de magnetizacién MRSh-74
[30], puesto que no presenta las limitaciones de convergencia halladas en el modelo
ferrohidrodindmico que implementa la ecuacién Sh-72 [58].
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e En la figura 17 se muestra que al ejecutar el algoritmo numérico para campos
magnéticos de baja intensidad, teniendo en cuenta la ecuaciéon MRSh-74, se ob-
tuvieron los mismos resultados reportados anteriormente por Chaves y Rinaldi
[5], quienes implementaron la ecuacién Sh-72 (de forma analitica) para diferentes
valores de la constante k.

e Se recomienda, con el proposito de validar la TDMAI con perfiles de velocidad
experimentales, evaluar el desempeno del modelo ferrohidrodinamico en la misma
geometria rectangular, pero teniendo en cuenta la coordenada vertical y horizontal,
como parte del dominio de estudio (ver figura 18), lo cual, a diferencia de la tesis
trabajada por A. Alviz [32], seria realizado para ferrofluidos bajo el efecto de
campos magnéticos de alta intensidad. Estos resultados podrian ser comparados
con medidas experimentales, como las obtenidas por Krauf et al. [45, 46], y de
esta forma, evaluar el desempeno del modelo ferrohidrodinamico. Con base en
esta recomendacion, se realiza el estudio expuesto en la seccion 2.6 del presente
capitulo.

2.6 FLUJO DE UN FERROFLUIDO EN UNA GEOMETRIA
RECTANGULAR DE PLACAS PLANAS Y PARALE-
LAS: DOMINIO BIDIMENSIONAL

Con el fin de obtener perfiles de velocidad de muestras de ferrofluido que tengan una
mayor relacion con los perfiles experimentales obtenidos en una geometria rectangular,
tales como los reportados en el trabajo de Krauf3 et al. [45, 46|, y de igual forma,
evaluar el efecto combinado de esfuerzos volumétricos y tangenciales sobre los campos
de flujo traslacional y de giro, en un dominio bidimensional (altura y ancho del sistema
fisico), en esta seccion se desarrolla un ejemplo para un canal de seccién transversal
rectangular, con interfase ferrofluido-aire, el cual es esquematicamente parecido al con-
struido en el trabajo de Krauf et al. [46] (ver figura 18). El sistema fisico consta de
un canal cuadrado de ancho y altura J, con paredes en la superficie inferior y las dos
laterales (z = 0, § = 0y § = 1), como se puede ver en la figura 18. Igualmente, el
sistema de estudio estda conformado por una interfase ferrofluido-aire en la parte supe-
rior del contenedor (z = 1). El campo magnético rotativo es generado por dos bobinas
transportadoras de corriente alterna (C.A), desfasadas 90° eléctricos. Los campos gen-
erados se presentan tanto en la direccién axial del canal (campo magnético generado
por la corriente en el plano zy en sentido anti-horario. Ver figura 18), como en la direc-
ci6én transversal al plano zy (campo magnético generado por la corriente representada
a través de circunferencias, en donde la x dentro de las circunferencias representa a
las corrientes que entran en el plano xy, mientras que las circunferencias con relleno
representan a las corrientes que salen del plano zy. Ver figura 18). El origen del eje
de coordenadas se ubica en la esquina inferior izquierda del canal. Se asume que el
campo magnético gira sobre el plano xz, debido a las bobinas externas transportadoras
de corriente eléctrica. El propésito es, al igual que en el caso estudiado anteriormente,
predecir los perfiles de velocidad lineal y de giro, en los puntos del plano xy de la secciéon
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transversal del canal, teniendo en cuenta que, para propositos de estudio, el canal de
seccion transversal rectangular se asume infinitamente largo en direccion z. De acuerdo
con lo anterior, se busca determinar una velocidad lineal promedio del fluido en la direc-
ci6én axial, v = 0, (Z,9) i, y una velocidad de giro de las nanoparticulas en los puntos
del plano zy del canal, es decir, @ = @, (Z,9) i, + @, (Z,y) iy, teniendo en cuenta que
M - VH = 0, debido a la suposicién de uniformidad del campo rotativo. Por tltimo, al
igual que en la geometria rectangular unidimensional trabajada anteriormente, se asume
que el arreglo fisico de las fuentes externas de corriente permite definir la intensidad y
la densidad de campo magnético, de modo que, H, (f) = sin ( ) y B, ( ) = cos ( ) De
esta manera, ha quedado definido el sistema fisico que sera estudiado en esta seccién.

Corriente transversal ‘

<

- %=1
' ® = we (6, )iy + w0, (0, Y, @
By (t) = R{bye/r} 5
foelint |ie
|
I C @ L
1 x= 0
¢~ — — —»
Z

‘ Corriente axial ‘

¥=0 y=1

Figura 18: Esquema de canal rectangular para la aplicacién de la TDMAI en el problema
ilustrativo de flujo, de un ferrofluido contenido en placas planas, paralelas e infinitamente
largas, con interfase ferrofluido-aire y con dominio bidimensional (z, y). El campo es generado
por una intensidad de campo axial H, y una densidad de campo transversal B,. El vector
unitario en la direccién Z se dirige hacia adentro de la pagina.

2.6.1 Ecuaciones hidrodindmicas o < 1: Para la solucién que implementa el
torque de orden cero, el cual es constante en el tiempo y en el espacio, se debe tener en
cuenta que bajo estas condiciones, V -w = 0, tomando como base lo planteado en el
trabajo de C. Rinaldi [55]. Por lo tanto, usando el resultado expresado en la Ec. (36),
la Ec. (30) y (31) quedan reducidas a:
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2 — € 2 ~
5V x o+ vy o, (103)
o 0
MxH - an -
oV XV 4o+ Lo = 0. (104)
Q Nek?

Teniendo en cuenta las coordenadas en las que se genera movimiento y la geometria
del caso de estudio, las ecuaciones que representan el balance de momento lineal y de
momento angular interno (en las coordenadas x e y) son las siguientes:

o (05, Om,\ ne (0% O
2 (02, e _0 105
n(a:z: ag>+n<a¢2+ag2 : (105)
ov. Ay (P, o\
255 "Bt =5 (a:z«Z o ) =0, (106)
(), _on. 4y (0, O
Y TRt Ry (a + ag2y> - o

De igual manera, se implementa el método de diferencias finitas, de orden de pre-
cision dos, para la solucion numérica del sistema de ecuaciones ferrohidrodindmicas,
para campos de baja intensidad (o — 0). De este modo, a partir de la Ec. (105)-(107)
se obtienen las siguientes expresiones discretas:

~iblg il il il
A [wy w, w7+ Wy

+ B0 — 40 4 50 4 5 4 57 =0, (108)

C 007t — 7Y + Bl + D @i — oM — @it 4 @i =0, (109)

<ly£f’° -C [@fjlvﬂ' — @i‘lvj] + E&y’ + D [@;“J — @y — Ot w;’;j—l} =0. (110)

Endonde A= & ,B=3 C=4, D=3 E=-4(D+1)y Az = Ay.

A Az2 AT’ NekZAZ2)

2.6.2 Ecuaciones hidrodinamicas o > 1: Para campos magnéticos de intensidad
no baja, la ecuacién de balance de momentum lineal permance igual. Por el contrario,
la cantidad de momentum angular interno, teniendo presente la Ec. (36), es:

(1\~/I><}~I)+2@><\7—4cb+4n<1+1>6(6-®)+ Y 2 — 0. (111)

Ne \ve? K2

O~
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Considerando las coordenadas en las que se presenta momento angular interno (co-
ordenadas x e y), se deducen las ecuaciones por componentes como se muestra a con-
tinuacion:

42
Q oy
CodAn 1 1N (Pa,  0%0, an (0, P\
_4“”1 (1}62+nz> (a:z2 T o0z) Tt \ o2 T o =0, (112)
<l~y>f _ 2862
Q O

2~ 2~ 2~ 2~
— 4y, + el (12 - 12) (afdf 9 w;’) - 4772 (a vy 0 “;y> =0. (113)

Ne \ve K oyoxr  Jy Ner? \ 0T o7y
En las ecuaciones (112) y (113) se puede observar que a diferencia de los casos estu-
diados anteriormente, se presentan derivadas cruzadas relacionadas con la coordenada
horizontal y vertical del sistema fisico. Del mismo modo que en la geometria rectangu-
lar de dominio unidimensional, se debe tener en cuenta que para la soluciéon de estado

estacionario, se requiere la implementacién del torque promedio de la Ec. (86).

Posteriormente, se realiza la discretizacion de las ecuaciones hidrodinamicas, te-
niendo en cuenta la presencia de campos magnéticos de alta intensidad (o> 1) y la

transmisiéon de momento angular interno (n/ # O), Ec. (105), (112) y (113); obteniendo
las siguientes ecuaciones en el dominio discreto:

A [(D;Jrl,] o d«};fl,] - ’L J+1 +wl ,J— 1}

—I—B[ i=LJ _ gid | githd il +@i,j+1] =0, (114)

- (16A£2 +8C + 16D) b9 4 (4C +4D) @+
(4C +4D) &HI 4 4DGHI™Y 4 4D 4+ C { 1,541 _

C:);+17J_1 - a);—l,]'f‘l + @7/ 1,j-1 _ = 4A7x ( i j—1 UZ7J+1) 5 (115)

— (1643 + 8C + 16D) &}/ + (4C +4D) &' + (4C + 4D) @)™
+ 4D(Dl Li 4 4D H—l itC { i+l it L=l il gl +a}i—17‘j_1:|

4?; (L), . (1)

— AAF (?71—1-1,] _ ,ﬁl—l,]) .
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endonde A = -5, B =t C=2(L4+1L) D=1y A= Ap
Adicionalmente, en las Ec. (108)-(116), los indices ¢ y j estén referidos a la discretizacién

en la coordenada vertical y horizontal, respectivamente.

2.6.3 Condiciones de frontera hidrodindmicas: Partiendo de las condiciones de
frontera generales, establecidas en la Ec. (54), (55), (62) y (63), con el fin de determinar
los perfiles v, (Z,9), @, (Z,9) vy @, (Z,7), se implementan las condiciones de frontera de
la Ec. (117)-(121), las cuales aplican, especificamente, para el problema del ferrofluido
contenido en un canal rectangular de longitud axial infinita, con interfase ferrofluido-aire
(ver figura 18).

U, (i, O) =7, (0, g) =, (i‘, 1) =0, (117)
775‘;% ot + 20, o1 = 0, (118)

Cclf;yjzl _ _24;7%, (119)

& (7,0) =@ (0,7) = & (#,1) = 0, (120)
%‘Diﬂf_l _0 %a’gﬂf_l + %‘?\E_l 0. (121)

Con el propésito de realizar la solucion a través del algoritmo numérico, se discretizan
las ecuaciones de frontera hidrodinamicas. Obteniendo las siguientes expresiones en
diferencias:

Ui == =0, (122)
vak jvk

Ne (Uz,nde z,nde 1) .k
C Ai’ + 2('03]4, nde — O’ (123)
0 = gt = ot =, 2
oyt =aht =t =0, (125)

K ik
(wx nde = %z ndefl)
’ 7 =0 126
Ai‘ Y ( )
& i1,k & ik
(wi,nde - w;,nde) X (ng; nde ~ w;, ndefl) —0 (127>
Aj A% N

En las Ec. (122)-(127), 4, j, y k representan los nodos de las coordenadas Z, 7, t,
respectivamente (Para mayor ilustraciéon ver figura 19). Por su parte, nde es el nimero
de nodos en las variables Z, § (definido por el usuario del algoritmo numérico). Cabe
resaltar que en estas simulaciones se tiene el mismo nimero de nodos en la coordenada
vertical y la coordenada horizontal, es decir, ndex = ndey = nde. Por tal motivo,

AF = Aj = A.
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A
y

Nodo coordenada § » Nodo variable £

&)
X,l
Figura 19: Esquema de término discreto en donde las variables ¢, j y k corresponden a los
nodos en la coordenada %, § y la variable temporal ¢, respectivamente.

» Nodo coordenada ¥

r

Componente del vector

2.6.4 Ecuaciones magnéticas: Aplicando las ecuaciones (44)-(46) a la geometria
del contenedor de la figura 18, y asumiendo, para simplificar la solucién del sistema, un
campo magnético y una magnetizacion rotando alrededor del eje y, es decir, girando
en el plano xz, se obtiene que el conjunto de ecuaciones que conforman el problema
magnético son la Ec. (96), (97), (128)-(130).

O, o oA,
Q 57 + Qew, M, + B, =0, (128)
OH, OH,
_ — 12
i ag ai‘ ) 07 i ( 9)
OM, OM, OH, OH.|
X[afag}*[awag}—o- (130)

La Ec. (128) es la componente y de la ecuacién MRSh-74. Por su parte, la Ec. (129)
y (130) representan las componentes de la ley de Ampere-Maxwell y la ley de Gauss
para el campo magnético, respectivamente.

Una vez resuelto el sistema de ecuaciones magnéticas, se obtendra un vector de
magnetizaciéon con componentes en las tres direcciones del espacio, es decir,

M = M, (2,§) to + M, (2,§) iy + M. (3,9) 4. (131)
En consecuencia, el torque magnético se calcula a través de la siguiente expresion:

M x H = [M, (Z,§) io + M, (,§) 4, + M. (£,9) 3. x [Hy (,§) 4z + H. (3,7) i-|

M x B = (ML) i, + (VL — NLAL) &, — (VL) .. (132)

Por tal motivo, las componentes del torque promedio, <f>£, se expresan de la siguiente
manera:
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<l~f’3>f = <M X I:I>xt - < ~yﬁ3>£
<Zy>f B <M < H 5i <Mzﬂx - folz%
(0, (0 ), - (), i

Una vez que se obtienen los valores del torque promedio en cada una de las direc-
ciones cartesianas, se procede a reemplazar dichos valores en las componentes de la
ecuacién de balance de momentum angular interno, Ec. (112) y (113). Previo a esto,
se procede a analizar la componente z de la ecuacion de balance de momentum angular
interno, la cual se expresa en la Ec. (134).

(L), 477( 1 ><a2wz 32wz>+ an (a%z 0%,

Ny, 42 —0. (134
o T Gere) \ae Tagoz) Tl a:z2+ag2> 0. (134)

e
Teniendo en cuenta que el giro de las particulas nanomagnéticas solo se presenta en
la coordena ¥ e § (W, = 0), por lo tanto, la Ec. (134) se reduce a:

(I.), = (M,H,) =0. (135)

Ahora, sabiendo que la componente del campo externo, H,, es diferente de cero, ya
que es un campo impuesto, se asume que la componente de la magnetizacion M, = 0,
con el fin de simplificar la solucién del sistema de ecuaciones magnéticas. De modo que,
el sistema de ecuaciones magnéticas a resolver estard conformado por la Ec. (96), (97),

(129) y (130), teniendo presente en la Ec. (112) que <l~x>£ = 0.

En ese orden de ideas, el sistema de ecuaciones discretas del problema magnético
estard conformado por la Ec. (98), (99), (136) y (137).

A mE -, 30
Az AT o

xz

Az AZ

T

r7J:k r7:k r7:k rri—1.k
Hz,i - H ji—1 + Hz,i - Hz,z'
AT AZ

—0. (137)

VeL Tk rik ri—Lk
X M.Z’,Z - M 71‘_1 + MZ,Z - MZ,Z

En la Ec. (136) y (137), las variables i, j y k representan los nodos en la coordenada
#, 7 y t, respectivamente. Para mayor ilustracién ver figura 19.

Ahora, aplicando la Ec. (45) y (46) en el sistema fisico bidimensional de la figura
18, se tiene que las ecuaciones por componentes quedan expresadas como:
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- 0, — O, - = 07 (138>

= 0. 139
De modo que, se puede representar la componente de la intensidad de campo mag-
nético, H,, y la densidad de campo magnético, B,, a través de las Ec. (140) y (141).

H.(&, §) = cos (), (140)

By (%, §) = sin (). (141)

Por lo tanto, la componente x de la intensidad de campo magnético se puede deter-
minar por medio de la Ec. (142).

H,(%, §) = B,(%, §) — xM,(%, §),
H,(z, §) = sin (£) — xM.(Z, 7). (142)

De ahi que, el sistema de ecuaciones magnéticas a resolver corresponde a las com-
ponentes de la ecuacion MRSh-74, Ec. (98) vy (99), ya que una vez obtenido los valores
de M,(%, §) y M.(%, ), se determina la intensidad de campo magnético a través de
la Ec. (140) y (142). De manera que, las componentes discretas de la intensidad de
campo magnético quedan expresadas segun la Ec. (143) y (144).

H;f = sin (fk> — X]\Nﬁf, (143)
ﬁif = cos (fk> . (144)

Por su parte, las condiciones iniciales que gobiernan el problema magnético se fun-
damentan en la no existencia de magnetizacién en ninguna de sus componentes, es
decir, M, (%, 7, 0) = 0 y M. (%, §, 0) = 0, debido que al iniciar la energizacién de la
fuente de campo magnético, en ¢ = 0, se supone que la magnetizacién del ferrofluido
no experimenta saltos escalonados, ya que esta no es instantanea. Por lo tanto, las
condiciones iniciales discretas para la magnétizacion de la Ec. (98) y (99) son:

Mri=0 y M!;=0. (145)

2.6.5 Validacién del algoritmo I: Una forma de evaluar los algoritmos de solu-
cion numérica, al igual que en el problema resuelto anteriormente, es comparando las
soluciones numéricas con las soluciones analiticas, para campos de baja intensidad, en
donde las soluciones analiticas tienen validez fisica.
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Partiendo de los datos de la tabla 2, se procede al calculo de los perfiles de velocidad
a través de la solucién del sistema de ecuaciones, Ec. (105)-(107), suponiendo que
a < 1, y un valor de “spin viscosity” ' = 0, ya que para valores de ' # 0 no se cuenta,
para el sistema con dominio bidimensional, con una solucién analitica disponible hasta
el momento.

De forma inicial, para la validacién de la solucién numérica (con resultados que
aplican s6lo para campos de baja intensidad), se realiza la solucién analitica, a través del
método de solucién en series de Fourier. Aunque este trabajo fue realizado previamente
en la tesis de maestria de A. Alviz [32], en esta metodologia se presenté un error en
la implementacion de las condiciones de frontera para la obtencién de la velocidad de
giro w, las cuales son corregidas en la Ec. (121). Realizando nuevamente la solucién
analitica de las ecuaciones del sistema ferrohidrodindmico, y partiendo de la Ec. (103)
y (104), se obtienen, con base en las consideraciones de campos de baja intensidad y
n =0, la Ec. (146) y (147).

0=25¢ x @+ v, (146)
o
M+H 1.
= L LIV x T 147
@ 0 —|—2V><v (147)

Reemplazando la Ec. (147) en la Ec. (146), y teniendo en cuenta que el torque
magnético de orden cero es constante en el tiempo y en el espacio, se obtiene la expresion
de la Ec. (148).

0=V x (Vx¥)+ 292, (148)
n n
Ahora, si se implementa la identidad vectorial V X (@ X \7) =V (@ . \7) —@29, con-

siderando un fluido incompresible (@ -V = 0), se obtiene que la Ec. (146) es reducida
a

Vi =0. (149)

De la Ec. (147) y (149), se deducen, para una geometria de canal rectangular de
dominio bidimensional y longitud axial infinita, las siguientes ecuaciones por compo-
nentes:

2~ 2~
0°“v, 0°0,

s + T =0, (150)
100,
ey 151
APy (151)
l, 100,
LA 152
Tua T 208 (152)
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A partir de las ecuaciones diferenciales planteadas anteriormente, Ec. (150)-(152),
se obtiene la solucién para los campos de flujo, implementando el método de soluciéon
en series de Fourier, para un valor de ' = 0 (esta solucién tiene en cuenta sélo esfuerzos
tangenciales en la interfase y desprecia los esfuerzos volumétricos en la parte interna
del ferrofluido), para campos de baja intensidad, es decir, & — 0, y para un canal de
ancho W y altura H (para mayor detalle, ver anexo B), dando como resultado la Ec.
(153).

& VAW (=) = 1] ) memz nemen X
0, (Z,79) :nz::l H(mr)2 (e%—i—l) (e woo—e W )sm (nmy) . (153)

A continuacién, se procede a comparar las soluciones obtenidas. Por lo tanto, se
grafica la solucién analitica encontrada con la Ec. (153), con las soluciones de los
modelos planteados en la Ec. (108)-(116). A partir de lo anterior, se obtienen las
curvas mostradas en la figura 20, en la que se observa una gran concordancia de los
resultados alcanzados a través de cada una de las metodologias de solucién. Es necesario
aclarar que en la figura 20, las curvas mostradas corresponden al perfil de 0, (Z,7) a la
mitad de la altura del canal, es decir, £ = 0, 5; esto es, 0, (0,5,7).

2.6.6 Validacion del algoritmo II: A continuacién, se propone una segunda forma
de validar el algoritmo de solucion numérica. Con este fin, se realizan simulaciones
numéricas para diferentes valores de la relacién de aspecto “a”. Se denomina relacion

de aspecto al cociente de dos dimensiones lineales de un objeto, por ejemplo, lo’l‘flt“d,
ancho e

Tongitud” entre otros. Para este caso de estudio en particular, la relacion de aspecto sera

definida como el cociente entre el ancho y la altura del canal, es decir, a = 3;2};2 = %

Teniendo en cuenta lo anterior, se definen las variables adimensionales en la Ec. (154)

~ x - )
I=5 Y 9= (154)
en donde T y ¥, representan las coordenadas vertical y horizontal sin dimensiones
respectivamente, de acuerdo con los valores de ancho y altura del canal en estudio.
Por lo tanto, las ecuaciones dindmicas del modelo, asumiendo o — 0 y 7' = 0, son
modificadas. Partiendo de la Ec (30), se tiene que el balance de momento lineal es
como se expresa en la Ec. (155).

0oy 0w, 9’0,  0%0.\
2€<8f_ ag>+ne<a£2+ag2>_0' (155)

Ahora, teniendo en cuenta lo establecido en la Ec. (154), para una relacién de
aspecto a # 1 (canal de seccién transversal rectangular), se reemplaza, en la Ec. (155),
el valor de las variables dimensionales = e y en funcién de las variables z, §, H, y W.
De forma que, la Ec. (155) queda redefinida en la Ec. (156).
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Figura 20: Validacién I del algoritmo numérico implementado en la solucién del sistema
ferrohidrodindmico para valores de o > 1, por medio de la comparacién con la solucién
analitica de la TDMAI, para WBF-1, 77/ =0, a1, H=Wyf=150Hz Perfiles de
velocidad en & = 0,5. TFF representa la solucién analitica a través del método de solucién
en series de Fourier, Tjtn g, 1a solucién numérica del sistema implementando el torque de
orden cero junto con el modelo de ecuaciones hidrodindmicas en las que a < 1, V-@ =0y
, por ultimo, MRSh la solucién numérica del sistema ferrohidrodindmico, valido para o > 1
y V-@ # 0, en la que se implementa la ecuacién MRSh-74 en la descripcién del problema
magnético.
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. - 25 2 525
2¢ <6wy Hawz>+7;e<a v, H E)vz> =0. (156)

W\ 0z W op 072 W o

Aplicando un procedimiento analogo en las ecuaciones por componentes del balance
de momentum angular interno, se obtiene como resultado la Ec. (157) y (158).

QH OB, _ An (0%, H2 0%,
Woog T e (a;z-z TR o (157)
05 4y (0,  H? 0% ().

0%y y Oy N 1
0F v <agz~2 W2 o O (158)

Se esperaria que, en la medidad que la relacién de aspecto tienda a infinito (a — 00),
los perfiles obtenidos a través de las soluciones del modelo bidimensional (tanto en la
metodologia analitica como en la numérica), coincidan con los perfiles alcanzados con
el modelo unidimensional, Ec. (87) y (88). En otras palabras, lo que se plantea para
validar las metodologias de solucion se expresa en la Ec. (159). De forma general, la
metodologia analitica soluciona la Ec. (150)-(152) a través de series de Fourier (para
n = 0). Por su parte, la metodologia numérica soluciona, para cualquier valor de n, la
Ec.(156)-(158), por medio de un algoritmo basado en diferencias finitas.

/U~z (iv g = 12) |a%oo: UZ (i') . (159>

Después de realizar el respectivo proceso de discretizacién y solucion del sistema
compuesto por la Ec. (156)-(158), en la figura 21 se exponen los perfiles obtenidos. En
donde “v, numérico” (linea discontinua negra) corresponde a la solucién numérica del
modelo bidimensional para o > 1y €2 > 1, la cual tiene en cuenta la relacion de aspecto
a =100 (ancho > altura). Por su parte, “v, TFF” (curva roja) representa la solucién
analitica bidimensional, considerando la misma relacién de aspecto (a = 100). Esta
solucién fue obtenida a través del método de solucién en series de Fourier, asumiendo
un valor de ’ = 0, ver Ec. (153). Finalmente, “v, Ch-R” (curva azul) corresponde a la
solucién analitica unidimensional propuesta por A. Chaves y C. Rinaldi [5], Ec. (87),
la cual es valida para valores de a < 1y 1’ # 0.

De acuerdo con lo observado en la figura 20 y 21, se ha realizado la validacion del
algoritmo numérico que soluciona el modelo de la TDMAI, para campos magnéticos
de baja y alta intensidad y frecuencia. Debido a lo anterior, este algoritmo sera im-
plementado para la prediccion de perfiles de velocidad de ferrofluidos contenidos en un
canal rectangular, de dominio bidimensional, bajo el efecto de campos magnéticos en
los cuales a > 1y Q> 1.

2.6.7 Perfiles de velocidad para a > 1: A continuacion, se procede a presentar
los resultados para una densidad de campo magnético de 11,3 mT, la cual es la mayor
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Figura 21: Validacién II del algoritmo numérico implementado en la solucién del sistema
ferrohidrodindmico para valores de o > 1, para WBF-1, 77/ =0, a < 1ly f = 150Hz.
Perfiles de velocidad lineal axial en 4 = 0,5. v, numérico, representa la solucién numérica
del sistema 2D, implementando el algoritmo numérico para campos de alta intensidad. v,
TFF representa la solucién analitica del sistema 2D, a través del método de solucién en series
de Fourier y v, Ch-R, es la solucién analitica del sistema 1D propuesta por A. Chaves y C.
Rinaldi [5]. Se implement6 la TDMAT para la descripcién de los perfiles, en donde se demostré
que U, (Z,7 = 12) |g—00= U, (Z).
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densidad de campo reportada en los experimentos de Torres-Diaz et al. [2], para la
muestra de ferrofluido WBF-1, en una geometria cilindrica. Lo anterior, debido a
la falta de datos experimentales con los que se pueda realizar una comparaciéon con
los resultados de las simulaciones, para una geometria rectangular de placas planas y
paralelas. Aunque ya se encuentran reportados los resultados de Kraus et al. [45, 46]
para un canal rectangular, estos datos no pudieron ser utilizados para la comparacion
de los perfiles, debido a la falta de informacion relacionada con la caracterizacion de
los ferrofluidos y las dimensiones del contenedor implementado. En consecuencia, en
las simulaciones realizadas en este documento se asumio el sistema fisico de estudio
de la figura 18 de altura y ancho 20 mm, con el fin de utilizar dimensiones similares
al sistema fisico implementado en el trabajo de Torres-Diaz et al. [2], aunque fueran
para geometrias diferentes (contenedores cilindricos y anulares). Los resultados de las
simulaciones se pueden observar en la figura 22, 23 y 24.

WBF1--B=11.3mT--a =1.81-- £ =0.47 -- f =150 Hz

-0.4 ‘ e ""o." T PP
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Figura 22: Perfiles de velocidad lineal en funcién de la coordenada horizontal y vertical, para
la muestra de ferrofluido WBF-1. El sistema fisico consiste en el canal rectangular de dominio
bidimensional de la figura 18. B =11,3mT, a = 1,81, f = 150Hz y k = 0,47. Se implementd
la ecuacion MRSh-74 en la TDMALI para la descripcion de los perfiles.

2.6.8 Analisis del error: Una de las razones por las que se consideré el sistema
fisico de la figura 18, se debe al parecido de este contenedor con el descrito en las
mediciones experimentales reportadas por Krauf et al. [45, 46]. Sin embargo, debido a
la falta de datos relacionados con la reologia del ferrofluido usado en los experimentos
de Krauf, no fue posible implementar estas mediciones para realizar un analisis del
error con los resultados aqui obtenidos. Por tal motivo, a continuacién, se realiza un
analisis del error entre la solucién analitica y los perfiles obtenidos por medio de la
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Figura 23: Perfiles de velocidad angular w, en funcién de la coordenada horizontal y vertical,
para la muestra de ferrofluido WBF-1. El sistema fisico consiste en el canal rectangular de
dominio bidimensional de la figura 18. B = 11,3mT, f = 150Hz y x = 0,47. Se implementd
la ecuacion MRSh-74 en la TDMALI para la descripcion de los perfiles.

i .00 00000000 ——
107 00100 ] =5
oo’ e y=3/4 6
“ TRy
@ .’ .0+0+00-0-0:0:0:0:0:0-0:0:0 y=1/2
3 LS Ll ° e y=1/4 §
S . .
IS o
= 5F o ° i
3 oo
0.7
Rd
g
0¢-0-0-0-0-0-0-0 ee00l00000000-0000 00
0 5 10 15 20
X [mm]
& ; \
10F R R ,:f.,. ]
U sed ..o,
CCH ‘e,
o ‘.'.Q‘ .9:0°0:0:0.9. . ‘:'.'
3 9 e o ©9.,, - .:‘
= S o, %,
= 5 5 o o. “‘ |
> o, o o &
3 So ‘o,",'
R L%
8.:5 . 3
06" . I | |
0 5 10 15 20
y [mm]

Figura 24: Perfiles de velocidad angular w, en funcién de la coordenada horizontal y vertical,
para la muestra de ferrofluido WBF-1. El sistema fisico consiste en el canal rectangular de
dominio bidimensional de la figura 18. B = 11,3mT, f = 150Hz y x = 0,47. Se implementd
la ecuacién MRSh-74 en la TDMATI para la descripcién de los perfiles.
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metodologia numérica, para un canal cuadrado de ancho y altura ¢ y longitud axial
infinita, considerando las suposiciones implementadas en cada metodologia de soluciéon

(ver tabla 3).

Tabla 3: Consideraciones metodolégicas solucién analitica y numérica

H Metodologia analitica

Metodologia numérica

_ M H _ 1| H _ poMg|H| V.
Meq - XH ¢]\4Od L (Oé) ﬁ — "COth (O{) - a“ H,O{ = %
V-w=0 V-@#0
AOM _ Me ADM _ &~ v H(I:IM) 1 1 3I:I<p(ffz,ﬁz) M
QFf = M+ T | Q1 = Qe x M+ (H—F“) gl M

En consecuencia, en la figura 25 se muestra el perfil de velocidad v, (Z; g = 0, 5),
para diferentes densidades de flujo magnético, con el fin de determinar el efecto de
las aproximaciones realizadas en la metodologia analitica, en la que no se considera

la saturacién del ferrofluido.

El fenémeno de saturacidén se refiere a la invariabilidad

de la velocidad al aumentar la intensidad del campo magnético rotativo, ya que, bajo
estas circunstancias, el vector de magnetizaciéon de la nanoparticula, M, es paralelo a

la direcciéon del campo externo, H.
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Figura 25: Efecto del pardmetro a en las predicciones de velocidad, v, (Z; § = 0,5). f

150Hz, x = oo, WBF-1.

numérico y An la solucién analitica a través del método de las series de Fourier.

(0,08 0,24 0,96 1, 3.

Num representa la solucién obtenida a traves del algoritmo
o
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Asimismo, para apreciar las diferencias en las predicciones de flujo con cada metodologia
de solucion, en la figura 26, se presentan los valores de velocidad méaxima obtenidos por
medio del modelo, con y sin aproximaciones (metodologia analitica y numérica, respec-
tivamente).
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Figura 26: Efecto del pardmetro « en las predicciones de velocidad méxima, v, (Z; § = 0,5).
f = 150Hz, kK = oo, WBF-1. Num representa la soluciéon obtenida a traves del algoritmo
numérico y An la solucién analitica a través del método de las series de Fourier.

Finalmente, con el objetivo de cuantificar la diferencia en los pronésticos, con el
aumento de la intensidad del campo magnético externo, en la figura 27, se presenta la
progresion del error entre las predicciones obtenidas con cada uno de los métodos de
solucion.

2.6.9 Superficies de velocidad para o > 1: Ahora, con el fin de seguir reportando
los resultados encontrados a través del algoritmo numérico de solucion del sistema de
ecuaciones ferrohidrodinamicas, validas para o > 1y € > 1, en las figuras 28, 29
y 30 se presentan las superficies de velocidad lineal y angular, a lo largo del dominio
bidimensional del contenedor de la figura 18.

Ademas, con el propésito de comparar los resultados de los perfiles de velocidad con
datos experimentales, se realiza la simulacion de los perfiles, para la muestra WBF-1,
segun los valores de campo magnético reportados en el trabajo de Torres-Diaz et al. [2].
Los perfiles reportados en la figura 31 corresponden a v, (z, 10 mm), para un canal de
placas planas y paralelas, cuya relacién de aspecto es uno (a = 1). Al igual que en los
resultados experimentales de Torres-Diaz et al. [2], a pesar de trabajar con geometrias
diferentes, se puede notar una saturaciéon en la magnitud de la velocidad, a partir de
un valor aproximado de 7,9mT.

Finalmente, con el fin de analizar los efectos del aumento de la densidad de campo
magnético en los valores de la velocidad lineal, se opero6 el algoritmo solucién, con el
objetivo de obtener el valor maximo de velocidad lineal para un rango de densidad
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Figura 27: Efecto del parametro « en el error de las predicciones de la velocidad méaxima,
v, (Z; §=0,5), por medio de la solucién analitica y numérica del modelo de la TDMAL
f=150Hz, k = co, WBF-1.

de campo magnético entre 1 — 100mT, lo que equivale a un rango del parametro de
Langevin a = [107! — 10!], aproximadamente. Los resultados son presentados en la
figura 32, en donde se puede observar que para campos bajos (a < 1) se presenta una
relacion de orden 1,2 aproximadamente.

En sintesis, en este capitulo se implement6 la ecuacion MRSh-74, dentro del con-
junto de ecuaciones ferrodindmicas de la TDMALI, con el fin de predecir los perfiles de
velocidad para ferrofluidos contenidos en un canal rectangular de longitud axial infinita,
bajo el efecto de campos magneticos rotativos en los que a > 1y € > 1. Se debe
aclarar que los resultados obtenidos para la geometria rectangular de dominio bidi-
mensional, bajo el efecto de campos magnéticos de intensidades y frecuencias no bajas,
fueron realizados con base en los resultados obtenidos por A. Chaves, C. Rinaldi, V.
Pena y A. Alviz [1, 5, 32|, los cuales sirvieron de punto de inicio en este trabajo de
investigacion.

2.7 OBSERVACIONES Y CONCLUSIONES

En este capitulo se evalu6 el efecto combinado de esfuerzos volumétricos y superficiales
en el flujo de ferrofluidos, inducidos por un campo magnético rotativo en una geometria
rectangular-bidimensional de placas planas y paralelas, de longitud axial Z infinita.
Las simulaciones fueron realizadas con valores de campo magnético en los que o > 1
y £ > 1, partiendo de los resultados obtenidos de manera previa en las referencias
[1, 5, 31, 32], en las que se analiz6 una geometria rectangular de dominio unidimensional
y valores de campo magnético en los que a < 1y @ < 1, como también, o > 1y
Q2 > 1. Por lo tanto, se implement6 la TDMALI para predecir los perfiles y superficies
de velocidad lineal y de giro, 0, (Z, ), @, (Z,9) y @y (Z,7), para muestras de ferrofluidos
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Figura 28: Superficie de velocidad lineal v, en funcién de la coordenada horizontal y vertical,
para la muestra de ferrofluido WBF-1. El sistema fisico consiste en el canal rectangular de
dominio bidimensional de la figura 18. B = 11,3mT, f = 150Hz y x = 0,47. Se implementd
la ecuacion MRSh-74 en la TDMALI para la descripcién de las superficies.
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Figura 29: Superficie de velocidad angular w, en funcién de la coordenada horizontal y vertical,
para la muestra de ferrofluido WBF-1. El sistema fisico consiste en el canal rectangular de
dominio bidimensional de la figura 18. B = 11,3mT, f = 150Hz y x = 0,47. Se implementd
la ecuacién MRSh-74 en la TDMATI para la descripcién de las superficies.
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Figura 30: Superficie de velocidad angular w, en funcién de la coordenada horizontal y vertical,
para la muestra de ferrofluido WBF-1. El sistema fisico consiste en el canal rectangular de
dominio bidimensional de la figura 18. B = 11,3mT, f = 150Hz y x = 0,47. Se implementd
la ecuacién MRSh-74 en la TDMAI para la descripcién de las superficies.
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Figura 31: Perfil de velocidad promedio v, en el canal rectangular bidimensional (con inter-
fase ferrofluido aire en x = 20 mm), para la muestra de ferrofluido WBF-1, bajo los efectos
de diferentes densidades de campo magnético (con frecuencia constante de 150 Hz), y para
diferentes frecuencias (con densidad de campo magnético constante de 5,62mT). Los perfiles
estdn en funcién de la coordenada vertical z, para una coordenada horizontal constante de

y=10mm = %6, k = 0,47. Se implemento la ecuacién MRSh en el sistema de ecuaciones de
la TDMALI
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Figura 32: Efecto de a y Q; en los valores maximos de velocidad, v, (z, 10mm), para la
muestra de ferrofluido WBF-1, de acuerdo con la solucién numérica obtenida con la imple-
mentacion la ecuacién MRSh-74 en la TDMAI, con k = 3,3. La curva de la izquierda es a una
frecuencia constante f = 150 Hz, y la curva de la derecha es a una densidad B =5,62mT.

contenidas en esta geometria. De modo que, el aporte de esta investigacion en el
presente capitulo fue la implementacion de la TDMAI para ferrofluidos contenidos en
una geometria rectangular-bidimensional, bajo el efecto de campos magnéticos en los
cuales a > 1y Q> 1.

Después de realizar un analisis a los resultados obtenidos se puede observar y concluir
que:

e En este capitulo se determinaron los perfiles de velocidad de una muestra de
ferrofluido contenida en una geometria rectangular (ver figura 18). Al igual que
en el problema unidimensional, se realiz6 la validacion del algoritmo numérico, tal
como se muestra en la figura 20 y 21, teniendo en cuenta los perfiles obtenidos
para la mitad de la altura del contenedor, es decir, v,(0,5;7). De igual manera,
con el fin de usar la solucién analitica, se hizo la suposicién de n° = 0. Una vez
realizada la validacion del algoritmo numeérico, en la figura 22-24 se presentan los
perfiles de velocidad para diferentes zonas geométricas del contenedor.

e Los resultados obtenidos en este capitulo fueron posibles gracias a los aportes real-
izados por Pena et al. [1] y Alviz et al. [32], quienes realizaron la implementacién
de la TDMALI en una geometria rectangular con interfase ferrofluido-aire. En el
trabajo de Pena et al. [1] se realizé un estudio para campos en donde a =~ 1, en
un dominio unidimensional y para un ducto rectangular (sin interfase ferrofluido-
aire). Por su parte, Alviz et al. [32] realizaron un estudio de ferrofluidos contenidos
en un canal, teniendo en cuenta la coordenada vertical y horizontal para bajas in-
tensidades de campo magnético, es decir, @ < 1. Sin embargo, se detect6 un error
en la metodologia implementada en la referencia [32], por lo que fue necesaria
la correccion de la condicién de frontera en la interfase ferrofluido-aire (Z = 1),
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para la velocidad de giro @. En esta nueva condiciéon de frontera, a diferencia de
la establecida en el trabajo de Alviz et al. [32], se tiene en cuenta la derivada
de la velocidad angular en la coordenada vertical, con respecto a la coordenada

horizontal, ng. Para mayor referencia ver Ec. (121).

Para la solucion del sistema de ecuaciones magnéticas se desprecié la componente
7 de la ecuacion MRSh-74, es decir, My = 0. Lo anterior se hizo, con el fin de
facilitar la solucién matematica del problema. Sin embargo, se recomienda tener
en cuenta el efecto de la componente M, incorporando la Ec. (128) dentro del

problema magnético a resolver, de manera que <l~z>t = <J\Zyﬁfz>t~ # 0.

A diferencia del problema con dominio unidimensional, en donde se busca obtener
0, (%), al tener en cuenta la coordenada vertical y horizontal del canal rectangular,
es decir, 0, (Z,7), es necesario determinar las longitudes caracteristica del sistema
0, y 0,. En la obtencién de los perfiles mostrados en este trabajo, para facilitar el
tratamiento matematico de las ecuaciones, se asumio que la altura y el ancho del
canal tienen las mismas dimensiones, por lo que la longitud caracteristica ¢ fue la
misma en ambas coordenadas, es decir, d, = d, = 0.

Los perfiles encontrados en la figura 14, 15 y 16, muestran que al menos para la
muestra de ferrofluido WBF-1, contenida en una geometria rectangular con inter-
fase ferrofluido-aire, las predicciones obtenidas con la ecuacion de magnetizacién
Sh-72, son de mayor magnitud que las obtenidas con la ecuacion MRSh-74 (estos
resultados también fueron mostrados en la figura 9 del trabajo de Chaves-Guerrero
et al. [31]). Lo anterior, sugiere que al implementar la ecuacién de magnetizacién
MRSh-74 dentro del sistema de ecuaciones ferrohidrodindmicas, se mejoraria el
desempeno de la TDMATI en la prediccion de los perfiles, ya que segtn la figura 23
de la referencia [2], se puede observar que las predicciones con la implementacién
de la ecuacion de magnetizacién de Shliomis, en cuanto a la magnitud, estan por
encima de los valores experimentales medidos. En este orden de ideas, y debido
a la falta de convergencia en el algoritmo numérico que implementa la ecuacién
Sh-72, en este trabajo se concluye que para campos magnéticos de intensidades
no bajas (o > 1), la ecuacién de magnetizacion MRSh-74 tiene mejor desempeno
que la ecuaciéon Sh-72 en la prediccion de perfiles de velocidad.

Aunque en la literatura no se cuentan con mediciones de perfiles de velocidad en
un contenedor cuadrado, con el fin de validar los datos aqui obtenidos, los re-
sultados de las figuras 25-27 mostraron que las simplificaciones realizadas, en la
metodologia analitica, generan perfiles que son validos solo para intensidades de
campo magnético inferiores a los respectivos valores de saturacion del ferrofluido.
Adicionalmente, se observé que la solucién numérica es la mas adecuada para
evaluar el modelo ferrohidrodindmico, ya que no posee restricciones relacionadas
con la intensidad del campo magnético. De igual manera, el modelo sin aproxi-
maciones, en el que se implemento la estrategia numérica, permitié evidenciar por
primera vez el fendmeno de saturacion en los perfiles de velocidad, para un canal
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cuadrado de dominio bidimensional, al incrementar la intensidad del campo mag-
nético. Situacién que ha sido observada experimentalmente en otras geometrias

2].

En la figura 28 se pude apreciar un contraflujo en la regién cercana a la pared
inferior del canal (valores de x < 5mm aproximadamente), asi como también, se
puede observar, al igual que en los perfiles de velocidad anteriormente encontrados
por Chaves et al. [5, 31], que las velocidades de mayor magnitud se presentan
en los puntos que hacen parte de la interfase ferrofluido-aire, dando a entender
a priori, que la influencia de los esfuerzos tangenciales en la interfase son de
mayor incidencia que los esfuerzos volumétricos al interior del ferrofluido, en lo
que respecta a generacion de flujo.

Por su parte, en la figura 29 y 30 se puede observar que la velocidad angular
wy es dos ordenes de magnitud mayor que w,, por lo que se podria decir que al
tener en cuenta la coordenada horizontal en el analisis, la mayor incidencia de la
rotacion de las particulas, al igual que en los resultados donde s6lo se tuvo en
cuenta la coordenada vertical, esta representada en la componente horizontal del
vector velocidad angular, es decir, w,. Lo dicho anteriomente esta relacionado con
la suposicién hecha inicialmente, en donde se establece a v, (x,y) como la tnica
componente de la velocidad lineal del ferrofluido. De igual modo, se puede observar
en la superficie de velocidad angular para w, una caracteristica antisimétrica con
el eje en y = 10mm, lo cual representa una contrarotaciéon en el giro de las
nanoparticulas magnéticas, comportamiento ausente en las superficies de w,.

De acuerdo con los resultados de la figura 31 y los datos experimentales de Torres-
Diaz et al. [2] (realizados en una geometria cilindrica), se podria sugerir que el
fenomeno de saturacion de los perfiles de velocidad puede estar mas relaciénado
con las caracteristicas del ferrofluido, que con la geometria del contenedor en el que
este se encuentre. Asimismo, se puede observar que para los valores de simulacién
implementados, el fenémeno de saturacién se presenta al aumentar el valor de
la amplitud, mas no de la frecuencia de campo magnético. Por tal motivo, es
necesario tener en cuenta el punto de operacién del ferrofluido en cada una de
las simulaciones realizadas (figura 32), ya que en la simulacion de los perfiles en
funcién del campo magnético, es decir, a frecuencia constante, el maximo valor de
intensidad y frecuencia de campo magnético corresponde a 11,3 mT y 150 Hz, es
decir, « = 1,81 y €2 = 0,016, lo cual ubica el punto de operacién en una zona de
saturacion, mientras que la simulacién de los perfiles en funcién de la frecuencia, es
decir, a campo magnético constante, el maximo valor de intensidad y frecuencia de
campo magnético corresponde a 5,62 mT y 200 Hz, es decir, « = 0,90y 2 = 0,021,
lo cual no corresponde a la zona de saturacién de la muestra de ferrofluido.

A partir de los resultados registrados en la figura 32, se observa un aumento en
la velocidad maxima traslacional en la medida que el campo magnético aumenta,
para un valor del pardmetro de Langevin desde 107! a 10°, aproximadamente.
Para valores de o > 10" se presenta el fenémeno de saturacién, a partir del cual,
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al aumentar la intensidad de campo magnético aplicado la velocidad no presenta
incrementos considerables. Estos resultados no pueden ser comparados con los
reportados de Krauf et al. [45, 46], debido al desconocimiento de las cardcter-
isticas de los ferrofluidos y los contenedores utilizados en estos experimentos, ya
que no fueron reportadas por los autores. Por otra parte, los resultados obtenidos
con las simulaciones en el sistema de dominio bidimensional, con la presencia de
una interfase ferrofluido-aire, estan en concordancia cualitativa y cuantitativa con
los datos reportados en el trabajo de Chaves-Guerrero et al. [31] (geometria de
ducto rectangular con dominio unidimensional, sin interfase ferrofluido-aire), lo
cual sugiere que el fenémeno de saturacion estd mas relacionado con las carac-
teristicas intrinsecas del ferrofluido, que con las caracteristicas del contenedor de
este mismo. Para una mayor ilustracion, se recomienda comparar la figura 32 del
presente documento con la figura 9 de la referencia [31].

Finalmente, se debe tener en cuenta que los perfiles de velocidad lineal y de giro,

resultado de las simulaciones realizadas en este trabajo, son validos sélo para \' >

4n¢RZ
TMe

ecuaciones ferrohidrodindmicas, Ec. (30) y (31), debido a la falta de mediciones

. . . . ’ . . . . /
experimentales del coeficiente de viscosidad volumétrica del “spin viscosity”, X\,
tanto para la muestra WBF-1 como para otras muestras de ferrofluidos, segiin la
literatura cientifica consultada en esta investigacion.

. La anterior suposiciéon fue requerida para obtener la solucion al sistema de

En resumen, para la geometria de placas, planas y paralelas, con interfase ferrofluido-
aire, se obtuvieron por primera vez perfiles en donde se pudo evaluar, para campos
en los que a > 1y Q > 1 y para un dominio bidimensional, el efecto conjunto de
esfuerzos volumétricos y tangenciales en la generacion de perfiles. Anteriormente,
se habia realizado un estudio similar, A. Alviz [32], pero para campos magnéticos
en los que @ < 1y 2 < 1. Sin embargo, después de una revision al procedimiento
implementado por Alviz, se identifico un error en los resultados, debido a una
aplicacion errénea de las condiciones de frontera en la interfase ferrofluido-aire.
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CAPITULO 3

PERFILES DE VELOCIDAD DE FERROFLUIDOS BAJO EL
EFECTO DE CAMPOS MAGNETICOS ROTATIVOS DE BAJA Y
ALTA INTENSIDAD, CONTENIDOS EN UNA GEOMETRIA
CILINDRICA

3.1 INTRODUCCION

Con base en los procedimientos realizados en el capitulo 2, para una geometria de
menor complejidad (en lo que se refiere al tratamiento mateméatico de las ecuaciones),
se establecié una metodologia para la solucion del sistema ferrohidrodinamico de las
Ec. (29)-(31), (44)-(46). De forma anéloga, esta metologia puede ser implementada en
ferrofluidos contenidos en una geometria cilindrica y anular. Una vez aplicado el modelo
de la TDMALI a estas geometrias, se procederd a la comparacién de los resultados de
las simulaciones realizadas, con las mediciones experimentales de perfiles de velocidad,
obtenidas en el trabajo de Torres-Diaz et al. [2], con el fin de evaluar el desempeno de la
ecuacion MRSh-74 en el modelo ferrohidrodinamico. Para obtener los resultados que se
reportan en este y el préximo capitulo, fue necesario el aporte inicial dado por Chaves
et al.[3, 4, 6, 17], quienes lograron, por medio de una metodologia analitica, y para estas
mismas geometrias, perfiles de velocidad para densidades de campo magnético de baja
amplitud y frecuencia, es decir, o < 1y Q2 < 1. Uno de los aspectos a tener en cuenta en
esta geometria es el término convectivo Qev - VM, el cual, a diferencia de la geometria
rectangular, es diferente de cero. Por tal motivo, se requiere la implementacion de una
condicién de frontera adicional para la solucién de la ecuacién de magnetizacion del
ferrofluido.

El objetivo principal de este capitulo es describir el comportamiento de los perfiles de
velocidad de ferrofluidos contenidos en una geometria cilindrica, para un amplio rango
de valores de amplitud y frecuencia de campo magnético, con el propostio de comparar
el desempeno del modelo ferrohidrodindmico (implementando la ecuacién MRSh-74)
con los resultados obtenidos experimentalmente, y de esta forma, evaluar el desempeno
de la TDMALI para predecir perfiles de flujo en muestras de ferrofluido que estdn bajo
el efecto de un campo magnético rotativo, en el que a > 1y Q> 1.

105



Capitulo 3: Geometria cilindrica

3.2 DESCRIPCION DEL PROBLEMA DE FLUJO DE UN
FERROFLUIDO EN UNA GEOMETRIA CILINDRICA

El sistema fisico de estudio estd compuesto por un ferrofluido inmerso en un contenedor
cilindrico de radio interno R. Asimismo, se supone que la longitud axial del cilindro
es infinita para despreciar los efectos de borde en z = 0y z = L, asi como también,
los posibles esfuerzos tangenciales en la interfase ferrofluido-aire en z = L. Con el
fin de simplificar el andlisis en el estudio del comportamiento magnético del sistema,
se despreciara el espesor en las paredes del cilindro, en donde, para un analisis mas
detallado, se deben aplicar, como en el resto de la geometria, las ecuaciones de Maxwell.
La fuente de campo magnético rotativo estd formada por una densidad de corriente
superficial que atraviesa las paredes del cilindro en direccion +1., la cual produce un
campo magnético rotativo uniforme alrededor del eje axial del cilindro en 7 = 0 (ver
figura 33). Adicionalmente, la densidad de corriente superficial es descrita de la siguiente
manera:

K, = K cos (- 6) i, = % {Kej(f"9>} i,. (160)

En la Ec. (160), K representa la amplitud de corriente de la senal senoidal, n
el rango (magnitud de orden uno) del armoénico de corriente (se supone igual a la
unidad, ya que se asume solo la componente fundamental). Por su parte, la variable £
corresponde al tiempo adimensional, el cual estd definindo como ¢ = 27 f -t, en donde
f es la frecuencia de rotacién del campo magnético y t el tiempo en el que se analiza
el fendmeno. Asimismo, en la Ec. (160), 6 representa la coordenada azimutal en el
cilindro [0 — 27], la cual es adimensional. Debido a esto, la variable azimutal no tiene
el simbolo ~ en la parte superior.

En la geometria de estudio de la figura 33 se requiere determinar los perfiles de
velocidad lineal y de giro vy (1) y w. (r), respectivamente, para campos magnéticos
en los cuales a > 1y Q > 1. Para lograr este resultado, se requiere determinar los
valores de intensidad de campo magnético y magnetizacion del ferrofluido para todos los
nodos espaciales y temporales del dominio, es decir, H, (f, 0, f), H, (f, 0, tN), M, (f, 0, f)
y M, (f, 9,5); los cuales a su vez determinan el valor del torque promedio, el cual
estd conectado con las ecuaciones hidrodinamicas del fenémeno, especificamente con la
ecuacién de balance de momento angular interno, Ec. (31).

3.3 ECUACIONES VECTORIALES GOBERNANTES

Aligual que en la geometria rectangular trabajada en el capitulo 2, en la geometria cilin-
drica se deben aplicar las ecuaciones dinamicas y magnéticas del modelo que describe
la TDMAI. Aunque son las mismas ecuaciones vectoriales trabajadas anteriormente, las
componentes de las ecuaciones son diferentes, ya que se refieren a una geometria y un
sistema de coordenadas diferente.
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Zu277

Figura 33: Diagrama esquemaético del flujo de un ferrofluido, contenido en el interior de un
cilindro de longitud axial infinita, generado por el efecto de un campo magnético rotativo
uniforme H. FEl campo rotativo gira alrededor del eje axial Z, y es generado por por el
devanado de un motor de induccién trifdsico de dos polos, el cual se modela a través de una
distribusién de corriente superifical, Ks = K cos (f — 0) i, = R {K ed(f-nf) } 1., en las paredes
del cilindro. 7) representa la vista frontal y i) la vista superior del cilindro.

3.3.1 Ecuaciones del problema hidrodinamico: Las ecuaciones vectoriales que
rigen la dindmica de flujo, son las mismas Ec. (30) y (31) implementadas en la geometria
rectangular.

3.3.2 Ecuaciones del problema magnético: Teniendo en cuenta los resultados
obtenidos en la geometria rectangular, se implementara la ecuacion de magnetizacion
MRSh-74. Por tal motivo, el sistema magnético esta compuesto por la Ec. (44)-(46).

3.4 ECUACIONES POR COMPONENTES

Con el proposito de implementar el modelo en la geometria de estudio, se prosigue a
determinar las componentes de la Ec. (30), (31), (44)-(46), que aplican en el sistema
cilindrico descrito en la figura 33, junto con sus condiciones de frontera y condiciones ini-
ciales correspondientes para la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales. Aunque
la velocidad lineal del ferrofluido y la velocidad de giro de las nanoparticulas, ¥y (7)
y @, (), presentan simetria axial, las ecuaciones magnéticas seran resueltas para los
puntos del dominio radial, 7 = [0 — 1], y azimutal, § = [0 — 27|. Con lo anterior, se
obtendran las componentes de la intensidad de campo magnético y la magnetizacion:

i, (f, 0, t), i, (f, 0, f), M, (f, 0, f) v M, (f, 0, E).
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3.4.1 Ecuaciones hidrodindmicas por componentes: FEl sistema de ecuaciones
hidrodindmicas esta compuesto por la componente azimutal de la ecuacion de balance de
momento lineal, Ec. (30), la componente vertical de la ecuaciéon de balance de momento
angular interno, Ec. (31), y el valor de torque promedio, Ec. (86). Estas relaciones
son expresadas en la Ec. (161)-(163), en las que adicionalmente, se implement6 lo
establecido en la Ec. (36).

ned [1d ¢ v,
Jde & |2 2 —922 =0 161
n dr [r di (“’9)] n dr (161)
2 d i 1d (_do (I.)
——(rp _4~Z - |7 z = ——— ¢ 162
Fap Tl0) — 48t S <Tdf> Q- (162)
(I.), = (M.Hy — MyH,) . (163)

Se emplea el simbolo de la derivada total d%, ya que la tnica variacién de los perfiles
se presentan en la direccién radial 7. Lo anterior, debido a la simetria de la geometria
del contenedor en la coordenada azimutal 6, y la suposicion de longitud axial Z infinita.

3.4.2 Condiciones de frontera hidrodinamicas: En cuanto a las condiciones de
frontera, en el centro del cilindro, 7 = 0, se aplica la simetria radial de los perfiles
respecto a este punto (para mayor ilustraciéon ver figura 33). Por su parte, en 7 = 1
se tiene en cuenta la condicion de no deslizamiento y no penetracion en las paredes
del cilindro, es decir, las velocidades para los puntos de la pared son nulas [44]. Esto
ultimo, se resume en la Ec. (164).

ov -

87; |F:0: 0, Vy |F:1: 0,

0w, -

ﬁ |f:0: O, Wy ’1::1: 0. (164)

3.4.3 Ecuaciones magnéticas por componentes: El sistema de ecuaciones mag-
néticas estd compuesto por las ecuaciones de Maxwell (ley de Gauss y ley de Ampére-
Maxwell), la ecuacion de magnetizacién MRSh-74, y la ecuacién de Langevin, Ec. (7)-
(13). A continuacién, se determinan las componentes para cada una de las ecuaciones
vectoriales.

~OM, ~ _ (10M, M, - -
0L 4 Qe (282 _ — Qe N
of T (r 06 r> s
H, (HM, + HoMy) (1 1 +3Ijlr90 (H., Hy) 11, (165)
H? + Hj B B B B’

108



Capitulo 3: Geometria cilindrica

OMy —~ _ (10My M.\ - _ -
Q 57 + Qety <f80 + = > = +Qe. M, +
Hy (Her + ﬁeM(a) 1 1 N 3Hyp (ﬁr, 1:10) M, (166)
H? + Hj B B B, B’
o) coth(a) 1 coth (\/325 (Hf + Hg)) 9 .
90( T 9)—T_§_ - o _3([j[2+[:[2>7 ( )
\/325 (A2 + H3) e (H? + Hp
- _OH, 0H,

) H@":TW — 89 == 07~ ) (168)

-~ _0H, O0Hy ~ _OM,  OM,
H, — = —x | M, — . 169
o T o Xl +’“ar+391 (169)

3.4.4 Condiciones iniciales magnéticas: Las condiciones iniciales que gobiernan
el problema magnético se fundamentan en la no existencia de magnetizacion en ninguna
de sus componentes, es decir, M, (7, 8, 0) = 0y My (7, 8, 0) = 0, debido que al iniciar
la energizacién de la fuente de campo magnético, en ¢ = 0, se supone que la magne-
tizacion del ferrofluido no experimenta saltos escalonados, ya que este fenémeno no es
instantaneo.

3.4.5 Condiciones de frontera magnéticas: Para la soluciéon de las ecuaciones
de Maxwell, se requiere la implementacion de las condiciones de frontera magnéticas en
7 =0y 7 =1. En el centro del cilindro, se tiene en cuenta los expuesto en la referencia
[59], en donde se establece la continuidad del flux magnético en el eje del cilindro. Por
consiguiente, se requiere que B, |r—o= 0, de tal forma que la condicién de frontera queda
expresada como:

B, |lr—0= a, |70 +x M, |li—0= 0,
H, ‘F:OZ —xM, ‘F:O . (170)
Por su parte, en las paredes del cilindro (7 = 1), segtn lo establecido en la Ec. (67),

se implementa la condicién de frontera de la Ec. (171).

Ht|a - Htlb == K57
H, |7—1= — cos (f— 9) . (171)

Adicionalmente, se debe implementar la condiciéon de frontera en la direccién 6,
la cual se plantea con base en la periodicidad de los valores de intensidad de campo
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magnético y magnetizacion, debido a la simetria de la geometria en estudio. Por tal
motivo, queda establecida de la siguiente manera:

(7.0

i, (7.0.1) = H, (7,0 +2r.1),  Hy(7.0,1) = A, (7.0+27,1),
M, (7,0,

) =DM, (7,0 +2r,%), M, (7,0,8) = M, (7,0 +2r,1). (172)

Lo anterior es fundamental en el proceso de discretizacion del sistema ferrohidrod-
inamico, ya que en las ecuaciones diferenciales, en el formato de las diferencias finitas,
las derivadas son expresadas como una resta del nodo actual con el anterior. Por tal mo-
tivo, #° = 79 en donde ndef) corresponde al niimero de nodos en los que se discretizé
el sistema fisico en la coordenada azimutal (este valor es establecido por el usuario del
algoritmo numérico). En consecuencia, al aplicar diferencias finitas a las derivadas (%)
en los nodos en los cuales #7 = #', entonces 6 — §° = 0 — 7% ya que 0° no existe en

el dominio discreto implementado. Para una mejor ilustracion ver figura 34.

95

96

Pared cilindro
enr=1

A7 : Paso coordenada 7
A0 : Paso coordenada 6 912

Figura 34: Esquema de discretizacién en la direcciéon radial y azimutal del contenedor cilindrico
de longitud axial Z infinita. Los circulos de color negro representan los nodos en los que se ha
discretizado el sistema fisico. Por su parte, nder y ndefl son el nimero de nodos espaciales en
la coordenada 7 y 0, respectivamente, los cuales son seleccionados por el usuario del algoritmo
de soluciéon numérica. Para este esquema ilustrativo nder = 9 y ndef = 16.

3.5 SOLUCION DE ORDEN CERO (o < 1)

Con el fin de tener resultados para validar el algoritmo de soluciéon numérica, de forma
inical, se tienen en cuenta los resultados obtenidos por Chaves et al. [3], quienes de
forma analitica (implementando la ecuacién Sh-72) lograron generar perfiles de veloci-
dad de ferrofluidos bajo el efecto de un campo de baja intensidad y frecuencia, es decir,
a1y Q < 1. Teniendo en cuenta lo anterior, para la soluciéon analitica del sistema
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de ecuaciones ferrohidrodinamicas, Chaves et al. [3] despreciaron todos aquellos tér-
minos dependientes de la magnitud del campo magnético y, adicionalmente, asumieron
que para campos de baja magnitud V-w = 0. Con el propésito de contextualizar la
metodologia para obtener los perfiles de velocidad de ferrofluidos bajo el efecto de cam-
pos magnéticos de baja intensidad y frecuencia, a continuacién, se presenta el desarrollo
de la solucion planteada en la referencia [3].

3.5.1 Problema magnético: Para campos magnéticos en donde v < 1 se tiene
que € =~ 0. Por tal motivo, para la geometria cilindrica de la figura 33, la ecuacion de
magnetizacién Sh-72, Ec (43), queda expresada como:

OM -~ -
O—r =H -1 (173)

Teniendo en cuenta que la intensidad de campo magnético y la magnetizacién tiene
una forma similar a la densidad de corriente que los produce, se puede establecer, de
acuerdo con la Ec. (160) y suponiendo n = 1, las expresiones de la Ec. (174).

A

H (7 0F) =R { [H, (7) e+ Hoy (7) 3] € (59)} 7
M (7, 07) = R { (30, ()i, + My (7) o] eﬂ'(”)} . (174)

Resolviendo la Ec. (173) y teniendo en cuenta que ﬁr, ﬁg, M, y My son las com-
ponentes complejas de la intensidad de campo y la magnetizaciéon, se obtiene que

A A

A o HT’ - o H9
T Y 1+5Q°

(175)

Con respecto a las ecuaciones de Maxwell, Ec. (45) y (46), en la geometria cilindrica
se tiene el sistema compuesto por la Ec. (176).

),
drA
a\r i) <;f — jH, = 0. (176)

La solucion del sistema de la Ec. (176), teniendo en cuenta las condiciones de
frontera de la Ec. (170) y la Ec. (171), son las expresiones de la Ec. (177).

=—j y Hy=-1 (177)

Lo que en el dominio del tiempo representa
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A7 0,1) =% {[—jir — ig) ej(“’)} , (178)
H (f, 0, f) = sin (f— 0) 1, — COS (f — 0) 9. (179)
Por su parte, las componentes de la magnetizacion quedan expresadas como
’ J ~ 1

M=) My = —— 180
1+0 7 o) (180)

lo que en el dominio del tiempo representa

(7, 0,0) = R |~ i — L _gy| I
M(r,e,t)_m“ B L g] (9)}. (181)

A partir de los valores encontrados, se procede al célculo del torque magnético
instantdneo. Teniendo en cuenta la Ec. (85), aplicada a la geometria cilindrica, se tiene
que

I, (f, 0, z?) - (M X FI) — M, Hy, — M,H,. (182)

Ya que las ecuaciones hidrodinamicas del modelo estan formuladas para estados no
transientes (independientes del tiempo), se requiere el valor del torque promedio, <lz>t,

expuesto en la Ec. (86). Este valor fue determinado por Chaves et al. [3, 4], de la
manera en que se muestra en la Ec. (183).

~ Q
(L), e (183)

Por su parte, el término de la fuerza magnética, definido como M - VH, se considera
nulo, debido a la suposicién de campo uniforme en el espacio, es decir, VH = 0.

El valor del torque promedio obtenido a partir de la Ec. (183), es implementado
en la Ec. (162), con el fin de obtener los perfiles de velocidad lineal y de giro. Es de
notar que en las geometrias de estudio, el torque promedio es el termino, dentro de las
ecuaciones hidrodindmicas, que relaciona la intesidad de campo magnético H con los
perfiles de velocidad que se generan a partir de dicho campo.

3.5.2 Problema hidrodinamico: Continuando con la recapitulacién del trabajo
realizado por Chaves et al. [3, 4], se procede a definir la componente de la vorticidad
en la direccion del eje de giro de la rotacion del campo magnético externo (se define
vorticidad como una medida de la rotacién de un punto intermedio entre dos capas
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de fluido que tienen movimiento traslacional). En consecuencia, en la Ec. (184) se
determina la vorticidad para el sistema fisico de la figura 33.

Q= (V x9) === (7p). (184)

d ("“’ Q, — 2?7%> = 0. (185)

De la Ec. (185) se puede deducir que:

.9
Qv = éd)z + QCl =
e e

4

y (7 g) (186)

=S| =

)

Ahora bien, reemplazando la Ec. (183) y (186) en la Ec. (162) se obtiene la expresion
de la Ec. (187).

1d di, 2 ok
= 7~ (f - ) - KQC:}Z = _icl - L? (187>
7 dF 2 4n (1+Q2)

cuya solucién analitica, desarrollada en el trabajo de Chaves et al. [3, 4], es:

~ ~ Cl ~ Ne
@, (7) 5 T Coly(kT) + . (1 n QQ) :
En la Ec. (188), Ij es el término que corresponde a la funcién de Bessel modificiada
de primera clase de orden cero. La constante que acompana a la funcion de Bessel
modificada de segunda clase se supone igual a 0, ya que la solucién permanece finita
en 7 = 0. Ahora, reemplazando la Ec. (188) en la Ec. (186) e integrando la expresién
resultante, se determina la ecuacién de los perfiles de @y (7) para ferrofluidos en un
contenedor cilindrico, bajo el efecto de campos magnéticos en los que a < 1y Q2 < 1
3, 4].

(188)

. T 2 R T
Vg (T) = 501 + iC’gIl (kT) + <

" (i) (189)

En donde C} y Cy, a partir de las condiciones de frontera vy (7 = 1) =0y w, (F = 1) =
0, estan definidas en la Ec. (190) y (191).
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_ —2 % nerly (K) _ Me
4 (1 T 522) (2¢11 (k) = nerdo (k) 21 (1 + QQ) 7

Cy — _ "lelt . 191
4 (1 + Q?) (2¢11 (k) = nerdo (K)) o

(190)

En la Ec. (190) y (191), I; corresponde a la ecuacién de Bessel modificada de orden
uno.

3.6 SOLUCION NUMERICA PARA o> 1

Aunque el método analitico permite predecir los perfiles de velocidad, estos resultados
solo tienen validez para valores de campo magnético de baja intensidad y frecuencia, es
decir, para a < 1y 2 < 1. Por tal motivo, se requiere de un método de solucién que
permita obtener los perfiles de flujo sin limitaciones, es decir, que los perfiles resultantes
también sean validos para campos magnéticos en los que oo > 1y > 1.

En esta seccién se mostrara la metodologia implementada para obtener estas solu-
ciones, como también, la validaciéon correspondiente del algoritmo numérico implemen-
tado. Finalmente, se realizara la comparacion de las soluciones numéricas obtenidas
con las mediciones experimentales realizadas por Torres-Diaz et al. [2]. Lo anterior,
con el fin de evaluar el desempeno de la ecuacion MRSh-74 en la TDMAI y a su vez,
evaluar la capacidad de la TDMALI para predecir los perfiles de velocidad.

3.6.1 Divergencia de la velocidad de giro: En lo referente al sistema de ecua-
ciones hidrodinamicas, en la ecuaciéon de balance de momento angular interno, Ec.
(31), el término V - w no se puede considerar nulo, como se asumié en los resultados
de Torres-Diaz y Rinaldi [60], para o < 1. Por tal motivo, se debe desarrollar este

término para determinar su aporte en la ecuaciéon de balance, tal como se muestra en
la Ec. (192).

V.- L00e) 105 06,
T or 7 00 0z

Partiendo de la suposicion de la presencia de un campo magnético rotando alrededor

del eje axial del cilindro, y generado por una densidad de corriente superficial, atraves-

ando las paredes del cilindro en direcciéon +1, (tal como se muestra en la figura 33), se

espera que el campo rotativo gire alrededor del eje Z. En consecuencia, las nanoparticu-

las magneticas presentaran rotacion alrededor de ese mismo eje. Por tal motivo, de la

Ec. (192) solo se considera el término %. Adicionalmente, si se tiene en cuenta la

longitud axial infinita del contenedor, la componente vertical @, serd independiente de
las variaciones en la coordenada Z. De modo que,

(192)

= 0@,

V.~:
“= 5z

= 0. (193)
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De acuerdo con la Ec. (193), se puede afirmar, para intensidades no bajas de campo
magnético (a > 1), que la divergencia de la velocidad de giro de las nanoparticulas
permanece siendo nula, al igual que en los estudios realizados en los que @ < 1. De-
bido a lo anterior, el sistema de ecuaciones hidrodindmicas en la geometria cilindrica
sigue siendo el mismo, independientemente de la magnitud de la intesidad de campo
magnético aplicado.

3.6.2 Ecuaciones en diferencias finitas: Una vez planteado el sistema a resolver,
el cual consta de la Ec. (161), (162), (165)-(169), se sigue con el proceso de dis-
cretizacion, dando como resultado las expresiones de la Ec. (194)-(200).

Ne [ —Voi D i1 — 20p,i — Vg, it+1 ¢ (JJZ il — Wy ¢—1>
A k) k) k) El _ > ) k) — O 194
0 ( 2o A2 ) n G (199

)

Vo, i Vg, i+1 — Vg,i—1 ~

2 .
T 2AT ’

4n (1@%#1 — @y -1 n Wy im1 — 20, + (Z)z,i+1) _ - <lz>t,i (195)
Nek? \ T 2AT A7 Q@

Tk rd, k=1 . i,k “ri—1,k

M?E — M ) 0O o MEE gl
~ T, T, €V, i r,i .0 ~rj, k
Q + _Ma,i

At 7 Af
en g T (M + Hy NG
= EWz, 4 0,1 (j_:]']: k)2
Frik (fpak gk ~ ik
+ (HpE) (1 R 1) e (L i) A . (196)
’ B, By By B,
Q(Z\Z;Zk - Mg:z"c_l) n Qety,; Mg,’f - M(g;‘l’k e
At 7 Af
. H* (ﬁ“ M»E 4 [* Mj’?“)
o .~ ~j"k 0,1 [ T, 0,1 0,1
— +Q5wz,sz + (]::[j,k’)Q
Frik (frak gk ~ ik
N (ﬂj7@)2 (1 _ 1) n 3Hy ;¢ (Hr,i7 H@,i) B Mg,z (197)
") \BL B B B’
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o (o (22" + (22
e () + (2

o (2, ) =

TZ’

2
- ~ ) 2 ~ 2\ (198>
3¢ ((HJ) + (75 )
ApE- gk, -
H "‘Tz 0,1 A 0,i—1 T, N T4 :0’ (199)
gjk+~Hr Hg’z 1+F[g’ Hjlk
v, T i 2 =
nt AT A6
LYV C ISV AL F
M], T, r,i—1 0,1 0,1 ' 2
( + 7 A + A0 (200)

La Ec. (194) corresponde a la componente 6 del balance de momento lineal y la
Ec. (195) a la componente Z del balance de momento angular interno. Por su parte,
la Ec. (196) y (197) son la componente radial y azimutal de la ecuacion MRSh-74,
respectivamente. Asimismo, la Ec. (199) y (200) corresponden a las leyes de Maxwell
implementadas. Finalmente, en las ecuaciones discretas, los subindices ¢, 7, k estan
relacionados con los nodos radiales, angulares y temporales, en este mismo orden. Para
mayor referencia ver el esquema de la figura 35.

Nodo coordenada 6 Nodo variable t

T,1
Componente del < I | » Nodo coordenada
vector
~
wz,i +1
Componente del vector < I | » Nodo coordenada 7

Figura 35: Esquema de término discreto en donde las variables ¢, j, k corresponden a los nodos
en la coordenada radial 7, la coordenada azimutal # y la variable temporal £, respectivamente.
Los perfiles 9y (7) y @, (7) varfan s6lo respecto a la coordenada radial 7, por tal motivo, las
variables no son discretizadas con relacién a los nodos j, k.
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3.6.3 Metodologia del algoritmo solucién: La metodologia de soluciéon prop-
uesta para resolver el sistema de ecuaciones discretizadas es el planteado en la figura
9, el cual fue implementado inicialmente en el capitulo II. A diferencia de la geometria
rectangular, en el sistema cilindrico se requiere de una condiciéon de frontera adicional
debido al término convectivo v - VM. En ese sentido, a partir de la condicién de fron-
tera de la Ec. (172), se puede establecer que los puntos discretos de la coordenada 6
anteriores a los nodos en j = 1 (MTI ;k y Melf) son los puntos con la coordenada j corre-
spondiente al nimero de nodos angulares, es decir, los puntos para los cuales j = nded,
lo que se expresa como Mf debk Mgf de6F (para mayor ilustracién ver figura 34). De
modo que, al discretizar la derivada con respecto a 6 en los puntos donde j = 1, se

implementa lo expresado en la Ec. (201).

i - §
OM, MyF — Mo

T,

o0 lo=0°~ N

Dicho lo anterior, una vez obtenido los valores de las componentes del campo mag-
- R A R 1 Sy
nético y la magnetizacion, I/, Hy'7, M}y My';"; se calcula el valor del torque prome-

dio, de acuerdo con la Ec. (202).

(201)

(L), = (M Hy, — M3, 1) (202)

Teniendo en cuenta la caracteristica simétrica de la geometria, se puede verificar
que para un valor de 7 constante, el torque promedio permanece constante independi-
entemente de la coordenada azimutal 6. Por tal motivo, en la ejecucion del algoritmo
numeérico, una vez calculado el valor del torque promedio para todos los puntos del
contenedor, se selecciona un valor fijo del nodo j, el cual representa el valor de la coor-
denada 6 escogida por el usuario, sobre la cual se mostrara la prediccion de los perfiles.
De modo que la Ec (202) puede escribirse como se muestra en la Ec. (203).

<l~z>t,i = <Mr,i ﬁ@,i - M@,i F[r,i> . (203)

t
La Ec. (203) es implementada en la Ec. (195), y de esta forma, se relacionan las
condiciones magnéticas del sistema fisico con la generacién de los perfiles de velocidad

v (T) y @, (7).

3.6.4 Validacion: La validacion del algoritmo numérico se realiza a través de la
solucién analitica de orden cero. Debido a lo anterior, se realiz6 la simulacién para una
densidad de campo de 0, 1 m'T, lo cual, para las caracteristicas particulares de la muestra
de ferrofluido WBF-1, corresponde a un valor de @ = 0,02. En la figura 36 se pueden
observar los tres resultados obtenidos con cada uno de los métodos de solucién, en donde
vy analitic y w, analitic corresponden a las soluciones analiticas de orden cero obtenidas
a través de las funciones de Bessel, Ec. (188)-(191). Por su parte, vy 120 y w, 120 rep-
resentan las soluciones numéricas del problema hidrodindmico, implementando para el
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problema magnético el valor de torque de orden cero, Ec. (183). Finalmente, vg MRSh
v w, MRSh representan las soluciones numéricas del problema ferrohidrodinamico. Para
obtener esta solucién, fue necesario implementar la discretizacion en diferencias finitas
junto con el método numérico de Newton-Raphson, con el fin de resolver las ecuaciones
no lineales producto de la discretizacién de la Ec. (196) y (197).

x 10~

10 )
w
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>
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e V) 1z0
G Il Il Il Il
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r [mm]
1 T
. - e W, MRSh
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°
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3
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Figura 36: Validaciéon de algoritmo numérico implementado para la solucién de problema
ferrohidrodindmico en geometria cilindrica, en donde se tiene en cuenta la ecuacién MRSh-74
en el sistema de ecuaciones de la TDMAI, el término V- (M + H) en la solucién de las
ecuaciones de Maxwell y el término convectivo QevVM en la ecuacion MRSh-74. Muestra
de ferrofluido WBF-1. a = 0,02, x = 3,3, f = 150Hz. vg MRSh y w, MRSh representan
los perfiles de velocidad obtenidos a través del algoritmo numeérico, tanto para el problema
hidrodindmico como para el problema magnético. vy analitic y w, analitic representan las
soluciones obtenidas analiticamente a traves de las funciones de Bessel. vy 1zo y w, 1zo son las
soluciones obtenidas, de forma numérica, teniendo en cuenta, para el problema magnético, el
valor del torque de orden cero.

3.6.5 Resultados y andlisis: Una vez validado el algoritmo numérico para la solu-
cién del sistema de ecuaciones ferrohidrodindmicas, se procede a realizar las simu-
laciones para diferentes valores de intensidad y frecuencia de campo magnético. El
propésito de esta seccidon es mostrar el comportamiento de los perfiles de velocidad
simulados, implementando la TDMAI, y de igual forma, compararlos con los datos
experimentales reportados por Torres-Diaz et al. [2].

Para estimar el valor de 1’ a partir de los perfiles de velocidad medidos, en la
referencia [2] implementaron el concepto de la velocidad extrapolada en las paredes de
un contenedor cilindrico (figura 33), la cual se obtiene al determinar la vorticidad de
orden cero adimensional evaluada en el eje axial, 7 = 0, [2].
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Uwozlﬁzozﬁ{bw}. (204)
T2 4y (1 + Qz) Iy (k)

En la Ec. (204), ﬁwp es la velocidad adimensional extrapolada a las paredes del
contenedor, an es la componente vertical de la vorticidad, I e Iy son las funciones
de Bessel modificadas de orden cero y dos, respectivamente. Adicionalmente, si en la
Ec. (204) se implementa la definicion de la susceptibilidad (), junto con la escala de
velocidad de la Ec. (33) y la definicién del pardmetro de Langevin («), se obtiene la
Ec. (205).

<1+§~22> okpT {1_1—%]2(/{)}&2. (205)

QR, T 12V Iy (r)
En la Ec. (205), Ry es el radio del contenedor y U, es la velocidad extrapolada

a la paredes, con dimensiones. Ahora, implementando la condicién de frontera de no
deslizamiento en la Ec. (204) y (205), se obtiene la Ec. (206).

1> (k)
f=n+ ) 206
n=ntCp B (206)
De modo que, partiendo de la Ec. (205), al graficar de forma logaritmica el término
(1+02)
QRg
término

Uy, en funcion de a, se obtiene un estimado de la pendiente, relacionada con el

ok T { . 1+12(k)
12Ven* Iy (k)

vez el valor de 7. De esta manera, Torres-Diaz et al. [2], para la muestra de ferrofluido
WBF-1 y WBF-2 (ver tabla 2), obtuvo un valor para el pardmetro x de 0,47 y 0,44,
respectivamente. Aunque estos son los Unicos datos experimentales disponibles en la
literatura cientifica, se debe aclarar que la Ec. (205) estd basada en la solucién analitica
del modelo de la TDMAI, obtenida previamente en la referencia [3]. Por tal motivo, es
de suponerse que estas estimaciones pierden validez para valores de v > 1, como los
que son usados en las simulaciones de esta investigacién. Lo anterior, es una limitacion
que presentan estos resultados experimentales, al momento de evaluar el desempeno de
la ecuacién MRSh-74 dentro de la TDMAI, y por lo tanto, no seria apropiado hacer
comparaciones directas de estas mediciones con la solucién numérica del modelo.

A continuacién, en la figura 37 se muestran los perfiles de velocidad simulados para
diferentes amplitudes y frecuencias de campo magnético. Ahora, con el fin de obtener
perfiles con magnitudes cercanas a las reportadas en [2], en las simulaciones con WBF-1
se implement6 un valor de k = 3, 3, aunque en las mediciones experimentales se reporté
un valor de k = 0,47. De forma inicial, en la figura 37, la TDMAI predice un aumento
en la magnitud de los perfiles, en la medida que aumenta la intensidad y la frecuencia
de campo magnético. Asimismo, se observa, a partir de aproximadamente 6,8 mT, el
fenémeno de saturacién tanto para la velocidad lineal como la de giro (figura 37). Por
lo tanto, las predicciones de los perfiles a través de la TDMAI muestran una tendencia
similar a la reportada en los experimentos de Torres-Diaz et al. [2], tal como se observa

}. Valor a partir del cual se determina el pardmetro x y a su
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en la figura 38 (a). Aunque se debe considerar que el valor de k en las simulaciones fue
diferente al reportado en las mediciones experimentales.
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Figura 37: Perfiles de velocidad lineal y de giro en la geometria cilindrica para WBF-1,
bajo el efecto de diferentes amplitudes de campo magnético, a 150Hz y £ = 3,3. En el
problema ferrohidrodindmico se tiene en cuenta la ecuacion MRSh-74 como parte del sistema
de ecuaciones de la TDMALI, el término V- (yM + H) en la solucién de las ecuaciénes de
Maxwell y el término convectivo QevVM en la ecuacion MRSh-74.

De igual manera, se procede a implementar el algoritmo numérico para predecir
perfiles de velocidad de la muestra WBF-1, bajo el efecto de campos magnéticos de
diferentes frecuencias, pero con amplitud constante. En la figura 39 se puede observar
que, al contrario de la saturacién presentada en los perfiles por el aumento de la magni-
tud de B, al incrementar la frecuencia de rotacién del campo, se presenta un aumento
sostenido de la magnitud de los perfiles de velocidad predichos por el modelo. Estas
prediccidnes, a excepcion de la simulacion del perfil a 200 Hz, siguen la misma tendencia
de los experimentos reportados por Torres-Diaz et al. [2].

En las prediccion de los perfiles para esta geometria, se observa que la velocidad
lineal méxima, Uy, mas, Se presenta para un valor aproximado de % del radio total del
cilindro, a partir de este punto la velocidad empieza a decaer hasta que su valor se hace
nulo en la pared del contenedor, tal cual como se establecié en las condiciones de frontera
de no penetracién y no deslizamiento, Ec. (164). Por tal motivo, se puede deducir que
los cambios en la amplitud o en la frecuencia de rotaciéon del campo magnético, no
modifican el punto geométrico donde se presenta la velocidad maxima en el sistema.
Por otra parte, para los perfiles de velocidad de giro (figura 37 abajo), el punto de

120



Capitulo 3: Geometria cilindrica

C @) 1T m 75h2 (b)
81 @& gl ® 100 Hz
< 125 Hz
6| ® 4| ® 150Hz
- A & A 175 Hz °_.'°! T
B v £ w200 Hz j[i#fTH 1 s libdd
£ g 34 It ML T
> >
2 =
2 e
'I |
i | T | | b= T | | |
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
r [mm] r [mm]

Figura 38: Mediciones experimentales de los perfiles de flujo reportados en [2], para la muestra
WBF-1, contenida en geometria cilindrica, bajo el efecto de diferentes amplitudes y frecuencias
de rotacién de campo magnético, k = 0,47. En (a) f =150 Hz y en (b) B = 5,62 mT.

velocidad maxima, @, e, e presenta en el centro del cilindro, punto a partir del cual
la magnitud de la velocidad de giro disminuye, hasta llegar a cero en las paredes de este
mismo.

Con el fin de evaluar el efecto de k en la prediccion de los perfiles, se implementa el
algoritmo para la solucién numérica del sistema ferrohidrodinamico, para cinco valores
diferentes de esta variable. Los resultados mostrados en la figura 40 permiten observar
un desplazamiento del punto de velocidad maxima en los perfiles. De modo que, a
medida que aumenta el valor de &, esto es n° — 0, el punto de velocidad méxima se
acerca mas a las paredes del cilindro, asi como también, el valor de la velocidad de giro
de las nanoparticulas tiende a ser mas uniforme a lo largo de la coordenada radial 7.

3.6.6 Analisis del error: Inicialmente, se realiza un analisis del error de la metodologia
de solucion analitica y numérica, con el fin de evaluar el efecto de las aproximaciones
aplicadas en la referencia [3]. En la tabla 3 se encuentran las suposiciones implemen-
tadas en ambas metodologias de solucion.

En consecuencia, en la figura 41 se presentan los perfiles de velocidad obtenidos a
través de la metodologia analitica y numérca, para diferentes valores de campo mag-
nético, esto es, « = [0,016 0,24 0,96 1, 3]. En la figura 41, al igual que en la figura 25, se
observa una mayor discrepancia con el aumento de la intensidad de campo magnético,
lo cual se debe al fenémeno de saturacion del ferrofluido, situaciéon no considerada en
la referencia [3].

Adicionalmente, con el fin de observar las diferencias entre las predicciones de cada
método de solucién, para un rango mayor de valores de campo magnético, en la figura
42 se presenta la velocidad maxima de los perfiles en funcion del pardmetro de Langevin,
en donde también se observa la tendencia descrita en la figura 41.

Por su parte, en la figura 43 se hace una estimacion de la diferencia porcentual entre
las predicciones analiticas y numéricas de los modelos de TDMAI resueltos. En donde
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Figura 39: Perfiles de velocidad lineal y de giro en la geometria cilindrica para WBF-1,
bajo el efecto de diferentes frecuencias de campo magnético, a 5,62mT yv k = 3,3. En el
problema ferrohidrodindmico se tiene en cuenta la ecuacion MRSh-74 como parte del sistema
de ecuaciones de la TDMAI el término V- (M + H) en la solucién de las ecuaciénes de
Maxwell y el término convectivo QevVM en la ecuacion MRSh-74.
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Figura 40: Perfiles de velocidad lineal y de giro en la geometria cilindrica para WBF-1, bajo el
efecto de diferentes valores de k, con B =5,62mT y f = 150 Hz. En el problema ferrohidrod-
indmico se tiene en cuenta la ecuacion MRSh-74 como parte del sistema de ecuaciones de la
TDMALI el término V- (M + H) en la solucién de las ecuaciones de Maxwell y el término
convectivo Q2evVM en la ecuacion MRSh-74.

se puede observar, al igual que en la figura 27, una tendencia exponencial, inclusive
para bajos valores de campo magnético, es decir, a < 1.

Finalmente, con el proposito de evaluar cuantitativamente el modelo de la TDMALI,
en la figura 44 se comparan los valores de velocidad maxima obtenidos en la metodolgia
numérica, con las mediciones experimentales reportadas en [2]. Lo anterior, para valores
de B=[3,4 4,5 5,6 6,8 7,9 9,0 10,1 11,3] mT.

En el perfil de velocidad maxima de la figura 44 se observa que la no concordancia
teorfa-experimentos, reportada en la referencia [2], persiste. Sin embargo, la solucién
numérica del modelo de la TDMAI permite observar por primera vez el fenémeno de
saturacion de los perfiles, para un ferrofluido inmerso en una geometria cilindrica. Sin
embargo, se debe tener en cuenta que los efectos de magnestostriccion pueden ser signi-
ficativos en la presencia de campos magnéticos de intensidades moderadas y altas, como
los trabajados en esta investigacién. Ademas, en el modelo de la TDMAI que se resolvid
numéricamente, se implementé la expresion F = po (M, V) H, en vez de la Ec. (27).
En consecuencia, esta aproximacion puede afectar la precision de los resultados aqui
obtenidos, particularmente cuando se aplican intensidades de campo en las que o > 1.
Adicionalmente, las estimaciones de x obtenidas en la referencia [2] fueron realizadas
con base en un método que solo es valido para valores de a < 1y 2 < 1, lo cual difiere
de las condiciones en las que se obtuvieron los perfiles experimentales de la figura 44,
agregando incertidumbres relacionadas con el valor y la metodologia adecuada para la
estimaciéon de este pardmetro, ya que el valor obtenido en [2] es dos 6rdenes de mag-
nitud mayor que el reportado por Chaves et al. [3] y, a su vez, 13 érdenes mayor que
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Figura 41: Efecto del pardmetro « en las predicciones de velocidad en un contenedor cilindrico,

Vg (77)

f = 150Hz, k = 3.3, WBF-1.

Num representa la solucién obtenida a traves del

algoritmo numérico y An la solucién analitica a través del método de las funciones de Bessel,
[3]. & =1[0,016 0,24 0,96 1, 3].

Figura 42: Efecto del pardmetro « en las predicciones de velocidad méxima, vy (7).
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150Hz, k = 3,3, WBF-1. Num representa la solucién obtenida a traves del algoritmo numérico

y An la solucién analitica a través del método de las funciones de Bessel, [3].
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Figura 43: Efecto del pardmetro « en la diferencia porcentual de las predicciones de la veloci-
dad méxima, vg (7'), por medio de la solucién analitica y numérica del modelo de la TDMAL

f =150Hz, x = 3,3, WBF-1.

el obtenido en [48]. Finalmente, aunque en los experimentos de Torres-Diaz et al. [2]
se demostrd que el flujo principal no es debido a la no-homogeneidad del campo mag-
nético, se debe considerar que en sus mediciones se reportaron porcentajes de variacion
del campo magnético de 5% y 21%, en la direccién radial y axial, respectivamente.
Con lo anterior, al suponer M - VH = 0, no se estdn considerando estas contribuciones
en la generacion de flujo, posible causa de una parte de las discrepancias de los resul-
tados teodricos-experimentales, teniendo en cuenta la naturaleza ferromagnética de las
nanoparticulas que componen el fluido.

A continuacién, se procede a simular los perfiles de velocidad para un rango mayor
de valores de &, esto es, kK = [107! — 10%]. Lo anterior, con el fin de determinar los
efectos que tiene el pardmetro fenomenolégico 7', en los valores de velocidad méxima
predichos por el modelo. Asi pues, en la figura 45 se puede notar un aumento en los
valores de velocidad maxima hasta un valor kK = 3. Valor a partir del cual la magnitud
disminuye, y finalmente, para x > 150, los valores de velocidad maxima permanecen
invariantes. Estos resultados estan en concordancia con los presentados en la figura
40, en donde se observa una disminuciéon en la magnitud de los perfiles, ya que los
valores de k se encuntran en el rango en el que disminuye la velocidad maxima, esto es,
Kk =13,5,10, 15y 20].

Finalmente, se plantea realizar un estudio de la tendencia en las predicciones de
los perfiles de velocidad, para un mayor rango de intensidad y frecuencia de campo
magnético, en comparacion con los valores implementados por Torres-Diaz et al. [2].
Esto, con el fin de explorar, a través de simulaciones, el comportamiento de los perfiles
de flujo. Por esta razon, se seleccion6 un rango de [10°—10%] mT a una frecuencia campo
magnético de 150 Hz, y, adicionalmente, un rango de [10' — 10°] Hz a una densidad de
campo magnético de 5,62mT, con el propdsito de observar el comportamiento de la
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Figura 44: Comparacién de los resultados obtenidos con la TDMAI y las mediciones experi-
mentales de la referencia [2], para la geometria de la figura 33. En las simulaciones numéricas
se implementé la ecuacién MRSh-74, k = 3,3 y WBF-1. vy TDMALI representa la solucién
tedrica y vy Experimental las mediciones reportadas en [2]. Arriba: f = 150Hz. Abajo:
B =5,62mT.

velocidad maxima en los perfiles de flujo de la muestra WBF-1, obteniendo asi los
resultados de las figuras 46 y 47. En la figura 46 se puede observar que, al igual que
en el contenedor de geometria rectangular, en el contenedor cilindrico se presenta el
fenémeno de saturacién, para valores en los que a > 10°. El anterior resultado indica
que el fenémeno de saturacion se presenta de forma muy similar, independientemente
de la geometria del contenedor en estudio. Para mayor referencia, comparar las figuras
32 y 46.

3.7 OBSERVACIONES Y CONCLUSIONES

El aporte realizado en este capitulo fue la implementacion de la TDMAI para prede-
cir perfiles de velocidad lineal y de giro, 9y (7) y @, (), para muestras de ferrofluidos
contenidas en una geometrfa cilindrica de longitud axial Z infinita, bajo el efecto de
campos magnéticos rotativos en los que @ > 1 y €2 > 1. La base para estos resulta-
dos fueron los trabajos realizados de manera previa por Chaves et. al [3, 4] para esta
misma geometria, donde fueron aplicados campos en los que a < 1y 2 < 1, debido
a las limitaciones que presenté el método implementado para la solucion al sistema de
ecuaciones diferenciales del problema ferrohidrodindmico. No obstante, dichos trabajos
permitieron establecer una metodologia para la solucion del sistema de ecuaciones ferro-
hidrodindmicas en esta investigacion. Dicho lo anterior, después de realizar un analisis
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Figura 45: Velocidad méxima en funcién de la constante x, implementando la TDMALI para la
muestra de ferrofluido WBF-1, contenida en una geometria cilindrica de longitud axial infinita.
f=150Hzy B =5,62mT. En el problema ferrohidrodindmico se tiene en cuenta la ecuacion
MRSh-74 como parte del sistema de ecuaciones de la TDMAI, el término V- (M + H) en
la solucion de las ecuacidones de Maxwell y el término convectivo 2evVM en la ecuacién

MRSh-74.
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Figura 46: Velocidad maxima en funciéon del parametro de Langevin «, implementando la
TDMAI, para la muestra de ferrofluido WBF-1, contenida en una geometria cilindrica de
longitud axial infinita. f = 150 Hz; x = 3,3. En el problema ferrohidrodindmico se tiene en
cuenta la ecuacion MRSh-74 como parte del sistema de ecuaciones de la TDMALI, el término
V- (xXM + H) en la solucién de las ecuaciénes de Maxwell y el término convectivo QevVIM

en la ecuaciéon MRSh-74.
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Figura 47: Velocidad de traslacién y de giro maxima en funciéon de la frecuencia adimen-
sional 7, implementando la TDMALI, para la muestra de ferrofluido WBF-1, contenida en
una geometria cilindrica de longitud axial infinita. B = 5,62 mT; x = 3,3. En el problema
ferrohidrodinamico se tiene en cuenta la ecuacién MRSh-74 como parte del sistema de ecua-
ciones de la TDMALI, el término V - (xM + H) en la solucién de las ecuaciénes de Maxwell y
el término convectivo Q2evVM en la ecuacién MRSh-74.

a los resultados obtenidos en este capitulo se puede observar y concluir que:

e Para campos magnéticos en los que o > 1y Q > 1, la TDMAI predice perfiles
de flujo al reemplazar la ecuacién Sh-72, Ec. (43), por la ecuacién de magneti-
zacion MRSh-74, Ec. (44); ya que para a > 3 (¢ # 0) en la muestra WBF-1, al
implementar la ecuacién Sh-72; el algoritmo numérico no presentd convergencia.
Por tal motivo, no fue posible determinar los perfiles para estas condiciones. En
consecuencia, se descart6 el uso de la ecuacion Sh-72 en el modelo, para campos
magnéticos en los que a > 1y Q> 1.

e A diferencia de la geometria rectangular, en la geometria cilindrica se presenta un
torque instantaneo uniforme, tanto en la direcciéon radial como en la azimutal, lo
cual esta relacionado con la suposicion de uniformidad del campo magnético para
este tipo de geometria (VH = 0).

e La intensidad y la frecuencia de rotaciéon del campo magnético no influyen en el
punto geométrico en el que se presenta la velocidad maxima de las predicciones.

e Para la muestra WBF-1, en los resultados de la figura 45, se puede observar que
la magnitud del flujo del ferrofluido aumenta cuando el valor de x se encuentra en
el rango de 0 a 3. A partir de dicho valor, la magnitud de la velocidad maxima
disminuye, de forma menos pronunciada que en el aumento inicial, hasta un valor
aproximado de k = 150. Finalmente, se presenta lo que se podria denominar una
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invarianza en la velocidad pico de los perfiles, ya que esta magnitud permanece
constante para valores de k mayores a 150. Estos resultados estan en concordancia
con lo reportado por Chaves-Guerrero et al. [31] para un ducto rectangular, lo
cual indica que el comportamiento de los perfiles en funcién de la variable x (y en
consecuencia de 1) es independiente de la geometria del contenedor de la muestra
de ferrofluido.

Al aumentar el valor de la constante k, se genera un desplazamiento del punto
geométrico donde se presenta la velocidad maxima, ubicandolo en zonas més cer-
canas a la pared del cilindro. En consecuencia, se presenta una caida de velocidad
mas pronunciada, desde el valor de velocidad maxima hasta la velocidad en la
pared del cilindro. Por lo tanto, es notorio que el punto geométrico de velocidad
maxima en los perfiles de velocidad lineal es dependiente del valor de «, lo cual
establece uno de los efectos del “spin viscosity” (n') en los perfiles obtenidos.

Al aumentar la intensidad de campo magnético, se presenta, al igual que lo ob-
servado en la geometria rectangular, el fenémeno de saturacion en los perfiles de
velocidad, es decir, existe un valor de intensidad de campo magnético para el cual,
los aumentos en la intensidad del campo externo no producen un aumento en la
magnitud de la velocidad del ferrofluido. En ese sentido, se puede observar que
en la muestra de ferrofluido WBF-1, el fenémeno de saturacién se presenta para
valores de ae > 1 (ver figura 46). Estos resultados permiten intuir que el fenémeno
de saturaciéon estd mas relacionado con las caracteristicas del ferrofluido, que con
la geometria del contenedor de este mismo.

Por el contrario, al aumentar el valor de la frecuencia de rotacion del campo
magnético, se presenta un aumento sostenido de los valores de velocidad méxima
en los perfiles, hasta un valor critico en el que €2 ~ 3, como puede ser observado
en la figura 47. A partir de dicho valor de frecuencia, se presenta una disminucién
en los valores de velocidad maxima. Lo anterior sugiere que, a partir de cierto
valor critico de frecuencia de rotacién del campo, los dominios magnéticos de las
nanoparticulas pierden la capacidad de seguir la direcciéon del campo magnético
externo, debido a la velocidad de este tltimo.

Los resultados obtenidos a partir de la implementacion del algoritmo, para la
soluciéon numérica de las ecuaciones de la TDMAI, describen, de forma cualitativa
para a > 1, una tendencia similar a la presentada en las mediciones de velocidad
reportadas por Torres-Diaz et al. [2], para un contenedor cilindrico, tanto para
las variaciones de densidad como para las variaciones de frecuencia de rotacién
del campo magnético, tal y como se puede observar en los perfiles de velocidad
obtenidos y presentados en las figuras 37 y 309.

Los resultados obtenidos al simular la muestra WBF-1 con un valor de x = 3, 3,
presentan un comportamiento bastante similar (tanto cualitativa como cuantitati-
vamente), a las mediciones reportadas por Torres-Diaz et al. [2]. En donde, para
la misma muestra de ferrofluido, se reporté un valor de k = 0,47. Esta réplica
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parcial de resultados sugiere la necesidad de recalcular experimentalmente el valor
de la variable k, con el fin de obtener un mejor analisis de los datos obtenidos,
teniendo en cuenta que el célculo realizado, en el trabajo de Torres-Diaz et al. [2],
estd basado en la suposicion de campos magnéticos de baja intensidad (o < 1),
lo cual difiere de las condiciones del experimento realizado por dichos autores.

Las discrepancias que persisten entre la TDMAI y las mediciones experimentales
pueden ser reducidas al considerar los efectos de magnetostriccién, Ec. (27), en el
balance de momento lineal, Ec. (24). Teniendo en cuenta que estos fenémenos son
mas relevantes para valores de a > 1. Adicionalmente, se recomienda integrar al
modelo de la TDMALI los aportes de los gradientes de campo magnético, esto es,
VH # 0, con el fin de evaluar los efectos de la no-homogeneidad de la distribucién
del campo en la generacion de los perfiles de velocidad.

La solucién numérica del modelo, para o > 1y Q > 1, pudo ser obtenida, debido
a la implementacion de una condicion de frontera en el centro del cilindro. Dicha
condiciéon de frontera se establecié con base en la referencia [59], en la que se
determina el valor nulo de la componente radial del flux de campo magnético, a
lo largo del eje longitudinal del cilindro en 7 = 0. En otras palabras, en el centro
del contenedor del ferrofluido se debe cumplir que

ﬁr |F:0: _XM’I‘ |F:0 .

En resumen, el aporte realizado en este capitulo fue la implementaciéon de una
condicién de frontera en el eje axial del cilindro, la cual no habia sido considerada
anteriormente, y con la cual fue posible determinar los perfiles de velocidad para
campos magnéticos en los que o> 1y €2 > 1. De esta forma, se logré demostrar
que la TDMALI predice la saturacion de los perfiles para esta geometria, lo cual
no habia sido demostrado anteriormente, puesto que el modelo implementado por
otros autores no considera este efecto, al suponer y aproximar que Meq = xYH y
V-B=V. (XM + I:I> = V - H. Estas suposiciones han sido realizadas por otros
autores, con el fin de evitar la no linealidad en el sistema de ecuaciones resultante.
Por tal motivo, los datos obtenidos en este capitulo permiten realizar por primera
vez, una comparacion entre la medicion experimental de los perfiles y los resultados
de del modelo de la TDMAI, para una muestra de ferrofluido contenida en una
geometria cilindrica, bajo el efecto de campos magnéticos rotativos en los que o >
1y Q2> 1. Ya que en los modelos que han sido resueltos por otros autores, solo
aplican para a < 1y €2 < 1, lo cual no coincide con las condiciones experimentales
de los datos reportados en la literatura cientifica.
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CAPITULO 4

PERFILES DE VELOCIDAD DE FERROFLUIDOS BAJO EL
EFECTO DE CAMPOS MAGNETICOS ROTATIVOS DE BAJA Y
ALTA INTENSIDAD, CONTENIDOS EN UNA GEOMETRIA
ANULAR

4.1 INTRODUCCION

En una geometria anular, a diferencia de una geometria cilindrica, la intensidad de
campo magnético no es uniforme, es decir, VH # 0. Por tal motivo, el término
relacionado con la fuerza magnética, ug M - VH, es diferente de cero. Por lo tanto,

19H,

se requiere integrar el término g My ( + HT) dentro de la ecuacién de balance

r 00
de momento lineal, Ec. (161), el cual fue despreciado en el contenedor cilindrico del

capitulo 3. Al ingresar dicho término en las ecuaciones del problema hidrodinamico, se
debe implementar la condiciéon de frontera del campo magnético Hy, con relacion a la
coordenada azimutal €, tal como se establecié anteriormente en la Ec. (172).

Adicionalmente, en el problema magnético, se requiere de las condiciones de frontera
en el centro y en las paredes del cilindro interno, como también, en las paredes del
cilindro externo, por donde circula una densidad de corriente superficial, fuente del
campo magnético rotativo. Al igual que en la geometria cilindrica, las condiciones de
frontera estan relacionadas con la continuidad de la componente normal de la densidad
de campo magnético B,, y el salto de la componente azimutal de la intensidad campo
magnético Hy, [43].

El objetivo principal de este capitulo es obtener la solucién numérica del modelo
ferrohidrodindmico de la TDMAI, implementando la ecuacién MRSh-74, para campos
magnéticos en los que a > 1y 2> 1, con el fin de observar el desempefio del modelo,
con base en las mediciones experimentales de Torres-Diaz et al [2]. Todo lo anterior,
para una geometria anular.

4.2 DESCRIPCION FiSICA DEL SISTEMA

El sistema fisico consta de una muestra de ferrofluido, inmersa en el espacio anular de
dos cilindros concéntricos estaticos, que son de longitud axial infinita. Uno ubicado en
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la region < R; y el otro ubicado en la regién Ry < r < Rj3 (ver figura 48). Las paredes
de la geometria coaxial estan realizadas con material no magnético de permeabilidad
magnética relativa p,.. La fuente del campo magnético rotativo, al igual que en la
geometria cilindrica, es una densidad de corriente sinusoidal Ky = K cos (f — 9) 1.,
en las paredes externas de la geometria, es decir, r = Rs3. Las lineas discontinuas
de la figura 48-ii) corresponden a un bosquejo general de los perfiles de la magnitud
de la velocidad lineal, vy (1), propuestos de manera previa en las referencias [6, 17].
Con el fin de analizar el fenomeno del flujo, el sistema fisico de estudio se divide en
tres regiones: la region 1 corresponde al cilindro interno no magnético en r < Ry, la
region 2 corresponde al ferrofluido ubicado en el espacio anular donde Ry < r < Ry vy,
finalmente, la regién 3 corresponde al cilindro externo ubicado en Ry, < r < Rj.

Con el fin de simplificar la solucion del sistema magnético, se supone que Ry = R3,
despreciando, de esta forma, el espesor del cilindro externo que separa al espacio anular
(donde se encuentra el ferrofluido), con la densidad de corriente que produce el campo
magnético rotativo, lo cual reduce el analisis del sistema a la regién 1 y 2. Siendo asi, la
region 1: el espacio fisico en el que se encuentra el cilindro interno del contenedor anular,
es decir, r < Ry, y por su parte, la region 2: el lugar en el que se encuentra contenido
el ferrofluido, esto es, Ry < r < R,. Ahora, con referencia a los valores adimensionales
del radio del contenedor (7), y con el fin de implementar las expresiones adimensionales
del modelo ferrohidrodinamico, se tiene que la region 1 y 2 estan delimitadas por las
zonas en las que 7 < vy v < 7 < 1, respectivamente, siendo v = R1

De manera similar a las geometrias estudiadas anteriormente, las bases de los resul-
tados reportados en este capitulo son las establecias en las referenmas [4, 6, 17, 55].

4.3 ECUACIONES VECTORIALES GOBERNANTES

4.3.1 Problema hidrodindmico: Las ecuaciones que forman el problema hidrod-
indmico del contenedor anular, al igual que en la geometria cilindrica, son la Ec. (30) y
(31). Considerando el término de la fuerza magnética, ﬁ M - VH, el cual es diferente

de cero (en el contenedor anular), debido a la no uniformidad del campo magnético [4].

De modo que, este término, en la direcciéon del movimiento del ferrofluido, viene dado
por la Ec. (207).

= -~ = - OHy My (0OHy -
fg_(M VH)H_ S TaRa (ae +Hr> : (207)

Como se puede observar en la Ec. (207), la fuerza magnética es dependiente del
tiempo, ya que H, y Hy son funciones del tiempo ¢. Por tal motivo, para la solucién
del sistema de ecuaciones hidrodinamicas se requiere, al igual que en la geometria
cilindrica, calcular los valores promedio, tanto para la fuerza magnética como para el
torque magnético. Estos valores se determinan con la ayuda de la Ec. (86).

4.3.2 Condiciones de frontera del problema hidrodinamico: Para las condi-
ciones de frontera, se debe tener en cuenta la simetria axial en los perfiles de velocidad.
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Figura 48: Geometria anular (cilindros coaxiales no magnéticos) de longitud axial infinita en
la direccién i, y permeabilidad magnética relativa p,., en donde i) representa la vista frontal
y i) la vista superior de la geometria anular. Con el fin de simplicar la solucién del sistema
magnético se desprecia el grosor del cilindro externo, es decir, se asume que Ry = Rs. El
campo magnético rotativo H gira alrededor del eje axial Z, y es generado por el devanado
de un motor de induccién trifasico de dos polos, el cual se modela a través una distribucién
de corriente superficial, Ks = K cos (f — 0) i, = R {K ed (E=nf) } 1, en las paredes del cilindro
externo (r = Rp).

Asimismo, se debe implementar la condicion frontera de no deslizamiento y no pene-
tracion, en las paredes del cilindro interno (7 < ) y externo (y < 7 < 1). Lo anterior,
se resume en la Ec. (208).

5o (0) = (0+27)  @.(0) =@, (0+27),
7y (1) = 0,
J 0.

(208)

En la Ec. (208), v = % y representa el valor adimensional del radio, en donde se
encuentra la frontera entre el cilindro interno y la muestra de ferrofluido.

4.3.3 Problema magnético: Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en la ge-
ometria rectangular y cilindrica (capitulo 2 y 3), en el problema magnético se imple-
menta la ecuacion MRSh-74, con el fin de determinar los perfiles de velocidad, para
valores de campo magnético en los que a > 1y € > 1. Por tal motivo, el sistema
magnético estd compuesto por la Ec. (13), (44)-(46).

4.3.4 Condiciones iniciales magnéticas: Las condiciones iniciales que gobiernan

el problema magnético son M, (7,6,0) = 0y My (7,6,0) = 0, debido que al energizar
la fuente de campo magnético, la magnetizacion del ferrofluido no experimenta saltos
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escalonados en el tiempo. Ahora, con relacion a la intensidad de campo magnético
H, no se requieren de condiciones iniciales, ya que en el problema magnético no se
presentan derivadas temporales para las componentes de esta variable (H, y Hy).

4.3.5 Condiciones de frontera magnéticas: Las condiciones de frontera del prob-
lema magnético son las mismas Ec. (66) y (67), implementadas en el capitulo 3, pero
adaptadas al sistema fisico de la geometria anular de la figura 48. Dichas condiciones
de frontera se muestran en la Ec. (209)-(212).

B,|i— = 0, (209)

(11 R (1 _
?7“ =y Bir‘f:’y - (210>
HyllL — Hylf_ =0, (211)
Hyls—y = — cos (f— 0) : (212)

En la Ec. (209) se tiene en cuenta la continuidad del flujo de campo magnético, en
la componente radial, alrededor de todo el eje axial [59]. De igual forma, las Ec. (210)
y (211) estan relacionadas con la continuidad de la densidad de campo magnético en la
direccion radial, al igual que la continuidad de la componente azimutal de la intensidad
de campo magnético, debido a la no existencia de corriente eléctrica en esta parte del
sistema en estudio (7 =) [9]. Por su parte, la Ec. (212) es el resultado del salto en
la magnitud de la intensidad de campo magnético tangencial, en la pared externa del
contenedor (7 = 1), por donde circula la densidad de corriente, fuente generadora del
campo magnético rotativo [9].

4.4 SOLUCION PARA a < 1

Aligual que en las otras geometrias tratadas en este documento, la base de los resultados
de esta investigacion fueron los trabajos reportados por Chaves et al [4, 6, 17], quienes
determinaron de forma analitica los perfiles de velocidad de ferrofluidos contenidos en
una geometria anular, bajo el efecto de campos magnéticos en los que a < 1y Q < 1.
En la metodologia implementada en la referencia [4, 6, 17], los autores despreciaron
todos aquellos términos dependientes de la magnitud del campo magnético aplicado, ya
que € — 0. Asimismo, se tuvo en cuenta que V -w = 0, bajo la suposiciéon de campos
de baja amplitud. A continuacién, con el propdsito de contextualizar la validacién del
algoritmo que serd implementado para a > 1y 2 > 1, se muestra, de forma general, el
procedimiento para obtener la solucién reportada en el trabajo de Chaves et al [4, 6, 17].

4.4.1 Problema magnético: Primeramente, a partir de la forma funcional de la
densidad de corriente superficial en la pared del cilindro externo, Ec. (160), se supone
que el campo magnético y la magnetizacion generados en la regién 2 se pueden expresar
como:
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f, (7,0,7) = R { (Hy (F) i + Mo (7)) ej(”)} , (213)
M, (7,0,8) = R { (Myz (7) i + Mo (7) i eﬂ'(f—e)} : (214)

en donde _HT’Q, ]:1972, th y M@yg representan las componentes complejas del campo
magnético y la magnetizacion en la region 2 (figura 48). Adicionalmente, para la solu-
cién a campos bajos, Chaves et al [4, 6] implementaron la ecuacién Sh-72, la cual, para
campos magnéticos en los que o < 1y 2 < 1, se puede expresar como lo establecido
en la Ec. (173). En consecuencia, al resolver la Ec. (173), las componentes complejas
de la magnetizacién se expresan en la Ec. (175), las cuales también fueron implemen-
tadas en el contenedor cilindrico. De igual manera, considerando las leyes de Maxwell y
teniendo en cuenta la Ec. (213), las ecuaciones diferenciales que describen la intensidad
de campo magnético fueron presentadas en la Ec. (176). Asi pues, al resolver la Ec.
(176) para la geometria de la figura 48, se obtiene la Ec. (215) y (216).

I I
=Ci+ C y Hp =— <Cf %) (215)
17 17
HIT =0l 4 C y HI = (C” %) (216)

En las Ec. (215) y (216), los stper indices I y I1 indican que estd relacionado con
la regién 1 y 2 del sistema fisico, respectivamente. Teniendo en cuenta que el campo
magnético debe permanecer finito en toda la geometria de estudio, para la region 1
(r <7), es necesario que C = 0. Por lo tanto, las componentes complejas de la
intensidad de campo magnético en esta region estan dadas por la Ec. (217).

=Cf vy Hj=-jcCy. (217)

A continuacion, se aplican las condiciones de frontera magnética en las interfases,
7=~y 7 =1, para determinar el valor de las constantes C{! y C}. Estas condiciones
de frontera son expresadas en la Ec. (218)-(220).

mplt! () = ( )+><Mfl (), (218)
Hy (v ) o (1) (219)
ar (1) ~1. (220)

Reemplazando la Ec. (216) y (217) en las Ec. (218)-(220), se obtiene el siguiente
sistema de ecuaciones.
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CIT\ (1+Q+x
Tc[ — CII—|— 2 _ 7
Ci
CI — CII e’ ’
1 1 v
cll —cif = —j. (221)

Con base en el sistema de tres ecuaciones con tres incognitas de la Ec. (221), se
determinan los valores de las constantes C; y C5 de ambas regiones, y a su vez, en la
Ec. (222) y (223), se expresan las componentes complejas de la intensidad de campo
magnético.

N | a+jp
Hr(r)—H&Jrﬁ(l— P > (222)
A —1 ]
Hg(f)zw<1+o‘;ﬁ>, (223)

en donde

g (14 x)7+ Q2| — 2 (1+Q2)
(1o (1+ %) + pp)” + Q2 (1 + pro)?

2x o 2
8 i 7 (225)
[0 (1 + X) + pp)* + Q2 (1 + p10)?

De acuerdo con la Ec. (222) y (223), se puede observar, a diferencia de lo obtenido
para la geometria cilindrica, que la intensidad de campo magnético en un contenedor
anular es dependiente del radio, es decir, no es uniforme. Entonces, al reemplazar
las Ec. (222)-(225) en la Ec. (175), se determinan las componentes complejas de la
magnetizacién de orden cero, las cuales son expresadas en la Ec. (226).

MT: l+713-‘i- (1 _ﬁyﬁ) . Mgz 1+;1+ﬁ (1 +~a:~*r2]6)
14+5Q 1450

«

o (224)

(226)

Por su parte, la fuerza magnética promedio de orden cero, < f~9>t o 5¢ puede obtener

a partir de la siguiente expresién [4, 6]:

<f9> S []—A.l*dHe g, 485

= - + H,
£0 14 52

1 (7% 1 1T
e = +7:(H9HT+H9HT)1. (227)

En la Ec. (227), el stmbolo * indica el complejo conjugado del valor que le precede.
De esta forma, al reemplezar la Ec. (222), (223) y (226), en la Ec. (227), Chaves et al.
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[4, 6] obtuvieron la Ec. (228), que representa el valor de la fuerza magnética promedio
de orden cero.

T 2(a?+ %) Q 1
<f9>t,o o {(1 + a)2 + 62} (1 + Q2) 7o

De forma similar, obtuvieron el valor del torque magnético promedio de orden cero,
dado por la Ec. (229).

(228)

{2 - a2+52>. (229)

<lz>t,o - <M % H>t,0 - {(1 + a)Q + 52} (1 + QQ) (1 oM

4.4.2 Problema hidrodinamico: Por otra parte, el sistema de ecuaciones hidrod-
inamicas estd compuesto por la componente azimutal de la ecuaciéon de balance de
momento lineal, Ec. (30), la componente vertical de la ecuacién de balance de mo-
mento angular interno, Ec. (31), la fuerza magnética de orden cero, Ec. (228), y el
torque magnético de orden cero, Ec. (229). De forma que, el sistema de ecuaciones
hidrodinamico de la geometria anular, para o < 1y € < 1, estd conformado por la
Ec. (228)-(231), con la aplicacién de lo establecido en la Ec. (36).

dd. . do. ¢ -\
776% [fdf(rve)] —2¢ JF +5< 0>t =0, (230)
od . dpid(dw\ (L),
Far T00) 40+ e ( df)+ 5 0 (231)

Una vez planteado el sistema a resolver, Ec. (228)-(231), se procede a discretizar.
Dando como resultado la Ec. (232)-(235).

—0g,i  Up,i—1 — 20p,; — Vi W, i1 — Wy i C /x
776( A 1 H)‘C( +1 : 1):_Q<f9>ti’ (232)

T AT?

Vg,i Vg, it1 — Vg, i—1

2

T 2AF
~ 477 1 (Dz,i - (Dz,i— (Dz,i— - 2<Dz,i + a)z,i - - <[Z> Vi
— 40, + e (fi +12Af 1 1 N +1> _ . ¢ C(233)
~ B 2 (a? + 3?) Q 1
(fo), ;= (el + 7] (1+) 7 (234)
~ - Q B a2 +B2
<lz>t,i o {(1 —l—Oz)Q +52] (1+§~22) (1 7 > (235)
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En el sistema de ecuaciones anterior, la variable ¢ corresponde a los nodos de la
coordenada radial 7. Para mayor referencia ver figura 35.

4.4.3 Metodologia algoritmo solucién: Una vez establecido el sistema de ecua-
ciones discretas del modelo ferrohidrodindmico para o < 1y < 1, se ejecuta la
metodologia mostrada en la figura 49. Es de notar que, esta metodologia difiere de
la establecida en la figura 9, debido a que en el sistema de ecuaciones trabajado por
Chaves et al [4, 6], se ha resuelto de forma analitica el problema magnético. Dicho lo
anterior, el resumen del procedimiento para la solucién se expresa a continuacion:

1. Ingresar las caracteristicas del ferrofluido, la geometria del contenedor y las particula-
ridades de la simulacién a realizar (cantidad de nodos, iteraciones maximas, entre
otros).

2. Calcular los valores de la fuerza magnética, < f9>t , v el torque promedio de orden

)

cero, <l;>t , con la implementacion de la Ec. (234) y (235).

)

3. A partir del torque y la fuerza magnética promedio de orden cero, calculado en la
iteracién anterior (en el caso de la primera iteracion se asume el valor de torque
promedio inicial suministrado por el usuario), determinar los perfiles de velocidad

lineal y de giro, teniendo en cuenta que vy = f (f, @, fg) yw, =f (7“ o, L ) Ec.
(232) v (233).

4. Si las velocidades no alcanzan convergencia, volver al paso 3. De lo contrario,
establecer a 0y (7) y @, (7) como los perfiles de velocidad de orden cero, corre-
spondientes al valor de torque y fuerza magnética promedio del punto radial en
cuestion.

4.5 SOLUCION PARA o> 1

A continuacion, se plantea el sistema de ecuaciones ferrohidrodinamico para una mues-
tra de ferrofluido en el contenedor de la figura 48, bajo el efecto de campos magnéticos
para los que @ > 1y © > 1. Asimismo, se presenta la discretizacion del modelo y la
metodologia de la solucion numérica implementada.

4.5.1 Problema hidrodinamico: El sistema hidrodinamico es el mismo planteado
para a < 1, ya que, al igual que en la geometria cilindrica del capitulo 3, aunque € # 0,
en la Ec. (193) se determina la nulidad del término dependiente de la divergencia de la
velocidad de giro, es decir, V + @& = 8°JZ = 0. Por tal motivo, el sistema de ecuaciones
hidrodindmicas estd compuesto por la B (232) y (233), con las condiciones de frontera
de la Ec. (208). Estas ultimas son discretizadas y presentadas en la Ec. (236).

07 69,nder = 07
0, @onger =0, (236)
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Propiedades FF, v, (x, ¥)inicial
Célculo de (l;)r; (fo)ei
de orden O

Calcular @+t = f(v¥,(1,)f),
vErL = f(@FH, (fp)F)

Imprimir w®*1 = £(v¥,(1,)¥)

VIc+1 — f(wk“, (fe)’f)

Figura 49: Diagrama de flujo de la metodologia del algoritmo, para la solucién numérica
del sistema de ecuaciones hidrodinamicos de la TDMAI, para muestras de ferrofluido en un
contenedor anular y campos magnéticos en los que o < 1y Q < 1. El problema magnético
ha sido resuelto de manera analitica por Chaves et al [4, 6]. Por tal motivo, la discretizacién
es realizada sélo para el problema hidrodinamico.

En la Ec. (236), nder corresponde al ntimero de nodos en los que se ha discretizado
la coordenada radial del contenedor.

4.5.2 Problema magnético: El sistema de ecuaciones magnéticas estda formado
por la Ec. (196)-(200), con las condiciones de frontera de la Ec. (209)-(212). Estas
condiciones de frontera son discretizadas y presentadas en la Ec. (237).

Peolr 4 (e = 1) M5 |1 = 0,

T,
Pk Pk ik
e HY 5 |1 = HY G i+ XM [,
Hy's_ 1= Hi5_ |,
f{g:kle‘[[ = — COS (fk — 93> . (237)

En las expresiones de la Ec. (237), las variables 4, j y k corresponden a los nodos
de las variables 7, 6 y t, respectivamente. Para mayor ilustracion ver figura 50.

4.5.3 Derivadas en la frontera 7 = +: Para la solucién numérica del sistema de
ecuaciones magnéticas fueron implementadas las diferencias finitas hacia atrds, tal como
se muestra en la Ec. (238).
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Nodo coordenada 6 > Nodo variable t

~];k I—’ Region del sistema
MT' l fisico
T

Componente del vector — Nodo coordenada 7

Figura 50: Esquema de término discreto en donde las variables i, j, k corresponden a los nodos
en la coordenada radial 7, la coordenada azimutal # y la variable temporal £, respectivamente.
Asimismo, los simbolos I y I representan la regién I y I1, correspondientemente, del sistema
anular en estudio.

aﬁr ~ Flvj":f B ﬁv‘z:f—l
or AT '

Por tal motivo, la metodologia de solucién hace un recorrido de los nodos radiales
(de dentro hacia fuera), comenzando en el nodo posterior al del centro del cilindro
interno (i = 2), y finalizando en las paredes del cilindro externo (i = nder), tal como
se referencia en la figura 51. En este orden de ideas, en la frontera 7 = =, los nodos
asignados corresponden a la region [ y I al mismo tiempo. De ahi que, en la aplicacion
de las diferencias finitas en esta frontera, es necesario especificar la region a la que se
hace referencia en la operacién.

Ahora, con el fin de resolver numéricamente el problema magnético, es necesario
trabajar los términos de la frontera de la pared del cilindro interno (7 = ) referidos solo
a una de las dos regiones, es decir, en funcion de las variables de la region I o en funciéon
de las variables de la regién II, pero no con ambas al tiempo, ya que esto conllevaria a
un mayor niumero de incognitas que de ecuaciones disponibles en el sistema, lo cual no
harfa posible determinar los perfiles de flujo del ferrofluido para esta geometria, bajo
estas condiciones, es decir, « > 1y @ > 1. En consecuencia, en la Ec. (239) se
expresan las componentes de la intensidad de campo magnético y magnetizacion de la
region I, en funcion de la intensidad de campo magnético y magnetizacion de la region
IT (el procedimiento se presenta en el Anexo C). Lo anterior, con el fin de expresar los
términos en la frontera, 7 = 7, en funcién de los términos de la region 11, dado que en
esta zona es donde se pretende realizar la estimaciéon de los perfiles.

(238)

y (1+x)

ey = X
e = B,

. 1 3

7 H{ N 5 v

MéIIF:v = ~0H|F=7' (239)
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I:Regionl - 7 <7y
- . Rexid =2
Pared cilindro II:Region Il - 7>y

interno7 =y

62
] ~ .k 57k
oH, H.y —H.; 4
1
Pared cilindro o or AT
externo ¥ =1 — i1

® Nodosdela regién I

® Nodos de la frontera # = Y
A7 : Paso coordenada 7

A6 : Paso coordenada 6 912 913 gl4 ® Nodos dela region I1

Figura 51: Esquema de discretizaciéon en la direccién radial y azimutal del contenedor anu-
lar de longitud axial Z infinita. Los circulos de color negro, magenta y azules representan,
respectivamente, a los nodos en los que se ha discretizado la regiéon I (7 < ), la frontera en
7=y ylaregion I (v <7 < 1). Por su parte, nder y ndef son el nimero de nodos espaciales
en la coordenada 7 y 6, correspondientemente, los cuales son seleccionados por el usuario del
algoritmo de soluciéon numérica. A7 y Af representan el paso en la coordenada 7 y . Para
este esquema ilustrativo nder = 9 y ndef = 16.

Como puede observarse en la Ec. (239), para la componente radial, tanto de la
intensidad de campo magnético como de la magnetizacién, el salto en la frontera 7 = ~
depende de la relacién entre las permeabilidades magnéticas relativas de cada region,
mientras que para la componente azimutal, de estas mismas variables, no se presenta
ningun tipo de cambio a lo largo de la interfase. En este orden de ideas, las ecuaciones
de Maxwell discretas, expresadas en la Ec. (199) y (200), especificamente para los nodos
de la regién I en los que 7 = v, quedan expresadas en la Ec. (240) y (241).

AVHZS 1 +ByHy oy 1 —cHPE | el F =0, (240)

AHPR | 4+B HYE | eH) S | —eH) ) 1=

r,y—1 0,~
— X {ANZE |1+ B NZE_ L | +eMFh |1 —eM3L R ), (241)
en donde
A -1+ B -2 =L (242)
K AF’ K AF’ AG’

Con el fin de expresar todas las ecuaciones discretas en funcion de las variables de
la region I1, dado que en esta region es donde se generan los perfiles de velocidad, la
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Ec. (240) y (241) son reformuladas y presentadas en la Ec. (243) y (244), considerando
lo establecido previamente en las condiciones de frontera de la Ec. (239).

AHPS |1 +ByHPS [ —¢ B | +¢ HIZME (1= 0, (243)

ALHPE |1 +B HPE | +eHYS |1 —cH) ) F 1=
- X {A;Mf,’ff i1 +B,MPS | +eM | —eM |H}, (244)

en donde

A= (1 + &) “:X), (245)
¢ = 2+ (246)
/’LT

4.5.4 Fuerza y torque magnético: Una vez resuelto el sistema de las ecuaciones
de Maxwell, se obtienen los valores Hﬁf y Hgf . Seguidamente, se procede a la solucion
de la ecuacién de magnetizacion MRSh-74 en cada una de sus componentes, tal cual

como se resolvié para la geometria cilindrica, con el fin de obtener los valores M} y

Mgf en toda la zona geométrica que contiene el ferrofluido, es decir, v <7 < 1.

Una vez resuelto el problema magnético, se obtienen los valores de la fuerza y el
torque ( ~g; f y lzlf) para cada uno de los nodos de la discretizacion, los cuales son del
dominio temporal k. Por tal motivo, se calcula el valor promedio de dichas cantidades,

<f9>z 'y <ZZ>Z ,, tal como lo expuesto en la Ec. (247) y (248), aplicando el concepto de

la Ec. (86), con el fin de implementar estos valores en las ecuaciones hidrodinamicas
del sistema, Ec. (232) y (233). De esta forma, al resolver el sistema hidrodinamico
resultante, se determinan los perfiles de velocidad lineal y de giro vy (7) y @, (7), re-
spectivamente.

- ST ST TR
<fe>; = <M3,’f (4; A:[é”J + gk : (s; Aglé” ) + [ijk > . (247)
t

(L), = (Mt EpE - NP HLY) (248)
4.5.5 Metodologia algoritmo soluciéon: La metodologia que ejecuta el algoritmo
numeérico de solucién es la misma que se presenta en la figura 9, ya que en la geometria
rectangular, cilindrica y anular los procedimientos que se ejecutan son los mismos. En
este orden, se procede a realizar la validacion del algoritmo numérico, por medio de
la comparacion de los resultados de las simulaciones con los resultados de la soluciéon
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analitica de Chaves et al [4, 6]. Esta tltima solo aplica para campos magnéticos en
los que o« < 1y Q2 < 1. Debido a lo anterior, se realiz6 la simulaciéon para un
campo magnético de 0,1 mT, que para las caracteristicas particulares de la muestra de
ferrofluido WGBF-1 (ver tabla 2), corresponde a un valor oo = 0, 03.

Debido a la falta de recursos computacionales disponibles, para la ejecucion del
algoritmo con una cantidad adecuada de nodos angulares (ndef > 5000), se hicieron
aproximaciones ajustadas a las caracteristicas del sistema en estudio, con el fin de
realizar la validacion del algoritmo numérico.

4.5.6 Validacion del algoritmo I: En la figura 52, se muestra el comportamiento
de la fuerza magnética promedio a lo largo del dominio radial del contenedor de la figura
51, con v = 0, 2. En estos resultados se observa que la magnitud de la fuerza magnética
decae exponencialmente, haciéndose practicamente nula en la mayoria de los puntos
radiales del dominio (a diferencia de los puntos cercanos al cilindro interno). Debido
a la anterior observacion, la primera forma para validar el algoritmo es a través de la

suposicién de la nulidad de esta fuerza en todo el dominio radial, tal como se expresa
en la Ec. (249).

( f9>i ~0. (249)

Dicho lo anterior, se procede a realizar la simulacion de los perfiles de velocidad lineal
y de giro, 0y (7) y @, (7), de la muestra WGBF-1, para una densidad de campo mag-
nético B = 0,01 mT, que equivale a o = 0,003 y una frecuencia f = 1Hz, equivalente
a €2 = 0,015. En la figura 53, vy 120 y w, 120 corresponden a las soluciones obtenidas
con el algoritmo numérico, el cual implementa el torque magnético analitico de orden
cero de las referencias [4, 6]. Por su parte, v¢ MRSh y w, MRSh representan las solu-
ciones obtenidas a través del algoritmo numérico, el cual se pretende implementar para
ferrofluidos bajo el efecto de campos magnéticos en los que a > 1y 2> 1.

4.5.7 Validacion del algoritmo II: Con el propdsito de tener en cuenta el término
fy dentro de las ecuaciones hidrodindmicas de la TDMAL se asume que < f9>zi #0
en todos los puntos del dominio anular de la figura 51. Ahora, en la figura 54 se
presentan los resultados del problema magnético (]:Ir, Hy, M,, Mg). De modo que,

“an” representan las soluciones analiticas obtenidas en las referencias [4, 6], mientras que
“num” representan las soluciones numéricas obtenidas por medio de la implementacion

de la Ec. (196)-(200), (232) y (233). A partir de estos resultados, en la Ec. (250) se

establece la relacion entre H, y Hy.

OH, -
—  ~—H.. 2
-, (250)

Por tal motivo, la fuerza magnética de la Ec. (207) puede ser aproximada de la
siguiente manera:
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%1073
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Figura 52: Representacién grafica de la expresion analitica de la fuerza magnética, fy (7),
obtenida por Chaves et al [4], aplicada a la muestra de ferrofluido WGBF-1, B = 0,01 mT,
a=0,003, f =1Hz, Q =0,015, k = 3,3 y contenida en la geometria anular de la figura 48,
para7:0,2,a<<1y§~2<<1.
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Figura 53: Validacion I del algoritmo numérico implementado para la solucién de problema
ferrohidrodindmico en la geometria anular. En la validacién se utilizaron los resultados de la
solucién analitica obtenida por Chaves et al [4]. Adicionalmente, se asumi6 fo=0, f=1Hz,
B =0,01 mT, o = 0,003, Q= 0,015 y k = 3,3 en WGBEF-1. v91z0 y w, 120 representan la
solucién analitica, valida para o < 1y Q) < 1, mientras que vg MRSh y w, MRSh representan
la solucién obtenida a través del algoritmo de solucién numérica, valida para o> 1y Q> 1.

~ -~ ~ dHy
fo=(M-VH) ~ M, s (251)

Con base en la Ec. (251), se procede a realizar la simulacion de los perfiles de
velocidad lineal y de giro, 7 (7) y @; (7), de la muestra WGBF-1, para una densidad de
campo magnético B = 0,01 mT (a = 0,003) y una frecuencia f = 1Hz (2 = 0,015).
En la figura 55, vy 120 y w, 120 corresponden a las soluciones obtenidas con el algoritmo
numérico, el cual implementa la fuerza y el torque magnético de orden cero. Por su
parte, vp MRSh y w, MRSh representan las soluciones obtenidas a través del algoritmo-
solucion, para a > 1y €2 > 1. La cantidad de nodos implementados en las simulaciones

fueron nder = 50 y ndef = 100.

4.5.8 Resultados y analisis: Una vez validado el algoritmo numérico de solucién,
con el cual se pretende determinar los perfiles de velocidad de una muestra de ferrofluido
contenida en la geometria descrita en la figura 48, se procede a realizar las simulaciones
para diferentes valores de intensidad de campo mangético y frecuencia de rotacion en
los que a > 1y € > 1. El proposito de esta secciéon es mostrar el desempeiio de
la ecuaciéon MRSh-74 dentro de la TDMAI, comparando los resultados obtenidos por
medio de simulaciones con las mediciones experimentales de la referencia [2]. En este
orden de ideas, en la figura 56 se muestran los perfiles de velocidad del ferrofluido
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M,
1
an
O 5 @ num
0e
0.5
-1
0 5 10 0 5 10
i i
H, Hy
1 1 »
an
0.5 ® - num 0.5
05 0.5
1 -1 st ko
0 5 10 0 5 10
f i

Figura 54: Resultados analiticos y numéricos para la intensidad de campo magnético H y la
magnetizacion M, de la muestra de ferrofluido WGBF-1 contenida en una geometria anular.
Los resultados mostrados corresponden para el punto en donde 7 = 0,6 y § = wrad . fy =0,
f=1Hz, B=10,01 mT, a = 0,003, Q = 0,015 y x = 3.3. an representa la solucién analitica
obtenida por Chaves [4] y num representa la solucién del sistema ferrohidrodindmico de la
TDMAI, obtenida a través del algoritmo de solucién numérica, implementando la ecuacién
MRSh-74 para la descripcién del problema magnético.
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Figura 55: Validacion II del algoritmo numérico implementado para la soluciéon de problema
ferrohidrodindmico en la geometria anular de la figura 48, en donde se tiene en cuenta la
ecuacién MRSh-74 en el sistema de ecuaciones de la TDMAI, el término V- (YM + H) en
la solucion de las ecuaciones de Maxwell y el término convectivo 2evVM en la ecuacién
MRSh-74. En la validacién se utilizaron los resultados de la solucién de orden cero para
o < 1, obtenidos por Chaves et al [4]. Asimismo, se asumié fy ~ M, dg;", f =1Hz,B =
0,01 mT,a = 0,003, k = 3,3 y la muestra de ferrofluido WGBF-1. vg1z0 y w, 1z0 representa
la solucién analitica obtenida por Chaves et al [4]. vg MRSh y w, MRSh representa la solucién
obtenida a través del algoritmo de solucién numérica, diseiado para obtener los perfiles de
velocidad de ferrofluidos sometidos a campos magnéticos en donde o> 1y Q> 1.

148



Capitulo 4: Geometria anular

WBEF-2, para los diferentes valores de densidad de campo magnético, a una frecuencia
de 150 Hz y un valor de x = 0,44. En donde se puede observar un aumento en la
magnitud de los perfiles de velocidad en la medida que aumenta la magnitud del campo
magnético externo. Adicionalmente, se puede observar, a partir de la figura 56, que
la prediccién de los perfiles, a través de la TDMALI, presenta concordancia cualitativa,
mas no cuantitativa con los perfiles reportados en los experimentos de Torres-Diaz et
al [2], los cuales se ilustran en la figura 57.
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Figura 56: Perfiles de velocidad lineal y de giro en la geometria anular para WBF-2, bajo el
efecto de diferentes densidades de campo magnético, f = 200Hz, k = 0,44. En el problema
ferrohidrodinamico se tiene en cuenta la ecuacién MRSh-74 como parte del sistema de ecua-
ciones de la TDMAI, el término V- (YM + H) en la solucién de las ecuaciénes de Maxwell
y el término convectivo QevVM en la ecuacion MRSh-74. En las simulaciones se asumi6
f0 Mr dCIl—{g .

De igual manera, se procede a implementar el modelo para predecir los perfiles
de velocidad para una densidad de campo B = 5,62mT, y diferentes frecuencias de
rotacion del campo magnético. En consecuencia, la figura 58 muestra que, a diferencia
de la situacién presentada en los perfiles de velocidad al aumentar la magnitud del
campo magnético, al incrementar la frecuencia de rotacion del campo no se presenta un
cambio significativo en los perfiles de velocidad lineal, ¥ (7). Por el contrario, en los
perfiles de velocidad de giro, @, (7), se puede observar que las nanoparticulas magnéticas
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Figura 57: Medidas experimentales de los perfiles de flujo para la muestra WBF-2, contenida
en geometria anular, bajo el efecto de diferentes densidades de campo magnético. f = 150 Hz
y k=0,44, [2].

presentan un aumento sostenido en la velocidad de giro, para los valores implementados
en la simulacién. En los experimentos llevados a cabo por Torres-Diaz et al [2], no se
reportaron datos con los cuales se puedan contrastar estos resultados.

Por otra parte, en los perfiles de velocidad lineal y de giro, para estas condiciones si-
muladas, se observa que la velocidad méaxima se presenta en el mismo punto geométrico
del contenedor anular. A partir de este punto la velocidad empieza a decaer hasta que
su valor se hace nulo en la pared del cilindro externo, tal cual como se estableci6 en la
condicién de frontera de no deslizamiento y no penetracion, Ec. (236). Por tal motivo,
se puede deducir que los cambios en la magnitud de la densidad o en la frecuencia
de rotacion del campo, al igual que en la geometria cilindrica, no modifican el punto
geométrico donde se presenta la velocidad méaxima en el sistema.

4.5.9 Analisis del error: Con el fin de evaluar el efecto de las aproximaciones
aplicadas al modelo de la TDMALI en la metodologia analitica (tabla 3), en la figura 59
se comparan los perfiles obtenidos con el algoritmo numérico, respecto a los obtenidos
en la referencia [6], para valores de B =1[0,1 1,5 6,0 8,0] mT.

De acuerdo con la figura 59, se puede clarificar una vez mas la concordancia cual-
itativa y cuantitativa de los perfiles, en ambas metodologias de solucién, para valores
de amplitud de campo magnético en los que la magnetizacién de equilibrio se puede
aproximar como Meq = x H. Sin embargo, queda en evidencia la discrepancia y lim-
itacion de la estrategia analitica, ya que no predice el fenémeno de saturacién en los
perfiles de velocidad.
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Figura 58: Perfiles de velocidad lineal y de giro en la geometria anular para WBF-2, bajo el
efecto de diferentes frecuencias de campo magnético, a 5,62mT y x = 3,3. En el problema
ferrohidrodindmico se tiene en cuenta la ecuacién MRSh-74 como parte del sistema de ecua-
ciones de la TDMALI, el término V- (M + H) en la solucién de las ecuaciénes de Maxwell
y el término convectivo QevVM en la ecuacion MRSh-74. En las simulaciones se asumi6
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Figura 59: Efecto del pardmetro « en las predicciones de velocidad méaxima, vg (7). f =
150Hz, x = 3,3, WGBF-1. Num representa la solucién obtenida a traves del algoritmo
numérico y An la solucién analitica a través del método de las funciones de Bessel, [6]. B =
0,1 1,5 6,0 8,0] mT.

Asimismo, en la figura 60, en la soluciéon que implementa la metodologia propuesta
en la referencia [6], se aprecia el constante aumento de los valores de velocidad méxima al
incrementar la amplitud de campo magnético. Por el contrario, en la solucién numérica
del modelo, se observa un comportamiento de saturacién similar al que se presentd
tanto en el contenedor cuadrado como el cilindrico (ver figuras 26 y 42). Esto explica
el aumento exponencial del error entre estas dos metodologias, como se observa en la
figura 61.

Finalmente, con el propésito de evaluar los resultados obtenidos por medio de la
TDMALI en la figura 62 se comparan los valores de velocidad maxima obtenidos con el
modelo y las mediciones experimentales de la referencia [2]. Lo anterior, para la muestra
de ferrofluido WBF-2, en un contenedor como el de la figura 48, 200 Hz y x = 0, 44.

Al igual que en la geometria cilindrica, las discrepancias teoria-experimentos per-
sisten en la geometria anular, en parte, debido a no considerar en la TDMAI los
efectos de magnestostriccion, y a las incertidumbres relacionadas con la estimacion
del pardmetro ~ en la referencia [2]. Adicionalmente, se deben considerar las limita-
ciones computacionales que se tuvieron al implementar la soluciéon numérica del mod-
elo, lo cual condujo a la aproximacién del valor de la densidad de fuerza magnética,
fo = (1\7[ . 61:1)9 ~ M, e despreciando el efecto de la magnetizacién y el cambio de

T df )
la componente azimutal de la intensidad de campo magnético, My (%% + %), en los

perfiles de velocidad. Sin embargo, comparando cualitativamente los resultados, en la
figura 62 se puede apreciar que el modelo de la TDMAI y las mediciones experimen-
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tales registran, aunque para magnitudes diferentes, una tendencia de saturacion en los
valores de velocidad, lo cual esta acorde con lo esperado en la evolucién de los perfiles.

>

> e v, TDMAI
H v, Experimental

0 | | | | | | | |
2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 34 3.6 3.8
B [mT]

Figura 62: Comparacién de los resultados obtenidos con la TDMALI y las mediciones experi-
mentales de la referencia [2], para la geometria de la figura 48. En las simulaciones numéricas
se implementé la ecuacién MRSh-74, f = 200Hz, x = 0,44, WBF-2. vy TDMALI representa
la solucién teérica y vy Experimental las mediciones reportadas en [2].

4.6 OBSERVACIONES Y CONCLUSIONES

El aporte realizado en este capitulo fue la implementacién de la TDMAI para predecir
perfiles de velocidad lineal y de giro, 0y (7) y @, (), para muestras de ferrofluidos
contenidas en una geometria de dos cilindros fijos y concéntricos de longitud axial Z
infinita, bajo el efecto de campos magnéticos rotativos en los que a« > 1y 2 > 1. La
base para estos resultados fueron los trabajos realizados de manera previa por Chaves
et al [4, 6, 16, 17] para esta misma geometria, donde fueron aplicados campos en los que
a1y Q <« 1, debido a las limitaciones que presenté el método implementado para
la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales del problema ferrohidrodindmico. No
obstante, dichos trabajos permitieron establecer una metodologia para la solucion del
sistema de ecuaciones ferrohidrodindmicas en esta investigacion.

Después de realizar un andlisis a los resultados obtenidos en este capitulo se puede
observar y concluir que:

e A diferencia de lo presentado en la geometria cilindrica, en la geometria anular se
presenta un torque instantaneo no uniforme, lo cual esta relacionado con la falta
de uniformidad del campo magnético aplicado.

e La intensidad y la frecuencia de rotaciéon del campo, al igual que en la geometria
cilindrica, no influyen en el punto geométrico en donde se presenta la velocidad
maxima.
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e Para los valores implementados en las simulaciones, al aumentar la intensidad
de campo magnético, no se presentod saturacion en los pefiles de velocidad para
la muestra de ferrofluido, lo cual sugiere la necesidad de evaluar el modelo para
magnitudes mayores de campo.

e La TDMAI describe, de forma cualitativa, la misma tendencia de las mediciones
de velocidad reportadas por Torres-Diaz et al [2], para las variaciones de densidad
de campo magnético. Pese a lo anterior, atin persisten diferencias cuantitativas
entre lo predicho por el modelo y los resultados experimentales.

e Se recomienda considerar el efecto de la magnetostricciéon dentro del modelo de
la. TDMAI Ec. (27), con el fin de reducir las discrepancias en los resultados
tedricos-experimentales de la figura 62. Asimismo, la implementacién de equipos
de cémputo con mayor capacidad para ejecutar el algoritmo numérico, esto es,
para una mayor cantidad de nodos en la coordenada angular, ndef), teniendo en
cuenta la definicién de la fuerza magnética de la Ec. (247), con el propésito de
obtener estimaciones mas precisas. Lo anterior, considerando que la cantidad de
nodos méaximos que fueron implementados en la coordenada azimutal fue 150,
dando como resultado un valor para el paso de A = 2,4°, lo cual es una alta
fuente de imprecisién al momento de evaluar la Ec. (247). Por lo cual, en esta
investigacion se hizo uso de las aproximaciones establecidas en la Ec. (249) y
(251).

e Se sugiere recalcular los valores de x utilizados en las medidas experimentales
reportadas por Torres-Diaz et al [2], teniendo en cuenta los resultados obtenidos
con el modelo a campos altos, ya que los valores implementados en las medidas
experimentales [2], fueron obtenidos bajo la suposicién de campos magnéticos de
baja intensidad, lo cual no es lo mas conveniente para experimentos donde no
se cumple precisamente que o < 1. Esto tultimo, puede ser una de las razones
por las cuales no se presentd una correspondencia cuantitativa en los perfiles de
velocidad, tanto para la geometria cilindrica como la anular.

e La solucién numérica de los perfiles de velocidad lineal y de giro se obtuvo con la
implementacion de las condiciones de frontera en la pared del cilindro interno en
7 = . Partiendo de lo anterior, se pudo establecer que los valores de intensidad de
campo magnético y magnetizacion de la region I, pueden expresados en funcién
de los valores de intensidad de campo magnético y magnetizacion de la regiéon 11,
tal como se expresa a continuacion:

(1+X) 7

T 1
Hr|7:=’y = H’r‘ f:’)ﬂ
~ p~
HGI’F=’Y = HQII’F=W
~ T (14 X) 1
Mr ‘f='y = Mr F=>
p
Mg |y = My 5=, (252)
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e Las expresiones de la Ec. (252) fueron implementadas para la soluciéon del prob-
lema numérico en la frontera del cilindro interno, 7 = 7, en donde los valores de
las componentes H, y M, presentan saltos en su magnitud, debido a la diferencia
de permeabilidades relativas de los materiales (cilindro interno y ferrofluido).

e En resumen, el aporte realizado en este capitulo fue la implementaciéon de una
condicién de frontera en el eje axial del cilindro interno en 7 = 0, junto con las
relaciones entre las variables magnéticas de la Ec. (252), con los cuales fue posible
la solucién numérica del sistema de ecuaciones diferenciales de la TDMAI, para
campos magnéticos en los que a > 1y Q> 1.
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CAPITULO 5

RECOMENDACIONES Y TRABAJOS FUTUROS

A continuacion, se presentan algunas recomendaciones para obtener mejores resultados
en trabajos futuros, relacionados con la aplicacién de la TDMALI, para la descripcién de
los perfiles de velocidad de ferrofluidos bajo el efecto de un campo magnético rotativo.

e Con el fin de mejorar los resultados obtenidos para la muestras de ferrofluidos
contenidos en una geometria rectangular, se requiere de las mediciones experi-
mentales del coeficiente de viscosidad volumétrico del “spin viscosity” ()\/). Con
la anterior recomedacion se busca resaltar que dicho parametro, requerido en el
modelo ferrohidrodinamico, fue establecido en un valor tal que A" > 41757635. Lo

anterior, con el fin de obtener una soluciéon al sistema de ecuaciones diferenciales

que describen la dindamica del movimiento.

e Realizar mediciones experimentales de la velocidad lineal para una geometria anu-
lar, en donde se pueda observar el efecto de los cambios en la frecuencia del campo
magnético rotativo, en la generacién de los perfiles. Con estas mediciones seria
posible evaluar el desempeno del modelo ferrohidrodinamico, frente a este tipo de
variaciones del campo externo.

e Evaluar los efectos de los esfuerzos tangenciales en la geomtria cilindrica y anu-
lar, tomando como punto de partida lo realizado en este trabajo en la geometria
rectangular, con dominio bidimensional. Con esto podremos encontrar los perfiles
de velocidad cercanos tanto a la parte inferior del contenedor como a la interfase
ferrofluido-aire, es decir, v = vy (1, z). Al tener en cuenta la coordenada radial y
longitudinal como dominio de estudio, se van a obtener superficies de velocidad
lineal y de giro que pueden mejorar el andlisis de los resultados obtenidos, y de
igual forma, permitiria observar el efecto conjunto de los esfuerzos volumétricos y
superficiales actuando en la generacion de los perfiles, para este tipo de geometrias.

e Los ferrofluidos implementados para la investigacién fueron caracterizados previ-
amente en el trabajo realizado por Torres-Diaz et al. [2]. En los experimentos
reportados por estos autores, la variable k fue calculada con base en un modelo
que solo es valido para campos magnéticos en los que o < 1 [2, 3], lo cual no es
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estrictamente valido para las magnitudes de campo magnético usados en la ex-
perimentacion. Por tal motivo, se recomienda recalcular el valor de la variable x,
con el fin de validar los resultados del modelo con ferrofluidos caracterizados con
métodos que también sean véalidos para « > 1. De esta forma, se podra realizar
un mejor estimado del pardmetro fenomenolégico 7', como también, una mejor
prediccién de los perfiles de velocidad. Lo anterior puede notarse al comparar las
figuras 37 y 38, en donde se presentan similitudes en las simulaciones y las medidas
obtenidas por Torres-Diaz et al. [2], a partir de 7,9 mT aproximadamente. Sin
embargo, esto fue posible al usar un valor de k = 3, 3 en las simulaciones, mientras
que el reportado en los experimentos fue de 0, 47.

Tener en cuenta la influencia de la componente y del campo magnético y la magne-
tizacion, al momento de resolver el problema magnético en la geometria rectangu-
lar. Ya que, para facilitar el tratamiento matematico del problema, en el presente
trabajo se desprecié esta componente al especificar el giro del campo magnético
en el plano zz, es decir, alrededor del eje .

Se requiere un diseno experimental en la geometria rectangular, como la realizada
por Krauss et al. [45, 46], con el fin de comparar los resultados obtenidos con la
TDMALI y datos experimentales. Lo anterior, ya que los resultados reportados en
la literatura consultada, carecen de las especificaciones que permitan validar los
resultados obtenidos a través de las simulaciones.

En la geometria anular, se recomienda ejecutar los algoritmos de solucion numeérica
en ordenadores de mayor capacidad de computo, con el fin de aumentar la cantidad
de nodos angulares, ndef), en la solucién de los perfiles de velocidad. De esta forma,
se obtendrian resultados més exactos con relaciéon al modelo matemaético, y asi,
no serian necesarias las aproximaciones realizadas en las expresiones de fuerza
magnética, Ec. (249) y (251).
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ANEXO A

OBTENCION DE LA ECUACION SH-72
Y MRSH-74 SIN DIMENSIONES

En este anexo, se presenta el proceso para deducir la ecuacién Sh-72 sin dimensiones.
La metodologia para obtener una ecuaciéon adimensional y de orden uno fue presentada
anteriormente por Chaves et al [3, 4], la cual es resumida a continuacién.

La ecuacion de magnetizacién propuesta por Shliomis es [10]:

aal\f-kv-(vM):cI:xM—i(M—Mo% (1)

Las variables escaladas del sistema, las cuales fueron determinadas en la referencia
[3], son:

. M . H - B = .
M:XZH, H:ﬁ, B:m, V:5V, x:g, t:Qtf,
ﬁ — Cp ~ — Cw _ ~ — CV _ (2)
ponxi H?) pox: H2QY po X H2Q6

Reemplazando el valor de las variables dimensionales de la Ec. (3) en la Ec. (1), da
como resultado la Ec. (3).

oM KT - KT - . 5
Qrxk oy - 'UOXC TQ)(/{\? VM = 'uongQX/ﬂD XM — xcM+M,,. (3)

Al dividir la Ec. (3) por el termino yk, se tiene que:

oM | roilTT e G = PR e N - Me (4)
ot ¢ ¢ XK

En la Ec. (4), se puede observar el coeficiente que acompartia al término convectivo,
v - VM, y al termino @ x M, el cual, en la referencia [3], fue seleccionado como el
parametro de perturbacion, €, quedando definido de la siguiente manera:
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Anexo A: Obtencién de la ecuaciéon Sh-72 y MRSh-74 sin dimensiones

iK?
o= HoXilh T (5)
¢
Finalmente, la Ec. (4) queda expresada como se muestra en la Ec. (6).
Qa—+Qev-VM:Qe@xM—M+—". (6)
ot XK

A continuacion, se presenta el procedimiento para deducir la ecuacion MRSh-74
adimensional. La ecuacién lineal que describe la relajacién de la magnetizacion (M)
presente en la particula ferromagnética, debido al efecto de un campo magnético externo
(H), es [30]:

DM HH- (M-M, H MxH

enr (M ML) (MO H) .
Dt 7| [H] 7. |H]
donde
dln L («) 2L (o)
= "dna B HT aC L(a)’ ®)
M,d* H
_ I Ho d | ‘ . (9)
6 kT

En la Ec. (7), se extiende el término de la derivada material, D%, y se aplica la
definicion del producto vectorial triple en el tercer término, con el fin de obtener la Ec.

(10) y (11).

oM H(H-M)
- . M) = M-— | ===
5 +v-(V-M) =w x - P
HH M, [MMH-H) -HMH M)
o 2 - 2 . (10)
7'||’H‘ TJ_|H’

a—M+V-(V-1\/I):w><1\/I— ( 2)+ ( 26‘1)—— <72) (11)
ot dl |H| T ’H‘ T TL |H‘

Por lo tanto, al considerar que la magnetizacién de equilibrio, M,,, se puede expresar
como

M,
pMy

=L(a) = = [coth(a) 1} H

@a (12>

(67
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Anexo A: Obtencién de la ecuaciéon Sh-72 y MRSh-74 sin dimensiones

donde
poMq [H| Ve
=—, 13
a T (13)
Por tal motivo, de acuerdo con la Ec. (12),
17T H
Meq = qud |:C0th (Oé) — a:| @ . (].4)

En consecuencia, la magnetizacién de equilibrio adimensional, M,,, se puede expre-
sar como

1\"/[ :Meq:¢Md
“ XK xK

(15)

{coth () — 1} H

al H|
Por otra parte, la susceptibilidad magnética inicial (x) se puede definir como en la
Ec. (16), [1].

_ mou Mid

1
18kgT (16)

de modo que, al reemplazar la Ec. (16) y (9) en la Ec. (15) se obtiene la Ec. (17)

~ - |coth(a) 1
M., =3H la_@z] . (17)
Por esta razon,
coth (o) 1
Meq:BXH[ - _042] : (18)
De modo que, la Ec. (11) queda expresada de la siguiente manera:
oM HH-M HH-M) 3yH M
T v (V- M) =wx M+ ( 2)— ( 2)+ X222 0 (19)
ot T ‘H’ dl ’H‘ gl T
donde
coth (o) 1
Y= a ? ’ (20)
a = 25 ﬁ’Z . (21)
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Anexo A: Obtencién de la ecuaciéon Sh-72 y MRSh-74 sin dimensiones

Considerando cada variable con dimensiones, de acuerdo con lo establecido en la Ec.
(3) del Apéndice A, la Ec. (19) se reformula como,

81\7[ ILLQXK2QR0~ <1 ~ ~>
Qv K — | =V -xKM | =
X o7 + c v ROVX
Loy K20 _ KH (Kﬂ. XKM)
S KM -
¢ T e I
11 3xKH KM
(—>+X P _XRM (99)
T1 7'|| TH T1
Multiplicando la Ec. (22) por el termino LK se tiene la Ec. (23).
- OM pox K27 ~ . o~ poX K31 ~ ~
Q5=+ : Qv-(V'M):TwaM
HHM) /1 1\ 3, M
(0w
| H | B B By B
donde
71 dlnL (o) T 2L (a)
T L - T S A G 24
I 75 din(a) * " 1 a-L(a) (24)
dln L («) 2L (@)
= = 2
7l dlna 7 TH a—L(a) (25)

Finalmente, en la Ec. (26) se presenta la ecuacion de relajacién de la magnetizaciéon
adimensional MRSh-74.

Q

aal\‘;[—i—ﬁai'f'(@i\ﬁ):Qewxl\N/I—i—H‘(Hﬂ.M)(1 1) 3Hy M.
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ANEXO B

APLICACION DE SERIES DE FOURIER

A continuacién, se presenta la aplicacion de la metodologia de solucién en series de
Fourier para determinar los perfiles de velocidad lineal, en una geometria rectangular
con dominio bidimensional. En este andlisis se supone el coeficiente fenomenologico
n = 0. Este proce-dimiento esta relacionado con la presentacién de la metodologia
expuesta en Deen [59].

De forma inicial, se expresa la componente axial de la ecuacién de balance de mo-
mento lineal, para a < 1, teniendo en cuenta el ancho y la altura del canal, W y H
respectivamente.

%0, N H? 00,
oz2 W2 92

(1)

La Ec. (1) es la misma Ec. (150), pero con la implementacién de la variable

horizontal adimensional , definida como § = . Para la solucién de la Ec. (1), se
requieren de las condiciones de frontera expuestas en la Ec. (2). Para mayor referencia,

ver figura 18.

A=_20t0 2)

Las condiciones de frontera de la Ec. (2) tienen en cuenta la velocidad nula en la
pared inferior y en las paredes laterales del canal. Asimismo, la velocidad se hace no
uniforme debido a la variaciéon impuesta por los esfuerzos tangenciales en la frontera
de £ = 1 (interfase ferrofluido-aire). A continuacion, se busca evaluar el efecto de los
esfuerzos tangenciales en la interfase, relacionados con la generacion de flujo, a través
de la solucién de 0, (Z,7), en el dominio bidimensional del canal. El procedimiento de
solucién comienza asumiendo que la velocidad o, (Z,9), producto de la solucién de la
Ec. (1), se puede expresar como:
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@@@zi@@wmm 3)

En donde ®,, () es la funcién base, la cual depende de las condiciones de frontera
del sistema en estudio. Para este caso en particular, teniendo en cuenta la condicion
de frontera nula para la coordenada horizontal en § = 0 y g = 1 (paredes laterales), la
funcién base a implementar es:

®, (§) = V2sin (n7j). Paran=1,2 ... (4)

La Ec. (4) cumple con las condiciones de frontera de la Ec. (2), para la coor-
denada horizontal 7. El factor v/2 normaliza la funcién base de una forma deseada.
A continuacion, se prosigue a determinar los coeficientes C,, () que multiplican a la
ecuacion base, para completar la solucion expresada en la Ec (3). Ahora, asumiendo
que la funcién 0, (Z,7) puede ser representada a través de una serie de Fourier, los
coeficientes C,, () que multiplican a la funcién base escogida, corresponden a los tér-
minos U, (Z), los cuales son definidos con relacién al producto interno de funciones,
(f,9) =[] f(x)g(x) dz, de la siguiente manera:

Cn (%) = 0 (7) = (P (9) , 0= (2,9)) - ()

Es asi como, al determinar los coeficientes C,, (Z), obtendremos la solucién de la Ec.
(1), la cual describe los perfiles de velocidad lineal, para ferrofluidos en un contenedor
de placas planas y paralelas, bajo el efecto de un campo magnético en el que a < 1y
1 < 1. Por lo tanto, aplicando la Ec. (5) a la Ec. (1), se tiene que:

L%,  H? 9%, 1 9%, H? [10%
d - 77 @n U d~: 72(1)71 U d~ —_— 7?:@” U d~: .
/0 ( 552 T ag2> @) dy = | 5= Pn (@) ditys | ; (9)dg=0. (6)

En el primer término de la derecha de la Ec. (6), la derivada es con respecto a
la variable Z, mientras que la integral es con respecto a la variable . Por lo tanto,
es posible sacar de la integral dicha derivada, quedando este término expresado de la
siguiente manera:

1 9%, Y- L & S L 0%, (7)
S0 @) di= 5 [ 0@ e @) = 5T (7)

Por otro lado, el segundo término de la derecha de la Ec. (6), se resuelve realizando
una integracién por partes, operada como se muestra a continuacion:
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ov. \""" 11 0u. d, ()
q)n U d~ == fq)n - = ~ d~
0o 0y? (5)dy ( Y >go o 0y dy Y

oo, \" ao,\""" 1 Po
— |22, — 5= / i, ——dy. (8
(ag >g <U dj > - 0 v dif? g. (8)

0 §=0

En la Ec. (8), el primer y el segundo término son nulos, debido a la funcién base
seleccionada y la velocidad nula en las paredes laterales del canal. Por tal motivo:

H? 1 9% H? 1 20
< ) Koy ) 9
W2l o () dy ; ] (9)

Ahora, teniendo en cuenta la definicién de la Ec. (4), se tiene que:

d*®,,
dy?

Por tal motivo, la Ec. (9) queda definida como:

= —V/2 (nn)*sin (n7g) = — (nw)* @, (7). (10)

H? 1 P H?
| o) oty = = [0 @9) () @ (9) d
2

2 [t - H 2 -
= —— (nm) /0 0, (Z,9) P, (y) dy = ~ 2 (nm)” 0, (Z) . (11)
Entonces, la Ec. (6) queda transformada como se expresa en la Ec. (12).
00, (¥)  H? .
2 e (nm)? 0, () = 0. (12)

De igual manera, aplicando el concepto de la transformada de Fourier a las condi-
ciones de frontera, se obtiene, para la pared inferior del canal, que:

1
B (&= 0) = [ 4.(0.5) @, (5) dj = 0. (13)
Por su parte, en la interfase ferrofluido-aire, se tiene que:

dﬁz (lag) _ Cly

_S Yy
di 21 ’
v, (1 Low. (1,5) . 1 o _ o
Wl _ [0, iy = [ A0, @)di= [ AVIsin (i) dj.
X 0 0

dx 0
W) VA gy, (14

dzx nmw
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Entonces, al resolver la Ec. (12), se determina que:

ntHZ ntHZ

Tjn (i’) = 016 w +Cg e W, (15)

Por lo tanto, al implementar las condiciones de frontera transformadas, se obtienen
las dos ecuaciones necesarias para determinar el valor de las constantes C; y Cj, tal
como se expresa en la Ec. (16).

Ci+Cy =0,
nﬂ-H ntH nﬂ'H ntH \/§A n
Ty eV m o Gee ==l
—V2AW S [(—=1)" —1
O =y Y2 (V" =1 (16)

H (nm)? (eZW + 1)

Finalmente, de acuerdo con la definicion de la Ec. (3), la solucién a la Ec. (1) es:

B (30) = 3 Cu(3) . 3.
—V2AWeH (=) 1] "W — e "W ) sin (n7j 17
e o). (1

0 (5,9) = f:

De esta manera, se obtuvieron los perfiles de velocidad lineal, v, (z,7), para fer-
rofluidos que estan bajo el efecto de campos magnéticos rotativos de baja intensidad,
contenidos en un canal rectangular de ancho y altura W y H, respectivamente, y ' = 0.
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ANEXO C

VARIABLES MAGNETICAS EN 7 = 4

En este anexo, se presenta el proceso para obtener las expresiones de las variables
magnéticas de la regién I, en funcién de las variables magnéticas de la region 11, para
la frontera del cilindro interno en 7 = «, en el contenedor de la figura 51. Lo anterior, con
el fin de implementar las diferencias finitas a los términos relacionados con la derivada

radial, %, en las ecuaciones del problema magnético.

De manera inicial, se toman las condiciones de frontera para la zona geométrica en
la que 7 = 7.

~ 351_37{:07

Prosiguiendo, en la Ec. (1) se tiene en cuenta la definicién de la densidad de campo
magnético B, en funcién de la intensidad de campo magnético H y la magnetizacion
M, lo cual se expresa en la Ec. (2).

B=H+ M= uH. (2)

En consecuencia, la Ec. (1) se expresa como:
prH = T 4 M (3)
Hj = H;'. (4)

Por su parte, independientemente de la region de anélisis del fenomeno, la compo-
nente radial de la densidad de campo magnético, B,., se puede representar de la siguiente
manera:

B, = u.H, = H, + xM,. (5)

De modo que, al reorganizar la Ec. (5) se obtiene
(pr — 1) H, = XMT~ (6)
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Anexo C: Variables magnéticas en 7 =~y

Ahora, considerando la definicién de la susceptibilidad magnética (x) en funcién de
la permeabilidad magnética relativa del ferrofluido (i), se tiene que:

e =1+ x. (7)

Por lo tanto, la Ec. (6) queda expresada como:

H, = M,. (8)
De manera que, al reemplazar la Ec. (8) en la Ec. (3) se obtiene la siguiente ex-
presion, para la componente radial de la intensidad de campo magnético, en la frontera
T =".
~ 1
iy
De forma andloga, al aplicar la Ec. (8) a la Ec. (9), se obtiene la expresién de la
magnetizacion en la frontera 7 = 7.

M= (1 + X)
Hr

_ De modo similar, al considerar la componente ¢ de la densidad de campo magnético,
By, vy la Ec. (7), se tiene que:

L VR (10)

By = pHy = Hy + xM,,
(i — 1) Hy = xM,,
Hy, = M,. (11)
Por tal motivo, la Ec. (4) puede ser expresada en términos de la magnetizacién en
T =".

Nl — i (12)

Para implementar estos resultados en la metodologia de solucién numérica, se dis-
cretizan la Ec. (4), (9), (10) y (12). Obteniendo asi las expresiones de la Ec. (13).

Hg k|] (1+x) Chunoy: k’H
oy
f:fj’ |I _ ﬁj, |II7
Mgs ;o (L+ X)M
N = N (13)

En donde las variables i, j y k representan los nodos de la coordenada 7, 0 y £,
respectivamente. Para mayor referencia ver figura 50.
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ANEXO D

ECUACIONES HIDRODINAMICAS
ADIMENSIONALES

En este anexo se presenta el proceso para obtener el sistema de ecuaciones hidrodinami-
cas adimensionales. Para iniciar, se presenta como referencia la ecuacién de balance de
momento lineal, Ec. (1).

D 1
pD‘t,:uOM-VH—Vp—%VX<2V><v—w>+77V2v. (1)

Ahora, teniendo en cuenta que el primer término de la Ec. (1) se puede considerar
nulo, teniendo en cuenta un flujo desarrollado de bajo niimero de Reynolds, es decir,
en el que se pueden despreciar los efectos convectivos relacionados con el fenémeno de
transporte, por lo tanto:

Dv  0Ov
—_= -(Vv)=0. 2
De igual manera, las escalas de las variables del sistema que se toman como referencia
se presentan en la Ec. (3).

~ M - H - B ~ r ~
M=——, H=—, B=——, V=0V, 7=—, t=0Qt
XiH, H’ ,UOH, y T RO’ fo
Q=0Qr, ﬁ:C7p~’ @:L, {,:L_ (3)
ponxiH?Q poXi H?$ fo X H?§6

Es por esto que, al implementar la Ec. (2) y (3) en la Eq. (1), se obtiene:

K? <~ K2Q -
_ HoXB o o HoX \47

7 ¢
20) 2
VAN (;6xv—ay> “OX?Q+“0X§< %, ()

n
se obtiene la Ec. (5).

0

Ahora, al multiplicar la Ec. (4) por el factor PRTEIL
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Anexo D: Ecuaciones hidrodindmicas adimensionales

-~ . ~ 20 ~ 1~ ~
osz.VH—Vﬁ—CVx(VxV—w)Jrvzv. (5)
Qn n 2

Seguidamente, al aplicar la expansion del producto triple vectorial al tercer término

de la Ec. (5), y considerando la ecuaciéon de continuidad, se puede expresar que
VxVx9=V(V.9)-Vi=-V7 (6)
Finalmente, al implementar la Ec. (6) en la Ec. (5), reduciendo términos semejantes,
se obtiene la ecuacién de conservacion del momentum lineal de forma adimensional,

mostrada en la Ec. (7).

0= S N.VH-Vj+ 2% xa+ 5%, (7)
n U Ul
Asimismo, la ecuacién de balance de momento angular interno es:

D / 1
pIDL;:MOMXH+nV2w+4C<2VXV—w>. (8)

De forma analoga a lo considerado en la ecuacién de balance de momento lineal, se
realiza un analisis en estado no transiente y se supone un ferrofluido de bajo nimero
de Reynolds, de modo que:

Dw Ow
S = o TV (Vw)=0. (9)

Por tal motivo, la Ec. (8) se reduce a:

, 1
O:quxH—l—nV2w+4§(2va—w). (10)

Ahora, considerando las expresiones de las variables adimensionales de la Ec. (3),
se tiene que la Ec. (10) puede ser presentada asi:

,UOXK2Q
R3¢

De ahi que, al dividir la Ec. (11) por el término pioxK2Q, se obtiene la Ec. (12).

0=pxK2M x H+1V’& ﬁxv—a). (11)

1 ~ ~ ~ 1=
0— M xH+ L V2a+4<2va—a>. (12)
Finalmente, reescribiendo el coeficiente del término difusivo, segundo término del
miembro derecho de la Ec. (12), en la Ec. (13) se presenta la ecuacién de balance de

momento angular interno adimensional.
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1 - = L AN g2
ozﬁMxH+2(va)—4 +ne/{Vw, (13)
donde
4n R?
k2= QC and 7.=n+C(. (14)
Tle N
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ANEXO E

CONDICION DE FRONTERA
MAGNETICA EN 7 =0

A continuacién, se muestra la aplicaciéon de la ecuacién de conservacion integral a un
volumen de control en movimiento [59], aplicada a una muestra de ferrofluido inmersa
en el contenedor cilindrico de la figura 33.

Considerando que un volumen de control es cualquier regiéon cerrada en el espacio,
con el fin de formular ecuaciones de balance, se tiene que la forma bésica de la ecuacion
de conservacién integral es [59]:

;i/vbd‘/:—/SF-ndSJr/vadV (1)

En la Ec. (1), V y S representan el espacio ocupado y la superficie del volumen de
control, respectivamente. De igual manera, b representa la concentracion de la cantidad
en estudio, F el flux total de esta cantidad, n el vector normal unitario en cada punto
de la superficie del volumen de control y B, la tasa de generaciéon o formaciéon de una
cantidad por unidad de volumen. También, la velocidad del fluido y la velocidad de la
superficie de control son v y vg, respectivamente. Para un punto dado en la superficie
de control la velocidad relativa del fluido con respecto a la superficie es v — vg y la
componente de la velocidad, que es perpendicular a la superficie de control y dirigida
hacia el exterior del volumen, es (v — vy) -n. En la Ec. (1) se consider$ una superficie
de control fija, esto es, v¢ = 0. Por lo tanto, la cantidad contenida en un elemento
diferencial de volumen centrado alrededor de un punto dado r es b(r, t) dV. La tasa
de entrada de la cantidad en el volumen de control, a través del elemento diferencial
de superficie es — (F -n) dS. El signo menos es necesario, ya que el vector normal
unitario n apunta hacia afuera del volumen de control. Debido a que esta cantidad se
genera dentro del volumen de control, se puede expresar por medio del término B, dV'.
La notaciéon [, dV y [¢dS indican que se integra alrededor del volumen y la superficie
de control, respectivamente. Debido a que la cantidad en estudio depende del espacio

y del tiempo, una vez se integra el primer término de la Ec. (1), la expresion resultante
d

dt) €n vez

solo dependera del tiempo. Por tal motivo, se implementa la derivada total (
de la parcial (%).
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Ahora, un volumen de control mévil es aquel que se estd moviento, rotando o de-
formando, de modo que, V' y S dependen del tiempo y vg # 0. En estos casos se debe
incluir un nuevo término a la Ec. (1), para contabilizar el hecho de que una superficie
en movimiento genera un flux relativo a la superficie. La expresion vg-n dS representa
la forma en que el volumen es barrido por medio del elemento de la superficie de control.
En consecuencia, la expresion bvg-n dS representa la tasa de entrada de una cantidad
debido al movimiento de la superficie de control, lo cual se expresa en la Ec. (2).

d
S| vav=—[ Fends+ [ Byav+ [ bvends 2)
dt Jv(t) S(t) V(t) S(t)

De acuerdo a la féormula de Leibniz para derivar una integral volumétrica, el primer
término del lado izquierdo de la Ec. (2) se puede expresar como

d b
S pav=[ Lav / bven dS. 3
dt /V(t) v(t) Ot + S(t) Vit )

Por lo tanto, la Ec. (2) se reformula como esta en la Ec. (4).

b
/ advz_/ F-ndS+ | B,dV. (4)
v(t) Ot S(t) V(t)

La Ec. (4) es un enunciado de conservacién generalizado, que solo requiere que b sea
continua dentro del volumen V' (¢). Note que ahora la derivada del tiempo se encuentra
dentro del integrando y, por lo tanto, es una derivada parcial.

Ahora, dividiendo cada término de la Ec. (4) por S y reordenando, se tiene que

;/SF.ndszgl‘l//v<Bv—gi> dV]. (5)

Ademds, para un volumen de control de una forma dada V = ¢, L y S = c¢,L?,
donde L es la longitud caracteristica y ¢, y ¢s son constantes que dependen de la forma.
Por tal motivo, para cualquier volumen de control % — 0 en la medida que L — 0,
mientras que el término en los corchetes de la Ec. (5) permanece finito en este limite.
Entonces,

lirnl F-ndS=0. (6)
S0 S Js

Una conclusién importante de la Ec. (6) es que la componente normal de F debe ser
continua en todos los puntos interiores. Por tal motivo, es comun colocar una frontera
matematica en el interior de una fase, con el fin de explotar algunas formas simétricas
que se presentan. Esto es, si existe un plano simétrico con vector unitario normal n,
entonces la componente del flux F,, = F - n debe cambiar de signo en la simetria del
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plano. La tnica manera en que £, puede cambiar y permanecer continua es que se
cumpla con lo establecido en la Ec. (7).

F,=0. (7)

Ahora, considerando la simetria axial del contenedor cilindrico de la figura 33, en r =
0, se tiene que el flux magnético esta relacionado con la densidad de campo magnético
B. Por tal motivo, teniendo en cuenta que n = i,, y aplicando la Ec. (7) al problema
magnético, se obtiene que

Br |r:O: 0. (8)

Finalmente, la Ec. (8) se expresa de forma adimensional, con lo que se obtiene la Ec.
(9). Esta tltima es la condicién de frontera implementada en el modelo de la TDMAI,
con el fin de solucionar el problema magnético, para amplitudes en las que o > 1.
Siendo esta ecuacién uno de los principales aportes de esta investigacion.

Br |7=0= Hr |7=0 +XM7” |l7=0= 0. (9)

181



