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RESUMEN

TITULO: UNA INTRODUCCION AL USO DE LAS FUNCIONES DE BASE RADIAL PARA RESOLVER
NUMERICAMENTE ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES.

AUTOR: DANNA KATHERINE CHAVEZ SANCHEZ

PALABRAS CLAVE: METODOS LIBRES DE MALLA, INTERPOLACION CON FUNCIONES DE BASE
RADIAL, METODO DE COLOCACION ASIMETRICO, CONVERGENCIA EXPONENCIAL, FUNCION
RADIAL MULTICUADRATICA, METODO DE ELEMENTOS FINITOS.

DESCRIPCION:

Este trabajo esta relacionado con el analisis numérico de soluciones de ecuaciones diferenciales par-
ciales mediante funciones de base radial. Este trabajo consta de tres partes fundamentales; el primero
corresponde a una revision de definiciones y resultados preliminares sobre la interpolacién con fun-
ciones de base radial, las funciones positivas definidas y las funciones definidas condicionalmente, asi
como algunas de sus caracterizaciones. A partir de la generalizacién de las funciones mencionadas, se
estudia el espacio funcional asociado, denominado « espacio nativo », que se requiere para estable-
cer la convergencia del interpolador. La segunda parte esta dedicada a la descripcién del método de
colocacién asimétrica para un problema lineal general. Este método fue propuesto por E. J. Kansa en
199(ﬂﬂ el cual ha sido utilizado en la aproximacion de soluciones para ecuaciones diferenciales parcia-
les mediante funciones de base radial. Ademas, el orden de convergencia exponencial del método de
colocacién asimétrico se verifica utilizando la funcién radial multicuadratica en un problema de Poisson
bidimensional con condiciones de contorno mixtas. Finalmente, en la tercera parte se analiza el Método
de Colocacion Asimétrico para la ecuacién de calor lineal en el escenario bidimensional, basado en la
funcién radial multicuadratica, y con un esquema implicito y explicito en la discretizacion temporal. Ade-
mas, en ambas partes de la implementacién numérica utilizando el Método de Colocacién Asimétrico,

se realiza una comparacioén entre el método sin malla y el método clasico con elementos finitos.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Elder Jesus Villamizar Roa, Ph.D en Ma-
teméticas. Codirector: Ivan Javier Sanchez Galvis, Ms en ingenieria electrénica.

E. J. Kansa. “Multiquadrics—a scattered data approximation scheme with applications to compu-
tational fluid-dynamics. |. surface approximations and partial derivative estimates,” en: Computers
and Mathematics with Applications, 19(8-9) (1990), pags. 127-145.

E. Kansa. “Multiquadrics—a scattered data approximation scheme with applications to computatio-
nal fluid-dynamics. Il. solutions to parabolic, hyperbolic and elliptic partial differential equations,” en:
Computers and Mathematics with Applications, 19(8-9) (1990), 147—161.
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ABSTRACT

TITLE: AN INTRODUCTION TO THE USE OF RADIAL BASIS FUNCTIONS FOR THE NUMERICAL
SOLUTION OF PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS. [

AUTHOR: DANNA KATHERINE CHAVEZ SANCHEZ

KEYWORDS: MESH-FREE METHOD, INTERPOLATION WITH RADIAL BASIS FUNCTIONS, ASYM-
METRIC COLLOCATION METHOD, EXPONENTIAL CONVERGENCE, MULTIQUADRATIC RADIAL
FUNCTION, FINITE ELEMENTES METHOD.

DESCRIPTION:

This work is related to the numerical analysis of solutions of partial differential equations through radial
basis functions. This work consists of three fundamental parts; the first one corresponds to a review of
definitions and preliminaries results on the interpolation with radial basis functions, the defined positive
functions and conditionally defined functions, as well as some of their characterizations. From the ge-
neralization of the mentioned functions, we study the associated function space, denominated «Native
space», which is required to establish the convergence of the interpolator. The second part is devo-
ted to the description of the Asymmetric Collocation Method for a general linear problem. This method
was proposed by E. J. Kansa in 199dEﬂ which has been used in the approximation of solutions for
partial differential equations by means of radial basis functions. Moreover, the order of exponential con-
vergence of the asymmetric collocation method is verified using the multi-quadratic radial function in a
two-dimensional Poisson problem with mixed boundary conditions. Finally, in the third part, the Asym-
metric Collocation Method is analyzed for the linear heat equation in the bi-dimensional setting, based
on the multi-quadratic radial function, and with an implicit and explicit scheme in the temporal discretiza-
tion. Besides, in both parts of the numerical implementation using the Asymmetric Collocation Method,

a comparison between the mesh-free method and the classical method finite elements is carried out.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Elder Jesus Villamizar Roa, Ph.D en Ma-
tematicas. Codirector: lvan Javier Sdnchez Galvis, Ms en ingenieria electrénica.
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INTRODUCCION

La presente monografia tiene por objetivo hacer una introduccién al método de las
funciones de base radial (FBR) para la resolucion numérica de ecuaciones en deri-
vadas parciales. Particularmente, se hara énfasis en el lamado método asimétrico de

Kansas para resolver ecuaciones elipticas y parabdlicas.

Tradicionalmente, la solucidn numérica de ecuaciones diferenciales parciales se ha
llevado a cabo a través de métodos de diferencias finitas, elementos finitos y volume-
nes finitos, que se basan en la discretizacion del dominio mediante el uso de mallado.
Sin embargo, en el tratamiento de problemas reales, como por ejemplo problemas del
estudio de suelos en geologia, surgen mallados con geometrias de alta complejidad
que requieren gran esfuerzo computacional, generando desventajas en aplicaciones
de simulacion. Es por ello que en las ultimas dos décadas ha cobrado relevancia la
investigacion y uso de métodos numericos libres de malla, que como su nombre lo
indica, no requieren de una malla para obtener soluciones numéricas de una ecuacién

diferencial parcial.

En términos generales, la idea de los métodos libres de malla es construir la aproxi-
macion del problema a ser analizado, a través de un conjunto de nodos en donde no
se necesite una relacidon entre ellos; es decir, no requieren de una malla. Este pro-
cedimiento es ventajoso a la hora de capturar adecuadamente deformaciones en los
dominios sobre los cuales se define una ecuacion diferencial parcial (EDP). La moti-
vacion del uso de métodos libres de malla es reducir los tiempos de computo y que el
orden de convergencia sea mayor o igual al de los métodos numéricos tradicionales,
entendiendo por convergencia al decrecimiento del error obtenido conforme N crece,
siendo N el niumero de nodos. Al dia de hoy se conoce que en problemas de EDP
con dominios que presentan largas deformaciones y distorsiones, los métodos libres

de mallas son bastante apropiados D

' Al Tolstykh y D. A. Shirobokov. “On using radial basis functions in a finite difference mode with

12



Dentro de los métodos libres de malla se han desarrollado esquemas numéricos basa-
dos en funciones de base radial. Las funciones de base radial originalmente han sido
utiizadas como una herramienta efectiva para la interpolacion de datos no equies-
paciados en RY, y poseen la caracteristica de que no se requiere de una malla para
construir el interpolante, y el problema de interpolacién no crece en funcion de la di-
mension espacial en donde estan definidos los datos. Adicionalmente, para cierto tipo
de problemas, la interpolacién con funciones de base radial numéricamente ha mos-
trado tener una tasa de convergencia superior a la de los métodos tradicionales [
Dentro de los esquemas numéricos basados en funciones de base radial se destacan
el método de colocacién asimétrico[[f, el método de colocacién simétrico |, el método

de soluciones fundamentales ﬁ esquemas de tipo Galerkin E], entre otros.

En este trabajo hacemos un andlisis disertativo de la fundamentacién teérica de los
métodos de aproximacién numérica basados en funciones de base radial, y sus apli-
caciones para resolver ecuaciones en derivadas parciales. Por la extensidén del tema,
centramos nuestro analisis en el método de colocacion asimétrico, y su aplicacion en
el andlisis de la ecuacion de Poisson y la ecuacién del calor. Las implementaciones
numéricas mediante el método de colocacion asimétrico son realizadas usando el soft-

ware “Matlab”.

applications to elasticity problems,” en: Computational Mechanics, 33(1) (2003), pags. 68-79.

2 J. Munoz. Solucién numérica de ecuaciones en derivadas parciales mediante funciones radiales
(tesis doctoral),

3 G. E. Fasshauer. Boundary Elements XXVII: Incorporating Electrical Engineering and Electromag-
netics, chapter RBF Collocation Methods and Pseudospectral Methods,

4 M.A. Golbergy C.S. Chen. Boundary Integral Methods - Numerical and Mathematical Aspects, chap-
ter The method of fundamental solutions for potential, Helmholtz and diffusion problems, pages
103-176,

5 H.Wendland. “Meshless Galerkin methods using radial basis functions,” en: Mathematics of Compu-
tatio, 68(228) (1999), pags. 1521-1531.
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El desarrollo de esta monografia consta de 3 capitulos. En el Capitulo 1 se exponen
fundamentos tedricos para la interpolacion con funciones de base radial; se aborda
un analisis de las funciones definidas positivas, funciones condicionalmente definidas
positivas, espacios nativos, entre otros conceptos, que soportan el andalisis numérico
del método. En el Capitulo 2 hacemos una descripcion del método de colocacion asi-
métrico para problemas elipticos lineales estacionarios. Analizamos numéricamente
la relacién entre el parametro de forma de la funcion multicuadratica y el nimero de
nodos. En el Capitulo 3 se describe el método de colocacion asimétrico para proble-
mas evolutivos, mas especificamente, para dar solucion a la ecuacion lineal del calor;
finalmente, se presenta una comparaciéon entre el método elementos finitos y método
de colocacién asimétrico para el problema evolutivo, mostrando algunas simulaciones
de Matlab.
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1. INTERPOLACION CON FUNCIONES DE BASE RADIAL

En diferentes problemas practicos nos enfrentamos al problema de reconstruir una
cierta funcién desconocida a través de un conjunto de datos. Estos datos correspon-
den a un conjunto finito de mediciones, y se busca obtener informacién del proceso
estudiado en puntos diferentes a los dados, es decir, se busca una funciéon que sea un
buen ajuste de los datos dados y del proceso fisico asociado a ellos. En términos mas
precisos, se busca encontrar una funcién continua s que interpole los datos, es decir,

se quiere hallar s : R¢ — R continua tal que

S(ZEi):fi,i:172,"',N, (1)

donde son (z;, fi) € R? x R son puntos conocidos. Recordemos que en el caso unidi-
mensional, para puntos dados z; < z3 < --- < xy Yy valores f1,..., fy de una funcién
desconocida f, existe exactamente un polinomio s € Py_;(R) que interpola los puntos
(z;, fi), i = 1,..., N. En este caso el espacio de funciones interpolantes es el espacio
de polinomios de grado a lo mas N — 1 y es de resaltar que el espacio de funciones
interpolantes no depende ni de los puntos x; ni de los valores f;, sino solo del nimero
de puntos. Entonces, es natural pensar en espacios con esta propiedad en el caso
d-dimensional; desafortunadamente, si se trabaja en dimensiones mayores que 1, no
es posible encontrar un espacio fijo N-dimensional que cumpla con la propiedad de
interpolacidn previamente descrita, hecho conocido en la literatura como Teorema de
Mairhuber-Curtis (ver Teorema(i.4).

Una manera conveniente de superar esta dificultad es considerar interpolacion con

funciones radiales cuya naturaleza no toma en cuenta la dimension del espacio donde

se encuentran los datos. De manera més explicita, se considera que la funcion s es

15



una combinacién lineal de la forma

N
s(x) = Z \®(r —z;), v € RY, (2)

donde X\ = [\, A\, ..., \x]|T es el vector de incdgnitas, ® : RY — R corresponde a la
funcién radial (ver Definicion [1.1), z; € RY son llamados centros de la funcién. El
sistema matricial resultante de (2) al evaluar en los centros de la funcion y usar (1)

queda expresado de la siguiente manera:

i Py —x1) Plxr—z2) -+ Pz —an) 1T At ] _ fi _
O(xg — 1) P —29) -+ P2y —2N) Ao _ Jo
i Py —x1) Plany —x2) -+ Plozy —2zn) 1L AN i _fN |

es decir, tenemos un sistema lineal
AN = f, (3)

donde A = {CI)(ZL'Z — xj)}lgi,jSN S RNXN, f = [fl, cee fN]T, Yy A= [)\1, cee )\N]T e RV,

Para determinar la solucién del sistema lineal de ecuaciones requerimos que la
matriz A sea no singular, lo que implica determinar qué tipo de funciones radiales ha-

cen que el sistema (3) sea no singular.

En este capitulo mostraremos cémo funciona la interpolacién con funciones de base
radial y daremos algunos resultados que explican propiedades importantes relativas a

la no singularidad de la matriz de interpolacion A.

1.1. FUNCIONES DE BASE RADIAL

A continuacién presentamos el concepto de funciones de base radial, y definiremos
los espacios de Haar, con el fin de poder visualizar el Teorema de Mairhuber-Curtis,

gue nos brinda condiciones sobre los datos para que sea posible una interpolacion

16



con polinomios definidos sobre R¢.

Definicién 1.1. Una funcién ® : R* — R es llamada radial, si existe una funcién

univariada ¢ : [0,00) — R tal que

donder = ||z|| y || - ||es la norma euclidiana en R¢.

A partir de la definicion de funcidn radial se puede observar que éstas dependen uni-
camente de la distancia euclidea entre el argumento y el origen, lo que muestra una
propiedad de simetria radial de la funcion. En consecuencia, la interpolacién con di-
chas funciones no toma en cuenta la dimension del espacio en donde se encuentran
los datos. A continuacion se presentan algunos ejemplos de funciones de base radial

gue son de uso frecuente en aplicaciones.

m Funcion de distancia

o(r) =r (5)
= Funcioén gaussiana
o(r) =e ", €>0 (6)
= Funcion spline poliarmonico
¢(r) = 1 keN, (7)
o(r) = r**In(r), k€N (8)
= Funcion multicuadratica
o(r)=vVc2+r2 ¢>0. 9)
= Funcion multicuadratica inversa
1
=—— ¢>0. 10
0 =Tar= 10)



Para las funciones multicuadratica y multicuadratica inversa, la constante c es en prin-

cipio arbitraria.

Como ya se menciond, un aspecto importante de la interpolacién es el de encontrar
una funcién continua s, tal que sea una buena aproximacion de un conjunto de datos
(zs, i), i =1,..., N, donde el dominio de la funcién interpolante sea un subconjunto de
un espacio de dimensién mayor que 1. Los espacios vectoriales sobre los cuales las
funciones interpolantes dependen sélo del numero de puntos mas no de los valores

explicitos (z;, f;), se denominan espacios de Haar.

Definicion 1.2. Suponga que Q2 C R? contiene al menos N puntos. Sea V. C C(Q) un
espacio lineal N-dimensional. Entonces V' es llamado un espacio de Haar de dimen-
sion N en Q, si para puntos distintos arbitrarios x,xs, - ,xxy € QY f1, fo, -+, [v €R

arbitrarios, existe exactamente una funcion s € V con s(z;) = fi, 1 <i < N.

Se sigue de la Definicion gue conjuntos de polinomios de grado N — 1 definidos
en una variable forman un espacio de Haar N-dimensional. Los espacios de Haar,

pueden ser caracterizados de varias maneras, como se muestra a continuacion.

Proposicion 1.3. Bajo las condiciones de la Definicion las siguientes proposicio-

nes son equivalentes:
1. V es un espacio de Haar de dimension N.
2. Todowu € V' \ {0} tiene alo mas N — 1 ceros.

3. Para cualquier conjunto de puntos distintos {z1,...,xy} C Q y cualquier base

{ug,...,un} de'V, se tiene que

det A # 0, con A = (uj(zy)), j,k=1,...,N.

Demostracion. Sean V' un espacio de Haar de dimensién N y u € V' \ {0}. Suponga
que u tiene N ceros, digamos z1, ..., zy. En este caso, la funcién u y la funcién nula
interpolan los N puntos. Por unicidad, se sigue que u = 0, lo que contradice la suposi-

cién. Ahora veamos que 2. implica 3. Si det A = 0, existe un vector o € RY \ {0}, con
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Aa = 0, es decir,

N
Zajuj(xk) =0,paral <k <N, a= (o, ,an).
j=1

Esto significa que la funcién u = Zjv:l aju; tiene N ceros, y por hipotesis, u debe ser
idénticamente cero. Sin embargo, esto es imposible dado que a # 0y los w; forman
una base. Finalmente, veamos que 3. implica 1. Sea A = (u;(x)) det A # 0, podemos
considerar la funcion u = Z;V:l aju; como interpolante. La condicion de interpolacion
implica que Z;V:l a;ui(xk) = fi, 1 < k < N. Naturalmente, los coeficientes, y asi v,

son unicamente determinadas debido a que A es no singular. ]

Por su parte, Mairhuber (1956) y Curtis (1959) demostraron que no es posible llevar a
cabo una interpolacién con polinomios de grado N en varias variables para un conjunto

arbitrario de puntos en R¢. Este es el contenido del siguiente teorema.

Teorema 1.4. [f(Mairhuber-Curtis) Suponga que Q@ C R¢, d > 2, contiene un punto

interior. Entonces no existe un espacio de Haar sobre () de dimension N > 2.

Demostracion. Sea d > 2 y asuma que V' es un espacio de Haar sobre 2 con base

{uy, -+ ,un}. Como Q contiene un punto interior, existe una bola B(zy,d) C € con
radio 6 > 0. Podemos fijar un conjunto de puntos distintos {1, xs, -+ ,xn} C B(xo,9),
y denotemos por A a la matriz con entradas A;, = ui(x;), j,k = 1,---,N. Entonces,

por la definicién de espacio de Haar, se tiene que
det(A) # 0. (11)

Ahora consideramos un camino cerrado P en () conectando solo en z; y z,. Esto
es imposible en R, pero es posible en con d > 2. Entonces podemos cambiar las
posiciones de z; y x5 moviendo continuamente estos puntos a lo largo del camino P
(sin interferir con cualquier otro punto ;). Esto significa, sin embargo, que las filas

1y 2 del determinante han cambiado, lo que lleva a un cambio de signo en el

6 Q. E. Fasshauer. Meshfree Approximation Methods with MATLAB, World Scientific,
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determinante.
Como el determinante es una funcién continua de x; y x,, se debe tener que det(A) = 0

en algun punto a lo largo de P, lo que contradice (11). O

Por el Teorema|[1.4] sabemos que no hay espacios de Haar en el contexto multivariado.
Por lo tanto, una manera de interpolar los puntos (z;, f;), €s tomar una funcién radial

fija ® : R — Ry formar el interpolante como en (2).

Finalizamos esta seccion con el siguiente ejemplo que ilustra el proceso de interpola-

cion por funciones de base radial.

Ejemplo 1.5. En el siguiente ejemplo nos restringiremos al caso bidimensional. Con-

sidere la siguiente funcion
f(x,y) =sin(z +y)
definida en el dominio [0, 7] x [0, 7]. Tomemos la funcién basica ¢(r) = /c* + r2.

Figura 1. Interpolacién con FBR de la funcion f(x,y) = sin (x + y), usando la funcién
multicuadratica para un valor de ¢ = 3.

3.5

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
X

(a) Dominio de la superficie para 25 centros. (b) Superficie Interpolada.
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Figura 2. Interpolacién con FBR de la funcion f(x,y) = sin (x + y), usando la funcién
multicuadratica para un valor de ¢ = 3.

35

] 0.5 1 15 2 25 3 3.5
X

(a) Dominio de la superficie para 100 centros. (b) Superficie Interpolada.

Si en el Ejemplo[1.5 consideramos un conjunto de puntos sustancialmente grande, nos
veremos enfrentados a la dificultad de computar la inversa de la matriz A en (3). Es
por ello que, desde el punto de vista numérico, es conveniente determinar condiciones

que garanticen la no singularidad de A.

1.2. FUNCIONES DEFINIDAS POSITIVAS

La siguiente seccion describe algunas condiciones que son necesarias para determi-

nar el tipo de funcién radial que permite la no singularidad de la matriz A del sistema

(3)-

Definicion 1.6. 8 Una matriz real simétrica A de orden N es llamada semi definida

positiva si su asociada forma cuadratica es no negativa, es decir, si

N N
Z Z OéjOékAng 2 O, (1 2)

j=1 k=1

para cualquier o = [ay,- -+ ,an|’ € RN. Si el dnico vector o que satisface la igualdad

en (12) es el vector nulo, entonces A es llamada definida positiva.

Una propiedad importante de las matrices definidas positivas es que todos sus valores

propios son positivos, y por consiguiente, son matrices invertibles. Por lo tanto, si las
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funciones basicas ¢ definidas en la Seccion [1.1| generan una matriz definida positi-
va, siempre tendriamos un problema de interpolacion bien planteado. A continuacién

introducimos el concepto de funciéon semi definida positiva y definida positiva.

Definicion 1.7. Una funcién continua ® : R? — R es llamada semi definida positiva si
para cualquier N € N, todo conjunto de puntos distintos dos a dos {z1,..,xxy} C R4, y

todoa = [y, -+ ,an|t € RY, verifica que su asociada forma cuadratica es no negativa

N N
Z Z ;o ®(z; —x5) > 0. (13)
=1 k=1
Ademas, la funcion ® es llamada definida positiva en si el tnico vector o que verifica
la igualdad (13) es o = 0.

De la Definicién surge una observacion importante, y es que, aunque estamos in-
teresados en problemas con funciones de valor real, esta definicion se puede extender
para funciones de valores complejos, lo que permite obtener algunas propiedades so-
bre las funciones semi definidas positivas, incluyendo el famoso Teorema de Bochner
(ver Teorema([1.11) que caracteriza las funciones semi definidas positivas en términos

de la Transformada de Fourier.

Ejemplo 1.8. Sea ¢ : R — R definida como

1 Siz =0,
®(z) =
0 caso contrario.
Entonces ® es definida positiva. En efecto, dado N € N y {x,--- ,zn} C R, se tiene

que

N N
> ajo®(x; — ) = Y |y > 0, para todo escalar a;,qy € R.

j=1 k=1 j=1

] =

Algunas propiedades que tienen las funciones semi definidas positivas y las funciones

definidas positivas se pueden observar a continuacioén.
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Teorema 1.9. B Suponga que ® es una funcion semi definida positiva. Entonces se

satisfacen las siguientes propiedades:
1. ®(0) > 0.
2. &(—z) = ®(x), donde ®(x) denota el conjugado de ®(z).
3. ® es acotada, mas aun, |®(x)| < ®(0) para todo = € R.
4. ®(0) =0 si, y solo si, ® = 0.
5. Si®y,---,®, son funciones semi definidas positivas y b; > 0, 1 < j < n, enton-
ces ¢ := Y7 b;®; es también semi definida positiva. Si existe jo, 1 < jo < n

tal que ®;, es definida positiva, y b;, es positivo, entonces ¢ también es definida

positiva.

6. El producto de funciones semi definidas positivas (definidas positivas), es semi

definida positiva (definida positiva).

Ejemplo 1.10. Considere la funcion
1 . .
cos (x) = 5(6” +e7'). (14)

Tomemos la funcién ® : — C definida por ®(z) = ¢**¥, cony € fijo, en donde x - y
denota el producto interno usual en R?. En este caso, dado un conjunto de puntos
distintos dos a dos {z,--- ,xx} C RY ya = [ay,--- ,ay]t € RN, la forma cuadratica

dada definida en (13), verifica que

N N N N
ZZO[ akq) —xk) = Z ajakei(wj*ffk)'y

=1 k=1 j=1 k=1

N
fr E Z$Jy E a e —iTgY
J=1
N
E zasjy

2

De lo anterior se concluye que ® es semi definida positiva en . Usando la propiedad 5

del Teorema(1.9, cos (z) es semi definida positiva.
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Uno de los resultados mas relevantes sobre funciones semi definidas positivas es su
caracterizacion en términos de transformadas de Fourier establecidas por Bochner en
1932 — 1933.

Teorema 1.11. E](Bochner) Una funcion continua ® : R — R es semi definida positiva
Si, y solo si, es la transformada de Fourier de una medida de Borel no negativa finita

enR?, es decir,
O(x) = p(x) = (27T)_d/2/ e dp(w), v € RY

Rd
Una caracterizacion completa de las funciones definidas positivas lleva a una discusién
muy técnica de las medidas de Borel involucradas que no abarca este documento. Sin
embargo, enunciaremos un par de resultados que resultan utiles en la caracterizacion
de este tipo de funciones. El lector interesado en el tema puede tomar como referencia

el articulo Bl

De la simetria entre la transformada de Fourier y la transformada inversa se puede
encontrar un criterio para verificar si una funcién es definida positiva, el cual se enuncia

en el siguiente teorema.

Teorema 1.12. E]Si f € LY(RY) es continua, no negativa y no nula, entonces
O(x) = f(w)e ™™ dw, x € RY,
Rd

es definida positiva.
Ejemplo 1.13. Sea ®(z) = e~“I*l3 ¢ > 0. Entonces ® es definida positiva en R®.

Demostracién. En primer lugar mostremos que la funcién G(z) := e~1I#13/2 es definida

7 Holguer. Wendland. Scattered Data Approximation, Cambridge Monographs on Applied and Compu-
tational Mathematics,

8 K. F. Chang. “Strictly positive definite functions”. En: J. Approx. Theory 87 (1996), pags. 148-158.
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positiva. Note que G = G. En efecto,

G(z) = (2m)/? / e lwl3/2g—izw g,

Rd

_ H [(271_)—1/2/ 6w§/26—z’zjwjdwj].

j=1 o

Si g(t) = e **/2, entonces

00 2
g(r) = (27?)_1/2/ e~ (T Hird) gy

—00

= (2m) e/ / T enteinragy

—0o0

= (2m) V2 /Oo e V24t

_ (27r)—1/26—r2/2(2ﬂ_)1/2

—e /2

De y se tiene que

~

G(z) = e P32 = G(a).

Il
=~
=

Q)
o
=

Definamos ahora G.(z) = G(x/¢). Entonces G, 5:(7) = ®(z) y Ge(x

Asi, obtenemos que

() = Gyyyz(e) = (26)V?G(2/V2e)

= (2¢)"¥2(2m) "2 / o Iwll3/(46) y—aw g,
]Rd
= (2)(en)~* / o~ Iwl3/ (49 v gy

Rd

y asi, por el Teorema|1.12, ¢ es definida positiva.

(15)

(16)

]

El Teorema [1.12, aunque Util, supone que la funcién f sea integrable en R, lo cual

puede ser restrictivo en el sentido que deja fuera a funciones de base radial muy im-

portantes, tales como la funcién multicuadratica ®(x) = /c? + ||z||?. En este sentido,

es conveniente generalizar el concepto de funcién definida positiva, dando lugar a las
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funciones condicionalmente definidas positivas, definidas en la siguiente seccién. Pre-
vio a la definicion de funciones condicionalmente definidas positivas, enunciamos el

concepto de funciones completamente monétonas.

Definicion 1.14. Una funcion ¢ : [0,00) — R que pertenece a C[0,c0) N C*(0,00), y

satisface
(_1)l¢(l)(r) Z 07 r > Oa l = 07 17 2a e

es llamada completamente mondtona en [0, co).
Ejemplo 1.15. La funcion ¢(r) =€, ¢ > 0, es completamente mondtona en [0, co).

Ejemplo 1.16. La funcion ¢(r) = e~“", € > 0, es completamente mondtona en [0, ).

Note que

(=)D (r) =€ée ™ >0, 1l € N,
Ejemplo 1.17. La funcion ¢(r) = W’ B > 0, es completamente mondtona en [0, o)
ya que

(—D'V(r) = (-1)*B(B+1)-- (B+1-D)(A+7r) 7" <0, leN.

La siguiente es una caracterizacién de las funciones completamente moné6tonas en
relacién con las funciones radiales definidas positivas. Hasta donde sabemos, esta re-
lacion fue sefialada por primera vez por Schoenberg en 1938, dando asi, condiciones
suficientes para la invertibilidad de la matriz A en (3). Es decir, funciones que satis-
fagan las hipétesis del siguiente teorema, pueden ser utilizadas para el problema de

interpolacion.

Teorema 1.18. (Schoenberg) Una funcion ¢ es completamente mondtona pero no
constante en [0, 00) si, y solo si, ® = ¢(|| - ||3) es definida positiva y radial en R¢ para
tfodo d.
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Observe que la funcion ® ahora se define mediante el cuadrado de la norma.

Ejemplo 1.19. Ejemplos de funciones completamente mondtonas pero no constantes

son:

1. La funcién Gaussiana
o(r)y=e", >0,

es completamente mondtona en [0, ), y es no constante ahora por el Teorema
la funcién gaussiana ®(z) = ¢(||z||2) = e~II3, ¢ > 0, es definida positiva y

radial en R para todo d.

2. La funcion multicuadratica inversa
o(r)=(r+c)7" ¢,>0,

es completamente mondtona en [0, c0), y es no constante ahora por el Teorema

1.18 la funcién multicuadratica inversa ®(z) = ¢(||z[|3) = zms, ¢ > 0, 820,
2

es definida positiva y radial en R¢ para todo d.

Con base en lo anterior, los interpolantes (2) correspondientes toman la forma

N N

S(x) =Y Ne Ul gy S(@) = N@(le — a3 + )7,

j=1 j=1

respectivamente.

1.3. FUNCIONES CONDICIONALMENTE DEFINIDAS POSITIVAS

La siguiente seccidn generaliza la nocién de funciones definidas positivas de mane-
ra que se mejoren algunas propiedades relevantes para las funciones radiales base,
como aquellas en las que el proceso de interpolacion requiere de la inclusion de un
polinomio. En consecuencia, se da una nocién de la reproducciéon polinébmica y su
relacion con las funciones condicionalmente semi definidas positivas y las funciones

condicionalmente definidas positivas de orden m.
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Definicion 1.20. Una funcién continua ® : R — R es llamada condicionalmente semi

definida positiva de orden m enR?, si

N N
ZZCYiOéjq)<l’i —.I'j> 2 O, (17)
i=1 j=1
para cualesquiera N puntos x,,--- ,xx € R® distintos dos a dos, y a = [ay, -+ - ,ay]t €
RY satisfaciendo
N
> ajp(z;) =0, Vp € Py (RY). (18)
j=1

La funcién ® es condicionalmente definida positiva de orden m en R? si la forma cua-

dratica es cero solo para a = 0.

Proposicién 1.21. ¥ Una funcion que es condicionalmente definida positiva de orden
m enR? es también condicionalmente definida positiva de cualquier orden superior. En
particular, una funcion definida positiva es siempre condicionalmente definida positiva

de cualquier orden.

Ejemplo 1.22. Ejemplos de funciones que son condicionalmente definidas positivas
pero no definidas positivas son dadas por la funcion multicuadratica ®(z) = \/c* + ||z||3,
¢ > 0, y la funcién spline de placa delgada ®(x) = ||z|*log (||z|]).

A partir de la proposicion anterior, toda funcion definida positiva es también condicio-
nalmente definida positiva de cualquier orden. Es natural entonces, buscar el orden
m mas pequefo posible. Por tanto, cuando se habla de una funcion condicionalmente

definida positiva de orden m, damos en general el minimo posible de tales m.

Como se menciono, las funciones condicionalmente definidas positivas son utilizadas
para resolver el problema de interpolacion a partir de funciones radiales que re-
quieren la inclusion de un polinomio. Mas exactamente, permite formar interpolantes

de la forma

N Q
s(z) = Z)\jq)(x—xj) +Z)\lpl(x), (19)
j=1 =1
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donde @ = dim(P,,_1(R%)) y p1, ..., pg forman una base en el espacio lineal P,,_;(R?).

Los coeficientes en son definidos como

s(z;)) = f(x),i=1,...,N, (20)

N
d Npi(ay) = 0, 1=1,..,Q. (21)
j=1

Resolver el problema anterior es equivalente a resolver el sistema matricial

A P A
A @2)
PT 0 oy 0
donde Ay P son matrices de orden N x N 'y N x () respectivamente, con componentes

dadas por
A:Ai,j :(I)(l‘i—ﬂfj), P:pl({L‘J) (23)

Para determinar la no singularidad de primero definimos la unisolvencia de un
conjunto de puntos en R¢, la cual se debe satisfacer dependiendo del grado del poli-

nomio.

Definicion 1.23. E/ conjunto de puntos X = {xi,7s,...,axy} C R¥ con N > Q =
dim(P,,,(R%)) es llamadado P,,(R?)-unisolvente si el polinomio cero es el tnico polino-

mio de I,,(R?) que se anula en todos ellos.

Ejemplo 1.24. Considere los polinomios lineales en R*. Sabemos que dim(P;(R?)) =
3. Dado que cada polinomio lineal bivariado describe un plano en un espacio tridimen-
sional, este plano esta determinado unicamente por tres puntos si, y solo si, estos tres
puntos no son colineales. Por lo tanto, el conjunto con tres puntos en R?* es P;(R?)-

unisolvente si, y solo si, los puntos no son colineales.

Teorema 1.25. B Supongamos que ®: — R es una funcion condicionalmente definida
positiva de orden m y X es un conjunto de centros (asociados a ® y definidos en (3))

siendo P,,_(R%)-unisolvente. Entonces el sistema (22) tiene una tnica solucion.
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Ejemplo 1.26. Un ejemplo de estas funciones son las spline de placa delgada, ¢(r) =
r?log(r) conr = ||z||, z = (z,y) € R2. El polinomio requerido p € P? es bivariado lineal.
Se tiene que la base del espacio polinomial P2 es {1, x,y}.

En consecuencia, el interpolante tiene la forma
N
s(®) =Y Nz — [P log (|7 — ;1) + i1 + po + sy, 75 € R,
j=1
junto con las siguientes restricciones
N

N N
Z )\j = O, )\jl’j = O, Z )\jyj = O
j=1 j=1 7=1

En 1986 Micchelli | conjetura un criterio analogo al Teorema de Schoenberg
para el caso de funciones condicionalmente semi definidas positivas. Los siguientes

teoremas reunen los principales resultados de los trabajos citados.

Teorema 1.27. [ Supongamos que ¢ € C[0,00) N C>(0,00). La funcién ® = ¢(| - |3)
es condicionalmente semi definida positiva de orden m € N, y radial en R? para toda

d, si y solo si (—1)"¢™ es completamente mondtona en (0, co).

Ademas si ¢ no es un polinomio de grado maximo m, entonces ® es condicionalmente

definida positiva de orden m.

Ejemplo 1.28. Las funciones multicuadraticas ¢(r) = (—1)I°1(c>+r2)?, ¢, > 0, B ¢ N,

son condicionalmente definidas positivas de orden m = [(] en todo .

En efecto, definiendo fs(r) = (—1)/P1(c? 4 r)?, se obtiene que

@) = (D)PBB - 1) (B — 1+ 1)(2 + 1),

9 C.A Micchelli. “Interpolation of scattered data-distance matrices and conditionally positive definite
functions,” en: Constructive Approximation, 2(1) (1986), pags. 11-22.
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por lo que
()P IV () = BB —1) -+ (B — [B] + 1)(* +r)? 7]

es completamente mondtona. Mas aun, m = || es el numero mas pequerio posible
tal que (—1)™ fé’”) es completamente monotona. Como 5 ¢ N, f no es un polinomio,
por lo tanto, ® = ¢(|| - ||) es condicionalmente definida positiva de orden [ 3| y radial en

R? para todo d.

Dado el Teorema se puede establecer la Tabla 1.1 con la generalizacion de las

funciones condicionalmente definidas positivas mas comunes.

Tabla 1. Funciones de base radial comunmente usadas y su respectivo grado del
polinomio.

Nombre o(r) Parametros | Grado del polinomio
Multicuadratica (—D)IFI 2+ AP | >0, B¢N (3]

Placa Delgada (—=1)*B2pB1ogr | >0, B €2N 1+ 8/2
Potencias (—1)18/21y8 B>0,3¢2N [3/2]
Gaussiana e €>0 0
Multicuadratica inverso | (r? + ¢2)~#/2 B>0, 3¢2N 0

Se tiene que la funcion radial multicuadratica ¢(r) = (c* + r%)'/2 es una funcioén con-
dicionalmente definida positiva de orden uno, por tanto, se requiere de la adicién de
una constante para garantizar la invertibilidad del sistema lineal de ecuaciones. Sin
embargo, Micchelli F| demuestra que para la interpolacién con funciones condicional-

mente definidas positivas de orden uno, no es necesario incluir el polinomio constante.

Teorema 1.29. Suponga que ¢ es condicionalmente definida positiva de orden 1 y que
$(0) < 0. Para cualesquiera puntos distintos z1,--- ,zx € R¢ la matriz A con entradas

A, ; = ¢(z; — x;) tiene N — 1 valores propios y 1 negativo, y por lo tanto es no singular.

El Teorema generaliza el teorema de Schoenberg para el caso m = 1. De modo

que, cuando se trabaja con el nacleo multicuadratico es prescindible adicionar dicha
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constante; numéricamente se ha observado que esto no afecta la exactitud en la inter-

polacion.

1.4. ESPACIOS NATIVOS

Hasta ahora hemos encontrado funciones definidas positivas y condicionalmente defi-
nidas positivas en el contexto de un problema de interpolacién de datos dispersos en
R?. En esta seccion veremos, desde otro angulo, las funciones previamente mencio-
nadas con el fin de presentar algunas ideas sobre estimacién de errores en el proceso

de interpolacion.

Dentro de la teoria de la interpolacién con funciones de base radial, los limites de error
son estimados asociando a cada funcion bésica radial, un cierto espacio de funciones
llamado espacio nativo. Estos espacios estan conectados con los llamados nucleos
reproductores sobre espacios de Hilbert. Aunque un desarrollo completo y autoconte-
nido de la teoria de los nucleos reproductores esta fuera del alcance de este trabajo,
presentamos algunos ingredientes necesarios para comprender mejor las estimacio-

nes de error.

A continuacion se describe la construccion de espacios nativos en base a la definicién
de nucleos reproductores en un espacio de Hilbert, esto es, dado un nucleo radial,
construir su espacio de Hilbert asociado. Lo anterior es requerido para definir la con-
vergencia del interpolante. Para ello, asumiremos la existencia de un nucleo ¢ y se
construira el nacleo reproductor en espacios de Hilbert. Primero se mostrara la cone-
xidbn entre espacios de Hilbert con nucleo reproductor y nucleos definidos positivos.

Esta seccidn esta fundamentada en @

Definiciéon 1.30. Sea H un espacio de Hilbert de funciones [ : 0 — R con producto
interno (-, -)y, siendo Q C R¢ no vacio. Una funcion ® : Q x Q — R es llamada nicleo

reproductor para H si
1. &(z,) e H Ve € Q,

2. f(x) =(f,®(,2))n, VfEHyVre.
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La propiedad 2 es llamada propiedad reproductora y se sigue facilmente que si un es-
pacio de Hilbert tiene un nucleo reproductor, este es unico. En efecto, si ®; y &, son
nucleos reproductores, entonces por la propiedad 2 tenemos (f, (-, y) —Pa(-, y)) =0
paratodo f € Hyy € Q. Tomando f = ®,(-,y) — Po(-, ) en la tltima igualdad, se tiene
que (D1(-,y) — P2, y), P1(,y) — Pa(- y))w = |P1(,y) — Pa(-,y)ll = 0, y como y € Q
es arbitrario, se concluye que ®; = .

Una caracterizacion de los espacios de Hilbert que tienen un nucleo reproductor es

dada por la siguiente proposicion.

Proposicion 1.31. E] Supongamos que H es un espacio de Hilbert compuesto de fun-

ciones f : Q) — R. Entonces son equivalentes:
1. El espacio H tiene nucleo reproductor.

2. Los funcionales de evaluacion ¢, : f — f(z), f € H, son continuos para todo

x € Q, es decir, 6, € H' para cada z € ).

Demostracion. Supongamos que el espacio H tiene nucleo reproductor . Entonces
0, = (-, ®(-,x))n, para cada x € 2. Dado que el producto interno es continuo. Por otro
lado, si los funcionales de evaluacion son continuos, por el Teorema de representacion
de Riesz, para cada y € Q2 existe ®, € H tal que 6,(f) = (f, ®(-,y)) para todo f € H.
Asi, @ : 2 x Q — R definido por ®(z,y) := ®,(z) es el nucleo reproductor de . O

El siguiente teorema enuncia algunas propiedades importantes de un espacio de Hil-

bert con nucleo reproductor.

Teorema 1.32. E] Supongamos que H es un espacio de Hilbert compuesto de funcio-

nes f : Q — R, con nucleo reproductor ®. Entonces
1. @(x,y) = <q)(7 1’), @(',y»q{, parazxz,y c Q.
2. O(z,y) = ®(y,x), paraz,y € .

3. Si f, f., n € N, son funciones tales que f, converge a f en H, entonces f,

converge a f puntualmente.
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El siguiente resultado muestra la conexidn entre espacios de Hilbert con nucleo repro-

ductor y nucleos definidos positivos.

Teorema 1.33. E] Supongamos que H es un espacio de Hilbert con nucleo reproductor
® : Q x Q — R. Entonces ® es semi definido positivo. Ademas, ® es definido positivo

si, y solo si, los funcionales de evaluacion son linealmente independientes en H'.

Hasta ahora hemos visto que el nucleo reproductor de un espacio de funciones de
Hilbert origina una funcion semi definida positiva; sin embargo, normalmente no co-
menzamos con un espacio de funciones, sino con un nucleo semi definido positivo,
con lo cual nos enfrentamos al problema de encontrar el espacio de funciones aso-
ciado que tiene este nucleo como su nucleo reproductor. A continuacién queremos
discutir brevemente este problema construyendo el espacio de funciones de Hilbert
correspondiente. Queremos mostrar que toda funcidén bésica radial definida positiva
puede asociarse con un nucleo reproductor sobre un espacio de Hilbert, a saber, su
espacio nativo. Para ello vamos a suponer que @ : 2 x 2 — R es un nucleo simétrico

semi definido positivo.

Dela primera propiedad de la Definicién se deduce que #H contiene todas las

funciones de la forma:

f() :chq)('>xj)> (24)

desde que z; € (2. Ademas, para f € H, se tiene que,

£l = Cfs o = <ch¢('7%‘)> ch‘b('al’k)> =Y b (), wy). (25)

j=1 k=1

Se define el espacio Hy(€2) como el espacio lineal generado por todas las funciones

de la forma
Hy(Q2) = gen{®(-,x) : x € Q}, (26)

el cual tiene una forma bilineal asociada, definida de la siguiente manera: Para cua-
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lesquiera par de funciones s, u € Hg(12),
N
:ZCJCI)(,JZJ), u:deCD(?yk>a
j=1 k=1

la forma bilineal asociada se define como
N N
<U,S>¢. - <S,U,>q> - chgqu)(%ayk): (27)

Teorema 1.34. ] Sea @ : Q x Q — R, Q ¢ R? un ndcleo simétrico y definido positivo.
Entonces la forma bilineal (-, -)o define un producto interior en H¢(€2). Adicionalmente,

Hs(S2) es un espacio pre-Hilbert que tiene como ntcleo reproductor a ®.

Demostracion. Claramente (-, )¢ es bilineal y simétrico, puesto que ¢ es simétrico.
Resta mostrar que (f, f)s > 0 para f € Hs(2) no nulo. En efecto, para cualquier

f € He(2) no nulo, este se puede escribir como

f= Zc] zj), x; € .

Entonces

N N
ZZC cx®(z;,25) >0,
7j=1 k=1
ya que ¢ es definido positivo. Finalmente, dado que
N
(f, ZC]CI) (xj,z) = f(x),
j=1

entonces se verifica la propiedad de reproduccién. O

Debido a que el teorema anterior establece que Hs(2) es un espacio pre-Hilbert,
es decir, no es necesariamente completo, el primer candidato para un espacio de
Hilbert con nucleo reproductor ® es la completacion He de He(2) respecto a la norma

| - |l Sin embargo, los elementos de la completacion quedan simplemente como
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elementos abstractos de un espacio de Hilbert. Para representar a estos elementos

como funciones, consideremos primero la aplicacion lineal

R:Ha(Q) = C(Q)
f '—><f, (I)(, J})>qp

(28)

Podemos ver que la aplicacién R esta bien definida; en efecto, por la desigualdad de

Cauchy - Schwarz tenemos,

[Rf(z) — Rf(y)l = [{f. 2(~2) — 2(,9))a| < [[fllol|@(.2) — 2(,y)h)[le,  (29)
dado que
[2(-,2) = (. 9))I3 = (2, ) + (y,y) — 20(z,y), (30)

entonces Rf(x) — Rf(y) cuando x — y ya que ® es continua, por tanto, R(f) € C(2).

Mas aun se tiene que Rf(z) = f(x) paratodo z € Q y todo f € Hs(12).

Proposicion 1.35. La aplicacion R : H(Q2) — C(2) definida en (28) es inyectiva.

Demostracion. Supongamos que Rf(x) = 0 para cualquier f € He((2), es decir,
(f,®(-,x))e = 0 para todo = € 2. Pero He es la completacién de Hq(€2). Por lo tanto,

el Unico elemento de Hq(€2) perpendicular a Hg(2) es f = 0. O

Como la aplicacion es inyectivay Rf(x) = f(z) paratodaz € Qy f € He(2) podemos

dar la definicién de un espacio nativo.

Definicion 1.36. E/ espacio nativo correspondiente al nucleo simétrico y definido po-

sitivo ® : Q x Q — R se define como
Na(Q) :== R(Ha()), (31)

con el producto interior

<f> g>N<1>(Q) = <R71f7 Rilg>¢"
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El espacio asi definido es un espacio de Hilbert de funciones continuas con nucleo de
reproduccién ®. Dado que ¢(-,z) es un elemento de Hg(€2) para = € €2, & no cambia

bajo la aplicacion lineal R, por lo tanto,

paratodo f € Ngp(Q) y z € Q.

Teorema 1.37. ] Si @ : Q x Q — R es un niicleo simétrico y definido positivo, entonces
Su espacio nativo asociado N4 () es un espacio de Hilbert con nucleo reproductor ®.

Este espacio es ademas unico.

Por lo tanto, los nucleos definidos positivos y los nucleos reproductores de espacios

de funciones de Hilbert son lo mismo.

Finalizamos esta seccion determinando un espacio nativo, estudiado por Madych y
Nelson en [ para las funciones definidas positivas para el caso especial R?. Esta ca-
racterizacion del espacio nativo esta expresada en términos de la transformada de

Fourier.

Teorema 1.38. Suponga que ® € C(R%) N L'(R?) es una funcién definida positiva que

toma valores en los reales. Definimos

~

G = {f e IR 1 CRY : L Lz(Rd)}

=

para la cual su forma bilineal esta dada por

_ fog - fw)g(w)
, = (2m) %2 ,—— = (2m) "2 ———dw.
o= e <¢$ @>L2(Rd) e )

Entonces G es un espacio de Hilbert real con producto interno (-, -)gray y ncleo repro-
ductor ®(- — -). Por lo tanto, G es el espacio nativo de ® en R? con la norma candnica

inducida por el producto interior, es decir, G = Ny (R%).
Ejemplo 1.39. Recordemos que el espacio de Sobolev de orden s para s > d/2 se
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puede definir como H*(RY) = {u € L*RY) N C(RY) : a(-)(1 + | - ||>)¥? € L*(RY)}.
Supongamos ahora que ® € L'(R%) N C(R?) satisface la siguiente condicion de decai-

miento algebraico
a(1+ W) < () < (1 + [|lwl)*, we RY,

cons > d/2 y ¢; < ¢y positivos. Entonces, por el Teorema el espacio nativo
Ns(R?) asociado a ® corresponde con el espacio de Sobolev H*(R?) y las normas
son equivalentes. En este sentido, podemos pensar en los espacios nativos como una

cierta generalizacion de los espacios de Sobolev.

1.5. ESTIMACIONES DE ERROR

El objetivo de esta seccién es proporcionar algunas estimaciones de error para la in-
terpolacion de datos dispersos con funciones definidas positivas. La siguiente seccion
ha sido desarrollada basandonos en los trabajos de Duchon [ Fassahuerﬁ, Madych
y Nelson E y Wu-SchabackH Se quiere que este tipo de estimaciones dependan de
algun tipo de medida de la distribucién de datos, con lo cual se introduce una funcion
que generalmente se usa en la teoria de la aproximacion denominada distancia de lle-
nado asociada a un conjunto de datos (nodos) X = {z1, ..., zx } distribuidos de manera

no uniforme. La funciéon de llenado se define como

h = hxgq = sup min ||z — z;||2,
zeQ Ti€X

la cual, como su nombre lo indica, mide la manera como los datos llenan el dominio,

y corresponde a la distancia maxima de cualquier punto del dominio a su punto de

10 J. Duchon. “Sur I'erreur d'interpolation des fonctions de plusieurs variables par les D™-splines,” en:
Rev. Francaise Automat. Informat. Rech. Opér. Anal. 12 (1978), pags. 325-334.

" Nelson S. A. Madych W. R. “Polyharmonic cardinal splines,” en: Journal of Approximation Theory,
60 (1990), pags. 141-156.

2 Z.Wuy R. Schaback. “Local error estimates for radial basis function interpolation of scattered data,”
en: IMA Journal of Numerical Analysis, 13(1) (1993), pags. 13-21.
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referencia mas cercano, o equivalentemente, el radio de la bola vacia mas grande que

puede situarse entre los datos (ver Figura [3).

Figura 3. Distancia de llenado

Estamos interesados en saber si el error ||f — P}h)Hoo converge a cero cuando h tie-
ne a cero, y qué tan rapido. Aqui, {P™}, denota una sucesién de operadores de
interpolacién, la cual depende de la distancia de llenado. Diremos que el proceso de
aproximacion es de orden k si Hf—PJ(ch)Hq = O(h*), h — 0, donde || -||, denota la norma
en L7, 1 < ¢q < oco. Dado que queremos emplear la teoria de nucleos reproductores en
espacios de Hilbert, nos concentraremos en las estimaciones de error para funciones
[ € Na.

La idea ahora es expresar al interpolante en su forma de Lagrange, utilizando las
llamadas funciones cardinales. Esta idea se debe a Wu y Schaback 3 Como se vi6
en la Seccién para cualquier funcién definida positiva ®, el sistema A\ = y, con
Aij = O(x; — ), 4,5 = 1, . Ny X = M, 0] T, Yy y = [f(z1), ..., f(zy)]7, tiene una
unica solucion. A continuacion consideraremos la situacidén més general donde ® es
un nucleo definido positivo, es decir, las entradas de A estan dados por A;; = ®(x;, ;).
El resultado de unicidad también es valido en este caso. Para obtener las funciones
de la base cardinal de Lagrange v}, 1 < j,i < N, con la propiedad de que u}(x;) = dj,
es decir,

1 sij=i,

0 sij#i,
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consideramos el sistema lineal

donde u* = [u},..,uy]T y b = [®(-,z1),...,®(,zx)]T. Entonces se tiene el siguiente

resultado.

Teorema 1.40. E] Suponga que ® es un ntcleo definido positivo sobre R¢. Enton-
ces, para cualquier conjunto de puntos distintos x,...,zy, existen funciones u; €
gen{®(-,x;), j=1,.., N} tales que uj(x;) = dj;.

Teniendo en cuenta lo anterior, podemos escribir el interpolante P, de f en zy,...,zn

como
N

Pr(x) =Y flz)ui(z), = € R (33)

j=1
Otro elemento que requerimos para determinar las cotas de error entre el interpolante
y los datos es la llamada funcién potencia. Para ello consideremos que ¢ € C(2 x Q)

con Q C R¢, y para cualquier conjunto de puntos distintos X = {z1, ..., zy} contenidos

en Q, y para cualquier vector u = {u;,--- ,ux} € RY, definimos la forma cuadratica
N N N
Qu) = (x,z) — 2 Z u; Oz, x;) + Z Z wiu; ®(x;, xj), (34)
j=1 i=1 j=1

la cual es equivalente a la norma inducida por el producto interno en el espacio nativo
Na@

N

Qu) = [|®(2) = Y u;®(,25) IRy . (35)

j=1
Ahora podemos definir la funcién potencia como:

Definicion 1.41. Sea Q) C R? y suponga que ® € C(Q2 x Q) una funcién definida
positiva en R¢. Para cualesquiera puntos distintos X = {zy,...,xx} C Q, la funcion

potencia esta definida por
[Po x(2)]* = Q(u*(z)),
donde u* es el vector de funciones cardinales.

La cota de error genérica entre el interpolante y los datos de la funcion estd dada en

términos del siguiente resultado
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Teorema 1.42. Sea ) C R%, ® € C(Q x Q) una funcién definida positiva en R?, y
suponga que el conjunto de puntos X = {xi,...,xzx} € £ son todos puntos distintos.

Denote s(x) al interpolante de f € Ny en X, entonces para cualquier x €

[f(2) = s(2)] < Poox ()] fl| niy - (36)

Demostracion. Supongamos que f se encuentra en el espacio nativo de , por la

propiedad de reproduccion de ¢ se tiene que:

f(SL’) = <f7 (I)('ﬂx»/\/q»(n)'

Expresamos el interpolante en su forma cardinal y aplicamos la propiedad de repro-

duccion de ®. Esto explica que

s(r) = Y flay)uj(a)

Ahora todo lo que resta por hacer es combinar las dos férmulas recién derivadas y

aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Asi,

[f(x) = s(z)] = ‘<f,<1><-,x>—Zuﬁ(w)@(-,xﬂm(m
< HfHNdw(Q) (I)<7I) - Zu;<x)®<7xj)
J=1 Ncp(sz)

< Nl Pox ().

]

Un beneficio de este tipo de estimacidn radica en que nos permite dividir el error entre

la funcién desconocida f del espacio nativo y su interpolante, en dos términos, siendo
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un término (la funcién de potencia) independiente de f y el otro independiente de la

distribucién de los centros X.

La estimacion de error encontrada es analoga a la estimacién del error en la interpo-

lacién polinomial B, esto es,

|f(x) = If(z)| < P(z)mdx |f"(2)],

zel

en donde la funcion Py x ~ P(z) es de la forma
1 n
P(z) = HH |z — 4.
j=1

Ademas, un cambio del parametro de forma ¢ de cualquier funcién basica @, tendra

como consecuencia alteraciones en la estimacion de error dada en (36).

El siguiente paso es refinar la cota de error para determinar cémo influye la distri-

bucion de los nodos X en términos de la distancia de llenado.

Teorema 1.43. Sea ) C R4, & € C(Q x Q) es definida positiva en R?. Sea X =
{z1,29,--+ ,xn} C Q un conjunto de puntos distintos, defina la forma cuadratica Q(u)
como en (35). El minimo de Q(u) es dado por el vector u = u*(x) del Teorema(1.40, es
decir,

Q(u*(z)) < Q(u) paratodou € RV,

Para lograr este refinamiento es necesario proporcionar el siguiente teorema que nos
garantiza la existencia de un vector o que facilita la precisién polinomial deseada, es
decir, el siguiente teorema asegura la existencia de un esquema de aproximacidén con
precision polinomial local. Este teorema requiere la nocidén de un dominio que satisface

una condicién del cono interior.

Definicion 1.44. Una regién ) C R? satisface la condicion de cono interior si existe un

angulo 6 € (0,7/2) y un radio r > 0 tal que para todox € ) existe un unico vector &(x)
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tal que el cono
C={z+:yeR: |yl =1,5"¢(x) < cos (), A €[0,r]}

esta contenido en ).

Teorema 1.45. Suponga que 2 C R¢ es acotado y satisface la condicion de cono
interior, y sea | un entero no negativo. Entonces existen constantes hy,r, y ro tales
que para todo X = {z1,--- ,xzy} C Q con hxq < hy y todo x € Q existen nimeros

ty(x), - ,an(z) con
1. 33 i(x)p(x;) = p(x) para todo polinomio p € P{(<),
2. 300 Ja(x)| <,
3. u;(z) =0 8i ||z — zj||2 > r2hxa-

El siguiente resultado determina el error genérico refinado basado en la distancia de

llenado.

Teorema 1.46. ¥ Suponga que Q2 C R? es abierto y acotado y satisface la condicion
de cono interior. Suponga que ® € C**(Q) x Q) es simétrica y definida positiva en R?, y
denote por s al interpolante de f € N ). Entonces existen constantes positivas hg y

T (independientes de x, f y ®) tales que

|f(x) = s(x)| < Th o/ Ta ()| fll N> © € D,
siempre que hx.¢ < hg, donde

Te(z) = méax mAax |DS®(w, 2)|
|B]|=2k w,zeQNB(z,r2hx o)

con B(z,mhx q) siendo la bola de radio ryhx o y centro .

Demostracion. Por Teorema se tiene que

|[f(2) = s(2)] < Poox ()] fll vy e -
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Por lo tanto, ahora derivamos la cota

PQ)((Q?) S Thl)g(,(b\/ T(I,(ZE)

para la funcién de potencia en términos de la distancia de llenado. Sabemos que la

funcidén de potencia esta definida por

[Pox (2)]* = Q(u"(2)).

Ademés, por el Teorema [1.43] la forma cuadratica Q(«) esta minimizada por u = u*(z).
Por lo tanto, cualquier otro vector de coeficientes u producird un limite superior en la
funcién de potencia. Tomamos u = u(z) del Teorema [1.45 para asegurarnos de tener
precision polinomial de grado i > 2k — 1. Para esta eleccion especifica de coeficientes

tenemos
[Pox(z)]” < Qu(x)) = ®(x,x) — 2 Zug“b(ﬂ%ﬂfj) + Z Zuiug@(ﬂfu%%

donde las sumas estan sobre esos indices j con u; # 0. Ahora aplicamos la expan-
sién de Taylor centrada en = a ®(z,-) y centrada en x; a ®(z;,-), y evaluamos ambas

funciones en z;. Esto produce

5o(z,x
Qu) = d(x,x) — 2Zuj [ Z ﬂ’)(m] —x) + R(x,xj)]

|B]<2k &
B e
+ Z Z Uil [ Z o (I)gf“ o) (w5 — )" + R(x;, xj)] |
i |Bl<2k '

donde DS ®(x, 2) denota el operador diferencial aplicado a ®(z, :1:) R(x,z;) es el resto
de la expansion de Taylor, definido como R(z,z;) = > 5_u De 2 Z,ﬁ” )(acj — ), tal
que &, ., se encuentra en algun lugar del segmento de linea que conecta z y z;. A
continuacion, identificamos p(z) = (z — x)” de modo que p(x) = 0 a menos que 3 = 0.

Por lo tanto, la propiedad de precisidén polinomial del vector de coeficientes u simplifica
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esta expresion a

Qu) = ¢(x,z) — 20(z, x) 22% x,x;) Zuz Z M(z—xi)ﬁ

B!
+ Z Z UZ"LLJ‘R(ZL‘Z', wj).

Ahora podemos aplicar la expansion de Taylor nuevamente y hacer la observacion de
que

B& (e o
Z M(m — ;)" = ®(x;,2) — R(z;, ). (38)
|Bl<2k g

De las ecuaciones 38) se tiene que

Qu) = —b(x,x) — Zuj 2R(x, ;) Zul (@i, zj) | + Zuz (x;, ) — R(x;, )]
(39)

De la simetria de ®

g T,
(zi,v) = O(x,7;) = Z %(I% - 9‘3)5 + R(x, ;). (40)
|8l<2k ’

Usando los resultados obtenidos en (39),( y la propiedad de precisiéon polinomial

del vector de coeficientes u, nos quedamos con

g uj | R(x, ;) + R(xj, x) E uw; R(z;, x;)

Ahora el Teorema nos permite acotar) _; [u;| < ri. Ademas, |z — z;|<rhxo, Y
|lz; — zj|l2 < 2rohxq. Por lo tanto, los tres términos restantes pueden acotarse por
una expresion de la forma Th3,To(x). Aqui se us6 la propiedad de cono interior de
permitiéndonos definir el término T4 (z). Combinando estos limites y tomando la raiz

cuadrada se obtiene el limite establecido para la funcién de potencia. O

El teorema anterior dice que la interpolacion con un ndcleo ® suave de clase C?* tiene
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un orden de aproximacioén k. Por lo tanto, para funciones definidas positivas infinita-
mente suaves como las funciones gaussianas, y las multicuadraticas inversas genera-

lizadas, vemos que el orden de aproximacién k es arbitrariamente alto.

El enunciado del Teorema puede generalizarse para funciones condicionalmente
definidas positivas y también para cubrir el error de aproximar las derivadas de f por

derivadas de s.

Teorema 1.47. Sea () C RY es abierto y acotado y satisface la condicién de cono
interior. Suponga que ® € C? (2 x Q) es simétrica y condicionalmente definida positiva
de orden m en R“. Denote por s al interpolante de f € Ny para un conjunto X =
{1, -+ ,2n} C Q P, _(RY)-unisolvente. Para un valor fijo o € N¢ con |a| < k, existen

ho y T constantes positivas ( independiente de x, f, y ®) tales que

DO f(x) — D*s(x)| < Thy 3"/ To ()| fIne» © € 2,

siempre que hx o < hy, donde

Tp(z) = max méx | DY DY®(w, 2)).
/jﬁeNg w,z€QNB(x,r2hx 0)
181+ |=2k

Es claro que el teorema anteriormente visto es genérico, debido a que no toma en
cuenta explicitamente el nucleo ® usado en la interpolacién. Dependiendo del nlcleo
radial @, y bajo los supuestos anteriores es posible obtener una estimacion del orden

de convergencia en términos de la distancia de llenado y el nucleo radial seleccionado.

A continuacién se establece una tasa de convergencia sobre el nucleo multicuadratico.
El siguiente resultado muestra que, bajo ciertas condiciones, el orden de convergencia

llega a ser exponencial.

Teorema 1.48. [ Sean Q C R? un cubo, ® = ¢(||-||2) una funcién radial condicionalmen-
te definida positiva y 1 = ¢(+/-). Si existe l, entero no negativo tal que |V (r)| < I'M",

para todo entero | > I, conr > 0 y M una constante positiva, entonces existe una
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constante § > 0 tal que

1£(2) = @)@ < | Fllnae: (41)

para toda f € Ng(q) y cualquier conjunto de nodos X con distancia de llenado hx g lo

suficientemente pequena. Mas adn, si+ satisface | (r)| < M', entonces

—5|loghX ol

1f(2) = s(@)llzo@) < e o [ flna@ (42)

siempre que hx o sea suficientemente pequena.

Ejemplo 1.49. Sea ®(z) = e “I"I*, ¢ > 0, se tiene /() = e~*", por lo tanto v (r) =
(—1)lele=" paral > ly = 0. Tomando M = ¢ se cumple el segundo supuesto del
Teorema |1.48, es decir, para los Gaussianos tenemos limites de error de la forma
4.

Ejemplo 1.50. La funcién multicuadratica ®(x) = (c* + ||z||*)?, ¢, 8 > 0, 8 ¢ N, se tiene

U(r) = (2 + )P, por lo tanto

WOy =B(B=1)--- (B =1+ 1)(+r)° (43)
Luego, paraj € N
Bl _|it1=(B+D) _ |6+ | _
T = <1+|5+1\ (44)

de las ecuaciones (43) y se tiene lo siguiente:

WO = 188 =1 (B =1+ 1)(+r)"
< [BB=1)---(B—1+1)]
1 2 [
paraj =0,1,--- -1, siempre quel < [S]. Por lo tanto, las funciones multicuadraticas

satisfacen la primera suposicion sobre 1, que conduce a limites de error de la forma

.
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La determinacién de este orden de convergencia fue realizado por Madych y Nelson
, el cual puede expresarse como O(n'/*)con 0 <n < 1. Enla Tablael valor de ¢ es

positivo y es independiente del valor de la distancia de llenado h.

Tabla 2. Estimaciones de error para varios interpolantes FBR en términos de
distancia de llenado h.

Nombre o(r) Estimacion de error
Funcion multicuadratica Inversa | (2 +12)%, ¢ >0, <0 e h
Funcién multicuadratica (=) (2428, ¢>0,8>0 e h
Gaussiana e, e>0 e~

De lo visto anteriormente, las funciones multicuadratica y gaussiana tienen un orden
de convergencia exponencial. Se concluye que con base al nucleo multicuadratico se
obtiene la mayor exactitud numérica, aunque la funcién gaussiana comparte el orden
de convergencia de la funcién multicuadratica, es comun usar el nucleo multicuadrati-

co ya que su parametro de forma es menos sensible El

Ninguno de los limites de error discutidos hasta ahora ha tenido en cuenta la posibili-
dad de variar el pardmetro de forma ¢ para un conjunto de datos fijo X. Sin embargo,
en la literatura, las funciones basicas de clase C'*°, como la funcién gaussianay la fun-
cidbn multicuadratica (inversa), generalmente se formulan incluyendo el parametro de
forma ¢y uno puede preguntarse como un cambio en este pardmetro de forma afecta
las propiedades de convergencia del interpolante FBR. Se estima que el parametro
de forma depende principalmente de la funcién de distribucién de nodos, y en conse-

cuencia de la geometria del dominio |"°l Sin embargo, al dia de hoy la determinacion

3 W. R. Madych y S. A. Nelson. “Bounds on multivariate polynomials and exponential error estimates
for multiquadric interpolation,” en: Journal of Approximation Theory, 70(1) (1992), pags. 94-114.

4 R. Franke. “Scattered data interpolation: test of some methods,” en: In Mathematics of Computation,
38 (1982), pags. 181-200.

15 H.D. Cheng. “Multiquadric and its shape parameter-A numerical investigation of error estimate, con-
dition number, and round-off error by arbitrary precision computation,” en: Engineering Analysis with
Boundary Elements 36 (2012), pags. 220-239.
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exacta y estimaciones de este parametro en términos del numero de nodos y su dis-
tribucién son un problema abierto. Madych @ estimé una cota de error que incorpora

el parametro de forma ¢ para el nucleo multicuadratico
O(e™ni), (45)

cond >0y 0 < n < 1. La convergencia de los métodos FBR se puede discutir en
términos de dos tipos diferentes de aproximacion: estacionaria y no estacionaria. En
aproximacion estacionaria, el numero de centros N es fijo y el pardmetro de forma ¢
se incrementa. Este tipo de convergencia es exclusivo de los métodos FBR, ya que
no existe un paralelo en los métodos basados en polinomios. La aproximacion no es-
tacionaria fija el valor del parametro de forma y N se incrementa, como se haria al

examinar la convergencia de métodos basados en polinomios.

Para un pardmetro de forma fijo ¢, el interpolante MQ converge a una funcion subya-
cente suficientemente suave a una tasa espectral a medida que disminuye la distancia
de llenado (que normalmente corresponde a un aumento en N). Es decir, el error se
comporta como en (41), donde la estimacién de error esta sujeta a una constante que
depende del valor del pardmetro de forma. La estimacion es util para la interpola-
cidén no estacionaria, sin embargo, no especifica como varia la constante ¢ con respec-
to a ¢, lo que disminuye su utilidad para cuantificar la convergencia de la interpolacién
estacionaria. Por el contrario, la estimacién es util tanto para la interpolacion esta-
cionaria como para la no estacionaria, ya que muestra que la convergencia espectral

resulta cuando el numero de centros o parametro de forma van a infinito.

La diferencia entre reducir h y aumentar ¢ radica en que al incrementar el niumero
de nodos de manera uniforme se obtiene un sistema de ecuaciones cada vez mas

grande y el costo computacional se incrementa considerablemente, y al aumentar ¢

6 W. R. Madych. “Miscellaneous error bounds for multiquadric and related interpolato,” en: Computers
and Mathematics with Applications, 24(12) (1992), pags. 121-138.
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se obtiene un mal condicionamiento del sistema lineal de ecuaciones (3). Determinar
el parametro de forma éptimo ha sido un reto en los ultimos afnos. En la siguiente
seccién enunciamos brevemente algunos resultados sobre la determinacién de dicho

parametro.

1.6. PARAMETRO DE FORMA

La precision de los métodos sin malla basados en FBR dependen en gran medida de
los centros de base radial y del llamado parametro de forma c. Las FBR comunmente
usadas son las funciones multicuadraticas y la funcion gaussiana, debido a su rapida
tasa de convergencia. Sin embargo, la precisién de los métodos sin malla basados
en las funciones anteriormente mencionadas estd muy influenciada por el parametro
de forma. A medida que ¢ se hace grande, estas FBR se vuelven planas y la matriz
resultante se vuelve mal condicionadafl La precisién de las FBR contintia mejorando
a medida que ¢ aumenta; sin embargo, cuando ¢ es lo suficientemente grande, la pre-
cision empeora y finalmente se rompe. Este fendmeno ha sido descrito por Schaback

E] como un “principio de incertidumbre”.

En la literatura se han propuesto distintos enfoques para seleccionar ¢, principalmente
para el nucleo multicuadréatico y datos en dos dimensiones. Nuestro interés esta enfo-
cado en el método de colocacién asimétrico basado en el nucleo multicuadratico. En
los ultimos afos, se han realizado varios intentos para encontrar, mediante experimen-
tos numéricos o argumentos heuristicos, un parametro de forma “6ptimo”. La estrate-
gia mas usada, es evaluar el interpolante MQ en un rango del pardmetro de forma y
llamar éptimo al valor que da como resultado el error mas pequerio. Ademas de ser
ineficiente, la estrategia solo funciona si se conoce la funcién que se esta aproximan-

do. Las primeras formulas para valores de pardmetros de forma “bueno” dependian

7 R. Schaback. “Error estimates and condition numbers for radial basis function interpolation,” en:

Advances in Computational Mathematics, 3 (1995), pags. 251-264.
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del espacio entre centros. En un trabajo temprano, Hardy ¥ recomend6 usar
1 N
= 0.815d donde d = — d;,
C 2

y d; es la distancia desde el i-€simo centro a su vecino mas cercano.

Mas tarde, Franke 4 ofrecié una férmula similar
¢ =(1.25D)/VN,

donde D es el didmetro del circulo mas pequefio que encierra todos los centros.

Se han realizado varios intentos para determinar valores buenos del parametro de for-
ma, como en las referencias |'°| y [’} Muchos de los intentos de proporcionar valores
buenos del parametro de forma reflejan el principio de incertidumbre. La estrategia
comunmente usada desarrollada mediante experimentos numéricos es producir una
matriz de sistema con un numero de condicion suficientemente grande para propor-
cionar una buena precisién, pero no demasiado alto para que los errores comiencen a

dominar.

Heuristicamente se ha argumentado que usar un parametro de forma variable es una
buena idea. Un parametro de forma variable se refiere al uso de un valor diferente
del parametro de forma en cada centro. Esto da como resultado parametros de forma
que son los mismos en cada columna de la matriz de interpolacién. Un argumento
para usar un parametro de forma variable es que conduce a entradas distintas en

las matrices FBR, lo que a su vez conduce a numeros de condicidon mas bajos. Una

® R. L. Hardy. “Multiquadric equations of topography and other irregular surfaces,” en: Journal of
Geophysical Research, 76(8) (1971), pags. 1905-1915.

9 T, A. Foley. “Near optimal parameter selection for multiquadric interpolation,” en: Journal of Applied
Science and Computation, 1 (1994), pags. 54-69.

20 C.J.Trahany R. E. Wyatt. “Radial basis function interpolation in the quantum trajectory method: op-
timization of the multiquadric shape parameter,” en: Journal of Computational Physics, 185 (2003),
pags. 27-49.
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consecuencia negativa de usar una forma variable es que la matriz de interpolacién ya

no es simétrica.

En P la férmula

2 =
C‘?:C?nfn[cglax] ; j:]w“'7N7 (46)

da un pardmetro de forma que varia exponencialmente. Otra estrategia de parametros

de forma variable es el parametro de variacién lineal

méx — Cmin . .
Cjzcmfn+ C(;V——l j?]:0717"'7N_1'

Enla referencia%se pueden encontrar mas experimentos numéricos con la estrategia
de parametros de forma variable. Cheng 9 con base en un problema eliptico, observa
numéricamente que el error residual tomado en una muestra de los datos, se puede

utilizar como un indicador de error para optimizar la seleccién de c.

En el apéndice A se describe el numero de condicion y el mal condicionamiento de

una matriz.

21 E. J. Kansay R. E. Carlson. “Improved accuracy of multiquadric interpolation using variable shape
parameter,” en: Computers and Mathematics with Applications, 24 (1992), pags. 99-120.

22 Golberg M. A. Kansa E. J. Cheng H.D. y G. Zammito. “Exponential convergence and h-¢c multiqua-

dric collocation method for partial differential equations,” en: Numerical Methods Partial Differential
Equations, 19(5) (2003), pags. 571-594.
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2. ESQUEMA DE COLOCACION ASIMETRICO

El presente capitulo tiene como objetivo la descripcién del método de colocacién asi-
métrico a través de su aplicacién a la resolucién numérica de ecuaciones en derivadas
parciales estacionarias de tipo eliptico. Analizaremos numéricamente la ecuacién de
Poisson con condiciéon de frontera tipo Dirichlet y Neumman. Ademas se analizara
la tasa de convergencia del esquema ya nombrado, y se hara una comparacién del

parametro de forma para las aproximaciones.

2.1. PROBLEMA LINEAL ESTACIONARIO

El esquema numérico propuesto por E. J. Kansa en 1990 {'f| busca aproximar las de-
rivadas parciales por medio de funciones de base radial. Se menciona que el método
FBR es uno de los mas utilizados para la solucién numérica de ecuaciones diferencia-
les parciales que surgen en problemas de ingenieria. Su popularidad se debe a la no
utilizacién de malla, lo que significa que solo se requiere un conjunto de puntos para
la discretizacion del problema continuo. Esto hace que la implementacién del método
sea particularmente facil, especialmente para problemas con geometrias complejas
en tres dimensiones. Una desventaja del método es la eleccidén dptima del parametro
de forma que se encuentra en la mayoria de los FBR. Ademas, la discretizacién de
los métodos de colocacion FBR conduce a matrices muy mal condicionadas y esto ha

limitado la precisidon a un cierto nivel.

La siguiente seccion expone el esquema general de la aproximacién usando el méto-
do de colocacién asimétrico aplicado a ecuaciones en derivadas parciales lineales no
dependientes del tiempo. Con el fin de no expandirnos en el documento se enuncia el

método de colocacion asimétrico basado en funciones definidas positivas.
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Considere el siguiente problema de valor en la frontera

Lu(z) = f(z), z €,
Bu(z) = g(z), = € 09,

(47)

donde 2 es un dominio acotado de R? con frontera 012, £ es un operador diferencial
lineal, B denota la aplicacién de las condiciones de frontera (Dirichlet, Neumann o Ro-

bin) y f, ¢ : R? — R son funciones conocidas.

En el esquema de colocacién asimétrico se considera que el dominio {2 es discretizado
mediante N distintos nodos de colocacién denotados por X = X; U X, donde X; =
{1,229, - ,zn,} €S €l conjunto de nodos interiores y Xr = {zn,41, -+, XN} €S €l
conjunto de nodos que conforman la frontera, note que Ny = N — N;. En la Figura [4]

se ilustra la distribucién de los nodos.

Figura 4. Distribucién nodos 2D.
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Como es bien sabido, en general no es posible determinar la solucién analitica de
ecuaciones en derivadas parciales; es por ello la necesidad de aproximar numérica-
mente la solucién exacta u(z) de la ecuacion diferencial parcial (47). Para determinar
la solucién aproximada (x) hacemos uso del interpolante radial, donde u(z) puede

ser representada como una combinacién lineal de funciones radiales

N
i(e) = 3 A@(le — ).z € X. (48)

j=1
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Ahora, sustituyendo la aproximacion radial u(x) en el problema obtenemos
N
La(z) = Y NELO(|z; — zll) = f(xs), 25 € Xy,
j=1

N
Bi(w:) = Y NBO(|lwi — ;) = g(x:), i € Xp.

j=1
Las igualdades anteriores quedan expresadas en un sistema matricial definido como

= : (49)

LD F
s | LM

donde el vector de incognitas \ € RY, L& ¢ RNV y Bd ¢ RV»*N El método descrito
es llamado colocacion asimétrico debido a la asimetria de la matriz resultante en la
discretizacion. El analisis de la no singularidad del sistema es un problema que
posee preguntas abiertas y se constituye en uno de los mayores retos actuales dentro
de la comunidad académica de esta area de estudio. La solucién del sistema anterior
se puede expresar como: )

o | |t

A= :
B g

LD
siempre que la inversa de exista. Con base en la solucion obtenida A pode-
B

mos reconstruir la solucién aproximada «(z) a través de (48).

En el estudio del método de colocacion asimétrico, Kansa propuso especificamente el
uso de funciones multicuadraticas en y, en consecuencia, este enfoque de colo-
cacion asimétrico a menudo aparece en la literatura como el método multicuadratico
(o método Kansa-MQ). En las siguientes secciones se describe con algo de detalle
el paso a paso de la implementacién del método asimétrico para el problema lineal

estacionario usando como nucleo el multicuadratico.
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2.2. Problema lineal estacionario

El objetivo de esta seccion es evidenciar mediante un problema lineal estacionario la
aplicacién del método Kansa-MQ. En primer lugar, describimos el método aplicado a
un problema de Poisson con condiciones de frontera Dirichlet y Neumann en un do-
minio rectangular. En segundo lugar, se evidencia la eficiencia del método asimétrico
basado en el error cuadratico medio y error maximo entre la solucién analitica y la solu-
cidbn numérica para un numero de centros N y parametro de forma c fijos. Finalmente,
en aras de mejorar la eficiencia del método, se analizan los errores ya mencionados

para valores diferentes de ¢y N cuando uno de los dos esta fijo.

Consideremos el siguiente problema de Poisson en el dominio rectangular €2 = (0,1) x

(07 1)’
0u  0*u
@+a_y2_f(l‘7y)a (l’,y)E(O,l)X (071)7 (50)
donde f(x,y) = —2(2y® — 3>+ 1) + 6(2y — 1)(1 — 2?), sujeta a condiciones de frontera

tipo Dirichlet

u(0,y) =2y° —3y° +1, u(l,y) =0, 0<y <1, (51)

y tipo Neumman

g—Z:O, alolargode y =0,y = 1. (52)

Figura 5. Solucion analitica del problema de Poisson (50)
u(z,y) = (1 —2?)(2y° — 3y + 1).
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Una forma de medir la calidad de las aproximaciones calculadas, es utilizando el error

cuadratico medio (EC M), expresado como:

N
1
. 52
ECM I ;:1 (u; — ;)2 (53)

y el error maximo
Eméx = Hu_ﬁ'HL‘X’ (54)

En base a los dos errores descritos anteriormente, discutiremos la eficiencia del méto-
do asimétrico. Consideraremos una distribucion inicial uniforme X con N = 100 nodos,
divididos en 64 nodos en el interior y 36 nodos en la frontera; ademas, la funcién radial

a usar es la funcién multicuadratica para un parametro de forma ¢ = 2, es decir,

o([[(z — 25,y —yy)|) = \/<:v — )+ W —y)?+ A () € X (55)
De la seccién anterior, recordamos que la solucién aproximada « se define como
N
a(r,y) = Y ao(ll(x — x5,y — yy)l)- (56)
j=1

Las derivadas parciales de @ en (z;,y;) estan dadas por

Oy = 3 oy =)
afE mzayl - . a] ¢7, 9
j=1 b J

01 1y = fjaxw—m]
ay 1y JT j:1 ]- ¢Z] Y

0% T (w; — ;)
_(mzayl) = Zaj —3J:| )
Ox? ‘=

_@j ij

9% al 1 (yi — y;)?
dy? ; "L i 5

donde ¢;; := ¢(z; — x;, y; — y;). Sustituyendo estas derivadas parciales en , encon-
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tramos, para cada (z;, v;), (z;,v;) € X,

al 2 xi—xj2+ i — j2
Zaj{(b—ij—« ) 3(y i)) = f(zi, ),

N
> d(0 =z, y — yy) =298 — 3y} + 1,
j=1

Zaj¢(1 — T Y — yj) =0, (57)
N
Y5 o
N
o (1—y) _
]Z:; ]{ gbij } !

Resolviendo el sistema obtenemos una solucion aproximada del problema dife-
rencial. La Figura[f] muestra la solucién aproximada del problema de Poisson usando
el método asimétrico para los parametros ¢ y N definidos previamente, con errores
ECM = 4,5337 x 10719y E, 4 = 5,5371 x 1075,

Figura 6. Figura 1: Representa la solucién analitica del problema de Poisson (50).
Figura 2: Representa la solucion numérica del problema de Poisson usando el
método asimétrico. Figura 3: Expone el error puntual entre la solucién analitica y

solucién numérica. Figura 4: Describe el dominio para 100 centros distribuidos
uniformemente.

Figura 1: Solucion Analitica Figura 2: Solucion Nimerica

Figura 4: Dominio de la superficie para 100 centros.
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En aras de reducir el error en la aproximacion implementando el método de coloca-
cidn asimétrico se analizaran los dos tipos de aproximacién detallados en la Seccion
[1.5/ Primero analizaremos la aproximacién estacionaria fijando el nimero de nodos
N = 100 e incrementando el parametro de forma ¢ uniformemente a razén 0.1. Los

resultados de la aproximacion estacionaria se observan en la Figura

Figura 7. Método de aproximacién estacionaria: N se fija en N = 100. lzquierda: Error
maximo frente al pardmetro de forma del problema de Poisson (azul). Limite de error
de la forma[45] (rojo). Centro: Error cuadratico medio contra el pardmetro de forma
(verde). Limite de error de la forma [45] (rojo). Derecha: Nimero de condicién del
sistema vs el parametro de forma.
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Las dos primeras gréficas de la Figura |7|describen los errores E..s, Yy EC M respecti-
vamente; ademas se traza un limite de error de la forma n*/" para n = 1/4, ver (45).
La estimacién del error se mantiene y la tasa de convergencia esperada se logra para
valores de ¢ < 0.2 cuando se mide la eficacia del método basado en el error maximo
(Ensx). Para el error cuadratico medio (FC M) la estimacion del error se mantiene y la

tasa de convergencia esperada se logra para valores de ¢ < 1.4.

En la aproximacion estacionaria se lograron los errores minimos para un parametro
de forma ¢ = 2. Sin embargo, ¢ = 2 no obedece la tasa convergencia esperada. Por
tal razén, se verifica el principio de incertidumbre de Schaback, en efecto para ¢ = 2

se obtuvo un error minimo, pero se generé un mal condicionamiento del sistema lineal
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57).

A continuacién se analiza la aproximacién no estacionaria, seleccionando a ¢ de tal

forma que verifique la tasa de convergencia, ver Figura[8

Figura 8. Método de aproximacion no estacionaria: El parametro de forma se fija en

¢ = 1.1. Izquierda: Error maximo frente al numero de centros (azul). Limite de error de
la forma[45] (rojo). Centro: Error cuadratico medio contra el nimero de centros N
(verde). Limite de error de la forma [45] (rojo). Derecha: Nimero de condicién del
sistema vS numero de centros

c=1.1 c=1.1 N c=1.1

™ 103
\ 1071

1010

La aproximacién no estacionaria al igual que la aproximacion estacionaria muestran
que un aumento de N o c generan un mal condicionamiento del sistema lineal (57). Sin
embargo, para la aproximacion no estacionaria el minimo error calculado por EC'M se

obtuvo para N tal que verifica la tasa de convergencia esperada.

Una pregunta que puede surgir a partir de la aproximacion estacionaria y no estacio-
naria es ¢Como se comporta la estimacion de error cuando N y c¢ varian al tiempo?
En realidad, este es el enfoque que se adopta con mas frecuencia en las aplicaciones.
Solucionemos de nuevo el problema de Poisson (50) para N = 9,16,25,36,---,400 y
ajustemos el parametro de forma de tal manera que el numero de condicidn del siste-
ma esté entre 1 x 10" y 1 x 10'". Lo anterior basado en los resultados obtenidos

de la aproximacién estacionaria y no estacionaria.
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Figura 9. Interpolacion del problema de Poisson variando tanto N como c. Izquierda:
Error maximo frente al nUmero de centros. Centro: Error cuadratico medio contra el
numero de centros N. Derecha: Parametro de forma vs nUmero de centros.

100 200 300 400 100 200 300 400 0 100 200 300 400

Los resultados se ilustran en la Figura [9, se observa una tasa de convergencia ex-
ponencial de N = 25 a N = 400. Los errores minimos se dan para N = 400. Note
gue a medida que N se hace grande, el parametro de forma se debe reducir para
que el numero de condicion del sistema sea deseable. Si bien el parametro de forma
y el nimero de centros particularmente dependen del problema, este resultado es ti-
pico. Dado que los centros estan espaciados uniformemente, el parametro de forma
disminuye a una tasa exponencial simple con N para mantener el acondicionamiento

deseado. Con centros dispersos, no existiria una relaciéon tan simple.

2.3. ELEMENTOS FINITOS VS METODO DE COLOCACION ASIMETRICO

Uno de los objetivos que tiene esta monografia es intentar verificar la eficiencia de
los métodos libres de malla en FBR sobre los métodos tradicionales, como es el caso
de elementos finitos. En esta seccion resolvemos el problema de Poisson (50)-(52)
mediante el método de elementos finitos para poder compararlo con el método de co-

locacion asimétrico usando la funcion radial multicuadratica.

El resultado de solucionar el problema de Poisson mediante el método de elementos

finitos se puede visualizar en la Figura[T1] La implementacién numérica es realizada
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mediante la funcion pdetool de Matlab la cual nos da por defecto un mallado de N

1541 nodos.

Figura 10. Dominio rectangular de la superficie con 1541 nodos.
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Figura 11. Solucion numérica método elementos finitos. l1zquierda: Solucién analitica

problema de Poisson (50)-(52). Centro: Solucién numérica del problema de Poisson

(50)-(52). Derecha: Error puntual entre la solucion analitica y solucion numérica del

problema (50)-(52).

Para solucionar el problema (50)-(52) mediante el método de colocacion asimétrico,

se escogieron como centros los 1541 nodos de la malla creada para elementos finitos.
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Estos estan divididos en 1397 nodos interiores y 144 nodos de frontera, inicialmente
consideramos un parametro de forma ¢ = 0.1. Los errores alcanzados usando los

métodos ya mencionados se pueden apreciar en la Tabla

Tabla 3. Comparaciéon método de colocacién asimétrico vs método elementos finitos.

Método N ECM Eax
Método colocacion asimétrico | 1541 | 1.2359 x 10~° | 0.0036
Método elementos finitos 1541 0.1140 0.8123

Note que el método de colocacion asimétrico tiene orden superior al método de ele-
mentos finitos, esto es consistente con la convergencia espectral reportada para pro-
blemas elipticos. Ademas se puede observar que conforme crece el valor de ¢, el error

disminuye, ver Tabla [4]

Tabla 4. Comparacién método colocacion asimétrico vs método elementos finitos.

Método c ECM Eax
Método 0.2 | 7.1279 x 107 | 2.7019 x 1074
Colocaciéon asimétrico | 0.3 | 6.3519 x 10~ | 2.68 x 107°

La solucién numérica del problema de Poisson usando el método colocacién asimétri-

co con pardmetro de forma ¢ = 0.1 se ilustra en la Figura[12]

Figura 12. Solucion numérica método de colocacion asimétrico con parametro de
forma ¢ = 0.1. La imagen se divide en solucién analitica (izquierda), solucién
numeérica (centro) del problema de Poisson descrito en (50) y error puntual entre las
soluciones antes mencionadas (derecha).
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Terminamos esta seccion con las siguientes observaciones a manera de conclusiones.
En el método de colocacion asimétrico (0 MQ-Kansa) se pueden observar posibles di-
ficultades de implementacidon numérica; en primer lugar, cuando el nimero de centros
N es grande, la dificultad numérica es la eficiencia. En este caso, este problema se
puede solucionar con métodos de descomposicion de dominios [°|y con métodos ite-
rativos que utilizan técnicas de preacondicionamiento @EL Ademas, se puede utilizar
un algoritmo més codicioso para reducir el nimero de centros % Por otro lado, cuan-
do se tiene un parametro de forma grande, la dificultad numérica surge por problemas
de acondicionamiento. Este se puede abordar con precision numérica extendida E] o]
evaluando el método MQ-Kansa de una manera que pase por alto los sistemas linea-
les mal acondicionados (Algoritmo Contour-Padé, o usando algoritmos distintos a
la eliminacion gaussiana para resolver los sistemas lineales (La descomposicion del
valor singular) @ Cabe aclarar que estas dificultades se pueden dar en conjunto o por

separado.

23 J.LieY. C. Hon. “Domain decomposition for radial basis meshless methods,” en: Numerical Methods
for Partial Differential Equations, 20(3) (2004), pags. 450-462.

24 L. Ling y E.J. Kansa. “Preconditioning for Radial Basis Functions with Domain Decomposition
Methods,” en: Mathematical and Computer Modelling, Submited to Mathematical and Computer
Modeling, 40 (2004), pags. 1413-1427.

25 L. Ling y Kansa. E.J. “A least squares preconditioner for radial basis functions collocation methods,”
en: Advances in Computational Mathematics, 23 (2005), pags. 31-54.

26 Schaback. R De Marchi. S y Wendland. H. “Near-optimal data-independent point locations for
radial basis function interpolation,” en: Advances in Computational Mathematics, 23 (2005),
pags. 317-330.

27 Leeb C.F. Huang C.S y A.H.D. Cheng. “Error estimate, optimal shape factor, and high precision
computation of multiquadric collocation method,” en: Engineering Analysis with Boundary Elements,
31 (2007), pags. 614-623.

28 . Wright. Radial Basis Function Interpolation: Numerical and Analytical Developments, PhD thesis,

29 B. Fornberg y G. Wright. “Stable computation of multiquadric interpolants for all values of the shape
parameter,” en: Computers and Mathematics with applications, 48 (2004), pags. 853-867.

30 L. N. Trefethen y D. Bau. Numerical Linear Algebra, first edition,
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3. METODO DE COLOCACION ASIMETRICO APLICADO A LA ECUACION DEL
CALOR

Elinterés del presente capitulo es comprobar la eficiencia del método asimétrico usan-
do la funcién radial multicuadratica para ecuaciones lineales dependientes del tiempo.
Primero se expone la generalizacién del método asimétrico a un problema evolutivo,
junto con el analisis de estabilidad del problema dependiente del tiempo. Finalmente,
mediante el método de colocacidén asimétrico solucionamos un problema parabdlico
en dos dimensiones. Este enfoque de colocacién asimétrico a menudo aparece en la

literatura como el método multicuadratico (o método Kansa-MQ).

3.1. GENERALIDADES

El siguiente capitulo consiste en describir el método de colocacion asimétrico, aplica-
do a las ecuaciones diferenciales lineales dependientes del tiempo, el cual se vuelve
mas complejo debido a que se debe considerar la variacién temporal. Con el fin de
esclarecer detalles se ejemplifica el método usando la ecuacion del calor lineal en dos

dimensiones.

Considere el siguiente sistema de ecuaciones, cuya ecuacion diferencial es una ecua-
cion parabdlica general dependiente del tiempo, sujeta a las condiciones de frontera 'y

condicién inicial respectivamente

w(z,t) — Lu(z,t) = f(x,t), € Qt e (0,7T), (58)
Bu(x,t) = g(x,t), z € 0Q,t € (0,T), (59)
u(z,0) = wup(z), v € Q, (60)

donde 2 es un subconjunto abierto y acotado de R¢, y f y g son funciones dadas, u
corresponde al dato inicial, £ es un operador diferencial parcial de tipo eliptico, y B es

un operador de frontera que puede ser de tipo Dirichlet o Neumann.
Usando la notacién antes vista, la solucion aproximada u(x,t) de la solucion exacta
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u(z,t) del problema de valor inicial (58)-(60) es definida como una combinacién lineal

de funciones radiales, de la siguiente forma:

N
e t) =) NOe(le - g)), @ 2; € X, (61)

7=1
donde los \;(t) son los coeficientes dependientes del tiempo a ser determinados, y ¢
denota la funcién de base radial. El problema (58)-(60), a diferencia del problema esta-
cionario descrito en el capitulo anterior, consiste en la adicién de la variable temporal

en la ecuacion diferencial parcial y por tanto en la aproximacion .

La discretizacion espacial del problema evolutivo (58)-(60) usando el método asimétri-

co esta definida como:

N

Lia(x) = Y NOL(lx = ajll), @2, € X, (62)
j=1
sobre los N distintos puntos de colocacién. Para la aproximacién de la derivada tem-
poral del problema lineal (58)-(60) emplearemos el “método clasico” #, con 0 < 6 < 1,
en el sentido que, dependiendo del valor de 6 en se obtiene un método explicito
(6 = 0) o un método implicito (¢ = 1), o el esquema de Crank-Nicholson (¢ = 1/2). La
ecuacion resultante se puede expresar como:

u(z,t + At) — u(x,t)
At

— [0Lu(x,t + At) + (1 — 0)Lu(x,t)] = f(x,t+ At),

Bu(z,t+ At) = g(z,t+ At),

donde At denota al tamafo del paso temporal. Empleando la notacion u(z,t") = u" y

t" = t"~1 + At, las dos ecuaciones anteriores se pueden representar como

u' T — ALY = W+ At 4 AL — 6) Lu”, )

BunJrl — gn+1 )

Para obtener la solucion aproximada «(z, t) de la solucién exacta u(z,t) del problema

de valor inicial, empleamos la combinacién lineal de funciones radiales (61) en (63)
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aplicando las condiciones de frontera. Sea X el conjunto de N nodos de colocacion
distribuidos en nodos en el interior X; y nodos que conforman la frontera X, para

z,z; € X el sistema gueda expresado como:

N
Z At (‘P(Ilfﬂ — z4]|) = AOLD(||z — lel)) = At
+ZA§L (‘P(Hx‘—%H)+(1—9)At£<1>(|!x—lel)>, (64)

N
D NTBO(||lz — ) = g,

j=1

Simplificando el sistema se obtiene

i Atfn—‘rl
®, — AtOLD, O, + (1 — O)ALLD,

AT = A" . (65)
n+1
B(I)b Ob

donde ) € RV y 0, € RV**¥ representa la matriz de ceros. La aplicacion del operador
diferencial £ sobre el conjunto de nodos interiores es la matriz L&, € RY*Y donde
la matriz ®, representa una parte de la matriz A = [®, ®,] € RV*N. La aplicacion
del operador diferencial B sobre los nodos que conforman la frontera esté definida por
B, € RVNexN,

La siguiente expresion describe la forma compacta de

H X" = g\ 4 it (66)
donde
o, — AtOLD, O, + (1 —0)AtLD,
H+ — s H, =
B(I)b 0b
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Fn+1 _

n+1
g

El lado derecho en representa la solucién conocida al tiempo ¢,, mientras que
el lado izquierdo representa la solucién desconocida al tiempo ¢,.,,. La ecuacion (66)
representa el sistema iterativo a resolver en cada paso del tiempo desde n = 0 hasta
n = Nmax donde npnae = tma/At. Este sistema iterativo corresponde a la aproximacion

numeérica del problema de valor inicial empleando el método de colocacidn asimétrico.

Dependiendo del valor de 6 en se obtiene un método explicito (¢ = 0), un método
implicito (6 = 1), o el esquema de Crank-Nicholson (¢ = 1/2). En la siguiente seccion,
se realiza un analisis de estabilidad para los métodos explicito e implicito descritos

anteriormente.

3.2. ANALISIS DE ESTABILIDAD

A continuacién se describe un criterio de estabilidad matricial para conocer el tamafo
de At del sistema iterativo tomado como referencia P2 La solucidn aproximada

discreta de es representada como
Ut = A" (67)

siendo A = [®, ®,|T la matriz de interpolacion, A el vector de incoégnitas. Ahora des-
pejando \"*! de y haciendo F = 0 obtenemos

AL — HOVHA™, (68)

3! Djidjeli K. Chinchapatnam P. P y P.B. Nair. “Domain decomposition for time-dependent problems
using radial based meshless methods.” En: Numerical Methods for Partial Differential Equations,
23(1) (2007), pags. 38-59.

32 Dijidjeli. K Zerroukat M y Charafi. “Explicit and implicit meshless methods for linear advection-
diffusion-type partial differential equations,” en: International Journal of Numerical Methods in Engi-
neering, 48(1) (2000), pags. 19-35.

68



Sustituyendo " definida en en la anterior ecuacion se tiene que
u" = Ku", (69)

donde K = AH.'H_A~'. Tomamos una perturbacion € en el tiempo n-ésimo, es

decir, € = u" — 4", donde 4" es la solucién computada tal que ™! = Ke™. En efecto,

note que
6n—‘,—l — un—i—l _ an—&—l
— Ku" — Ka"
(70)
= K(u" —a")
= K€"

El sistema es estable si ¢ — 0 conforme n — oo, siempre que el radio espectral de
K sea menor que la unidad: p(K) < 1 (el radio espectral de K es el maximo de los

valores propios de K en valor absoluto). Por tanto, si se reemplaza K en la ecuacion

(70), se obtiene que
H A7'e" ™ = H_ A7t (71)

Recordemos que

d, — AtOLD, D, + (1 - O)ALLD,
H+ — s H_ =
B(I)b Ob

Si B = I donde I € RY*Y representa la matriz identidad, se tiene que:

P, Lo, P, LD,
H, = — Atf , H_ = + (1 —-0)At
(I)b Ob Ob Ob
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Por lo tanto, si se sustituye H,, H_ en se tiene el siguiente sistema
[I — OAtM]e™™ = [ + (1 — §)AtM]e",
donde M = [£®, 0] A~L. Asi, la condicion estabilidad se puede expresar como
p([I — OAtM] I + (1 — 0)AtM]) < 1, (72)

es decir,
1+ (1—0)Athy
1 — 0At

donde )\, = méx; <<y Ny, €s el maximo autovector asociado a la matriz M.
AAS M

De la ecuacién se tiene que, para 6 > 0.5y Ay < 0, el método implicito es
incondicionalmente estable. Por otra parte, cuando 6 = 0 se obtiene que el método

explicito es condicionalmente estable si
114+ Aty < 1. (74)

De la ecuacion se puede ver que cuando \,; > 0, el método explicito es estable
siempre que
At <2/

Tanto para el método implicito como para el explicito se necesita que la matriz del

sistema sea no singular y esté bien condicionada.

3.3. ECUACION LINEAL DEL CALOR

El objetivo de esta seccidn es resolver un problema parabdlico en dos dimensiones
mediante el método de colocacion asimétrico. Consideramos la ecuacién del calor en
un dominio rectangular con condicion de frontera Dirichlet homogénea. Se describira
con detalle los esquemas de discretizacion temporal; implicito y explicito vistos en la
Seccion para el problema mencionado. Ademas se analizara experimentalmente

la tasa de convergencia empleando los esquemas antes mencionados.
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Consideremos el siguiente problema lineal evolutivo en un dominio rectangular Q2 =
(0,1) x (0,1),
_____:Oa (I‘,]J)G(O,l)X(O,l) (75)

La condicién inicial y las condiciones de frontera Dirichlet dependientes del tiempo se

consideran utilizando la solucion exacta

u(z,y,t) = e 2™t gin (rx) sin (7y). (76)

Inicialmente se describe de forma algoritmica la implementacién del sistema iterativo
usando el esquema implicito para la ecuacién del calor (75). Ademas se espera
determinar experimentalmente la tasa de convergencia empleando el método de colo-

cacion asimétrico usando la funcién radial multicuadratica.

Esquema Implicito

Definamos inicialmente el conjunto de centros X distribuidos uniformemente en 36
nodos en la frontera y 64 nodos en el interior. Con base en los N = 100 nodos de co-
locacion se construye la matriz A = [®, ®,] y las matrices {LP, ®,}. Para el problema

de la ecuacion del calor £ denota el operador Laplaciano.

o, — 8LLD, o, + SLLD,
AT = ™ (77)
P, Op

Por tanto, de se obtiene el sistema

H " = H ", (78)
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donde

Bq)b 0b

Finalmente, del analisis de estabilidad visto en la Seccién 3.2, podemos concluir que
u"t = Ku", (79)

siendo K = AH'H_A~'.

Los pasos necesarios para determinar la solucién en el tiempo t¢,,4, del sistema itera-

tivo se muestran en el Algoritmo 1.

Algoritmo 1. Método Implicito

t=20

Construir &,, &,, L&,y D,

Se define la condicién inicial: ©° = u(z, y,0)
while ¢ < ¢4«

u™t = Kun

t=t+ At

u® = un—i—l

end

Como en el caso del problema lineal estacionario, nos interesa saber si para cua-
lesquiera c y N, el problema de ecuacién del calor converge exponencialmente.
Analizaremos primero el esquema implicito usando el método de aproximacion esta-
cionaria (ver Seccion con incrementos en ¢ a razon de 0.1, tomando a N = 100,
At = 0.01, y tmax = 1, ver Figura[13]
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Figura 13. Método de aproximacion estacionaria: El nimero de nodos se fija en
N =100, At = 0.01, y t,s = 1. Izquierda: Error maximo frente al parametro de forma
c. Derecha: Error cuadratico medio vs parametro de forma c.
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Los resultados (ver Tabla[5) muestran que el método implicito se comporta bien com-
parado con el caso estacionario, en realidad, el método implicito reduce el error para
¢ < 0.7. Sin embargo, cuando ¢ > 0.7 la matriz de interpolacidén del sistema se vuelve

mal condicionada y los errores crecen exponencialmente.

Tabla 5. Variacién del parametro ¢ para el esquema implicito con N = 100, At = 0.01,
tmax = 1.

indice | ¢ ECM

1. 0.1

E max

3.8622 x 1071

1.3254 x 107

0.2

1.0440 x 1074

6.8531 x 10719

0.3

5.3140 x 10~

4.8953 x 10719

0.4

2.9134 x 1072

3.6326 x 10710

0.5

1.7382 x 102

2.8137 x 10710

0.6

1.1303 x 10~20

2.2757 x 10719

N ok

0.7

9.6415 x 1072

2.1069 x 10710

Por otra parte, se observé que el decrecimiento exponencial en el error con el esque-
ma implicito esta relacionado con el tamano del paso en el tiempo At. En efecto, al

incrementar At se incrementa el error de la aproximacién, ver Figura[14]
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Figura 14. Método de aproximacion estacionaria: El numero de nodos se fija en
N =100, t,.4x = 1y distintos pasos temporales At. Izquierda: Error maximo frente al
parametro de forma c. Derecha: Error cuadratico medio vs parametro de forma c.
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Ahora hacemos un andlisis del esquema implicito usando el método no estacionario

para los siguientes valores At = 0.01, ¢4« = 1, ¢ = 0.1 y nodos distribuidos uniforme-
mente definidos en el rango N = {100, 225, 400, 625, 900, 1225, 1600}, ver Figura [15]

Figura 15. Método de aproximacién no estacionaria: El pardmetro de forma se fija en
c=0.1, At = 0.01 y tus = 1. Izquierda: Error maximo frente al numero de centros N.
Derecha: Error cuadratico medio vs nimero de centros N.
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Los resultados (ver Tabla [6) muestran que los errores ECM y E,4 se incrementan

conforme crece N. Sin embargo, pudimos observar al igual que el método estacionario

una reduccion del tamario del paso temporal At genera mejor resultado en la precision.
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Tabla 6. Variaciéon del niumero de nodos N para el esquema implicito con ¢ = 0.1,
At = 0.01, thax =

1.

indice | N ECM Eoix
1. 100 | 3.8622 x 101 | 1.3254 x 107"
2. 225 | 6.9131 x 102V | 5.5163 x 10719
3. 400 | 7.6880 x 10~ | 9.1711 x 107
4. 625 | 2.4357 x 10710 | 6.3098 x 103
5. 900 | 1.7310 x 10~ | 1.8599 x 107
6. 1225 [ 4.9812 x 1075 | 3.4172 x 1077
7. 1600 | 7.6038 x 10~ | 5.8050 x 107

La Figura [T6] expone que la variacién del tamafo temporal A¢ produce un efecto simi-

lar al método estacionario visto en la Figura [T4] Por otro lado, si se observa la figura
de la derecha de (16), para At = 0.001 y At = 0.001 el error EC'M se calcula hasta los

N = 625. Esto se debe al mal condicionamiento del sistema cuando /N se incrementa.

Figura 16. Método de aproximacion no estacionaria: El parametro de forma se fija en
c = 0.1, tnsx = 1y distintos pasos temporales At. lzquierda: Error maximo frente al
nuamero de centros N. Derecha: Error cuadratico medio vs nimero de centros N.
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Esquema Explicito Definamos inicialmente el conjunto de centros X distribuidos uni-

formemente en 36 nodos en la frontera y 64 en el interior, con base en los N = 100

nodos de colocacion se construye la matriz A = [, ®,] y las matrices {LP, ®;}, para
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el problema de la ecuacién de calor £ denota el operador Laplaciano.

d, b, — AtLD,
AL — A", (80)
P, Op

Por tanto, de se obtiene un sistema
H " = H_\" (81)

donde

Dy, Op

Finalmente, del capitulo de andlisis de estabilidad [3.2, podemos concluir que
u"t = Ku" (82)

siendo K = AH;'H_A~",

Los pasos necesarios para determinar la solucién al tiempo ¢4, del sistema iterativo
(82) se muestran en el Algoritmo 2.

Algoritmo 2. Método Explicito

t=20

Construir ®,, ®,, L&,y D,

Se define la condicion inicial: u° = u(x,y,0)
while ¢ < ¢4«

un+1 = Kum

t=t+ At
un — un—l—l
end

A continuacién se analiza el esquema explicito del mismo modo que el esquema im-
plicito, se resolvid la aproximacion numérica usando el método estacionario y no es-

tacionario. Primero, defina los siguientes valores N = 100, At = 0.01, ¢4 = 1, ver
Figura[17]
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Figura 17. Método de aproximacion estacionaria: El numero de nodos se fija en
N =100, ths = 1y At = 0.01. Izquierda: Error maximo frente al parametro de forma
c. Derecha: Error cuadratico medio vs parametro de forma c.
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El esquema explicito a diferencia del implicito tiene una tasa de crecimiento lineal
sobre el error puntual para ¢ < 0.7. Sin embargo, el condicionamiento de la matriz se
ve afectado para valores de ¢ > 0.7. Los resultados presentados en las Tablas [5] [7]

verifican la eficiencia del esquema implicito sobre el explicito.

Tabla 7. Variacion del parametro ¢ para el esquema explicito con N = 100, At = 0.01,
tmax = 1.

indice | ECM F i

1. 0.1 | 7.3502 x 10~*® | 5.9351 x 10~
0.2 | 1.8486 x 10717 | 9.3342 x 10~
0.3 ]2.2778 x 1017 | 1.0330 x 108
0.4 | 2.5749 x 1017 | 1.0964 x 108
0.5 | 2.7763 x 10717 | 1.1373 x 10~®
0.6 | 2.9094 x 1017 | 1.1634 x 108
0.7 | 3.0331 x 1017 | 1.1874 x 108
0.8 | 1.0935 x 10 | 6.3945 x 10™

®© N o O Al

Si repetimos el procedimiento de variar el tamafo del paso del tiempo At en el es-
guema explicito se observan las mismas consecuencias sobre la precision cuando se

trabaja en el esquema implicito, vea la Figura [18]
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Figura 18. Método de aproximacion estacionaria: El nimero de nodos se fija en
N =100, t,.4x = 1y distintos pasos temporales At. Izquierda: Error maximo frente al
parametro de forma c. Derecha: Error cuadratico medio vs parametro de forma c.
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Para el caso no estacionario, el esquema explicito mejora la precision conforme dismi-
nuye el paso temporal At, ver Figura[19 Sin embargo, conforme crece N se pierde la

convergencia exponencial.

Cabe recordar que en el esquema de colocacion asimétrico Cheng #4 muestra numéri-
camente que “incrementando el numero de nodos N sin el correspondiente cambio en
el parametro ¢, es equivalente en mantener fijjo N e incrementar el valor de ¢”, segun
lo anterior, si modificamos el parametro de forma ¢ = 0.5, en la figura izquierda de
se observa que la convergencia exponencial se conserva, mientras que para la figura
derecha de se tiene un desbordamiento numeérico, como consecuencia del mal

condicionamiento del sistema algebraico.
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Figura 19. Método de aproximacion no estacionaria: El parametro de forma se fija en
c = 0.1, tns = 1y distintos pasos temporales At. Izquierda: Error maximo frente al
numero de nodos N. Derecha: Error cuadratico medio vs numero de nodos N.
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Figura 20. Método de aproximacion no estacionaria: El parametro de forma se fija en
c = 0.5, tmsx = 1y distintos pasos temporales At. Izquierda: Error maximo frente al
numero de nodos N. Derecha: Error cuadratico medio vs numero de nodos N.
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3.4. COMPARACION ENTRE EL METODO ELEMENTOS FINITOS Y METODO DE
COLOCACION ASIMETRICO

En una forma similar a lo realizado en la seccion se pretende verificar la eficien-
cia del método de colocacion asimétrico sobre los métodos clasicos de aproximacion
numeérica, especialmente el método de elementos finitos. Para este propédsito, se em-
plean el método elementos finitos y método de colocacién asimétrico sobre el proble-

ma lineal evolutivo (75) con el fin de comparar las respectivas soluciones numéricas.
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La solucién de la ecuacién de calor (75) mediante elementos finitos se puede visibilizar

en la Figura[22] La implementacién numérica es realizada mediante la funcién pdetool

de Matlab la cual nos da por defecto un mallado de N = 1541.

Figura 21. Dominio de la superficie discretizado en 1541 nodos.
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Figura 22. Solucion numérica del problema a través del método de elementos finitos.
Izquierda: Solucion analitica ecuacién del calor (75). Centro: Solucién numérica de
ecuacioén de calor (75). Derecha: Error puntual entre la solucién analitica y solucién
numeérica del problema .
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La implementacién numérica se efectué con parametros ¢, = 0.2, At = 0.01. Los
errores alcanzados por la simulacién son ECM = 4.4495 x 1078y F 4 = 5.4 x 1073,
La implementacion numérica tiene un tiempo de computo de cputime = 36.739705 se-

gundos.

Ahora nos interesa solucionar la ecuacion del calor mediante el método colocacion
asimeétrico tomando como centros de colocacion los 1541 nodos de la malla creada
para el método de elementos finitos. La implementacidn se realiza bajo las mismas
condiciones que en elementos finitos adicionando el parametro de forma ¢ = 0.1, ver
(23). Los errores producidos por la implementaciéon del método colocacién asimétrico
son ECM = 1.6629 x 1078y E, = 2.6348 x 107%. La implementacién numérica tiene

un tiempo de cdmputo de cputime = 23.427289 segundos.
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Figura 23. Solucion numérica método de colocacion asimétrico. Izquierda: Solucion
analitica ecuacion de calor (75). Centro: Solucién numérica de ecuacion de calor
(75). Derecha: Error puntual entre la solucion analitica y solucién numérica del

problema (75).
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Note que aunque el método colocacién asimétrico muestra mejor resultado que ele-

mentos finitos, la diferencia no es sustancialmente significativa. Recordemos que en
el método colocacién asimétrico un refinamiento de la malla o una buena eleccion
del parametro de forma nos proporcionaria mejor precision, sin embargo, ambos nos
generan mal condicionamiento en el sistema y un alto costo computacional. En la sec-
cién anterior, pudimos visibilizar la relacion existente entre el tamarno del tiempo vy el
parametro de forma en el esquema implicito, en realidad se observd que una variacion

del tamarno del tiempo produce un efecto similar al variar el parametro de forma.

En la Tabla [8) mostramos el efecto de variar el tamafo del tiempo At, bajo las mismas
condiciones iniciales, es decir, N = 1541, t,4 = 0.2, y ¢ = 0.1. Los resultados de
la Tabla [8| son satisfactorios; efectivamente verifica la convergencia exponencial del
método de colocacidn asimétrico y la superioridad de éste respecto al método clasico
de elementos finitos. Adicionalmente, en la Tabla [8 mostramos el tiempo de cémputo

gastado por cada método para diferentes tamanos del tiempo.
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Tabla 8. Comparacién entre la variacion del tamano temporal en el método elementos
finitos, y método de colocacion asimétrico (esquema implicito), la disminucién de los
errores ECM, E.., Y €l tiempo de cédmputo de la implementacion para ambos

métodos numéricos.

Método At ECM Eoax cputime
M. Colocacion asimétrico | 0.005 | 1.5237 x 1077 | 7.8123 x 10~ | 37.509030 s
M. Elementos finitos 0.005 | 4.5438 x 1078 1.11 x 1072 66.154538 s
M. Colocacion asimétrico | 0.0025 | 2.7539 x 10719 | 3.1755 x 10~ | 46.194469 s
M. Elementos finitos 0.0025 | 4.6135 x 107® | 2.28 x 1072 | 118.143013 s
M. Colocacion asimétrico | 0.002 | 1.9402 x 10719 | 2.6225 x 10~ | 70.690055 s
M. Elementos finitos 0.002 | 4.6263 x 107% | 2.86 x 1072 | 153.583085 s
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4. Niumero de condicion de una matriz

Como es bien sabido, el nUmero de condicion de una matriz juega un papel importante
en la resolucion de sistemas lineales, especialmente en los problemas de perturba-
cion. El propdsito de esta seccion es conocer algunas de sus propiedades y definir el

significado de mal condicionamiento. Consideremos el sistema lineal de ecuaciones
Az = b, (83)

donde b es un vector en R, A es una matriz real de dimensiones d x d y x es el vector
de incognitas en RY. Para determinar la solucion del sistema lineal (83), es necesario
recordar que este sistema tiene Unica solucion si, y solo si, la matriz A es no singular,

es decir, si det(A) # 0. En este caso, v = A~'b, donde A~ es la matriz inversa de A.

El aspecto numérico que abordaremos es el problema de la estabilidad de los siste-
mas lineales de ecuaciones. Nos interesa saber qué ocurre con la solucién al realizar
una pequena perturbacién en los datos. Es importante considerar la cuantificacién del

error absoluto y el error relativo de tales perturbaciones.

Introduciendo una perturbacion dx en = y una perturbacion éb en b, el sistema
queda expresado como
A(z + dz) = b+ b, (84)

es decir,
dr=Ath+ A10b— A Ax
=A%+ A0 — 2
=+ A5 —x

= A~16b.
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Usando las propiedades de las normas entre matrices, de se obtiene
o] < [[ATH] - [160]]. (86)

Esta desigualdad acota el cambio absoluto de la solucion en funcién del cambio ab-
soluto del vector conocido b. Un inconveniente de utilizar el error absoluto es que no
considera el orden en la magnitud del valor que se estima. Es por ello que se introduce
el error relativo, el cual lo podemos expresar como un porcentaje del error cometido

independientemente de las magnitudes que estén midiendo.

Ahora, lo que nos interesa es comparar las cantidades del error relativo entre las per-

tubaciones de los vectores z, b € R?, donde el error relativo se expresa

[l = oz|| [|b— ob]
; : (87)
] 1]
Tomando y computando su norma, se obtiene
lo = o] < [[A] - [|b— db]. (88)
Por otra parte, como b = Az, entonces ||b|| = ||Az||, por tanto, ﬁ < %, lo que al
combinarlo con la ecuacion da como resultado
[ — ox| 1y Ib = db]|
o S Al AT = (89)
] i

El nimero cond(A) = || A||-||A~!|| se llama nimero de condicién de A. A menor nimero
de condicion decimos que el sistema esta bien condicionado, a mayor nimero de
condicion el sistema esta mal condicionado y pequefios cambios relativos nos inducen
a un degradamiento en la solucion. Algunas propiedades del nimero de condicion de

una matriz se enumeran a continuacion

Proposicion 4.1. Sea || - || la norma matricial y A una matriz invertible. Entonces,

1. cond(A) > 1.
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2. cond(A) = cond(A™1).
3. cond(AA) = cond(A) para todo X € R — {0}.

Proposicion 4.2. Sea A una matriz invertible. Entonces

condy(A) =

donde condy(A) = || A|l2]]A7|2, ||All2 denota la norma espectral correspondiente a la
norma vectorial euclidiana || - ||. Ademas \,(A x A) y A\i(A x A) son los autovalores

mayor y menor de la matriz A x A, respectivamente.

Lema 4.3. Sea A una matriz hermitiana no singular, con autovalores \; < Ay < --- <

A,. Entonces
An

condy(A) = o
1

Observacion 4.4. Sea || - || la norma matricial subordinada y A una matriz hermitiana.
Entonces
cond(A) = ||A| - [|[A7|| > condy(A).

Por tanto, para matrices hermitianas, cond, es el menor de todos.

Los anteriores resultados son obtenidos de®

33 G. Ciarlet. Introduction to Numerical Linear Algebra and Optimisation; N. J. Higham. Accuracy and
Stability of Numerical Algorithms, J. Muioz. Solucion numérica de ecuaciones en derivadas parcia-
les mediante funciones radiales (tesis doctoral),
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