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RESUMEN

TiITULO: ANALISIS TEORICO DE UN PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO ASOCIADO A UN MODELO
DE CAMPO DE FASE QUE DESCRIBE LA EVOLUCION DE TUMORES CEREBRALES CON EFECTOS
TERAPEUTICOS *

AUTOR: JUAN JOSE FORERO HERNANDEZ

PALABRAS CLAVE: GLIOMA, INVASION TUMORAL, ANALISIS NUMERICO, ANALISIS TEORICO, CONTROL
OPTIMO, MODELO MATEMATICO.

DESCRIPCION:

El presente trabajo estudia la existencia y unicidad de un modelo matematico compuesto por un sistema
no lineal acoplado de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (EDP) que describe la evolucion
espacio-temporal de un tumor glioma con condiciones de frontera de tipo Neumann homogéneas. Asimismo,

se demuestra la positividad de las variables y un principio del maximo para la variable del tumor.

Ademas, se aborda un problema de control 6ptimo con el objetivo de determinar la dosis mas efectiva de
un farmaco citotéxico y una terapia antiangiogénica para combatir el tumor de manera 6ptima. En el trabajo
se demuestra la existencia de solucién 6ptima para el problema de control y se presentan condiciones

necesarias de optimalidad de primer orden.

Finalmente, se propone un esquema numérico para aproximar el problema de control basado en el método
del mayor descenso, combinado con aproximaciones de las ecuaciones de estado y las ecuaciones adjuntas,
basadas en el método de los elementos finitos y diferencias finitas para las discretizaciones espacial y
temporal, respectivamente. Asimismo, se presentan algunas simulaciones realizadas mediante el software
Freefem++. Estas simulaciones no solo respaldan la validez de los esquemas propuestos, sino que también

proporcionan una visién practica del comportamiento del modelo en diferentes escenarios.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Elder JesUs Villamizar Roa, Ph.D en
matematicas.



ABSTRACT

TITLE:THEORETICAL ANALYSIS OF AN OPTIMAL CONTROL PROBLEM ASSOCIATED WITH A PHASE
FIELD MODEL DESCRIBING THE EVOLUTION OF BRAIN TUMORS WITH THERAPEUTIC EFFECTS

AUTHOR: JUAN JOSE FORERO HERNANDEZ

KEYWORDS: GLIOMA, TUMOR INVASION, NUMERICAL ANALYSIS, THEORETICAL ANALYSIS, OPTIMAL
CONTROL, MATHEMATICAL MODEL.

DESCRIPTION:

The present work studies the existence and uniqueness of a mathematical model composed of a coupled
nonlinear system of partial differential equations (PDE) that describes the spatio-temporal evolution of a
glioma tumor with homogeneous Neumann-type boundary conditions. Likewise, the positivity of the variables

and a principle of the maximum for the tumor variable are demonstrated.

In addition, an optimal control problem is addressed with the aim of determining the most effective dose of a
cytotoxic drug and antiangiogenic therapy to fight the tumor optimally. The work demonstrates the existence

of an optimal solution for the control problem and presents the necessary conditions of first-order optimality.

Finally, a numerical scheme is proposed to approximate the control problem based on the method of the
greatest descent, combined with approximations of the equations of state and the adjoining equations, based
on the method of finite elements and finite differences for spatial and temporal discretizations, respectively.
In addition, some simulations carried out using the Freefem++ software are presented. These simulations
not only support the validity of the proposed schemes, but also provide a practical insight into the behavior

of the model in different scenarios.

Bachelor Thesis

Faculty of Sciences. School of Mathematics. Director: Elder Jesus Villamizar Roa, Ph.D in mathematics.
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Introduccion

Los tumores en el sistema nervioso central (SNC) constituyen un grupo variado de neoplasias’
que afectan al cerebro y la médula espinal. Estas formaciones anormales pueden ser
benignas (de crecimiento lento, con una propagacion lenta o nula) o malignas (de crecimiento
rapido, invasivos y potencialmente mortales). La clasificacién de los tumores del SNC ha
sido estandarizada por la Organizacion Mundial de la Salud (OMS) en los grados Grados
I-1V segun el nivel de malignidad dado por la histologia del tumor, siendo los grados Il y

IV los tumores altamente peligrosos.

Cada tipo de tumor del SNC posee caracteristicas distintivas, tamanos y grados de malignidad
particulares, lo que influye en las opciones de tratamiento y el prondstico para los pacientes
afectados. Algunos de estos se originan en las células gliales (también denominadas
células neurogliales), entre las que se encuentran los astrocitos, que mantienen un entorno
quimico apropiado para la senalizacion neuronal, y los oligodendrocitos, que aportan
mielina? alrededor de algunos axones® permitiendo una eficiencia en los impulsos eléctricos

a lo largo de las neuronas y las células microgliales cuya funcion es principalmente el

mantenimiento del entorno neuronal actuando como células inmunitarias®.

De manera general, los tumores que se originan a partir de estas células son llamados
“gliomas”, los cuales son tumores altamente invasivos que presentan una composicion

celular compleja, lo que dificulta su identificacion precisa mediante técnicas de imagenes

' Masa anormal de tejido que aparece cuando las células se multiplican mas de lo debido, 0 no se mueren
cuando deberian (Instituto Nacional del Cancer, Estados Unidos. Junio, 2023. https://www.cancer.gov).

2 Sustancia grasa que cubre y protege los nervios. (Instituto Nacional del Cancer, Estados Unidos. Junio,
2023. https://www.cancer.gov)

3 Prolongacion filiforme de una neurona, por la que esta transmite impulsos nerviosos hasta una o
varias células musculares, glandulares, nerviosas, etc. (REAL ACADEMIA ESPANOLA: Diccionario de
la lengua espanola, 23 ed. [Version 23.7 en linea]. Junio, 2023. https://dle.rae.es.)

4 Célula del sistema inmunitario que ayuda al cuerpo a combatir infecciones y otras enfermedades
(Instituto Nacional del Cancer, Estados Unidos. Junio, 2023. https://www.cancer.gov)


https://www.cancer.gov/espanol/publicaciones/diccionarios/diccionario-cancer/def/tumor
https://www.cancer.gov/espanol/publicaciones/diccionarios/diccionario-cancer/def/tumor
https://www.cancer.gov/espanol/publicaciones/diccionarios/diccionario-cancer/def/mielina
https://www.cancer.gov/espanol/publicaciones/diccionarios/diccionario-cancer/def/mielina
https://dle.rae.es/
https://dle.rae.es/
https://dle.rae.es/
https://www.cancer.gov/espanol/publicaciones/diccionarios/diccionario-cancer/def/celula-inmunitaria.
https://www.cancer.gov/espanol/publicaciones/diccionarios/diccionario-cancer/def/celula-inmunitaria.

médicas convencionales. El tratamiento comUnmente utilizado es la reseccion quirdrgica,
el cual esta combinado con quimioterapia y radioterpia; sin embargo, debido a la alta
capacidad de infiltracién de las células tumorales en el tejido sano y la dificultad para
detectar los limites del tumor, una reseccidén completa resulta una tarea altamente compleja.
Por lo tanto, se justifica una comprension mas profunda de los fendmenos de invasion
y migracion tumoral para entender mejor la evolucién y mejorar el tratamiento de los

gliomas. Ver®y 8.

El crecimiento de tumores cancerigenos es un fendbmeno que involucra mecanismos
biologicos interrelacionados a distintas escalas: molecular, celular y tisular, lo cual hace

que su modelado y simulaciéon computacional sean un desafio (Ver 7, 8,9, 10, 11 12 13 y 14y,

5  Lépez-Agredo J. L., Rueda-Gémez, D. A., Villamizar-Roa, E. J. «Theoretical and numerical analysis of
a parabolic system with chemoattraction modeling the growth of glioma cells.» En: Applied Numerical
Mathematics 186 (2023), pags. 143-163. DOI: https://doi.org/10.1016/j.apnum.2023.01.008.

6 Lépez-Agredo J. L., Rueda-Gémez, D. A., Villamizar-Roa, E. J. <Numerical analysis of a mathematical
model describing the evolution of hypoxic glioma cells.» En: Computers & Mathematics With Applications
131 (2023), pags. 138-157. DOI: https://doi.org/10.1016/j.camwa.2022.12.010.

7 L. Li, A. Miranville, R. Guillevin. «A coupled Cahn-Hilliard model for the proliferative-toinvasive transition
of hypoxic glioma cells.» En: Quarterly of Applied Mathematics 79 (2020). DOI: https://doi.org/10.
3934 /cpaa.2021032.

8 M. Conti, S. Gatti, A. Miranville. «<Mathematical analysis of a model for proliferative-toinvasive transition
of hypoxic glioma cells.» En: Nonlinear Analysis 189 (2019). DOI: https://doi.org/10.1016/j.na.
2019.111572.

9 A. Fernandez-Romero, F. Guillén-Gonzalez, A. Suarez. «Theoretical and numerical analysis for a hybrid
tumor model with diffusion depending on vasculature.» En: Journal of Mathematical Analysis and
Applications 503 (2021). DOI: https://doi.org/10.1016/j. jmaa.2021.125325.

10 A. Fernandez-Romero, F. Guillén-Gonzélez, A. Suarez. «Theoretical analysis for a PDE-ODE system
related to a glioblastoma tumor with vasculature.» En: Z. Angew. Math. Phys 72 (2021). DOI: https:
//doi.org/10.1007/s00033-021-01530-w.

M. Conte, C. Surulescu. «Mathematical modeling of glioma invasion: acid and vasculature mediated
go-or-grow dichotomy and the influence of tissue anisotropy.» En: Applied Mathematics and
Computation 407 (2021). DOI: https://doi.org/10.1016/j.amc.2021.126305.

2 G. Cruywagen, D. Woodward, P. Tracqui, G. Bartoo, J. Murray, E. Alvord. «The Modeling of Diffusive
Tumors». En: Journal of Biological Systems 3 (1995), 937-945. DOI: https://doi.org/10.1142/
S50218339095000836.

13 Colli, P, Signori, A., Sprekels, J. «Optimal Control of a Phase Field System Modelling Tumor Growth
with Chemotaxis and Singular Potentials». En: Applied Mathematics and Optimization 83.3 (2021),
pags. 2017-2049. DOI: https://doi.org/10.1007/500245-019-09618-6.

4 R. Anderson, M. Chaplain, E. Newman, R. Steele, A. Thompson. «Mathematical modelling of tumour
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https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.camwa.2022.12.010
https://doi.org/https://doi.org/10.3934/cpaa.2021032
https://doi.org/https://doi.org/10.3934/cpaa.2021032
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.na.2019.111572
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.na.2019.111572
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.jmaa.2021.125325
https://doi.org/https://doi.org/10.1007/s00033-021-01530-w
https://doi.org/https://doi.org/10.1007/s00033-021-01530-w
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.amc.2021.126305
https://doi.org/https://doi.org/10.1142/S0218339095000836
https://doi.org/https://doi.org/10.1142/S0218339095000836
https://doi.org/https://doi.org/10.1007/s00245-019-09618-6

Por lo general, se pueden dividir las etapas de un tumor en tres: avascular, angiogénica
y vascular. En la etapa avascular, el suministro de nutrientes es limitado en su superficie,
lo que permite al tumor crecer hasta un tamafio maximo. Segun lo mencionado en ',
el tumor se puede dividir en tres regiones distintas: el niucleo necrético, donde la falta
de nutrientes conduce a la muerte celular y la formaciéon de restos necréticos; la zona
hipdxica, donde las células tienen apoptosis'®; y el borde proliferativo, donde hay un

suministro adecuado de nutrientes que permite una rapida division celular (Ver Figura

1).

Borde proliferativo
Células necroticas
Células hipoxicas

Figura 1: Imagen que ilustra un tumor cerebral vascular. El tumor se divide radialmente en tres
partes que representan el borde proliferativo (anillo exterior), la zona hipdxica (parte media) y el
nucleo necroético (area interior). Imagen producida por el autor.

En la zona hipéxica, con el fin de evitar la apoptosis, las células tumorales hipoxicas

secretan factores de crecimiento que precipitan la segunda etapa: la angiogénesis. Algunos

invasion and metastasis». En: Hindawi Publishing Corporation 2 (2000), pags. 129-254. DOI: https:
//doi.org/10.1080/10273660008833042.

5 Gomez H. Xu J. Vilanova G. «A Mathematical Model Coupling Tumor Growth and Angiogenesis». En:
PLOS ONE 11.2 (2016). DOI: http://dx.doi.org/10.1002/andp . 19053221004,

6 Tipo de muerte celular en la que una serie de procesos moleculares en la célula conducen a su muerte.
(Instituto Nacional del Cancer, Estados Unidos. Junio, 2023. https://www.cancer.gov.)
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de estos factores son antiangiogénicos, por lo cual evita la proliferacion de células endoteliales.
Otros factores son angiogénicos e incluyen el factor de crecimiento endotelial vascular
(VEFQG), el factor de fibroblastos basicos (bFGF), la trombospondina-1 (TSP-1), entre
otros. La angiogénesis implica el crecimiento de nuevos capilares hacia el tumor, aumentando
asi el suministro de nutrientes y volviéndolo vascular; estos capilares estan revestidos por
células endoteliales, y su desarrollo depende de la migracién y proliferacién de estas. Una

vez que se completa la vascularizacion, el tumor entra en una etapa vascular donde tiene
acceso a nutrientes que favorecen la proliferacion e invasion de células tumorales en otros
tejidos.

Capilares revestidos por
celulas endoeteliales.

Tumor

Las células hipoxicas liberan
factores de crecimiento
(VEFG, bFGF, TSP-1, ...)

implicando la proliferacion de
nuevos capilares hacia el tumor.

FASE 1: Tumor Avascular FASE 3: Tumor Vascular

El suministro de
nutrientes es limitado
en la superficie del tumor.

El tumor tiene mas acceso
a nutrientes favoreciendo la
proliferacién e invasion.

FASE 2: Angiogénesis

Figura 2: Imagen que ilustra el proceso de vascularizacion de un tumor. Imagen producida por el
autor con los programas 7 y 18,

En 'S se presenta un modelo matematico para describir el desarrollo de tumores vasculares.
En este contexto, la dinamica del tumor es descrita mediante un campo de fase, es decir,
un campo continuo que define la evolucion temporal de la ubicacion y geometria del tumor.
El campo de fase se denota por u(zx,t), pasando de u =~ 0 en el tejido sano a u ~ 1 en

el tejido cancerigeno. Siguiendo ' y °, se define el funcional de energia libre del tumor

19 Kobayashi R. «A brief introduction to phase field method». En: AIP Conf 1270 (2010), pags. 282-291.
DOI: https://doi.org/10.1063/1.3476232.
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como

W(u, Va, ) — / (T5(Va) + T (u, ),

Q

siendo [, V3 (Vu) la energia libre de la superficie del tumor con ¥? (Vu) dado por
s 1 2
U (Vu) = §du]Vu] :

donde d, es el coeficiente de difusién, y [, ¥<"(u, o) la energia quimica libre del tumor,

con U< (u, o) definido como
\Ijzh(u7 U) = F(”) - m(U)h<u>7

donde F(u) = Mu*(1—u)?* es un potencial de doble pozo simétrico de tipo Ginzburg-Landau,
con minimos (pozos) en v = 0y u = 1 (Ver Figura 3). Este funcional es perturbado por el
término m(o)h(u), donde

h(u) = Mu?(3 — 2u),

es una funcién asimétrica que representa el Unico polinomio de menor grado que interpola
los valores h(0) = 0, (1) = 1, (0) = K'(1) = 0, y M es una constante real que
mide la movilidad del tumor. Ademas, m(c) se conoce en la literatura como la funcién
de inclinacion, cuya finalidad es describir los efectos de la hipoxia, y esta sujeta a la
condicion |m(o)| < 1/3 con el propdsito de evitar la degradacion de la estructura de doble

pozo de la funcion F. (Ver Figuras 3 y 4).

En 2%, en el contexto de tumores cerebrales, y en 2!, en el contexto de tumores prostaticos,

se considera el funcional de energia libre propuesto por '° agregando el efecto inhibidor

20 Conti, M., Gatti, S., Miranville, A. <Mathematical analysis of a phase-field model of brain cancers with

chemotherapy and antiangiogenic therapy effects». En: AIMS Mathematics 7.1 (2022), pags. 1536-1561.
DOI: http://dx.doi.org/10.3934/math.2022090.

21 Colli, P, Gomez, H., Lorenzo, G., Marinoschi, G., Reali, A., Rocca, E. «Mathematical analysis

and simulation study of a phase-field model of prostate cancer growth with chemotherapy and
antiangiogenic therapy effects». En: Mathematical Models and Methods in Applied Sciences 30.7
(2020), pags. 1253-1295. DOI: https://doi.org/10.1142/50218202520500220.
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Figura 3: Graficas que muestran la geometria de las funciones involucradas en ¥ (u, Vu, o).

de un farmaco citotoxico?® denotado por c(z,t), a través de una perturbacion de m(c) de

manera tal que la energia quimica libre queda dada por
Ui (u,0) = F(u) = (m(0) — myep€)h(u),

donde m,.; modela la fuerza de la funcion de inclinacién dentro del marco de campo de

fase. En 2! se considera la funcién m (o) dada por
p+A p—A _, [o—o0
m(o) = Myey < 5 + - tan™! ( . )) :

siendo p y A constantes positivas que corresponden al indice de proliferacion y apoptosis,

respectivamente. Estos parametros adimensionales estan relacionados con las tasas de
proliferacion y apoptosis en el tejido tumoral de la siguiente manera:

K, s

X%, Ka

donde K, es la tasa de proliferacion de células tumorales, K4 es la tasa de apoptosis de

células tumorales, K, es un valor de referencia de escala para la tasa de proliferacion y

22 Sustancia que elimina células como las cancerigenas. Estos farmacos pueden impedir que las células

cancerosas se dividan y crezcan, y pueden disminuir el tamano de los tumores. (Instituto Nacional del
Cancer, Estados Unidos. Junio, 2023. https://www.cancer.gov).
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Figura 4: Comparacion de ¥ (u,o) con —9U"(u,0)/0u para distintos casos de controles
perturbando a m(c). Estos controles satisfacen la desigualdad 0 = ¢y < €1 < €o.

K 4 es un valor de referencia de escala para la tasa de apoptosis; en consecuencia, m(c)
puede interpretarse como una funcion que describe la tasa neta de proliferacion tumoral.
Adicionalmente, las constantes o, y o; son una referencia y un valor del umbral para la
concentracion de nutrientes, de esa forma, para concentraciones de nutrientes menores
que o, el tejido sano es energéticamente mas favorable que el tejido cancerigeno, esto

es, la energia de u ~ 0 es menor que la energia de u =~ 1; y viceversa (Ver Figura 4).

Teniendo en cuenta que a mayor energia hay menos proliferacion, la evolucién temporal
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de u en el contexto de tumores cerebrales (Ver 2°) es dada por

oV
atu_ _%7 (1)

donde g—i’ es la derivada variacional de la energia libre en la norma de L?(2); por lo tanto,

ov _ 0V
<%,u> —du/Q (VuVu+ P u)

Si se asume que d,u = 0 sobre 02, donde d,, denota la derivada normal, e integrando por

ov oweh
OF =N Aw)i u_
<8u’u> du/ﬂ( u)u—l—/Q 5 u,

que, junto a (1), da origen a una EDP de reaccion-difusion de la forma

se tiene que

partes se obtiene

oW
oyu —d,Au = — 5 R
N—— U
Difusion ~
Reaccion

explicitamente, se tiene
O — dyAu = 2Mu(1 — u)[3(m(c) — myesC) — 1]+ 4Mu*(1 — u). (3)
Observe que si se reescribe la ecuacion (3) como
Ou — dyAu = u(l —u)d(u, o),

se obtiene un término de crecimiento logistico afectado por un coeficiente de proliferacion
d(u,0) = M[4u+ 2(3m(o) — m,.r€| (ver Figura 5). Ademas, se debe cumplir que |m (o) —

m,.fC| < 1/3 para conservar la geometria de doble pozo.

Para la dinamica del oxigeno, cuando hay un control quimico, se considera una modificacion
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Figura 5: Comparacién de §(u, o) y de u(1—u)d(u, o) para distintos casos de controles perturbando
a m(o). Estos controles satisfacen la desigualdad 0 = ¢y < ¢; < Ca.
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de la ecuacion de reaccion-difusion propuesta en 2!, dada por

ata - dUAU + YO +P)/c g<0)u = Sh(l - u) + (SC - S)u, (4)
v W_/ (. / (. ~
(4.1) (4.2) (4.3) (4.4)

donde d, es el coeficiente de difusion del oxigeno, S. y S, denotan las tasas de suministro
de oxigeno en el tejido cancerigeno y sano, respectivamente. Asimismo, 7. y 7, denotan
las tasas de consumo de oxigeno en el tejido cancerigeno y sano, respectivamente.
Adicionalmente, s representa los efectos proporcionados por la terapia antiangiogénica
siendo incorporada en el modelo a través del término (S.—s)u, para combatir la angiogénesis

que esta presente en el tumor.

Adicionalmente, se tiene en cuenta la cinética de Michaelis-Menten 22 dada por

()_ AOZ‘O—
N ket o

la cual explica la tasa de absorcion de oxigeno por las células. En la ecuacién (4),
los términos (4.1) y (4.2) representan la absorcion del oxigeno por las células sanas y
cancerigenas, respectivamente; el término (4.3) representa el suministro de nutrientes
segun el tejido sano y (4.4) representa el suministro de nutrientes segun el tejido cancerigeno,

inhibido por la terapia antiangiogénica.

En resumen, el modelo matematico queda planteado de la siguiente manera: Dado (2
dominio acotado y suficientemente regularde RN, N =1,2,3,0 < T < oo, Q7 := Q2x(0,7)

y X = 0Q x [0,7), el problema consiste en hallar u,o : Q x [0, T) — R tales que

23 H. Gomez. «Quantitative analysis of the proliferative-to-invasive transition of hypoxic glioma cells». En:
Integrative Biology 9.3 (2017), pags. 257-262. DOI: https://doi.org/10.1039/c6ib00208Xk.
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(O — dyAu = AMu2(1 — u) + 2Mu(l — w)[3(m(0) — mres€) — 1] en O,
010 — de Ao + Yo 4+ Yeg(o)u = Sp(1 —u) + (S, — S)u en Qr, 5)
Opt = 0o =0 sobre Xr,

\ u(0) = up, 0 (0) = 0g en ),

donde ugy y oo son funciones dadas definidas en 2 que representan las condiciones
iniciales de las incognitas v y o respectivamente; M, d.,,, dy, Myes, Yh, Ve, Sn Y S SON constantes
biologicas positivas y S. > s. Por su parte, ¢ y s son funciones que corresponden
al farmaco citotéxico administrado en la quimioterapia y terapia antiangiogénica,

respectivamente.

El objetivo de este trabajo es analizar tedricamente la existencia de soluciones para el
modelo (5) y estudiar un problema de control 6ptimo relacionado con el sistema diferencial
(5), cuya formulacién precisa sera dada en el Capitulo 3. Este trabajo de grado tiene
un enfoque disertativo, fundamentado principalmente en 2°. El contenido de este trabajo
esta dado de la siguiente manera: en el Capitulo 1, se presentan algunos resultados
necesarios para este trabajo. En el Capitulo 2, se analiza la existencia y unicidad de
soluciones débiles para el problema (5). En el Capitulo 3, se analiza tedricamente la
existencia de solucién al problema de control éptimo. En el Capitulo 4, se presenta un
esquema numérico para aproximar el problema de control y se realizan distintas simulaciones

computacionales para validar el esquema de aproximacion propuesto.

19



1. Preliminares

En este capitulo se presentan algunos preliminares basicos que son necesarios para el
desarrollo del trabajo. A lo largo de esta disertacion se considera €2 un dominio acotado
de RV, N = 1,2,3, con frontera 9Q suficientemente regular, y la letra C' denotara una

constante genérica que tomara diferentes valores segln sea el caso.

1.1. Espacios de funciones

A continuacion, se definen algunos espacios de funciones que seran indispensables para

la lectura del documento.

Definicion 1.1.1 (Espacios ). Parap € R, 1 < p < oo, el espacio de Banach L?()) es

definido como
LP(Q2) = {u : Q0 — R :u es medible y / |u(z)Pdx < oo} ,
Q

con norma || - || .»() definida por

el = ([ |u<x>|pdx); |

Cuando p = oo, el espacio L>({)) es definido como
L*(Q)={u:Q—R:uesmedbley|f(z)| < C c.tp. en},
y con norma definida por

| w||Loe(y = INfF{C : |f(x)] < C c.t.p. en}.
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Si Q es un dominio acotado de RV y 1 < p < ¢ < oo, entonces LI(Q2) C LP(Q). Si
1 < p < oo, el espacio dual de L*(Q2) es L‘(2) donde ! + | = 1. El dual de L'() es
L2(Q).

Adicionalmente, el espacio L?(2) es un espacio de Hilbert con producto interno

(u,0) = /Q u(@)o(z)dz;

1/2

por lo tanto, se tiene que ||u||r2q) = (u,u)Lz(Q)-

Definicion 1.1.2 (El espacio L} (). Si2 es abierto, se define L;..(Q2) como el espacio

loc loc

de todas las funciones u : () — R medibles tales que
/ lu(z)|dx < 0o, VK C Q, K compacto.
K

Definicion 1.1.3 (Espacio de funciones test). Se denota por C°(Q)) el espacio de
funciones infinitamente diferenciables ¢ : 2 — R tales que ¢ tiene soporte compacto

en Q. Si¢ € C(Q2), normalmente se dice que ¢ es una funcion test.

Un multi-indice « es una N-tupla de numeros enteros no negativos, esto es, o = (ay, ..., ax)

con o; € NU {0}. Ademas, el médulo de un multi-indice a se define como |a| = 3N | a;.

Usando la notacién de multi-indice se puede compactar la notacion para las derivadas
parciales de orden a de una funcion « : RY — R, de clase Cl°/(RY), de la siguiente

manera
olely
8“%180‘2@ . aO‘NIN ’

Definicion 1.1.4 (Derivada débil). Sean u,v € L} .(Q) y o un multi-indice. Se dice que v

loc

D%y =

es la a-ésima derivada débil de u, y se escribe
D% =v (00% = v),

si

/uDO‘qbdx = (—1)l / vodr Yo € C(R).
Q Q
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Definicion 1.1.5 (Espacios de Sobolev W*?(Q))). Parak c NypcRconl < p < oo, el

espacio de Sobolev W*»(Q) es definido como
WHEP(Q) = {u € LP(Q) : D*u € LP(Q) para todo 0 < |a| < k},

donde D“u se considera en el sentido débil. La norma en W*»(Q) se define como

1
P
( > 1Dl g ) , Sil1<p<oo,
[ullwrr) = 0<|a|<k
max || Dul| (o) Sip = oo.
0<|a|<k

Teorema 1.1.1 (Propiedades del espacio de Sobolev). Cuando p = 2, el espacio

W*2(Q2), denotado por H* (), es un espacio de Hilbert con producto interno dado por

U, V) Q) = D%u, D)2y = DO‘ x)D%(z)dz,
(@)

0<|a<k \a|<k
cuya norma es definida por ||u|| g ) = (u, u) 7 Ademas se tiene que W°r(Q) = LP(Q).

A lo largo de este texto, se denotard el espacio {u € H?*(Q2) : d,u = 0 sobre 92} como
H2(Q).

Definicion 1.1.6 (Espacios de Bochner). Sea X un espacio de Banach y a, b numeros
reales tales que —oco < a < b < c0. Paral < p < +o0, Se denota por L*(a, b; X) el espacio

de Banach dado por las funciones u : [a,b] — X que son medibles tales que

b :
lollon = ( [ Tut0lar) <o

En el caso p = +oc, la norma en L?(a,b; X) se define como

|w]| Loo(apsx) = INf {C 2 |lu(t)||x < C c.t.p. enQ}.
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El espacio de Banach C*(a, b; X) se define como
C*([a,b]; X) = {u : [a,b] — X : u es k-veces diferenciable},

con la norma
[ull ek (apx) = Z sup "™ (8)]|x.
n—1 t€la,b]
A lo largo de este texto, se denotara el espacio L?(0,7’; LP(€2)) como LP(Qr).
Teorema 1.1.2 (Propiedades del espacio de Bochner). Si X es un espacio de Banach
reflexivo o X es un espacio dual separable, y 1 < p < oo, entonces

(LP(a,b; X)) = LF (a,b; X'),

donde X' denota el dual de X. Adicionalmente, si X es un espacio de Hilbert, entonces

X puede ser identificado con su dual X'; asi, se tiene que

(L*(a,b; X)) = L*(a,b; X") = L*(a, b; X).

1.2. Preliminares adicionales del Analisis Funcional

En esta seccion se presentan varias definiciones y resultados del Analisis Funcional que
se emplearan en la presentacion de los proximos capitulos.

Teorema 1.2.1 (Desigualdad de Young). Sean p,q > 1 tales que . + ; = 1, y sean
a,b > 0. Entonces

aP b4
ab<e— +c.—,
p q

con e arbitrariamente pequeno.

Teorema 1.2.2 (Desigualdad de Hélder generalizada). Sea 2 un dominio acotado de

RY y sean las funciones u; € L*i(Q) parai = 1,2,...,k, con p;,p > 1 satisfaciendo
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St Il? < 1. Entonces u = wyuy . .. u, € LP(Q)) y se tiene la siguiente desigualdad

lullLo) < llurllzon @) lluzllzoa o) - - - llurllzox @)

Lema 1.2.1 (Desigualdad de interpolacion). Seanp, ¢, > 1, conp < r < q satisfaciendo

1_ g + % para algun 0 < 6 < 1. Entonces

lull @ < lullZe@ el oo

Lema 1.2.2 (Lema de Gronwall). Sea I un intervalo de la recta real, de la forma [a, 00), [a, b]
0 [a,b) cona < b. Sean «, y ¢ funciones definidas sobre I. Asuma que 3 y ¢ son
funciones continuas y que la parte negativa de « es integrable sobre cada subintervalo

cerrado y acotado de I.

a) Si es no negativa y si ¢ satisface la desigualdad integral

t
o(t) < alt) + / Bls)p(s)ds, Vtel,
entonces

o(t) < aft) + /:a(s)ﬂ(s)exp (/:B(T)dr> ds, tel.

b) Si, ademas, la funcion o es no creciente, entonces

6(t) < a(t)exp (/atﬁ(s)ds) el

Definicion 1.2.1 (Operador compacto). Dados dos espacios normados X e Y, se dice
que un operador T : X — Y es compacto si, para cada A C X acotado, T(A) es un

conjunto relativamente compacto en'Y, es decir, T(A) es compacto enY .

Definicion 1.2.2 (Inmersion continua y compacta). Dados X e Y espacios normados,

connormas ||-||x ¥ |- ||y respectivamente, si el operador identidad I : X — Y es continuo,
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es decir, si existe una constante C' > 0 tal que
zlly < Cllzllx,

para cada © € X, entonces se dice que X esta continuamente inmerso enY, y se
denota por X — Y. Si ademas se cumple que el operador I es compacto, entonces se

dice que X esta compactamente inmerso enY, y se denota por X —— Y.

Teorema 1.2.3 (Inmersiones de Sobolev). Sea Q2 un dominio de R", con frontera de

clase C'. Seanj >0,k > 1enterosy1 < p < oco.
» Suponga que kp < N. Entonces
WIHEP(Q) — WIT(Q),  p<r < Np/(N — kp),

en particular
WHEP(Q) «— L"().

= Suponga que kp = N. Entonces
WIHEP(Q) — WPT(Q2),  p <1 < oo,

en particular
WEP(Q) — L"(Q), p<r < oo

Ademas, sip = 1 (asi que k = N), entonces
WIHNL(Q) — CL(Q),

donde 05‘3(9) denota el espacio de funciones, que junto con sus derivadas hasta de

orden j, son continuas y acotadas en ().
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» Suponga que kp > N > (k — 1)p. Entonces
WIthe(Q) — C9*(Q), 0< A<k —(N/p).
Por otro lado, si N = (k — 1)p, entonces
WIthe(Q) — CIMQ), 0< A< 1.

Ademas, sip =1y N = k — 1, entonces la desigualdad anterior vale también para
A= 1.

Teorema 1.2.4 (Teorema de Simon-Aubin-Lions). Sean X, B, Y espacios de Banach

tales que X —— B — Y. Entonces,
n L90, T3 X)N{p: % € LY0,T;Y)} < LI(0,T; B) sil1 < q < oo,
n 120,75 X)N{p: %2 € L7(0,T;Y)} —— C([0,T]; B) sil < r < oo.

Definicion 1.2.3 (Convergencia débil y fuerte). Sean X un espacio normado y {x., }m>1

una sucesion en X.
= Se dice que {z,,}m>1 converge débilmente a x € X, si
<f7 xm>X’ "ﬂo <f7'r>X’ vf € Xl?

y se denota por x,, — x.

» Se dice que {z,,}>1 converge fuertemente (o en norma) a x, si
m—r00

|xm — z||x — 0,

y se denota por x,, — .
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Proposicion 1.2.1. Sea X un espacio de Banach y {x,,}»>1 una sucesion débilmente

convergente a x € X. Entonces ||z,,||x es acotada en X y
[2llx < T infllz, | x. (1.1)

Teorema 1.2.5. Sea {x,,}..>1 una sucesion enR, tal que x,, > 0 para todo m. Entonces,

se verifica la siguiente igualdad
2
(/fm infxm> — lim infa2,. (1.2)

m—r0o0 m—r0o0

Demostracion. Usando la definicidn de limite inferior, se tiene que

9 2
(Il'm inf xm> = (sup ]|€r>1f mk)

y dado que
2 2
sup inf z;, | =sup [ inf z; ) =sup inf 22 = lim inf
( mp k>m k) mp (kZm k) mp k>m k m—oo M’
se concluye la demostracion. [ |

Definicion 1.2.4 (Funcional débilmente semicontinuo inferior). Sean X un espacio
de Banach y ® : X — R un funcional. Se dice que ® es débilmente semicontinuo inferior
sobre X, si

O(x) < lim inf ®(z,,),

m—r0o0

para toda sucesion {z,,}.>1 C X tal que z,,, — z.

Ejemplo 1.2.1. Seau, € H'(Q2) un elemento fijo. El funcional J : H'(2) — R definido por
J(u) = flu— udH?{l(Q)
es débilmente semicontinuo inferior sobre H'(Q)). En efecto, sea {u™},,>1 C H'(Q) una
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sucesion débilmente convergente a un elemento u € H*(2). Entonces
u™ — ug — u — ug débilmente en H'(Q2).
Asi, de (1.1) se tiene
= wallan oy < i inf ™ — a0, (1.3)

Por lo tanto, usando la igualdad (1.2) en (1.3) se obtiene

2
lu = all}i ) < (/;nrrgfgj lum — wllmm) = Iim inf [[u™ — wallfp1 0,

de donde se concluye que J es débilmente semicontinuo inferior sobre H'(12).

Definicion 1.2.5 (Diferencial de Fréchet). Sean X e Y dos espacios de Banach, y S
un subconjunto abierto no vacio de X. Se dice que un operador f : S — Y es Fréchet
diferenciable con respecto a x, en un punto arbitrario & € S en la direccion h € X, si existe

un operador lineal y acotado A, : X — Y tal que

i W@+ R) = f(@) = A(D)lly
1Al x—0 17l x

=0,

y la derivada de Fréchet del operador f, con respecto a x en el punto arbitrario 7 es el

operador A, := f.().

Ejemplo 1.2.2. Sea QO c RY y las funciones reales u,uq € LP()), p > 2. Para uq un

elemento fijo, el funcional J : L*(Q) — R definido por
J(u) = ||u — uall}

es Fréchet diferenciable con respecto a u en un punto arbitrario t € L?(2) en la direccion

¢ € L*(Q). Ademas, la derivada de Fréchet de J es el funcional lineal y acotado J,(4) :
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LP(2) — R definido por

Ju(@)¢ = p(sgn(i — ug)la — ualP =", ), (1.4)

donde sgn(u — ug) denota el signo de (i — ug).

En efecto, consideramos el operador g : L*(2) — L(Q2), con ]lJ + % = 1, definido por

lu—ug|P—|a—uq|?
u—1 ’

Si u # a,
g(u) = ) . . .
plt — uq|P~ sgn(t — uq), Si u=1,

para cada u € LP(Q). Obsérvese que Iim g(u) = p|i — uq|P~'sgn(i — uq), de modo que g
u—u

es continuo en u. Ademas, para cada u € L*(Q2), se tiene que g(u) € L%(Q2). De hecho,

[ tatwpaz = [

SC/ [(Ju = ual = | = ual)(Ju = wal”™* + |& = wa”)|*
Q

note que

lu — ugP — |G — ugl?|?

dx

u— U

lu —
< C/ u— ug — (04— ug)|?(Ju — ug’" + W—Ud|p_1)qu
- Q lu — a4

= C/ (]u —uglPt |G — ud\pfl)qu
Q

<G / e e R
Q

:C'q/ \u—ud]pda:+0q/ |t — ug|Pdr < oo,
0 0

pues las funciones u,u y u, pertenecen al espacio L*(2). Consecuentemente, se tiene

que g(u) € L) para todau € L*(1).
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Por otro lado, observemos que para cada h € L*(Q2), con h # 0, se tiene

i+ h) — J(@) — (g(@+ h, b)) = /Q(\a b — gl — | — ugl?)da

7 P — 5 — P
_/ (’U—l—h AUd‘ |Au ud‘ )hd.??
Q u+h—1u

=0.

Definiendo ¢ : LP(S2) — L%(§2) por
¢(h) = g(i+h) — g(a) Vhe LP(Q),
se concluye

<¢(h>>h> = (g(ﬁ—l— h) - g(ﬁ),h>
= (g(a+ h),h) — (g(a), h).

Al sustitur (1.7) en (1.5), se obtiene

lo cual implica

Tt h) — J(@) — g(@), m)  |(6(h), B) ,
Tl = e EE

Finalmente, observe que debido a la continuidad de g en 1, se tiene

g(t+ h) — g(a), cuando h — 0,

asi, teniendo en cuenta (1.6), se concluye

¢(h) — 0, cuando h — 0.
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Por lo tanto, debido a que ¢(h) € L(2) para cada h € L*(Q2), se tiene

[{o(h), M| _ ()|l aoy [Pl v o)
1allzo) — 1P o)

= ||¢(h)|| a0y — 0, cuando h — 0. (1.9)

En consecuencia, al emplear (1.9) en (1.8), se obtiene

[J(a+h) —J@) —{g@@h)| _ | [{6(h), b

lim -
1Al| L (@) =0 1Al r () Ibllp@)—=0  [[A]Lr (o)

=0,

donde (g(a),h) = (p|t — ug|P"'sgn(i — uq), h), de esto dltimo y la definicion de derivada

en el sentido de Fréchet se concluye (1.4).

Observacion 1.2.1. Dado el conjunto K = {£ € L*(Q) : a < £ < be.tp.enQ} con

a,b € L*(Q), se denota por Projx(v) la proyeccion de v € L*(Q0) sobre el conjunto K,

definida por
a, Siv<a,
Projg(v) =4 v, sia<wv<b,
b, Siv>b.

Teorema 1.2.6 (4, Teorema 6.68). Sea 2 C R" medible y acotado, considere el conjunto
K={el?*0):a<é<betp.enQ} cona,be L*Q) yseald C L*(Q). Ademas, sea

g € L*(Q),u € U, y considere la siguiente desigualdad variacional:
/g(u—ﬂ) >0 paracadaucl. (1.10)
Q

a) SiU=1{£e€L*Q):alx) <E<bx)etp.xe N} cona,be L*K), entonces (1.10)

es equivalente a cada uno de las siguientes condiciones que se cumplen para casi

todo z € Q:
a(x), parag(x) >0,
i) u(r) =< € K, parag(z)=0,
b(xz), parag(z) <0,

24 Philip P. Optimal Control of Partial Differential Equations. Octubre.
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ii) g(x)(& —u) >0 paracada¢ € K,
i) g(z)u(zr) < g(x)¢ paracadaé € K,

v) min g()¢ = g(x)u(x).

Ademas, para cada 6 > 0, si se define p = g — du, entonces todas las condiciones

anteriores son equivalentes al principio del minimo:

min (p(a:)f + 6—52) = p(z)u(z) +

ou(z)?
(K 2 '

2

Si § > 0, entonces todas las condiciones anteriores son equivalentes a la formula

de proyeccion

a0 - oo (1)),

b) Siu = L*(2), entonces (1.10) es equivalente a
glx)=0 ctp.xe.

Teorema 1.2.7 (Existencia y unicidad de Picard-Lindelof). Sea f : @ C (RxR") — R",
donde () es abierto, una funcion continua y localmente Lipschitz respecto a la segunda
variable. Entonces, dado (t,,x¢) € S, existe un intervalo cerrado I, = [ty — a,ty + o] C

R, « > 0 y una unica solucion del problema

' = f(t, x),
%(to) = T,

con (t,z(t)) € Q,Vt € I,.

Teorema 1.2.8 (2°, Teorema 10.22). Sea 2 un dominio acotado con frontera 02 de clase

C?, 1 < p,q < o0. Suponga que f € LP(0,T;L1(RQ)), up € Zpq = {LU(Q); D(AN) }1-1/pp>

25 A. Feireisl E. Novtny. Singular Limits in Thermodynamics of Viscous Fluids. Advances in Mathematical
Fluid Mechanics (AMFM). Birkhduser Cham, 2009.
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D(Ay) = {v € W24(Q) : d,u = 0 enQ}, donde {-;-}.. denota el espacio de interpolacion

real. Entonces el problema parabdlico

ou—Au=f, enQr,
Opt = 0, sobre Yr,

u(0) = up, en,
admite una unica solucion tal que
u € C(Z,,) NLP(0, T; W24(Q)), O € LP(0,T; LY(Q)).

Ademas, existe una constante positiva C := C(p,q,2, T) tal que

lu(®)llc(z,.q) + 10wl Leoriza)) + [[Aul e, rsna@) < CUL e, L)) + [luol z,.,)-
Sip = q, se tiene que

W2=2/rr(Q), Sip < 3,

Ty = W2-2/pp —
{u € W22/PPr(Q) : 0, = 0 sobre 00}, sip > 3.
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2. Analisis teorico

En este capitulo se demostrara la existencia y unicidad de solucion débil del sistema (5),

cuya definicién es dada a continuacion.

Definicidon 2.0.1. Sea T'" > 0 fijo. Considere ¢ € L>(Qr), s € L*(Qr) dados y sea
[ug, o0] € L2() x L*(Q). Un par [u,c| es solucion débil de (5) en el intervalo [0,T] si
u,0 € X =WHhH2(0,T;(H"(Q)) N L*0,T; HY(Q)) N C([0,T], L*(2)) y satisfacen

(Opu(t),v) + dy(Vu, Vo) = (—=F'(u) + [m(o) — ¢]h/(u),v),

(Opo(t), w) + dy(Vo, Vw) + yp(o, w) + e (g(0)u, w) = Sp(1 — u, w) + (Se — 8)(u, w),

c.tp.ent € [0,T] para todov,w € H'(Q2); ademas [u(0),c(0)] = [uo, oo] C.L.p. €n Q.

Observacion 2.0.1. Por un resultado clasico de ecuaciones diferenciales en espacios de
Banach (ver, por ejemplo, % pag 169), si f € L*(0,T; H'(Q)), 0,f € L*(0,T; (H")(Q))
asegura que f € C([0,T],L*(Q)). Ademas, la aplicacion t — ||u(t)||* es absolutamente

continua y 51172 = (O:f, f)-

A continuacion, se enunciara el resultado que establece existencia y unicidad de solucion

débil para el sistema (5).

Teorema 2.0.1. Dadosc € L™(Qr),s € L=(Qr) cons < S. y [ug, 00] € L*(Q) x L*(Q) tal
que

0< Uy < 1 Yy o9 = 0 Ctp en Q,

entonces, el sistema (5) tiene una unica solucion debil [u,c] € X x X satisfaciendo

0<u<l1 y c>0 c.tp. (z,t) enQr,

26 Teman R. Navier-Stokes equations : theory and numerical analysis. North-Holland Publishing. 1977.
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y se cumple la siguiente estimacion uniforme

lull + llol% < CllluollZ ) + lloollza) + 1)-

Adicionalmente, si oy € L>(2), entonces o € L>(Qr) y

o]l o @r) < Clllool[ze(@) +1)-

2.1. Problema auxiliar
Dadas las no linealidades del sistema (5) para la demostracion del Teorema 2.0.1, se
considera un sistema auxiliar, el cual se define a continuacion. Suponiendo que [c,s] €

L>(Qr) x L>(Qr) y s < S., se introduce la funcién de truncamiento

—2r(1—r) re]|0,1],

k(r) =
0 r ¢ [0, 1].

—0,4 ]

1 12

_()76 1 1 1 ! !
-02 0 02 04 06 08
T

Figura 2.1: Grafico de la funcion k(r)

y la funcién f(o,¢) = M[1 — 3(m(o) — ¢)]. Entonces, se considera el siguiente problema
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auxiliar:

Ou — dyAu — AMu*(1 — u) = f(o,¢)k(u) en Qr,

00 = dy A0 + Y0 + Yozt = Sp(1 —u) + (S. — S)u  en Qr, 21)
Optt = Opo =0 sobre Y,

u(0) = ug, 0(0) = o9 en €.

\

Se vera que cualquier solucion [u, o] de (2.1) con [ug, 0o] € L*(2)x L*(Q) talque 0 < ug < 1

y 09 <0, verificaque 0 <u <1y o > 0. Ese es el contenido de los siguientes dos lemas.

Lema 2.1.1. Si0 <uy <1c.tp. enQ, entonces 0 < u(t) <1 c.t.p. enQr.

Demostracion. Considérese v~ = min{0,u}; de esa forma, multiplicando la ecuacion
(2.1) por u~ € H'() e integrando por partes sobre Q y notando que (—u?® u~) = || —
u™|Fsq) = llu™ |35 (> S€ Obtiene que

1d

57l Iza) + dul Vel q) + 4AMIlu (70 + 4M [[u”[|710) = /Q flo,e)k(u)u.

Por la definicion de k(r), obsérvese que |, f(o,€)k(u)u~ < 0, dado que k(u) = 0 cuando

u ¢ [0,1] y u= = 0 cuando u € [0, 1]; por lo tanto, se tiene que

d, _
EHU 17200y < 0.

Integrando en tiempo la Ultima desigualdad se tiene que ||u(¢) ||%2(Q) < |lu=(0) ||%2(Q). Dado
que ug > 0, entonces v~ (0) = u; = Min{0,uy} = 0 c.t.p. en Q, de donde se concluye que

u~ = 0c.t.p. en Qr, es deciru > 0 c.t.p. en Q7.

Ahora, considérese w = u — 1. Notese que d,w = dyu y Aw = Au; por lo tanto, w resuelve
la ecuacion
dyw — dyAw + AMu*w = f(o,¢)k(w + 1). (2.2)

De manera analoga, multiplicando (2.2) por w™ = max{0, w} e integrando en 2 se obtiene
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que

1d

3310 e+ dll Vo agy +4M [ () = [ Fo,e)k(w+ D,
Q Q

Como [, u*(w*)? > 0y por construccion de k(r), se tiene que [, f(o,¢)k(w + L)w* = 0,

dado que k(w+1)=0siw ¢ [-1,0] y w" =0 siw € [—1, 0], entonces

d
EHU}JFH%%Q) <0.

Consecuentemente,
||w+||2L2(Q) < ||w+(0)|]%2(9).

Como w(0) = ug — 1 < 0, entonces Hw*(O)H%Q(Q) = 0. Asi se concluye que u(t) < 1 c.t.p.
en Qr. [ |

Lema 2.1.2. Sioy >0y 0 <wuy <1ctp.enf, entoncesac(t) >0 c.t.p. enQr.

Demostracion. Se demostrara de manera similar al lema anterior. Considérese o~ =

min{0, o }. Usando la segunda ecuacion de (2.1), se obtiene que

1d, _ _ Agelo™|Pu
-2 d, ||V 2 2 C/ Zroxl 7
5l I+ do Vo s o [ o [ 2T

= Sh/(l —u)o~ + /(Sc —S)uo
Q Q
y notando que
Sh/(l —u)o~ + /(Sc —S)uo~ <0,
Q Q
se obtiene que

1d

5%”07%2(9) <0,

con lo cual, integrando sobre [0, ¢] se tiene que,
lo™ ()72 < o™ 01720y

y como o~ (0) = min{0,00} = 0, entonces o~ (t) = 0 c.t.p. en Qr y asi, o(t) > 0 c.t.p. en
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Qr. [ |

A partir de ahora, se usara el conjunto S, definido por
S={[u,0] € L*(Q) x L*(Q) : 0<u<1,0>0}

Sean [ug,0¢] € S arbitrariamente dados y 7" > 0. Ahora se mostrara que el problema
auxiliar (2.1) admite por lo menos una solucion definida en el intervalo de tiempo [0,7),

para eso, se hara uso del Método de Galerkin.

Aproximacion de Galerkin  Considérese {¢;}52, una base ortonormal suave en L*()
que también es ortogonal en H!(Q). Se define V,, = gen{es, ...,e,}, y se denota por P, la
proyeccion correspondiente de H'(2) en V,,. Sea n € N fijo. A continuacién, se considera
el siguiente problema de dimension finita:

Encontrar 7,, > 0y funciones a;,b; € C'([0,T,]) tales que

un(t) =Y a;(t)ey, on(t) =D bi(t)e; € C([0,T,), V),
j=1

j=1

de manera que satisfagan c.t.p. t € (0,7,,), las siguientes ecuaciones:

(Optun (1), V) + du(Vit, V) = (AMu2 (1 — un) + f(on, ©)k(un),v), Vo € V,,

(Opon(t), w) + dy(Vo,, V) = (= yhon — Yeg(on)tn + Sp(1 —uy,) + (S — S)uy,, w) ,Yw € V,,,
(2.3)

junto con las condiciones iniciales w,,(0) = P,uq y 0,(0) = P00 C.1.p. €en Q.

Como v,w € V,, el problema es equivalente a elegir v = w =e¢;, Vj = 1,2,3,...,n. De esa
forma, el problema de encontrar u,(t) y 0,(t) se reduce a encontrar los vectores a(t) =

(ar(t),as(t), ..., an(t))T y b(t) = (bi(t),ba(t),...,b,(t))T. Si se reemplaza la representacion
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de u,(t) y 0,(t) en (2.3), entonces el problema equivale a hallar a(t), b(t) € R tales que

{ Ma(t) + d N - alt) = Fi, (2.4)

ML) + doN - b(t) = Fo,
donde M, N € M,.,, son las matrices dadas por
(M)i; = (eire5), vy (N)iy = (Vei, Vey),

F1 € R™ es el vector dado por

(F1); :/Q4M (Zai(t)ei) (1—Zai(t)ei> ej+/Qf<Z bi(t)ei,c> k( ai(t)ez-) e,

=1 ) =1 1=

y el vector F, € R" es dado por

V= %/Q (Z bz‘(t)ei) ¢ — %/Q Ao (i bit)e) (221, ait)ed)

Kow + Z?:l bi(t)ei

+ Sh/Q (1 — iai(t)el) e; + /Q(Sc —8) (i ai(t)ei> e;.

i=1 i=1

Dado que M es invertible, entonces el problema puede ser reescrito en el siguiente

sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias con 2n ecuaciones y 2n incognitas:

%(I = —duM_l . ./\/(I + M_1f17
4= —d, M Nb+ M 1B, (2.5)
CL(O) = Ao, b(O) = b().

Teniendo en cuenta que f y k son localmente Lipschitz, entonces F; es localmente
Lipschitz respecto de a y b. Asimismo, dado que los términos no lineales de F, son
Lipschitz, entonces F, es Lipschitz respecto de a y b. Asi, por el Teorema 1.2.7, se
concluye que el sistema (2.5) tiene solucién unica. Por lo tanto, para cada n > 1, existen

T, > 0y funciones unicas u,, o, : [0,7,) — V,, que resuelven a (2.3) al menos en [0,7,,).
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Asimismo, para cada n, se cumple alguna de las siguientes alternativas:
que T'=T,, oque, limsup,_, . ||u"| 2@ = +oo 'y limsup, ;. [[0"]12@) = +oo.

A continuacion, mediante algunas estimaciones para las u,, y o,, se descartara la segunda

afirmacion anterior.

Estimaciones de energia  Ahora se buscan algunas estimativas para las u, y o,
independientes de n. Para cada ¢t € [0,7,,), considérese v = u,(t) en (2.3);, de lo cual

se deduce que

1d
5 2 22 0) + dull Veun ()1 72 + 4M [[un ()[40

2dt
=AM ||u,(t HL3 /fana (un(t))un(?).

PorelLlemat1.21conp=2,¢g=4,r=3,y0 = % y aplicando la desigualdad de Young,

se tiene que

AM|[un 330y < AM [[tn| Loy lnll2@) < llnllzaq) + 8M [l 720y

por lo tanto,
1d 9 4
5l (®)l|72 () + dull V(172 @) + 3M un(t) | 740
2 dt . (2.6)
S8M2Hun(t)lliz(m+/Qf(on,C)k(un(w)un(t)-
Asimismo, considerando w = o,(t) en (2.3), se obtiene que
1d 9 2 /on(an(t))Qun(t)
527 1ot do IV Oy + 3 [ (onlt))? 4 [ 2ol o

=S /Qu — un(t))on(t) + /Q(sc — 8)un(t)on(t).
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Sumando (2.6) y (2.7), se tiene que

1d
ST, (IIun(t)II%z(m + IIUn(t)Ilia(m) + dul|Vun ()l[120) + doll Vo (®) 172 + 3M [[un (t)l| 10

tn [ (o0 4 [ PO < 02 + [ Tl b))

+Sh/Q(1 — U (t))on(t) + /(SC — S)u,(t)o,(t).

Q

(2.8)

dado que |k(u,)| < 2y f(on,€) = |1 —3[m(0,) —¢]| < C, entonces usando la desigualdad

de Holder y Young se tiene que

/Qf(a'mc)k(un)un < Hf<‘7mc)k(un)||L2(Q)||un||L2(Q) <C+ HunH%Q(Q)' (2.9)

Ademas, se tiene que

/(Sc — S)u,o, + Sh/(l — Up)op < |Sh|/ |on — unon| + |Se — S| / |tun oy |
Q Q Q Q

< C(ISe] + 15 = s llonllz2@) + lonll 2@ [unll2 ()
< ClllonlZag@) + ltallZz@) + 1),
(2.10)

on(o—n)Qun
’)’c/Q m < %on/ﬂ|0n||un| < YeAox (H(Tn”%?(ﬂ) + ||Un||%2(g)> :

Asi, de (2.9) y (2.10) se tiene que

1d
5 77 [un O z20) + lon(O)llz2(0) + dull Ven (Ol z2@) + dolIVon ()22 + 4llun®)llzs(o)

Hlun ()1 23@) < Clun®)llZ20) + lon(®)llL2) + C-
(2.11)
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Integrando la desigualdad (2.11) en el intervalo [0, ¢], se obtiene que, paratodot € [0,7,,),
t t
Jan sy + 17Ol + o | V(5] s+ dr |9 (5) s

t t
M [ s+ 40 [ s < (10n0) o+ I O)lo))  @12)

t
+0 [ (el + Ilrn(s) ) s
Aplicando el Lema de Gronwall a (2.12) se tiene que
lun )220y + oy < CT) (luol3agey + lool3eey) Ve 0,T),  (2.18)

por lo tanto, se tiene que T,, = T'y ademas, de nuevo por (2.12),

e (8), o0 (O] 20,3t @z + I (1), 00 (O] iz 0,732 + lun (@) 13y < C-

Asimismo, por comparacion se tiene que

H [@un(t), atO'n(t)] ||[L2(0,T,(H1)’(Q))]2 < C. (214)

Paso al limite  Por las estimaciones anteriormente obtenidas, se tiene que existe una

subsucesion de [u,.0,], que por simplicidad se denota nuevamente por [u,, 0,,], tal que

U, = uen L0, T; L*(Q)) Y u, — uwen L2(0,T; H(Q)) N LY(Qr)
o, > oen L®0,T;L*(Q)y g, — o en L*0,T; H(Q)).

Usando el Teorema 1.2.4, con X = H!, B = [? Y = (H'Y, entonces se cumple
X << B < Y,ycomo u, — uen L*Qr)y du, — dwuen L*0,T;(H"(Q)), entonces
u, — u fuertemente en L?(Q7); de forma andloga se tiene que o, — o fuertemente en
L*(0,T; L*(Q)).

En las siguientes convergencias, se considera w € H'(Q)y ¢ € C*(0,t) cont < T
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arbitrarios.

Observe que

/ / Vu,V o(t))dzdt =5 / / VuV (w(z)(t))dzdt,

dada la convergencia débil de u,, — u en L%(0,T; H'(f2)); ademas, ya que u> — u® — 0

ct.p.en Qr Y [[unllLasso 11030y < C, se€ tiene que

/ /u w(z dxdtn—m/ /u w(x)o(t)dzdt.

Ahora, observe que f(-,-) es globalmente Lipschitz y k(-) es acotada; por lo tanto,

[ [ [Fewe) = foo)|supn@otsdt < Clollimon [ [ lon = ollwisa

T
< C||¢||L°<>(0,T>/ lon(t) = o (@ 2@ 1wl L2 dt
0

n—o0

< Ol¢ll =[] 2@ VT low = ol r2(@p) — 0,

dada la convergencia fuerte o, — o en L2(Qr); asimismo, ya que k(-) es Lipschitzy f(,-)

es acotada, entonces
T - T n—00
/ /[k(un) — k(uw)]f(o,c)w(x)p(t)dzdt < C|]¢]|LW(O7T)/ / |y, — ul|w(x)|dedt — 0,
0 Q 0 Q
dada la convergencia fuerte u,, — u en L*(Qr), lo que muestra la convergencia

[ [ Foworumtaetsa=s [ [ feeptiopnia

Ahora, ya que IJ'FI‘ - <1, se tiene que

| = w2 w@otdady < ol [ [ Jan - ulhoo)ldzat =5 o
0o Jo 1+ oy 0 Jo
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Ademas, gracias a la Lipschitz continuidad de 1+\ i se tiene que
On _ o < |O'n 0_|’
1+|on| 140l

por lo tanto, usando la inmersién H'(Q2) — L*(2), se obtiene

/ / (HW 1+|o—\) w(z)p(t)dzdt < (|| o o,m) /OT/Q|0n—0'Hun]dxdy

< ||¢||L°°(0,T ||U1||L4 / ||Un - U||L2(Q)||U|\L4(Q)dt
0

n—o0

< |l oy 1wl pagey VI [l L@ o — ollz2or) = 0.

En consecuencia, gracias a la igualdad

UnOp, uo ( ) o n On o
1+ |o, 140 1+ oy 1+ |o,] 1+]0]

se tiene la convergencia

unO-TL TL-)OO
dd t)dxd
//1+|o—n| Jdady = //1+|a| Jo(t)dwdy.

Asi, se demuestra que [u, o] es solucidn débil del problema (2.1).

Ahora, considere T' > 0y [ug, 0¢] € S, y gracias a lo probado anteriormente, sea [u, o] una
solucion debil al problema auxiliar (2.1) originada por [ug, 0o], ademas por los Lemas 2.1.1

y 2.1.2, se tiene que [u, 0] € S c.t.p. en Qr, implicando que

g o

kE(u) = —2u(l —u), vy T+ o] =13o

= g(0),

por lo tanto [u, o] resuelve el problema original (5) en [0, T']. Esto prueba la primera parte
del Teorema 2.0.1, es decir, la existencia global de soluciones débiles del modelo (5) y la
invariancia en el conjunto S. Si [u, o] una solucion del sistema principal con valor inicial

[ug, 0] € S, entonces, de la misma forma con la cual se encontraron las Desigualdades
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2.13 y 2.14 y haciendo uso de la Observacion 2.0.1, se tiene la siguiente estimacion

uniforme
[ullZ + lloll% < ClluollZ2q) + lloolliz + lI€llz2@r + ISll2@r) + 1.

Finalmente, la unicidad es consecuencia del siguiente teorema. |

Teorema 2.1.1. Sean [u;, 0;], coni = 1,2, dos soluciones débiles de (5) con los respectivos
controles (¢;,s;) € L>(Qr) x L>*(Qr), cons,; < S. y con dato inicial z; = [ug;,00;] € S,1 =

1,2. Entonces,

s () = w2 (B)1[720) F o1 (1) = 02120 + s = u2ll 20 710y + llor = 02020 721010

<C(l|lz — 22\’%2(9) + [le: — CQH%Q(QT) + [|s1 — S2H%2(¢3T))’

para todo t € [0,T].

Demostracion. Sean [u, o] = [u; —ug, 01— 03] Y [€, 8] = [€1 — €2, S1 — S»], siendo [u;, 0y], i =
1,2, soluciones débiles de (5) asociadas a los controles [c;, 1] y [C2, So] respectivamente.

Entonces se satisfacen las siguientes ecuaciones en forma variacional

(2.15)
00 — de Aoy + Y0i + Yeg(oi)u; = Sp(1 — w;) + (Se — Si)u;.

Restando las correspondientes ecuaciones en (2.15) se obtiene el siguiente sistema
diferencial:

Ayu — dyAu 4 AMu (2 + uguy + u2) = AMu(uy + ug) + f(o1,€1)k(uy) — f(02,€2)k(us),

0y0 — de Ao + Yo + Yelg(o1)ur — g(o2)us] = (S, — Sp)u — S1uq + Sous.
(2.16)
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Ademas, obsérvese que

Flor,1)k(ur) — (02, €2)k(us) = [f(al,cl) - f(02702)] k(u1) + f(o2, €2) [k(ur) — k(uz)]

= 3M [m(o3) — m(01) + €] k(ur) — (02, €) [k(us) — k(ua)].
(2.17)

Multiplicando la primera ecuacion de (2.16) por u, se tiene que
udu — dyudu + AMu? (U2 + uyuy + u2) = AMU (uy +us) +wf (o1, €1 )k(ur) — wf (o2, €2 )k (us).

Dado que 0 < u; < 1parai = 1,2, entonces u; +uy < 2,y ademas 4Mu?(u? +ujus +u3) >

0; por tanto, se tiene la desigualdad
udpu — dyulu < 8Mu® + uf (o1, €1)k(ur) — uf(og, €)k(us). (2.18)

Integrando (2.18) sobre €2 y usando (2.17), se obtiene que

1d

3l + AVl < 8M ey + 30 | (o) = m{o) + el

(2.19)
/ f 0'2,02 UQ ]{?( )]U

Usando que k(-) es acotada, que m(-) es Lipschitz, y aplicando las desigualdades de

Holder y Young, se tiene la siguiente estimacion

wz/ (o) an+qum<3M/Wmaﬁ (o) + [ef) [k(ur) Jul
sc[yd+mmm

< Cllullez)(llellz2@) + €l z2@)

(2.20)

< O(HUH%Q(Q) + HJ“%Q(Q) + ||c||%2(9))-
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Por otro lado, como consecuencia de f(-,-) es acotada y k(-) es Lipschitz, se tiene que

- [ Floea)lktus) = ku)lu < € [ @ = Cllulf, (2.21)
Q Q

Asi, de (2.20) y (2.21) se obtiene que

1d
5 g lulzz@) + dull Vullizg) < Cllullizg) + loli@ + lI€lzz@)- (2.22)

Ahora, nétese que
g(or)ur — g(o2)us = g(or)ur — g(o2)ur + g(oz)uy — g(o2)us
= [g9(o1) — g(o2)]ur + g(o2)u,
y ademas,
—S1uy + Sauo = —S1uU1 + SoUug + Soty — SoUug

= —uy(S1 — S2) — Sa(ug — ug)

= —UuU1S — Sou.

Multiplicando la segunda ecuacion de (2.16) por o e integrando sobre (2, se obtiene que

1d
57020 + oI Vollizg = —mllolizw - /Q%[(g(al) — 9(02))ur + g(o2)ulo

+/(Sc—Sh)ua—/ulsa—/sgua
Q Q Q

S p— / (9(01) — glon))ous — e / 9(02)uo

Q
+ /(SC — Sp — Sy)uo — / Su, 0.
Q Q
(2.23)
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Teniendo en cuenta que 0 < u; < 1y que

01 — 02
1 -+ 0'1)(1 -+ 0'2)

'ﬂm—@=bh

mmwwmnzh
se tiene que
e [ lato) = gtoalow < el [ lolo <€ [ 22 = Clolfzga,
Q Q

Ahora, por definicion de ¢(o), se tiene que 0 < g(o) < 1, y usando la desigualdad de

Holder se obtiene que

—%/%MWSC/MWSCWMQWhmﬁ
0 (9]

ademas, aplicando las desigualdades de Hdélder y Young, se tiene que

/(SC—Sh—SQ)u0+/8ula§C/ ]uHUH—/ s||o|
Q 0 Q 0

< Cllollzz@) (w2 + 18] 2) (2.24)
< C(HU“%Q(Q) + HUH%Q(Q) + HSH%Q(Q))'
Por lo tanto, aplicando (2.24) a (2.23), se obtiene que
1d 2 2 2 2 2
s gplollze@ + dollVollz ) < Clllolzz ) + lullz @ + I8lz @), (2.25)

y consecuentemente, sumando (2.22) con (2.25), se concluye que

1d
5 7 M0 + Al VullZ + do Vo llia) + lulza@) + lollz )

< CA(t) + CO([lel 72 + 18l 72()
donde A(t) = [Jul|7zq + llo]172(q- Es decir,

d d
A0 < A0 + Clllullin @) + loling) < CAW) + C(llelzaq) + IS]z2w)-
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Asi, usando el Lema de Gronwall, se obtiene que

[u(®) 720y + o172y < C[u(0)|[720) + llo(0)[|72))
T
+C [ (oo + I8 ) dt
0
y asi,
[Jui (t) — U2(t)’|%2(9)+|\01(t) - 02(?5)\@2(9) + [lur — u2l|%2(0,T;H1(Q)) + llon — U2H%2(O,T;H1(Q))
<C(l|lzr — 22”%2(9) + [le: — 02|’%2(Qt) + [Is: — 52”%2(@)%

donde U(O) = Up,1 — U2 Y O'(O) = 00,1 — 09,2- [ |

Como consecuencia inmediata del teorema anterior, la solucion débil del problema (5) es
Unica.
Para finalizar este capitulo, ya que o, es acotado y teniendo en cuenta que los términos

de la derecha de la ecuacion

Apzou
koac +o

0y0 — do Ao + Yho = —7, + Sp(1 —u) + (S, — ),

pertenecen a L*>°(Qr), entonces por la teoria de regularidad parabdlica (ver Teorema 7.1,
p. 181, en 27 y Teorema 1.2.8), se tiene que o € L>=(Qr). Por lo tanto, el Teorema 2.0.1

queda demostrado.

27 Ural'ceva N. Ladyznskaja O. Solonnikov V. The Principles of Quantum Mechanics. American
Mathematical Society. 1968.
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3. Problema de control optimo

En este capitulo se estudia un problema de control 6ptimo relativo al sistema (5). El
objetivo del capitulo es mostrar la existencia de solucion global éptima, y establecer

condiciones necesarias de optimalidad de primer orden.

3.1. Formulacion del problema de control

En nuestro contexto, el problema de control 6ptimo consiste en encontrar funciones ¢(z, t)
y s(x,t) que proporcionen los efectos citotdxicos y antiangiogénicos dptimos para tratar

un determinado caso de glioma.

Inicialmente, se define el conjunto U, de todos los controles admisibles [c, s] como
uad = {[C,S] S L2<QT) X L2<QT) . CE Kl, S c KQ},
donde los conjuntos K7 y K5 son definidos como

Kl - {c S L2(QT> : 0 S c S Umax Ctp en QT})

K2 = {s € L2<QT) 0 0 <s S Sma:c Ctp en QT}a

siendo U,ue > 0y 0 < Spae < S. representando los limites factibles para los efectos
terapéuticos que se pueden lograr de manera realista con medicamentos comunes. Por

otro lado, se consideran los estados iniciales

[’Ulo,O'Q} €S con 0p € LOO<Q),

donde S = {[u,0] € L*() x L*(Q) : 0 < u < 1,0 > 0}. Para cada par de valores |[c, s
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dentro del conjunto U,,, se determina [u,c] como la solucion débil de la ecuacion (5)

asociada al par [c, s] con condiciones iniciales [ug, og].

Para el desarrollo del capitulo, se define el espacio débil

H = C([0,T], L*()) N L*(0,T; H(Q)).

Para plantear el problema de control, se establecen los estados deseados tanto para la
fase tumoral como para los niveles de oxigeno en Q1 y en 2 en el momento final 7. Estos

estados satisfacen

ug, 0 € L*(Qr) 'y wuq,0q € L*(9Q).

Se introduce el funcional objetivo dado por

J(u,0,€,8) = —1/ (u(,t) — ug)*dzdt + ks /(u(a:,T) — uq)?dr + ks / u(x, T)dx
Qr 2 Ja Q
+ ke (o(z,t) — 0g)*drdt + ﬁ/(0(31:, T) — 0q)*dx
2 Qr 2 Jo

k
+—/‘&@QMﬁ+i s*(x,t)dxdt,
2 Qr 2 Qr

(3.1)

para todo [u,c] € [C([0,T],L*(Q)))* y [c,s] € [L*(Qr)]?, donde los coeficientes k;, i =
1,...,7, son constantes no negativas, tales que existe al menos un i con k; > 0. En
resumen, el problema consiste en encontrar un par de controles [¢*, s*| € U,4 tal que

J(u,0,€%,8") = min J(u,0,C,S) (3.2)

(C,S) EUgd

donde [u, o] es la solucion débil del sistema (5).

El objetivo del primer y cuarto término del funcional 7 dado en (3.1) es procurar que el
tumor y el oxigeno se mantengan “proximos a un tumor y oxigeno prescritos dados por
ug Yy og, respectivamente; asimismo, el segundo y quinto término tiene como finalidad

obtener una aproximacién a un tumor y a un oxigeno final deseados dados por uqg Yy
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oq, respectivamente. Por otro lado, la finalidad del tercer término es obtener un volumen
minimo en el tiempo final T'; y finalmente, el objetivo de los Ultimos dos términos es

minimizar los tratamientos aplicados.

3.2. La aplicacion control-estado

Considere [ug, 0g] € S con oy € L>(Q). En vista de lo demostrado en el capitulo anterior,

se define la aplicacion control-estado como

G:Z/{ad—>7-l><’H,

[c,s] — [u, o],

donde [u, 0] es la Unica solucién débil de (5) correspondiente a los controles [c, s], y con
condicion inicial [ug, 00]. De los Lemas 2.1.1 y 21.2 se sigueque 0 < u < 1yo >0
c.t.p. en Qr con ||o||L=(g,) < C; ademas, si se consideran dos soluciones débiles [u,, o1],
[ug, 02] correspondientes a los controles [¢1,81] Y [C2, Sa] € Uag, Y CON lOS mismos datos

iniciales, es decir, [u;, 0;] = G[c;, S;], por el Teorema 2.1.1 se tiene la siguiente estimacion:
lur — ug||%, + llow — aall3; < C(ller — €all72g,) + 181 — S2ll72(0,); (3.3)

por lo tanto, G es Lipschitz continua.

A continuacion, se mostrara que G es Fréchet diferenciable en cada punto [c, s] de U,,.
Sea [c*,s*] € U,q fijo y denote por [u*,0*] = G]c*, s*| su estado correspondiente. Para

[c, 8] € U,q4, Se introduce el sistema linealizado en [u*, o*|, definido como

(

Y, — d,AY + AY — BZ = —¢l/(u*) en Qr,

Zy —do AZ +CZ 4+ DY = —su* en Qr,
OnY = 0nZ =0 sobre X,
Y(0)=2(0)=0 en Q,
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donde los coeficientes A, B, C'y D estan dados por

A — F//(u*) _ m(g)h//(u*) + C*h”(u*),
B =m/(c")l (u"),
C' =y +vu'g (07),
D =8"— S +7.9(0%),
y S, = S. — S Observe que los coeficientes A, B,C'y D pertenecen a L>(Qr), gracias

a las hipotesis sobre las no linealidades y que 0 < u* < 1y ¢* > 0 c.t.p. en Q7.

Teniendo en cuenta que [¢*, s8*] € L>(Qr), |u*| < 1y h/(u*) es acotada, entonces —ch'(u*)
y —su* pertenecen a L>(Qr). Asi, gracias a la teoria de ecuaciones lineales parabdlicas
(ver Teorema 1.2.8), existe una solucién fuerte [V, 7] del sistema (3.4) tal que Yy Z
pertenecen a C([0,T], HY(Q)) N L*(0,T; H3(RY)), y ademas se tiene

1Y leqor.m @)nezo.r:mz@) + 12 cqom.m@nezomaz@) < CUICl g + I8172(0.)-
A partir de ahora, se considera cualquier [C, S| € U, y nOtese que
[ct, 8] =[c" + pu(C —¢*),8" + u(S — 8%)] € Uy,

para todo i € (0,1). Adicionalmente, se considera su estado correspondiente [u", o*] =
G[ct, s*| satisfaciendo los resultados probados en el capitulo anterior. Note que, por
construccion, si u — 0, entonces ¢* — ¢* y s* — s* en L?(Qr); dado que G es Lipschitz

continua, por la estimativa (3.3) se tiene que
u - ut oy o —o" en H. (3.5)

Lema 3.2.1. Se tiene que

<u“—u* ot — o*
7 u

) >—>(Y,Z) en HxH,
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cuando 1 — 07, donde (Y, Z) es la solucion al sistema linealizado (3.4) con

[c,s] =[c—c*" s —s].

Demostracion. Sea
ut —u* ot *
YH = —Y, Zt=
I I

- Z.

Se mostrara que que Y* — 0y Z* — 0 en H cuando . — 0%.

Obsérvese que u* y o* junto con los estados ¢* y s*, satisfacen el sistema

(O — duu® = —F'(u?) + [m(o”) — c*]1 () en Qr,
0i0* — dy Ac™ + o +7eg(0*)u* = Sp(1 — u*) + (S. — s*)u*  en Qr,
Opu* = 0ho* =0 sobre Y7,

\ u*(0) = us, 0*(0) = o} en Q,

y por otro lado, u* y o* junto con los estados ¢ y s*, satisfacen el sistema

/

ot — dyAut = —F'(u*) + [m(a*) — c"h (u") en Qr,
Oy — dy Ac* + Yot + v.g(ot)ut = Sp(1 — ut) + (S, — s*)u  en Qr,
OpU* = Opo* =0 sobre Y7,
ut(0) = uly, o*(0) = o} en Q.

\

(3.6)

(3.7)

Aplicando una extension del Teorema de Lagrange (ver Apéndice A de 28), se tiene que

;

F(u) = F'(u) = (u¥ = u)F"(a),
W(u") — W' (u) = (" —u*)h" (z,),
m(o*) —m(o*) = (" — o*)m’(s*),

g(a#) —g(o*) = (0" — 0%)g'(su),

\

donde z* y z, alcanzan valores intermedios entre u* y u*;y sy s, estan entre o* y o*.

28 Colli P, H. Gomez, G. Lorenzo, G. Marinoschi, A. Reali, E. Rocca. «Optimal control of cytotoxic and
antiangiogenic therapies on prostate cancer growth». En: Mathematical Models & Methods in Applied
Sciences: M3AS 31.2 (2021), pags. 1419-1468. DOI: https://doi.org/10.1142/S0218202521500299.
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Restando la primera ecuacién de (3.7) a la primera ecuacion de (3.6) y dividiendo por g,

se obtiene que,

o, (““ ; “) —dA (““ - “) _ %(—F’(u“) +F (W) + [mo") — ¢ (uh) o9

—[m(o™) — €] W (u")).
El término de la derecha de (3.9) se escribe como

% (—F'(u") + F'(u") + [m(o™) — € I (u") — [m(o”) — €] (")) = i(—(F’W) ~ Fu"))
) (m(o) — m(o™)) + m(o”) (R (u) — B (u")) — € (H (u) — B (u)) + W () (€ — &),

y asi, haciendo uso de (3.8), se tiene que

1 ") — F'(u* :_luu_u* Ml — —(YH 1"(
;;(F(u ) - Fl)) M1< VP (a) = —(Y* + Y)F"(2"),
%h%w)(m(o“) —m(0")) = 1;(0“ — Yl (S () = (2 + Z)m (W (),
()0 (1) = H(0)) = (0 = w ) (a,)m() = (Y + V) (@)
= () () = (W (06" =~V 4 V) ()6

ademds,yaquec =¢€ —c*y c* =c* + u(C — ¢*), entonces €= = —¢, y asi,
y y p ; y

1 1(, Wb * :_/u,u
;h(u)(c ct) h'(u*)c.

Por lo tanto, la ecuacion (3.9) se escribe como

) (“u - “) — d A (“ﬂ - “) =Y+ Y)(—F"(a") + B (z,)m(c*) — I'(z,)c")

p p (3.10)

+(Z" + Z)m! (s")W (u) — W' (ut)e.
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Restando la primera ecuacion del sistema linealizado (3.4) de (3.10), se obtiene que

Y} —d,AY" — AY + BZ = (Y' + Y)(—F"(2") + h'(z,.)m(c*) — 1" (z,)c")
+(Z" + Z)m! (s*)I (ut) — W (ut)e + eh/(u"),

es decir,

Y/ — d,AYH + A\)YH + AY + A3 ZM + AyZ = —c[l (u”) — W' (u")],

donde,

Ay = F'(a) = H(z,)m(0°) + H(z,)e" = F"(x*) — [m(0”) — 0" (z,.),
Ay = — A+ F'(a) — W' (2,)m(0") + ' (z,)e" = [F"(a*) — F"(u")]
— [m(0*) — €[ (x,) — " (u"),
Ay = —m!(s")W (u"),
Ay = B — ()1 (u) = m! (0" (u*) — i () ().

Por otro lado, restandole la segunda ecuacion de (3.7) a la segunda ecuacion de (3.6) y

dividiendo por 1, se obtiene que

o (72T )~ o () 4 om0 ulatot)u — gl )

_ %(shu C ) — Sl — )+ (Se — 8P — (S, — 87)u%).

Obsérvese que

W(ot —0%) =w(Z" + Z),

Tl

1 1
(Sp(1 —u") = Sp(1 —u*)S.ut — S.u*) = —;Sh(u“ —u") + ;Sc(u” —u*) = (Y*+Y)Se.
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Dado que =%~ = s, entonces
1 ko k 1 * * * *
—(—sfu" +s"u") = —(—s" (v —u*) —ut(s" —8%)) = —-s" (Y +Y) —u's.
It I

Por otro lado, nétese que

Eglo e — glo")u') = £ (g(0") = 9(0") + g(o") (=)

— %(u*(oﬂ —0")g (s,) + g(o") (u — u?)

=y g (8,)(Z" + Z) + veg(a") (Y +Y).

Por lo tanto, se tiene que

) (U” - "*) A ("“ - “*) (2% + Z2) (o + 76 (5,)07) + 7eg(0") (Y* + V)

— (—S" 4 S)(YF+Y) —u's.

Restando la segunda ecuacion del sistema linealizado (3.4) de lo anterior, se obtiene que

ot —o” ot —o* / *
O ( y ) —d,A ( " ) + (Z“ + Z)(”yh + Yeq (Su)u )_|_%g(0u)(yu —|—Y) —cz

—DY = (=8 + Sa)(Y"+Y) —u's + su”,

es decir,
Zt' — d, AZ" + BiY" + BoY + BsZ! + By Z = —s (ut — u"),

donde,
B, = %g(aﬂ) + 8" — S.p,
By = 7.9(0") — D +8" — Sep, = 7eg(0") — 1eg(0”),

By = v + 7.9 (s,)u”,

By =7n + 9 (sp)u” — C,
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asi, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales para [Y*, Z#]:

— A AYF + ALY 4+ AY + As 2P+ AyZ = —c (W (ut) — B (u*))

(3.11)
Z —dAZ“—l—BlYM+BQY—|—Bgz“+B4Z_ (u“—u)

Ahora, multiplicando (3.11); con Y*#, (3.11), con Z*, integrando por partes en 2 y sumando,

se obtiene,

1d
355 1V By + 12" Bay) + Al VY gy + AoV 2 ey = = [ Ay = [ Bul2r

- / (A3 + B))Y"ZM — / (AsYYH + A ZY" + BY 7V + By ZZ")
Q Q

- [ew ) —nwnyr - [ s —uw)z"

Teniendo en cuenta que A;, B; € L*>(Qr), y usando las desigualdades de Holder y Young,

se tiene que

= [agyrp— [ Bizp - [ (g4 BOYrze < COY B + 12" By
Q Q Q

Adicionalmente, dado que /'’ es Lipschitz continuay ¢,s € L*>(Qr), usando la desigualdad

de Hdlder y Young, se deduce que
- [ el = Hy = [ i =120 < Ol o iy + CUY i) + 127 o)
Asimismo, teniendo en cuenta que Y, Z € L>(0,T; H'(Q)) se obtiene

- / (AY Y™ + AuZY" 4 ByY 2 + B Z7")

Q
< C (| Azl o) + N[ Adl L)) 1Y Nl 22¢) + C (I B2l no(e) + | Ballzoe)) |1 2% | 120
< C (142l 20 + N1 Aallz2e)) 1Y * |l ) + C (I B2l 2@ + | Ballz) 12% ) a0y

L (IVY )220 + 9.2 220y) + COUY* 220y + 1127 2(ey)

[\ I

+C(||A2||%2(Q)+HA4||%2(Q)+HBQH%2(Q)+||B4||%2(Q));
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por lo tanto, se obtiene que

d
= (17132 + 124132y ) + dull VY 20y + do |V 2220y < CUY* 20y + 12" [2(ey)

+ O(HA2||2L2(Q) + HA4H%2(Q) + ”B2Hi2(g) + ||B4||%2(Q)) + Cfju* — U*H%%Q)'

Integrando en [0, 7] y notando que [|Yg'||72 o) + | 25172y = 0, se tiene que
t
||Yu(t)||%2(sz) + ||Zﬂ(t)||%2(sz) + / (du”VY“(T)Hi?(Q) + dUHVZM(T”l%Q(Q)) dr
0
t
<C [ (IOl + 12z dr +
donde

R = C (142l 0y + 1 4al32(0r) + 1 BallZaam + I Billiaor))

+Ou* — u* 7200 -

Por las convergencias (3.5) se tiene que
o' x, —sut, Yy sths,— o en C([0,T],L*()).

Por lo tanto, gracias a la Lipschitz continuidad de F” 1, h" y de m/, g,q" se tiene que

lim,,_,o R* = 0. Asi, aplicando el Lema de Gronwall, se tiene que

t
||Yu(1t)|ig(m+||zﬂ(1t)||iz(m+/0 (du||VW(T)||iQ(Q) + dg||VZM(T)||%2(Q)> dr < R*, vt € [0,T).
Tomando i — 0 se concluye la demostracion. [ |

3.3. Existencia de solucion optima

El objetivo de esta seccidn es demostrar la existencia de solucion del problema de

control 6ptimo (3.2).

59



Antes de establecer el resultado principal, se define el funcional objetivo (reducido) como

J(c,s) = J(G(c,s),c,s). (3.12)

Por lo tanto, el problema de optimizacién consisten en encontrar, si es posible, un control
optimo [¢*, s*] € U,, tal que

J(c*,s") = min J(c,s), (3.13)

[C,S]EL{ad

sujeto a las ecuaciones del modelo (5).

A continuacion, se demuestra un resultado de existencia de solucion al problema de
control (3.13).

Teorema 3.3.1 (Existencia de solucidon al problema de control). Bajo las condiciones
del funcional objetivo (3.1) y para una condicion inicial fija [ug, 00] € S, con oy € L>(1Q),
existe una solucion [c¢*,s*| € U,, al problema (3.2) con el correspondiente estado optimo

[u*, o*].

Demostracion. Se sigue del Teorema 2.0.1 que el conjunto U,; es no vacio. Adicionalmente,
dado que el funcional J es acotado inferiormente, existe una sucesion minimizante {[c,,, S,]}nen C
U,q, de manera que

lim J([c,,s,]) = inf J(c,s).

n—00 (¢,8)EUaa
Para cada par [c,, S,,], Se considera su estado correspondiente [u,,, 0,,|, que por el Teorema
2.0.1 setieneque 0 < u, < 1lc.tp.en@Qryo, > 0c.tp. en Qr. Como consecuencia del
Teorema 2.0.1, y dado que U,, es acotado, existe un [u*,0*] € H x H y un [c*,8*] €

U4, tales que para algunas subsucesiones de {[C,,S,|}nen Y d€ {[un, 0] }nen, Que por
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simplicidad seran aun denotadas por {[C,, S| }nen, Y d€ {[un, 0] }nen, S€ tiene

[C.,S,] = [c*, 8] débil-* en L>=(Qr),
[tn, 0] — [u*,0*] débilmente en H(0,T; (H'Y (Q)) N L0, T; HY(2)),

[Un, 0] = [u,0*] débil-+ en L=(Qr).

Adicionalmente, por el Teorema 1.2.4, se tiene que
[Un, 0] — [u*,0*] fuertemente en L*(Qr), (3.14)
y por el Teorema 1.2.4 también se obtiene que
[, (t),0(t)] — [u*(t),0*(t)] fuertemente en C([0,T];(H")()).

Por lo tanto, se deduce que u*(0) = ug, 0*(0) = 0o. Asimismo, de manera analoga del paso
al limite en el Método de Galerkin de la demostracién del Teorema 2.0.1, se tiene que
[u*, 0*] resuelve (5) correspondiente a [¢*, s*], es decir, [u*, o*] = G[c*,8*] y [€*, 8*] € Uygy-
Entonces,

lim J([e,,s,]) = inf J(e,s) < J(c* s").

n—o0 [c.s]€Uaa

Como J es débilmente semicontinuo inferior en U4, se obtiene que

J(c*,8%) <liminf J([c,,s.]),

n—-~oQ

por lo tanto, se concluye que

inf J(c,s) < J(c*,s8") <liminf J([c,,s,]) = inf J(c,s),
[e,s]€Upa n—>:o0 [e,s]€Upa
asi, J alcanza su valor minimo en [c*, s*]. [
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3.4. Condiciones de optimalidad

El objetivo de esta seccion es determinar condiciones necesarias que verifican las soluciones
optimas locales para el problema de control (3.2). Para esto, se denota el conjunto Ny, (¢*)

dado por
Ng,(€*) ={C € L*(Qr): (¢{,€* —C)12(q, >0, paratodo € € K }. (3.15)

donde K, ={c € L*(Q7) : 0<c <Un. Ctp.en Qr}.

Similarmente, se denota por N, (s*) conjunto definido como
Ni,(s*) ={C € L*(Qr): (¢, 8" —8)12(0,) >0, paratodo s € K,}. (3.16)

donde Ky ={c € L*(Q7) : 0<c < Uy Ctp.en Qr}.

Se introduce el sistema adjunto en términos de las variables adjuntas w, z:

—Ow — dy,Aw + Aw + Dz = ki (u* — ug) en Qr,

—0z —d,Az+ Cz — Bw = ky(0* — 0g) en Qr, (3.17)
O = 0pz =0 sobre Y,

w(T) = ko[u™(T) — ug] + ks, 2(T) = ks[o™(T') — oo] enfy,

\

donde k;,i = 1,...,5 Y uq,oq son los coeficientes y las funciones involucradas en el

funcional objetivo (3.1).

Proposicion 3.4.1. Elsistema (3.17) tiene una tnica solucion [w, z] € X x X, satisfaciendo

Jwllx + [2]lx < C (3.18)

donde C' es una constante que depende de las normas || F" || Lo (jo,1)), ||| Lo ®y> [|2"[| Lo (0,17

o]z (@rys 10*(T) —uql L2, [|[v* —ugll 21y, |0 (T)—0allL2), [[0* —0qll2(@r), 17| Lo (®)s

|2/ || Lo (0,1))s Umaz» Smaaz» 2, T, las constantes involucradas en el problema (5) y todo
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ki,i=1,...,5; recordando que X es el espacio débil dado por
X = W20, T5 (HY) (92)) 1 L2(0,T; H'(2)) 0 C([0, ], LA(%)).

Demostracion. Usando la transformacion ¢t — T — t, se puede reescribir el sistema (3.17)
como un sistema parabdlico lineal con condiciones iniciales en L?(2); por lo tanto, por la
teoria general de ecuaciones parabdlicas (ver Teorema 1.2.8), existe una Unica solucion

[w, z] € X x X del problema (3.17) que ademas satisface el estimativo (3.18). |

Teorema 3.4.1. Sean [c*,s*| € U,q un control optimo para (3.2) con su estado correspondiente

[u*, 0*]. Entonces, se satisfacen las siguientes condiciones de primer orden de optimalidad

h'(u*)w € (keI + Nk, )c",
1 (3.19)
u*z € (k7I + Ng,)s™,

donde [w, z] € X x X son las soluciones al problema adjunto (3.17).

Demostracion. Dado que [c*,s8*] € U,qs es un control 6ptimo para el problema (3.2),
entonces se tiene que

J(c", s") > J(c*, 8%,

donde ¢* = ¢* + pc,s* = s* + us con [c, 8] = [ — ¢*,8 — §*] y [C,S] € U,4. Por lo tanto,

dividiendo entre p se tiene

% (J(ct,s")— J(c*,8")) >0
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lo que es equivalente a

o [ (=l — gl

32 [ () = o = () = ) a2 [ ) - (1))

- [ (7" = ol ~ 0" = o) e+ 3 | () = ool = (0" (1) = ou) o
top | (@ @) dndi 5 (9 () det 2 0

Aplicando diferencia de cuadrados, tomando el limite . — 0y teniendo en cuenta el Lema

3.2.1, se obtiene que

kl/ (u* —ug)Ydxdt + kg/(u*(T) —ug)Y (T)dzx + k3 / Y (T)dz
T Q Q
+k‘4/ (0" —og)Zdxdt + ks / 0*(T) — 0q|Z(T)dx (3.20)
T Q
+k;6/ c cdxdt + k:7/ s*sdxdt > 0.
Qr Qr
Multiplicando (3.4); por w, (3.4), por z, (3.17); por =Y, (3.17)y por —Z, sumando e
integrando por partes y usando las condiciones frontera de los sistemas (3.4) y (3.17),

ademas de usar las condiciones iniciales del sistema (3.4) y las condiciones finales del

sistema (3.17), se tiene

k:1 / (0" — ug)Ydadt + b /Q (W (T) — ue)Y (T)dz + ks /Q Y (T)dz
ey / (0" — 00) Zdudt + ks / ("(T) — o) Z(T)de  (3.21)

:/ (—ch/(u*)w — su™z)dxdt.

T

Por lo tanto, comparando (3.20) y (3.21) se obtiene que

/ (—ch'(u")w — su*z)dxdt + kﬁ/ c*cdxdt + k7/ s*sdxdt > 0,

T T Qr
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donde [c,s| = [c — ¢*,s — s*] y [C, S] es arbitrario en U/,4. Por lo tanto,

/ {(W(u")w — kge*)(€* — €) + (—k78" + u*z)(8* —8) }dadt > 0, (3.22)

T

para todo [c,s| € U,,. Entonces, tomando en particular s = s* y ¢ arbitrario se obtiene
que
/ (W (1w — ke€)(C" — ) > 0 & ' (u)w € (keI + Nic,) €.

T

Analogamente, tomando ¢ = ¢* y s arbitrario se obtiene que

/ (u"z — ks8™)(8" —8) > 0 & u'z € (k7l + Nk,)S™

T

Asi, se concluye la demostracion del teorema. [ |

Observacion 3.4.1. Gracias a (3.21), se tiene que
de = VeJ(€*,8%) = ke€* — b/ (u™)w,

ds = Vs J(€C",8") = k78" —u'z,

donde V.J(c* s*) y VsJ(c*,8*) son las derivadas de J con respecto a la primera y
segunda variable, respectivamente, calculada en (c¢*,s*). Por lo tanto, la condicion de

optimalidad (3.22) queda reescrita como

{d¢(c* —C) +ds(s* —S)} > 0.
Qr

Observacion 3.4.2. Gracias al Teorema 1.2.6, se tiene que siv € (I + KNk )v*, entonces

v* = Projgv para todo x > 0.

Observacion 3.4.3. Considerando los controles ¢ y s solamente dependientes del tiempo,
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por lo tanto, el funcional (3.12) queda reescrito como

J(u,0,€,8) = %/ (u(,t) — ug)*dzdt + ks /(u(x,T) — ugq)?dr + k:g/ u(z, T)dx
T Q

+k4 ((xt)—aQ)d:vdt+—/ (z,T) — 0q)*dx

k:6|9|/ dt+k7|Q|/

adicionalmente, el conjunto de controles admisibles es
Una = {[u, 0] € L=(0,T) x L=(0,7); 0 <€ < Upas,0 <8< 5,0, CLP. en[0,T]}
y los conjuntos K, y K, como
K, :={c e L*0,T); 0<¢ < Uy Ctp. enl0,T]},

Ky :={s € L*0,T); 0<8 < Sy ctp.en|0,T]}.

Finalmente, reformulando la condicion (3.22), se obtiene

/OT { (/Q W (u*wdzr — ’%’c*) e </Q wade = ’”s) - §)} =0

es decir,
/ h' (v )wdz € (ke + Nk, )C*,
Q

/u*zdm € (k7I + Nk, )s*
Q
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4. Analisis numeérico

En este capitulo, se construye y se analiza un esquema numérico para aproximar las
soluciones débiles del modelo (5); ademas, se propone un algoritmo para aproximar
soluciones al problema de control éptimo junto con algunas simulaciones y experimentos,

para validar el esquema de aproximacion propuesto.

4.1. Esquema numeérico

Para aproximar el modelo (5) se presenta un esquema numérico totalmente discreto
basado en el método de Elementos Finitos para la discretizacion espacial y Diferencias
Finitas para la discretizacion temporal, que esta bien planteado y preserva la no negatividad
de las variables discretas, asi como un principio del maximo para la densidad celular. Se

asume una particion de [0, 7] con paso de tiempo k = T/N : (t, = nk)"=l.

Para la discretizacidon del espacio, se considera una familia de triangulaciones regulares
y cuasiuniformes de Q, {7, }1-0, constituidas por triangulos K, tales que Q = Ukeg, K
donde h =maxxkcg; hi, siendo hx el didmetro de K. Una triangulacion {7}, de 2 es
cuasiuniforme, si existen constantes positivas C, C, tales que para cada K € {9, }n>0,
se tiene que

Cih < p(K) y diam(K) < Coh,

donde p(K) es el diametro del mayor circulo inscrito en K y diam(K) es el diametro del
menor circulo que contiene a K. Se considera el siguiente espacio de elementos finitos
para [u, o] :

2 ={uecCQ):ulg €P, VK € Z,} C H'(Q),

donde P; denota el conjunto de todos los polinomios de grado menor o igual que 1.

Ademas, sea _# el conjunto de vértices de .7,, se denota el conjunto de todos los nodos
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didm(K)

Figura 4.1: diam(K) y p(K) para un tridngulo K en R2.

de ., por ., = {a;};e » ¥y las funciones base estandar para 2" por {¢,, }je -

Se considera el operador de interpolacién nodal I, : C(Q2) — 2, el cual se define como

In(m(x)) = Y m(a;)a, ().
i€s
Entre las propiedades que verificia I, se tiene que I;,(u?) < (I,(u))?; ademas, si u > 0,
entonces I,(u) > 0y de manera analoga, si u < 0, entonces I,(u) < 0. Adicionalmente, se

introduce el semi-producto interno en C'(2), conocido en la literatura como mass-lumping

(que es un producto interno en 27) y su semi-norma inducida (norma en 2°):

(mm)" = [ mima)de = 3 mas)ma(e;) [ 6, (a)de,

JjES
im[n = +/(m, m)".

La condicién de que 2" es generado por elementos finitos P; y el uso del operador mass
lumping, son necesarios para obtener una formulacion discreta adecuada de manera
tal que se garantice la no negatividad de las soluciones discretas [u”, "], asi como un
principio de maximo para u}. También, se introduce el operador proyeccién Q" : L*(Q) —
Z" definido por

(Q"m,m)" = (m,m),Vm € Z .

Teniendo en cuenta la formulacion débil (2.0.1) del problema (5), se considera el siguiente
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esquema numeérico de primer orden en el tiempo, lineal y desacoplado:

= Inicializacion: Sea [u),0?] = [Q"ug, Q"oy] € 2~ x Z.

= Paso de tiempo n: Dado el vector [u] ', 077" € 2 x 27, calcular [u},0}] € 2" x X

tal que

(

1) (bpup, W)" + du(Vuy, Vi) = (4(up ") (1 —up), w)" + (6up ' (1 — up)[m(op )], w)"
+ (6up (1 —up Y m(er ™)), 0)" — (2u} (3¢ + 1),a)"
+ 2w (3¢ + 1), )",

2) (607, 7)" + do (V0. VE) = (Sh(1 = up),7) + ((Se — 8)uj, 7)

Aggopur _\" (o7 )"
—Ye\ 77,0 - Op,0 )
7 Kow 4 0} ! Th A%k

4.1)

para todo [a,5] € 2" x 2. A partir de ahora, en general se usa la notacion ¢z} = %

y [2]- = min{z,0}, [z], = max{z,0} < 0.

Observacion 4.1.1. Note que si0 < uy < 1y 0 < gy, entonces 0 < u) <1y 0 < o). De

hecho, se tiene que
(u?w ) (Q Ug, M ) (u()vm)avm € t%/'7
luego, tomandom = I;,([u}] ) € 2, se deduce que

/Q I(([4)-)?)de = (uo, Tn([u])) < 0.

lo que implica que I,,([u]_) = 0, y por lo tanto, ) > 0. Procediendo de manera analoga,

se tiene que 0 < o). Por otra parte, considerando v} = u) — 1, se tiene que

(/U}(')L7m)h = (u?z - ]-’m)h = (QUO - ]-am)h = (uo - 17m)7vm S %7
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de donde, tomandom = I,([v],) € 2 , se obtiene que

téhwﬁﬁawzﬁm—LhW%ﬁéo

lo que implica que v} < 0, y por lo tanto, v < 1.

4.1.1. Positividad, principio del maximo y buena postura

Lema 4.1.1 (Positividad para u}' y o} y principio del maximo para u}). Sea {[u}, o}] }nen,
la sucesién definida en el esquema (4.1). Si0 < u} ' <1yo}' >0, entonces 0 < up <1

yop > 0.

Demostracion. Tomando u = I,([u}l]-) € 2 en la primera ecuacién del esquema, se

tiene que

(S, T[] -)" + du( Vi, VI([up]-)) + (20 (3€ + 1), In([ui]- )"
= (A(uy™)* (X = up), In(up] )" + (6w~ (L= up)[m(op ™)), In([up] )"

+ (6up (1 — =)oy )], In([up]-)" + 20y ™) (3€ + 1), In([uz]-)".

De la definicién del operador nodal I, el semi-producto interno (-, )", recordando que
up = Iy([ul]y) + I([up]-), y utilizando el hecho de que (I,(u))? < I,(u?) para todo u €
C(Q)y I(u) <0siu <0, se tiene que

Gt T )" = [ e = [ I e = (R

siempre que u)~' > 0. Adicionalmente, teniendo en cuenta que se estd considerando
una triangulizacién en la que los angulos interiores de los triangulos o tetraedros son

menores o iguales que /2, se puede concluir que (VI,([u}]+), VIn([uy]-)) > 0; por lo
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tanto, se tiene que

du(Vuy, VIi([uy]-)) = du(VIn([uy]y), VIR([uy]-)) + du(VIR([uy] =), VIR ([uy]-))
> dy ||V In([up]-) Iz

Adicionalmente, se tiene que

(2up (3¢ + 1), In([up]-))" = 2(3€ + 1) /Q In(([up]-)*) = 0,

(2(uy™)?(3¢ + 1), In([up] )" = 2(3¢ + 1) /Q In((ug, ™) [up)-) < 0.

Por otro lado, ya que m(o}!) es acotado, entonces también lo es [m(o7})], y asi se obtiene

que

(6up " (1 = up) (o), In([up]-))" = G/QIh(UZI(l = up)[m(oh )]+ [ui]-)

<c / L (1 = u)[ug] )

:C/[huh h C/Ihuzl O

Ademas, dado que u} ' < 1, entonces 1 — u}~' > 0, y se deduce que

(6u (1 — wp~ ) [m(o )] In([up]-))" = 6/9111((1 —up, ) ([up]-)*[m(op~H)]-) <0,

y también,

(4(up ™) (1 = up), In([up] )" = 4
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Gracias a lo anterior, se tiene que

%Wh([%])!liz + du ||V Iy ([up] I < Oy, Tn([ug]-))" + Di(Vuy, VI ([ug]-))

+ (2up (3¢ + 1), In([uj]-))"
<0,
asf, [u"]_ = 0y por lo tanto, u} > 0.

Por otro lado, nétese que

2(up ™12 (3e + 1),@)" — (2uf(3c + 1), )" = (2(3¢ + 1)((uf )2 — u}t), @)™

Entonces, de manera andloga, considérese w)’ = u}! —1 € 2" en la primera ecuacion del
esquema, lo que lleva a obtener
(drwh )" + du (Vawy, Vi) = —(4(up, ™)y, )"
— (6up~ whm(op )] w)" + (6(w) + 1)(1—up Dm(op ) w)"  (4.2)
+(23e + V(w2 — 1 - wp), )"

Tomando © = I, ([w}]+) > 0 en (4.2), se obtiene

(Bewp Tn([wil))" + du(Vwy, VIn([wh] 1)) = = (4(up ™" wi, I([wh] )"
= (6up " wp [m(o ™)), Tn(fwy] )" + (6(wy; + 1)(1 = u ™) [m(op )], In([wh]4))"
+(203e + 1)((up™)?* = 1 = wh), In([wp]4))".

De manera similar a lo hecho en la prueba de la no negatividad de v}, se tiene que

1

I (wr] )7 + dull VIn([wpl Iz < 0wk, ([wh] )" + du(Vep, VI([wp]1)- - (43)
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Ademas, observe que

—(A(uy ) wh, In([wple)" = —4/§21h((uh1)2([w2]+)2) <0,

—(6uy"wp [m(op )]s, In([wh]4)" = —6 /Q Ly (up ™ [m(op ™))+ ([wp]+)?) < 0.
Igualmente, dado que u}~! < 1, se obtiene que

(6(wh + 1)1 =) [mloy ™), In([wy]4))" = 6 /Q Iy((wy; + 1)(1 = up™ ) [m(op )] [w}]4)

=6 [ 11— (o)) + [uf)) <0
Asimismo, ya que 0 < u}~' < 1, entonces (u}')? < 1, entonces

(263 + 1)((up™1)* = 1 = wp), L([wh]+))" =2(3¢ + 1) /Q L(((uy 1) = 1= wi)fwy]4)

— (3¢ + 1) / () = DRef]y) — Tn(([f])?) < 0.

Q

De esa forma, por (4.3) se tiene que
1 n 2 n 2
o IHn([wi])lze + dul VI([wh] )z < 0,

y por lo tanto, [w}]+ = 0, lo que implica que u} < 1.

Ahora se mostrara la no negatividad para o7'. Tomando @ = I,([0}}]—) en (4.1),, se obtiene

(i Tl )"+ (9 T (o3)) + e (2 o))

+ 7 (07 In([o7]-))" = (Sw(1 = up), Ln([oh]-)) + ((Se = S)uf, In([07]-)),
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analogamente, se tiene que

1

I (03] )2 + do IV In([o7] )2 < (80, In([o7]-)" + do (Vo VIn([07]-)),

asimismo,yaque 0 <u} <1y0<s < S, entonces

(Su(X = up), In(loy]-)) + ((Se = S)up, In(loy]-)) <0,

ademas, ya que Ay, ko, ul, o7 > 0, se tiene que

on n, n h on nl 2, n
(s o) = [ (A LS
Q

kow + 0, Koy + 03~

del mismo modo, se obtiene que

(o Ln(jo7])) = / I ((lo7]-)?) > 0,

Q
asi,
]' n n
(o] Oz2 + o [V In([o3])]Iz2 < 0,
de esa forma I,([o}']-) = 0, lo cual implica que o}’ > 0. |

Proposicion 4.1.1 (Buena postura). Bajo las hipdtesis del Lema 4.1.1, existe una unica

solucion [u}, o} € & x 2 del esquema (4.1).

Demostracion. Obsérvese que el esquema (4.1) es lineal; asi, para mostrar que existe
solucién Unica [u}, o] € 2" x 2 de (4.1), es suficiente probar la unicidad. Se probara
inicialmente la unicidad para u}. Dado [u} 07" € 2 x Z talque 0 < u}™' <1y
0 < 077!, suponga que existen up, 1, up o € 2 dos posibles soluciones de (4.1),. Dendtese

por uy, = up , —ujp ,. Si se toma la diferencia entre las dos ecuaciones resultantes de (4.1),
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satisfechas por uj ; y uj, , respectivamente, se tiene que u;; satisface

1
E(UZ,ﬂ)h + du(Vuy, Va) = —(4(uy ™) ?up, @)" = (6w up[m(oy )]s, )" 4.4)

+ (6up (1 —up~ ) m(op™)]-,@)" = (2up(3e + 1),7)".
Tomando @ = u} en (4.4), se tiene que

Ll + il V]
< (A, )~ (Gul o, () (60— (o] ()"
~ (2038 + 1), (uh)?)"

<0.

De esa forma, se obtiene que uj, = 0, y por lo tanto, uj; ; = uj,. Analogamente, considérese

oh1,The € 2 sondos soluciones de (4.1), y tbmese o}, = o, —07}, », €ntonces oj; satisface

> =

Ageopuy _\" _
(01,0 + do(Vo, ) = . (22 o) e @)
ox h

Tomando & = o7 en (4.5) y teniendo en cuenta que u}, o} > 0, se tiene que

1 A uy h h
ot + a1 = = (2 (1)) =)’ <0
asimismo, se concluye que o} | = 7}, 5. [

Asimismo, para el problema adjunto dado por (3.17), se presenta el siguiente esquema

numérico de primer orden en el tiempo, lineal y desacoplado.

= Inicializacion: Sea [w], 2] ] = [ko(u*(T) — uq) + ks, ks(c*(T) — 0q)] € X x X .

= Paso de tiempo n: Dado el vector [w™!, 2/t € 27 x 27, caleular [w}, 27] € 2" x X

tal que
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.

1) = (rwy, @) + du(Vpy, V) = —((F"(u") = m(a™)h" (u") + €"h" (u") )y, )
—((8" = Sen +7e9(0™)) 2, 0)
+ (k1 (u" — ug), W) (4.6)
2) — (024, 2) + do (Y21, VZ) = =((3n + 7e0™)g (0721, Z) + (m (6" (")}, 2)

+ (ka(0" = 0g), %)

\

n

para todo [w,%] € 2" x 2"y donde 4,z = ZZ+;_Zh-

4.2. Esquema numeérico para el problema de control

Se resolvera numéricamente el problema de control éptimo (3.2), planteado en la Seccion
3.1 haciendo uso del método de mayor descenso. Se consideran los controles c y s
Unicamente dependientes del tiempo en todas las simulaciones. Se determinaran los
controles éptimos ¢ y s, construyendo una sucesion de aproximaciones {Cy }x>1 Y {Sk }rx>1
con ¢y Yy Sy dados. A continuacién, se describe el algoritmo para calcular [Cx. 1, Sk 1] @

partir de [c, Si] con 7 pasos principales:
Paso 1. Se calculan las funciones [uy, ox] resolviendo el sistema (5) conc =c, y s = s;.

Paso 2. Se calculan las funciones [wy, ;] resolviendo el sistema adjunto con [c*,s*] =

[Ck,Sk] Y [u*, 0] = [ug, o).

Paso 3. Se evalua la gradiente del funcional objetivo, J, en [c,, Si], s decir,

dck = VcJ(Ck, sk)v
dsk — VsJ(Ck, Sk)

Paso 4. Se comprueba si alguno de los siguientes criterios de convergencia se satisface:
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Criterio 1:

e |70y < tolillde,l|72(0m);

||dsk||%2(O,T) < t0l1||dsO||2L?(o,T)-

Criterio 2:

Hdck - dck—l H%P(O,T) < tOl2Hdck—1 H%2(O,T)7

”dsk o dsk—l H%Q(O,T) < tOlQHdsk—l H%Q(O,T)v

donde tol; y toly son tolerancias predefinidas. Si alguno de los criterios de convergencia
se satisface, el proceso iterativo finaliza. Si no se satisface ningun criterio, se continta

con el siguiente paso.

Paso 5. Se calcula un conjunto de candidatos para [Cy.1, Sk+1] usando

Chyu; = Crp — pjde, Para j=1,..., N,

Sk,uj = S _/desk para .7: 17"'7N/L7

donde p; = j/N, conj =1,...,N,. Aqui, N, > 1 es un parametro entero del algoritmo

que determina el tamano del paso.

Paso 6. Se selecciona la mejor funcion en el conjunto {Cry1,, }j—1....n;s {Sk+1u, }i=1....N,

buscando j* tal que

J(ck—i—l,,uj* ) sk+1,uj*) = j—rlnin _{J(ck—‘rl,uj* ) sk—&-Luj* )}
=1,...,N;

Paso 7. Se define la (k + 1)-iteracién como
Cht1 = Crt1prs

Sk+1 = Sk+1,u5-
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4.3. Simulacion del problema de control optimo

En esta seccidn se analizar el comportamiento del problema de control éptimo planteado
en la Seccion 3.1 para controles dependientes del tiempo, c(t) y s(t). Para ello, se realiza
un estudio de simulacién de un tumor cerebral siendo sometido a los efectos combinados
de un farmaco citotdxico y una terapia antiangiogénica, representados respectivamente
por ¢ y s. Por lo tanto, el objetivo de estas simulaciones es calcular los farmacos optimos
luego de 100 dias sin tratamiento previo, para tratar eficazmente el tumor de acuerdo con
el modelo de crecimiento (5). La aplicacién de los farmacos se realizara durante un ciclo

unico de terapia combinada con temozolomide y bevacizumab durante 21 dias.

Los valores de los parametros bioldgicos involucrados en el modelo (5) se encuentran en
la Tabla 4.1. En un contexto ideal, con el fin de eliminar el tumor, los estados deseados
son ug = 0y ug = 0; consecuentemente, se tiene o, = 1 como el estado deseado para el
oxigeno, que corresponde al maximo oxigeno sin presencia del tumor observado en las

simulaciones.

Los analisis farmacodinamicos de farmacos citotdxicos y antiangiogénicos, cominmente
empleados en el tratamiento del cancer, suelen revelar una disminucién exponencial en
la concentracion del medicamento tras la administracion sistémica de la dosis prescrita;
de esa forma, inspirados en Colli P., H. Gomez, G. Lorenzo, G. Marinoschi, A. Reali,
E. Rocca., «Optimal control of cytotoxic and antiangiogenic therapies on prostate cancer
growth», se usaran como controles iniciales funcidones exponenciales decrecientes dadas
por

t

Co(t) = MyesBedee 7 (4.7)

t

SO(t) = Badae_aa (48)

donde 5. y 5, miden el efecto del farmaco sobre el tumor por unidad de dosis del farmaco

administrada, d. y d, son las dosis prescritas de los farmacos, finalmente 7. y 7, representan
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Parametro ' Notacion | Valor ' Unidades
Dinamica del tumor

Difusion del tumor d, 36400 um?/dia
Movilidad del tumor M 1 1/dia

* Factor de escala de proliferacion neta Miyef 0,0755 1/dia

* Referencia de escala para la tasa de proliferacion | K, 1 1/dia
Tasa de proliferacion K, 2 1/dia
Referencia de escala para la tasa de apoptosis K, 0,021 1/dia

* Tasa de apoptosis Ka 0,0137 1/dia
Velocidad maxima involucrada en la cinética de ]
Michaelis Menten Aor 2,17 Yyl
* Constante de Michaelis Menten Ko 1,6 x 1072 | g/um3
Dinamica del oxigeno

Difusion del oxigeno d, 94000 pm?/dia

* Suministro de nutrientes por el tejido sano S 2 1/dia

* Suministro de nutrientes por el tejido tumoral S. 2,75 1/dia
Absorcion de nutrientes por el tejido sano Yh 2 1/dia
Absorcion de nutrientes por el tejido tumoral Ye 1 1/dia

Tabla 4.1: Parametros usados en la dinamica tumoral y del oxigeno. Los parametros con * fueron
tomados de 2° , y con x de °°.

la vida media de los farmacos. Para los valores maximos, se consideran U,,,, = 0,18 1/dia
Y Smaz = 0,80 g/pm?/dia. Los valores utilizados en los farmacos se encuentran en la Tabla
4.2.

4.3.1. Configuracion computacional = Se implementan los esquemas numeéricos propuestos
en la Seccion 4.1 para resolver el problema directo y el problema adjunto; ademas, se hara
uso del método del gradiente descendente para resolver el problema de control éptimo
implementando el algoritmo propuesto en la Seccién 4.2. Para las simulaciones, se hara

uso del software computacional FreeFem++ 32

El dominio computacional en todas las simulaciones es la silueta de un cerebro representando

un corte axial con area de 9,5033177 x 10° um?. El paso de tiempo es de At, = 0,1 dias

32 Universidad Pierre y Marie Curie y Laboratorio Jacques-Louis Lions. FreeFem++. URL: https : / /

freefem.org/.
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Parametro ' Notacion | Valor | Unidades
Farmaco citotoxico

Vida media del farmaco citotoxico T, 10 dia
Efecto del farmaco citotoxico Be 0,0559 | 1/mg/m?
Dosis del farmaco citotdxico d,. 75 mg/m?

Terapia antiangiogénica
* Vida media del farmaco

A Ta 30 dia
antiangiogenico
Efecto del farmaco antiangiogénico | f, 0,04 o/pm3/dia/(mg/kg)
* Dosis del farmaco antiangiogénico | d, 15 mg/kg

Tabla 4.2: Parametros usados en las condiciones iniciales de los farmacos citotoxicos y
antiangiogénicos. Los parametros con * fueron tomados de 31,

para el problema directo y At,, = —0,1 para el problema adjunto. Para la convergencia del

método de descenso gradiente, se escogié una tolerancia de tol; = tol, = 1075.

Se aproxima el campo de la fase tumoral inicial como un tumor elipsoidal colocado en el
gloébulo frontal del corte axial con semiejes 3000 um y 4000 um. Esta condicién inicial es

implementada por la proyeccion en L? de la funcién tangente hiperbdlica

71 — 40000)2 (25 — 105000)2
- — 0,5 0,5tanh | 10 \/< 1.
to() = o1, 2) ( ( 30002 T 4000

Para el oxigeno inicial, se aproxima de la siguiente forma:
oo = ¢ + ctug, (4.9)

donde ¢ representa el oxigeno inicial en tejido sano y ¢! el oxigeno consumido por el
tejido cancerigeno inicial. Para las simulaciones, estos paramétros toman valores de 2 =

1g/um?y ¢l = —0,8 g/um3.

4.3.2. Resultados de las simulaciones Inicialmente se estudia la evolucién del tumor
sin aplicar controles por 365 dias. En la Figura 4.2 y en la Figura 4.3 se evidencia el

crecimiento tumoral con un aumento de su volumen, dado en zm?.
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Asimismo, en las Figuras 4.8a-4.3i se observa la invasion tumoral de nuevos lugares del

107

0 0 90 180 270 360

t (dias)

Figura 4.2: Cambio del volumen de u respecto del tiempo.

dominio, y en las Figuras 4.4a-4.4i se evidencia el consumo de oxigeno por parte de las
células tumorales, asi como un oxigeno limitado entre 0,29 g/um3 y 1 g/um? en todo el

dominio.

Un primer experimento del problema de control éptimo (3.2) propuesto en la Seccion
3.1 consiste en hallar los controles éptimos aplicados por 21 dias luego de 100 dias de
evolucion tumoral sin control. Como resultado, se obtuvo el control ¢ representado por
la Figura 4.5a, y el control s representado por la Figura 4.5b. Observe que la terapia
antiangiogénica s ~ 0 es coherente con la hipétesis planteada en Colli P, H. Gomez, G.
Lorenzo, G. Marinoschi, A. Reali, E. Rocca., «Optimal control of cytotoxic and antiangiogenic
therapies on prostate cancer growth» que sugiere que uno de los controles no ayuda
mucho en el tratamiento del tumor. Para este primer experimento se consideraron valores
alospesos k; = ky = ks =ky = ks = 1y kg = k; = 1012, esto con el fin de nivelar un poco

los resultados de cada funcional.
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(a) 0 dias (b) 45 dias (c) 90 dias

(d) 135 dias (e) 180 dias (f) 225 dias

(g) 270 dias (h) 315 dias (i) 360 dias

Figura 4.3: Evolucion del tumor « sin aplicar controles. El disefio de la geometria del
dominio es de elaboracién del autor.
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25e01 03 0.35 04 045 05 055 06 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 09 095 1.0e+00
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Figura 4.4: Evolucion del oxigeno o sin aplicar controles. El disefio de la geometria del
dominio es de elaboracion del autor.
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Figura 4.5: Comparacion de los controles 6ptimos obtenidos vs los controles iniciales.
Para esta simulacién se consideraron k; = ky = ks = ky = ks = 1y k¢ = ky = 101°.

Ademas, en la Tabla 4.3 se observan los resultados numéricos obtenidos relacionados

con el funcional.

lteraciones | J 0 ldellzz0) | Ndsllzzoary
1 3,94719 x 100 | 1 0,0367591 | 4,06582

2 3,94719 x 10'° | 9 x 10712 | 0,0493071 | 3,2035 x 106
3 3,94719 x 10'° | 9 x 10714 | 0,0491239 | 3,2035 x 1076

Tabla 4.3: Valores del funcional y las normas de las gradientes para cada iteracion del
primer experimento.

Para un segundo experimiento no se considera el farmaco citotdxico, es decir el control
¢, esto con el fin de observar el comportamiento del control s actuando solo. Para este
experimento, se considerd k; = ko = ks = ks = ks = 1y k; = 10'°. En la Figura 4.6a se

encuentra el control 6ptimo s hallado, donde también se puede evidenciar que s ~ 0, esto
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complementado por el volumen del tumor siendo afectado por el control éptimo, el cual

es muy cercano al volumen del tumor sin ser afectado por algun control (ver Figura 4.6b).
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Figura 4.6: Comparacién del control 6ptimo obtenido vs los controles iniciales. Para esta
simulacién se consideraron k; = ky = k3 = ky = ks = 1y k; = 10%°,

Asimismo, en la Tabla 4.4 se evidencia el comportamiento del algoritmo para este experimento.

lteraciones | J pi | |ldsllz20,m)
1 4,32846 x 100 [ 1 | 4,06839
2 4,32846 x 10'° | 0,01 | 1,658 x 10~?

Tabla 4.4: Valores del funcional y las normas de las gradientes para cada iteracion del
segundo experimento.

Para un tercer experimento, no se considera la terapia antiangiogénica, es decir, el control
s. Elvalordelos k; ,7=1,...,5, es igual a los usados en los experimentos anteriores. En
la Figura 4.7a se encuentra el control éptimo ¢ hallado y en la Figura 4.7b se observa el

volumen producido por el control 6ptimo.
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s : 20’1

A (b) Crecimiento del tumor con (c) En rojo esta el contorno
(a) Crecimiento del tumor sin los controles 6ptimos en el del tumor sin controles y en
controles aplicados en el dia dia 21 (luego de 100 dias sin azul esta el contorno del
121. control). tumor con controles 6ptimos.

Figura 4.8: Comparacion del crecimiento del tumor sin y con los controles éptimos.
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(a) Control 6ptimo c. (b) Volumen producido con el control 6ptimo c.

Figura 4.7: Comparacion de los controles 6ptimos obtenidos vs los controles iniciales.
Para esta simulacién se consideraron k; = ky = ks = ky = ks = 1y kg = 10%°,

Asimismo, el comportamiento del funcional se observa en la Tabla 4.5.

Iteraciones | .J i el 201y
1 4,12451 x 1010 | 1 0,163355

2 4,03647 x 100 | 1 0,00892464
3 4,03647 x 10 | 9 x 10 | 0,00158035
4 4,03647 x 10 | 9 x 1071% | 0,00160133

Tabla 4.5: Valores del funcional y las normas de las gradientes para cada iteracion del
tercer experimento.

Finalmente, para un cuarto experimento, se desea analizar el comportamiento del volumen
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considerando sélamente el primer y los dos Ultimos términos del funcional (3.1), para esto,
se consideraran kg = k; = 10'° y diferentes valores de k;. En la Figura 4.9 se observa que

a mayor k;, menor es el volumen producido por los controles éptimos.

2108
14t —Cy Y s inicial | |
sin control
42+ ki =5 ||
________ ky =15
AR e — =25 2
= et — k=50
E38 e i
5 Y|
£ e B
5 | .-
S 34 .- 1
3.2 \ 1
_/i)
\_/
3 -
278 = L L o
0 7 14 21

t (dia)

Figura 4.9: Volumen producido por distintos parametros.
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Conclusiones

. Se probd la existencia y unicidad de soluciones débiles para un problema de EDP
gue describe el comportamiento de un tumor cerebral bajo los efectos de un farmaco

citotoxico y una terapia antiangiogénica.

. Se realiz6 un estudio tedrico para un problema de control 6ptimo, con el fin de hallar

la mejor dosis de los medicamentos que actuen mejor en el tumor.

. Se plante6 un esquema numérico para aproximar el sistema diferencial (5) verificando

la buena postura y las propiedades del sistema continuo.

. Se trabajaron distintos experimentos (para un dominio 2D) con respecto al problema
de control 6ptimo abordado haciendo uso del software FreeFem++, donde se disefno
un esquema de aproximacion para las ecuaciones de estado y su correspondiente
sistema adjunto, utilizando aproximaciones por diferencias finitas en el tiempo y

elementos finitos en el espacio.
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Trabajos futuros

Algunos trabajos futuros que podrian plantearse para dar continuidad a este trabajo son

los siguientes:

1. Estudiar un problema de Sparse optimal control asociado al sistema diferencial (5)

modificando el funcional objetivo considerado en el problema de control (3.2).

2. Plantear y analizar un problema de control 6ptimo con un funcional que permita
controlar los efectos secundarios producidos por los mediamentos, sujeto al sistema

diferencial (5).

3. Simular el problema de control éptimo (3.2) en el caso tridimensional.
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