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RESUMEN

TITULO: ENTRENAMIENTO DE UNA RED NEURONAL ARTIFICIAL MEDIANTE EL METODO BFGS
ESTRUCTURADO.

AUTOR: JHOVANNY ALEXANDER GUTIERREZ CABALLERO ~

PALABRAS CLAVE: MINIMOS CUADRADOS NO LINEALES, METODO SECANTE ESTRUCTU-
RADO, REDES NEURONALES, APRENDIZAJE PROFUNDO.

DESCRIPCION: Los problemas de minimos cuadrados no lineales son comunes en diversas areas
de la ciencia y la ingenieria, donde se busca ajustar modelos matematicos a datos experimentales de
manera que minimicen la diferencia entre los valores observados y los predichos por el modelo. Estos
problemas suelen ser no lineales debido a la presencia de parametros desconocidos en el modelo.
Para abordar estos desafiantes problemas, se han desarrollado varios métodos de optimizacion.
Tres de los enfoques mas utilizados son el método de Gauss-Newton, el método de Levenberg-
Marquardt y el secante estructurado BFGS. Estos métodos de optimizacion desempefian un papel
fundamental en la resolucién de problemas de minimos cuadrados no lineales en una amplia gama
de aplicaciones. La eleccion del método més adecuado depende de la naturaleza especifica del
problema y de las caracteristicas de los datos, y cada uno de estos enfoques ofrece ventajas y
desventajas que deben considerarse cuidadosamente en la seleccién del algoritmo 6ptimo. En este
trabajo se presenta el método secante estructurado BFGS, se analiza la convergencia del método y

se presenta una aplicacién del mismo en el contexto de las redes neuronales.

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Giovanni Ernesto Calderén Silva, Doctor
en Matematicas. Codirector: Favian Enrique Arenas Aparicio, Magister en Matematicas.
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ABSTRACT

TITLE: TRAINING OF AN ARTIFICIAL NEURAL NETWORK USING THE STRUCTURED BFGS
METHOD. *

AUTHOR: JHOVANNY ALEXANDER GUTIERREZ CABALLERO ~

KEYWORDS: NONLINEAR LEAST SQUARE, STRUCTURED SECANT METHOD, NEURONAL NET-
WORKS, DEEP LEARNING.

DESCRIPTION: Nonlinear least squares problems are common in various fields of science and en-
gineering, where the goal is to fit mathematical models to experimental data in a way that minimizes
the difference between the observed values and those predicted by the model. These problems often
become nonlinear due to the presence of unknown parameters in the model. To address these cha-
llenging problems, several optimization methods have been developed. Three of the most commonly
used approaches are the Gauss-Newton method, the Levenberg-Marquardt method, and the BFGS
structured secant method. These optimization methods play a fundamental role in solving nonlinear
least squares problems across a wide range of applications. The choice of the most suitable method
depends on the specific nature of the problem and the characteristics of the data, and each of these
approaches offers advantages and disadvantages that should be carefully considered when selec-
ting the optimal algorithm. This paper presents the BFGS structured secant method, analyzes the

convergence of the method, and provides an application of it within the context of neural networks.

Bachelor Thesis

Faculty of Science. School Of Mathematics. Advisor: Giovanni Ernesto Calderén Silva, Ph.D in
Mathematics. Co-advisor: Favian Enrique Aparicio, Master in Mathematics.
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INTRODUCCION

El aprendizaje automatico (machine learning) es una disciplina del campo de la inte-
ligencia artificial, que a través de algoritmos le da la capacidad a las computadoras
de identificar patrones mediante un conjunto de datos, tanto estructurados como no
estructurados, con la finalidad de realizar un andlisis predictivo y ademas hacer ta-
reas de forma auténoma, sin necesidad de ser programados’'. En los Ultimos afios
con el aumento de las capacidades de computo de las computadoras, las técnicas
de aprendizaje automatico han sido una parte fundamental en el manejo de los volu-
menes de datos (big data)?. Por lo general, un algoritmo de aprendizaje automatico
debe usar un conjunto de datos para aprender a realizar una tarea especifica bajo
un problema de aprendizaje supervisado. Este se basa en un sistema de etique-
tas por su parte, asociado a los datos que le permite tomar decisiones o hacer sus
predicciones®. Una red neuronal es un algoritmo de aprendizaje automatico que se
define como un grafo dirigido, con las siguientes propiedades: para cada nodo i se
le asocia una variable x que se denomina variable de estado; para cada conexion
i, 7 de los nodos, se les asocia un peso w; ; € R, con 4, j € N; para cada nodo i, se le
asocia un bias 0 sesgo b;; y para cada nodo i, se define una funcién f; que depende
de w;;, z;, b; y los estados de los nodos j a los que esta conectado, la funcion f;

proporciona un nuevo estado del nodo*.

Antonio Moreno et al. Aprendizaje automatico. 1994.

Luis Joyanes Aguilar. Big Data, Andlisis de grandes volimenes de datos en organizaciones.
Alfaomega Grupo Editor, 2016.

3 Ignacio Ros Gomez. «Introduccion al aprendizaje supervisado e implementacion de una red neu-
ronal en Python». En: (2018).

4 B Martin et al. «<Redes neuronales y sistemas borrosos: un libro de texto en espafiol». En: (1970).
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En terminologia de las redes neuronales, los nodos son las neuronas y las conexio-
nes son las sinapsis, ver en Figura 7 el grafo dirigido con las propiedades mencio-
nadas.

Los dos conceptos que caracterizan a una red neuronal son el tipo de aprendizaje
y su arquitectura, que se determina mediante las siguientes propiedades: se deno-
mina neurona de entrada y salida a las neuronas sin sinapsis entrantes y salientes,
respectivamente; a las que no son de entrada ni salida se les denominan neuronas
ocultas. Cuando una red es unidireccional no presenta bucles cerrados de cone-
xiones, y es recurrente cuando el flujo de informacién puede encontrar un bucle de
atras hacia adelante, es decir, una retroalimentacién. Los modelos de redes neu-
ronales no realimentadas y de aprendizaje supervisado son Ios mas numerosos y
algunos de ellos son el perceptron simple (adaline)® y el perceptron multicapa (mul-
tilayer perceptron)®. Estos dos modelos son muy importantes por su interés historico
y su amplia forma de desempefarse en aspectos que se encuentran en el campo
de las redes neuronales (memoria asociativa, clasificacion, aproximacion funcional),
de tal manera que tienen la capacidad de resolver problemas que no son lineal-
mente separables’. En el contexto matematico adaline y multilayer perceptron son
problemas de minimos cuadrados lineales y no lineales sin restricciones respectiva-
mente. El entrenamiento de una red neuronal, puede hacerse utilizando un conjunto

de datos y ajustando los pesos, de tal manera que que el error cometido entre la

5 Donald F Specht. «Probabilistic neural networks and the polynomial adaline as complemen-
tary techniques for classification». En: IEEE Transactions on Neural Networks 1.1 (1990),
pags. 111-121.

6 Jiexiong Tang, Chenwei Deng y Guang-Bin Huang. «Extreme learning machine for multila-
yer perceptron». En: IEEE transactions on neural networks and learning systems 27.4 (2015),
pags. 809-821.

7 Roberto Garcia. «El perceptrén: una red neuronal artificial para clasificar datos». En: Revista de
investigacion en modelos matematicos aplicados a la gestion la economia (2021).
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respuesta obtenida y la predicha sea minima. Este proceso responde a uno de los
problemas de optimizacion matematica llamado minimos cuadrados no lineales. Por
lo anterior, escoger un método de optimizacion es una decision muy importante a
la hora de disenar el algoritmo de aprendizaje. Para resolver un problema de Mi-
nimos cuadrados no lineales existen diversos métodos, entre ellos: el método de
maximo descenso, que utiliza la direccidn opuesta al gradiente de la funcién obje-
tivo, con la finalidad de disminuir el error gradualmente hasta llegar a alcanzar un
optimo aproximado®. Este método, aunque es facil de programar, converge en ge-
neral lentamente®. El método de Newton se considera un modelo cuadratico basado
en el polinomio de Taylor, y este requiere tanto el gradiente como su matriz Hessia-
na, que es positiva definida en vecindades cercanas al 6ptimo y va en direccién del
maximo descenso hasta alcanzar un éptimo aproximado. Este método es costoso
computacionalmente por las operaciones que involucran el calculo de las segundas
derivadas, y tedricamente el orden de convergencia de Newton es mayor que el
maximo descenso'®. El método de Gauss-Newton es una variacion del método de
Newton donde involucra el Jacobiano y la Hessiana, el cual hace una aproximacion
de la matriz Hessiana mediante el Jacobiano y su transpuesto. Su convergencia es
cuadratica con respecto a su éptimo y va en direccién del maximo descenso''. El

método de Levenberg-Marquardt presenta una ligera modificacion sobre el método

8  Paul Tseng y Sangwoon Yun. «A coordinate gradient descent method for nonsmooth separable
minimization». En: Mathematical Programming 117 (2009), pags. 387-423.

9 Kwangjun Ahn, Jingzhao Zhang y Suvrit Sra. «Understanding the unstable convergence of gra-
dient descent». En: International Conference on Machine Learning. PMLR. 2022, pags. 247-257.

0 Paul T Boggs, Jon W Tolle y Pyng Wang. «On the local convergence of quasi-Newton
methods for constrained optimization». En: SIAM journal on control and optimization 20.2 (1982),
pags. 161-171.

" Yong Wang. «Gauss—newton method». En: Wiley Interdisciplinary Reviews: Computational Sta-
tistics 4.4 (2012), pags. 415-420.

12



de Newton, que consiste en aproximar la matriz Hessiana mediante el Jacobiano y
su transpuesto con un término de error. Este método combina tanto el de maximo
descenso como el de Gauss-Newton. Se han demostrado que en varias versiones el
algoritmo tiene una convergencia global, como las dadas por Powell, Osborne y Mo-
re'2. Estos métodos de aprendizaje son muy populares y hay una gran investigacion
sobre otros métodos enfocados en el contexto de las redes neuronales'3'4.

Como objetivo principal en el trabajo se desarrollara el método BFGS (Broyden,
Fletcher, Golfard y Shano) estructurado, para esto se utilizara el articulo de Hector
Jaimes Martinez e Ivonne Rivas'®: Método secante estructurado para el entrena-
miento del perceptron multicapa, el cual se aprovecha de la estructura de la matriz
Hessianna calculandola mediante la factorizacién de Cholesky debido a que la Hes-
siana tiene la propiedad de ser simétrica definida positiva (SPD). Asi no es necesario
el calculo analitico de la matriz Hessiana (segundas derivadas) lo cual es costosa
de obtener computacionalmente.

La monografia queda estructurada de la siguiente forma:

En Preliminares se definiran y estudiaran los componentes basicos como defini-
ciones y propiedades de la topologia del espacio euclidiano en R", continuidad,
diferenciabilidad, conjuntos convexos, normas vectoriales, normas matriciales, defi-
niciones de convergencia y ademas, se enunciaran teoremas que garantizan con-

diciones necesarias y suficientes tanto de primer y segundo orden para funciones

2 Jorge J Moré. «The Levenberg-Marquardt algorithm: implementation and theory». En: Numeri-

cal Analysis: Proceedings of the Biennial Conference Held at Dundee, June 28—July 1, 1977.
Springer. 2006, pags. 105-116.
3 Hevert Vivas, Héctor Jairo Martinez y Rosana Pérez. «Método secante estructurado para el en-
trenamiento del perceptrén multicapa». En: (2018).
4 Favian Arenas y Hevert Vivas. «Un software interactivo para el entrenamiento de redes neurona-
les multicapa usando el método secante estructurado». En: Revista colombiana de tecnologias
de avanzada (RCTA) 2.34 (2019), pags. 85-90.
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continuamente diferenciables de R" — R. Las definiciones, propiedades y teoremas
se tomaron del libro Dennis Jr, John E and Schnabel, Robert B'. Finalmente, se
usara la terminologia mencionada en los preliminares para hablar de los métodos
de optimizacién sin restricciones y en particular del método secante estructurado
BFGS (Broyden-Fletcher-Golfarb-Shano).

En el Capitulo 2 se desarrollan técnicas para encontrar la longitud de paso «a; de
la sucesion de descenso x,1 = xx + aidi mediante la busqueda de linea exacta
e inexacta. Las técnicas de busqueda de linea son muy utilizadas para hallar una

aproximacion del punto solucién, minimizando la funcion (20).

En el Capitulo 3 se desarrollan los métodos de busqueda direccional: Maximo Des-
censo, Método de Newton, Métodos Cuasi-Newton (SR1-DFP-BFGS) con el objetivo
de minimizar la funcion (27); ademas, se enuncian propiedades de cada uno de los

métodos, su convergencia local y la deduccién de cada uno de ellos.

En el Capitulo 4 se desarrollan los métodos Cuasi-Newton estructurados y secantes,
resolviendo el problema de Minimos Cuadrados No Lineales (MCNL) y finalmente
se introduce el método secante estructurado BFGS, el cual va a ser implementado

en una red neuronal profunda o totalmente conectada.

En el Capitulo 5 se desarrollara la implementacién matematica del algoritmo feed-
forward o propagacion hacia adelante, ademas se introduce la implementacién ma-
tematica del backpropagation o retropropagacion, después se presenta el algoritmo

del maximo descenso, encargado de minimizar la funcién objetivo con respecto a

5 John E Dennis Jr y Robert B Schnabel. Numerical methods for unconstrained optimization and
nonlinear equations. SIAM, 1996.
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los errores de la diferencia de los valores reales y los valores predichos por la red.
Finalmente, se ilustrard un ejemplo de una red neuronal profunda, realizando el pro-

ceso de aprendizaje en un problema de interpolacion lineal.

En el Capitulo 6, se incluye el cédigo en el lenguaje de programacion MATLAB'®
que describe la estructura y la implementacion del algoritmo secante estructurado
BFGS, el cual se utiliza como el método para llevar a cabo el proceso de aprendizaje

en las redes neuronales.

6 Starting Matlab. «Matlab». En: The MathWorks, Natick, MA (2012).
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1. Preliminares

En este capitulo se presentan algunos conceptos y resultados necesarios para la

comprension del resto del documento.

1.1. Topologia en el espacio Euclidiano

Definicion 1.1. (Conjunto acotado) Un conjunto A es acotado en R" si existe algun

numero real M > 0 tal que
||z|| < M, para todo x € A.

Definicién 1.2. (Conjunto abierto y cerrado) Un conjunto A C R™ es abierto, si
para cada x € A, existe un numero real positivo ¢ > 0 tal que toda bola de radio ¢

alrededor de x esta contenida en A, es decir
lyeR":|ly—z[| <e} C A

Un conjunto A es cerrado si para cualquier sucesion {x;} de puntos en A, todos los

puntos limites de la sucesion {z;} son elementos de A, en otras palabras
x € cl(A) si, y solo s, kh’m x, = x para alguna sucesion {z} en A.
—00

Note que un conjunto es abierto si, y solo si, int(A) = A y un conjunto es cerrado
si, y solo si, cl(A) = A, donde int(A) y cl(A) representan el interior y la clausura del

conjunto A respectivamente.

Definicion 1.3. (Vecindad) Dado un punto x € R*, N' € R" es una vecindad de x,

Si es un conjunto abierto que contiene x. Una vecindad en particular es una bola

16



abierta de radio > 0 alrededor de x denotada por B(x; <) donde
B(x;e) ={y : lly — || <e}.
Dado un conjunto A ¢ R™, N es una vecindad de A si existe un e > 0 tal que

U B(xz;e) C N.

xrEA

1.2. Normas vectoriales y matriciales

Definicidon 1.4. Seav € R", la funcién || - || : R™ — R, es llamada norma vectorial si

satisface las siguientes condiciones:

b1) ||v|| > 0 paracadav € R", y ||lv|| =0 si, y solo si,v =0 € R™.
b2) ||av|| = |a|||v|| paracada v € R" y o € R.

b3) ||v + w| < ||v|| + ||w| para cada w,v € R".

Ejemplo 1.1. (Normas vectoriales) Las siguientes son normas vectoriales y una de

las que mas se va a usar en este trabajo es (2).

ol = Juil. (1)

foll = mix o ©

Definicion 1.5. (Normas equivalentes) Dos normas vectoriales || - ||, y || - |l» son

equivalentes si existen constantes «, 8 € R tales que

17



aljzlls < [zl < Bllx||l. paratodox € R™.

Ejemplo 1.2. (Normas vectoriales equivalentes) Se presentan algunas equivalen-
cias de las normas dadas en el ejemplo (1.1)
lzlla < [zl <Vnllz|. paratodoz € R".
|zl < [l®l2 < Vn|®|~ paratodox € R".
|zllee < |zl <n x| paratodox e R™.
Definicion 1.6. Sea A € R™*", la funcién ||| - ||| : R™" — R, es llamada norma
matricial si satisface las siguientes condiciones:
c1) |||A||| > 0 paracada A € R™", y |||A]|| =0 si, y solosi, A=0¢cR™",
c2) |||aAlll = |a] |||A]|]| paracada A € R™™ y « € R.
c3) |[|1A+ Bl|| <||A|ll + |I|Bl|| paratodo A, B € R™*",

Definicion 1.7. (Normas matriciales equivalentes) Dos normas matriciales ||| - |||. y

ll| - ll|l» son equivalentes , si existen escalares «, 5 € R tal que

al[|Allle < [llAllls < B |[[Alll. paratodo A € R™".

Definicién 1.8. (Normas subordinadas) Dada A € R™*", y una norma vectorial

| - |l,, se define una norma matricial como:

A
1A, = méx 122l
M Tl

la cual se conoce como norma p o norma subordinada a la norma vectorial || - ||,..

18



Note que si para todo x € R" \ {0} y A € R™", si ||| - |||, es una norma matricial

subordinada a la norma || - ||,, entonces

[ Az, < [[|A[], |2,

Ejemplo 1.3. (Normas matriciales) Las siguientes son normas matriciales y se defi-
nen como:
Sea AcR™" yx e R"\ {0}

Al
Azl O

||’A||’oo = Igggm—@agﬁzllaml. (5)
]:

1
2
A7 = <ZI%I2> : (6)
ij
La norma matricial (6) es conocida como la norma de Frobenius y va hacer la mas

usada en esté trabajo.

Ejemplo 1.4. (Normas matriciales equivalentes) Las siguientes normas matriciales

equivalentes se encuentran en'”.

7" Richard L Burden et al. «Andlisis numérico». En: (2017).
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Sea B € R™*" se tiene que

1

— I1Blllse < B2 < vV ||B]]l-

\/ﬁHI oo < lIBlll2 < vm ||| Bl
1Bl < [lIBlllr < v l1B]|l2-

1

— 1Bl < 1Bl < Bl

mlH I 11Bll2 < vn 1Bl
1Bl < VBl [11B]]ec-

Propiedades de las normas matriciales

Se enuncian algunas propiedades de las normas matriciales

» Una norma matricial ||| - |||, es compatible con una norma vectorial | - ||, si

[Az [, < [[[A][lm (|2l

= Toda norma matricial ||| - |||, subordinada a la norma vectorial || - ||, es compa-

tible con || - ||,

= Para toda norma subordinada ||| - |||,, se tiene que |||L,||| = 1
I
2], < méix |1z |], — s Izl — méx{1} = 1.
o Jall, w0 |z, ek

Ademas [[|1,]|lr = v/n
%
[ Lnll|F = <Z|%’|2) =vn

Note que |||A|||% = Traza(AT A), donde A = (a;;), entonces Traza(B) = by, +
bao + ... + bun.

= La norma de Frobenius es compatible con la norma vectorial || - ||2, entonces

20



se tiene que

| Azl]s < [[|Alllp[l2ll2 = [[[Alll2]]]2

Definicién 1.9. Una norma matricial ||| - ||| es consistente si

HABII < [I[A[I T BI]]-
Ejemplo 1.5. (Norma que no es consistente) La norma del maximo definida por
|| Al||mar = méx;;|a;;| NO es consistente.

Definicion 1.10. Sea A € R"*", sj existe otra matriz B € R™*" talque AB = BA =1,

decimos que A es No singular o también invertible.

Lema 1.11. (Lema de Banach) Para cualquier ||| - ||| norma de R™*™ que cumple la
condicion de ser consistente (1.9) y |||1.||| = 1. Si F € R™™ y |||F||| < 1, entonces
(I — F)~! existe y se tiene que

1
=B < e
L={l[#]ll

(7)

Si A es no singular y |||A~(B — A)||| < 1, entonces B es no singular y se tiene que

Ay
A5 = A

B < — ®)

Demostracion. (7) Supongamos que I — F' es singular, es decir existe x € R™ \ {0}
tal que (I — F) ¢ = 0, se tiene que Fx = x, luego ||z|| = ||Fz| < |[|F]|| ||z||. Se

concluye que 1 < |||F||| lo cual es una contradiccion, por lo tanto (I — F')~! existe.
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Por otro lado, note que

N N
(Z F(i)) (I-F) = Z (F(i) _ F(i+1)) — J — p(N+D)
i=0 ;

lm (F)(I-F) = I— lim F"Y,

N—o0 N—o0

Veamos que limy_,o, FN*Y = 0, note que |||[FN*V|| < [||F||Y+Y y como 0 <

IIESVI] < [[F]]|YY, luego

lim 0 < lim [[[FOFDY] < dim [[|F]]|YH,
N—o00 N—oo N—o0
pero ||| F|]| <0, asi limy_, [[| |||V = 0 por teorema de compresién, asf

Z F@ (Newman serie),

por lo tanto
N ' N 4
HII—FH!:IHng{gO;F(”HI = Nh’;{l)OHI;F‘“HIS
N ' N .
S;@M;IIIF“)HISNIgnOO;IIIFIH(” = ZIIIFIII IIIFIII
Z|||F|||(“— |||F||| por hipétesis |||F||| < 1.

Por lo tanto se concluye que

1

)Y <—
I =PI < =
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Demostracion. (8) Sea |||A~1(B— A)||| < 1y A es no singular, se define £ = B — A,
asi B= A+ F = A (I + A 'F) es invertible, se tiene que |||[A~'E||| < 1, por (7) se

tiene que
(A+E)y = <Z(—A‘1E)i> A~ (Newman serie). (9)
=0
Luego
A+E)~ =AY = | (Z(—A“EY) ATH =AY
=0
= |II<Z(—AE)i—I> A
=0
< AT (=AY = 1))
=0
- AT E]]
< gy
A
1—|[|A-1El|
Note que

Bl = ATV I+ ATE)!

[e.9]

_ Z(_A—IE)—I AL

=0
= A7 +) (ARt AT
i=1

= AT (A+E)L
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Por lo tanto se concluye que

A
T [[[A1(B - )]

1B~ <

]

Definicion 1.12. Una matriz A € R"*" es definida positiva, si para todo x € R™ no
nulo, se tiene que
xT Ax > 0. (10)

Si la desigualdad anterior se cumple estrictamente; es decir, x” Ax > 0, se dice que

la matriz A es definida positiva.

Definiciéon 1.13. Siuna matriz A € R"*"™ es simétrica y definida positiva, sus valores

propios son todos reales positivos.

Definicidon 1.14. Sea )\ € R es un valor propio de una matriz A € R™*" sj existe un
vector 0 + x € R" tal que
Ax = Az,

al vector x € R™ se le conoce como el vector propio asociado a ).

1.3. Continuidad

Definicion 1.15. (Funcién continua) Sea f una funcion que mapea algun dominio

D C R" al espacio de R™, para algun punto x, € cl(D), y se escribe

h’rn f(.’E) = fo,

Tr—xTQ

en otras palabras, para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que

|x — xo|| < 0 yx € D, entonces || f(x) — fol| < e.
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Se dice que f es continua en xq si xo € D, donde f, = f(xo).

Definicién 1.16. (Lipschitz continua) Seam,n > 0, F : R* — R™*", ¢ € R", sea||- ||
una norma vectorial sobre R" , y ||| - ||| una norma matricial sobre R™*", decimos
que F es Lipschitz continua en x, si existe un conjunto abierto D C R", x € D y una

constante v > 0 tal que para todo v € D se tiene que

I F(v) = F) (Il <7 [lv—|. (11)

La constante v es conocida como la constante Lipschitz para F' en x para cualquier
D que contenga a x.
Se dice que F es Lipschitz continua en una vecindad x € D, y se denota por F' €

Lip,(D) para cadax € D.

Definicion 1.17. (conjuntos de nivel) El conjunto de nivel de valor ¢ de una funcion

f:R™ — R se define como
S.={xeR": f(x)=c} CR".

En el caso de R? se trata de curvas, se les conoce como curvas de nivel y en el caso

de R? se trata de superficies, se les conoce como superficies de nivel.

1.4. Diferenciabilidad

Sea ® : R — R una funcién, la derivada @' es definida por

dd / P - o
— = (o) =lim (a+e) (oz)'
do e—0 €
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La segunda derivada se obtiene sustituyendo ® por &' en la misma expresion de la

definicion de derivada; esto es

Definicion 1.18. Sea f : R* — R donde x = (x1,x,, ... ,xn)T. Decimos que f es

diferenciable en x si existe un vector g € R" tal que

flx+y) - flx)—g'y

lim =0, (12)
y—0 [yl
donde || - || es la norma del vector y (este tipo de diferenciabilidad se conoce como

la derivada de Frechet). Si g satisface (12) se conoce como el gradiente de f enx y

se denota por V f(x) y se escribe

of
8;161
Vi®)=1] 1t |,
of
oz,
of : .
donde o representa la derivada parcial de f con respecto a x;. Tomando ay = ce;

en (12) donde e; € R™ que consiste de ceros en la posicion i, excepto para primera

posicion, asi se tiene que

g — lim f(x17"'7xi717$i+€7xi+17-"7xn) — f(l'la"'7xi717xi7xi+17"'7xn)
xZ; e—0 g

fl(@ +ceq) — fl)

3

Q

La matriz de las segundas derivadas parciales de f se conoce como la Hessiana y
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se define como

[ O%f 0% f f
0x? 0x10rs  0110x,
o*f o*f o*f
Vif(x) = | Oxy0zy 03 T Qa0
0*f 0*f o*f
| Oz,0x1 Ox,0xy  Ox?

Lema 1.19. Sea I' : R" — R una funcién continuamente diferenciable en un abierto
convexo D C R, x € Dy V*F es Lipschitz continua en x en la vecindad D, usando
la norma matricial inducida por la norma vectorial con constante ~. Entonces, para

cualquier x + p € D,
~
Il F(z +p) = F(z) = V*F(@) p || < 5 [IpII,

ver 1°,

Se dice que f es diferenciable en un dominio D si V f(x) existe paratodo € D, y
continuamente diferenciable si V f(x) es una funcidén continua en x. Similarmente,
f es dos veces diferenciable sobre D si V?f(x) existe para todo x € Dy es dos
veces continuamente diferenciable si V2 f(x) es continua sobre D. Note que cuando
f es dos veces continuamente diferenciable, la Hessiana es una matriz simétrica, es

decir
o*f 9
Gxiaxj N axjaxl

, paratodo 7,5 =1,2,...,n.

Cuando f es una funcién de valor vectorial f : R* — R™ se define V f(x) como una
matriz de tamafo n x m cuya i- ésima columna es V f;(x) que es el gradiente de f;
con respecto a x. Por conveniencia de notacion se suele usar la matriz transpuesta

de dimension m x n, esta matriz se conoce como Jacobiana y se denota por J(x),
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dfi(x)
61']‘
vector t (x = x(t)) extendiendo la definicién de la regla de la cadena para funcion

donde el elemento (i, ;) de J(x) es

y el vector = depende a su vez de otro

de una variable (12) se tiene que

donde

Vh@%:E:givma):V%Vf@@». (13)

=1
Definicion 1.20. (Derivada direccional) La derivada direccional de una funcion f :
R"™ — R en la direccion p esta dado por

D(f(a):p) = lim TP,

e—0 g

Cuando f es continuamente diferenciable en una vecindad de x, se tiene que

D(f(x);p) = Vf(x)" p.
Si se define la funcion
®(a) = f(x+ ap) = f(y(a)),

donde y(a) = x + « p, se tiene que

o f@tep) — f(@)

e—0 £ e—0 15
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Aplicando la regla de la cadena (13) en f(y(«)), se tiene que

¥0) = 3 Ty

= Y O @) p= i ap) P

Observacion 1.21. Tomando o = 0 se tiene que ®' (o) = V f(x)" p en (14).

1.5. Ordenes de convergencia y sucesiones.

En los calculos numéricos, especialmente con las computadoras de alto rendimiento,
sucede con frecuencia que la respuesta a un problema no se obtiene de inmediato.
Mas bien, lo que se genera es una sucesion de respuestas aproximadas cada vez

mas precisas.

Definicion 1.22. (Sucesion) Sea {xi} una sucesion de puntos en R™. Decimos que

una sucesion converge a algun punto x, si para cada > 0 existe un K € N tal que
\|xx — || < e, paratodok > K.

Se usara la notacion lim,,_,, ¢, = x para designar la convergencia de una sucesion

a algun punto x.
Ejemplo 1.6. /a sucesion z, = (1 —27%,%)" converge a (1,0)" .

Definicién 1.23. (Punto de acumulacién) Dado un conjunto de indices S C {1,2,...}
se define una subsucesion de {t,} correspondiente a S y es denotada por {ty}cs.
Se dice que & € R" es un Punto de acumulacion o punto limite para x, si existe
un conjunto de indices infinitos k1, ko, . . . tal que la subsucesion {xy, }i—121,.. conver-
ge a & y se denota por

lim xp, = .
71— 00
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Proposicion 1.24. Una sucesion es convergente si, y solo si, tiene exactamente un

punto limite.

Definicion 1.25. (Sucesion de Cauchy) Una sucesion es de Cauchy si para cual-
quier ¢ > 0 existe un entero positivo K tal que ||z, — x:|| < € para todo indice k > K
yl> K.

Proposicion 1.26. Una sucesion es convergente si, y solo si, es una sucesion de

Cauchy.

Definicién 1.27. (Ordenes de convergencia) Sea una sucesién {x;} en R" que
converge a x*. Se dice que la convergencia es Q- lineal si existe una constante
r € (0,1) tal que

| Try1 — x|

Tax — 2| <r, paratodo k € N suficientemente grande.
. —

Significa que la distancia a la solucion x* disminuye en cada iteracion por un fac-
tor acotado por la constante 1. El prefijo Q significa cociente, porque este tipo de
convergencia se define en términos del cociente de los errores sucesivos.
. .y k .
Ejemplo 1.7. La sucesién z;, = 1+(3)" converge linealmente a 1, con una constante
_ 1
r = 5-

La convergencia es Q-superlineal si

_ *
lm || Try1 — x|
koo ||zg — ]|

=0, paratodo k € N suficientemente grande.
Ejemplo 1.8. La sucesion x;, = 1 + k= converge superlinealmente a 1.

La convergencia es Q-cuadratica si

| Try1 — x*||

I P2 < M, paratodo k € N suficientemente grande,
L — L
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donde M es una constante positiva, no necesariamente menor o igual que 1.

. L . 2k L4:
Ejemplo 1.9. La sucesionxz;, =1+ (1)” converge cuadrdticamente.

1.6. Optimizacion sin restricciones

Definicion 1.28. (Minimo global) Un punto * € R™ es un minimo global si, y solo

si, f(x*) < f(x) para todo x € R".

Definicion 1.29. (Minimo local) Un punto x* € R"™ es un minimo local si, y solo, si

existe una vecindad N de x* tal que f(x*) < f(x) para todo x € N.

Definicion 1.30. Un punto x* es un minimo local estricto, si existe una vecindad N

de x* tal que f(x*) < f(x) para todo x € N con x #+ x*.

Definicion 1.31. Un punto x* es un minimo local aislado, si existe una vecindad N

de x* tal que x* es el inico minimo local en N .

Teorema 1.32. (Teorema de Taylor) Sea f : R" — R una funcion continuamente

diferenciable y d € R", entonces se tiene que
flx+d) = f(x)+ Vf(z+td)'d,
para algunt € (0,1). Si f es dos veces continuamente diferenciable, se tiene que
1
Vf(x+d)=Vf(x)+ / Vi f(z +td)d dt,
0

y que
f@+d) = f(@)+ V@) d+ %dT V2 f (@ + td)d,

para algunt € (0,1).
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Teorema 1.33. (Condiciones necesarias de primer orden) Si * es un minimo local
y [ : R" — R es una funcion continuamente diferenciable en una vecindad de x*,

entonces V f(x*) = 0.

Demostracién. Supongamos que V f(x,) # 0ysead = —V f(x,). Note que d” V f(x,) =
—||Vf(z4)||*> < 0, como V[ es continua en una vecindad de x,, existe un escalar
t > 0 tal que

d'V f(x, +td) < 0,paratodo t € [0, ],

por Teorema (1.32), para cualquier ¢ € (0, o] se tiene que

f(xy +td) = f(x,) + td"V f(x, + td), para algin t € (0,1),
por lo tanto f(z, + td) < f(x,) para todo ¢ € (0, a], lo que contradice la definicién
(1.29). O

Teorema 1.34. (Condiciones necesarias de segundo orden) si x, €s un minimo
local y V*f es continua en una vecindad de x*, entonces V f(x,) = 0 y V2f(x,) es

semidefinida positiva.

Demostracién. Supongamos que d’ V2 f(x,)d < 0 no es positiva semidefinida con
d € R" no nulo, ademas por Teorema (1.34) se tiene que V f(x,) = 0y dado que V*f
es continua en una vecindad de x,, entonces existe o > 0 tal que d” V2 f(x,+td) < 0
para todo ¢t € [0,«], por Teorema (1.32) centrado en x,, se tiene que para todo

t € (0,a] para algun ¢ € (0, %)
f(x, +td) = flx,) +td"V f(z,) + %fszVf(m*+td) < flaxy)

lo que contradice la definicion (1.30). O

Teorema 1.35. (Condiciones suficientes de segundo orden) Si V*f es continua en
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una vecindad de x*; V f(z*) = 0 y V2 f(x*) es simétrica definida positiva, entonces

x* es un minimo global estricto de f.

Demostracion. Como V?2f es continua y definida positiva en x,, sea r > 0 asi que
V2 f es definida positiva paratodo x en B= {z € R": ||z — x,|| < r} cond € R" no
nulo, entonces x, + d € By por Teorema (1.32) se tiene que

[ td) = fl@)+d'Vi(e,)+ 5d f(z)d

= flm) + 5d Vf(2)d,

donde z = x, +td para algun t € (0,1). Como z € B, se tiene que d' V2f(z)d > 0y

por lo tanto f(x, + d) > f(x), asi , es un minimo local estricto (1.30). O

La convexidad juega un papel fundamental en la optimizacion, aunque el concepto
de convexidad tanto de funciones como de conjuntos parezcan dos conceptos aje-
nos, juntos conceptos garantizan la existencia del maximo o minimo de la funcién

obijetivo.

Definicion 1.36. (Conjunto convexo) El conjunto A C R™ se dice que es convexo, si
axy, + (1 — a)xy € A, para cualesquiera x,,x2 € A y a € [0,1]. Geométricamente,
significa que el segmento de recta [x,,xs] = {axy + (1 — @)x2 : « € [0,1]} esta

completamente contenido en A, siempre que x,, x5 € A.

Definicion 1.37. (Funcidn convexa) Sea A un conjunto convexo no vacio de R". Una
funcion f : A — R se dice que es convexa en A, si para todo los pares (x1,x3) €

A x Ay para todo « € [0,1], se tiene que
flawy + (1 — a)zz) < af (@) + (1 —a)f(2).
Geomeétricamente, significa que la funcion aplicada al segmento de recta [x1, 2]
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esta por debajo del segmento de recta [f(x1), f(x2)]. Si existet > 0 tal que

flaws + (1= )a) < af(@a) + (1 - @) f(w) = 5 (1 = o)l — s

para todo (x1,x2) € A x A ytodo a € (0,1), se dice que [ es fuertemente convexa

en A.

34



2. Busqueda lineal

Un método de basqueda lineal calcula una direccion de descenso d;, € R™ en cada
iteracion, el cual decide qué tan lejos se movera a lo largo de dicha direccion. Cada
iteracion dada por la expresion xx11 = x+ay dg, donde o, € R se conoce como
la longitud del paso. Asi los métodos de busqueda lineal dependen de la eleccién
di de la longitud de paso «y. La efectividad de los métodos de busqueda lineal
se basan en encontrar la longitud de paso y la direccion de descenso éptimo, que
maximiza o minimiza la funcién objetivo a lo largo de una direccion de busqueda, lo

cual garantiza un descenso suficiente con respecto a la funcidén objetivo.

Definicion 2.1. (Direccion de descenso) Un vector d € R"™ es una direccion de
descenso de [ a partir de x € R", si la derivada direccional de f en la direccion de

d, es negativa; es decir f'(z;d) < 0 o también V f(z)" d < 0.

Ejemplo 2.1. Sead = -V f(x)
Vi) d=-Vf(z)" Vfz)=-|Vf)? (14)

por lo tanto V f ()" d < 0.

Note que — V f(x) es una direccién de descenso de f a partir de x y es conocido
como la Direcciéon de maximo descenso no quiere decir que es la Unica direccién.

Para caracterizar la direccién de descenso se tiene que

Vi)d < 0 (15)
IV f(@)][ [|d[|cost < 0 (16)
cosf < 0, asi g<9<3§. (17)
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Direcciones de descenso

Figura 1. Direcciones de descenso. Hecho por el autor.

Teorema 2.2. Sea f : R* — R, f € C!, si existe una direccion de descenso d € R"
fal que Vf(x) d < 0, entonces existe « > 0 tal que f(x + o d) < f(x) para todo
x € R".

Demostracion. Supongamos que existe d € R™ tal que Vf(x)’ d < 0y se define

O(a) = fx+ad), (18)
con ®(0) := f(x) y ademas ®'(a) = Vf(x + o d)"d, por hipotesis se tiene que
®'(0) = Vf(x)" d < 0. Note que

q)/<a) — h'mw

a—0 [0
d - &
g 2@ = 2(0)

a—0t o

para a muy pequefio se tiene que ®'(a) y ®(a) — ®(0) son negativos; es decir

O(a)—P(0) < 0,asi P(a) < ®(0), por lo tanto se concluye que f(z+a d) < f(x). O
Algoritmo 2.0.1. (Algoritmo basico en la iteracion x;. en direccion de descenso)

1. Inicializacion. Dado el punto xy.

2. Direccion de descenso. Calcular la direccion d.

3. Descenso.Se asigna xy11 = xi + o dy, para algun « que sea aceptable para

Trt1-

36



Buscar el a adecuado para la direccion de descenso en el algoritmo basico en la

iteracién x;, se le conoce como Busqueda lineal (exacta o inexacta).

2.1. Busqueda lineal exacta

Consiste en resolver en cada paso el problema

minimizar ®(«), (19)

O<aelR

donde @ : R — R esta definida por (18), a a se le conoce como la longitud de paso.
Teniendo en cuenta el problema, se tiene que resolver ®'(a) = 0 lo que se traduce
aVf(x+ad?®d=0.

En general resolver el problema de minimizar la funcién ® en (20) no es un problema

tan facil.

2.2. Busqueda lineal inexacta - Condicion de Armijo

El método de busqueda lineal inexacta busca en cada iteracion xy1 = xx + aidyg
reducir la longitud del paso « de forma substancial con respecto a la funcidn objetivo
f, tal que el tiempo en encontrar la longitud no sea muy grande. Lo que consiste en

resolver en cada iteracién el problema

minimizar ®(«a) = f(xx + ady). (20)

O<aelR

En general, resolver el problema es complejo, lo cual se usan lineas de busqueda

inexactas para identificar cual es la longitud de paso que tiene una reduccién 6ptima
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en f. Una estrategia es usar las condiciones de Wolfe'® que garantiza una direccion
de descenso suficiente con respecto a la funcidn objetivo f, y dada por la siguiente

desigualdad conocida como la condicién de Armijo:
f(mk + Cl/dk) < f(ack) + ozAVf(wk)Tdk, donde \ € (O, 1) yaeR,. (21)

Note que la desigualdad de Armijo (21) no es suficiente para asegurar que el algo-
ritmo haga un descenso suficiente, ya que la desigualdad sera valida para valores
de a muy pequenos, asi es necesario otra condicion que evite pasos muy cortos, la

cual es conocida como la condicién de curvatura
BV f(r)"di, <V f (@ + ardy) " dy, para algin g € (A, 1),

donde a € R,. Una longitud de paso puede satisfacer las condiciones de Wolfe
sin estar muy cerca a la solucion del problema (20), sin embargo se puede modi-
ficar la condicién de curvatura para que «a; se encuentre en la vecindad del punto

estacionario de . Las condiciones fuertes de Wolfe requieren que a4, satisfaga

flxr + arde) < f(xr) + AV f(xp) zp (22)
IV f(xs + ardr)'di| < BIVf(xr)'di|,con0 <)< p<1. (23)

Asi, la diferencia entre las condiciones de Wolfe, es que no se permite que ®'(a;)
sea muy grande. Por lo tanto, se excluyen los puntos que estan lejos de alguna
vecindad del minimizador de .

El siguiente ejemplo (2.2) utiliza la busqueda lineal exacta, para definir la longitud

de paso adecuada en la funcion objetivo (24) con direccién de descenso —V f(xy)

18 Félix Calderén Solorio. «OPTIMIZACION NO-LINEAL (VER 1.10)». En: (2005).
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evaluada en la iteracién xy, el cual garantiza la convergencia lineal.

Ejemplo 2.2. Sea f : R® — R de clase C* y A € R™*" simétrica definida positiva
(SPD) con ¢ € R se define

El gradiente de la funcion (24) es

Vf(x) = Az — b, ver(2.5). (25)

Con el objetivo de resolver el problema

minimizar  f(xy — oV f(xy)),

a>0

sea ®(a) = f(xg) —aVf(xr) = f(xr —aVf(xk)) y sea g, = Vf(xy). Asi, se tiene

que
1 T T
P(a) = §(wk —agr) Alzy — agy) — b (x, — agr) + ¢

1

= §(ka —agi”)(Azy, — aAgr) — bz, +ab g + ¢
I 7 o a o’ T T T

= 5Tk Az, — 5Tk Agy, — PLL Axy, + DEL Agr — bz +ab' g, +c
I 7 T o? T T T

= 5%k Axy, — oz Agr + 5 9k Agr — b x + ab’ g, +c,

donde el gradiente de ®(«) es

= —in,TAgk -+ Oéng + ngk =0.
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Luego,

o = :z:kTAgk — ngk _ (a:kTA — bT>gk _ (ACBk — b)Tgk
gr Agk grT Agr g9.TAg

Asi

T
gk gk
" 9T Age (26)

Veamos la razén de convergencia del método de busqueda lineal exacta, usando la
direccion de Maximo descenso de la funcion (24).
Se define la norma vectorial con la propiedad ||y||* = y* Ay tal que, depende de la
matriz A € R™" y con la propiedad de ser simétrica definida positiva. Note que

1 1

— J— — — J— T J—
Sl =zl = 5@ -z Al — a,)

1
= §(a:TAa: —x' Az, —x, Az + 2,7 Ax,)

1 1
= §a:TAa:* —x, Az + Ew*TA:c*

1 1
= §a:TAa: —x, Az +c+ Em*TAw* —c

1 1
— §:I;TA:/B — (Az)Tx +c— <§$*TA$* —x, T Ax, + c)

1
— %a:TAa: — (Az )T +c— (Ew*TAa:* — (Az) 'z, + c> .
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Se sabe que V f(x) = Az — b y en la solucion V f(x,) = Az, — b =0,

1 1 1
§||w —zf| = §wTA:c — (Az,) Tz +c— (iw*TAw* — (Az,) Tz, + c)

1 1
= §a:TAac —ble+c— <§m*TAac* —blx, + c)

= flz) = f(zs).
Definamos V f(xy) := gk, €x := T, — T4 Y €p+1 := Tpr1 — T4. ASI Se tiene que
€ptr1 ‘= T — Qg — Ty
= Tk — T, — Qgk
= er — agg.
Tomando « definido en (2.2), se tiene que

lekl]® — |lext+1l?  ex’ Aer — epy1” Aerta _ er” Ae, — (ex, — agr)" Aler, — agr,)
|lex||? er’ Aey, el Aey,

er’ Ae, — e, Aey, + aep’ Agr + agi” Aey, — a’gi” Agy,
ekTAek

QQQkTAek - OZQQkTAQk

ekTAek
nggk: nggk: ?
2 ngAek - ( ) ngAgk:
_ (ngAgk ) gl Agy,
ekTAek

2(91" gr)(gr" Aer)  (gr"gk)?

gl Agy, g’ Ag,
ekTAek ’
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Asi, se tiene que

lenl” — llex+all®  _ 2(gn"gr)(gr" Aex) — (9" gx)°
|lex[? (gr" Agr)(ex” Aex) -

como g, = Az, — b en la solucion Az, — b = 0, entonces =, = A~'b, luego se

tiene que

gr = Az, — b= Ax) — AAT'b = A(x), — A7'b) = Az, — x,) = Aey,

asi
€ — A_lgk.
Finalmente
|lexl]* — llext|? _ 2(gx” gr) (gr” Aer) — (g gr)?
||ex]|? (9T Agy)(ex” Aey,)
(QkTgk)

(9" Agr) (g A" gr)

Como A es simétrica definida positiva (1.13), se tiene que los valores propios son
reales positivos. Asi puedo escoger el maximo y el minimo de los valores propios

Qmin, Omaz; F€SPECtivamente. Por Teorema de Kantorovich (2.4), se tiene que

Hek||2 - ||ek+1||2 4aminamaac
HekH2 o (amzn + O‘Tna:ﬂ)2
40y im
lewl]* — llexsal]* > e

(amin + amax)

4 pminQ
2 min“tmax 2
e < |1- e
|| k 1|| = |: ( o ax)2:| || k||

Oin — 2
|:( min mam) ‘| HekH27

(amin + amam)Q
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se concluye que

Hek—}—l || Omin — Qmagx
HekH o Amin + Omax

La convergencia del método de busqueda lineal exacta de la funcion (24) es lineal.
Definicion 2.3. Una matriz A € R"™*" es simétrica si, y solo si AT = A.

Teorema 2.4. Sea A € R"*", simétrica y definida positiva. Para todo « € R"™ no nulo

se cumple que
(me)2 > 4A0min Omaz
(T Az)(xT A x) ~ (Qnin + Cmaz)?’

ver 19,

Nota 2.5. Sih : R" — R es una funcion cuadratica definida en (27) y A € R™*" es

una matriz simétrica (2.3), entonces

h(z) = %wTACU +blx +e (27)
Note que h(x) es

-xl- -an aln- -Il-
R UREEA] bl BT PN e

| In | | 1 o Gan | | T

i=1

i=1 j=1

19 Javier Lépez. «Optimizacion multi-objetivo». Tesis doct. Universidad Nacional de La Plata, 2013.
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Luego el Vh(x) es

Vh(:c) = - 8375 :| = [;b’+;A8]x]+;Aw$z con s=1,...,n.

por hipdtesis A es simétrica,

= sz + ZAijj
Li=1 j=1

= Ax +b.
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3. Busquedas direccionales

3.1. Método de Maximo Descenso

Sea f : R® — R una funcién de clase C'. La derivada direccional de f en direccién
d € R" esta dada por
Df(x;d) = Vf(x)'d.

Para obtener la direccién de Maximo descenso de la funcién f en un punto « € R"

tal que V f(x) # 0, se debe resolver el siguiente problema

minimizar Vf(z)’d.

deR", ||d|=1

Note que si d es una direccion de descenso con ||d|| = 1, la razén de crecimiento
de f en direccidn de d, a partir de un x en R”, es d’ V f(x). Por la desigualdad de

Cauchy-Schwartz se tiene que
d'Vf(z) = (d Vf(z)) < [[d]||Vf(@)] =]V

La solucién de este problema es

_ Vf(=)
V@l
Por lo tanto, se tiene que
o g (V@) o

es decir se alcanza el maximo.
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Note que el méximo decrecimiento se da cuando d = —V f(x).
Definicion 3.1. E/ vector d en R™ es una direccion de descenso de f, donde f es
una funcion de clase C*, en el punto x € R" si

Vf(z)'d < 0si, y solo si, (—V f(x))"d > 0.

El método de maximo descenso busca definir una sucesién de puntos que tenga la
direccién de maximo descenso de la funcién f.

Suponiendo que se conoce un conjunto de puntos de avance hacia el minimo xg, 1,
..., X, para construir xx; N0s movemos en la direccion —V f(x) por una cantidad
Q.

Este procedimiento proporciona el algoritmo iterativo
Tp+1 =@ — oV f(xk), paracada k=0,1,2,...

La forma general del algoritmo de maximo descenso es

Dado z; se genera x;; por medio de

Tp+1 =T +agdpconk =0,1,2,...
donde
» d;, es la direccién de busqueda.
= oy es la longitud o tamafo del paso.

Si se cumple f(xr+1) < f(xk), Se dice que dj es una direccion de descenso desde

L.

Algoritmo 3.1.1. (Método de Maximo descenso)
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1. Inicializacion. Escoger un valor xy en Q2 € R™.

Para k =0,1,2,... hasta convergencia hacer lo siguiente:
2. Busqueda de linea. Calcular dy, = —V f(xy,) y resolver

o = arg f(wk + Oédk>

a>0

3. Descenso. Evaluar xy11 = xy, + oy dy.
4. Actualizacion. Hacer k = k + 1 y volver al paso (2).
Note que el algoritmo es efectivamente un método de descenso, pues
f@rg1) = f(@rga+ adi) = f(@r) + ai(de)"V f(2)) + 0(a?)
= fzr) — arl|del® +o(a}), pues di = —V f(zy)

Es decir, f(xk+1) < f(xr) = —di # 0.

Proposicion 3.2. Si{x,}°, es la sucesion de descenso maximo para f : R" — R,

entonces 1 — x) €s un vector ortogonal a xy2 — xi41 para k=0,1,2,. ..
Demostracion. Como a1 = x, + apdi con dy, = —V f(xy), entonces veamos que

se cumple la siguiente expresién

<33k+2 — Lp41, L1 — wk) = ak+104k<dk+1a dk> =0.

Sea ¢(a) = f(x(a)) = f(xr + ady). Como « es el argumento minimo de ¢, («),

entonces

’

0=0 () =Vf(x(w) de =V f(@ey1) VS(@r) = (diy1) di.
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Proposicion 3.3. Si {x,}>, es la sucesion de descenso maximo para f : R* — R

yVf(xg) # 0, entonces f(xyy1) < f(xx).

Demostracion. Sea xy+1 = @y, + axdy con dy, = —V f(x,).Como
oy = arg Px(a) con a > 0,

entonces ¢, () < Py (), para todo a > 0.

B0) = P = (@)Y (tody)| = —(d)"d

a=0 a=0

= —||dg|> < 0,pues dy, = —V f(xx) # 0.
Por continuidad, debe existir un & > 0 tal que
Op(a) < Pi(0), paratodo a € (0,q).
Por lo tanto, f(xx+1) = Pr(ar) < Pr(a) < P(0) = f(xx) €S una direccion de

descenso. O]

Note que si V f(xx) = 0 para algun k, entonces no se desciende, y ademas x, = xj,

es un punto de minimo local.

Teorema 3.4. Sea f : R" — R de claseC' y xo € R™. EL vectorV f(xq) es ortogonal
al vector tangente de una curva arbitaria que pasa por xq y ademas se encuentra

sobre el conjunto de curvas de nivel S. determinado por c = f(xg).

Demostracion. Sea S. = {x € R" : f(x) = ¢} el conjunto de curvas de nivel (1.17)
y g : (a,b) — R™ una curva contenida en S,, con g(t,) = xo para algun t € (a,b). Se

tiene que
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= f(g(t) =c yaque g(t) € S. paratodot € (a,b).
= 2 Jolt)) = 0, entonces ¥ 1(o(1))"g (1) = 0.
» En particular zo = g(to) y Vf(x0) g (to) = 0.

Asi, el plano tangente a S, en x( es
Vf(xo) (& — o) =0, si Vf(xo) # 0.

O]

Ejemplo 3.1. Se va a implementar el método de maximo descenso, para encontrar

el minimo de la funcidn definida como
f(z,y) = 20* + 2xy + 3y* — 4o + Sy + 12 (24)

Tomando como punto inicial o = (0,0)T. Primero se realizan tres iteraciones y se
llegara al minimo mediante la codificacion del método de descenso en el lenguaje

de programacion MATLAB. Note que el gradiente es

Az + 2y — 4
Vi(z,y) =
2z + 6y + 8

En la iteracion 1 se tiene que

do=-V(0,0) = (4, —8)".

z(a) = zot+ady = (4a, —8a)T.

. . 1
» (o) = f(x(a)) = f(4a, —8a) = 160a* — 8« + 12 tiene un minimo en ay = T

1
Ty =g+ Oéodo = (0, O)T + Z<4, —S)T = (1, —2)T.
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En la iteracion 2 se obtiene que
m dy = -—Vf(x;)=-Vf(l,-2) = (4,2)T.
m x(a) =z, +ad; = (1+4a, -2+ 2a)T.

flx(a)) = f(1+ 4a,—2+ 2a) = 60a® — 20« + 2 tiene un minimo en
m oy =21 +ondy = (1,-2)7 + %(4, 2)T = <§ —§>T.

Seguidamente, en la iteracion 3 se tiene que

T
e =i = -Vf (5.5) = (5-5)

5420 —5—4a\”
3 ' 3 ’

. m(a):w2+ad2:(

= 0a) = flaa)) = T

5 T 172 " 11 T
m 333—£E2+042d2—<§a—§> +Z_l<§’_§> —<€,—2) :

Note que la funcion (24) se puede escribir como:

. . 1
tiene un minimo en oy = 1

1 4 2 T T

2 6 Y Y
donde el gradiente es (25), la longitud de paso «,, definida en el ejemplo (2.2) y
la norma vectorial (2) se llega al minimo en la iteracion x,, = (2,—2), con una
tolerancia (tol = 107%), donde el criterio de parada es ||V f(x)|| < tol y n < max,
n es el numero de iteraciones y max es el valor maximo de iteraciones dado por el

usuario. Ver en Tabla 1.
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k T ar ||Vl | fzw)

0 | (0.000,0.000) | 0.250 | 8.944 | 12.00000
1 | (1.000, -2.000) | 0.167 | 4.472 | 2.00000
2 | (1.667,-1.667) | 0.250 | 1.491 | 0.33333
3 | (1.833,-2.000) | 0.167 | 0.745 | 0.05556
4 | (1.944,-1.944) | 0250 | 0.248 | 0.00926
5 | (1.972,-2.000) | 0.167 | 0.124 | 0.00154
6 | (1.991,-1.991) | 0.250 | 0.041 | 0.00026
7 | (1.995,-2.000) | 0.167 | 0.021 | 0.00004
8 | (1.998,-1.998) | 0.250 | 0.007 | 0.00001
9 | (1.999, -2.000) | 0.167 | 0.003 | 0.00000
10 | (2.000, -2.000) | 0.250 | 0.001 | 0.00000
11 | (2.000, -2.000) | 0.167 | 0.001 | 0.00000
12 | (2.000, -2.000) | 0.250 | 0.000 | 0.00000
13 | (2.000, -2.000) | 0.167 | 0.000 | 0.00000
14 | (2.000, -2.000) | 0.250 | 0.000 | 0.00000
15 | (2.000, -2.000) | 0.167 | 0.000 | 0.00000
16 | (2.000, -2.000) | 0.250 | 0.000 | 0.00000
17 | (2.000, -2.000) | 0.167 | 0.000 | 0.00000
18 | (2.000, -2.000) | 0.250 | 0.000 | 0.00000

Tabla 1. Implementacion del Método de Mé&ximo Descenso con busqueda de linea
exacta de la funcion (24). Hecho por el autor.

Note que el Método iterativo de Maximo Descenso

fle) =12 fl@) =2 > f(ez) = 5 > flas) = 1o

es una direccion de descenso.
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Ejemplo 3.2. En este ejemplo se implementa el Método de Maximo Descenso sobre

la funcion f : R? — R definida por
flz,y) = (1 —2)* +100(y — 2*)* (25)

conocida como la funcion de Rosenbrock, con el objetivo de usar MATLAB para

encontrar el minimo.

Figura 3. Representacién de las curvas
Figura 2. Representacion gréfica de la de nivel de la funcion f(z,y). Hecho por
funcion f(x,y). Hecho por el autor. el autor.

El gradiente se define como

—2(1 — x) — 400z (y — x?)
Viz,y) = : (26)
200(y — z?)
Tomando como punto inicial zy = (—0.5,0.5)" y la longitud de paso «a; = arg ®(«a)
con a > 0, mediante busqueda lineal inexacta (2.2), se tienen los resultados. Ver en
la Tabla 2.
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k T, ap | IVl | )
1 (-0.500, 0.500) | 0.002 | 68.622 | 8.50000
2 (-0.684, 0.305) | 0.004 | 57.841 | 5.47878
3 (-0.590, 0.368) | 0.002 4.261 2.56827
4 (-0.596, 0.353) | 0.004 3.869 2.54827
5 (-0.581, 0.355) | 0.004 3.499 2.52901
6 (-0.584, 0.341) | 0.004 3.146 2.50985
7 (-0.572, 0.341) | 0.004 2.848 2.49131
8 (-0.573, 0.319) | 0.008 5.511 2.48191
9
12413 | (1.000, 1.000) | 0.002 0.000 0.00000
12414 | (1.000, 1.000) | 0.002 0.000 0.00000
12415 | (1.000, 1.000) | 0.002 0.000 0.00000
12415 | (1.000, 1.000) | 0.002 0.000 0.00000

Tabla 2. Implementacion del Método de Maximo Descenso con busqueda de linea

inexacta de la funcién (25).

Los resultados del método de Maximo Descenso implementado en MATLAB Tabla
2 tienen una tolerancia (tol = 107%), donde el criterio de parada es ||V f(z)| < tol
y n < max , donde n es el numero de iteraciones, max es el valor maximo de
iteraciones dado por el usuario, la norma vectorial es (2) y «;, para cada iteracion

cumple con la condicién (2.2) y ademas, el minimo se encuentra en la iteracién

L12413 = (17 1)T-
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3.2. Método de Newton

Sea f : R® — R una funcién de clase C2. Un problema de minimizacioén sin restric-

ciones consiste en resolver el siguiente problema

minimizar f(x). (27)

x cR"

Una estrategia para abordar el problema (27) consiste en construir en cada iteracion

x € R™ un modelo cuadratico “ local” con respecto a la funcion f alrededor de xy,
1
h@) = fze) + V(@) (@ - a) + 5(z - xy) VA f () (@ — 2.

Note que la funcién h(x) aproxima a f(«x) alrededor de xy, asi que para resolver el

problema (27) se transforma en una sucesion de problemas de la forma

minimizar h(x),

x € R"

lo que es equivalente a resolver un sistema de ecuaciones lineales. Si escogemos
Trp+1 = arg h(x) con x € Q C R, entonces por las condiciones de primer orden
(1.34), se tiene que x; es un minimo local, por lo tanto Vh(xgy1) = 0; aplicando

(2.5) se tiene que

V2 f (@) (Thgr — 2x) + V f(Try1) = 0.
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De donde se obtiene el algoritmo de Newton

VQf(ZBk)dk = —Vf(wk)

LTr+1 — CCk—l-dk

La expresién (28) se conoce como iteracién de Newton y esta bien definida siempre
y cuando la matriz V2 f(x;) es no singular o definida positiva.

Sidy = —(V2f(xr)) 'V f(xr) y o = 1 en el método de busqueda lineal, se tiene la
forma general del Método de Newton. Si f no es una funcion cuadratica entonces
como z,= arg f(x) con € Q es un minimo local, entonces V f(x,) = 0. Ahora, el
problema se convierte en resolver un sistema de ecuaciones no lineales Vf(x) =0

ya que f no es cuadratica, aplicando el método de Newton se tiene que
Tptp1 = Tp — (VQf(ar:k))*1 Vf(xy), para k=0,1,...

Proposicion 3.5. Sea {z;}2, la sucesion generada por el método de Newton para

minimizar la funcion objetivo f : R" — R. SiV2f(xy) > 0 y V f(xx) # 0, entonces

1. di, = —(V%f(xr)) 'V f(xr) # 0.
2. di, es una direccion de descenso.

Demostracion. Dada la funcion a minimizar f : R™ — R y un punto xx, SU expansion

de Taylor centrada en x;, es
flr) = flax) + V) (@ — ) + %(w — )" VP f(@x) (@ — z) + oz — @)
La funcién cuadratica que aproxima a f(x) cerca de xy es

q(x) = f(zr) + Vf(ze) (2 — 2p) + %(w — @) V2 f () (2 — @),
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Se escoge x1 = argmin g(x) con x € €, por condiciones de primer orden (1.34)
se tiene que
V(ry1) = V(we) + V2 (k) (Trp1 — xx) = 0.

Asi, se tiene que
Tpt1 = Tk — (VQf(mk))_lvf(wk)-

Por lo tanto
Tyl — T = di = —(sz(:nk))_1Vf(wk).

Como V2f(xy) > 0y Vf(xk) # 0, entonces dp # 0. Asi, se ha probado el in-
ciso 1. Por otro lado, consideremos el algoritmo de Newton xy 1 = xx + o dy
con di, = —(V2f(xy)) 'V f(xs) donde di es el minimo (o) = f(zp + ady),
entonces se mostrard que ®(a) < ®(0) para algun intervalo (0,&) con @ (a) =
f(xy + ady) y ®,(0) = f(xx), usando la regla de la cadena se tiene que @, (a) =
(di)"V f(zr + ady) con @,(0) = (di)"Vf(z), como di, = —(V2f(xr)) 'V f(xw),
entonces Vf(xzy) = —V2f(xs)dy luego @, (0) = —(dp)"V2f(xr)ds asi ®,(0) < 0ya
que dp # 0y V2f(x) > 0 por lo tanto ® es una funcién decreciente en o = 0. Por

continuidad existe a4, tal que ®(a) < ®(0) para todo « € (0, o), s decir
f(xr + ady) < f(xg) paratodo a € (0, &).

En particular f(xgy1) = f(ze + adx) < f(xg), entonces dy, es una direccion de

descenso. Asi, se ha probado inciso 2. O
Algoritmo 3.2.1. (Método de Newton)
1. Inicializacion. Escoger un valor x, € €2, donde Q2 C R".
Parak =0,1,2... hasta convergencia hacer lo siguiente:
2. Resolver el sistema
V2f(zr)dy = —Vf(xp).
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3. Descenso. Evaluar
Lr+1 = Tk + dk
4. Actualizacion. Hacer k= k+1 y volver al paso (2).

El algoritmo del método de Newton en el paso (3) se puede actualizar de la forma
Try1 = X + o dy y para calcular el oy, se usa busqueda lineal (2.2) y (2.1).

El siguiente teorema garantiza que bajo ciertas hipdtesis la sucesion generada por
el algoritmo de Newton, es convergente. Ademas, con una hipotesis adicional se

logra convergencia cuadratica.

Teorema 3.6. Sea F' : R" — R una funcién de clase C* y un abierto convexo D C R"

(1.36). Supongamos que

h1) Existe z, € R" tal que VF(x,) = 0.

h2) Existe 5 > 0y (V*F(x,))" tal que |||(V2F(z,))"'||| < 8.

h3) Existe r > 0 tal que V*F € Lip.(B(xy;r)), donde B(x;r) C D.

Entonces, existe ¢ > 0 tal que para todo x, € B(z,;¢), la sucesion{x,}>°, generada
por
g1 =, — (V2F(x)) 'V (), para k=0,1,...

esta bien definida, converge a x, y satisface

[ @hs1 — || < B7 [l — ,|%, para k=0,1,...

Demostracion. Sea ¢ = min{r, ﬁ}. Se procede por induccidén sobre k, que para

cada paso se tiene que

[®r g1 — @] < By [l — 2% k=0,1,...
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Sea ||xo — x| < ey como V2F(x,) es Lipschitz por (h3) y (h2), se tiene que

I(V2F () [V (o) = VEF( ]Il < (V2 F (@) I [V F(20) — V2F ()]

IA

Y II(VEF (@) Il o — 2]

1 1
W81k~ 2l =98 (5] =

IN

por Lema (8) se tiene que

1(V2F ()|

N E o) = (2 @) V2 F (o) — V2 F (@] T
< 2|Vl
< 2 (28)

Asi, V2F(z¢) es no singular; es decir esta bien definida, y ademas

x1 = o — (V*F(xo)) ' VF(xo)
Ty — T, = To— T, — (V2F(x0)) ' VF(x0)

= xo—xy — (V2F(20) ! [VF(x0) — VF ()],
luego

ey — 2l = [[[(V2F(@0)) ™" [VF(24) — VF(w0) — V*F (o) (4 — o]l
< (V2 F (o) HIIIVF(2s) = VE(0) — V2F(20) (4 — 20)|]](29)

por Lema (1.19) se tiene que

IIVF(2.) = VF(x0) — (V2F(20) ™ (T — @o0)|]| < %II«’L’* —xo”, (30)
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por (28) y (30) en (29) se tiene que

g
oy =@l < (26) () e —@ol® = 57 l|ze — o
1

E
< §||$*—$0||§§<57 (31)

por lo tanto, es valido para el caso k£ = 0. Supongamos que en la hipotesis de

induccion se cumple para el caso de n — 1, es decir que
1
[Tr—1 — @ul| < [[Xn—2 — s <+ < B |0 — @],

tales que V2F(x,,_;) es no singular. Veamos que se cumple el paso inductivo para
todo n € N. Note que
2 —1 2 2 1 1
I(VE(2e) ™) [V (2n) = VIF@ <98 ll2n —2ull =76 (55 | = 5
VB 2
por Lema (8) V?F(x,) se tiene que es no singular; es decir esta bien definida, y

ademas

< 1(V2F ()l
- 1= [(V2E()) [VEE (@) = V2 (24)] ]

< 28, (32)

11V F ()|

luego
20 — 2| < [(V2F(@n-1)) " IIVE(24) = VE(@p-1) = V?F(@p-1)(@x — 2n-1)|||{(33)
por Lema (1.19) se tiene que

IIVF(2s) = VE(n) — (V2F(2n) " (®2 — o)l|| < % 2 — @, (34)
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por (32) y (34) en (33) se tiene que
[n =@l < 28) (3) 20 = @aal® = By ll2e—zaal®  (35)

y por la hipétesis de induccién en (32), se concluye que

1
len = @ul] < l@n1 = @ull < -2 =@ < - < 5 [lwo — 2] (36)
Asi, se tiene que
[Zn — x| < By |l2s — Ccn—1||2-
Por lo tanto, se cumple el paso inductivo para todo n € N. ]

En la demostracion (3.2) se usa la norma vectorial ||-||2 y la norma matricial inducida
por la norma || - ||2., 1a cual es la norma de Frobenius. Note que el algoritmo de
Newton funciona si se encuentra cerca a la solucién, por lo tanto se dice que tiene

un comportamiento local.

Proposicién 3.7. El método de Newton converge en un solo paso al minimo de una
funcion cuadratica f(z) = iz"Qz — b"z + ¢ con QT = Q > 0 independiente del

punto inicial x.

Demostracién. Como f es cuadratica se tiene que V2f(x) = Q, es decir, es cons-
tante y Vf(xo) = Qxo — b. Sea xq el punto inicial, entonces por el Algoritmo de

Newton se tiene que

1 = xo— (V’f(x0)) 'V f(20)
= x— (Q)(Qzo — D)
= 29— Q 'Qxo+Q'b
= Q'b=x,.
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Por lo tanto, el método de Newton converge en una iteracion.

Si se considera x 1 = xy, + ady con dy, = —(V2f(x)) "'V f(x), el algoritmo se
reduce al método de Newton donde «; es el minimo de ®,(«a) = f(xx + adg) €s
decir a, = 1 paratodo k € {0,1,...,n} y por lo tanto el método converge también en
un solo paso. Se escoge x¢ € 2 C R, para resolver dy con el sistema V2 f(xy)dy, =
—V f(x,) como la funcidn f(x) es cuadratica la matriz Hessiana es constante, es
decir V2f(z,) = Q, entonces —V f(x) = V2f(xr)di, = Qdy, ademds Q7 = Q > 0,
entonces @ es invertible luego di, = —Q'"Vf(x). Se calcula a;, = arg ®(a) =

f(xk + ady) como el minimo «4, satisface que ®(«) = 0, luego

Op(a) = (d)'Vf(zk+ady) = (d)" (Q(zr + ady) — b
= (dp)"(Qer — b+ aQdy = (di) "V f (1) — a(dk)” Qdk,

despejando « e igualando a cero, se obtiene «y
—(d)'Vi(xe) _ —(-Q7'Vf(xw)"V (k)
(di)" Qd, (—Q7 'V [f(zr)"Q(—Q™'V f(z)

(@ 'V f(@r)"V(xn) _ ]
(Q'Vf(xw)"V ()

(6773

Evaluando Tpt1 = Tp + ady, = T, — Q_1Vf($k) =T — (v2f<$k))_1Vf(in) O

Proposicion 3.8. Si V?f(x) es una matriz positiva definida; es decir, V?f(xy) =
V2f(xy)" > 0, entonces x, = V2 f(xy) 'V f(xr) €s un minimo global estricto de la

funcion cuadratica h(x).

Demostracién. Sea x, una solucién del sistema V?f(x)d = V f(x); es decir V f(x,) =

61



0, entonces

h(x) = h(z.) = V@) (2 —a.)+ %(CL’ —x,) V(@) (@ — @)

= %(w —x,) ' Vf(z,)(x —x,) > 0, paratodo x # x,.

Note que %(a} —x,) V2 f(z,)(x — x,) > 0 debido a que V2f(x) es positiva definida.

Por lo tanto, se concluye que
h(x) > h(zx,), paratodo x # ..

]

Ejemplo 3.3. En este ejemplo se usa el método iterativo de Newton para encontrar
el minimo global en la funcion h : R? — R, donde h es de clase C? y dado un punto

inicial o = [0, 0], se tiene que
h(z,y) = 2> — 2y + y* — 3y, (37)
donde su gradiente es

—r+2y—3

Vih(z,y) = [ Y ] :

y su Hessiana es

, 2 -1
Veh(z,y) = [1 2],

usando el método de Newton se encontrara el minimo global de la funcion (37); es
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Figura 5. Representacion de las curvas
Figura 4. Representacion graficadela  de nivel de la funcién (37). Hecho por el
funcién (37). Hecho por el autor. autor.

decir

0 2 -1 2-0-0
0 -1 2 0+2-0-3

Wi wiN
Wi Wl
w

Asi, en un solo paso (3.7) se llega al éptimo de la funcion (37) y es un minimo global
(3.8).

Usando el método de Newton al aproximar una funcién cuadratica se llega al éptimo
en una iteracion y ademas se puede comenzar en cualquier parte del dominio de la

funcién (3.7).
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Ejemplo 3.4. En este ejemplo se implementa el método de Newton, se considera la

funcion (25) del ejemplo (3.2) y su respectiva Hessiana se define como

) 2 — 400y + 12002% —400x
Vaif(z,y) = :
— 400z 200

tomando como punto inicial x, = (—.05,0.5) y longitud de paso o = 1, se tienen los

resultados. Ver tabla 3.

k T, ap | V@)l | f(xx)

0 | (-0.500, 0.500) | 1 68.622 8.5
1](-0530,0.280) | 1 | 3.265 | 2.342861
2| (0.758, -1.086) | 1 603.344 | 276.1440
3| (0.759, 0.576) | 1 0.481 0.058016
4| (0.999,0.941) | 1 25.939 0.336449
51 (0.999, 0.999) | 1 0.000 0.299039
6 | (0.999, 0.999) | 1 0.000 2.16x107?

Tabla 3. Implementacion del Método de Newton de la funcion del ejemplo (3.2).
Hecho por el autor.

Los resultados del método iterativo de Newton implementado en MATLAB, en la
Tabla 3 tienen una tolerancia de (tol = 10~°), donde su criterio de parada se define
por ||V f(xk)|| < tol ||V f(xo)|| y la norma vectorial es (2) con la longitud de paso
oy, = 1 y ademas, el minimo se encuentra en la iteracion xs = (1,1).

La siguiente tabla se implementa el método iterativo de Newton, en la funcion del

ejemplo (3.2) con busqueda lineal inexacta, se tienen los resultados, ver Tabla 4.
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k T, Qy IV f ()] f (@)

(0.8593, 0.7286) | 5.27x10°5 | 0.08185 0.1263
(0.9986, -0.9979) | 9.19x10°'° | 0.00008 0.0295
(0.9999,0.9999) | 1.034x10' | 1.154x10~% | 1.28x10~*

0| (-0.500,0.500) 2.3420 2.6918 8.5

1| (-0.5302, 0.2830) 1.9145 10.118 2.34207
2 | (-0.3388, 0.0799) 1.3884 9.1964 1.9145
3 | (-0.1023, -0.0311) 0.7095 5.8818 1.3885
4 | (0.2094, 0.0147) 0.3728 6.1028 0.0092
51 (0.4445,0.1722) 0.1265 4.9188 0.7095
6 | (0.6822,0.4494) 0.0295 3.6865 0.3728
/ )

8

9

Tabla 4. Implementacion del Método de Newton con busqueda de linea inexacta de
la funcién del ejemplo (3.2). Hecho por el autor.

Los resultados del algoritmo del Método de Newton implementado en MATLAB, en
la tabla 4 tienen una tolerancia de (tol = 107%), donde su criterio de parada se
define por ||V f(xy)|| < tol ||V f(xo)||, la norma vectorial es (2) y o, en cada iteracion

cumple con la condicion (2.2) y ademas, el minimo se alcanza en la iteracion xq =

(1,1).

3.3. Métodos Cuasi-Newton

El primer método Cuasi-Newton fue creado a mediados de 1950 por William C.
Davidon, mas tarde Fletcher y Powell?® demostraron que el algoritmo creado por

Davidon era mucho mas réapido y confiable que los ya existentes. Dicho método

20 Acevedo Vazquez Julio Andrés. «Implementacion De Los Métodos Cuasi-Newton». Tesis doct.
BENEMERITA UNIVERSIDAD AUTONOMA DE PUEBLA, 2019.
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consiste en considerar una aproximacién cuadratica de la funcién objetivo (27) en la

iteracion x,, y esta dada por
1
hi(x) = f(zk) + V(zk)" (z — z1) + 5(33 — xp) Hy(z — ),

dada H;, se busca construir una matriz simétrica Hy; que aproxime a la inversa de
la Hessiana en xx1, que satisface la condicion de la secante.

El método general Cuasi-Newton consiste en
1 Dado x¢ € R", en cada paso k hacer lo siguiente.
1.1 Dado Hy, con dy tal que d, = —HV f(xg).

1.2 Definir xx+1 = @ + axdy, mediante direccion de descenso. Si V f(xgy1) = 0

parar. Si no, calcular una nueva matriz H,. ., y continuar el proceso.

La nueva iteracion x.1 €S

i (®) = f(@rga) + VI (@r) (@ — Tppa) + %(93 — zpp1) Hep1 (& — Tpqa).

Luego, se necesita que la nueva matriz cumpla con h;.1(x) y f(x) tal que

tengan gradientes coincidentes en x;, y 41, €s decir
Vhjii(x) =V f(@rt1) + Hi1 (€ — Tiey),

y se requiere que Vhy 1 (xr) = V f(xk) se verifique la condicidn de la secante;
es decir
Hy1 (2 — pya) = V(@r) — VI (Trt).

Se define s, = g1 + Tk Y yr = Vf(xrs1) — Vf(xg), la condicion secante se
escribe como

Hi 151 = yg.

66



Al multiplicar la condicién secante por s, y usando el Teorema del Valor Medio?’

se tiene que

sy Hyris, = s (Vf(@rga) — V(@r)) = 53 V2 f (&) 55,

para un & punto intermedio entre x; y xxy1. Asi, la matriz H,; que cumple
con la condicién secante se tiene la misma curvatura de V2f(&) en un punto
intermedio a lo largo del segmento que une x4 con x; y ademas la matriz

dada cumple la condicién Hy ~ (V2f(x)) .

Note que la desigualdad 0 < s} By,1s,. = siy, es conocida como la condicién de
curvatura.

Existe una condicién dual de la secante que consiste en dada una matriz H,, que-
remos construir una matriz simétrica H,,; que aproxime a la inversa de la matriz

(V2f(xry1))"t, que satisfaga la condicién secante

Hi1ye = s

La alternativa a resolver dicho problema es dada una matriz B, se busca cons-
truir un matriz simétrica B, ; que aproxime la matriz V2 f(xs1), que satisfaga la
condicién dual secante

Biy15r = Y,

una vez aproximada la matriz se construye la inversa utilizando férmulas de inver-
sion, asi se tienen dos opciones; es decir, se construye la matriz aproximando a la
inversa de la Hessiana o se aproxima a la matriz Hessiana y por medio de formu-

las de inversion se obtiene la inversa de la matiz Hessiana dichas condiciones se

21 Luis Enrique Ruiz Hernandez. «Teorema del Valor Medio para Derivadas en RN en Puntos Con-
dicionados». En: (1990).
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conocen como duales o complementarias de la secante.

Para encontrar una matriz que cumpla la condicién secante hay que resolver un
sistema de n ecuaciones con n(n + 1)/2 incégnitas (las entradas de la matriz H que
es simétrica). Luego, hay infinitas matrices que cumplen dicha condicion.

Note que si H;, = I se obtiene el método de Maximo descenso, si H, = V?f(xy) se
obtiene el método de Newton. Asi que con una matriz H, razonable, se obtiene un

método intermedio entre el método del Maximo descenso y el método de Newton.

3.4. Método de Actualizaciones de rango uno 6 SR1

Dada la matriz By, para actualizar By, de rango uno, se encuentra un vector no nulo

z € R" tal que
Bii1 = B+ pzzT, endonde zz” es el producto externo.

Obteniendo una matriz simétrica de rango 1, debido a que cada columna es multiplo
de z y la constante p se puede considerar como un factor de normalizacién para
obtener la condicién dual secante y ademas, se reduce a resolver un sistema de n

ecuaciones con n + 1 incognitas.

Teorema 3.9. Toda matriz simétrica A € R"*" es diagonalizable y se tiene que
A=UNU" = Mugul + -+ Nupul,

donde N = diag(\;) matriz diagonal con los valores propios reales, U = [uy|us]| - - - |uy)

matriz ortogonal con los vectores propios ortonormales ulu; = 6;;, ver?2.

22 Alejandra C Zaia. «Algebra: Trabajo Practico. Unidad Tematica N° 4: Diagonalizacion de matri-

ces». En: (2018).
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Asi, es razonable actualizar en cada iteracion la aproximacion de la matriz Hessiana
con una matriz de rango uno.

El problema de encontrar p € Ry z € R", que satisface

(By + pz2T)(@p1 — x) = Vf(@ry1) — VI (xw)
(Bk + pZZT)Sk = Yk

pzz"s, = yp — Bisy, (38)

multiplicando (38) por s7 y (pzzTs;)T,(yx — Bisi)” se tienen las siguientes expresio-

nes

p(z"sk)? = si(yr — Bisi) (39)

p?(2Tsk)’22T = (yx — Brsi)(yx — Brse)?, (40)

asi, reemplazando (39) en (40) se tiene que

2T — (yr — Brsi)(yk — Brsk)" _ (yk — Brs) (i — Brsw)”
p(zTsp)? sk (yx — Brs) ’

y sabemos que B, = By, + pzzT se tiene que

(yk - Bké’k)(yk - Bksk)T

st (yx — Bis) 41

Byy1 = By +

A partir de esta expresidn se puede obtener la actualizacion de H, utilizando la
relacion de dualidad o complementariedad de la secante.

Se intercambia el B, con Hy, y y, con s, se obtiene la expresion

(sk — Hiye)(sr — Heyr)*

Hyoy = Hy +
wH g yF (s — Hyyr)
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Algoritmo 3.4.1. (Algoritmo Cuasi-Newton con actualizacién de rango 1)

1.

7.

8.

Hacer k = 0 y escoger ¢ € R", Hy = HI € R™".

Descenso. Para k > 0 hacer

o = arg f(wk + Ozdk)

- L1 — T + Oékdk.

Yrt1 = V(@)
Actualizacion. Si ||y...|| < Tol ||yo|| parar y salir con x, = xyy1. Sino, conti-

nuar.

Azy, = opdy, Ay, = Vf(wk-',-l) - Vf(wk)-

Hy = Hy +
w (Ayp)T (Azy, — HAyy)

Hacerk =k + 1 y volver a (2).

El siguiente teorema nos garantiza una forma de invertir la matriz Hessiana.

Teorema 3.10. (Inversion de Sherman-Morrison) Si A es una matriz no singular y

1+ qTA'p #£0, con p, q vectores no nulos, entonces

(A'p)(g"ATh) (43)

A+pg") '=A"-

Si se aplica la expresidn (43) para invertir la matriz (41). Se toma

A= bk7A_1 - Hk?

matrices simétricas, haciendo g = pp, se tiene que

H H,.p)T
Hk+1:Hk—PMa con p = — )yp:yk_BkSk-

1+ ppTHyp st (yx — Brsg
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Nota 3.11. Es un poco ineficiente la inversion de Sherman-Morrison, ya que al ac-
tualizar Hy,, se necesita conocer Hy y By, asi se tendria que estar actualizando las

dos expresiones. En la practica se usa la expresion (42).

3.5. Método de Actualizaciones de rango dos 6 DFP (Davidon-Fletcher-Powell)

En este método se incorpora la condicion de positividad en la actualizacion (3.4.1)
de la matriz H;,,, ademas de la condicion secante. Conocidos los vectores y, sk
y la matriz simétrica Hy, se deben encontrar escalares py, p» y vectores z;, zo € R”
tales que

Hy. = Hp + plzlzrf + p222z§, (44)
satisfacen las dos condiciones
" Hipp 1Yk = Sk
» yi' Hyyk > 0, es decir yi sg, > 0.

Note que ahora se tienen 2n condiciones, lo cual se puede usar una actualizacién
de rango dos.

Sustituyendo en H, . y desarrollando, se tiene que

(p1z12] + p2zazy )Yk = Sk — Hyyk (45)

Y Hiyk + p1(yg 21)° + p2(yp 22)° = yg si > 0. (46)

En (46) se hace el producto exterior consigo mismo en cada lado, es decir

(prz12] + p2zaza)ye)(p1z127 + p2z2zd )yx) = (Sk — Hyye)(Sk — Hrys),
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asi, se tiene que

P1(yr z1)*z12] + prp2(yp 21) (YL z2) 2125 + p1p2(YE 22) (g 21)z22] + p5(Y3 22) 2225

= sis;, — se(Hrye) — (Hiyw)sy, + (Heyw)(Heye)"

Note que la anterior expresion tiene cierta simetria, asi haciendo sus debidas co-

rrespondencias se tiene que

pi(yp 21)°z12{ = sisy,
p1p2(yp z1) Yy 22) 2125 = —si(Hiye)"
p1p2(Yy 22)(Yy 21)222] = —(Hyyr)sy

Po(Yy 22)222; = (Hyye)(Hiye)',

tomando z; = sk Y z2 = Hpyg, entonces se debe satisfacer

P(yesk)’ = 1
p1p2(yy, si) (Y, i) = —1
Plpz(ngkyk)(ygSk) = —1

ps(yr Hiy)? = 1.

En las anteriores expresiones y teniendo en cuenta la condicién de positividad (46)

se tiene que

1 1
e St Yk ype= v Hyyr

En (44) se tiene la expresion

T H H T
Hyyy = Hi + S5 Ay (o) : (47)

St Yk Y Hiyr
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Algoritmo 3.5.1. (Algoritmo Cuasi-Newton DFP)

1. Hacer k = 0y escoger zo € R", Hy = Hl € R™*".

Descenso. Para k > 0 hacer
2. dy = —HVf(xy).
3. ap =arg f(xx + ady).
4. Tpi1 =z + apdi.

S. g1 = V[(Trt1)-

Actualizacion. Si ||g..1|| < Tol ||go|| parar y salir con x, = xgy1. Sino, conti-

nuar.

6. Awk = Ozkdk, Ayk = Vf(mk+1) — Vf(a:k)

T o = Het 08 Ay~ (AT (b

8. Hacer k =k + 1y volver a (2).

Proposicion 3.12. Si s, 'y, > 0 para todo k € 7Z,, entonces el método (47) preserva

matrices definidas positivas Hj,.

Demostracion. Note que para el paso base k£ = 0 se cumple z"Hyz > 0, supon-
gamos que se cumple para £ > 1, como H, es simétrica por la factorizacién de

Cholesky se tiene que H;, = LL' y sea z € R" no nulo, entonces

z" (Hk + il - HkykykTHk) z = ala— (a™0)("a) | (2"sk)(sk’ 2)
Skl yk Y Hyyr b1y Skl Yg
T |12
2 2 |27 sl]
= |lal|?(1 — cos“(0)) + ————
ol (1 = cos?(6)) + =%
T |2
2 9 |27 sl]
= |la||"sen*(0) + ——— > 0,
ol Psen(6) + 127
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donde a = LTz y b = LTy, asi por induccién es facil ver que las nuevas aproxima-

ciones son simétricas positivas definidas y satisfacen la condicidén secante. O

3.6. Método de actualizaciéon de rango dos o BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-

Shanno)

El método de actualizacién de rango dos DFP (3.5) es efectivo, pero fue supera-
do por otro método llamado BFGS. En 1970, los investigadores Broyden, Fletcher,
Goldfarb y Shano?® sugirieron una expresion de actualizacién de grado dos.

Usando la expresidén dual o complementaria en (47) se tiene que

I Bisk(Brsk)T
BDPFP _ YeY  DkSk(DiSk ' 48
k+1 kTt y;‘:Sk 51T By sy, (48)

Aplicando la formula de Sherman-Morrison-Woodbury (3.15) se tiene que

HERSS _ (5prey

-1
yky;f Bksk(BkSk:>T

B + T T
Y Sk Sk Bisk

B B T TN —1
_ (Bk_ kSk( kSk) +ykyk)

skT Bysy, Yy Sk
S o\ \
0 Yr' sk Yk
1y
tomando u = (Bysi, yi), C = sk Brsk 1 yv = (sx" Bl 4,77, se tiene

0

yk:TSk:

23 Luz Marina Rondén Poveda. «Comparacion de la eficiencia del método de optimizacion BFGS
en C, OX y R para un modelo de regresién no lineal.» En: Comunicaciones en Estadistica 2.2
(2009), pags. 175-188.
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que

HPRGS = Bi'— Bi'u (C™' + B 'u) " wB;!

-1

T T
_ _ Sk™ Yk Sk
- Bk - (Sk Bk lyk) T T T n—1 T n—1
Yr Sk Yk Sk + Yr B. Yk Y B,

T

Yi' S + ykTBklyk:) Sk’ Yk
Sk

_ _ - ( s T Tg sl Tg
B = (si Bylyk) kyngc;/k k k' YkYk Sk -
k—kT 0 Y By

ST Yryr! sk

_ p-1_ <_ SkYr! Sk + B,;lyk n B,;lyk S ) sk’
F Sk’ Yk stlyr  SkT Yk ykTBk_l

_ _ _ T
_ p! Sk + Bk 1yk Bk 1yk T ((Bk 1yk)3kT)
v T\ 7, ) Sk~ T Sk — T
Sk” Yk Sk” Yk Sk” Yk

_ _ T
ykTBk_lyk) sesk” (B lye)sk” + (B 'ye)se”)

= B! 1 —
g +< - SkT Yk

Sk:Tyk SkTyk

La inversa de By, es denotada por B, ' = H, se tiene que

T
yk:THkyk) swse’  (Hiye)se” + ((Hyyw)si")

HBFG’S — BDFP -1 — H 4 (1_|_
P ( Pt ) g SkTyk SkTyk SkTyk

= (I —psrys’ )Hx(I — pyrsk”) + psisi’ donde p = (49)

ykTSk:

Note que (48) y (49) son inversas entre si; es decir By, 1H.1 = [. Ademas By, 18y =

75



yi €s la condicion de la secante

Biy1Hisr = B (I — prsiyr”) Hi (I — peyrese” ) + pesse’)

= (Bis1 — oeye¥n’ ) Hi (I — peyrse’) + prynse’

Bispsi' B
By — —Ckok k) Hi (I = prywse’) + peyrsi”

( SkTBkSk

Bysks
LN ) (I — pryrse ") + pryesi”

Sk BiSk
T T T
v DBrsSksk Bisksk” YrSk

T
k + prYeSke = 1.
Sk,TBkSk SkTBkSk,

= I — prYrSk

T T T T
BkSkSk Yis T 1 BkSkSk (yksk ) . BkSkSk
7 _ Jkok — - .

Yl Sk 8iT BySg 8iT Bysg,

Algoritmo 3.6.1. (Algoritmo Cuasi-Newton BFGS)
1. Hacer k = 0 y escoger o € R", Hy = Hl € R™™.
Descenso. Para k > 0 hacer
2. dy, = —H,V[(xp).
3. ap=arg f(xx+ ady).
4. g1 = Tp + g dy.

5. gr1 =V f(Trt1)-

Actualizacion. Si ||g..1|| < Tol ||go|| parar y salir con x, = xyy1. Sino, conti-

nuatr.
6. Aar;k = Oékdk, Ayk = Vf(mk+1) — Vf(a:k)
7. Hyp1 = (I — pseye”) Hi (I — pyrsi”) + psesi”.
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8. Hacerk =k + 1 y volver a (2).
El siguiente Teorema y Lema garantizan que el método BFGS estéa bien definido.

Teorema 3.13. Sea A € L(R"*™) conjunto de matrices simétricas no singulares, y el
conjuntoyy, = Asy para0 < k < mdondek € {sg,s1,...,5m} € Span(A) ={s € R":
s=> " sz, €ONxy,x1...,x, € R}. Sea Hy simétrica y para cadak =0,1,....m

genera las matrices

(sk — Hyyw)(sk — Hyyw)”
(st — Heyw) T ys

Hyw = Hy + , con (s — Hyye) yr # 0, (50)

entonces H,,,, = A™!, ver?*.
Note que la expresion (50) es la actualizacion del método SR1 (42).

Lema 3.14. Sea B € L(R™™) el conjunto de matrices simétricas no singulares y

seac,s,y € R" conc’'s # 0. Si la sucesion {Cy} definida por

— Cy8)c?
Coks1 = O2k+%
Cor1CL,
CQk-JrZ = %, parak =0,1,...

con Cy = B, entonces la sucesion {C}} converge a

_ T _ T _ Te npl
B=B+ (y — Bs)c’ +c(y—Bs)" (y—Bs)'scc | (51)
cls (CTS)2

ver 24,

Note que la expresion (51) satisface la condicion secante. Si B es simétrica implica

24 John E Dennis Jr y Jorge J Moré. «Quasi-Newton methods, motivation and theory». En: SIAM
review 19.1 (1977), pags. 46-89.
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que B es simétrica y ademas se tiene que la expresion (51), si ¢ = yx

Hisk)ys” + — Hysg)" — Hps,)''s T
Hyyn = Hip+ (Y Hisk)Ye” + Yn(Ye kSk) (Y kSk)" Sk YkYk

ykTSk (ykTSk)2

(s (o s | Uk
B Yrl sk " _ykTS LT P
k Yk~ Sk

Se obtiene el método BFGS (49). El siguiente Teorema garantiza la invertibilidad de

matrices no singulares para deducir el método BFGS.

Teorema 3.15. (Shermann-Morrison-Woodbury)
Si A, U,C,V son matrices de tamanos n x n, k x k,n X k, k x n respectivamente con

Ay C no singulares, entonces
(A+UCV) ' =At— A lU(Cct+vAU)tvA~L
Demostracion. Sea M = A+ UCV, entonces se tiene que

MM = (A+UCV)(A' = AT'U(CT + VAU 'vAT!

= [-U(C + VAU VAT OV AT
—~UCVAT'U(CT + VAU 'vAT!

= (J+ucvA™) — (Ut +vATlu)TtvaT
FUCVATIU(CT + VAU VAT

= (I+UCVA™) — (U+UCVA™)CT +VAT'U) VAT

= I+ UCVA' —UCIC + VA WU)C ' + VAU 'V AT

= I+UCVA™ —UCIVA™ =1

[
Note que la actualizacién del método BFGS preserva la propiedad de ser positiva

78



definida. Sea z € R™ no nulo tal que

1

SkTyk

ZT<Bk+1>71Z =l - pskykT>Hk([ - pykSkT) + pSkSkT donde p =

H,., es definida positiva en (49), siempre que H, sea definida positiva. Para cada

vector no nulo z € R”, se tiene que
2P Hpp1z = wh Hyw + pr(27sg)? > 0,

donde w = z — pryr(sk’z). Note que si s’z = 0, entonces w = z # 0 por lo
tanto H,, es definida positiva, y si ademas se cumple que s, y;, > 0, entonces las
nuevas aproximaciones son simétricas positivo definidas y satisfacen la condicién

secante.

Ejemplo 3.5. En el siguiente ejemplo se implementa el método BFGS, se considera
la funcién (25) del ejemplo (3.2). Tomando como punto inicial x, = (—0.5,0.5), la
longitud de paso «; usando busqueda lineal inexacta (2.2), se tienen los resultados,
ver Tabla 5.
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k T ar | [Vl | flaw)

1 | (-0.500, 0.500) | 0.004 | 68.622 | 8.50000
(-0.684, 0.3057) | 0.062 | 57.841 |5.47878
(-0.394,-0.017) | 1.000 | 45.548 | 4.89834
(-0.497,0.280) | 1.000 | 27.536 | 2.34988
(-0.455,0.207) | 1.000 | 2.943 |2.11815
(-0.372,0.108) | 1.000 | 9.568 | 1.97757
(-0.329,0.077) | 1.000 | 9.157 | 1.86186

N | o | o~

30 | (0.999,0.999) | 1.000 0.060 0.00000
31| (1.000, 1.000) | 1.000 0.019 0.00000
32 | (1.000,1.000) | 1.000 0.000 0.00000

Tabla 5. Implementacién del Método BFGS con busqueda de linea inexacta de la
funcién (25) del ejemplo (3.2). Hecho por el autor.

Los resultados del algoritmo del Método BFGS implementado en (MATLAB) en la
tabla 5 tienen una tolerancia (tol = 10-°), donde su criterio de parada se define por
IV f(xx)|| < tol ||V f(xo)]|, la norma vectorial es (2) y « en cada iteracion cumple
con la condicién (2.2) y ademas, el minimo se alcanza en la iteracién x3, = (1,1).

El siguiente Teorema garantiza la convergencia del método BFGS-SR1-DFP bajo

ciertas hipotesis vistas en la convergencia del método iterativo de Newton.

Teorema 3.16. Sea D C R" un conjunto abierto convexo, R : D — R™ una funcion
de clase C?, f definida en (53) y {H,} una sucesion de actualizaciones secantes
(SR1-DFP-BFGS) de V*f. Si se cumplen las condiciones (h1), (h2) y (h3) del Teore-

ma (3.6). Entonces existen e, 6 > 0 tales que si ||xo — x.|| < € ¥ |||Ho — V2f(z,)]|| <
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0, la sucesion generada por
Trp1 =z — (Hp) "'V (),

esta bien definida y converge q-superlinealmente (14) a x,., ver °.

Note que la norma matricial del Teorema (3.16) es la norma de Frobenius (6) y la

norma vectorial es (2).

Nota 3.17. El Teorema (3.16) es valido para la familia de las actualizaciones Broyden

convexa; es decir que H,, sea simétrica y que s; "y, > 0 en cada actualizacion.

Para finalizar esta seccion, se presentan dos Teoremas de los cuales, el primero
garantiza condiciones suficientes para controlar el error de las aproximaciones de
la matriz Hessiana en los métodos Cuasi Newton y el segundo garantiza la conver-
gencia de la sucesion xy 1 = zp — (H;) 'V f(xy); es decir que los Teoremas nos
garantizan que, si la sucesion de matrices H; no converge V2 f(x,), y si la perturba-
cidn del error esta lo suficientemente controlada, entonces la sucesién x; converge

a Ty.

Teorema 3.18. Sea D C R un conjunto abierto y convexo, xq, x1 € D cOn xqg # x,.
Sea f : R" — R, V?f(x) € Lip,(D) y {H,} definida por alguna actualizacién (SR1-
DFP-BFGS) secante de la clase convexa a la matriz Hessiana. Entonces se tiene
que

| Hirr = V2 f(@rra) || < ||| Hx = V2 f ()] + %me — @],

donde la norma matricial es la norma de Frobenius que es inducida por la norma
vectorial euclidea. Ademas, si x, € D, es la solucién del problema, y V*f(x) satis-

face la condicion Lipschitz débil, se tiene que

N
1Hepr = V2 @Olll < (1 = V2 @)ll]l + 5 (1oxa = @l + [l = 24l)
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ver1°.

El siguiente Teorema con ciertas hipétesis garantiza que al utilizar los métodos Cua-

si Newton se pueden resolver problemas de Minimos Cuadrados No Lineales.

Teorema 3.19. Sea D C R™ un conjunto abierto y convexo, R : D — R™ una funcion
de clase C?, f(x) = %R(az)TR(m) y {Hy} una sucesion de actualizaciones secantes
de V2 f(x). Supongamos que se cumplen las condiciones (h1), (h2) y (h3) del Teore-
ma (3.6). Entonces, existen e, § > 0 tales que si||xo—x.|| < ¢ y|||Ho—V*f(z,)|| < 6,
la sucesion generada por xy 1 = i — (Hy) 'V f(xy) estd bien definida y conver-
ge g-superlinealmente a x,. Si en lugar de (h2), V?f(x) cumple la condicién de

Lipschitz debil, {x,} esta bien definida y converge al menos q-linealmente a x,., ver

15

Note que los teoremas (3.18) y (3.19) son usados en el problema de Minimos Cua-

drados No Lineales (4) usando los métodos Cuasi-Newton.
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4. Problema de Minimos Cuadrados No Lineales (MCNL)

Dada una funcién R no lineal, R € C? definida por

R: R* —R™ m>n, (52)
_rl(w)_
x — R(x)= ra(®)
o)

El problema de Minimos Cuadrados No Lineales (MCNL) consiste en resolver el

siguiente problema de minimizacion sin restricciones

minimizar f(x) = $R(x)" R(x). (53)
xcR"
Note que
1 1 &
f(@) = gR@)TR@) = 5 > rle)’ = 5| R}

=1

En algunas ocasiones, el sistema de ecuaciones no lineales

ri(x) =0, parai=1,...,m,

es sobredeterminado y por lo general, no tiene solucién. Para solucionar este pro-

blema se busca un vector « tal que

ri(x) =0, parai=1,...,m,
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note que el vector gradiente de f(x) esta definido por

0 or Ory |
rl(m)a—j; + 7‘2(93)8—3; + ...+ Tn(w)a_xl
87“1 aTQ 6rn
i), - [F2] - | "o T "o,
j : .
o 0 ory,
n@at + on@st o+ (@)
[ 67“1 87"2 87'3 o % ] -rl (g;)-
Jdr; Oxp Ox 0y
ory  Ory  Ory o % ()
= Ory Oxy Oxy Oy r3(z)
8’["1 87”2 8T3 o ar’nn
| axn axn a,flj'n axn | _rn(m)_
T or;
— ri(x)—(x)conj=1,...,n (54)
z’z—l: 3:10]-

donde J(x)T € R**™ es la matriz Jacobiana de R en = € R" dada por

-Vrl(w)T-
. \V T
J(x) = [8@] = ra(@) coni=1,....,nyj=1,...,m,
a.ﬁlﬁ'i .
Vr,(x)"
asi, se tiene que
Vi(z) = J(x)" R(z), (55)

y, la Hessiana esta definida por
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[ Pf(x) Pf(x) Pflx)  Pf(=x) ]
0r10x1 O0x10xy 0x1073 0x10x,
(@) i) Pfw) Pf@) Pl
v2f(g;> = [axzal‘j] = 8:102‘8% 8:102-8202 8x2‘8x3 - 8!L‘285En
Pf(x) f(x) Pf(x)  Pf(z)
| 0z,,0r; O0x,0xs 0x,0%3 0x, 0%, |
= J(x)'J(x) + S(x),
donde
Pflx) = Orp(x) Orp(x) & 0?ry(x)
axzﬁxj n kz; (9961 8xj +;rk(w> (%czax]
. e 82rk(a:)
S(x) = 2 ri(x) Dz,
Por lo tanto se tiene que
Vif(x) = J(x)' J(x)+ ijr (w)82rk(w) paratodoi,j =1 n (56)
- £ k axlax] 7] =Ly

Note que la matriz J(x) tiene solamente informacion de primer orden, es decir; las
primeras derivadas parciales y S(x) tiene informacién de segundo orden (es una
combinacion lineal de matrices Hessianas). La estructura de la matriz Hessiana de
la funcién f se utiliza en los métodos mas usados para resolver el problema de mini-
mizacién (53). Es importante mencionar que la informacién de primer orden es facil
de calcular numéricamente, mientras que las de segundo orden son numéricamente
dificiles de calcular, ya que involucra el célculo de n Hessianos, lo que implica un

alto costo computacional.
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Si se considera la funcion R como lineal; es decir R(x) = Az + b, donde A €
R™ ™y b € R", entonces el problema (53) se convierte en un problema de minimos

cuadrados lineales, lo que es equivalente a resolver el problema

minimizar h(x) = %||Aa: + b||%. (57)

x € R"”

Como la funcién h es diferenciable en R, entonces para cualquier minimizador el
gradiente Vh(x) es nulo (condiciones necesarias de primer orden) (1.34), y como
1 1 . - :

h(z) = §:cTATAa: + b' Az + §bTb es una funcion cuadréatica y su gradiente es

Vh(z) = AT Az + ATb se resuelve el sistema de ecuaciones lineales
Vh(x) = 0.
Si A es una matriz de rango completo y
AT Az = —A"b,

usando el método de Newton (3.2) se resuelve el sistema de ecuaciones lineales

(58) en una iteracién (3.7) y, ademas, la solucion teérica es
x=—(ATA)1ATb. (58)

Note que la matriz AT A es simétrica y sera definida positiva, si A es de rango com-
pleto; es decir si la matriz A € R™*™ y n < m, entonces tiene n columnas o filas

linealmente independientes.

Nota 4.1. La calidad de la solucion de (58) dependera del método utilizado para

resolver el sistema de ecuaciones lineales, usualmente se utilizan dos métodos para
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solucionarlos

= Método de Choleski. Se factoriza AT A = LLT, donde L es una matriz triangu-
lar inferior invertible. Se resuelve LL"x = y en dos pasos: Lz = y, y después

LT = z.

= Meétodo QR. Consiste en la factorizacion A = QR, con () matriz ortogonal y R

triangular superior. Se resuelve Rx = QTy.

Para mas detalle de los métodos para solucionar sistemas de ecuaciones lineales

de forma computacional, ver.

4.1. Métodos Cuasi-Newton estructurados

Para aprovechar la estructura de la ecuacion (56), se han creado unos métodos
Cuasi Newton que Unicamente aproximan la matriz S(x), creando aproximaciones
de la matriz Hessiana de buena calidad, lo cual numéricamente tienen un compor-
tamiento muy deseado, a continuacidén se presentan dos algoritmos que describen

esta estrategia.

4.1.1. Método Gauss-Newton

La idea principal del método de Gauss-Newton es aproximar el problema de Minimos
Cuadrados No Lineales (MCNL) a un problema de Minimos Cuadrados Lineales
(MCL) alrededor de la iteracién actual. Sea h;, la aproximacién lineal de la funcién

R(x) alrededor de x; dada por

R(x) = hi(x) = R(xg) + J (k) (T — 24).

25 Pablo Castafieda. «Matematica Computacional». En: ().
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Donde hy : R — R™ con m > n, y resolver el problema h(x) ~ 0 como el problema

de Minimos Cuadrados Lineales (MCL)

minimizar %HR(mk) + TR (@ — @) (59)

x e R"

El cual es equivalente a (57). Si la matriz J(x) es de rango completo la solucion
esta dada por (58), luego la solucién al problema de minimos cuadrados lineales
es —(J(xg)T J(xs)) ' J(xx) = x siempre y cuando la matriz J(x,) sea de rango
completo. Usando el método de Newton (3.2) la nueva aproximacion a la solucién

esta dado por

J(in)TJ(wk)SGN = —J(azk)R(mk),

Tr+1 — T + SgN-

Note que sy se conoce como el paso de Gauss-Newton. Sin embargo puede ser
mas practico resolver el problema (59) por los métodos mencionados en (4.1).

Dado que la matriz J(x;) es de rango completo, se tiene que J(xx)” J(xx) €s no
singular y el paso de Gauss-Newton s¢y esta bien definido, entonces J(x)” J ()

es definida positiva; es decir que

Vi@r)sen = (J(@r) Rlzr)" (=(J ()" ()~ (I (k)" Rlzk))
= —(R(zx)" ()" (J(2x)" T (@) (I (k)" Rlzx)) <0,

asi, Vf(xzr)seny < 0 es una direccién de descenso (3.1) concluyendo que el método
de Gauss-Newton esta bien definido.

Nota 4.2. E/ método de Newton aproxima a S(x), la segunda parte de la matriz
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Hessiana de f por cero, es decir si todos los r(x) — 0, se tiene que V?f(x) ~

J(x)TJ(x), lo cual se obtiene el método de Gauss-Newton.
Algoritmo 4.1.1. (Algoritmo de Gauss-Newton)

1. Inicializacion. Escoger un valor xo € Q0 C R" parak = 0,1, ... hasta conver-

gencia hacer lo siguiente:

2. Direccion.

Calcular dy, solucion del sistema lineal Ad = b, donde A = J(x)"J(xk) ¥y
b=—J(xx)" R(zk).

3. Descenso. Evaluar 11 = xy, + dy.
4. Actualizacion. Hacer k = k + 1 y volver a (2).

Nota 4.3. Se puede agregar busqueda lineal en el paso (3) como oy, = arg min f(xs+

ady), y actualizar en la forma .1 = xy + aidy.

El siguiente teorema, permite hacer un analisis de convergencia del método de

Gauss-Newton segun la linealidad y diferentes magnitudes de la funcién residuo.

Teorema 4.4. Sean D C R" abierto y convexo, la funcion R : R* — R™ y f(x) =
1

ER(m)TR(a:) de clase C*. Supongamos que J(x) € Lip,(D) con|||J(x) ||| < «a para
todo x € D, existen x, € D y \,o > 0, tales que J(x,)" R(x,) = 0, donde \ es el

valor propio mas pequerio de J(x, )" J(x,) tal que
[(J(z) = J(22))" R(zs)||| < 0|z — ],

: : A .
para todo x € D. Si o < \, entonces para cualquier c € (1, ;) , existe ¢ > 0 tal que

para todo xo € B(x,;¢) la sucesion generada por el método de Gauss-Newton

Tpp1 = o — (J(2e)" J(2k)) " (@) R(2k),
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esta bien definida, converge a x, y satisface las desigualdades

AN
8
=

8
*

+
8
=

|

8
*
s

Trp1 — x|| < b\

IN

[|Zhr1 — ] o Tk = @l < lon — 2],

ver 12,

Proposicion 4.5. Si se satisface las condiciones del teorema (4.4) y si R(x,) = 0,
entonces existe ¢ > 0 tal que para todo xo € B(x,;¢), la sucesion {x,} generada
por el método de Gauss-newton esta bien definida y converge q-cuadraticamente a

T,.

Note que la expresién (60) quiere decir que la convergencia es g-cuadratica y ade-
mas, la norma la norma vectorial es || - ||> y la norma de Frobenius (matricial) es la

norma inducida por la norma vectorial.

4.1.2. Método Levenberg-Marquardt

Note que las matriz J(x;) en (60) es de rango completo, lo que implica J(z)” J(x4)
es simétrica definida positiva y ademas, que (J(xz)" J(xr)) ! existe. Pudiera ocu-
rrir que el descenso sea muy pequeno cuando el menor valor propio de la matriz
J(xy)" J(xx) sea muy cercano a cero. En estos casos se introduce el método de

Levenberg-Marquadt para obtener dy, resolviendo el sistema lineal
(J (k)" J(g) + pud)dy, = —J ()" R(zy), con . > 0 e I es la matriz identidad,
y por lo tanto

Tpr1 = T — (J(xr) T (2r) + pl) 7 T (x20) " R(2y,).
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Note que los valores propios de J(xy)" J(x) + ul son Ay + p, ..., A + p, Si se toma
wtal que A\ + ..., A\, + p > 0, esta perturbacion en la matriz garantiza que la

aproximacion de la Hessiana sea definida positiva.

Nota 4.6.

= Cuando i, — 07, el método (4.1.2) se acerca al método de Gauss-Newton.

» Cuando u, — oo, el método (4.1.2) se acerca al método de Maximo Descenso,

yaqueV f(zy) = J(xx)" R(xk).
Algoritmo 4.1.2. (Algoritmo de Levenberg-Marquarat)

1. Inicializacion. Escoger un valor xo € Q0 C R" parak = 0,1, ... hasta conver-

gencia hacer lo siguiente:

2. Direccion.

Calcular dy, solucién del sistema lineal Ad = b, donde A = J(xx)" J(xx) + prl
y b= —J(mk)TR(iL'k)

3. Descenso. Evaluar xy11 = xy, + dy.
4. Actualizacion. Hacer k = k + 1 y volver a (2).

El siguiente Teorema garantiza la convergencia del método de Levenberg-Marquardt

bajo ciertas hipodtesis.

Teorema 4.7. Si se satisface las condiciones del Teorema (4.4) y sea la sucesion
{zx} de numeros reales no negativos acotada porb > 0. Si ¢ < A, entonces para
. A+b , g
algun c € (1, %) real, existe ¢ > 0 tal que para todo xo € B(x.;e€) la sucesion
o

generada por el método de Levenberg-Marquardt

Tpp1 = o — (J(2e)" J (@) + ) I (21)" R(),
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esta bien definido y se tiene que

c(o +b)
A+b

cary

20\ + b)

|Zra — 2| < |2 — @[ + [l — 2%,

c(o+b)+(A+0)
2(\ +b)

[|Zhta — 2| < |2k — 24| <[ — 2]].

Si R(x,) = 0y e = O(||J(zx)T R(xy)||), entonces la sucesion {z,} converge g-
cuadraticamente (14) a =, ver'®.

Note que la norma usada en el Teorema (4.7) es la norma || - ||2.

4.2. Método secante estructurado

Los métodos secantes (SR1-DFP-BFGS) descritos en el Capitulo 3, aproximan toda
la matriz Hessiana sin aprovechar la estructura de (56); es decir, no se aprovechan
los célculos realizados del Jacobiano. Considerando la estructura dada por (56) del
problema de minimizacién (53) se han disefiado métodos que se les conoce como
estructurados y aprovechan dicha estructura. A continuacién trataremos el método
secante estructurado BFGS creado por Héctor Jairo Martinez en su tesis doctoral
26 Resaltamos de antemano los resultados computacionales que se lograron con

esta alternativa.

4.2.1. Método secante estructurado BFGS (Broyden-Fletcher-Golfarb-Shano)
Supongamos que la matriz hessiana de un problema de minimizaciéon se puede

escribir de la forma

V2f(x) = C(xx) + S(xk), con C(xy) # 0.

26 JE Dennis, Héctor J Martinez y Richard A Tapia. «Convergence theory for the structured BFGS
secant method with an application to nonlinear least squares». En: Journal of Optimization Theory
and Applications 61 (1989), pags. 161-178.
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El método secante estructurado consiste en hacer una aproximacion de S(x;) con-
servando su estructura (simétrica y definida positiva). Definamos Hj, ~ V2 f(xs).

El proceso iterativo del método secante estructurado BFGS se enfoca principalmen-
te en calcular la matriz H,,; que sera utilizada en la siguiente iteracion, por supues-
to, este calculo es posterior al célculo de s, y x,.1. Y para esto se procede de la

siguiente forma:

Ak+1 = Ak + A(Skyyk#vAkavk)v

Hiw = Clxk) + Ak,

donde la correccién de actualizacion secante A = A(sg, yr™, Ax, vi,) esta definida

por
A = (yk# - Aksk)va + Uk('yk# - Aksk)T _ (yk# - Aksk)TSkUkva (60)
’UkTSk (’UkTSk)2
T T #.. T #T T, # T
Vi Sk SkUk Yr" V" + UrYy Sk” Yk UgVk

= (-7 Ap (= —= + T - Ta )2

Vi~ Sk Vi~ Sk Vi~ Sk ('Uk Sk)
Donde sg es la solucion del sistema Hysi, = —Vf(xg), Ax = S(xg), los vectores

Y =~ VQf(ka)Sk, yk# ~ S(xk)Sk.

. _— Ts 2
Escogiendo el vector v, € R™ de la siguiente forma: v, = yi + (%) Hy.sy,
Sk HkSk

en la correccion de actualizacion secante (60) se obtiene el método secante estruc-
turado BFGS. Note que Ax,1 y Hy1 cumple con la condicion secante con respecto

a la matriz que aproxime
A -yl H =
k+1Sk = Y, k+1Sk = Yk,

con respecto a los anteriores razonamientos se tiene el algoritmo
Algoritmo 4.2.1. (Algoritmo secante estructurado BFGS)

93



1. Inicializacion. Escoger un valor o € R" , Ay € R"*" ~ S(x,) parak =0,1,...

hasta convergencia hacer lo siguiente:

2. Direccion.

Resolver el sistema lineal Hysy, = —V f(xy), donde Hy, = C(xy) + Ay.

3. Descenso. Evaluar xy 11 = xy, + Sk.

Calcular: y,* ~ S(xy)sk Y yr = V2f(xk)sk.
1
T B
Y~ Sk
- Y Sk ) g
Vi =Yg + (SkTHk:Sk) &Sk
(ye™ — Apsi)ve” +vk(ye® — Aksi)?  (ye™ — Arsk)” spogvr”

A = -
’Uk,TSk (’Uk,TSk)z

A=A+ A
Hy1 = C(@py1) + Arr
4. Actualizacion. Hacer k = k + 1 y volver a (3).
En la siguiente parte, se analizara el método secante estructurado para el problema

de Minimos Cuadrados No Lineales.

4.2.2. Método secante estructurado BFGS y el Problema de Minimos Cuadra-
dos No Lineales

Para el problema de Minimos Cuadrados No Lineales (53) se tiene que

Vi) = J(=) R(x)
Vif(x) = C(z)+ S(x).

Endonde C(z) = J(z) ' J(x) y S(x) = >, ri(z)V*r;(z) con C(x) # 0. El siguiente
algoritmo se enfoca en minimizar el problema (MCNL) aprovechando la estructura

del problema.

94



Algoritmo 4.2.2. (Algoritmo secante estructurado BFGS)
1. Inicializacion. Escoger un valor oy € R", Ay € R"™*"™ ~ S(x,) parak = 0,1, ...
hasta convergencia hacer lo siguiente:

Resolver el sistema lineal Hysy, = —J(x)" R(xy), donde Hy = C(xy) + Ag.

2. Descenso. Evaluar xy+1 = xx + sk.

Calcular:
Y = (J(@rg1) — J(xx))" R(Trs1)

yr = y* + J(®py1)T T (Thy1)sk
1
T 2
Yk~ Sk
— Ik %k )\ g
Uk = Ykt (SkTHk5k> kSk

(yk# - Aksk:)'va + ’Uk:(yk:# - Aksk)T B (yk:# - AkSk)TSkUk’UkT

A —
’UkTSk (’UkTSk)Q

Ak+1 - Ak + A
Hi1 = C(@py1) + Apa
3. Actualizacion. Hacer k = k + 1 y volver a (2).

Note que A, ~ S(xy) y A = A(sg, yi, Ay, vi) €s conocida como la correccion de
actualizacién secante.
El siguiente teorema nos da condiciones suficientes para garantizar la convergencia

g-superlineal del método secante estructurado BFGS.

Teorema 4.8. Sea D C R"™ un conjunto abierto y convexo, R : D — R™ sea f

definida en (53) una funcién de clase C?. Supongamos que
1. Existe un x, tal que V f(x,).
2. Exister > 0 tal que V*f(x) € Lip,(B(z«; 7)) y C € Lip,C(D).
3. La matriz V*f(x,) es definida positiva.
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Sea s = x©, — x5. Considere los vectores y ~ V2f(x,)s y y* ~ S(x,)s, tales que

y —y? = C(v)s para algin v € seg(x1,x,) y y* satisface
|ly™ — S(x4)s|| < Koo (1, 22)|]s],

para algun Ky > 0, 0(x1, z9) = max{||x1 —x4||, ||x2 — x«||} conx1, x2 € D. Entonces
existen constantes positivas ¢, § tal que, para xq € R" y Ay € R™*" simétrica tal que
satisfacen ||xo—x,|| < e y||Ao—S(xy)|| < 9, la sucesion {x,} generada por el méto-
do secante estructurado BFGS para el problema (53) converge qg-superlinealmente

ax,, ver'®.
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5. Redes neuronales profundas y los mecanismos de aprendizaje

En este capitulo hablaremos de la implementacion matematica del algoritmo feed-
forward o propagacién hacia adelante de una red neuronal profunda. También se
introduce la implementacion matematica del algoritmo backpropagation o retropro-
pagacion, calculando las expresiones (65), (67) y (68) 2’. Después se presenta el
algoritmo de optimizaciéon maximo descenso 28, el cual se encarga de minimizar la
funcién objetivo mediante los errores de los datos reales y los valores predichos por
la red 2°. Finalmente se presenta una ilustracion (Ejemplo 5.1) de una red neuronal

profunda, realizando el proceso de aprendizaje.

5.1. Red neuronal artificial

Una neurona artificial es un dispositivo simple de calculo que, a partir de un vector
de entrada procedente del exterior, proporciona una uUnica respuesta o salida. En
el contexto de las matematicas es un problema de regresion lineal multiple, que
es regularizado por una funcion de activacion, la cual produce un valor de salida
donde el vector de entrada x; para todo i € {1,2,...,n} representa el conjunto
de datos, el vector w; para todo i € {1,2...n} representa los pesos, la funcion

¥ : R™ — R representa las combinaciones lineales de los pesos con el valor de los

27 Robert Hecht-Nielsen. «Theory of the backpropagation neural network». En: Neural networks for
perception. Elsevier, 1992, pags. 65-93.

28 Marcin Andrychowicz et al. «Learning to learn by gradient descent by gradient descent». En:
Advances in neural information processing systems 29 (2016).

29 Sepp Hochreiter, A Steven Younger y Peter R Conwell. «Learning to learn using gradient des-

cent». En: Artificial Neural Networks—ICANN 2001: International Conference Vienna, Austria,
August 21-25, 2001 Proceedings 11. Springer. 2001, pags. 87-94.
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respectivos datos, y la funcién o : R — R representa la funcién de activacion, que
se encarga de regularizar el valor de la funcion X y se obtiene un valor de salida 7.

La representacion de una neurona se puede ver en la Figura 6.

I
T2
T3
Ty
Ts

Entrada L~ U Salida

) =0(S+1b)

Figura 6. Representacién de una neurona artificial. Hecho por el autor.

Las redes neuronales son modelos creados al ordenar operaciones matematicas
siguiendo una determinada estructura. La forma mas comun de representar la es-
tructura de una red es por medio de capas (/ayers), formadas a su vez por neuronas.
En esta seccién se describe las redes neuronales profundas, con base en 30 3" 27,
Cada neurona realiza una operacion sencilla y esta conectada a las neuronas de la
capa anterior mediante pesos. La primera capa de la red neuronal se conoce como
la capa de entrada o Input layer, la cual se encarga de recibir los datos de entrena-
miento. La capa intermedia o Hidden layer, recibe los valores de la capa de entrada,
ponderados por los pesos (nodos). La dltima capa, llamada output layer, combina

los valores que salen de la capa intermedia para generar la prediccion.

30 Massimo Buscema. «Back propagation neural networks». En: Substance use & misuse 33.2
(1998), pags. 233-270.

31 Jacques De Villiers y Etienne Barnard. «Backpropagation neural nets with one and two hidden
layers». En: IEEE transactions on neural networks 4.1 (1993), pags. 136-141.
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Cada neurona de la capa de entrada representa el valor de uno de los datos de en-
trenamiento. Los nodos representan los coeficientes de las combinaciones lineales
de un modelo de regresion lineal. En términos de redes neuronales estas combina-
ciones estan ponderadas por pesos, y la neurona de salida representa el valor de la
prediccidon del modelo. Las funciones de activacidén (Rectified linear unit, sigmoide,
tanh, etc.)®, controlan en gran medida la informacion que se propaga desde una
capa a la siguiente (feed forward o propagacion hacia adelante) y la funcién costo o
loss function es la encargada de cuantificar la distancia entre el dato real y el valor
predicho por la red, en otras palabras, mide cuanto se equivoca la red al realizar
las predicciones. EI modelo de una red neuronal con una Unica capa (single-layer),
aunque aporté un gran avance en el campo del machine learning, solo es capaz
de aprender patrones sencillos. Para superar esta limitacion, combinando multiples
capas ocultas, la red puede aprender relaciones mucho mas complejas entre los
valores predichos y los valores dados 33. A esta estructura se le conoce como multi-
layer, y puede considerarse como un modelo de deep learning. La estructura multi-
layer consta de varias capas de neuronas ocultas, cada neurona estéd conectada a
todas las neuronas de la capa anterior y a las de la capa posterior, aunque no estric-
tamente necesario, todas las neuronas que forman parte de una misma capa suelen
emplear la misma funcién de activacion 2. Combinando mdltiples capas ocultas y
funciones de activacion no lineales, los modelos de redes pueden aprender multiples
patrones. De hecho, esta demostrado que, con suficientes neuronas, una red neu-
ronal con una capa oculta puede aproximarse uniformemente a cualquier funcién

continua en un conjunto compacto, si la funcién de activacién no es un polinomio

32 Sagar Sharma, Simone Sharma y Anidhya Athaiya. «Activation functions in neural networks». En:
Towards Data Sci 6.12 (2017), pags. 310-316.

33 Yann LeCun, Yoshua Bengio y Geoffrey Hinton. «Deep learning». En: nature 521.7553 (2015),
pags. 436-444.
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(en particular, las siguientes funciones: tanh, Rectified linear unit, sine, cosine, eftc)
32, Asi una red neuronal con una capa profunda es un aproximador universal para
cualquier funcién (Teorema de aproximacion universal) 4. En particular una red
profunda es una red multi-layer. Para escribir el algoritmo de aprendizaje de una red
profunda se usaran las siguientes notaciones:

Para representar el numero total de capas de una red profunda se usaré la letra
L. El conjunto de datos de entrenamiento que se evaluan en la red profunda se re-
presenta por {(z%,5')}._, € R” x R. Para algiin caso de entrenamiento el vector
xt = (x1,--- ,xp) representa las entradas a evaluar en la red profunda. El vector
hg.l) es el valor que toma la unidad j de la capa [, para j € {0,...,m;} donde m; es
el numero de unidades de la capa [. Por definicion se tiene que hé’) = 1 para todo
le{l,...,L—1}.Elvalor hg.’) =z, paratodo j € {1,2,..., P} representa los valores
de los datos de entrada. Para ! € {1,..., L} la matriz de pesos que se denota por
w](l,)c es el peso de la salida h,(f) de la capa [ en la entrada hg“) de lacapal+ 1 con
j €{1,...,m} donde m, representa el nimero de unidades de la capa /. La matriz
de sesgos o bias se denota por w% paratodo!/ € {1,...L} yj € {1,...m;} donde
m, representa el numero de unidades de la capa (. La notacién m; coni € {1,...,L}
representa el nimero de neuronas o unidades en su respectiva capa y ¢ representa
la funcion de pérdida o costo encargada de calcular los errores entre los datos de

entrenamiento y las predicciones.

34 Felix Voigtlaender. «The universal approximation theorem for complex-valued neural networks».

En: Applied and Computational Harmonic Analysis 64 (2023), pags. 33-61.
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5.2. Propagacion hacia adelante o feed-forward

Para implementar la propagacion o feed-forward de la red profunda de la Figura
7, note que el conjunto de parametros o pesos de cada capa se representa por
W e Rm+ x R™, La red completa se caracteriza por el nimero total de capas,
nodos de las capa ocultas y las matrices de pesos en sus respectivas capas ocultas,
las cuales se representan como WM W@ . W=D _Adicionalmente para facilitar

la notacidn, se escribe de forma vectorial la siguiente expresion
h® = hg’>,h§”,...,h<l>]T

la cual representa las salidas calculadas en sus respectivas capas. Cuando se im-
plementa la propagacion hacia adelante de la red profunda, se agregan entradas
adicionales en cada capa, representadas por b\, 1 € {1,2,--- ,L—1}, donde A = 1.
Para facilitar las operaciones matriciales se agrega una columna a la matriz de pe-
sos W que representan los sesgos en sus respectivas capas.

w® w®) w®) w® wL—=1)

Figura 7. Representacion del feed-forward de una red neuronal profunda. Hecho
por el autor.

En la primera capa por definicién los datos de entrada se representan de forma
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vectorial como
hM — 1, xT]T.

En la segunda capa los valores de salida dependen del resultado de las operaciones
vectoriales entre la matriz de pesos W) con respecto a los datos de entrada h(Y) de
la primera capa, los cuales son regularizadas por la funcién de activacién g mediante
la siguiente expresion

h® = g, (WORMD)Y .

Observe que se emplea la notacién gg, usando un ® después del identificador de la
funcién, para mostrar que la evaluacion es realizada componente a componente, es

decir, si z = [z1, 22, ..., 2,,)7, entonces

9o(2) = : . (61)

9(2m)

Generalizando la expresion para las salidas de cualquier capa de la red profunda de
la Figura 7. Se tiene que para cualquier capa arbitraria [ donde | € {1,...,L — 1},
depende de los valores obtenidos por la regularizacién de la funcidén de activacién g

y de las operaciones vectoriales dadas por la capa | — 1 mediante la expresion

hr® = g (W(lfl)h(l—l))) ]

Finalmente, para la capa L los datos de salida dependen de los resultados de las
operaciones vectoriales entre los pesos y las salidas de la capa L — 1. Ademas la
funcién de activacion de la ultima capa, se escoge dependiendo del contexto del

problema y no necesariamente es la misma funcion de activacion g. La expresién
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para obtener los valores de salida en la ultima capa es
h =gy (W(Lfl)h(L—l))) )

El conjunto de pasos en el que inicialmente se introducen los datos en la red pro-
funda hasta que la red muestra una prediccion o dato de salida, y es evaluado en la
funcién de perdida ® encargada de medir los errores de los datos reales con respec-
to a las predicciones, se conoce como el algoritmo de propagacion hacia adelante o

feed-forward.

5.3. Retropropagacion o backpropagation

Para implementar el algoritmo de retropropagacion (backpropagation) en la red pro-
funda de la Figura 7, se hace uso de la regla de la cadena (chain rule) para funcio-
nes de varias variables con el objetivo de calcular el gradiente .

El gradiente se encarga de cuantificar la importancia que tiene cada peso y bias
con respecto a sus predicciones. En el caso de las redes neuronales profundas, la
derivada parcial del error con respecto a un pardmetro (peso o bias) mide cual es
responsabilidad que ha tenido al asignarle un error. Gracias a esto, se puede identi-
ficar que pesos de la red hay que modificar para mejorarla.

Mediante el algoritmo del backpropagation se calculan los gradientes y ademas se
deduce una expresion recursiva que se encarga de propagar los errores de la red
profunda mediante los gradientes desde el final de la red (capa de salida) hasta el
principio.

Para derivar con respecto a w](l,)f se resalta la dependencia explicita de ¢ de las sali-
das de la capa [+1 escribiendo ® = & (h(()”1)7 P h%ﬁf) y por definicion hl) =

35 Chrisantha Fernando et al. «Pathnet: Evolution channels gradient descent in super neural net-
works». En: arXiv preprint arXiv:1701.08734 (2017).
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1 paratodolconl e {1,...,L —1}. Por lo tanto se tiene ® = @ <h§l“), . ,h%jﬁ) .
Se va a derivar con respecto a la capa [ + 1, usando la regla de la cadena para

funciones de varias variables, asi se tiene que

Ob "i 0 on!t

— = —_—— (62)
l +1 l
owl) = on'Y ouwl)
Si observamos donde aparece w](l,l en la gréafica de la red, ver Figura 7. Se puede
. (1+1)
concluir que % = 0 cuando ¢ # j (pues A{' " no depende de w|)}) entonces para
(O ’

todaje{l,--- ,m1}yke{0,1,--- m} setiene que

(I+1)
aqfl) - a(lqiu e Ul (63)
8wj7k Oh; awM
Adicionalmente, como
h§z+1) . (Zj(l+1)>
y los hg) no dependen de wj(l,l por medio de la regla de la cadena, se tiene que
ahQ+U
i g (4””) ho. (64)

1
810(',)C

B

Esta ultima expresion solo requiere de la derivada de ® con respecto a h y los

valores obtenidos por el feed-forward. Se buscara una expresién recursiva, solo nos

0P
@
Oh;

recursividad (retropropagacion) para esta cantidad. Aplicando nuevamente la regla

queda calcular las derivadas parciales con j € {1,---,m}, obteniendo una

de la cadena con respecto a la capa [ se obtiene la siguiente expresion recursiva

(65)

9d R 9o onltY
2 hY an

J

b

la cual se puede entender a partir del siguiente diagrama de la Figura 8.
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Figura 8. Representacién de los valores de h en sus respectivas capas. Hecho por
el autor.

Observe que la ecuacion empieza en s = 1, no en s = 0, pues h{'"™" no depende de

l .
r{"*Y en este caso los elementos de la suma no necesariamente se anulan, como

ht) =g <z§l+1)> considere la siguiente derivada

ahgl-l-l)
o = e (2w, (66)
j
De modo que
00\~ 09 G
8h(l) - Z ah(l_H) g,® (Z£l+1)) Wy - (67)
) s=1 S

Observe que la expresion nos da una expresién recursiva para las derivadas parcia-
les que nos hace falta calcular. Ahora se va a simplificar la expresién (67) obteniendo

las siguiente recursividad. Definamos

o6
o = PYNCEA (21 (68)
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De manera que la expresion recursiva es

mi41
Z 5Dl (69)
Paratodo! € {2,3,---, L — 1} por medio de la expresién (66) se obtiene la siguiente
expresion recursiva
mi4+1
(Z 5 (141) (l+1 > de ( (l)) . (70)
Para j € {1,2,--- ,m;}. Finalmente usando (62) y (65), se obtiene que
0P _ srnp0) (71)
ow'! ’ "
7.k

Usando (65), (67) y (68) ya podemos hacer la retropropagaciéon o backpropagation
sobre cada caso de entrenamiento, solo falta obtener el gradiente sobre la muestra

de entrenamiento para ajustar sus parametros. Ademas la ecuacion (67) se puede

ver de forma vectorial. Sea W'Y la matriz de pesos sin la columna correspondiente
a los bias. Tenemos
0P
+1 +1
0 = 96 (). (72)
y
s — (W*(l)) G @g ( (l)) (73)

donde () denota el producto Hadamard (componente a componente), con esto fi-
nalizamos los célculos necesarios. Lo interesante es que 6 conl € {2...,L—1} se
calcula de manera recursiva. Para mas detalles, ver 3! 30, El siguiente paso es nece-
sario, en el que se determina como y cuanto hay que modificar los correspondientes

parametros.
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5.4. Algoritmo de aprendizaje en el entrenamiento de una red neuronal

El proceso de entrenamiento de una red neuronal profunda consiste en ajustar el
valor de los pesos y bias de tal forma que las predicciones que se generen, ten-
gan el menor error posible. Gracias a esto, el modelo es capaz de identificar qué
predicciones son de mayor importancia, y ademas saber como estan relacionados
entre ellos y su estimacion °. También es indispensable escoger la funcién costo
u objetivo a optimizar, para el caso de estudio, se usa la funcién conocida como el

error cuadratico medio, que se define como f : R" — R
Flw) =5 (i — ) (74)

con la finalidad de minimizar la funcién f(w). Esto se traduce a resolver un problema
de Minimos Cuadrados No Lineales.
A continuacidén se muestra una idea intuitiva de como se entrena una red neuronal

profunda. La idea intuitiva de cobmo entrenar una red profunda es la siguiente:

Iniciar la red con valores aleatorios, con respecto a los pesos y bias.

Calcular el error que comete la red al hacer sus predicciones para cada obser-

vacion de entrenamiento y promediar los errores de todas las observaciones.

Identificar la responsabilidad que ha tenido cada peso y bias en el error de la

prediccidn.

Repetir los pasos necesarios hasta que la red sea suficientemente buena.

La implementacién de esta idea ha requerido la combinacién de multiples métodos
matematicos, en efecto, el algoritmo de retropropagacion o backpropagation y la
optimizacion por medio del méaximo descenso (gradient descent) 28. El algoritmo del

maximo descenso (gradient descent) es un algoritmo de optimizacién que permite
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minimizar una funcién, haciendo actualizaciones de sus parametros en la direccion
opuesta del gradiente. Aplicado a las redes neuronales, el maximo descenso permite
ir actualizando los pesos y bias del modelo para reducir su error. El algoritmo se
puede ver en la Figura 9. Aqui, el hiperparametro a es conocido como la tasa de

aprendizaje.

Algoritmo

. l
: Inicializar wj(/,)C € R™+1 x R™

: Imicializar k < 0

: Repetir 0P (w(l))

1

2

3

4: Paratodo j € {1,...,my} wj(.f)kﬂ — w(l)k -« ®
5

6

o —
, aw(l) con w wk
k+ k+1 J k
Hasta la convergencia

Figura 9. Algoritmo de maximo descenso. Inspirada en®®.

La tasa de aprendizaje («) establece cual es la rapidez de cambio en los parametros
del modelo, a medida que se optimiza (aprende). Este hiperparametro es uno de los
mas complicados de establecer, ya que depende de los datos e interacciona con el
resto de los hiperparametros. Si la tasa de aprendizaje es muy grande, el proceso
de optimizacién puede ir saltando de una region a otra sin que el modelo sea capaz
de aprender, es decir la optimizacién no converge. Si por el contrario, la tasa de
aprendizaje es muy pequena, el proceso de entrenamiento puede tardar demasiado
y no llegar a completarse. Para mas detalles ver 2.

Existen dos maneras de entrenar una red neuronal profunda o totalmente conec-
tada, una conocida como aprendizaje por lotes o aprendizaje batch el modelo se
entrena con todos los datos disponibles, lo que se hace antes de realizar ningun ti-

po de prediccién. Si los datos de entrenamiento cambian; es decir si se usan nuevos

37 Matthew D Zeiler. «Adadelta: an adaptive learning rate method». En: arXiv preprint ar-
Xiv:1212.5701 (2012).
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datos en el modelo debera ser reentrenado desde el comienzo. El aprendizaje en
linea o serie los pesos de un modelo se actualizan de manera incremental después
de la presentacion de cada patrén de entrenamiento, en lugar de actualizar los pe-
sos solo después de haber pasado por todo el conjunto de datos de entrenamiento,
como suele ocurrir en el aprendizaje por lotes. En este trabajo nuestro interés es el
entrenamiento por lotes, donde a partir de un conjunto de p datos, de los cuales se
conoce la “salida”, la red es entrenada una sola vez, para posteriormente realizar

interpolaciones o extrapolaciones con otros datos.

Ejemplo 5.1. A continuacion se ilustra el algoritmo del feed-forward y el backpropa-
gation en una red neuronal profunda. En particular se usara la red representada en

la Figura 10.

e h2 B3 h4) K5

Figura 10. Representacion de una red neuronal profunda. Hecho por el autor.

La red neuronal representada en la Figura 10 tiene 6 capas (una capa de entrada, 4
capas ocultas y una de salida). Primero se debe comenzar implementando el feed-
forward que solo devuelve el costo o pérdida sin regularizacion de los parametros,
donde hY) se calcula tal como se definié en la Figura 7 y ademas g representa la

funcion de activacion del modelo. El algoritmo del feed-forward calcula
R =g (WORED) coni e {1,...,L}
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para cada elemento correspondiente a

los datos de entrenamiento { (x*,y")}. | €

R3 x R y hace sus respectivas operaciones vectoriales con la regularizacion de la

funcion de activacion g.

El vector de los datos de entrada es

h(l) =11

T
Ty X2 %] :

La matriz de los pesos que conectan los datos de entrada de la primera capa con

las neuronas de la sequnda capa es

(1)

1
wéo)

1
wgl)

(1)
21

1
w%Q)

1
wéz)

1
w§3)

1
wés)

(75)

El vector que representa la entrada de la segunda capa es »? = [zf), z§2)]T, donde

zl.(Q) es la entrada de la neurona i, i € {1,

1
w§0)

1
wéo)

L@ — Q) —

2}. Este vector »'*) viene dado por,

1
1 1 1 1
ol ) wfd] [
(1) (1) (1) (1) (76)
Wy Wiy  Wag hy
1
75

El siguiente paso es aplicar la funcion de activacion de cada neurona para obtener

las salidas u output de las neuronas de la sequnda capa. Obtenemos el vector h(?) =

(n?, KT que representa la salida de

la segunda capa, donde h§2) representa la

salida de la neurona i, i = {1, 2}, por medio de la siguiente expresion

h —

hs?

W@ o (+7)

= 9®(h(2))‘

(")
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La matriz de los pesos que conectan los valores de salida de la primera capa con

las neuronas de la segunda capa es
2 2 2 2
w%o) wgl) w§2) wgs)
WO = Luf o) ) uf)] (78
2 2 2 2
w:(ﬁo) w:(u) w:(az) w§3)

El vector que representa la entrada de la tercera capa es »® = [2\¥ ) 9T

J

donde zi(g’) es la entrada de la neurona i, i € {1,2,3}, por medio de la siguiente

expresion

2 2 2
wgo) w%l) w§2) 1

2B — @R = w%) wg) wg) h§2) ) (79)
2 2 2 2
w:go) w:(n) wz(az) hé )

El siguiente paso es aplicar la funcion de activacion a cada neurona para obtener
las salidas u outout de las neuronas de la tercera capa. Obtenemos el vector h(®) =
(2P 0 BT que representa la salida de Ia tercera capa, donde h\*) representa la

salida de la neurona i, i € {1,2,3}, por medio de la siguiente expresion

Y g(?)
R® = | B = 1g(z8) | = go(h®). (80)
B 9

La matriz de pesos que conectan los valores de salida de la segunda capa con las

neuronas de las tercera capa es

3 3 3 3
wgo) wgl) w§2) ’LU§3)
III 3 3 3 3 3

3 3 3 3
wéo) w:(n) w:(az) w:(«;s)
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El vector que representa la entrada de la cuarta capa es > = [V 2{Y 21T donde

254) es la entrada de la neurona i, i € {1,2,3}, por medio de la siguiente expresion

1
3 3 3 3
w§0) w§1) w§2) w%zs) 0
4) _ 3)1(3) _ 3 3 3 3 1
2B = WERG) = wéo) wél) wég) wéS) | (82)
3) (3) (3) (3) 2
Wy Wz Wz Wszg 0
3

El siguiente paso es aplicar la funcion de activacion a cada neurona para obtener
las salidas u output de las neuronas de la cuarta capa. Obtenemos el vector h(Y =
(Y, hY BYT que representa la salida de la cuarta capa, donde h!" representa la

salida de la neurona i, i € {1,2,3}, por medio de la siguiente expresion

Y =)
h4 — hé4) — 9(254)) :g®(h(4)). (83)
YL g

La matriz de pesos que conectan los valores de salida de la cuarta capa con las

neuronas de la quinta capa es

4 4 4 4
wig wiy wyy iy

4 4 4 4
wgo) wél) wgz) wés)

W = (84)

El vector que representa la entrada de la quinta capa es z® = [\" 2|7, donde ="

es la entrada de la neurona i, i € {1,2}, por medio de la siguiente expresion

1

4 4 4 4 4

(5) 4) 1 (4) w§o) w§1) w§2) w§3) hg)
EWERTE W @ e o | (85)

Woy Wy Wyy Woag hy

hy"
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El siguiente paso es aplicar la funcion de activacion a cada neurona para obtener
las salidas u output de las neuronas de la quinta capa. Obtenemos el vector h(®) =
[hf’), hé‘r’)]T que representa la salida de la quinta capa, donde h§5) representa la salida
de la neurona i, i € {1,2}, por medio de la siguiente expresion

5
o | [t
a a (

o = go(h®). (86)
hy 9(2

La matriz de pesos que conectan los valores de salida de la quinta capa con las
neuronas de la sexta capa es

WO = [uf) wf) w ] @7
Finalmente, el escalar z\°) representa la salida de la dltima capa por medio de la

siguiente expresion

L6) _ 7RG [wgfé) w® w(5)] RO (88)

Observe que el escalar =) es la prediccion de la red profunda, la cual serd cuantifi-
cada por medio de la funcion de pérdida ® con respecto a los datos reales. La suce-
sion de pasos implementados por la red convencional se conoce como feed-forward
0 propagacion hacia adelante. Ahora se implementara el algoritmo de retropropa-
gacion o backpropagation sobre la red convencional, usando las tres expresiones
recursivas (65), (67) y (68) previamente calculados, y suponiendo que las funcion
costo o pérdida ¢ y las dos funciones de activacion son diferenciables, se tiene que
Primero se calcula el paso base para desarrollar el proceso iterativo de retropropa-

gacion, el cual es representado por
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0
— 561 (5)
h (89)
awg?,z !
donde
0
5%6) = W, con k e {O, 1,2} (90)

k
Después se calculan los gradientes, los cuales estan implicitos en la expresion 5

y que dependen del paso base, mediante la expresion

Donde
me
3\ = (Z 5§6)w$))> (g’(zf))) ,conke{0,1,2,3} yje{1,2}. (92)
s=1

En el siguiente paso, se vuelve a calcular los gradientes los cuales estan implicitos

en la expresion 5®) que depende del paso base §©), mediante la expresion

= 5Op®, (93)
Donde
5 = <Z 5g5>w§j.>)> (g’(z§4))), conk e {0,1,2,3} yje{1,2,3}.  (94)
s=1

Seguidamente, se vuelve a calcular los gradientes los cuales estan implicitos en la
expresion 6 que depende de 6 y a su vez depende del paso base, mediante la

expresion
0P

— 5@ p® (95)

2 k
8w§’ k) /
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Donde
5 — (Za&@ﬁ%) (g’(z§3>)>, conk € {0,1,2} yj € {1,2,3}. (96)
s=1

Finalmente se calculan los gradientes correspondientes a todas las respectivas ca-
pas que conforman la red hasta llegar al inicio, donde se evaluaron los datos de
entrada para entrenar la red, asi la ultima expresion para calcular los gradientes de

la red profunda es
od

1
8w§’ k)

=3 PhY. (97)

donde
o) = (Z 6§3)w$))> <g/(zj(-2))) ,conke{0,1,2,3} yje{1,2}. (98)
s=1

Después de haber implementado el algoritmo del backpropagation, se ejecutara la
actualizacion del gradiente, implementando el algoritmo del maximo descenso para
gfecutar la actualizacion de los parametros pre-entrenados, mediante la siguiente
expresion

~(1) O]
Wy =W, —

d
PO conje{l,....m}yke{0,1,...m_1}. (99)
wjk

Donde @(Q son los parametros actualizados, wj(lk) son los parametros pre-entrenados
y « es el ratio de aprendizaje.

Otra forma de ver el algoritmo del maximo descenso, es utilizando la expresion re-
cursiva (10) y (11) de forma vectorial y definiendo la operacion producto exterior o

tensorial, de la siguiente forma

s @ h® .= (RO paratodol € {1,...,L}. (100)
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Donde ® denota el producto exterior o tensorial, y ademas el algoritmo del maximo
descenso queda expresado mediante la operacion tensorial, expresandose de la

siguiente forma

5§Z)hgl) 552)h§1)
2IpS (101)

2 2
552)}%(%1) 5§Z)hgl)

—~

WO =W o [5@p0

oY = Y — (3D @ AY), paratodol € {0,1,...,L — 1}. (102)
Para mas detalle de la expresion (99), (100) y (101), véase en?’.

Nota 5.1. Definir la arquitectura idonea para una red neuronal implica definir la can-
tidad de neuronas y capas; respectivamente, debido a la dependencia de los datos
y su proceso de validacion. la implementacion se hace en un lenguaje de progra-
macion (Python, Matlab, R-studio) usando un algoritmo de minimizacion que nos
permite minimizar el error de la funcion costo y ademas, se usa una métrica con
respecto al tipo de problema que nos generan los datos; es decir, si es un problema
de regresion lineal (simple o multiple), la métrica (Acurracy) depende de la funcion
costo (Mean square error, Mean absolute error) con sus respectivas validaciones,
con el objetivo de minimizar su error. Si el problema es de clasificacion (regresion
logistica binaria), la métrica depende de la funcion costo ( Binary Cross Entropy) y la
matriz de confusion o matriz de error que es una herramienta que permite visualizar
el desemperio del algoritmo, con respecto al tipo de aciertos y errores que esta te-
niendo el modelo en el proceso de aprendizaje con el objetivo de minimizar su error

en las predicciones.
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Positivos | Negativos
. Verdaderos Falsos
Positivos
Positivos Negativos
. Falsos Verdaderos
Negativos
Positivos Negativos

Tabla 6. Matriz de confusion. Hecho por el autor.

Observacion 5.2. Las métricas en la matriz de confusién ®® son:

» Exactitud (Acurracy): muestra la distancia entre los datos arrojados por la ma-

triz con respecto a los datos reales.

Acurracy = TP+TN
Y = TP+TN+FP+FN

» Precision (Precision): toma la exactitud de los datos correctos y los compara

con el total de datos arrojados

P
TP+FP’

Precision =

n Sensibilidad (Recall): determina los aciertos con respecto a los casos que pre-
sentan ciertas caracteristicas que son determinados por el programador como

positivos.
TP

Recall = TBLEN'

n Especificidad (Specificity): expresa la cantidad de aciertos que el algoritmo

38  Cynthia Lorena Corso. «Aplicacién de algoritmos de clasificacién supervisada usando Weka».
En: Cdrdoba: Universidad Tecnoldgica Nacional, Facultad Regional Cérdoba (2009).
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tiene con respecto a los casos negativos

N
TN+FP

Specificity =

Observacion 5.3. Notaciones
m TP: Verdaderos positivos.
» TN : Verdaderos negativos.
» FP: Falsos positivos.
» FN: Falsos negativos.

Nota 5.4. Determinar la arquitectura de una red neuronal depende de la cantidad
de neuronas y capas con respeto al modelo, ademas depende de la métrica y, para
esto se necesita realizar varios experimentos para encontrar la mejor distribucion de

las capas y neuronas con la finalidad de obtener la mejor prediccion.

5.5. Minimos Cuadrados No Lineales y Redes neuronales profundas

Con el objetivo de implementar el algoritmo (4.2.2) en el proceso de aprendizaje
de las redes neuronales, en donde esta inmersa la funcién error f (104) la cual se
encarga de proporcionar el error que comete la red, con respecto a sus predicciones
en cada iteracion; es decir los valores obtenidos por los datos con respecto a los
valores predichos por la red en el proceso de aprendizaje, se tiene el siguiente

problema

minimizar f(w), (103)

w e R"
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en donde

f R SR (104)

w — f(w)

representa la funcién error que es una combinacién lineal de los pesos w y sus

respectivos bias, definida en (74) conocida como el error cuadratico medio

n

Fw) == 5 (s — vi(w)?,

=1

donde y;, y; respectivamente son los valores obtenidos por los datos y los valores
predichos por la red. Asi, el proceso de aprendizaje de una red neuronal consiste
en encontrar un vector w € R? que minimice la funcién (104). El valor de ¢ depende
de la cantidad de neuronas en cada capas de la red. Note que (103) y f definida en
(104), es un problema de Minimos Cuadrado No Lineales (4).

En el caso donde los vectores de entrada de la red o de caracteristicas corresponden
ax!',z?,...,xP € R" con sus respectivos valores obtenidos por los datos o etiquetas
yl, 9% ..., y?y ademas, los vectores de los valores predichos por la red, se denotan

org" e R™conu=1,2,...,pasi, se tiene que
P H

flw) = 533 it — i) = 5 D Iyt — i)

pn=1 i=1 pn=1

DN | —

donde y;*(w) € R™, con u = 1,2,...,py y;* € R" representan las etiquetas que

son conocidas por los valores de los datos (Aprendizaje supervisado).

q n
U =g (Z wk,jyj'u> =g (wj,k 9 (Z wj,@'”%‘“)) )
§=0 i=0

donde g es la funcidn de activacion de las neuronas de salida en su respectiva capa,

Note que
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dependiendo del problema. o es la funcién de activacion de las capas ocultas. Asi,

se tiene que

f(wj,ia ’wk,j) =

el Feed forward o propagacion hacia adelante y el Backpropagation o retropropaga-
cion de la red, se explicé en los capitulos (5.2) y (5.3); respectivamente, con la con-
dicién de que las funciones de activacion en las capas ocultas (Sigmoide, Tangente
hiperbdlica, Gaussiana, etc)*® como la de salida (Identidad, Escalén, Relu, Softmax,
Elu, etc)®® sean diferenciables, para realizar el proceso de entrenamiento de la red
neuronal. Para inicializar los pesos w, se recomienda utilizar pesos aleatorios, sin
embargo, si los pesos no son buenos pesos iniciales, los algoritmos estan imple-
mentados, para usar estrategias de globalizacidn vistos en el Capitulo 2 permitiendo
iniciar el proceso iterativo de busqueda lineal en cualquier punto del dominio de la
funcién a optimizar.

Para actualizar los pesos en cada iteracion, se determina una direccidén de descenso
di y luego se usa busqueda lineal (2.2), para encontrar un tamafno de paso a > 0;
es decir

Wr41 = W + Oédk.

Para el criterio de parada, se usa el tamano del gradiente de la funcién objetivo
||V f(w)|| y la cantidad de iteraciones (Iter).
Si [[Vf(w)|| < Tol se dice que el algoritmo converge, si Iter > N se dice que

el algoritmo diverge, donde Iter es el numero de iteraciones, Tol es la tolerancia

39 Luis Llano et al. «Comparacién del Desempefio de Funciones de Activacion en Redes Feedfor-
ward para aproximar Funciones de Datos con y sin Ruido». En: Avances en Sistemas e Informa-
tica 4.2 (2007).
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usaday N es el maximo numero de iteraciones.
Con respecto a lo anterior, se presenta la estructura general del algoritmo y el pro-

ceso de entrenamiento para una red neuronal profunda.

Algoritmo 5.5.1. (Red neuronal profunda y el problema de Minimos Cuadrados No

Lineales)
Inicializacion. Tomemos ay = 1, A = 0.0001 y Hy = I,

» |nicializar los q pesos aleatorios wy.

» Calcular la salida de la red que involucra las p caracteristicas o etiquetas en el

entrenamiento.

» Calcular el error de la salida entre el valor de los datos con respecto a los

valores predichos por la red.
Mientras ||V f(wy)|| > Tol y k < N hacer

= Direccion de busqueda. Calcular H,. y s, tal que

HkSk = —Vf(wk)

» Tamano del paso.

flwy, + arsi) < flwi) + AV f(wg)" s

» Actualizacion de los pesos

W1 = W + o Sk

» Calcular la salida de la red que involucra las p caracteristicas o etiquetas en el

entrenamiento.
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» Calcular el error de la salida entre el valor de los datos con respecto a los

valores predichos por la red.

» Calcular Hy.., utilizando el algoritmo (4.2.2).
Actualizar Ia informacion.

Aunque el propdsito principal de este trabajo es tedrico, se incluyen algunas pruebas
numeéricas con el fin de verificar la efectividad del algoritmo que, en teoria, funcio-
na bien. Sin embargo, se busca identificar posibles dificultades que puedan surgir

durante su ejecucion.

5.5.1. Regresion lineal usando una red neuronal

El primer problema aborda un problema de interpolacion lineal, que utiliza 10 datos
de entrenamiento obtenidos de un archivo (.xlsx) de Excel. Estos datos consisten
en el nimero de acciones vendidas (en millones) de varias empresas de productos
tecnolégicos y el precio esperado (el promedio del precio minimo y el precio maximo)

en euros de 10 acciones.

20

157

10

'—'—u'_'_'_'_u'_———._——u_—_'_u—_—
4 6 8 10 12 14

Figura 11. Grafica de la interpolacion lineal basada en el primer problema. Hecho
por el autor en MATLAB.
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En la figura 11, los puntos de color verde representan los datos de entrenamiento.
La funcién en color rojo modela la interpolacién lineal sin entrenar los pesos y ses-
gos. La funcién en color azul modela la interpolacion lineal después de entrenar los
pesos y sesgos. En la iteracién (lter=289) de un maximo de (Max=500) iteraciones,
el algoritmo secante estructurado BFGS converge superlinealmente, donde la nor-
ma del gradiente es 0.0009834 y la norma del residuo es 4.0144933. En este proceso,
Se utilizaron 3 capas profundas, cada una con dos neuronas y una neurona en la
capa de salida, y se empleo la funcidén de activacion o identidad tanto en las capas
profundas como en la capa de salida.

El segundo problema, aborda una cadena de restaurantes que se especializa en
pizzas y otros platos italianos. La gerencia esta interesada en saber la cantidad de
ventas diarias de pizzas en su restaurante y para ello, han recopilado datos acerca
de una poblacién de estudiantes con respecto a la ventas realizadas. La gerencia
desea construir un modelo de regresion lineal que le permita predecir las ventas

diarias de pizza en funcién de los datos mencionados anteriormente.

250 . .

200}

150t

100 ¢

50t

0 L

-50 ' '
0 10 20 30

Figura 12. Grafica de la interpolacion lineal basada en los datos del segundo
problema. Hecho por el autor en MATLAB.
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Se han recopilado 10 datos para el entrenamiento mediante un archivo (.xlsx) de
Excel. Estos datos consisten en la cantidad de poblacion de estudiantes y el precio
en ventas de la pizza por dia, en la grafica 12 se representan los datos mediante
los puntos verdes. La funcion de color rojo representa la interpolacién lineal sin
entrenar los pesos y sesgos. La funcidn en color azul modela la interpolacion lineal
después de entrenar los pesos y sesgos. En la iteracion (lter=727) de un maximo de
(Max=1000) iteraciones, el algoritmo secante estructurado BFGS converge, donde
la norma del gradiente es 0.0009531 y la norma del residuo es 39.1152144. En este
proceso, se utilizaron 4 capas profundas, cada una con dos neuronas y una neurona
en la capa de salida, y se empleo la funcién de activacién o identidad tanto en las

capas profundas como en la capa de salida.
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A. Apéndice

El siguiente cddigo, implementado en el lenguaje de programacion MATLAB, co-
rresponde a la implementacién del algoritmo 4.2.2 en una red neuronal totalmente

conectada.

Funcion main

%! neuronal_net |
%| Red Neuronal multicapa |
%] xred es el vector de entrenamiento |
%] tred es el vector de de salida |

%| el entrenamiento se efectuard con BFGS ESTRUCTURADO |

clear all;

%hclc

% cargamos ---> llamar datos
datos=xlsread('celsius.xlsx');
[datFilas,datCol]=size(datos);

datMax=15; %indica el numero de registros que se usaran
%en el entrenamiento

xred=datos(1:datMax,1:datCol-1);

1_min=min(xred(:,1));

1_max=max (xred(:,1));

xred=xred';
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% la Utima columna son los valores esperados

tred=datos(1:datMax,datCol);

tred=tred';

% plot(xred,tred)

% datos para la verificacion

Tl lohlohhlolehhhly inicia experimento cambiando la capa oculta %%%hhkhhhhhk

hiddenLayer=[2 3]; 7 ejemplo [3 2 1]

layerNumb=length(hiddenLayer); 7 numero de capas ocultas
global nvar;
nvar=(datCol)*hiddenLayer(1);’ esta variable determina

%la longitud de wO

% se calcula el numero total de pesos y bias
for k=2:layerNumb
nvar=nvar+(hiddenLayer (k-1)+1)*hiddenLayer (k) ;
end
nvar=nvar+ hiddenLayer (layerNumb)+1;
Yoo ToToTo oo To o JoToTo oo o o o Jo ToTo oo o o o o ToTo oo o o o o ToTo oo o o o o To T oo o o o To To T o oo o o o To T o o o o o
Tol=10"(-3); %Tolerancia
% se genera vector inicial
w0=0.5*randn(nvar,1) ;

%wO=iniciar();

% se procede con el entrenamiento

[w,n,tiempo,exito]=structural_BFGS(w0,xred,tred,hiddenlLayer,Tol);
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% retorna los pesos y bias despues del entrenamiento

if exito==
% realizaremos una prueba grafica del resultado del entrenamiento
% Graficaremos en rojo la interpolacidén antes y luego

J % y g

% Graficaremos en azul la interpolacidn despues del entrenamiento

dom = 1_min:1:1_max;
ndom=length(dom) ;
% antes
for m=1:ndom
ran(m)=exit_net(dom(m) ,w0,hiddenLayer) ;
end
% despues
for m=1:ndom
ran2(m)=exit_net(dom(m) ,w,hiddenLayer) ;
end
% grafica
figure
plot(xred,tred, 'g*')
hold on
plot(dom,ran, 'r')
hold on

plot(dom,ran2,'b')

else

run main.m
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end

Tolo1o6To o ToToTo oo ToTo o o o ToTo o o To To o o o ToToTo o o To T o o o To T o o o To o o o To To o o o To oo o T To o o o o To o o o To o

Funcion structural_BFGS

function[w,n,tiempo,exito]=structural_ BFGS(w0,xred,tred
,hiddenLayer,Tol) ;
des=length(w0) ;

A=eye(des);

%| structural_BFGS |
%| metodo BFGS estructurado |
%! wO es punto inicial |

%| A es la matriz inicial |

jac=JN(w0,xred,tred,hiddenlayer); Japroximacion numerica del
%jacobiano
r=residue_net(w0,xred,tred,hiddenlLayer); 7 vector residuo
g=jac'*r; 7, gradiente
n=0;
exito=1;
niter=1000;
jO=jac;
tic;
while (norm(g)>Tol) && (n<niter)
B=jac'*jac+A;

B=correction_net (B);
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if rcond(B)>0.01 7 si B estad bien condicionada use

%la direccién BFGS

d=-B\g;
d=-jac'*r;
else

d=-jac'*r; 7 si no use la direccién de menos el gradiente
end
% Tamano del paso w esta actualizado.
[1,cont]=linearsearch_net(d,w0,xred,tred,hiddenlayer, jac,r);

fprintf('1= %2.7f k=J2.0f des? %2.0f g= %2.7f

\n',1l,n,sign(g'*d) ,norm(g));

% actualizar.

n=n+1;

wl=wO+1x*d;

s=wl-w0;

jac=JN(wl,xred,tred,hiddenLayer) ;’aproximation
jacobian
r=residue_net(wl,xred,tred,hiddenlLayer);
g=jac'*r;’, gradiente

A=update_net(A,B,wl,w0,s,jac,jO,r); %Necesita A y B

jO=jac; 7 esta matriz se almacena para usar de nuevo en update_net

wO=wl; 7, este vector se almacena para usar de nuevo en update_net

end
tiempo=toc;

w=w0;
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% prueba para definir si hubo exito

if n>=niter || norm(w1)>10"10
exito=0;
fprintf ('Entrenamiento incompleto, ejecute de nuevo \n')
fprintf ('Norma del residuo %2.7f \n',norm(r));
fprintf ('Norma del gradiente %2.7f \n',norm(g));

else
fprintf ('Norma del residuo %2.7f \n',norm(r));
fprintf ('Norma del gradiente %2.7f \n',norm(g));

end

end

%% funcion jacobiano de r aproximado

function Jac=JN(wO,x,t,hiddenLayer)

% esta funcion calcula el jacobiano aproximado

% de la funcion residuo, residue_net, en la variable WO

h=0.000001;

n=length (w0) ;

e=eye(n);

YO=residue_net(w0,x,t,hiddenLayer) ;

for j=1:1:n

stepFoward=wO+h*e(:,j);
Yi=residue_net (stepFoward,x,t,hiddenLayer);
Jac(:,3j)=(Y1-Y0)/(h);

end
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end

%% funcion Residuo
function r=residue_net(w,x,t,hiddenLayer)
% x,t son los p valores de entrenamiento de entrada y salida resp.
p=length(t);
r=zeros(1,p);
for mu=1:p
r(mu)=t (mu) -exit_net(x(:,mu),w,hiddenLayer);

end

% esta funcion corrige a la matriz a para que sea definida positiva
function B=correction_net(B)
n=length(B);
I=eye(n);
[L,pl=chol(B, 'lower"');
% si p=0 , B>0
if (p~=0)
i=0;
while(p~=0)&&(i<100)
B=B+0.1x*I;
[L,pl=chol(p, 'lower');

i=i+1;
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end
end

end

% esta funcion calcula el tamafio de paso adecuado
% para que se genere un decenso suficiente
function [1,k]=linearsearch_net(d,w,xred,tred,hiddenlLayer,J,R)/Tanaiio
%del paso.
% esta funcion aplica la condicidén de Armijo
% J es el jacobiano inicial en w
% R es el residuo anterior

alfa=0.00001;

niter=25;

1=1;

J=J;

r=R;

g=J'*T;

fes=0.5*norm(r) ~2;

wnew=w+1x*d;

rl=residue_net(wnew,xred,tred,hiddenlayer); /Residuo nuevo

£1=0.5%norm(r1)"2;

k=0;

while (f1 > fes+real(alfa*l*g'xd))&&(k<niter)

pfprintf('%2.0f \t %5.5f \n ',k,1);
1=0.5%1;

wnew=w+1*d;
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rl=residue_net (wnew,xred,tred,hiddenlLayer); ’/Residuo actualizado
£1=0.5%norm(r1) ~2;
k=k+1;

end

end

function Al=update_net(A,B,w,w0,s,j,joO,r)
des=length(w) ;
ynum=(j-j0) '*r;
ye=ynum+j'*j*s;
v=ye+sqrt (((ye'*s)/(s'*Bxs)))*(B*s);
a=ynum-Ax*s;
b=v'x*sg;
delta=((a*v'+v*a')/b)-(((a'*s)/b72))*(vxv');
Al=A+delta;

end

Funcion exit_net

%% funcion redneuronal, evalua la red en un punto x
function t=exit_net(z,W,hiddenLayer)

xNumb=length(z) ;
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H=[xNumb hiddenLayer 1];’, indicador de todas las capas, ocultas y visibles
HNumb=length(H) ;7 total de capas
1im2=0;
Jhprimero los pesos en vectores mas pequefios
wt=cell (HNumb-1,1);
for p=2:1:HNumb
liml1=1im2+1;
1im2=1im1+H(p)*H(p-1)-1;
wt{p-1}=W(liml:1im2);
end
% ahora los bias
wbias=cell (HNumb-1,1);
for g=2:1:HNumb
lim1=1im2+1;
1im2=1im1+H(q)-1;
wbias{q-1}=W(1liml:1im2);
end
% ahora llevamos los pesos a matrices tri-indizadas ws(i,j,k)
% k indica la capa
% i indica la neurona de la capa
% j indica la neurona de la capa anterior
for p=1:1:HNumb-1
ws{p}=reshape (wt{p},H(p+1) ,H(p)) ;% creamos un vector de matrices
end
% FIN DE LA SEPARACION
% aqui va la funcidén de activacidn

for capa=1:1:HNumb-1
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y=ws{capal}*z+wbias{capa};

if capa”=HNumb-1
hz=tansig(y);
hz=atan(y) ;
hz=sigmoide(y);
hz=max(0,y) ;
hz=sign(y);
z=gauss (y) ;
hz=y;

else

% aqui va la funcidén de activacidén para la dltima neurona

hz=tansig(y);
hz=atan(y);
hz=sigmoide(y) ;
hz=max(0,y) ;
hz=sign(y);
hz=gauss (y) ;
z=y;

end

function z=sigmoide(x)
z=1./(1+exp(-1.%*x));

end
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function z=tansig(x)
z=2./(1+exp(-2.*x))-1;

end
function z=gauss(x)

z=exp((-1/sqrt (2%pi)) .*x."2);

end
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