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RESUMEN

TiTULO: ESTUDIO TEORICO Y NUMERICO DE UN SISTEMA DIFERENCIAL EN MAGNETOHIDRODI-
NAMICA."

AUTOR: LUIS DAVID SALAZAR ANAYA2?

PALABRAS CLAVE: MAGNETOHIDRODINAMICA, DIFERENCIAS FINITAS, ELEMENTOS FINITOS, LEY
DE ENERGIA, ESTIMACIONES UNIFORMES, COMPORTAMIENTO ASINTOTICO.

DESCRIPCION:

Esta tesis presenta el estudio tedrico y numérico de un sistema diferencial en magnetohidrodinamica (en
sus versiones evolutiva y estacionaria), el cual describe la dindmica del campo de velocidades y del campo
magnético de un fluido conductor eléctrico incompresible. Para el disefio de los esquemas de aproximacion
numérica, se emplean los métodos de Diferencias Finitas y Elementos Finitos; y se prueban algunas propie-
dades cualitativas tales como el buen planteamiento de los esquemas, la verificacién de una ley de energia
discreta, estimaciones uniformes, y el comportamiento asintético de las soluciones numéricas del esquema
evolutivo, mostrando convergencia (cuando el nimero de etapas de tiempo tiende a infinito) hacia estados
estacionarios. Finalmente, se muestran los resultados de algunas simulaciones numéricas realizadas que

permiten evidenciar el buen comportamiento de los esquemas planteados.

' Trabajo de grado.

2 Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Diego Armando Rueda Gémez, Doctor en
Matematicas.



ABSTRACT

TITLE: THEORETICAL AND NUMERICAL STUDY OF A DIFFERENTIAL SYSTEM IN MAGNETOHY-
DRODYNAMICS.®

AUTHOR: LUIS DAVID SALAZAR ANAYA*

KEYWORDS: MAGNETOHYDRODYNAMICS, FINITE DIFFERENCES, FINITE ELEMENTS, ENERGY
LAW, UNIFORM ESTIMATES, ASYMPTOTIC BEHAVIOR.

DESCRIPTION:

This thesis presents the theoretical and numerical study of a differential system in magnetohydrodynamics
(in its evolutionary and stationary versions), which describes the dynamics of the velocity field and the
magnetic field of an incompressible electrically conductive fluid. For the design of the numerical approxima-
tion schemes, the Finite Difference and Finite Element methods are used; and some qualitative properties
are tested, such as the good approach of the schemes, the verification of a discrete energy law, uniform
estimates, and the asymptotic behavior of the numerical solutions of the evolutionary scheme, showing con-
vergence (when the number of time stages tends to infinity) towards steady states. Finally, the results of
some numerical simulations carried out are shown, which allow us to demonstrate the good behavior of the

proposed schemes.

3 Bachelor thesis.

4 Faculty of Sciences. School of Mathematics. Supervisor: Diego Armando Rueda Gémez, PhD in Mathe-

matics.



Introduccion

La magnetohidrodinamica (MHD) es aquella disciplina o rama de la fisica que se encarga del estudio del
comportamiento o interaccion de los fluidos a través de un campo magnético, o en presencia de este.
Las ecuaciones MHD consisten en un acoplamiento entre las ecuaciones de Maxwell y las ecuaciones
de Navier-Stokes, un aspecto que resulta muy curioso teniendo en cuenta que ambos modelos provienen
de campos de la fisica que en principio no estan relacionados, como lo son el Electromagnetismo y la
Mecanica de fluidos. En la MHD se pueden apreciar tres principios fisicos diferentes: La ley de Ampere, la

ley de Faraday y la fuerza de Lorentz.

Inicialmente, imagine que tiene un fluido conductor en un campo magnético inicial; debido a esto, la ley de
Faraday dice que se genera una fuerza electromotriz que a su vez, origina una corriente eléctrica. Luego, la
ley de Ampere proporciona un campo magneético inducido por la corriente eléctrica, el cual se une al campo
magnético inicial y al interactuar junto con la densidad del fluido conductor, se produce una fuerza de
Lorentz. Finalmente, dicha fuerza actta sobre el fluido conductor, para que vaya en contra del movimiento
relativo del campo magnético inicial y el inducido. Se obtiene entonces, como resultado de lo anterior, que
el efecto de la MHD es la desaparicion o reduccion del movimiento relativo del campo magnético inicial y el

inducido.

Desde el punto de vista matematico, el siguiente sistema de Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP)
modela la dindamica de un fluido conductor eléctrico incompresible, en el cual, ademas del movimiento

debido al campo eléctrico, se admite el movimiento libre de iones pesados °:

%‘:—%u+u-vu—Hh-Vh:f—EV(;th?),

o P P
QE_ALAh+u.Vh—h-Vu=—Vw, )
ot  puo

divu=divh =0,

en Q x (0, +oc0), donde €2 es un dominio acotado de RV (N = 2,3), con frontera 952. En (1), las incognitas
son u y h, denotando el campo de velocidades y el campo magnético, respectivamente; asi mismo, p

denota la presion hidrostatica y w es una funcion relacionada a los iones pesados. En lo que respecta a los

5 E. Notte-Cuello y M. Rojas-Medar J. Boldrini J. Bravo-Olivares. “Asymptotic behavior of weak and
strong solutions of the magnetohydrodynamic equations”. En: Electronic Research Archive 29.1 (2021),
pags. 1783-1801



parametros, p es la densidad de masa del fluido (asumida como constante positiva), ¢ > 0 es la constante
de permeabilidad magnética del medio y representa la habilidad que tiene el fluido para ser atravesado por
un flujo magnético, o > 0 es la constante de conductividad eléctricay n > 0 es la constante de viscosidad del
fluido; asi mismo, f es un campo de fuerza externo dado. El sistema (1) se complementa con las siguientes

condiciones iniciales y de frontera:

{ u(x,t) =0, h(x,f)=0, sobredQ x (0,+o0), 2

u(x,0) =up(x), h(x,0)=hy(x), enQ.

En © es posible observar una deduccién detallada de este modelo, tomando en cuenta todos los aspectos

fisicos subyacentes.

Debido a sus variadas aplicaciones cientificas, el estudio (tanto te6rico como numérico) de este tipo de

ecuaciones ha sido el foco de interés de diversos investigadores en los Ultimos afos (ver, por ejemplo, 7, 8,

6 N. Hernandez. “Stabilized Finite Element Approximation of the Incompressible MHD Equations”. En:
Tesis doctoral, Universidad Politécnica de Catalufia (2010)

7 M. Shqgair y A. Hagag A. Al-Hanaya M. Alotaibi. “MHD effects on Casson fluid flow squeezing between
parallel plates”. En: AIMS mathematics 8.12 (2023), pags. 29440-29452

8 A.Barkaouiy F. Kuznik I. Cherkaoui S. Bettaibi. “Numerical study of pulsatile thermal magnetohydrody-
namic blood flow in an artery with aneurysm using lattice Boltzmann method (LBM)”. En: Communica-
tions in Nonlinear Science y Numerical Simulation 123 (2023)



9 10 11 12713 14 15 y referencias citadas en ellos). Entre estas aplicaciones podria mencionarse el estudio

del campo magnético de la tierra, en el que se ve envuelto el nlcleo externo y la agitacion causada por la

rotacion de la tierra, originando de esta manera, dicho campo magnético; una mas es el fendmeno de la

aurora boreal, generado por la interaccién entre la magnetosfera y el viento solar.

En su versién estacionaria, el modelo (1)-(2) esta dado por

1
~TAu+tu-Vu-Eh.Vh=f-ZV(p+ Lh2),
p p p

— Ll Ah4u-Vh—h-Vu=—Vu,
Lo

divu=divh =0,
u(x,t) =0, h(x,t) =0, sobre o x (0,T).

El presente trabajo, se enfoca en el estudio tedrico y numérico de los sistemas (1)-(2) y (3):

= En la primera parte, en lo que respecta al andlisis tedrico, se disertara acerca de la existencia y
unicidad de soluciones débiles del modelo estacionario (el buen planteamiento del sistema evolutivo
se omitird por seguir argumentos analogos con debidas adecuaciones), y se analizara la estabili-
dad de las soluciones débiles del problema estacionario (en normas débiles); especificamente, se

probara bajo qué condiciones, cuando el tiempo tiende a infinito, las soluciones débiles del modelo

9

A. Khimchenko y J. Dong H. Farrokhi D. Otuya. “Magnetohydrodynamics in Biomedical Applications”.
En: Nanofluid Flow in Porous Media (2020)

P. Mininni y P. Dmitruk D. Gémez. “MHD simulations and astrophysical applications”. En: Advances in
Space Research: The Official Journal of the Committee on Space Research (COSPAR) 35.5 (2005),
pags. 899-907

N. Harada. “Application of magnetohydrodynamics (MHD) and recent research trend”. En: IEEJ Transac-
tions on Power and Energy 127.3 (2007), pags. 447-450

M. Aslam y J. Zhang M. Junaid. “Applications of solar thermal radiation in a bioconvective EyringPowell
hybrid nanofluid flow under the influence of electromagnetohydrodynamics near a stagnation point: An
irreversibility study”. En: Zeitschrift Fur Angewandte Mathematik Und Mechanik 104.4 (2024)

S. Mishra y K. Nisar P. Pattnaik J. Pattnaik. “Variation of the shape of Fe3O4-nanoparticles on the
heat transfer phenomenon with the inclusion of thermal radiation”. En: J Therm Anal Calorim (2021),
pags. 1-12

J. Esfahani y M. Maskaniyan S. Rashidi. “Applications of magnetohydrodynamics in biological systems-
a review on the numerical studies”. En: Journal of Magnetism and Magnetic Materials 439 (2017),
pags. 358-372

R. Cameron y S. Solanki N. Yadav. “Slow magneto-acoustic waves in simulations of a solar plage region
carry enough energy to heat the chromosphere”. En: Astronomy & Astrophysics 652 (2021)

10



(1)-(2) convergen a las soluciones débiles del sistema (3). Esta parte estard basada mayormente en

la referencia '®.

= Enla segunda parte, en lo que respecta al analisis numérico, se presentaran dos esquemas numeéri-
cos (uno para aproximar el sistema (1)-(2) y otro asociado al modelo (3)), basados en el método de
los elementos finitos. Para estos esquemas de aproximacion, se demostrara su buen planteamiento
y se estudiara la estabilidad de las soluciones estacionarias discretas (en normas débiles), determi-
nando bajo qué condiciones la solucion discreta del esquema evolutivo converge a la solucién del

esquema estacionario (cuando el numero de etapas de tiempo tiende a infinito).

= Finalmente, desde el punto de vista de la simulacion numérica, se presentaran algunos resultados

computados usando el software FreeFem++.

Este escrito esta organizado de la siguiente manera: En el Capitulo 1 se realiza una revision de algunos
conceptos y resultados relevantes que seran utilizados en el desarrollo del trabajo. Se presentan algunos
espacios de funciones, y se repasan definiciones y teoremas del area de analisis funcional que seran de

gran utilidad en las demostraciones de los capitulos posteriores.

En el Capitulo 2 se realiza el estudio tedrico relativo a los sistemas (1)-(2) y (3). Por un lado, se prueba la
existencia y unicidad de soluciones del modelo estacionario (el analisis del buen planteamiento del modelo
evolutivo se omitira por usar un razonamiento analogo con las debidas adecuaciones); y por otro lado,
se estudia el comportamiento asintético de las soluciones débiles del modelo (1)-(2), probando bajo qué
condiciones, cuando el tiempo tiende a infinito, estas soluciones convergen a la solucién débil del sistema

estacionario (3).

En el Capitulo 3, se desarrolla el estudio numérico de los sistemas (1)-(2) y (3), usando los métodos de
diferencias finitas y elementos finitos. Especificamente, se presentaran dos esquemas numéricos comple-
tamente discretos, y se prueban algunas propiedades cualitativas tales como el buen planteamiento de los
esquemas, la verificacién de una ley de energia discreta, estimaciones uniformes, y el comportamiento

asintotico de las soluciones del esquema numérico evolutivo.

Finalmente, en el Capitulo 4, se presentan los resultados de algunos experimentos numéricos realizados
usando el esquema numérico evolutivo. Los experimentos estan enfocados en dos aspectos: por un lado,
se estudiara el efecto de la funcién w asociada a los iones pesados y el término cuadratico h? (en la

ecuacion para u) en el comportamiento del campo magnético y el campo de velocidades; y por otro lado,

6 J. Boldrini, vern. 5

11



se verificara la influencia de algunos de los parametros asociados al sistema (2.1), en la dinamica de las

variables involucradas.

12



1. Preliminares

En este capitulo, se llevara a cabo una revision detallada de los conceptos y resultados fundamentales
necesarios para el desarrollo del trabajo. En primer lugar, se realizara una revisién rapida de algunos ope-
radores diferenciales clasicos que seran usados frecuentemente; en segundo lugar, se presentaran los
espacios de funciones, destacando principalmente los espacios de Lebesgue, Sobolev y Bochner. Final-
mente, se realizara un repaso de algunos conceptos, definiciones y teoremas del area de analisis funcional

que seran de gran utilidad en las demostraciones de los capitulos posteriores.

1.1. Notacion

En el desarrollo de este trabajo, € denotara un dominio acotado de RV (N = 2,3), esto es, un conjunto

no vacio, abierto y conexo cuya frontera sera denotada por 0. Un punto de RV es escrito como

- . 1/2 .
x = (x1,%2,...,2x) Y SU norma euclidiana viene dada por ||x|gy = (Efvzl x?) . El producto interno de
dos vectores x,y en RY es dado por (x,y)gy = Zf\;l Ty
Si a = (a1,a9,...,ay) €s una N-tupla de enteros no negativos «;, se dice que a es un multi-indice de

longitud |a| := a1 +az+---+ay. Parax € RY y a un multi-indice, se define x® como x* := z{'x5? - - v
Similarmente, si D; = 9/0x;, entonces D™ definido como
oled

D* = D®' D7 .. DY = 1.1
L N 9 0ny? - 0N (1.1)

denota el operador diferencial de orden |c|. Note que D©:0:+-0)q = 4,

El simbolo V representara el operador gradiente, que es definido como:

0 0
V.— (al.l,...’ax]\,).

Asi, para una funcion escalar f, V f representa el vector con i-ésima componente %. De la misma forma,

A representara el operador Laplaciano, que es definido como:

N 62
A=) g
i=1 g
N 9%f

esto es, si f es una funcion escalar, entonces Af = ;" 5-5. Para 1 < p < oo,p’ denotara su exponente

13



conjugado; en el caso 1 < p < oo, p’ viene dado por la relacion

-+ —=1,
p p

y sip = 1 entonces p’ = oo, 0 si p = oo entonces p’ = 1. Si X es un espacio de Hilbert, denotaremos su

producto interno como (-, -)x (salvo el caso de L?(Q2) que sera denotado por (-, -), ver (1.2) abajo).

1.2. Espacios de Funciones

En primer lugar, se comenzara definiendo los espacios de Lebesgue. Parap € R,1 < p < oo, el espacio de

Banach L?(Q?) es definido como
Lr(Q) = {u :Q — R:ues medibley / lu(x)[Pdx < oo} ,
Q

con norma || - ||» definida por

] e = ( / |u(x)|pdx);-

En el caso p = 2, el espacio L?(2) es un espacio de Hilbert con producto interno
(1) = (.0) ey = | o), (1.2

con norma definida por |ju/|.> = (u,u)2. Se muestra faciimente que si p > ¢, el espacio LP(Q) C LI(Q). Asi
mismo, el espacio L>(2) es definido como

L*(Q) :=={u: Q2 — R:uesmedbley |u(x)| < Cc.tp.enQ},

con norma definida por

||| Lee = sup ess|u(x)|.
xeN

Para 1 < p < oo, el espacio dual de L (), denotado por (LP(92))’, es dado por
’ 1 1
(LP(©Q))" = LI(Q2), donde ’ + 0 1.

Para espacios L?(2) de funciones vectoriales de dimension N, se usara la notacion LP(Q) = (LP(Q))", es
decir,
L?(Q) :={u= (u1,...,un) 1 u; € LP(Q) parai=1,..,N},

14



y su norma asociada esta dada por
n 3
lafler = (Z uiII%p> -
=1

Los espacios C§°(2) y L}, () se definen respectivamente como:

loc

C () i={u: Q= R:ue C®(Q) con soporte compacto en Q},

Li,.(Q) = {f :Q — R: f esmedibley / |f] < +o00, VK C ), K compacto}.
K
Ahora, con el objetivo de definir los espacios de Sobolev, se recordara el concepto de derivada débil.

Definicion 1.2.1. (Derivada débil) Suponga que u,v € L}, .(Q) y a es un multi-indice. Diremos que v es la

«-ésima derivada débil de u, lo cual sera denotado por D*u = v, si

/ uD%pdx = (—1) / vodx, Vo € CeP(Q).

Q Q

Parak c NypcRcon 1 < p < oo, los espacios de Sobolev W*»(Q) son definidos por
WhP(Q) == {v € LP(Q) | D*v € LP(Q) paratodo 0 < |a| <k},

donde D* es el operador definido en (1.1). El espacio de Sobolev W*?(Q) es un espacio de Banach con

la norma

1
P
[ollwer = (Z D“vip) , p< oo,

le| <k

[v|lywk.ce = méx (sup ess |D°‘u(x)|) , p=00.
©A\XEQ

lee| <k

En el caso p = 2, se denotara W"2(Q2) := H*(Q2), el cual es un espacio de Hilbert con el producto interno

(u,v) ) = Z (D%u, D%v) = Z ‘/QDau(x)Dav(x)dx

|| <k || <k

ol

y cuya norma es definida por ||v||gm = (u, u)Hm(Q). En particular, el espacio de Sobolev H'((2) es definido

por

HY(Q) = {u € L*(0) tal que gg

)

S L2(Q), Vl S {1,..,N}} s

donde c% es la derivada débil de u. El espacio Hj"(€2) es definido como la clausura de C§°(2) en la norma

15



H™(Q). En particular, H}(Q2) es caracterizado por
Hi(Q) = {uc HY(Q): u= 0 sobre 9Q}.

Para espacios de Sobolev de dimensién N, se usard la notacion W*»(Q) = (Wk2(Q))N, y H(Q) =
(H™(Q))V, es decir,

WHFP(Q) == {v = (v1,...,on5) : v; € WFP(Q) parai=1,..., N},

H"(Q) :={u=(ug,..,un):u; € H*(Q) parai=1,..., N},

y sus respectivas normas asociadas estan dadas por

2

N
[vilwee = (Z ||Ui%vm> ;
i=1
1
N 2
[ullam = (Z ||Ui||%1m> :
=1

Sea V el espacio formado por todos los campos u € C&°(2) satisfaciendo V - u = 0 en Q. Denotamos por
H (respectivamente V) la clausura de V en L?(Q2) (respectivamente H'(£2)). Hy V son espacios de Hilbert

bajo las normas de L?(Q2) y H!(Q), y pueden caracterizarse por la siguiente definicion:

H={ucl?Q): V-u=0enQ y u-n =0 sobre 90},

V={ucH}Q);V-u=0enQ}.

Observacion 1.2.2. A menos que sea estrictamente necesario para evitar ambigliedades, usaremos (para
las normas en espacios de funciones vectoriales) la notacion ||u||x = ||u||x, es decir, omitiremos la negrita

en el espacio X.
Para terminar esta seccion, se presenta la definicion de los espacios de Bochner.

Definicion 1.2.3. (Espacios de Bochner) Sea X un espacio de Banach y a, b tales que —oco < a < b <

+o0. Paral < a < +o0, diremos que f € L*(a,b; X) si: f es medible y

1

b 3
Il Lo (ap:x) = (/ If(t)S}dt> < +o0.

En el caso o = +o,

[ £l (ap:x) = sup ess | f(t)]|x.
te(a,b]

16



1.3. Definiciones y resultados del analisis funcional

En esta seccion, se citaran algunas definiciones y resultados del area de Andlisis Funcional que seran
utilizados en el desarrollo de los capitulos posteriores. Se comenzara presentando el concepto de inmersién
continua, el cual sera necesario para enunciar el teorema de las inmersiones de Sobolev (resultado que
se usard frecuentemente en la obtencidn de estimaciones, tanto en el andlisis teérico, como en el andlisis
numérico); y ademas, se presentara la definicion de inmersién compacta de un espacio de Banach en otro

(todo tomado de ').

Definicion 1.3.1. (Inmersidn continua). Sean X y Y espacios de Banach con normas || - ||x y || - |lv
respectivamente, tales que X C Y. Diremos que X esta inmerso continuamente en'Y, y lo denotaremos

por X — Y, si el operador inclusion es continuo, es decir, si existe una constante C > 0 tal que
lzlly < Cllz|x, VzelX.

Definicion 1.3.2. (Inmersién compacta). Sean X yY espacios de Banach con normas || - ||x y | - ||y res-
pectivamente, tales que X C Y. Diremos que X estd inmerso de manera compacta enY, y lo denotaremos
por X ——=Y,si X — Y yademas, el operador identidadi : X — Y mapea conjuntos acotados de X en

conjuntos relativamente compactos de 'Y .

Teorema 1.3.3. (Teorema de las inmersiones de Sobolev). Sea Q2 un dominio de RN, p > 1yk > 0. Si
kp < N, entonces
WHEP(Q) < L"(Q),

para todo r € [p, %} Sikp < N, y para todo r € [p,00) si kp = N. En particular, existen constantes

C1,Cy > 0 que dependen tnicamente de k,p,r y N tales que, para todo v € W*?(Q),

lullzr < Cillullwr» paratodor e {p, } , Sikp < N,

Np
N —kp

[[ul

r < Collullywr» paratodor € [p,o0), Sikp= N.

Finalmente, si kp > N, cada v € W*P(Q) es igual en c.t.p. en 2 a una Unica funcion en C'(2), con

0<li<k-— % y la siguiente desigualdad se tiene

[uller < Csllullwes.

' G. P. Galdi. “An Introduction to the Mathematical Theory of the Navier-Stokes Equations”. En: Springer
(2011)
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para alguna constante C3 > 0.

Por otra parte, los siguientes dos teoremas seran utilizados para estudiar el buen planteamiento del sistema
estacionario en el Capitulo 2; mientras que el lema que se cita después sera (til para obtener el buen

planteamiento de los esquemas numeéricos en el Capitulo 3 (véase 2, ).

Teorema 1.3.4. (Teorema de Lax-Milgram). Sea H un espacio de Hilbert y a: H x H — R un operador

bilineal, continuo y coercivo, esto es, existen constantes «, 3 > 0 tales que

la(u,v)| < allullg|lv|z, paratodou,v e H

a(u,u) > B||ull}, paratodou € H.

Entonces, para cada f € H' existe un tnico elemento u € H tales que
a(u,v) = (f,v), paratodov € H.

Teorema 1.3.5. (Teorema de punto fijo de Leray-Schauder). Sea X un espacio de Banach y sea T :
X — X un operador continuo y compacto. Si todos los posibles puntos fijos del operador \T (X € [0, 1])

estan limitados, entonces existe x € X punto fijo de T.

Lema 1.3.6. Sea X un espacio de Hilbert de dimensién finita con producto escalar (-,-) y norma| - |, y sea
P una aplicacion continua de X en si mismo. Asuma que existe p > 0 tal que (P(£),£) > 0, para || = p > 0.

Entonces, existe £ € X, con |£| < p, tal que P(§) = 0.

A continuacién se enunciaran tres desigualdades que seran usadas frecuentemente, y sus respectivas

demostraciones se encuentran en .

Teorema 1.3.7. (Desigualdad de Young). Sean a,b,p,q nimeros reales positivos tales que % + % = 1.
Entonces se verifica la siguiente desigualdad
aP b

ab < — 4+ —.
p q

2 Galdi, vern. 1
3 “Navier-Stokes Equations. Theory and Numerical Analysis”. En: North-Holland (1984)

4 H. Brézis. “Analisis Funcional Teoria y aplicaciones”. En: Alianza Editorial (1984)
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Teorema 1.3.8. (Desigualdad de Hélder Generalizada). Sea Q2 un dominio acotado de RY y las funciones
fi € LP(Q) parai = 1,2,...,k, con p;,p > 1y satisfaciendo 5 = - + - + ... + _-. Entonces, para
f=fife fum1fx € LP(Q) se tiene

1l < 1fallgon 1F2llzes < 11 fxll Lo -

Lema 1.3.9. (Desigualdad de Poincaré). Sea X un subconjunto de 0} de medida positiva. Entonces para

todou € Wh4(Q) (con 1 < q < o0), la siguiente desigualdad se tiene

lullze < © (uwnm - [ |u|) ,

donde la constante C > 0 depende de N, q,<2, %, es decir C = C(N,q,Q, ).
Demostracion. Véase °. O

Observacion 1.3.10. Note que siu € WH9(Q) (con1 < q < co) es tal que u = 0 sobre ¥, para algun

subconjunto Y. de 92 con medida positiva, entonces la desigualdad del Lema 1.3.9 se reduce a
[ullLe < C[[Vul|La,

con C = C(N,q,,%) > 0. Como consecuencia, se deduce que siu € H() es tal que u = 0 sobre %,

para algun subconjunto . de 92 de medida positiva, enfonces
ull2 < ClVul| e, (1.3)

y por lo tanto,
ullgr < C[[Vul| 2. (1.4)

Teniendo en cuenta la observacion anterior, a lo largo de este trabajo se usara la siguiente norma equiva-
lente en V (véase °):
2 2
[l = IVul?s, vue V. 15)

Asi mismo, teniendo en cuenta el Teorema de Inmersiones de Sobolev, usaremos frecuentemente la si-
guiente estimacion
||uHL6(Q) S C’||Vu||Lz, Yu S V, (1 6)

5  Galdi, ver n. 1

6 J. Netas. En: Academia (1967)

19



para una constante C' > 0.
Ahora, presentaremos los algunos resultados que seran usados para obtener las formulaciones débiles
asociadas a los sistemas (1)-(2) y (3).

Teorema 1.3.11. (Férmula de Green). Sea Q un conjunto abierto de clase C'. Sea w una funcién C*(Q)

con soporte acotado en la clausura Q). Entonces w satisface la férmula de Green

o O;
donde n; es el i-ésimo componente de un vector unitario normal hacia afuera de .

Corolario 1.3.12. (Integracion por partes). Sea Q) un conjunto abierto de clase C*. Sean v y v dos funcio-
nes C*(Q) con soporte acotado en el conjunto cerrado Q. Entonces se satisface la formula de integracion

por partes

ov / ou /
u(x x)dx = — | v(x X)dx + u(x)v(x)n;(x)ds.
IR 06 gy dx+ | uuiomi(x)
Demostracion. Es suficiente tomar w = wv en el Teorema 1.3.11. O

Corolario 1.3.13. Sean Q) un conjunto abierto de clase C* y u una funcién de C%(Q) y v una funcion
de C'(Q), ambas con soporte acotado en el conjunto cerrado Q). Entonces se satisface la férmula de

integracion por partes

ou

/QAu(X)v(x)dX =— /Q Vu(x) - Vo(x)dx + - 8—ﬂ(x)v(x)ds7

donde 2% = Vu - n.

Los siguientes dos resultados proporcionan criterios de convergencia (débil y fuerte) de sucesiones, y seran
usados en la demostracion de la existencia de solucion del sistema estacionario en el Capitulo 2 (tomados
de’).

Lema 1.3.14. Sea X un espacio de Banach reflexivo y (x,,) C X una sucesion acotada en X. Entonces,

existe una subsucesion (z,;,) C (z,) y = € X tal que x.,,;, converge débilmente a .

Teorema 1.3.15. Sean X yY espacios normados yT : X — Y un operador lineal. Entonces T' es compacto
si, y solo si, T mapea toda sucesion acotada (x,)nen €n X, en una sucesion (T(x,,))nen €n Y que tenga

una subsucesion convergente.

7 Brézis, vern. 4
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Por Gltimo, la siguiente proposicién (ftomado de &) sera usada en la obtencién de estimaciones en el Capitulo
2.

Proposicion 1.3.16. E/ operador trineal definido por
b(u,v,w) = /(u-V)v-w ax,
Q

satisface
= b(u,v,v)=0, VueV, VveH.

= b(u,v,w)=—b(u,w,v), YueV, Vv,we H.

8 E. Villamizar D. Rueda. “On the RayleighBénardMarangoni system and a related optimal control pro-
blem”. En: Computers and Mathematics With Applications 74.12 (2017), pags. 2969-2991
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2. Estudio teoérico

Este capitulo tiene como propésito realizar un estudio tedrico relativo a los sistemas (1)-(2) y (3). En primer
lugar, se probara la existencia y unicidad de soluciones de (3) (el analisis del buen planteamiento de
(1)-(2) se omitird por usar un razonamiento anélogo con las debidas adecuaciones; sin embargo, el lector
interesado puede consultar la referencia '); y en segundo lugar, se estudiara el comportamiento asintético
de las soluciones débiles del modelo (1)-(2), probando bajo qué condiciones, cuando el tiempo tiende a
infinito, estas soluciones convergen (en normas débiles) a la solucién débil del sistema estacionario (3).

Este capitulo esta basado en gran parte en la referencia 2.

Comenzamos recordando la formulacién variacional asociada a estos sistemas.

Definicion 2.0.1. (Solucion débil de (1)-(2)) Sean [ug,ho] € Hx H y f € L*°(0,00; V'). Un par [u,h] es

llamado solucion débil de (1)-(2) si

u,h € L>(0,00,H) N L?, (0,00, V),

loc

y satisface la siguiente formulacion variacional

a(ug,u) +v(Vu,Va) + a(u- Vu,u) — (h- Vh,a) = o(f,u), VaeV,
(hy,h) +~(Vh,Vh) + (u- Vh,h) — (h-Vu,h) =0, Vhe V.

Note que, del planteamiento dado en (1), hemos definido los nuevos parametros o = 5, V= % Yy =15
Definicion 2.0.2. (Solucidn débil de (3)) Sea f.. € V'. Un par [uy,h] € V x V es llamado solucion

débil de (3) si satisface la siguiente formulacién variacional

2.2)

V(VUioo, VV) + a(Us - VU, V) — (heo - Vhe, v) = a(f, v), VYV EV,
+(Vhao, Vb) + (s - Vhoo, b) — (ho - Ve, b) = 0, ¥b € V.

'y J. Boldrini M. Rojas-Medar. “The Weak solutions and reproductive property for a system of evolution
equations of magnetohydrodynamic type”. En: Proyecciones 13.2 (1994), pags. 85-97

2 J.Boldrini, vern. 5
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2.1. Existencia y unicidad de solucion de (3)

Con el objetivo de probar la existencia y unicidad de solucién de (3), primero se verificaran las hipétesis
del Teorema del punto fijo de Leray-Schauder (ver Teorema 1.3.5), lo cual permitira concluir que existe al
menos una solucion para el problema estacionario, y luego se probara que las soluciones son Unicas bajo
ciertas condiciones. Resaltamos que la prueba de la existencia de soluciéon que desarrollamos aqui, usa un

argumento diferente al usado en 2, 4.

Proposicién 2.1.1. Existe al menos una solucion débil [u,,h.] € V x V de (2.2) en el sentido de la

Definicion 2.0.2. Ademas, [u.., h.,| satisface la estimacién
v 9 9 a?C 9
SIVuco|lzz +7[[Vhee|[z2 < —=|[fuclfir (2.3)

Demostracion. Empezaremos demostrando la existencia de solucién, y para esto definimos el siguiente

operador

T:L*(Q) x LY(Q) — LY(Q) x LY(Q)

[ﬁ007 hoo] — T[ﬁooa hoo] = [u007 hoo]»
donde [u., hoo] es solucién de

v(Vie, Vv) = afe, V) + a(lie - VV, lino) — (heo - Vv, hy), VW EV, (2.4)

Y(Vheo,Vb) = —(hu - Vb, i) + (fles - Vb, hy), Vb€ V. (2.5)

Probaremos que el operador T satisface las condiciones del Teorema 1.3.5.

1. Primero mostraremos que T esta bien definido, es decir que, para todo [ti,, hoo] € L4(Q) x L4(€),
existe un UNico [us, ho] € L*(Q) x L*(Q) solucién de (2.4)-(2.5). Para esto, usaremos el Teorema
de Lax-Milgram (ver Teorema 1.3.4). Con este fin, definimos los operadores a; : V x V — R,
as: VxV =R, fi:V-Ry f,: V- Rdados por:

al(uoovv) = V(vuooavv)a Vi, v EV,

3 J. Boldrini, vern. 5

4 E. V. Chizhonkov. “A system of equations of magnetohydrodynamics type”. En: Doklady Akademii Nauk
SSSR 278 (1984), pags. 1074-1077
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a2(hso,b) = 7(Vhy,Vb), Vhy,b eV,
(V) = alfe, V) + a(lie - VV,lino) — (heo - Vv, hy), Vv EV,
f2(b) = —(hy - Vb, 1iy) + (U - Vb, hy), Vb e V.
A continuacién, probaremos que a; es un operador bilineal, continuo y coercivo.

= Bilinealidad: Veamos que se cumple la siguiente igualdad:
a1 (g + ¥z, v) = par (u,v) + pai (2, v). (2.6)
En efecto, note que de la linealidad de la integral y el operador gradiente, se obtiene

a1 (4 + 92, v) = ¥V (o + p2), V)
=v(uVu+Vz), Vv)
=vu(Vu, Vv) + v¢p(Vz, Vv)

= par(u,v) + ¢ ar(z,v).

De manera andloga, se puede probar que a; (u, pv + ¢Yvw) = pay(ua, v) + ai (u, w).

= Continuidad: Observe que, usando la desigualdad de Hélder, tenemos

|01 (oo, V)| < V[[Vueo|[ 2] VY| L2

< Cllucelv[[v]lv-

= Coercividad: Note que, usando (1.5), obtenemos

a1 (oo, Uso) = /|| Vs |[72 > Cllusf}-

Continuaremos mostrando que f; es un operador lineal y continuo.

» Linealidad: Probaremos que fi(¢¥v + puw) = ¢ f1(v) + pf1(w). En efecto, de la linealidad de la

integral y el operador gradiente, se deduce

f1(¢V + UW) = a(fooawv + MW) - (hoo : V(’L/)V + Mw)vhoo)
+ (U - V(v + pw), Uso)

= alf, V) + a(foe, W) — (Boe - V() Bog) — (Bic - V(jaw), Bi)
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+ a(Uoo - V(¥V), lie) + 0(Uoo - V (W), Uso)
= a)(foo,v) — Y(hoo - Vv, hoo) + ath(lee - V'V, liso)
+ap(fo, W) = p(ho - VW, heo) + ap(lee - VW, Tiog)
=P fi(v) + pfi(w).

= Continuidad: Note que

11V < aCllfscllv VIl + Cllboel 24|V VI 22 [hoo | s + aCllto | 4 [ V|2 | Bso [ 4
< Clvllv + Clivllv + Clivilv

< Clvllv-

De manera andaloga a lo desarrollado anteriormente, se puede probar que a; es un operador bilineal,
continuo y coercivo, y que f» es un operador lineal y continuo. Por lo tanto, se cumplen las hipotesis
del Teorema 1.3.4, y concluimos que para cada [, hoo] € L4(2) xL*(€2), existe un Gnico [u., hoo] €
V x V C L) x L*(Q) solucion de (2.4)-(2.5); y asi, T esta bien definido.

. Ahora veremos que los posibles puntos fijos de AT estan limitados (con A € (0, 1]). Para esto, note
que si [us, hoo] €s un punto fijo de AT, entonces verifica que

>\T[uooa hoo] = [uoov hoo}v

0 equivalentemente,
Us hoo

Tuw o) = [ 2]

de lo cual, teniendo en cuenta (2.4)-(2.5), deducimos que [u,, h] € V x V satisface

(Vuo, Vv) = a(f,v) — (heo - Vv, ho) + a(ue - Vv us), Vv eV,

(Vheo, Vb) = —(heo - Vb, us) + (1o - Vb, hy), Vb € V.

> >R

Tomando v =u, € Vyb =h, €V, yteniendo en cuenta la Proposicién 1.3.16, tenemos

VHVUOOH%Q = a Mfx, Us) = AM(he - Vug, heo),

'VHVhOOH%Z = AMhy - Vu, heo),
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y sumando las anteriores igualdades, llegamos a
vl[usolf +7lho i = aA(foo, o). (2.7)
Teniendo en cuenta que

aAfoo, Uso) < a A |(fxo, Uoo)]

< a A |feollvr flucellv

v a?C
< el + 3 8)

de (2.7), obtenemos
a2C

v
sl + s l? < =8l

lo cual implica que

lucelZs + oo [7s < C(lluselli, + [Ihocl}) < C.

. Como siguiente paso, comprobaremos la compacidad del operador T'. Para ello, consideramos una
sucesion ([G, h™ ]),en € L*(Q) x L*(Q2) acotada. Si denotamos por T[i" , h ] = [u?,h" ], tene-

mos que

v(Vul,Vv) = a(fx,v) + o - Vv,u2) — (h - Vv,hl), W eV, (2.9)
7(Vh",,Vb) = —(h", - Vb, ") 4 (4", - Vb,h™), VbeV, (2.10)

de lo cual, tomando v =uZ y b = h2 , llegamos a

V| VULL 32 = olfo, ul) + a(ul, - Vull, wl) — (BY, -Vl BL), (2.11)

YIVhi |72 = —(hl, - Vhi, @) + (8% - Vhi, hi). (2.12)
Estimando en (2.11) y (2.12), tenemos que

vl < aClifllv [ulllv + aCllul, ||L4HVU&HL2H1’J" s + ClhZ || zs |Vl || 2 |IhE | s

v Ca? Ca?
< EHUZOH%/ +— ||foo||w +— s pllza+ = ||h (2%
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A

1V SVl Y v [ ol s o 2 v sVl Y e [

IN

~y C - _ C - _
§||h7;o||%/ + ;||h&||%4||u§o|\%4 + ;Hh&HQmHuZCH%M

lo que implica que

Vin 2 Ca? 2 Cao? e Cen 4
— < —  +— — 1 < .
Sl 3 < Sl + T s + SR < (2.13)
Y n C 1.7 —n
gllhooH%/ + ;Hhmllﬂ\lumllﬂ <C, (2.14)

y asi, la sucesion ([u?,h™]),cn estd acotada en H!(Q2) x H'(Q). Por lo anterior, existe una
subsucesion ([ut, h7+]) que converge débilmente en H'(Q) x H'(2); y de esta manera, como
H'(Q) x HY(Q) —<— L*(Q) x L), la convergencia es fuerte en L*(Q) x L*(Q). Por tanto, el

operador T' es compacto.

. Finalmente, probaremos la continuidad del operador 7. Con este fin, consideramos una sucesion
([0, b2 ]) e C LA(Q) x LY(Q) tal que

[@%,h" ] — [lie, hso] en L*(Q) x L*(Q), cuando n — oc. (2.15)

Debemos probar que 7[a”,h"] — T[iw,h.] (denotaremos por simplicidad 7'[a%,h%] =
[u,h" ], es decir, debemos ver que [u” ,h” ] converge a [u,,h.]). Notemos que [a”,h" ] esta
acotada en L*(Q) x L*(2), y por lo tanto, procediendo como en (2.9)-(2.14), deducimos que [u”, h" |
estd acotada en H'(Q) x H!(Q). Lo anterior implica que existe una subsucesion de ([u2, h]),en,

que seguiremos denotando por ([u2, h” |).cn, tal que

[u”,h" ] — [u’_,h’ ] débilmente en H'(Q) x H'(Q), (2.16)

[u?,h7] — [u. ,h’] fuertemente en L*(Q) x L(Q). (2.17)

Por lo tanto, usando (2.15)-(2.17), podemos tomar el limite en (2.9)-(2.10) cuando n — oo. A manera

de ejemplo, se mostrara el paso al limite en una de las formas trilineales de (2.9)-(2.10):

(0 Vv, u5) = (B - VV, Uoo)| = (U5 — 8eo) - VIV, U5) + (Boo - VIV, (U5, — 0o0))|

< Ollug, — teo| e[V L2 ([0l [[2s + Cllase [ 4 [V V] 2|05, — Geol[s — O
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(cuando n — o).

Asi, procediendo analogamente, tomamos el limite en (2.9)-(2.10) cuando n — oo, y concluimos

que T[lu, hoo] = [u’, b’ _]. Por tanto, cualquier subsucesion convergente de (T'[a”,, h™ ]]),en cON-

verge a [ul,,hl ] = T[t, h], y por la unicidad de T[i., hs], S€ concluye que toda la sucesion

T[a,,h" ] — T[ii, ho]; entonces, el operador T es continuo.

Por lo tanto, se satisfacen todas las hipotesis del teorema de punto fijo de Leray-Schauder, y se concluye
que T tiene un punto fijo [us, heo] € V XV (esto es, T[uw, heo] = [use, hoo]) €l cual es solucion del sistema
(2.2).

Ya demostramos la primera parte de la proposicién, ahora veremos que cualquier solucién débil satisface
la estimacién (2.3). Para esto, tomamos v = u,, € Vy b = h € V en (2.2), y teniendo en cuenta la

Proposicion 1.3.16, llegamos a

V[[Vuso||7 = a (foo, o) — (hoo - Voo, hoo),

de esta forma, sumando las anteriores igualdades, obtenemos
VHVUOOHQL2 + 'YHVhOOH%? = a(fo, Uoo).

Estimando el lado derecho como en (2.8), deducimos que

v Ca?
V[ueol[i + oo} < 5 llusellf + THfooll%/u

lo cual implica (2.3). O

Habiendo obtenido la existencia de solucién débil para el problema estacionario (2.2), probaremos ahora

un resultado de unicidad.

Proposicion 2.1.2. (Unicidad) Cualquier solucion débil de (2.2) que satisface las condiciones

—

2 Q

(lascllze + hool[22) <1, (2.19)

=|Q

donde C>0, es unica.
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Demostracion. Sea [ul ,hl ] una solucién débil de (2.2) que satisface (2.18) y (2.19), y sea [uZ,,h?% ] otra

solucién débil tentativa de (2.2). Tomando v = ul, —u% y b =h! — h? , tenemos que

oo

v(Vu, Vv) +a(u-Vul ,v) +a(u?, - Vu,v) = (h-Vhl ,v) + (h% - Vh,v), VeV,

7(Vh,Vb) + (u- Vhl,,b) + (uZ - Vh,b) — (h-Vul ,b) — (h: -Vu,b) =0, Ybec V.

Tomando u = v y b = h en las igualdades anteriores, y usando la Proposicion 1.3.16, obtenemos

v[|[Vul|7: = —a(u-Vul,u) + (h- Vhi , u) + (hZ - Vh,u), (2.20)
7[Vh[|7. = (h-Vul, h) + (h - Vu,h) — (u- Vhl  h). (2.21)
Ademas, usando de nuevo la Proposicién 1.3.16 tenemos que (h%, - Vu,h) = —(hZ% - Vh,u); por lo tanto,

suamando (2.20) con (2.21) llegamos a
v||Vul2. +7||Vh[?2: = —a(u- Vul,,u) + (h- Vhl  u) + (h- Vul,,h) — (u- Vhi  h). (2.22)

Ahora, estimamos los términos del lado derecho de (2.22) de la siguiente manera: Usando las desigualda-

des de Holder y Young, asi como la Proposicién 1.3.16, tenemos

|av(u - Vu:;07 u)| = |a(u- Vu, uéo)\
< aCllul|s ||Vl 2 [lul, |25

< aCllul[{ lus | s,

|(h- Vhi,u)| =|(h-Vu,hl)|
< C|h|gs||Vul[ g2 [[hl, || s
< Clhlylullv b s

< C(In)I + [[ull{) el ze

|(h- Vug, h)[ = |(h- Vh,ul)]
< Cllb|l o [[Vh] L2 g ]| o

< Clh[f uslze,
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|(u: Vhi, h)| = |(u- Vh h)]
< Cllullze || Vhl|z2 b || 2
< Cllullv|h]lv i s

< C(hlf + [[ul$) e 2.
Reemplazando las anteriores estimaciones en (2.22), deducimos que
vlfull{ +1h]3 < Clajuillzs + by llzo)ullf + C(lluillzs + [hallzs) R,

lo cual, asumiendo las hip6tesis (2.18) y (2.19), implica que ||ully =0y |||y =0;yasi,u=0yh =0, es
decir, [ul_,hl ] = [u?,,h2 ], lo que completa la demostracion. O

Observacion 2.1.3. Note que, gracias a la estimacion (2.3), las condiciones (2.18)-(2.19) son satisfechas
si: (a) ||f>||y: es suficientemente pequena, o (b) el parametro o es suficientemente pequerio, o (c) los

parametros v,~ son suficientemente grandes.

2.2. Comportamiento asintotico

El objetivo de esta seccion es estudiar el comportamiento asintético de las soluciones débiles de (1)-(2).

Para esto, se obtendra una estimacion clave en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.1. Seanf € L*°(0,00; V'), £, € V' y considere [u, h] una solucién débil de (1)-(2) tal que
u;, h; € L?(0, +o0; V).

Ademds, asuma que [u~., h] es una solucion débil de (2.2) verificando (2.18) y (2.19). Entonces, existe

una constante positiva B, > 0 tal que, para todo 3 € (0, Bo], tenemos la siguiente estimacion

allu(t) — us||2: +|h(t) — hool|72 (2.23)

2 t
B aC _
< e P (aflup — s |72 + [lho — hoc|72) + — =72 / 7 |1f(s) — fuc 37 dls.
0

Demostracion. Denotemos por

W:=U—Uyx ¥y 2Z:=h-—hg.
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Entonces, restando (2.2) de (2.1) llegamos a

a(wy, v) + v(Vw,Vv) = —a(w-Vu,v) — a(uy - Vw, V)
+(z-Vh,v) + (heVz,v) + (a(f — £),v), W EV, (2.24)
(z¢,b) +v(Vz,Vb) = — (w - Vh,b) — (us - Vz,b)
4 (z-Vu,b) + (heo - Vw,b), Vbe V. (2.25)

Tomando v = w en (2.24), b = z en (2.25), y usando la Proposicién 1.3.16, obtenemos

d
%%”WH%Q + 1/HVW||%2 =—a(w-Vu,w)+ (z-Vh,w) + (he - Vz, W) + (a(f — f),w), (2.26)

1d
5 3177 + V2L = =(w- Vh,2) + (z- Vu,2) + (he - VW, 2). (2.27)

Con el objetivo de estimar algunos términos del lado derecho de (2.26)-(2.27), los reescribimos de la si-

guiente manera:

y de manera similar,

(z-Vh,w)=—(z-Vw,h)
—(z-Vw,h) + (z- Vw,hy) — (z- Vw, hy)
=—(z-Vw,z) — (z- Vw,h),

—(w-Vh,z)=(w-Vz,h)

w-Vz,h) — (w-Vz,hy) + (W-Vz, hy)

(
(
(w-Vz,z) +(w-Vz, hy)
(w-Vz,hy),
(z-Vu,z)=—(z-Vz,u)

—(z-Vz,u)+ (z-Vz,ux) — (z2- Vz,ux)
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= —(Z . VZ,W) - (Z : VZ,“OO)'

Usando las anteriores igualdades en (2.26) y (2.27), llegamos a

d

%%leliz +V|[VWll7: = a(w - Vw,ux) = (2 Vw,2) — (2 YW, heo) + (o - V2, W) + (a(f — fs), W),
1d
5 3177 + V2L = (W V2, heo) = (2 Vz,w) = (2- V2z,us0) + (hoo - VW, 2),

de lo cual, sumando ambas ecuaciones y cancelando términos (usando la Proposicion 1.3.16), tenemos

1d
5 77 @lIWllZs + ll=ll72) VWL +9[Vzll7: = a(w - Vw, uy) (2.28)

—(Z . Vw,hoo) + (W . VZ,hoc) - (Z ) VZ,UOO) + (a(f - foo)’w)

Los términos al lado derecho de (2.28) pueden ser estimados de la manera que se mostrara a continuacion:

(% - Vw, 0| < Cllwl Vw22 e 25 < Clwl? use o, (2.29)
(2 Vz,00)| < Cllzl o Val 12 use s < Cllzlf sl o, (2.30)

(2 Vw, hoo)| < Clal o[ Vw12 [hoc s < Cllzlly [wlly [hoc | s, (2.31)
(W -V, hoo)| < Cllwlloo [ Val o2 [hec o < Cllwlly 2]y [ | 2o (2.32)

Asi, usando (2.29)-(2.32) en (2.28), y utilizando la desigualdad de Young, obtenemos

1d

3% (allwllZz + l12)172) + vIwlly + ]zl
< Callwlly usllzs + Cllzll¥lusellzs + Cllzllv IWllvhells + aClIf — follv Wil
2
a-C v
< Callwlly usollzs + Cllzll lusellzs + CUIWIF + [12]3) oo [l s + —lIf - foo i + §||W||%/

o?C v
< Calucllzs + ool L3) [[WI + Cllusolls + [hoollzs) llz]l5 + —lIf - fooll§ + §||W||%/~(2-33)

Ahora, observe que (2.18) y (2.19) implican que

V=V — C(Oz”lloo”Li’» + ||hoo||L3) > Oa

7 =7 = Cllluc|[zs + [lhoo|[3) > 0.

Por tanto, de (2.33) llegamos a

|

2
_ _ a*C
(allwliZz + llzl172) + ZIwlF +Allzll} < —lIf - foo[3-

N |
QU

t
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Usando (1.3), da como resultado

1d _ _ o?C
5%(GIIWIIQL2 + |lzl|72) + Colwl72 + CFllzlZ2 < — It = ool

lo cual implica que,

2t
para todo 5 € (0, 5], donde

8o = min {K,"y} C.
«
Ahora, por simplicidad en la notacién, tomemos
y=alwlZ: + |zll7.,

Ys

d
voo= Slelwllz: +zl7),

de modo que, la desigualdad (2.34) se reescribe como
o2C
oy + 27920y < —— eI — £,
174

0 equivalentemente,
285, \/ o?C 28s 2
(*y) < == — fl .
e integrando de 0 a ¢ en (2.36), deducimos

a2C

2ty(t) - y(0) < =

t
/0 €255 |£(s) — oo |2ds,

lo cual implica (2.23).

El siguiente teorema constituye el resultado principal de este capitulo.

Teorema 2.2.2. Asuma las hipdtesis del Teorema 2.2.1. Si lim; ., |f(t) — follv

[u(t) — use|lzz — 0 y|[h(t) — hao 2 — 0 cuando t — +oc.

1d o?C
allwllz: + llzll72) + S{allwlli: + [l2]|7:} < B L foo I,

(2.34)

(2.35)

(2.36)

0, entonces

Demostracion. Demostraremos que lim; o (af|u(t) — uso |32 + ||h(f) — h||3.) = 0, esto es, dado € > 0
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(consideraremos, sin pérdida de generalidad, ¢ < 1), probaremos que existe T, > 0 tal que
aflu(t) = us|z2 + [h(t) — ho|7. <e

parat > T..
Para encontrar T., comenzaremos considerando un § > 0 (el cual sera escogido mas adelante luego en
funcion de €). Como lim;_, ||f(t) — fx|lv = 0, existe Ts > 0 tal que ||f(t) — fx|/v+ < 6 parat > T;. Ahora,

por (2.23) con un 3 € (0, By] fijo, se tiene que

allu(t) —us |7z + [Ih(t) — hool|Z

2 t
a C
< e (aflug — us |7z + Iho — hooll72) + — 6‘2‘“/ e*7%||£(s) — fao |5 ds
0
—28t 2 2 o?C —28t s 283s 2
< e (aluo — ux[z2 + |[ho — hoo|[Z2) + — e e ||£(s) — fo [y ds
0

2 t
aC
+—e‘25t/ e?Ps5%ds
14 T

e28Ts

26

a?C _ 1 a?C _
e (LB lamoy + Il ) + e

_ a?C
< ¥ alfun — wal + o~ ) + S (im0 + Il ?)
62,8t62 62,8T5 52 >

28 28

v
< e 2 (allug — usc|72 + [ho — hec|72)

0420 _2 eQﬂT(; ) 0(20 L €2Bt52
e m( 28 <”f”L°°<o,oo;V,>+|f°°”V'))+ v Bt( 2 )

= e P (allug — usell7> + lho — heol[72)

a?C e~ 2P(t=Ts) a2C 52
t T (]l oo (0,005 + I llv)? + AT (2.37)
Escogemos § > 0 tal que
Cé%a? € . 2Bve \1/2
550 < 3’ es decir, § < (3a20) ,

para el cual consideramos el correspondiente Ts. Entonces, de (2.37) vemos que es suficiente escoger

T. > 0 suficientemente grande tal que, para todo ¢ > T, se cumpla

e (allug — usl72 + |ho — holl72) < /3

2C (|I£|l o< (0,00v7) + [Ifoollv)?
—2B(t—Ts) & C (H L (0,00;V") ||V
€ » % < €/3.

Asi, concluimos que
aflu(t) —us|z: + [|h(t) = hao 72 <e,
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lo cual finaliza la prueba.

35



3. Estudio numérico

En este capitulo, se desarrollara el estudio numérico de los sistemas (1)-(2) y (3), usando los métodos de
diferencias finitas y elementos finitos. Especificamente, se presentaran dos esquemas numéricos comple-
tamente discretos (usando aproximaciones de tipo mixto para el esquema asociado al problema evolutivo,
usando aproximacién por diferencias finitas en tiempo y elementos finitos en espacio), y se probaran al-
gunas propiedades cualitativas tales como el buen planteamiento de los esquemas, la verificacion de una
ley de energia discreta, estimaciones uniformes en normas débiles, y el comportamiento asintético de las

soluciones del esquema numérico evolutivo.

3.1. Esquema numérico asociado al modelo (1)-(2)

Con el objetivo de obtener el esquema de aproximacion numérica asociado al sistema (1)-(2), considerare-
mos la variable auxiliar
qu—i—%hz. (3.1)

Para la discretizacion temporal, consideramos el parametro At¢, y denotaremos t, = nAt; mien-
tras que, para la discretizacion espacial, consideramos una familia de triangulaciones {7;},~0 de
Q formadas por simplices K (triangulos en 2D vy tetraedros en 3D), tales que Q = UkeT,
con hx siendo el diametro de K. Escogemos los siguientes espacios de elementos finitos para
[u,h,p,q,w] : Uy x Hy x Py, x Qp x Wi, C (H(Q))? x (L*(Q))3.

Ademas, asumimos que [Uy, Q] y [Hn, W}, satisfacen las siguientes condiciones inf-sup discretas: Existen

constantes 3, 82 > 0, independientes de h, tales que

—(g,V-v
sip IV V) 5 5 gllen, Vo€ Qn, (3.2)
veU,\{0} ”VHUh
—(r,V-s
sup Q > Ballrllw,, Vr € Wh. (3.3)

seH\{o} lIsll&,

Algunas posibilidades para la escogencia de los espacios discretos [Un, Q1] Y [Hn, W3] (de manera que se

satisfagan las condiciones (3.2)-(3.3)) son (ver '):

' V. Giraulty P-A. Raviart. “Finite element methods for Navier-Stokes equations. Theory and algorithms”.
En: Springer-Verlag (1986)
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» [Up, Q) (0 [Hy, W3]) aproximados por P, x P,._; (para r > 2).
n [Uy, Q] (0 [Hy, W4]) aproximados por Py — bubble x Py.

Asi mismo, con el objetivo de controlar los términos trilineales en (2.1), se considerara el operador A definido
por
1 1
A(u,v,w) = §(u Vv, w) — i(u -Vw,v), Yu,v,w e H(Q). (3.4)

Lema 3.1.1. E/ operador A definido en (3.4) satisface las siguientes propiedades

Alu,v,w) = —A(u,w,v), (3.5)
Afwv,v) = 0, (3.6)

A(ur, vi, w) — A(ug, vo,w) = A(ur —uz,vi,w) + A(uz, vi — vz, w)
= A(u; —uy,va,w)+ A(ug, vy — va, w), (3.7)

para todo u,v,u;,uz, vi,va, w € H(Q).

Demostracion. En primer lugar, note que

A(u,v,w) = %(u -Vv,w) — %(u -Vw, V)
1 1
= _ (2(u -Vv,w) + i(u . VW,V)>
1 1
= _ (2(u~Vw,v) — §(u . Vv,w))
=—A(u,w,v).

En segundo lugar, observe que

1 1
A(u,v,v) = §(u -Vv,v) — §(u -Vv,v) =0.

Finalmente,
1 1
A(u; —uz, vy, w) + A(uz, vy — vo, W) = 5((u1 —ug) Vv, w) — 5((u1 —ug) - Vw, vy)
1 1
+ §(U2 V(v —va),w) — §(u2 -Vw, (vi — v3)). (3.8)

Teniendo en cuenta la linealidad de la integral y el operador gradiente, el lado derecho de (3.8) se puede

reescribir como
1 1 1 1
5(111 . Vvl,w) —5(112 . Vvl,w) — 5(111 . VW7V1) —+ 5(112 . Vw,vl) (39)
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1 1 1 1
—|—§(u2 Vv, w) — §(u2 -Vva,w) — §(u2 -Vw,vy) + 5(112 -Vw, va),

y restando términos iguales, se llega a

= A(u, vy, w) — A(ug, va, w). (3.10)

Por lo tanto, de (3.8)-(3.10), se concluye la primera igualdad de (3.7). La otra igualdad en (3.7) se prueba

de manera similar. O

Teniendo en cuenta lo anterior, consideramos el siguiente esquema numérico de primer orden en tiempo,

n—1

no lineal y acoplado (donde, en general, se usara la notacién §.a™ = “"*A“t ):

= Inicializacion: Sea [u’, h°] € U;, x Hy,.

= Paso 1: Dado [u"~ !, h"~!] € Uy, x Hy, encontrar [u”, h", ¢",w"] € U, x H;, x Qp, x W, tal que, para

todo [a, h, g, w] € U, x Hy, x Qp, x Wy, se verifique

a(du™,u) +v(Vu",Va) + a A(u”,u”,u) — A(h",h", a) = o(f”,u) + l(q", V- u),
%

(6:h™ h) +~v(Vh", Vh) + A(u®,h", h) — A(h",u", h) = (w", V - h),

(V . u"a Q) = 07

(V-h" @) =0.

(3.11)

» Paso 2: Dado [h", ¢"] € H;, x Q;, computar p™ € P, usando la igualdad

pn — qn _ g(hn)Q. (312)

3.2. Ley de energia discreta y estimaciones uniformes para (3.11)

En esta seccién, probaremos una estimacién de energia en normas débiles, la cual implicara algunas

estimaciones uniformes para las variables discretas u™ y h".

Proposicion 3.2.1. Cualquier solucion del esquema numeérico (3.11) satisface la siguiente ley de energia

discreta

50 (a3 + 0713 ) + 5= (alld” 3 + 16h" 32 ) + 21| Vu" 22+ V" [32 < C (1€ 31y, (3.13)
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donde la constante C > 0 es independiente de [At, h,n].

Demostracion. Tomando [, h, g, w] = [u”, h”, %q”,w”] en (3.11) y usando la igualdad (a — b)a = %(a* —

v?) + 1(a — b)2, obtenemos

1
SOl Fe+ = b 24 0]V 22+ 0 A, u”, u") — AR, B, w) = alf, ")+ (" V),
(3.14)
fétHh"HLz L2 H5th"HLz +7[Vh"[|72 + A(u", h",h") — A(h",u",h") = (w",V - h"), (3.19)

1
—(V-u",q") =0, (3.16)

i
(V-h",w") = 0. (3.17)

Sumando (3.14)-(3.17), y usando las propiedades (3.5)-(3.6), asi como la desigualdad de Young (ver Teo-

rema 1.3.7), llegamos a
Q@ alt n n 1 n
SOl Ee + 5 [0 4+ v Vur [ + S6i b
+ 5 100172 + [ VB"IZe < SVt ([Ze + C— €[,

lo cual implica (3.13). O
Corolario 3.2.2. Cualquier solucion [u™,h"| del esquema (3.11) esta acotada en [°°(L?) N I>(H*).
Demostracion. Multiplicando (3.13) por At y sumando desde n = 1 hasta n = m, obtenemos
5 (ol 2.+ ) wi (5190”13 +7IVh"2:)
< L (alla®ls + IBOZ:) + CAE S [£7 iy

n=1

lo cual, si f € I2((H')"), implica que [u™, h"] estd acotada en [>°(L?) N I?(H!). O

3.3. Buen planteamiento del esquema (3.11)-(3.12)

Con el objetivo de probar el buen planteamiento del esquema numérico (3.11)-(3.12), en primer lugar se
probara la existencia de, por lo menos, una solucién usando el Lema 1.3.6; y posteriormente, se establecera

qué condiciones deben cumplirse para que la solucién sea Unica.
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Teorema 3.3.1. Existe por lo menos una solucién [u™, h™, ¢", w™,p"] € Uy, x Hy x Qp x Wj, x Py del

esquema numérico (3.11)-(3.12). Ademas, si se satisfacen las siguientes condiciones

allu” s + 07 15) < 1, Va > 1, (3.18)

QA

(la"llzs + [h™[|zs) < 1, Vn =1, (3.19)

=1Q

donde C > 0 es una constante independiente de [At, h,n], entonces la solucion es tnica.

Demostracion. Como se menciond anteriormente, por medio del Lema 1.3.6 demostraremos la existencia
de solucién del esquema numérico (3.11); mientras que la existencia y unicidad de solucion p™ € P, de

(3.12), sera una consecuencia inmediata de lo anterior. Para ello, denotamos por

X :=Up x Hy X Qp X Wy,

<[uv thaw]a [foL(j, 1?)]))( = <u7ﬁ>Uh + <ha }_1>Hh + <q7Q>Qh + <w7w>Wh,'

Asi mismo, consideramos R : X — X definido de la siguiente manera: a cada [u™, h", ¢", w"] € X, le asigna
R([u™,h", ¢, w"]) € X tal que

(Rlu™,h",¢", w"], [0, h, g @) x =

a(fu™,u) +v(Va"”,Va) + aA(u”,u",u) — A(h",h", a) — o(f", u)
1 _ _ _

—5(@" V- 0)+ (40" h) +7(Vh", Vh) + A(u”, b", h)

_ _ 1
7A(hn7 un’ h) - (,(Dn7 V. h) + ;(V : una q) + (V : hnaw)v

para todo [u, h, ¢, w] € X. Tomando [u, h, g, w] = [u”, h", ¢",w"] € X y usando la propiedad (3.5), llegamos

a

<R[un,hn7qn7wn]’ [un7hn7qn7wn}>x =

a(ou™,u”) +rv(Vu", vVu”) + cA(u”,u",u") — A(h" K*a") — a(f”,u")
1

——(¢% S a") + (6:h™,h"™) + v(Vh", Vh") + A(u™,h", h")

1 ,
—W—W+M+W

Ademas, recordando que A(u™,u™,u”) =0y A(u”, h™, h™) = 0 (gracias a la propiedad (3.6)), y teniendo
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en cuenta la igualdad (a — b)a = 3(a? — b?) + 5 (a — b)?, deducimos que

<R[u” h", ¢", w"} [u™, h", ¢" w"]))x =

n A n n n n n
*5t||u HL2+a7H6tu 72 + vilu" |7 — a(f",u") + 5t||h ||L2+ ||<5th 72 + 10" 7
Note que como a(f,u”) < o f|| (1) |u™|| g1, entonces —a(f,u™) > —a/|f]| g1y [u™|| 55 y asi,

<R[un h",q", wn] [un h",q", wn]>X >
At
S + Oé*H(Stu"Hm +ul[uF = all £y o [
1

by P — I s + S 2 A,

u” _

de lo cual se cumple la hipotesis del Lema 1.3.6 para p > 0 suficientemente grande (puesto que
u”~! h"~! f son datos fijos, y sus normas se pueden dominar por las de u”, h" para p grande). Finalmen-
te, la continuidad del operador R puede ser demostrada siguiendo argumentos analogos a los presentados
en el capitulo anterior, por lo cual omitiremos la demostraciéon. Asi, como consecuencia del Lema 1.3.6,

deducimos que existe [u™, h", ¢",w"] € U, x Hy, x Q x W), tal que

a(fu™,u) +v(Vu",vVa) + aA(u™,u",u) — A(h",h", a) — o(f",0) — ;(q”, V-a) + (6:h™ h)

_ _ - 1
+7(Vh", Vh) + A(u”, h", h) — A(h",u", h) — (@",V -h) + ;(V u”,q)+(V-h", ) =0,

para todo [a,h,g,w] € X. Finalmente, tomando primero [a,h,g,w] = [1,0,0,0], luego
[@,h,g,w] = [0,h,0,0], después [u,h,g,w] = [0,0,4,0], y por ultimo [u,h,g@w] = [0,0,0,w], se
concluye que [u™, h", ¢", w"] € Uy x Hy x @ x W}, es solucion del esquema (3.11).

Ahora, con el objetivo de probar la unicidad, considere [u?, h?, ¢7, w}] una solucién de (3.11) que satisface
(3.18) y (3.19), y sea [uf, h}, ¢, wh] otra solucién de (3.11). Como [u}, hT, ¢}, w}] y [uf, hf, ¢4, wh] son

soluciones de (3.11), entonces satisfacen las siguientes igualdades

1
a(dtu?v ﬁ) + V(vu’j’b Vﬁ) +o A(u?a ll’il, ﬁ) - A(h?v h?vﬁ) = a(fnvﬁ) + ;(q?v V- ﬁ)v
(6:h7, h) +v(Vh?, Vh) + A(u?, h}, h) — A(hy,u?, h) = (w}, V - h),
(V-up,q) =0,

(V'hl,’a}):o,

(3.20)
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1
a(dpuy,u) + v(Vug, Vi) + a A(ug,uy,u) — A(hg, hy, ) = o(f", 0) + p(qga V-,
(6:h%, h) +v(Vh%,Vh) + A(u}, h}, h) — A(h%,u}, h) = (w}, V - h),
(v - uy, (j) =0,
(v : hng) =0,

(3.21)

para todo [u, h, g, w] € X. Restando (3.21) de (3.20), obtenemos

@ n = o n n W o n - o n—1—=
E(uhu) _E/(JJ//)""V(VUUV“)"_O‘A(UDHU ) A(hlvhlﬂ )_Kt(u%u)"_w

1,
—v(Vuj,Va) — aA(uf,ufy,a) + A(hy, hy a) = a0 + — (ql, -) — o —;(qé,V~u), (3.22)

1 = 1 n=+t- n h n W h n N i 1 n - 1 n=+-
A (0 0) — 2 0270) +9(VhY, Vh) + A(uf bil, h) — A(hf,uf,h) — (g, 1) + (k> a)

_W(th7 VI_I) - A(ugvh;lv B) + A(hga ugv B) = (’LU;L, V- 1_1) - (wgv V- 1_1), (323)

(V ula ) (V u2v )_Ov (324)
(V-hi, @) = (V- hy,w) =0, (3.25)

para todo [a,h,q,w] € X. Ahora, usando la propiedad (3.7), agrupando términos y reorganizandolos, de
(3.22)-(3.25) tenemos que

Kt((u? - ug)v ﬁ) + V(V(u? - ug)» Vﬁ) + O‘A(u? - ugv u111’ ﬁ) + O‘A(ugv u7ll - ug7 ﬁ)
I3 1 n n 3
- A(h71L - h72Lv hKﬁ-) - A(hg> h71L - hg7 u) = ;((Ch ) )7 V- U.), (326)
Z((h” hy), h) +~(V(hi —h3), Vh) + A(u} — ug, hi, h) + A(uz, hY —hj, h)
7A(h? - hga u71L7 B) - A(hga 11? - ug7ﬁ) = ((w? - ’LU;L), V- ﬁ)7 (327)
(V- (uf —u3),q) =0, (3.28)

para todo [i, h,g,w] € X. Denotando u” := u} —uy, h" := h}? — h¥, ¢" := ¢} — ¢§ y w" = w} — wy,

tomando [, h, g, @] = [u", h", %q”, w"] y usando la propiedad (3.6), tenemos que

1
Aﬁt||u”\|%2+y|]Vu“||%2:—aA(u”,ul, ")+ A(h", hT,u")+ A( g,h”,u”)Jr;(q”,V.u”), (3.30)
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1

Kt“hnH%? + ’YHthH%2 = A(hnv u?’hn) + A(hga unv hn) - A(unv hvlla hn) + (wna V- hn)» (331)
1
—(V-u",q¢") =0, (3.32)
7
(V-h",w") = 0. (3.33)

Sumando (3.30)-(3.33) y usando la propiedad (3.5), llegamos a

« n 1 n n
EIIU”II%z +v|[Vu H%z+gtllh |72 +~[Vh" 72
= A(h™, b7, u") — aA(u™, u?,u") + A(h", u?, h") — A(u”, h?, h"). (3.34)

Usando las desigualdades de Hélder y Young (ver Teoremas 1.3.7-1.3.8), estimamos los términos del lado

derecho de (3.34) de la siguiente manera:
aA(u”, uf,u")| < Callu”|[gs|[Vu" | 2z [uf|zs < CafVa®|[Za([uf s, (3.35)
[A(h™, bt u™)| < Cfh™|[Ls[[Va"|| L2 ([T Ls + C[Vh"[|L2[[0”(| s [T || s
< CVh || L2 [[Vu™|| 2 [|hY || s + Cl[VR"[| 2 [[Vu™|[ L2 [|hY | s, (3.36)
[A(h", ui, h")| < O["|| s [VR" |2 uf [ rs < C| VR[22 |0} s, (3.37)
[A(u”, Y, h")| < Cfa"||Ls [V || L2[[hy [ L3 + C[[Va” || 22 b || s [bT || s
< CVh™||2[[Va" || 2 [|hY | L2 + C[[VR"|| L2 [|[Vu™ || 2|y | 5. (3.38)
Entonces, sumando (3.34)-(3.38) y usando la desigualdad de Young en algunos términos, obtenemos

o n n 1 n n
~p " 7e + vIVar e + L 07117 + 7 Vh" |7
< Ca|Vu"|[Za|[uf s + C VR L2 [ Va2 [bY | o + C VA" (|72 [uf | s

< Ca||Vu" |1z [uf]|zs + C|VR"[[Z2 [} s + C|[Vu"|[F2|[hf | s + C||[Vh"||72 [ h]| s (3.39)
Asi, de (3.39), llegamos a
v[Vu |2z + 4l Vh* (|72 < Claluf|gs + [b7[|2) IVu™ 72 + C([ufl zs + [BT[|13) VR (72, (3.40)

lo cual, junto con las hipétesis (3.18) y (3.19), implican que ||[Vu"||z= = 0y ||[Vh"||.2= = 0. Dado que
[u",h"] € U, x H, C H}(Q) x HY(Q), obtenemos que u™ = 0y h™ = 0, es decir, [u},h}] = [uf, h}].
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Ahora, usando el hecho de que u™ = 0y h™ = 0, las condiciones inf-sup (3.2)-(3.3) y (3.26)-(3.27), se llega
a
Billd"llg, <0y Boflw"|lw, <0,

y se concluye que [¢7', w}] = [¢%, w¥]. Finalmente, teniendo la existencia y unicidad de h™ y ¢, la existencia

y unicidad de p™ solucion de (3.12) es inmediata, lo cual finaliza la demostracién. O

3.4. Esquema numérico asociado al sistema (3) y comportamiento asintético

El objetivo de esta seccidn es probar que la solucién del esquema numérico (3.11) satisface una estimacion
discreta anéloga a la obtenida en (2.23) para la solucién del problema continuo. Para esto, consideramos
el siguiente esquema numérico asociado al problema estacionario (2.2): Computar [u;°, hy°, gi°, wi°] €

U, x H, x Qh x W, verificando

1
v(Vup®, vVa) + aA(up®, ui?, a) — A(h, h°,u) = a(f>*,a) + ;(q;?,v -u), Va € Uy,

7(Vh$e, Vh) + A(ug®, hi° h) — A(h$°,ug°, h) = (wi°,V-h), Vh € Hy,

(3.41)
(V : u?vé) = 0; V(j € Qha
(V-h°,w) =0, Yo € W,
Una vez computados hy° y ¢;°, se encuentra p7° mediante
oo __ 00 Ko coy2 42
Ph*Qh*§(hh)~ (3.42)

Procediendo como en la Proposicién 3.2.1 y el Teorema 3.3.1, es posible probar los siguientes resultados;

por lo tanto, omitiremos las demostraciones.
Proposicion 3.4.1. Cualquier solucion del esquema numeérico (3.41) verifica la siguiente estimacion
v 0o (|2 o012 a2 00 |12
SV I3 + VB35 < O 7). (3.43)

donde la constante C > 0 es independiente del parametro discreto h.

Teorema 3.4.2. Existe por lo menos una solucién [ug°, he®, ¢i°, we°, pi°] € Uy, x Hy x Qp, x Wy, x Py, del

esquema numeérico (3.41)-(3.42). Ademas, si se satisfacen las siguientes condiciones

—~

afwp®lps + [[hE%llzs) < 1, (3.44)

QA

(i llzs + [t fles) < 1, (3.45)

21Q
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donde C > 0 es una constante independiente del parametro discreto h, entonces la solucion es unica.

Observacion 3.4.3. Note que, gracias a la estimacion (3.43), las condiciones (3.44)-(3.45) son satisfechas
si: (a) ||[£°°||(u1). es suficientemente pequeria, o (b) el parametro o es suficientemente pequerio, o (c) los

parametros v,y son suficientemente grandes.
Ahora, presentamos los resultados principales de esta seccién.

Teorema 3.4.4. Seaf € L>(0,00; (H}(2))), fx € (HY(Q))' y sea [u™, h™, ¢", w"] solucién del esquema
numérico (3.11). Ademds, asuma que [u;°, h°, ¢7°, w°] es solucion del esquema numérico (3.41) satisfa-

ciendo (3.44)-(3.44). Entonces, existe una constante positiva 5, > 0 tal que, para todo 5 € (0, 8|, tenemos

afu —uF|ff: + " — b7

< C(1+26A8) " (alu’ — w72 + [|h® — hi?|7,)

CO[Q n
Z— (1+28AH)"A 14 28AH)™HIE™ — £2°)12,,1, 3.46
+——(1+28A0) AL Y (142540 ([ (3.46)

m=1

donde C > 0 es una constante independiente de [At, h,n].

Demostracion. Restando (3.41); a (3.11)1, tenemos que

o(,u”, @) + v(Vu", Vit) + aA(u”, u", @) — A", h", @) — v(Vu®, Va)

1 1
—aA(up’,up’,u) + A(hy?, hy?,u) = a(f",0) — a(f*,0) + —(¢",V-1u) — —(q;°, V - u), (3.47)
K K
para todo u € Uy. Note, que usando (3.7), obtenemos que

aA(u",u",0) — a A(up?,up’,u) = cA(u” —up,ui’,u) + aA(u”,u” —up’, u)

*(A(hnvhn’ﬁ) - A(hﬁ”, Zo’ﬁ)) = *(A(hn - ?7 Zo’ﬁ) + A(hnvhn - hoovﬁ))a
y reemplazando en (3.47), deducimos

a(ou™,u)+v(V(u" —up),Va) + aA(u" — up’,ui’,u) + aA(u”,u”" —ui’, u)

1
—A(h™ —hi° hi°,;u) — A(h",h" —h°, u) = af" — £, 0) + —(¢" — ¢;°, V - u), (3.48)
7]
para todo u € Uy,. Procediendo analogamente, restando (3.41),_4 a (3.11)2_4, llegamos a
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(6thn7 B) + ,y(v(h77._h20)7 VB) + A(un - uzo7 hzov B) + A(una h" — hiov B)

_A(hn - hﬁ.o»uzo7 B) - A(hn7 u" — uhoo7 B) = (wn - w}?o7 V- B)a (349)
(V- (h™ —hy®),w) =0, (3.51)

para todo [h, g, w] € Hy, x Q; x W},. Ahora, denotando v" := u” — up®, z" :=h" —hp°, r" = q" —¢;°, Y

s™ = w" — w;®, y considerando la siguiente igualdad

n n—1 n o) n—1 o) n n—1
n_u'—u Sut—upr - (U —ue) vi-v
(Stll = = = ,

At At At

de (3.48)-(3.51), obtenemos
a(ov™,a) +v(Vv™, Va) + aA(v™,up’, a) + aA(u”,v", a)

—A(z",h{° 1) — A(h™, 2", a) = a(f” — £°,0) + —(r",V - 1), (3.52)

(6:2z", h)+v(Vz", Vh) + A(v",h%° h)

+A(un7 Zna }_1) - A(va uzoa 1_1) - A(hnv Vna 1_1) = (snv V- h)v (353)
(V-v",q) =0, (3.54)
(V-2", @) =0, (3.55)

para todo [a, h, g, w] € Uy, x Hy, x Q, x W),. Ahora, tomando [, h, g, @] = [v",z", 1", s"] en (3.52)-(3.55)

T

y sumando las expresiones resultantes, tenemos que

a(ov™, v + (62", 2") + v(Vv", Vv") +~(Vz",Vz") + aA(V",u°, v")
+aA(u™,v*,v") — A(z", hi°,v") — A(L", 2", v") + A(v™ byt z2") + A(u”, 2", 2")
—A(z",up°,2") — A(h",v™,z2") = a(f” — £°,v"). (3.56)
Usando la igualdad (a — b)a = 1(a® — b?) + 3(a — b)?, asi como las propiedades (3.5)-(3.6), llegamos a

« alt 1 At
SV + SN s + Sl e + S 10 B + IV, + AT
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= —aA(v"up’,v") + A(z",h°, v") — A(v", hio,2") + A(z",up’,2") = a(f” — £°°,v"). (3.57)

El paso a seguir sera estimar los términos a la derecha de (3.57); para esto, primero recuerde que
1 1
A(u,v,w) = i(u -Vv,w) — §(u~VW,v),
entonces, usando la desigualdad de Hélder y (1.6), obtenemos

A", up, v < Cal v Lo [V 2 037 e < Cal[ Vv |12 ][up | s,

[A(z", b2, v < Ofl2" Lo [[VV" |2 [0 | s + ClIV2" || 2][v" || Lo 57| Lo

< OV || 2 [VVT |z 057l s + CIV2" [ L2 [ V™[] L2 [0 s,

[A(z" ui?, 2")| < Cllz" |6l Va" || e llui |l 2s < ClIVZ" 72 057 e,

[AV" b, 2| < OVl e [V2" |2 [[037[| s + CIVV™ [ L2 ]12" || o 037 [| s

< OV L2 IV ([ 20 [ s + CUVV" [ L2 | V2" || L2 ][5 s

Reemplazando (3.58)-(3.61) en (3.57), llegamos a la siguiente desigualdad

« n aAt n 1 n At n n n
S BV B + SN s + S0lla 3 + S5 B+ v TV 3 + 2

< Cal V[ Lal[wi s + ClIV2" |2 [ Vv |2 [B57 (|2 + Ol V2" |72 ][5 s

+O[C||fn — foo”(Hl)/ ||VVTL||L2,
de lo cual, usando la desigualdad de Young en algunos términos y reorganizando, deducimos que
1
50 (allv? Iz + 12132 ) + vV 2 + V2"
< Ca||[ Vv |[La[[uisllps + C(IV2™ |72 + Vv [[72) 057 s + O V2" || 22 [0 || s

a2C

v n|2 n 00 |12
FLITV R+ = £

y por tanto,

1 v
S0 (QlVP I + 12" 72 ) + S IV 72 + 11 V2" 2
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< Claflupllzs + 03[l VY™ I72 + CUwR s + D7) V2" (72 + == 1" = £ {pny-

Despejando, tenemos que

1 n n v (oo} (oo} n
50 (allv? 3 + 1127132 ) + (5 — Claluilles + 1152)12) I Vv 22

(7= Clluills + IB1120) ) 192" 3 < =18 = £y,
Note que si [up°, hy°] satisface (3.44)-(3.45), entonces

v
v = (5 = Claluilles + B52)1s)) >0

7= (7= Cluielizs + 152129)) >0,

y asi, de (3.62) llegamos a

Ca?

1 _ _
S0 (V22 + 127 22) + P19V 32 + 3 V2" e < S [l£ — %2,

Ahora, usando (1.3), deducimos

15 n|2 ni2 n||2 n2<ca2fn7f002
50 (allv"z2 + [12"][72) + Blallv™I* + [|2" %) < —| [Ty

para todo s € (0, fy], donde

.
Bo = min {a,’y} C.
Observe que la desigualdad (3.63) se transforma en

2

(3.62)

(3.63)

(V™ 17z + 12" 172) = (V™72 + (12" 172) + 2888 (v ([ + [12"[[72) < = =A™ = £ty

0 equivalentemente,

Ca?

(L4 28A8)(allv" |72 + 112" [72) = (@llv"HIZe + 12" 7)< At—— " = £ty

Entonces, multiplicando (3.64) por (1 + 28At)"~! tenemos

(1+28A8)" (v |72 + [12"]1Z2)
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n—1 COéQ

—(1+ 288" alv" T2 + 12" HIZe) < (142888 ——AL|f" — £y,

y sumando desde n = 1 hasta m, obtenemos
m m2 m2 02 02 Ca® & n—1gn 00 |2
(1 +28A0)" (alv™ 22 + 112" |22) = (allv7l[Z2 + ll27]|Z2) < At—— D (4 2BA0" " — £ 7,
n=1
lo cual implica que
(@llv™ 7z + [l2172) < (1 +28488) "™ (a|[v°]|7 + [12°]172)
+= = At(1+ 28At) D (4 28A8)" T IE" — £ (3.65)
n=1

O

Teorema 3.4.5. Asuma las hipotesis del Teorema 3.4.4. Silim,, . [|f" — £°°| (g1 = 0, entonces se tiene

que ||[u™ —u®||z2 — 0 y [|h™ — h?°||2 — 0 cuando n — +oo.
h h

Demostracion. Demostraremos que lim,,_,o(afu™ — uf°||2. + ||h™ — hi°||?,) = 0, esto es, dado ¢ > 0

(consideraremos, sin pérdida de generalidad, ¢ < 1), probaremos que existe N, > 0 tal que
[u™ —uiF |72 + [b" = hy?||72 <
o hollL2 hollL2 <€

para todo n > N..
Para encontrar N, comenzaremos considerando un ¢ > 0 (el cual sera escogido mas adelante luego en
funcion de ¢). Como lim,, o [|f" —£°°[[(z1), = 0, existe N5 > 0 tal que ||f" —f>°||gz1) < d paratodon > Ns.

Ahora, por (3.46) con un g € (0, 5] fijo, se tiene que

afu™ —up?|[Z> + [ — b7,

< C(1+28A8) " (alu” — w72 + [|h” — hj?|[Z.)

Ca? —n m—1|¢gm 00|12
(L4 28A8) ALY (142600 |7 — £%||F,

m=1

< C(1+28A8) " (aflu’ —ui?[172 + [h® — h°[|72)

Ca? Ns

—— (14 28At)"At 14 28AH)™ ™ — £2°12,4,,
+— (1 +25At) n;(+ﬁ) | [i77eS)

Ca? n . m—1 2
+——(1+28A0) " At Y (1428A)™715

v m=Ns+1

< C(1+26A8) 7" (al[u® — w72 + [|h” — hj7|[Z,)
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Oa (1+2B8AtH)Ns —1

= 2880 A (= ) (Wl + el

Ca2 n (14 28A8)" — (1+28AH)Nsy
+——(1+26A1) At( AT )5

< C(1+26A8) 7" (alu’ — w72 + [|h” — hj?|[7,)

Ca? 1+ 2BAL)Ns
+ 2 1 200 (R0 (e any + ey
2 n
+C—(1+25At) (%)52

< C(1+28A0 7" (of[u” — w7 |[Z> + [h® — hj?[|72)

C’a Ca?
28A (n—Ns) fl|;00 1 foo 1 = 5. .
g0 (1 2880 (8 ariyy + ecllany ) + 550 (3.66)
Escogemos § > 0 tal que
Cé%a® € . 2P8ve \1/2
550 < 3’ es decir, § < (3a20> ,

para el cual consideramos el correspondiente Nys. Entonces, de (3.66) vemos que es suficiente escoger

N, > 0 suficientemente grande tal que, para todo n > N, se cumpla

C(1+28A1) 7" (allu” — u®[|7: + [b° = hj?|[Z.) <€/3

y
Ca? e
28 —(1+ QBAt) (n N‘;)(Hleoo((Hl)/) + HfOOH(Hl)’)2 < 6/3.
Asi, concluimos que
afu” —uw?||7. + [h" —hi?[7. <e,
lo cual finaliza la prueba. O
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4. Simulaciones numéricas

En este capitulo, presentamos resultados de algunos experimentos numeéricos realizados usando el es-
quema (3.11)-(3.12). Todas las simulaciones se han ejecutado en dominios 2D utilizando el software Free-
FEM++. Los experimentos estaran enfocados en dos aspectos: por un lado, se estudiara el efecto de la
funcion w asociada a los iones pesados y el término cuadratico h? (en la ecuacion para u) en el compor-
tamiento del campo magnético y el campo de velocidades; y por otro lado, se verificara la influencia de

algunos de los parametros asociados al sistema (2.1), en la dinamica de las variables involucradas.

4.1. Algoritmo iterativo

Teniendo en cuenta que el esquema (3.11) es un sistema algebraico no lineal, debemos considerar un
algoritmo iterativo para aproximarlo. A continuacién detallamos el algoritmo que hemos considerado, el cual

se basa en un método tipo punto fijo:
= Inicializacion (I = 0): Sea [u®",h®"] = [u"~!, h"~!] € U}, x H,,.

= Algoritmo: Dado [u'", h!"] € Uy x Hy, calcular [u! Tt hithn gltln 4l+in] ¢ Uy, x Hy x Qp, x Wy,

tal que, para todo [, h, g, w] € Uy x Hy, X Qp x Wp:

%(u”l’” —u" L a) + y(Vulthn va)
) 1
+aA(ub?, u Tt q) — A(hbm b a) = o(f7,u) + —(¢F, V- w),
I
1 _ _
E(hl-i-l,n _ hn—l7 h) + ’y(Vhl+1’71’7 Vh) (4 1)

+A(ul,n’ hl—‘—l,n, B) _ A(hl,n’ ul+1,n’ B) — (u)l—&-l,n7 V- B),
(V-u'*hm, q) =0,
(V-hi*thn 5) = 0.

Se realizan las iteraciones hasta que
méx(||ul+1’" _ ul,nHLQ, ||hl+1,n _ hl’nHL% ||ql+1,n _ ql,nHL27 ||wl+1,n _ wl,nHLz) < tOl,

donde tol > 0 es una tolerancia dada.
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4.2. Influencia de los términos w y h? en la dinamica del sistema

El interés de esta subseccién esta enfocado en estudiar el comportamiento del campo magnético y el campo
de velocidades dependiendo de la inclusion o eliminacién de la funcion w asociada a los iones pesados y

del término cuadratico h? en la ecuacion (1). En todos los casos, se considero la fuerza externa f = 0, y se

tomaron los parametros fisicos y discretos mostrados en el Cuadro 4.1 (tomados de 1).

Q

[0, 7]

h

At

o

14

v

1

tol

[0, 1]

[0, 5]

1/90

0,1

1

1073

0,017

0,07

1073

Cuadro 4.1 — Parametros tomados en cuenta para los diferentes casos.

Para el campo magnético y el campo de velocidades iniciales (ver Figura 4.1), se usan las siguientes

expresiones explicitas (ftomadas de 2):

ug(z,y) = (v (1 —y),2*(1 — 2)),

ho(l‘,y) = (y2’ (1 - 1‘)2)

Figura 4.1 — Condiciones iniciales para el campo magnético hy y el campo de velocidades ug, respec-

tivamente.

(@)t=0

2 G.Zhang, ver n. 1
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(b)t=0

Y. He G. Zhang. “Unconditional convergence of the Euler semi-implicit scheme for the 3D incompressible
MHD equations: Numerical implementation”. En: International Journal of Numerical Methods for Heat &
Fluid Flow 25.8 (2015), pags. 1912-1923




En la Figuras 4.2 y 4.3, se observa la dinamica en tiempo de los campos magnético y de velocidades,
respectivamente, sin considerar la accién de la funcién w asociada a los iones pesados y del término
cuadréatico h? en (1). Se puede apreciar un decaimiento en la magnitud de estas variables a lo largo del
tiempo, lo cual esta acorde con la ley de energia discreta probada en la Proposicién 3.2.1; asi mismo, el
cambio abrupto del campo de velocidades de ¢t = 0 a ¢ = 0,1 se debe a la accién del campo magnético,

debido a la regién de mayor magnitud que se tenia de este en un inicio.

[ 1.4e+00

— 1

— 0.5

l 5.7e-08

(c)t=0 (d)t=0,1 (e)t=1,2

f)t=25 ()t =37 (hyt=5

Figura 4.2 — Dinamica en el tiempo del campo magnético h, sin considerar la accion de la funciéon w
asociada a los iones pesados y del término cuadréatico h? en (1).
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4.1e-01

[ 0.1
1.36-06

(@t=0 (b)t=0,1

=25

Mt=>5

(d)¢
Figura 4.3 — Dinamica en el tiempo del campo de velocidades u, sin considerar la accién de la funcién
w asociada a los iones pesados y del término cuadratico h? en (1).
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Figura 4.4 — Dinamica vectorial en el tiempo de h, sin considerar la accién de la funciéon w asociada
a los iones pesados y del término cuadratico h? en (1). En la gréafica (a) se muestra la distribucion
vectorial del campo magnético inicial en todo el dominio; mientras que, en las graficas (b)-(f) se muestra
la dinamica en la esquina superior izquierda del dominio.
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@)t=0 (b) ¢ =01 CQ)i—12

(e)t =37 ft=5

Figura 4.5 — Dinamica vectorial en el tiempo de u, sin considerar la accién de la funciéon w asociada a
los iones pesados y del término cuadratico h? en (1).

1.4e+00

|

L

— 0.5

l 5.7e-08

(@)t=0,1 (b)yt=1,2 (e)t=25

(d)t =37 (e)t=5

Figura 4.6 — Dinamica en el tiempo del campo magnético h, considerando la accién de la funcién w
asociada a los iones pesados y del término cuadratico h? en (1).
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[4.16—01

— 0.3

—0.2

[ 0.1
1.3e-06

@@t=0,1 (b)t=1.2 €)t=25

(d)t=3,7 (e)t=>5

Figura 4.7 — Dinamica en el tiempo del campo de velocidades u, considerando la accién de la funcién
w asociada a los iones pesados y del término cuadratico h? en (1).

Al analizar en detalle las simulaciones del campo de velocidades en la Figura 4.3, se observa la formacién
progresiva de vortices a lo largo del tiempo. Este comportamiento puede atribuirse a la intensidad del
campo magnético inducido y, en consecuencia, de la fuerza de Lorentz, cuyo efecto depende directamente
de los valores de la conductividad eléctrica o y de la permeabilidad magnética u. Dicho acoplamiento
electromagnético modifica la distribucién de la velocidad del fluido, generando las estructuras rotacionales

apreciadas en las simulaciones.

Ahora, tenemos que la funcién w funciona como una fuente de amortiguamiento; esto puede entenderse
como que, cuando se considera w = 0, hay menos friccion o resistencia adicional al movimiento del fluido
y, por tal motivo, es natural que en las Figuras 4.3 y 4.5, el campo de velocidades tarde en desaparecer
un poco mas que en la Figura 4.7. Por otro lado, podemos notar que el término con h? también funciona
como un tipo de amortiguador, para ser mas exactos, al término 1Vh? se le conoce como el gradiente
de la presién magnética, el cual limita la aceleracion de la velocidad. En adicién, en el sistema hay
una pérdida de energia a medida que pasa el tiempo (ver Proposiciéon 3.2.1, lo cual estd acorde con

3); por tal motivo, el campo magnético se va desvaneciendo cuando el tiempo avanza (ver Figuras 4.2,

3 G.Zhang, ver n. 1
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4.4 y 4.6). Por otro lado, la funcion w brinda un ajuste al campo magnético, en el sentido de que lo
regulariza; y el término con h? es un control de la concentracién y estabilidad espacial del campo magnéti-

co, "empujando” parte del flujo magnético de lugares de alta acumulacién, como se observa en la Figura 4.6.

Finalmente, en las Figuras 4.4 y 4.5 se observa la influencia del campo magnético en el cambio de direccion

y la disminucién de la magnitud del campo de velocidades a medida que avanza el tiempo.

4.3. Influencia de los parametros fisicos v, vy

Por ultimo, presentaremos diferentes simulaciones para analizar la dinamica del sistema (sin considerar
el efecto de la funcion w y sin el término con h?), variando en este caso los parametros fisicos v, v y p.
Con este fin, se consideran las mismas condiciones iniciales dadas en (4.2)-(4.3), y en el Cuadro 4.2, se

presentan los datos de los parametros escogidos en los diferentes experimentos.

Test| Q@ [[0,T]| h |At|la| v Y i tol
T [[0,17 ] [0,5 | 1/90 | 0,1 |1 |10 | 0,017 | 0,07 | 10~°
2 | [0,1][0,5] | 1/90 [ 0,1 1|10 ]0,033| 3 |10°°
3 | [0,17][0,5 |1/90 0L |1 | 1 |0,033] 3 |10°

Cuadro 4.2 — Parametros escogidos en tres experimentos (aqui varian v, v y u).
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Figura 4.8 — Dinamica en el tiempo del campo magnético h en el Experimento 2.
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Figura 4.9 — Dinamica en el tiempo del campo de velocidades u en el Experimento 2.
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Figura 4.10 — Dinamica en el tiempo del campo magnético h en el Experimento 3.
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Figura 4.11 — Dinamica en el tiempo del campo de velocidades u en el Experimento 3.

Observe que los valores para los parametros en el Test 1 (ver Cuadro 4.2) son exactamente los mismos

que veniamos trabajando en la seccidn anterior; por lo tanto, la dinamica de los campos magnético y de
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velocidades para este primer experimento se puede visualizar en las Figuras 4.2 y 4.3, respectivamente.
Recuerde que v representa el cociente de la constante de viscosidad del fluido n entre la permeabilidad
magnética del medio u, entonces al relacionar estos tres pardmetros tenemos que la viscosidad del fluido
en este caso es bastante baja, razén por la que el sistema presenta una velocidad alta y que se llega
a mantener a lo largo del tiempo. Por otro lado, el campo magnético llega a verse afectado por v que
también representa un cociente de 1 entre uo, de modo que al hacer esa relacién, obtenemos que con
una permeabilidad pequefia (¢ = 0,07) y una conductividad alta (¢ = 840), el campo magnético tendera a
disminuir progresivamente en intensidad con el tiempo, aunque no desaparecera de inmediato (persiste un

poco en el tiempo).

En el Experimento 2, se variaron los parametros v y u, y por tanto, o (ver Cuadro 4.2). En lo que respecta al
campo magnético, aunque se aumento la permeabilidad, se disminuyé considerablemente la conductividad,
con lo cual se reduce notablemente su intensidad en el tiempo (persiste menos en el tiempo que en el
Experimento 1). Por otro lado, para el campo de velocidades, al aumentar x, aumenta el parametro n que
denota la viscosidad del fluido, y por tanto, la intensidad de la velocidad se ve reducida a lo largo del tiempo
respecto a lo observado en el Experimento 1. Finalmente, en el Experimento 3 se aumenta el valor de v,
con lo cual la viscosidad del fluido es atin mayor, y asi, la intensidad del campo de velocidades disminuye

rapidamente, a tal punto de casi llegar a desaparecer en poco tiempo.
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