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RESUMEN

TITULO: EL CALCULO ALGEBRAICO DE FERMAT: UNA

OPCION DIDACTICA*

AUTOR: EDINSON MATHEUS CAMACHO**
PALABRAS CLAVE: DERIVADA, FERMAT, ALTERNATIVA.
DESCRIPCION:

En esta investigacion se utilizaron las ideas de Fermat como base del disefio de un curso
introductorio de calculo, rescatando el papel de la matematica como actividad humana
relacionada con la necesidad de dar solucién a problemas reales. Para ello se planted la
revision de la matemética de Fermat concerniente al concepto de derivada, seguido de todas
las consideraciones didécticas necesarias, apoyadas en la Educacién Matematica Realista
como fundamento teorico para la ensefianza de la derivada.

Para el disefio de las unidades, se tomd el marco metodoldgico que propone la Educacion
Matematica Realista, que precisa realizar un andlisis fenomenologico de la derivada, en este
caso, utilizando la revision historica del concepto identificando contextos, situaciones vy
fendmenos, estipulando tres fases de investigacion. La investigacién reconstruye las ideas
relevantes de las soluciones de Fermat a los problemas de maximos y minimos y rectas
tangentes a curvas en un punto, involucrando momentos importantes en el desarrollo del
calculo, pero en una version apropiada para el aula, esto es, utilizando elementos modernos
como ejes cartesianos, notaciones, procedimientos algebraicos e, incluso, recursos
computacionales, relacionando asi, las ventajas que ofrece la historia sin obviar los avances
y resultados que han obtenido los investigadores en el problema.

*Trabajo de grado
** Facultad de ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Gabriel Yafiez Canal, Doctor en

Matematica Educativa.
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ABSTRACT

TITLE: THE ALGEBRAIC CALCULUS OF FERMAT: A

DIDACTIC OPTION *

AUTHOR: EDINSON MATHEUS CAMACHO**
KEYWORDS: DERIVATIVE, FERMAT, ALTERNATIVE.
DESCRIPTION:

In this research, Fermat's ideas were used as the basis for the design of an introductory course
of calculus, rescuing the role of mathematics as a human activity related to the need to solve
real problems. For this purpose, the revision of Fermat's mathematics regarding the concept
of derivative, followed by all the necessary didactic considerations, supported by Realistic
Mathematical Education as a theoretical basis for the teaching of the derivative.

For the design of the units, the methodological framework proposed by Realistic
Mathematical Education was proposed, which requires a phenomenological analysis of the
derivative, in this case, using the historical review of the concept identifying contexts,
situations and phenomena, stipulating three phases of investigation. The research
reconstructs the relevant ideas of Fermat's solutions to the problems of maximum and
minimum and straight tangents to curves at one point, involving important moments in the
development of the calculation, but in an appropriate version for the classroom, that is, using
elements such as Cartesian axes, notations, algebraic procedures and even computational
resources, thus relating the advantages offered by history without obviating the advances and
results that researchers have obtained in the problem.

* Bachelor Thesis
** Facultad de ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Gabriel Yafiez Canal, Doctor en
Matematica Educativa.
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Introduccion

Para mejorar la calidad de la educacién matematica, debemos aceptar como premisa que
el calculo diferencial es un producto cultural, que ha ocupado a personajes ilustres de la
actividad matematica y que, ademas, las invenciones e ideas que surgieron Yy se
desarrollaron en la comunidad matematica tardaron bastante tiempo en convertirse y dar
paso a los conceptos (funcion, limite, continuidad, derivada, integral...) que conocemos
hoy en dia. El célculo es un conocimiento que tiene lugar dentro de las producciones
cientificas méas importantes de la humanidad, y es por ello que la comprensién por parte

de los estudiantes es fundamental para su formacion académica.

El bajo rendimiento académico que los estudiantes obtienen en las universidades en la
asignatura célculo 1 es consecuencia de la baja comprension de los conceptos
fundamentales que componen el Célculo Diferencial. Esta afirmacion se sustenta en
diferentes y numerosas investigaciones en Didactica de la Matematica sobre el tema, entre
ellas: Tall (1993), Hitt (1996, 2009), Dolores (2000), Eisenberg y Dreyfus (1990),
Zimmermann (1990), Ubuz (2001), Ryan (1992), Gil y De Guzméan (1993). En el 2012,
la OCDE analizd el rendimiento de 510 mil estudiantes de 15 afios (9.073 colombianos),
en matematicas, lenguaje y ciencia en 65 paises. Los resultados de estas pruebas fueron
publicados en diciembre de 2013 y Colombia ocupd el puesto 62, diez lugares menos con
respecto a las pruebas del 2009. En abril de 2014, fueron publicados los resultados del
mddulo de las pruebas Pisa que evaluaba la capacidad de los estudiantes para resolver de
forma creativa problemas de la vida cotidiana, ocupando el pais el Gitimo lugar. Es

consecuencia, Sse hace necesario crear propuestas que intenten remediar la situacion.
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Esta investigacion, concebida para crear una estrategia de ensefianza del célculo, asume
los estudiantes de colegio como su poblacion de interés, con el animo de llenar el vacio de
un curso de pre-calculo que muchos docentes pregonan para llenar la brecha existente entre
la educacion media y la universidad. Se espera que este trabajo presente un aporte
significativo a la problematica planteada, paraello la presentacion de este trabajo se organizé
en 6 capitulos que se describiran a continuacion:

Capitulo 1: Problematizacion y algunos antecedentes. En este capitulo se plantea un
objetivo de investigacion después del abordaje de la problemética, que se justifica en una
presentacion general de los trabajos que proponen una alternativa de ensefianza y aprendizaje
de la derivada.

Capitulo 2: Marco tedrico y metodolégico de la propuesta. Se decidi6 tomar como
referencia tedrica la teoria. EMR. En este capitulo se describe y se definen los diferentes
elementos de la teoria empleados en el trabajo

Capitulo 3: Revisidn historica del aporte de Fermat (comprendiendo las ideas originales)
- fase 1. El capitulo revisa de manera detallada el aporte de Fermat desde la perspectiva de la
solucion de los problemas, profundizando en los métodos empleados para la solucion
comparandolos con los métodos actuales.

Capitulo 4: Analisis fenomenoldgico parte i— fase 2. La teoria recomienda el analisis
fenomenologico como el marco metodoldgico del trabajo, en este capitulo se definen algunos
conceptos involucrados en el analisis, se revisa la literatura sobre las dificultades y se analiza
el aporte de Fermat en términos de la fenomenologia planteada por Freudenthal.

Capitulo 5: Andlisis fenomenoldgico parte ii: disefio de actividades — fase 3. En este
capitulo se analiza la matematizacion de cada unidad (4) entendida como el compendio de

las actividades y el manual docente. Todas conllevan el desarrollo de un objetivo fijo.

16
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Capitulo 6: Reflexiones Finales. Las reflexiones finales plantean variantes o una posible

continuacion al disefio de las actividades.
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Capitulo 1: Problematizacién y algunos antecedentes

1.1 Presentacién del problema

La problematica abordada en la investigacion es la ensefianza y el aprendizaje de la
derivada en los estudiantes que cursan los Gltimos afios de bachillerato, que son los futuros
estudiantes universitarios de ingenieria y ciencias que tienen como parte de su curriculo
de formacion inicial la asignatura de célculo diferencial o Calculo I. El problema de la
ensefianza y aprendizaje de la derivada se traduce en que los estudiantes no logran los
conocimientos previos que se esperan de ellos al finalizar el bachillerato, y, por tanto, los
malos rendimientos académicos en el primer curso de célculo en las universidades no se

hacen esperar.

Al respecto, a nivel nacional en el documento Desercion Estudiantil en la Educacion
Superior Colombiana MEN (2009) se propusieron los programas de apoyo académico
como uno de los pilares para el éxito académico y retencidon de los estudiantes
universitarios 'y se recomendd la introduccion e implementacion de estrategias que
contribuyeran a disminuir el impacto de los cursos iniciales de matematicas en la

desercion temprana de los estudiantes.

La probleméatica mencionada se evidencia en los resultados de diferentes
investigaciones que han encontrado dificultades especificas en la comprension de la
derivada por parte de los estudiantes. Tal vez una de las razones para esto sea el uso de
los modelos de clase que conciben a la educacidn como una simple transmision de
conocimientos acumulados a lo largo de varias generaciones, lo que conlleva a que los
docentes limiten su accién educativa a repetir los conceptos matematicos tal como

aparecen en los libros, reduciendo sus clases a una algoritmizacién de los conceptos del
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calculo que los estudiantes contemplan, memorizan y repiten en los examenes (Moreno y

Rios, 2006).

La propuesta que planteamos, llamada El célculo algebraico de Fermat: una opcion
didactica, como aspecto general pretende cambiar, en alguna medida, las practicas
habituales sobre la ensefianza. En cuanto a su disefio e implementacion tiene como
proposito reconstruir las ideas relevantes de las soluciones de Fermat a los problemas de
maximos y minimos y rectas tangentes a curvas en un punto, que involucraron momentos
importantes en el desarrollo del calculo, pero en una version apropiada para el aula, esto
es, utilizando elementos modernos como ejes cartesianos, notaciones, procedimientos

algebraicos e, incluso, recursos computacionales.

Cabe sefialar que el presente trabajo aborda exclusivamente el problema de la
ensefianza aprendizaje de la derivada, que resume Artigue (1995) afirmando que, aunque
se puede ensefiar a los alumnos a realizar de manera mds o0 menos mecénica algunos
calculos de derivadas y a resolver algunos problemas estandar, hay dificultades para que
los jovenes logren una comprension satisfactoria de los conceptos y métodos de
pensamiento. Es por lo anterior que la propuesta relaciona las ventajas que ofrece la
historia sin obviar los avances Yy resultados que han obtenido los investigadores, desde
otros puntos de vista, en el problema, generando una ampliacion en el saber didactico en

la ensefianza y aprendizaje del Calculo.

Por las razones expuestas, nosotros, responsables del quehacer docente, nos ocupamos
en generar propuestas de innovacion curricular con la intencion de lograr un aprendizaje
que no priorice la repeticién. Uno de los caminos es asumir el desarrollo histérico del

calculo como soporte del disefio de las propuestas. La historia del célculo muestra los
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problemas, soluciones, ideas y estrategias que usaron los matematicos, la comprensién de
lo mencionado conlleva afios de estudio, y si se quiere emparejar la comprension con el
cémo usarlo para ensefiar, el esfuerzo y tiempo se duplica (Guzméan, 1992). En esta
investigacion el marco historico referente son las ideas de Fermat. Es por lo anterior que
nuestra investigacion consideré como base del aprendizaje, no priorizar en los
automatismos sino en la cimentacién y confrontacion de las reinvenciones que se dan en

el aula para que cada estudiante construya su propia matematica y la use en su realidad.

Por lo mencionado, la presente investigacion aporta informacion a la comunidad

educativa matematica en relacion al siguiente objetivo:

Utilizar las ideas de Fermat como base del disefio de un curso introductorio de

Calculo

El objetivo de la investigacién planteado, busca utilizar el aporte que hizo Fermat al
calculo diferencial como elemento didactico en la ensefianza del concepto de derivada en
los estudiantes. El estudio de la literatura en torno al papel de la historia de la mateméatica
como recurso didactico V las investigaciones sobre la comprensidn de la derivada por parte

de los estudiantes dan sustento al planteamiento del problema de la presente investigacion.
1.2 Antecedentes

En este apartado se muestra la informacion mas relevante sobre el problema de
investigacion. Considerando dos grupos de informacidn: el primero concierne al uso de la
Historia como herramienta didactica del Calculo y el segundo al problema del aprendizaje

de la derivada.
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1.2.1 Trabajos que han usado la historia como componente didactico. En este
acapite, se mencionan los trabajos en donde hubo disefio, es decir, propuestas cuya
metodologia incluia el disefio de actividades e implementacion en clase y otras en donde el
enfoque era el disefio material como libros de historia o con enfoque historico. En Holanda
es comun encontrar trabajos en donde la prioridad es el disefio y elaboracion de herramie ntas
didacticas basados en algunas ideas de Freudenthal. Alli se cre6 la EMR (Educacion
Matematica Realista), cuya tendencia ha sido generar material para para la educaciéon basica.
Ejemplo de este empefio es el trabajo de Gravemeijer y Doorman (1999) quienes elaboraron
una secuencia de actividades de célculo para estudiantes de bachillerato enmarcadas en la
teoria. EMR. Uno de los problemas que propusieron consistia en hallar la relacion entre el
area de la grafica y la distancia total recorrida por un mévil en un periodo de tiempo,
invirtiendo el tradicionalismo con actividades que en otras condiciones se plantean al final
de las sesiones de “explicacion”. La propuesta de Gravemeijer y Doorman contempld crear
un ambiente de aprendizaje en el que los estudiantes pudieran relacionar las ideas basicas y
reinventar la teoria. Proponen que el desarrollo del célculo empiece con la eleccion de la
gréafica de la velocidad respecto al tiempo como el modelo para los problemas de velocidad
y distancia, basados en los aportes del mateméatico Oresme, quien fue el primero en dibujar
gréficas para visualizar el problema del movimiento (previo ala geometria analitica). En su

trabajo, no reportaron ningln tipo de experiencia con los estudiantes.

Otro trabajo en donde también se disefiaron algunas actividades, fue el de Farmaki y
Paschos (2007) quienes destacan la utilidad de integrar la ‘Historia de la génesis del
conocimiento matematico’ para que los estudiantes puedan hacer una transicion del

conocimiento basico al complejo, haciendo un paralelo con el progreso historico de la
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matematica. Estos autores identifican en la historia un momento genético para el concepto
de funcion, su representacion grafica y la integral; se refieren al método para estudiar el
movimiento que fue utilizado en el siglo XIV por matematicos de la Escuela de Merton,
Oxford y Oresme en Paris. Después de disefiar algunas actividades, se aplicaron a 22
estudiantes. Los resultados de la experimentacién se pueden resumir en que la mayoria de
los estudiantes comprendid que cuando el movimiento es uniforme, la velocidad permanece
constante, lo que significa que el movimiento se puede representar por un rectangulo en el
gue un lado representa la velocidad vy el otro el intervalo de tiempo de la movimiento, ademas
que las areas de los rectangulos en la grafica de velocidad (por encima o por debajo del eje
de tiempo) son positivas y representan la distancia recorrida; algunos estudiantes (12 de 22)
utilizaron transformaciones y ‘reconFiguraciones’ de las Figuras para resolver los problemas
particulares. También entienden que, usando el mismo modelo matemético, pueden resolver

una clase de problemas de movimiento equivalentes obtenidos por las transformaciones.

Farmaki y Paschos (2007) consideran el acercamiento didactico en su trabajo como un
aporte para la integracion de la Historia de las Matematicas en la ensefianza usando elementos
modernos como las manipulaciones algebraicas. En conjunto con las ideas del pasado se
pueden usar "para infundir un cambio en las actividades de ensefianza con metas especificas

gue lleven a la esencia del conocimiento matematico™ (p. 104).

En la categoria de libros, se pueden encontrar distintos tipos: Los libros de historia de la
mateméatica que, aunque no cumplen con la premisa de sugerir un uso en el aula, son valiosos
y de consulta permanente para las investigaciones epistemologicas, historicas, matematicas
y didacticas, tales como A History of Mathematics (Boyer, 1991), Historia de las

matematicas (Collette, 1986), EI Mundo de las Mateméticas (Newman, 1980); otro tipo de
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libro es donde el autor o autores sugieren un uso de la historia, tales como: Topicos de
Historia da Matematica para uso em sala de aula (Boyer, 1993), Applicable problems in the
history of mathematics: Practical examples for the classroom (Savisi, 2007) y, por ultimo,
los libros especificos en un éarea de la matematica con un enfoque histérico como The
Historical Development of the Calculus (Edwards, 1979), un libro que muestra el panorama
historico del calculo desde lo geométrico de la antigua Grecia hasta el analisis no estandar;
de manera similar el libro Del Calculo a la Teoria de Conjuntos, 1630 — 1910 (Grattan-
Guinness, 1980) muestra el recorrido del calculo con énfasis en la mecanica de Newton, los
limites y la teoria de conjuntos. El libro con enfoque historico Elementary Calculus an
Infinitesimal Approach (Keisler, 2000) es muestra del llamado Andlisis no Standard, en
donde se redefinen los infinitesimales en la Mateméatica y se pretende que se utilice como
libro de texto en los cursos de célculo en los primeros niveles universitarios. Keisler el autor
del libro, es un exponente en Estados Unidos del uso del conjunto de los ‘numeros
infinitesimales’. En términos generales, los contenidos del libro de célculo estan ordenados
iniciando con la caracterizacion del conjunto de los nimeros hiperreales (R*), los elementos
de R* son llamados infinitesimales que se defmen como: Un nimero a (a € R*) es
infinitésimo  si |a| <r para todo nimero real r. En contraposicion, un nimero es infinitame nte
grande es aquel beR* tal que |b| > r para todo nimero real r. El libro, como dicta la historia,
esta organizado de manera no usual, después de definir los infinitesimales, se empieza por la
derivada y problemas de tangente, y a partir de alli se definen las funciones, luego hay un
capitulo de funciones continuas, seguido de un capitulo de integracion. Todos los problemas
y ejercicios usuales se resuelven usando el conjunto caracterizado, hasta que se definen los

limites.
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Finalmente, exponente del Ultimo tipo Calculus: An historical approach (McGowen,
1979) es un libro de calculo con enfoque histérico. El primer capitulo es un resumen de los
conceptos de variable, funcion y limite acompafiados por un segundo capitulo dedicado a la
matematica de la antigua Grecia, para la seccion dedicada a las derivadas se proponen
problemas y una adaptacion del método de Fermat para hallar tangentes. Posteriormente se

proponen problemas de optimizacion.

1.2.2 Algunas propuestas de ensefianza de la derivada. La prioridad de una
propuesta algebraica son los algoritmos, la interpretacion fisica y geométrica quedan
rezagadas a un segundo plano. En el trabajo de Lozano (2011) se propone, después de
hacer una revision historica del concepto de derivada, partir de tres definiciones:
velocidad, pendiente y cociente incremental, luego se define la derivada desde el cociente
incremental; se menciona la interpretacion geométrica usando las secantes y finalmente

se dan las reglas de derivacion para luego proponer problemas de aplicacion.

Los libros de célculo que ordenan sus contenidos generalmente de la siguiente forma: el
Conjunto de los NUmeros Reales, la definicion de funcion como relacion, la definicion del
limite en términos de € y §, una definicion rigurosa de la continuidad por medio del limite.
Entre estos libros, considerados propuestas ‘formales’, se destacan por su popularidad:
Calculo diferencial e integral (Purcell, Edwin y Varberg, 1993), Calculo de una variable:
Trascendentes tempranas (Stewart, 2008), Calculo Trascendentes tempranas (Zill y Wright

2011) y Célculo de una variable (Leithold, 1998).

Vrancken, Engler y Miller (2010) aplicaron una secuencia de actividades para la
introduccion del concepto de derivada considerando como hip6tesis basica que el desarrollo

de ideas variacionales puede propiciar una mejor comprension de la ‘nocion’ de derivada.
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Para ello desarrollaron el contenido de modo que la derivada no fuera vista como un concepto
matematico abstracto sino como un concepto desarrollado para cuantificar, describir y
pronosticar la rapidez de la variacion en fendbmenos de la naturaleza o de la préctica. Se
tomaron en cuenta ideas previas de los estudiantes sobre velocidad, utilizando las
representaciones graficas. En el trabajo se aclara que la intencion es centrar el aprendizaje en
los contextos variacionales por lo que la interpretacion geométrica paso6 a un segundo plano.
La secuencia se llevd al aula con alumnos argentinos que cursaban segundo curso de
matematica en ingenieria. Se hicieron cuatro sesiones de siete horas en donde la primera parte
se basaba en resumir la clase anterior. Se observaron 34 registros diferentes de representacion
de los estudiantes. Las mayores dificultades se dieron en el registro gréafico y algebraico. Las
investigadoras manifiestan que, segin lo observado en el desarrollo de las clases, la
resolucion de las actividades permitid desarrollar una idea correcta de la nocion de derivada

en un nimero considerable de alumnos.

A nivel local se implementa una propuesta del tipo ‘tecnologico’. Por lo general, las
propuestas ‘tecnologicas’ se complementan con otros tipos de propuesta el uso de los
computadores es fundamental en la experimentacion en clase y en el disefio por parte de los
profesores. Un curso de precélculo, con una duracion de tres semanas, se implementa cada
semestre en la Universidad Industrial de Santander. Fiallo y Parada (2014) presentan algunos
resultados del disefio y experimentacion del curso que se propuso como una alternativa para
afrontar la problematica de desercion y repitencia en los cursos de Célculo Diferencial. Es
un ejemplo de la relacion de una propuesta tecnoldgica con elementos variacionales, ya que
el desarrollo del ‘pensamiento variacional’ es el objetivo de la propuesta. Para tal fin, el

trabajo en el aula es orientado al trabajo activo de los estudiantes en un proceso de resolucion
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de problemas, en el que se involucra la tecnologia, especificamente archivos de GeoGebra

para cada uno de los 14 talleres que implican un total de 14 sesiones de 4 horas.

Capitulo 2: Marco teo6rico y metodoldgico de la propuesta

2.0. Fundamento tedrico de la propuesta didactica

Se toma como referente tedrico la Educacion Matematica Realista (EMR). De la teoria se
toman algunos elementos que consideramos necesarios para el analisis y comunicacion
dentro de la investigacion, priorizando la revision del aporte de Fermat a la derivada en la
metodologia que propone la teoria (analisis fenomenoldgico), por lo que el fundamento
tedrico de la propuesta didactica se considera una adaptacion de la EMR. En las siguientes
secciones se abordaran aspectos generales de la EMR definiendo los elementos teoricos
para este trabajo, posteriormente, en el marco metodoldgico se explicara la relacion del
fundamento tedrico con el plan de trabajo.

2.1 Educacion Matematica Realista

La Educacion Matemética Realista (EMR) es una teoria de instruccion para la educacion
matematica, esto quiere decir que su objetivo es generar materiales para las aulas
(Gravemeijer, 1994). La teoria se origind en Holanda y surgid por la necesidad de
reformar la ensefianza de las matematicas (matematicas modernas de 1970). En 1970,
Freudenthal y sus colaboradores organizaron un grupo para investigar sobre esas primeras
ideas, IOWO por sus siglas en holandés Instituut Ontwikkeling Wiskunde Onderwijs fue
el predecesor del actual Instituto Freudenthal que se basa en la idea de Freudenthal (1977)
de que las matematicas si han de tener valor humano deben guardar relacién con la

realidad, mantenerse cercanas Yy ser relevantes para la sociedad.
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En la EMR, los estudiantes deben aprender matematicas desarrollando vy aplicando
conceptos y herramientas matematicas en situaciones de la vida diaria que tengan sentido
para ellos. Es necesario explicar que el término Realista de la teoria ha creado confusion,
Marja van den Heuvel-Panhuizen (2009), aclara:

Por una parte, el adjetivo realista concuerda definitivamente con la forma de ver la
ensefianza y el aprendizaje de las matematicas dentro de la EMR, pero por la otra,
este término también puede dar lugar a confusién. En holandés, el verbo zich
realisieren significa “imaginar”. En otras palabras, el término realista se refiere mas
a la intencién de ofrecer a los estudiantes situaciones problema que ellos puedan
imaginar, sin embargo, esto Ultimo no significa que la relacién con la vida real no sea
importante. Solo implica que los contextos no estdn necesariamente restringidos a
situaciones de la vida real. El mundo de fantasia de los cuentos de hadas, e incluso el
mundo formal de las mateméticas, son contextos idoneos para problemas, siempre y
cuando sean “reales” en la mente de los estudiantes (p. 2).

La EMR como teoria global se basa en las siguientes ideas de Freudenthal, segin Bressan,

Zolkower y Gallego (2004):

o Pensar en la matematica como una actividad humana (matematizacion), de modo

tal que debe existir una matemética para todos.

o Aceptar que el desarrollo de la comprensibn matematica pasa por distintos niveles
donde los contextos y los modelos poseen un papel relevante y que ese desarrollo
se lleva a cabo por el proceso didactico denominado reinvencion guiada en un

ambiente de heterogeneidad cognitiva.

o Desde el punto de vista curricular, la reinvencion guiada de la matematica, en tanto
actividad de matematizacion, requiere de la fenomenologia didactica como

metodologia de la investigacion esto es, la blsqueda de contextos y situaciones
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que generen la necesidad de ser organizados matematicamente, siendo las dos
fuentes principales de esta busqueda la historia de la matematica v las invenciones
y producciones matematicas espontaneas de los estudiantes (p. 73).

A partir de lo anterior es importante definir cada uno de los conceptos que, usualmente,

son denominados principios de la EMR:

2.1.1 Matematizacion. Para Freudenthal (1971) las matematicas deben ser vistas como
una actividad humana. Las matematicas se relacionan con la actividad de resolver y buscar
problemas. Freudenthal explica: “No hay matematicas sin matematizacion” (Freudenthal,
1973, p. 134). Segin su punto de vista, la mejor forma de aprender mateméticas es
haciendo, y la matematizacion es la meta de la educacion matemética:

Lo que los seres humanos tienen que aprender no es matematicas como sistema
cerrado, sino como una actividad: el proceso de matematizar la realidad y, de ser
posible, el de matematizar las mateméticas (Freudenthal, 1968, p.7, citado por Marja
van den Heuvel-Panhuizen, 2009).

Matematizar, entonces serd la actividad de los estudiantes, que involucra segln
Freudenthal, recopilado por Bressan, Zolkower, y Gallego (2004):

- Reconocer caracteristicas  esenciales en situaciones,  problemas,

procedimientos, algoritmos, formulaciones, simbolizaciones Yy sistemas axiomaticos.
- Descubrir caracteristicas comunes, similitudes, analogias e isomorfismos.
- Ejemplificar ideas generales.
- Encarar situaciones probleméaticas de manera paradigmatica.

- Lairrupcion repentina de nuevos objetos mentales y operaciones
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- Buscar atajos y abreviar estrategias y simbolizaciones iniciales con miras a

esquematizarlas, algoritmizarlas, simbolizarlas y formalizarlas.

- Reflexionar acerca de la actividad matematizadora, considerando los
fendmenos en cuestion desde diferentes perspectivas (Freudenthal, 1991, p.

30).

Se hizo énfasis en “Buscar atajos y abreviar estrategias y simbolizaciones iniciales con

miras a esquematizarlas, algoritmizarlas, simbolizarlas y formalizarlas”

Se reconocen dos tipos de matematizacién: matematizacién horizontal y matematizacidon
vertical, introducidos por Treffers (1985) citado por Freudhental (1991). La matematizacion
horizontal se refiere al proceso de “traducir” situaciones problema desde el “mundo real” al
matematico, contribuyendo asi a comprender mejores relaciones entre el lenguaje ordinario
y el lenguaje matematico. Por otro lado, la matematizacion vertical se refiere al proceso de
establecer conexiones cada vez mas complejas dentro de las matematicas, con ciclos que
llevan a argumentar y generalizar.

La actividad primordial de los alumnos es matematizar, y de manera andloga la de los
profesores es didactizar (Freudenthal, 1991), que, segun Bressan, Zolkower, y Gallego
(2004) es entendida como una actividad organizadora que se datanto anivel horizontal como
a nivel vertical. Horizontalmente, los docentes trabajan en torno a fendbmenos de ensefianza-
aprendizaje que surgen en el aula y verticalmente, reflexionan y generalizan a partir de estas
situaciones hasta reinventar su propia “caja de herramientas didacticas” para facilitar la
matematizacion. El papel que debe desempefiar el docente, es, por tanto, proveer de un

ambiente de aprendizaje, el conjunto de problemas, actividades Yy contextos.

29



EL CALCULO DE FERMAT: UNA OPCION DIDACTICA

2.1.2 Niveles de aprendizaje. Los niveles de aprendizaje de Freudenthal estan
basados en las ideas de los Van Hiele, especialmente por el hecho de que matematizar en un
nivel inferior puede dar paso a un nivel mas alto. De lo que se rescata un inicio informal, para
luego, como resultado de la reflexion, alcanzar otro nivel mas formal. Los niveles resumidos
de Freudenthal (1991) son: situacional, referencial, general y formal, y no poseen una

jerarquia estrictamente ordenada.

En el nivel situacional, los estudiantes se enfocan en el conocimiento de la situacion, y las
estrategias que utilizan para dar respuesta a los problemas se apoyan en los conocimientos
informales, el sentido comdn y la experiencia.

En el nivel referencial aparecen los modelos gréficos, las descripciones, conceptos y
procedimientos que esquematizan el problema, pero siempre referidos a la situacién
particular.

El nivel general se desarrolla a través de la exploracion, reflexion y generalizacion de lo
aparecido en el nivel anterior encontrando estrategias que superan la referencia al contexto.

El nivel formal comprende los conceptos, procedimientos y notaciones convencionales
propias de la rama de la matematica con que se esta trabajando.

Los estudiantes pasan por los diferentes niveles realizando dos tipos de matematizacion:

Horizontal y Vertical. Una sintesis de este proceso se observa en la siguiente ilustracion
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Figura 1. Niveles de matematizacién. (Bressan, Zolkower, y Gallego 2004)

La matematizacion horizontal se da solo en el nivel situacional cuando los estudiantes de
manera intuitiva, a partir de un problema, visualizan, esquematizan, descubren relaciones y
regularidades, reconocen analogias con otros problemas, etc. Los restantes niveles
corresponden a la matematizacion vertical, caracterizada por la evolucion y ‘ajuste’ de
modelos.

2.1.3 Modelos. Dentro de la EMR, los modelos son representaciones de situaciones
problema que reflejan aspectos fundamentales de conceptos y estructuras matematicas
relevantes para la situacion problema, pero que pueden tener diversas manifestaciones (Marja
van den Heuvel-Panhuizen, 2009). Materiales de clase, bosquejos, situaciones, esquemas,
diagramas y simbolos son modelos dentro de la teoria (Treffers y Goffree, 1985). El objetivo
de un modelo es apoyar el progreso en la matematizacion vertical. Los estudiantes, de esta
manera, deben tener siempre la posibilidad de volver a un nivel anterior.

Los modelos son “inventados” por los estudiantes y nunca por los profesores y guardan

relacion con los niveles ya que segin Gravemeijer (1994) su funcion es salvar la brecha entre
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la comprension informal conectada con la realidad ‘“real” e imaginada, por una parte, y la
comprension de los sistemas formales por otra.

2.1.4 Reinvencion guiada. Es el papel que desempefia el docente en el aula, en donde
se prioriza la iniciativa de los estudiantes para que los modelos y su evolucion se logre del
modo méas natural posible. EI proceso de conjugar los roles y responsabilidades del docente
como guia del proceso de descubrimiento del alumno a través de una forma de interaccién,
es lo que Freudenthal denomina ‘“reinvencion guiada” y la entiende como “un balance sutil

entre la libertad de inventar y la fuerza de guiar” (Freudenthal, 1991, p. 55).

Para orientar adecuadamente el proceso de aprendizaje de los estudiantes es importante la
capacidad de anticipacion, observacion y reflexion del docente acerca de los aprendizajes a
corto y largo plazo de sus alumnos. Esto le permitird conocer las comprensiones y habilidades
de los mismos, para organizar la actividad en el aula y dar lugar a esta reinvencion.

2.2. Marco metodoldgico

2.2.1 Tipo de investigacion. La investigacion es de corte fenomenoldgico, ya que el
objetivo de una investigacion fenomenoldgica, segin Graveimejer y Terwuel (1999), es
“encontrar situaciones problematicas a partir de las cuales se puedan generalizar enfoques
especificos, y encontrar situaciones que puedan evocar procedimientos paradigmaticos de

solucion como base para la matematizacién vertical” (p. 12).

La fenomenologia toma como premisa que el comienzo de cualquier aprendizaje, surge
cuando los estudiantes captan los conceptos a partir de actividades con sentido, es decir,
situaciones que pueden comprender y abordar. Las actividades con sentido, problemas, a
su vez, surgen de los fendbmenos. A lo largo de la historia se han abstraido, organizado y

estructurado grandes familias de fenémenos dando lugar a los conceptos.
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La reflexiébn fenomenol6gica trata de establecer los diversos significados de los
conceptos matematicos mostrando cudles son los sentidos en que estos conceptos se
manejan cuando abordan distintas tareas y cuestiones, es decir, en el tratamiento de
diversas familias de fenémenos (Rico, 2005).

2.2.2 Fases de disefio de la propuesta. Para cumplir el objetivo, se estipulan tres
fases de investigacion, en particular, la segunda fase corresponde al analisis fenomenold gico

que propone Freudenthal para la elaboracion de las actividades.

2.2.2.1 Fase 1 - Revision historica. Se identifican los siguientes aspectos revisando
el aporte de Fermat al célculo: Los problemas iniciales del desarrollo de la derivada vy los

modelos de solucién, con una discusion sobre el origen de esos modelos.

2.2.2.2 Fase 2 - Analisis fenomenoldgico. Para el disefio de las situaciones,
fundamentadas en la EMR, sera necesario realizar un andlisis fenomenologico de la derivada
que utiliza la revision historica (Fase 1), relacionando los aspectos identificados en la fase 1

con las, situaciones y fendmenos (elementos teoricos de la metodologia).

El analisis fenomenoldgico resultante tiene como principal fuente para el posterior
disefio de las actividades, el aporte de Fermat. Con base en las ideas y procedimientos de
Fermat y contando con los elementos tecnoldgicos actuales se construyen un conjunto de
actividades que, asumimos, permitiran plantear una correcta reinvencion guiada que
conduzca a los estudiantes a reinventar modelos, que evolucionen hacia las estrategias
usadas por Fermat en primera instancia y que después las rebasen con base en significados

diferentes a los asumidos por él.
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2.2.2.3 Fase 3 - Diseflo de las actividades. Usando como base el analisis

fenomenologico, se disefiaron actividades que van a contener: intencionalidades, analisis de

la matematizacion, y una guia para la reinvencion (Manual para el docente).

Dentro del manual docente se sefialan los modelos que se presume los estudiantes crearan

y gue son los ya previamente citados (Bressan, Zolkower, y Gallego, 2004):

e Modelos asociados a niveles de matematizacion horizontal que se caracterizan
porque estan relacionadas cercanamente con la situacion-problema y por el uso de
estrategias informales ligadas al contexto de la situacion; principalmente los
estudiantes buscan organizar los datos, generando esquematizaciones Yy buscando

regularidades que pueden ser o no matematicas.

e Modelos asociados aniveles de matematizacion vertical. Se caracterizan por tener

vinculo menor o estar totalmente desprendidos del contexto.

Capitulo 3: Revision historica del aporte de Fermat (comprendiendo las ideas

originales) - fase 1

En relacién con la eleccién del enfoque, numerosos investigadores ofrecen una gran
cantidad de argumentos a favor del uso de la historia en la ensefianza de las matematicas,
y la discusidon, segin Jankvist (2009), se enfoca hacia la necesidad de desarrollar
investigaciones empiricas que valoren la eficacia de su uso para consolidar a la historia
como una herramienta que ayude al aprendizaje de conceptos o teorias. Estas opiniones

son respaldadas por diferentes matematicos y matematicos educativos como Guzméan
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(1992), Kline (1992), Lakatos (1978), y otros. Por ejemplo, sobre las bondades de

aprender historia Guzméan (1992) opina que:

La historia nos proporciona una magnifica guia para enmarcar los diferentes
temas, los problemas de los que han surgido los conceptos importantes de la
materia, nos da luces para entender la razon que ha conducido al hombre para
ocuparse de ellos con interés. Si conocemos la evolucion de las ideas de las
que pretendemos ocuparnos, sabremos perfectamente el lugar que ocupan en
las distintas consecuencias, aplicaciones interesantes que de ellas han podido

surgir, la situacion reciente de las teorias que de ellas han derivado, etc. (p.16).

Ademas de la identificacion, la historia combate en cierta medida el tradicionalismo,

como lo muestra en una reflexion (Kline, 1992) en su dltimo libro:

Las cuidadas y ordenadas exposiciones que se hacen en los cursos habituales no
muestran en absoluto los conflictos del proceso creativo, las frustraciones, v el
largo y arduo camino que los mateméaticos han tenido que recorrer para llegar a
construir una estructura importante. (...), el conocimiento de como han avanzado
los matematicos dando traspiés, a veces en la oscuridad mas absoluta, hasta

llegar a reunir las piezas individuales de sus resultados (p.16).

Finalmente, el tedrico Lakatos (1978) hace una distincién entre la matematica como

ciencia deductiva Yy el papel que desempefia la historia para los profesores:

Las Mateméticas se presentan como un conjunto siempre creciente de verdades
eternas e inmutables, en el que no pueden entrar los contraejemplos, las

refutaciones o la critica. El tema de estudio se recubre de un aire autoritario (...)
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Profesores de formacion cientifica con vocacién humanista, se interesan por la
historia de la disciplina que imparten y ha empezado una institucionalizacion de
los estudios de Historia de la Matematica. El estilo deductivista esconde la lucha

y oculta la aventura que muestra la historia (p. 206).

3.1. El problema del segmento
Divida un segmento b en dos partes de tal manera que el producto de las longitudes de las

dos partes sea maximo

Figura 2. Segmento b

La solucion del problema realizada por Fermat entre 1629 y 1636 presenta un algoritmo,
bautizado como el Methodus (Methodus ad disquirendam maximan et miniman et de
tangentibus linearum curvarum) (TH.OF.1.133, TH.OF.I11.121) aplicado al problema del
segmento.

Figura 3. Segmento b ii

Tabla 1.
Procedimiento de Fermat para el problema del segmento
a Es la incognita
a(B —a) Es la cantidad a maximizar

La cantidad a  maximizar
aB — a? )
desarrollada en potencias de a
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(a +e)[B — (a +e)] Sustituyendo a pora + e
aB + Be — 2ae — a2 — e? Desarrollo en potencias de ay e
aB + be — 2ae — a®* — e? ~aB — a® Planteamiento de la adigualdad (~)

Eliminando los términos comunes
Be — 2ae — e2 ~ 0 )
en la adigualdad

Dividiendo todos los términos por e
B—2a—-—e ~0 . . )
0 potencias mayores Si es necesario

Se suprimen los términos que adn

B —2a ~0
contengan e
Las cantidades restantes se hacen
B —-2a=0 .
iguales
Se da respuesta al problema. Se
a=- halla la incognita para que la cantidad

sea maxima.

Nota: Adaptacion a la simbologia moderna algebraica de la solucién que plantea Fermat.

La segunda columna muestra el methodus, para solucionar el problema se establece la
incognita y la cantidad a maximizar, luego se plantea una adigualdad sustituyendo a pora +
e, se dividen los términos que contienen e, se suprimen los términos que aln contengan e
para finalmente convertir la adigualdad en igualdad y dar respuesta al problema.

Como era costumbre en Fermat, no mostro inicialmente detalles del fundamento del
Methodus. Por esta razon es comin encontrar interpretaciones anacrénicas que asumen que
Fermat estaba proponiendo los fundamentos mismos del analisis infinitesimal que luego
fueron desarrollados por Barrow, Newton y Leibniz, entre otros.

Veamos la razén de este anacronismo.
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3.1.1 En verdad, ;qué tan cerca estuvo Fermat de la nocion de derivada?
Repasando el Methodus y usando notacion moderna se tendria lo que se ve en el siguiente
cuadro, que es como algunos historiadores de la matematica han pretendido interpretarlo,

entre ellos Eves (1969), Edwards (1979), Boyer (1949) y Collette (1985).

Tabla 2.
Procedimiento de Fermat en notacién moderna

a Es la variable

f(a)

Es la funcion que modela el problema

fla+e)~ f(a)

Se establece la adigualdad

fla+e) — f(a)~ 0 )
Se adiguala a cero
fla+e) — f(a)
~ 0 -
e Se divide pore
(f(a+ e) — f(a)) 0 Se eliminan los términos que todavia
€ e=0 contienen e, o bien se haria e=0, para
obtener la siguiente expresion
at+e) — a
(f ( )e K )> =0 Se resuelve la ecuacion, transformando
e=0 la adigualdad en igualdad
Finalmente, con la mirada de hoy, la
m fla+e) — f(a) 0 expresion anterior equivale a tomar el
e—0 e limite cuando e — 0. Es practicamente

hallar la derivada e igualar a cero

Nota: Adaptacion a la simbologia moderna funcional de la solucion que plantea Fermat.
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Sin embargo, estas equivalencias no son mas que coincidencias felices en el sentido de
que no reflejan para nada el pensamiento de Fermat, tal como mostraremos basados en las
investigaciones de (Gonzalez Urbaneja, 2008) plasmadas en su libro: Fermaty los origenes
del calculo diferencial.

Fermat, estimulado por las criticas que recibi6 de algunos matematicos, principalmente
de Descartes, publico en 1638 el Ad eamdem methodum y posteriormente Analityca eisdem
methodi investigatio donde justifica su procedimiento. En estos documentos Fermat explica
los “principios” del Methodus de los que se puede concluir que la expresion que contiene el
concepto de limite (Ultima fila de la Tabla 2) como interpretacion de la idea de Fermat es
erronea. Para Fermat e no es un incremento infinitesimal ni una pequefia magnitud. El
Methodus pertenece al dominio de lo algebraico, en la teoria de ecuaciones de Viete y en la
asuncion de la existencia y unicidad de los valores extremos dada por Pappus (Gonzalez
Urbaneja, 2008).

3.1.2 ;Cuél es el origen del Methodus? Fermat conocia la geometria de la antigua
Grecia y por tanto el trabajo de Euclides, de hecho, en el sexto libro de los elementos se

hallaba la solucién del problema del segmento. Veamosio:

Proposicién V1.27 de los Elementos de Euclides, citado por (Gonzalez Urbaneja, 2008):

“De todos los paralelogramos aplicados a una misma recta y deficientes en Figuras
paralelogramos semejantesy situadas de forma semejante al construido a partir de la mitad
de la recta, el paralelogramo mayor es el que es aplicado a la mitad de la recta y es semejante

al defecto” (p.134).
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NN

4 H

K B

Figura 4. Representacion geométrica de Proposicion VI.27 de los Elementos de Euclides

Lo que quiere decir es que de todos los paralelogramos AKZE que se obtienen al mover
el punto Z sobre GB, el paralelogramo de area mayor se obtiene tomando para el lado de la
base el segmento AH, y debe ser la mitad de AB. Es decir, precisamente cuando Z es G.

La demostracidén de la proposicion para cuando ABCD es rectangulo, se puede interpretar
del libro de Euclides usando gréaficos de apoyo, para un rapido entendimiento, como sigue:
Tabla 3.

Demostracion de la Proposicion VI.27 de los Elementos de Euclides
Las Figuras en gris son iguales por ser

complementos respecto a la diagonal del

paralelogramo de la mitad derecha de la

recta

Afiadiendo a ambas el paralelogramo

situado en la parte inferior derecha de la

diagonal, se obtiene igualdad de los dos

paralelogramos indicados en gris.
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Por otra parte, los dos paralelogramos

destacados son iguales, puesto que ambos

tienen como base la mitad de la recta.

Los dos Ultimos pasos traen como

consecuencia la igualdad de los

paralelogramos aqui sefialados,

a quienes se le afiade la zona comun

indicada y resulta entonces la igualdad del

paralelogramo en consideracion con el

gnomon construido en el rectangulo de la

derecha.

Pero el gnomon es parte del paralelogramo construido sobre la mitad de la recta y

por tanto menor que él, lo que demuestra la proposicion.

Nota: Demostracién apoyada con algunas graficas. Adaptado de (Jiménez, 2010)
Para el caso particular del rectdngulo se tiene la solucién del problema del segmento. Se
puede reformular la proposicion de Euclides, para afirmar que para cuando se mueve el punto

Z en el segmento GB.
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Figura 5. Particularizacion rectangular de Proposicion VI1.27 de los Elementos de Euclides

El &rea del rectdngulo AKZE es méxima cuando Z coincide con G, por lo que K coincide
con H, y el valor del producto méximo entre los dos segmentos, resultado de dividir en dos

partes iguales el segmento AB.

[B] G 7z e}
E e ®

K H B

Figura 6. Particularizacion 2 de la Proposicion VI.27 de los Elementos de Euclides

El razonamiento de la prueba de la proposicion transcrito al lenguaje algebraico moderno
como muestra (Gonzalez Urbaneja, 2008), facilita la comprension.

y
e

X
A

Figura 7. Segmento b iii
Se tiene que el segmento b es la suma de los segmentos en que se divide
b=x+y
Al elevar al cuadrado b, se obtiene, después de algunas manipulaciones algebraicas, que
el area del cuadrado de lado b es mayor o igual que cuatro veces el area del rectangulo xy

b? = (x +y)? = (x — y)? + 4xy > 4xy
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De alli se puede deducir que el &rea del rectangulo xy es menor o igual que un cuarto del
area del cuadrado de lado b.

b2
Xy < —
Y=7
Bastaria con agregar que para que el area del rectangulo xy sea igual a un cuarto del area

del cuadrado de lado b, se debe tomar a x = y = b/2. Se tendria que

O en otras palabras, se afirmaria que el rectangulo de mayor area que se puede formar al
dividir un segmento b en dos partes, debe ser el cuadrado que tiene como lado b /2.

En la antigua Grecia un grupo de problemas que tenian “condiciones limites” se conocian
como Diorismos, el razonamiento realizado por Pappus en la proposicion 61 del libro VII
indicaba que este tipo de problemas en el caso de los “extremos™ eran Unicos y singulares.
Los Diorismos pueden entenderse como condiciones que se agregan al problema para
resolverlo en términos generales (Gonzalez Urbaneja, 2008). Los problemas de maximos y
minimos estarian en esa categoria.

Fermat aplica el método de la Syncrisis de Viete en los Diorismos, en este caso, para los
valores extremos. El método de Viete, consiste en igualar ecuaciones semejantes para obtener
expresiones de los coeficientes de una ecuacién en términos de sus raices. Se podria afirmar
que el Methodus “original” aplicado al problema del segmento se veria de la siguiente
manera:

Se pretende buscar el valor de Z donde el producto de a(b — a) es maximo.
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b*/4

Ll

b/2

z \
Figura 8. Representacion geomeétrica de la syncrisis

En la grafica anterior Z es un valor menor que b?/4 (Valor maximo conocido), Fermat
observa que para ese valor Z existen ay e tal que

alb—a)=e(b—e)=27
ab —a? = eb — e?

Al trasladar al mismo lado los términos cuadraticos y luego factorizar (a — e),y dado que
ay e son valores distintos, se tiene:
ab —eb = a® — e?

b(a—e) _ (a—e)(a+te)
(a-e)  (a-e)

b=a+e
Se observa que si se toma un valor de Z cada vez mas grande, la diferencia de ay e se

hace menor. Cuando Z = b?/4, a— e = 0, por lo que
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2 2
b /4 z b /4
z | pl
b/2 b/2
a e e a
b \ b \

Figura 9. Representacion geométrica de la syncrisis 2
b=2a

Y el valor de la incognita a para la cantidad que se queria maximizar es

Salta a la vista la diferencia con el Methodus publicado. Como diferencia notoria, se
encuentra que no se plantea la adigualdad, y tampoco se divide por el valor e.

3.1.2.4 ;Por queé no se publicd el Methodus de esta manera?

Fermat modificd el razonamiento anterior, usando artilugios algebraicos para facilitar los
calculos, ya que no siempre seria facil dividir la ecuacion (*) por a—e.

En 1639 en la carta XXXVIII bis (TH.OF.11.179) citada por Gonzalez Urbaneja (2008)
como ejemplo de las dificultades que pueden surgir de la Syncrisis, Fermat muestra la

siguiente ecuacion:
a® —9a? + 13a = V288 — 15
De la que se sabia que 3 —+/2 es una raiz.

Si se aplica la syncrisis se tiene que
a®—9a% +13a=(3-v2) - 9(3-v2) +133-2)

Para luego dividir por a — (3 —+/2 ) lo que resulta un célculo complicado.
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Fermat soluciona los inconvenientes de célculo de la Syncrisis, llamando a las raices a'y
a+e enlugar de ay e, detal manera que ahora se debe realizar una division por e en vez
de a — e. El asunto es que ya no puede asumir que las dos expresiones son iguales, sino “casi
iguales” o adiguales. La igualdad se alcanza, igual que antes, cuando se obtiene el valor Unico
y singular del que hablaba Pappus.

Se tenia que para realizar la Syncrisis se establecia

ab—a* =eb —e? (1)

Al tomar a e como a + e, COMO se muestra en la siguiente Figura

a ate
Figura 10. Representacién geométrica de la adigualdad.
Se obtiene que la ecuacion (1) se convierte en
ab — a*~(a+e)b—(a+e)?

Fermat considera intencionalmente que la ecuacion tiene dos raices diferentes, si a es la
incognita, la adigualdad (~) sustituye lo que en la Syncrisis seria la igualacion de las
expresiones ab — a® y eb — e? ya que desde este nuevo razonamiento no son iguales.

En “Ad eamdem methodum” (TH.OF.II1.126), Fermat escribe, traducido por (Gonzélez
Urbaneja, 2008):

“...Yo comparo (las dos expresiones), como si fueran iguales, aunque de hecho no
lo sean. Es esta comparacion lo que llamo “Adigualdad” para hablar como Diofanto,

pues se puede traducir asi la palabra griega maptootnd enla que se basa” (p.140).
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En el siguiente cuadro se puede ver el problema del segmento solucionado con el

Methodus en sus dos versiones

Tabla 4.
Comparacion entre las versiones del methodus de Fermat.
El Methodus original El Methodus mejorado
Planteamiento de la ecuacion en Planteamiento de la adigualdad para a
términos de las raices ay e y a+e
ab —a* = eb — e? ab —a*~(a+e)b—(a+e)?
ab —eb = a? — e? ab —a®~ab + eb — a? — 2ae — e?

Manipulaciones algebraicas y division Manipulaciones algebraicas y division

pora —e por e
b(a—e)—(a—e)(a+e)=0 e?—eb+2ae~0
b(a—e) (a—-e)(a+e) e?—eb+ 2ae

_ =0 ~
(a—e) (a—e) e

e—b+2a~0

Después de eliminar los términos que
Finaliza el proceso de la syncrisis. aun contengan e. Finaliza el proceso de la
Se obtiene una expresion que relaciona “syncrisis mejorada”
al segmento con las raices de la expresion Se obtiene una expresion que relaciona
inicial al segmento con la incognita de la
expresion inicial

—b+2a~0
b=a+e
Para dar respuesta al problema se hace La adigualdad pasa a ser una igualdad
a=e cuando a = a+e. y se encuentra el
valor de la incdgnita.
b =2a —b+2a=0
b b
a = E a = )

Nota: Paralelo entre las dos estrategias de solucion del problema del segmento.
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Fermat, ademas, resuelve el problema de hallar la tangente a una curva como un problema
de optimizacion como aplicacion directa de su methodus. Veamos como lo hace.
3.2 El problema de la tangente
Fermat, como una aplicacion de su método de maximos y minimos, determind en el
Methodus la tangente a una parabola. La tangente sélo sera conocida si se puede encontrar la
interseccion de la recta tangente con el ‘eje de la parabola’. Para determinar este punto basta
con encontrar la proyeccion sobre el eje x, del segmento de tangente comprendido entre el
punto (en la curva) de tangencia y el punto de interseccion; esta proyeccion es llamada la
subtangente.

llustramos el problema utilizando el razonamiento geométrico de Fermat realizado con
base en la definicion que como lugar geométrico dio Apolonio de la parabola. Considérese
la pardbola DB de eje DC, como se ilustra en la Figura 11. Fermat aplica el método de
méaximos y minimos para hallar la tangente a la parabola en el punto B. Suponiendo que el
problema ya esta resuelto, y sea BE la recta tangente. Si se toma un punto O sobre BE y se
traza el segmento 1O paralelo a la ordenada BC, de tal manera que P sea el punto de

interseccion de este segmento con la parabola.

Figura 11. Tangente a una parabola en un punto para el razonamiento de Fermat.
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El procedimiento seguido por Fermat citado por Smith (1959) es el siguiente: De la
desigualdad 10 > IP y de la propiedad caracteristica de la parabola (Apolonio) expresada
mediante la proporcion siguiente:

DC: DI = CB?: IP?
Se obtiene

DC : DI > CB?: 10%.
De la semejanza de los triangulos EIO y ECB se tiene:

CB?: 10? = EC?: EI*

Por lo tanto,

DC: DI > EC?: EI?

Se van a usar letras mintsculas para las cantidades como hizo Fermat. Haciendo EC = a
(aes la incognita), DC = d (d es conocida, pues el punto B esta dado) e IC = e, se tiene

d: (d—e)>a*: (a — e)
De donde se obtiene
a’d + e*d — 2aed > a*d — a’e.
Ahora, Fermat sustituye la desigualdad por la adigualdad, que se justifica cuando e se
hace menor, obteniendo
a’d + e*d — 2aed ~ a*d — a’e (1)
Y, continla con las etapas 5 - 8 del método, de la manera siguiente:
Se eliminan los términos comunes de (1), obteniendo
e?d — 2aed ~ —a’e.
Se dividen todos los términos por e, obteniendo

ed — 2ad ~ —a* (2)
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En la adigualdad (2) se ignora el término ed, que es el Unico que tiene e, obteniendo
—2ad ~ —a®* (3)
Se reemplaza la adigualdad (3) por la igualdad
—2ad = —a*. (4)
Finalmente, se resuelve la ecuacion (4) para a, obteniendo a = 2d, es decir, EC =
2DC encontrando la subtangente.
3.2.1 ;Cémo se traduce el razonamiento de Fermat cuando se utiliza geometria
analitica? Para responder a la pregunta, primero vamos a observar otra interpretacion
anacronica que no inhibe lo interesante ni lo Util que podria ser para los fines practicos de la

educacion matematica.

3.2.1.1 “Generalizando” el razonamiento de Fermat

B

————— - - - -

al
P s X Xx+te

Figura 12. Tangente a una pardbola en un punto en términos actuales.
El tratamiento que se encuentra en Edwards (1979) usando notacién moderna, sefiala que
dada una curva, si se quiere encontrar la recta tangente en un punto A, basta con encontrar la

magnitud de la subtangente s. Para el razonamiento realizado para la parabola, se puede

afirmar que:
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Por triangulos semejantes
st+e k

s f()

Dado que k~(<)f(x + e) setiene que al reemplazar k por f(x + e) se puede establecer

la adigualdad:
st+e < f(x+e)
s f(x)
Despejando s.
s~ (>) ef(x)

fx+e)— f(x)

Luego al dividir por e

ef(x)

e

s~ v - f@
e

Se tendria que:

_ f(x)
S = FGro—Fm

e

La subtangente es igual al cociente de la funcion evaluada en un punto x, sobre m

lo que equivaldria a la derivada actual evaluada en ese punto. Retomando la ‘traduccion’ para

la pardbola DPB, como muestra (Gonzalez Urbaneja, 2008)

Figura 13. Parabola DPB.

o1



EL CALCULO DE FERMAT: UNA OPCION DIDACTICA

Si se toma a D como origen y x = ID como abscisa, y = IP como ordenada, se tendria
por la definicion de parabola de Apolonio que:

PIZ_BCZ_yZ_k
ID CD x

Por lo que se deduce que k equivale a 2a donde a es el parametro de la definicion actual
de parabola que equivale a la distancia del foco al vértice.

Determinada la parabola de la forma y* = kx, asumida como la funcion

1
f(x) =vVkx =(kx)z , para hallar la subtangente se calcula el cociente
f(x)
s = f(x+e5—f(x) (**)

e

En donde m se calcularia siguiendo el methodus:
1 1 1 1
(k(x + e))2~(kx)2 = (kx + ke)z~(kx)2

(kx +0)F = ()T ~0 (1)

n —D(n- - )
Dado que ( )= nn-Dn-2)..(1-t+1) o6 tigne que
t 123t

(ex + ke)? = (k)7 + 2 (k)2 - (ke) — 2 (kx) 2 - (ke)? + -~

Por lo que continuando el proceso en (1)

(ex)? = (k)7 + 2 (k)7 - (ke) = 2 (k) 2 - (ke)? + - ~0

L (k)2 (ke) = 2 (kx) 3 - (ke)2 4+ ~0  (2)

Se puede apreciar que la expresion (2) es divisible por e ya que todos los términos del

desarrollo del binomio, exceptuando el primero son multiplos de e.

Es por lo anterior, que siguiendo con el Methodus se divide por ey se obtiene:

52



EL CALCULO DE FERMAT: UNA OPCION DIDACTICA

1 1 3 1
2’ (kx)"2 - (k) —g(kx) 2-(k)?e+ -+ ~0
Por lo que, salvo el primero, todos los términos se eliminan cuando e = 0, obteniéndose

asi la derivada actual para la funcion f(x) = Vkx = (kxﬁ
1 1
@ =5 )7 (1)

3.2.2 ¢Cual es el problema de maximos y minimos que se resolvio? Descartes
critico el Methodus, valiéndose del argumento de que Fermat no habia resuelto ningin
problema de maximos o minimos cuando halld la tangente a la parabola y, por tanto, el
método empleado no era general (Suescun, Alarcon, & de la Torre, 2005). La respuesta de
Fermat esta contenida en la memoria Méthode de maximis et minimis expliquée et envoyée
par M. Fermat a M. Descartes, conocida como Méthode expliquée. En este texto, Fermat
hacia énfasis en la efectividad del methodus como procedimiento para dar respuesta al

problema de la tangente, reafirmando que era una aplicacion de la teoria de maximos y

minimos.

Si analizamos de nuevo el problema

Figura 14. Parabola DPB ii
la pardbola, bajo la definicion de Apolonio satisface la proporcion:

BC? _PI?
CD DI
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cD EC? . — . . BC? .
I > ﬁLa cantidad a minimizar es, en este caso, la razon: Eya que SI se pone un punto

. . 10? BC? c .
O sobre la recta tangente, y se tiene que la razon —, €S mayor que —-, por la definicion de

pardbola, O no perteneceria a la tangente. Luego para aplicar el Methodus se establece que la
incognita es la subtangente CE y la adigualdad se establece en la desigualdad que se

construye aprovechando los tridngulos semejantes para ‘redefinir’ la parabola en términos de

BC?

la incognita EC ( 7

2
= %) , asumiendo que las distancia IP < I0

Capitulo 4: Analisis Fenomenologico parte i fase 2

La ruta para el desarrollo del andlisis fenomenolégico contiene varios elementos: En
primera instancia, la seccion 4.1 aborda algunos apartes tedricos de la metodologia., la
seccion 4.2 revisa en la literatura algunas dificultades en el aprendizaje de la derivada por
parte de los estudiantes; seguidamente, un andlisis afondo del aporte de Fermat al célculo,
que por lo extenso correspondié al capitulo anterior (ver Capitulo 3); posteriormente,
identificamos los fendGmenos, contextos y situaciones de nuestro referente matematico. En

el Capitulo 5 el analisis fenomenoldgico termina con el comentario para cada situacion
creada para el disefio, y muestra un esquema del camino seguido en la propuesta desde el
enfoque delandlisis fenomenoldgico que planteamos. A continuacion, desarrollamos estas
instancias de nuestra investigacion.

4.1 Fundamento tedrico del analisis fenomenoldgico

El andlisis fenomenoldgico, segin Freudenthal (1983), es el objeto central de una
investigacion fenomenoldgica en la que es primordial buscar e investigar fendmenos que
pueden ser organizadas por conceptos matematicos, por ejemplo, la derivada, a través de un

proceso de matematizacion.
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Freudenthal (1973) distingue entre varios tipos de fenomenologias: fenomenologia
pura, fenomenologia didactica, fenomenologia genética y fenomenologia historica. No
obstante, para un trabajo didactico en el marco de la EMR se recomienda realizar un
analisis fenomenoldgico con respecto a lo didactico porque, a diferencia de los otros tipos
de fenomenologias y como caracteristica fundamental, trata los fendmenos que se
proponen e intervienen en el ambito escolar. Para aclarar las diferencias entre los tipos de

fenomenologia (Puig, 1997) explica que

En el primer caso se trata de los fendbmenos que estan organizados en las
matematicas tomadas en su estado en el momento actual y considerando su uso
actual. En el caso didactico intervienen los fendmenos presentes en el mundo de
los alumnos y los que se proponen en las secuencias de ensefianza. En el caso
genético, los fendmenos se consideran con respecto al desarrollo cognitivo de los
aprendices. En el caso historico se presta especial atencion a los fendbmenos para
cuya organizacion se cred el concepto en cuestion y como se extendid a otros

fendmenos (p.65).

Para el caso concreto de nuestra investigacion, en el presente analisis fenomenolégico
del concepto de derivada se mezclan elementos de lo didactico v lo historico, la secuencia
de ensefianza resultante responde a la revision del aporte de Fermat. En esencia, el analisis
fenomenologico en esta investigacion responde a dos preguntas: ¢Como podria utilizar la
derivada un estudiante de Gltimo afio de bachillerato? y ¢En qué situaciones esta presente
la derivada? La primera pregunta se responde encontrando los contextos, y para responder
la segunda se identifican los diferentes tipos de situaciones que junto a los fenGmenos son

la base del disefio de las actividades.
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Un contexto es un evento, una proposicion o situacién derivada de la realidad, la cual
es significativa para los alumnos o la pueden imaginar y conduce a usar métodos
matematicos desde su propia experiencia. Provee significado concreto y apoyo para las
relaciones y operaciones relevantes de la matemética. Las situaciones podrian ser tomadas
desde experiencias cotidianas. Ademas de los contextos derivados de la vida y experiencia
diaria, “los contextos pueden encontrarse en la matematica misma — por ejemplo, el mundo
de problemas con nimeros y las relaciones numéricas, tales como el contexto de los

nimeros primos” (van den Heuvel- Panhuizen, 1994, p. 243).

4.2 Trabajos sobre la problematica de la ensefianza y aprendizaje de la derivada

A continuacién, se reportan las dificultades presentadas por los estudiantes en el aprendizaje
de la derivada presenten en la literatura. Como ya se menciond, las dificultades de la
ensefianza Y el aprendizaje de la derivada estan ligadas a dificultades de otros conceptos del

calculo.

Una dificultad compartida con el concepto de funcion es el problema que tienen los
estudiantes, y algunos profesores de ensefianza media, para desarrollar un entendimiento
profundo del concepto de funcibn porque ‘“se restringen a una manipulacién algebraica

relativa al concepto, que produce una limitacion en su comprension” (Hitt, 1996, p.31).

El mismo autor, en un trabajo posterior, sefiala que “uno de los problemas de la
comprension de la derivada es la falta de un acercamiento visual para el entendimiento de los
conceptos del calculo” (Hitt, 2009, p.12). Desde ese punto de vista, Eisenberg y Dreyfus

(1990) mencionan que visualizar situaciones matematicas no es una tarea simple porque
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“pensar visualmente demanda procesos cognitivos mas profundos que pensar en forma

algoritmica”. Con respecto a lo anterior Zimmermann (1990) recomienda que:

Conceptualmente, el papel del pensamiento visual es tan fundamental para el
aprendizaje del calculo que es dificil imaginar un curso exitoso del célculo que no
enfatice los elementos visuales del tema. Esto es especialmente verdad si el curso
tiene la intencion de enfatizar un entendimiento conceptual, el cual es ampliamente
reconocido como faltante en la mayoria de los cursos de calculo como es actualmente

ensefiado (p. 136).

Ubuz (2001) investigd cémo el uso de computadores podria influir en el aprendizaje
del célculo de estudiantes de ingenieria de primer afio. Trabajo en cuatro grupos, con 147
estudiantes matriculados en los cursos de calculo en cuatro universidades diferentes en
Inglaterra. Entre sus resultados con el problema de la tangente, el investigador identificd

las siguientes concepciones erroneas:

e Laderivada en un punto da la funcion en un punto.
e Laecuacion de la tangente es la funcion derivada.
e Laderivada en un punto es la ecuacion de la tangente.

e Laderivada en un punto es el valor de la ecuacion de la tangente en ese punto.

Las concepciones mencionadas coinciden con el trabajo previo de Dolores (2000), quien
afiade que los estudiantes tienen dificultades para ver a la derivada como una funcion, pues
muchas veces la ven como un nimero, o como la pendiente de la recta tangente en un punto
fijo, sin considerar gque es una funcion que, para cada punto de su dominio, da la pendiente

de la recta tangente (en cada uno de dichos puntos), estableciendo asi otra funcion.
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En cuanto ala simbologia, Tall (1993) indica que "la notacion de Leibniz Z—z resulta

ser casi indispensable en el calculo” (p.19). Sin embargo, causa serios problemas
conceptuales en los estudiantes, ya que no saben si representa una fraccion o un simbolo
individual” (Tall, 1993, p.19). Tall (1993) agrega que otra dificultad, en relacion con la

notacion, se daen la nocién de la regla de la cadena, para los estudiantes existe el dilema

d du
dy o du

. .o d
de si du puede ser cancelado en la ecuacion =X =
dx du dx

Con respecto a las ‘reglas de derivacion’ Ryan (1992) ha descrito al problema como
"la prisa por la regla”, donde el significado es ignorado u olvidado, y los estudiantes
operan a un nivel puramente mecanico, manipulando simbolos. Al respecto Barnes
(1995) sugiere que "a los estudiantes no se les debe ensefiar reglas para la diferenciacion
hasta que hayan desarrollado una buena comprension de la derivada, y encuentren

familiar la relacion entre una funcion y su derivada” (p.4).

Otro problema con la comprension de la derivada es el significado geométrico de la
derivada (como pendiente de la recta tangente a la grafica de una funcién en un punto), el
cual descansa sobre el concepto de recta tangente. En los primeros acercamientos a la
geometria, la recta tangente se considera como la recta que ‘toca’ ala circunferencia en un
solo punto; en este caso la recta no vuelve a tocarla en otro punto, caracteristica que los
estudiantes generalizan a otras curvas. Para ensefiar el significado geométrico de la derivada
es usual definir a la recta tangente tomando una sucesioén de rectas secantes y hacer tender a
cero la distancia entre las abscisas, asi la recta tangente sera el limite de dicha sucesion de
secantes. Este proceso es dificil de comprender por los estudiantes. En este sentido, Dolores

(2000) encontré que, de 112 estudiantes de bachillerato, que vieron el curso de célculo
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diferencial en el estado de Guerrero en México, la mitad creian que la expresion de la
derivada como limite de un cociente de diferencias, daba el valor de la derivada en dos puntos
pues continuaban con la idea de ‘recta secante’. También encontré que, aunque los
estudiantes observaran la gréfica de una funcion y su recta tangente en un punto, al pedirles
el valor de la derivada en un punto, mas de la mitad de los estudiantes confundi6 el valor de

la derivada en el punto con el valor de la ordenada.

Como un posible origen de algunas dificultades enlazadas a la ensefianza, se ha
cuestionado la importancia que se le ha dado a la forma cdmo se organiza usualmente el
contenido matematico. Esta estructuracion del contenido ligada al modelo tradicional no
contribuye sustancialmente a la comprension de los conceptos matematicos en los estudiantes
y podria ser una de las causas. Es por ello que autores como Gil y De Guzman (1993),
sugieren enfoques menos formales en la ensefianza para priorizar el desarrollo de procesos

del pensamiento propios de la mateméatica por encima de la mera transferencia de contenidos.

Teniendo en cuenta las dificultades mencionadas, los investigadores han elaborado
propuestas para la ensefianza de la derivada desde diferentes enfoques y tendencias:
algebraica, formal, geométrica, infinitesimal, tecnolégica (uso de calculadoras vy

computadores), y combinaciones de dos o més de ellas (Dolores, 2000).
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4.3 Fendémenos, Contextos y Situaciones del concepto de derivada

4.3.1 El concepto de Derivada de Fermat. Ya existian soluciones para casos
particulares del problema de hallar la recta tangente a un punto de una curva y otros para los
problemas de optimizacion, soluciones recursivas e interesantes que se pueden catalogar en
un nivel referencial, pero Fermat fue el primero en asumir que el problema de la recta
tangente y los problemas de optimizacién estaban relacionados en un método. En términos
de la EMR Fermat alcanzd un nivel general ya que encontrd una Unica estrategia de solucion
que superaba la referencia de los contextos unificandolos en una solucion algebraica, razon

suficiente para tomar a Fermat como referente.

A partir de la revision historica del aporte de Fermat, identificamos los fenémenos:
Problemas de optimizacion y problemas de la recta tangente, ademéas, los contextos y
situaciones, que se pueden emplear en una secuencia, nacen de la reflexion e interpretacion
de los elementos del aporte de Fermat que vamos a emplear y descartar, en el siguiente cuadro

se muestran los fendmenos, contextos Y situaciones especificos del aporte de Fermat.

Tabla 5.
Fendmenos, contextos y situaciones del aporte de Fermat
Fendmenos Contexto Situaciones  resueltas  por
Fermat
Fermat abordd el 1. Divida un segmento ben

problema puntual: Divida un dos partes de tal manera que el
segmento b en dos partes de producto de las longitudes de las
tal manera que el producto dos partes sea maximo.
Problema de de las longitudes de las dos
maximos 'y minimos partes sea maximo. 2. Divida el segmento b de tal
Para luego deducir que manera que el producto del
‘todos’ los problemas de este cuadrado de uno de los segmentos
tipo se podian resolver conlo por el otro sea maximo
que denomind el methodus.
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Fermat dedujo y resolvio 1. Encontrar la recta tangente
las situaciones 1. 2. y 3. que pasa por un punto de una
deduciendo  que  hallar parébola.
problemas de rectas
tangentes es un problema de 2. Encontrar la recta tangente
maximos y minimos, para due pasa por un punto de una
ello abord6 inicialmente la elipse.
situacion 1. usando la
subtangente y la definicion 3. Encontrar la recta tangente

de Apolonio de parabola. que pasa por un punto de una
cisoide.

Problema de |fa
recta tangente

Nota: A partir de la solucion de Fermat se analiza, a la luz de la teoria EMR, los fendbmenos,
situaciones y contextos.

A partir del cuadro anterior y la revision del aporte de Fermat, se plantea el camino que
llevard el disefio de las actividades, separado por unidades en donde se presentan las

situaciones y se haran los comentarios pertinentes para cada una.

Capitulo 5: Andlisis Fenomenoldgico parte ii: disefio de actividades — fase 3

En este capitulo se hace una descripcion de las actividades de ensefianza desde el punto de
vista del marco teorico, sus caracteristicas metodologias, los objetivos de investigacion y los
objetivos de aprendizaje. En la seccion 5.1 se sefialan los aspectos generales de la unidad de
ensefianza y en 5.2 se describe cada una de las actividades. El disefio de las actividades para
cada unidad con su respectivo manual docente se puede ver como apéndice (ver APENDICE
1). Finalmente, la seccién 5.3 muestra un mapa del disefio.

5.1 Aspectos generales

El disefio de las actividades estd conformado por cuatro unidades que comprenden
situaciones (actividades en cada Unidad) o problemas que conllevan al estudio de la derivada

de Fermat iniciando con problemas de maximos y minimos, para finalizar relacionando la
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mterpretacion geométrica del ‘método de Fermat’ en un problema que involucra velocidad.
Una caracteristica metodologica del disefio de las actividades es que propone cuatro

principios basicos en el momento en que se usan las unidades en el aula:

1. No hay indicaciones para que el estudiante resuelva un problema. Un problema

deja de serlo si se indica cdmo resolverlo.

2. S6lo al abordar un problema un estudiante entra en su mundo racional, no
podemos negarle ese derecho.

3. El profesor solo acude al estudiante si éste lo invita a compartir sumundo. En ese
momento, el profesor guia la discusién buscando siempre que sea el estudiante

por si solo el que logre la solucion.

4. Lasolucion de un problema genera otros problemas.

Ademas, para cada actividad que conforma cada unidad, se sigue un esquema no estricto
de pasos:

I. Planteamiento del problema: Las unidades de la cartilla empiezan con un problema y
finalizan con algunos problemas sugeridos.

Il. Labor de indagacion del estudiante: Es el tiempo que se le da al estudiante para que
intente resolver los problemas. No debe indicar nada, solo responder sus inquietudes,
sugiriendo estrategias, pero NUNCA informando la manera de resolver el problema.

I11. Presentacion de los resultados de un estudiante: Debe elegir a uno, o algunos, que

muestren su razonamiento a todos, no importa si el problema esta resuelto o no.

IV. Trabajo en grupo de los estudiantes: Sugerir que trabajen en grupo es valioso, deben
defender sus razonamientos, la confrontacion de argumentos es un proceso que no solamente
ratifica lo que hacemos, sino que ayuda a darse cuenta de los errores o vacios en lo que

hacemos.
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V. Socializacién final — Se trata de una discusion final cuya dindmica se genera con la
presentacion de los resultados obtenidos por algunos de los grupos. La actividad debe
terminar con una solucién mayoritariamente compartida por los estudiantes. Adicional a la
respuesta debe proponerse un esquema, a manera de resumen, de las ideas o conceptos que
ayudaron a resolver el problema ordendndolos dentro de un esquema deductivo.

En algunas unidades se suministra un archivo en GeoGebra, su uso se enfocO en las
propiedades geométricas de la ‘derivada de Fermat’ especialmente en la unidad 3, 3.5y 3.75
como una herramienta de visualizacién, exploracién y analisis de relaciones y propiedades
del método propuesto al finalizar la unidad 2. Algunas veces se usd Excel y Wolfram. Para
cada Unidad corresponde un manual docente detallado en donde queda explicito como usar
cada herramienta que se propone y plantea los momentos, mencionados anteriormente, para
cada actividad, asi como los tiempos y se sugieren aspectos relevantes que contribuyen a la
reinvencion guiada finalizando con problemas propuestos. El detalle de lo mencionado se
puede visualizar en el Apéndice 1.

5.1.2 La Matematizacion del concepto de Derivada en el proyecto. Para finalizar
el analisis fenomenoldgico, se analiza ala luz de la teoria cada unidad desde los conceptos

de matematizacion horizontal y vertical.

Si bien, se puede interpretar o atribuir diversos significados a la idea de matematizacién.
Freudenthal para distinguir su postura contrasta dos tipos, una horizontal y otra vertical, las
cuales caracteriza de la siguiente manera: Matematizacion horizontal, significa ir del mundo
de la vida real al mundo de los simbolos mateméaticos, en contraparte la Matematizacion
Vertical, consiste en poder moverse entre los simbolos mediante una manipulacidn,

(Freudenthal, 1997). Parece ser que el primer tipo de matematizacién que define, corresponde
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con la simbolizacion matematica de fenébmenos, problemas o situaciones de la vida real de
un individuo. Por ende, se concluye que el proceso de matematizacion esta compuesto por
dos fases. En primer lugar, se han de traducir los problemas desde el mundo real al
matematico (matematizacién horizontal); y, en segundo lugar, una vez traducido el problema,
se procede a utilizar conceptos y destrezas matematicas para su resolucion (matematizacién
vertical).

Para el andlisis de matematizacion de cada actividad, decidimos tomar la definicion y
procesos expuestos en (Rico, 2005), la matematizacién horizontal incluye los siguientes
procesos, que, desde el punto de vista teorico, aplican para cualquier concepto matematico
de estudio.

e |dentificar las mateméticas que pueden ser relevantes respecto al problema.
e Representar el problema de modo diferente.

e Comprender la relacion entre los lenguajes natural, simbolico y formal.

e Encontrar regularidades, relaciones y patrones.

e Reconocer isomorfismos con otros problemas ya conocidos.

e Traducir el problema a un modelo matematico.

e Utilizar herramientas y recursos (p. 51).

Y la matematizacion vertical sostiene las siguientes actividades. Aqui nos permitimos

afiadir una particularizacién de la derivada de Fermat para cada proceso:
e Utilizar diferentes representaciones: Las representaciones de la derivada de Fermat que

se utilizan en nuestro trabajo son: La solucion de Fermat, como el primer acercamiento
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algebraico, la representacion geométrica de la solucion de Fermat y finalmente la derivada
de Fermat como expresion.

e Usar el lenguaje simbolico, formal y técnico y sus operaciones: Inicialmente se permitira
expresar los modelos (ideas) del estudiante en el lenguaje que considere necesario, para
luego, acordar usar notaciones modernas de las ecuaciones, funciones, etc.

e Refinar y ajustar los modelos matematicos; combinar e integrar modelos: Los modelos
mientras avanzan las actividades, entendidos desde la teoria, como todo lo que hace un
estudiante para solucionar un problema, al igual que el lenguaje, conllevard a acuerdos con
el grupo (que debe funcionar como una comunidad matematica) que se ajustaran y
cambiaran. La prediccién de los modelos que podrian surgir en cada situacion y las
sugerencias a partir de esos modelos se pueden ver en el manual docente en el apéndice 1.

e Argumentar y generalizar: Las clases de mateméaticas han sido influenciadas por distintas
escuelas de pensamiento filosofico, como el platonismo, el positivismo logico, el
estructuralismo y el formalismo, que hasta el dia de hoy perduran; esto ha generado, en
muchos casos, que el docente, de forma desprevenida, se limite a intentar transmitir verdades
matematicas en un lenguaje axiomatizado Yy, peor aun, sin mostrar las relaciones que tienen
con la realidad (Jiménez, 2010) consecuencia de lo expuesto, en esos casos, al estudiante no
se le permite hablar y asumen que el docente es un guardidn de verdades, aunque no sepan
las razones y el porqué de las cosas. Asi, pues, en nuestro trabajo se promueve la
comunicacion, el estudiante participa y expone sus ideas y argumentos, sometiéndolos a las
opiniones Yy otros argumentos de tal manera que las interacciones Yy negociaciones entre todos
los implicados en el proceso de aprendizaje permita llegar a acuerdos, gue en nuestro caso

llamaremos generalizaciones. Recordando que, desde el punto de vista tedrico, si los
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estudiantes establecen puentes entre los fendmenos, por ejemplo, usar la derivada de Fermat
para resolver un problema de méximos y minimos y un problema de velocidad, la derivada
de Fermat se establece como un modelo para solucionar diferentes tipos de problema, y esto
conllevaria a enmarcar al estudiante en un nivel referencial.

A continuacion, usamos los procesos mencionados anteriormente, como categorias para
ordenar el andlisis de cadatipo de matematizacion. Cabe aclarar que las categorias numeradas
no se comportan en ningln orden, ni ascendente ni descendente.

Tabla 6.
Categorias de matematizacion.

Matematizacion Horizontal

1 2 3 4 5 6
Identificar Representar Encontrar Reconocer Traducir Utilizar
las el problema de regularidades, isomorfismos el problema a herramientas
matematicas  modo relaciones y con otros un modelo y  recursos
que pueden diferente patrones problemas ya matematico  adecuados

ser relevantes conocidos
respecto al
problema
4 Argumentar y generalizar
S - . - .
'S 3 Refinar y ajustar los modelos matematicos; combinar e
N
S 8 .
S t integrar modelos
e (3]
L >
g 2 Usar el lenguaje simbolico, formal y técnico y sus

operaciones
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1 Utilizar diferentes representaciones

Nota: Cuadro de categorias para analizar la matematizacién. Adaptado de (Rico, 2005, p.

51)

5.2 Descripcion de las actividades

A continuacién, se describen las unidades que hacen parte del disefio, cuyos textos completos
estan incluidos en el apéndice 1. Para cada una de ellas presentamos los objetivos de
aprendizaje, una descripcion de cada actividad y su respectivo cuadro de analisis de la
matematizacion. Los archivos de GeoGebra y el uso de herramientas como Excel y Wolfram,
se explican en el manual docente, junto a las sugerencias de su uso con los estudiantes.

5.2.1 Unidad 1. Objetivo:

A partir del problema del cercado introducir el concepto de funcion y su valor 6ptimo de
acuerdo con el contexto del problema. Es decir, estamos tratando simultaneamente el
problema de construir una funcién que relacione la dependencia de la variable en estudio
respecto a otras variables que son las que se pueden controlar directamente, y el problema de
su optimizacion. Es un reto grande abordar las dos cosas simultaneamente, la idea es que los
estudiantes vean que para optimizar es necesario hallar la expresion funcional que no es otra
cosa que expresar el area en términos de la base y la altura del rectangulo.
5.2.1.1 Descripcidn de las actividades. Situacion 1: Un campesino necesita construir
un cercado para cuidar su proxima plantacion de tomates, para ello compré 142 metros de
cerca, y quiere construir la cerca rectangular méas grande (mayor area) que le permita tener
un mayor cultivo. ¢Cual es la cerca mas grande que se puede construir?
El problema del cercado es equivalente al problema abordado por Fermat en 1636: Dado
un segmento de longitud dada, dividirlo en dos partes, de tal forma que el producto de las
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longitudes de las partes sea maximo. Se optd por el problema del cercado porque el del
segmento de Fermat ofrece un contexto netamente matematico, es la reduccion del problema
a un problema mateméatico descontextualizado, proceso que debe buscarse en el salon de
clase. Precisamente en el destaque de las ideas que permitieron resolver el problema y que
debe darse en la socializacion con los estudiantes, debe darse este tipo de abstraccion para
matematizar la situacién. Acto seguido, se les debe plantear problemas equivalentes en
diferentes contextos que requieran el procedimiento matematizado. La matematizacion no es
en términos funcionales sino con algin contexto particular, tal como es el caso del problema
de Fermat para segmentos de recta que tienen que dividirse. Problemas como el de Fermat
se proponen al final de la unidad.

Situacién 2: Para empacar el tomate cosechado, el campesino debe producir cajas con
las siguientes caracteristicas:

1) Deben estar abiertas por la parte superior

2) Se debe fabricar cada caja a partir de una pieza rectangular de carton que mide 1
metro de largo por 70 cm de ancho. 3) La caja puede cerrarse al cortar en la linea continua
(—) y doblar en las lineas punteadas (---).

¢,Cudles son las dimensiones de la caja con mayor volumen que se puede construir?

El problema de la caja permite a los estudiantes poner en practica la estrategia de solucion
adquirida en la situacion 1, al igual que en el tiempo de Fermat se le da relevancia al
problema, razon por la cual no se encontraran en este tipo de situaciones enunciados en donde
se pide encontrar la funcion, dominio, recorrido, los estudiantes pueden usar estos conceptos
sin conocer las definiciones bajo la necesidad del problema. Se trata de resolver un problema

no de enumerar explicitamente los elementos utilizados y aprovechar para evaluar el
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conocimiento que de ellos tengan los estudiantes. Se esta reconstruyendo la matematica

necesaria para resolver el problema, proceso distinto a repetir lo que ya me “ensefiaron”.

Algunos comentarios sobre las situaciones secundarias (problemas propuestos pp)

ppl El problema del segmento es un guifio a un problema de la antigliedad, se penso

utilizar como problema inicial de la unidad 1, pero el contexto del Problema del cercado

ofrecia ciertos elementos como la expresion del &rea en términos de dos magnitudes y un

contexto mas ameno para los estudiantes. Basicamente la solucion es la misma, este

problema ofrece un contexto matematico.

pp2 El problema de otra caja conlleva un gran reto de comprension para los

estudiantes, puesto que la expresion (funcion) que se obtiene es una racional, los

estudiantes de esta manera empiezan a visualizar otro tipo de funciones y a delimitar el

dominio sin ahondar en terminologia. Es el primer problema que pide minimizar.

pp3 El problema del arco es un problema ameno que podria reemplazar el problema del

cercado

5.2.1.2 Categorias de la matematizacion

Tabla 7.

Andlisis de matematizacion unidad 1.

Matematizacion Horizontal

1 2 3 4 5 6
El problema El “Problema Dado que el En el Con la guia Se
conduce a que los del cercado” es problema trata “Problema de adecuada se sugiere usar
conceptos idéntico al de un la caja” se espera que los tablas y la
matematicos para problema del rectdngulo en espera que estudiantes herramienta
abordar el problema segmento de donde el area los encuentren las Excel,
se hagan de manera Fermat. depende de la estudiantes expresiones: herramientas
intuitiva, no es variacion de la usen las que se
prioridad en la El “problema longitud de uno herramientas A=L1+L2 consideran
unidad definir, estos de Ila caja” es desus lados, los adquiridas en adecuadas
son: estudiantes el “problema en el estudio
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Construir una
funcion que
relacione la

dependencia de la
variable en estudio
respecto a otras
variables para

facilmente
modificable.

Los ejercicios
propuestos
permiten usar los
modelos
alcanzados en

podrian  darse del cercado” A de
cuenta del para resolver =711L1 variacion.
cambio y la el problema —L1?

relacion con los de
otros lados del optimizacion
rectangulo.

la

resolver el problema esta unidad.
de su optimizacion.
Area y volumen
variables.
Dominio y
Recorrido.

Es necesario que los estudiantes lleguen al modelo
matematico: Las funciones de los problemas. La actividad
misma permite que los estudiantes se expresen y que se
corrijan, pero es primordial que el profesor enfoque la
discusion para cumplir el objetivo de la unidad. Los

4

MATEMATIZACION
VERTICAL

argumentos, como dicta la teoria deben permitir que haya
saltos cognitivos, por lo que el docente debe seleccionarlos
adecuadamente para generar las discusiones. Los tiempos de

discusion se sugieren en la guia docente.
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Entendido el modelo como “lo que hace un estudiante
para resolver un problema” los estudiantes intentaran usar las
estrategias que adquiriran como el uso de Excel y la grafica
para aproximar, o intentar usar la solucion de la Proposicién
VI1.27 del libro de Euclides en términos algebraicos
(mostrada en el manual docente de la unidad 1). Se insistira
en que usen todo lo que estd a su alcance y no se lleguen a
conformar con los modelos alcanzados. La insistencia en una

respuesta Unica podria llevarlos a refinar modelos.

La necesidad de hacer una grafica usando software
mostrard a los estudiantes la ventaja de plantear la expresion,
funcion, en términos de uno de los lados, es decir una Unica
variable. Aqui se hardn los primeros acuerdos de las

notaciones, variables, funciones. Etc.

Los estudiantes  pasaran  por las  diferentes
representaciones de las funciones: Tablas, gréficas y
expresiones algebraicas. Dado que es la primera unidad, no

hay representacion de la derivada.

Nota: Anélisis de matematizacion vertical y horizontal para la actividad planteada en la unidad 1.

De aqui en adelante se comenta exclusivamente sobre la Matematizacion vertical, asumiendo

que la importancia estard en las preguntas, inquietudes y respuestas en el lenguaje matemético. El

descubrimiento de la derivada de Fermat, deducida a partir del procedimiento utilizado por él

ilustre matematico, es un claro avance en el desarrollo vertical.
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5.2.2 Unidad 2. Objetivo: A partir del problema de la cerca, usando n metros para
generalizar el problema, introducir a los estudiantes a un proceso algebraico de solucion a partir

de una interpretacion geométrica.

5.2.2.1 Descripcion de las actividades. Situacion 3: Si en el problema del cercado el
campesino compr6 n metros de cerca. ¢Cudl es la expresion algebraica para el rea en términos de
un lado de la cerca?

A partir de esta situacion y un trabajo computacional se hace un primer acercamiento
geométrico a lo que denominamos la ‘solucion de Fermat’ (Se especifica en el manual docente en
las unidades del capitulo 5), los estudiantes matematizan verticalmente por primera vez,
algebrizando lo que observaron geométricamente, obteniendo un recurso nuevo para la solucion
de los problemas de maximos y minimos.

Situacion 4: ;Cémo se puede resolver el problema de la caja (situacion 2) usando la solucion
de Fermat?

La situacion 4 sera el primer problema en donde pondran en practica la ‘solucion de Fermat’
de manera algebraica.

Los problemas y ejercicios propuestos que siguen a la situacion 4 tienen como finalidad
exponer las ‘debilidades’ de la solucion de Fermat en polinomios de mayor grado.

5.2.2.2 Categorias de matematizacion

Tabla 8.
Andlisis de matematizacion unidad 2.

El uso de software dindmico servird para mostrarles, de
4 manera geométrica la “solucion de Fermat” como un modelo
més depurado para comprender el problema.
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Es necesario que los estudiantes lleguen al modelo
matematico: Las funciones de los problemas. La actividad
misma permite que los estudiantes se expresen y que se
corrijan, pero es primordial que el profesor enfoque Ila
discusion para cumplir el objetivo de la unidad. Los
argumentos, como dicta la teoria deben permitir que haya
saltos cognitivos, por lo que el docente debe seleccionarlos
adecuadamente para generar las discusiones.

Se espera que los estudiantes puedan proponer la funcion
del problema como sigue:

A(L)=bL—L? donde b =n/2 y n es la cantidad de
metros de cerca.

Entendido el modelo como “lo que hace un estudiante para
resolver un problema” los estudiantes intentardn usar las
estrategias que adquiriran como el uso de Excel y la gréfica
para aproximar, o intentar usar la solucion de la Proposicion
V1.27 del libro de Euclides en términos algebraicos (mostrada
en el manual docente de la unidad 1). Se insistird en que usen
todo lo que esta a su alcance y no se lleguen a conformar con
los modelos alcanzados. La insistencia en una respuesta Unica
podria llevarlos a refinar modelos.

los estudiantes intentardn usar las herramientas de Excel y
se encontraran con el inconveniente del valor n.

En cuanto al lenguaje algebraico de la derivada de Fermat,
se trabaja el simbolismo correspondiente a las ecuaciones
dando significado a cada linea del desarrollo de f(a) = f(e).

La necesidad de hacer una gréfica usando software
mostrard a los estudiantes la ventaja de plantear la expresion,
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funcion, en términos de uno de los lados, es decir una Unica
variable.

Variando los valores de n, los estudiantes pueden concluir
que se trata, en este caso, de funciones que comparten
caracteristicas en comln, en concreto, siempre seran
polinbmicas de grado dos y tres.

Después de refinar el modelo de solucion usando software,
Los estudiantes abordan la primera representacion de la
derivada de Fermat, en un trabajo analitico, que se denomina
1 “La solucidén de Fermat”, abordandolo de manera analitica
e interpretando la expresion f(a) = f(e)
en la exposicion de la solucion de Fermat son las
matematicas relevantes que corresponden a esta unidad.

Nota: Anélisis de la matematizacién vertical para los procesos implicados en la unidad 2.

5.2.3 Unidad 3. Objetivo (3):

Afianzar ‘el método de la solucion de Fermat’ como herramienta para solucionar problemas de
optimizacion. Los estudiantes entienden la diferencia del modelo con el polinomio resultante que
se obtiene con el método de Fermat, y analizan el problema de optimizacion restringiendo los
valores de x.

Objetivo (3.5):

Desde la gréafica de los polinomios: modelo y resultante, los estudiantes estableceran relaciones
entre el grado del polinomio modelo y el nimero de puntos criticos del polinomio resultante. Se
repasara la primera idea del método de Fermat y se hard la reflexién sobre el por qué existen
puntos criticos entre x y e, cuando f(x) = f(e)y x # e.

Objetivo (3.75):
Desde la gréfica de los polinomios: modelo y resultante, los estudiantes estableceran relaciones

entre el grado del polinomio modelo y el nimero de puntos criticos del polinomio resultante. Se
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repasara la primera idea del método de Fermat y se hara la reflexion sobre el por qué existen

puntos criticos entre x y e, cuando f(x) = f(e)y x #e.

5.2.3.1 Descripcion de las actividades. Situacion 5: EI modelo de un problema esta
definido por la siguiente expresion algebraica (para 0 < x < 6.5):

f(x) = —4x* + 20x3 + 144x* — 712x + 300

1. Encuentre el valor maximoy minimo

2. Use Wolfram o cualquier programa que le permita graficar la funcion f(x) = —4x* +

20x® + 144x* — 712x + 300y determine el maximoy minimo para cada caso:
a 0sx<7
b. -6<x<8
c. 35x
d -5<x<0

3. ¢Qué relacion puede establecer entre el polinomio que modela la situacién y el
polinomio resultante de la solucion de Fermat? Comparta su respuesta con el profesor
Yy sus comparieros.

La situacion 5 pone en practica la solucion de Fermat y termina en un trabajo de matematizacién
vertical, en donde se ‘abandona’ la situacion de encontrar maximos y minimos para establecer
relaciones entre la funcion inicial (llamada modelo) y la obtenida (llamada Resultante en el disefio)
después de aplicar el método de Fermat, esta idea se profundiza en la unidad 3.5 con trabajo
computacional.

Situacion 6:

1. En las anteriores unidades usamos el método de Fermat para optimizar. ¢ Cuél de

las siguientes opciones resume el procedimiento? Justifique su eleccion.
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a) f(x)=f(e)
b) f(x)=f(e) cuandox=ce

C) f(x)-f(e)

X —e

d) f—(?:i ©—0 cuandox=e

e) f—(?:i(e) =0 cuandox #eyluegox=-e

f) f(x)—f(e) cuandox+e
2 ¢ Cudles son los elementos que componen la derivada de Fermat? ;Y qué papel
desempefian cada uno de ellos en la busqueda de los puntos que optimizan una funcion

polinomial?

En la curva que se muestra, interprete graficamente el valor de la derivada de Fermat en el
punto (a, f (a)) que se sefala.

El método de Fermat se resume en una expresion que denominamos la derivada de Fermat, el
objeto dF adquiere una dimension distinta cuando se pide su interpretacion geométrica de los
elementos que componen a dF, ya que de algin modo, el problema de méaximos y minimos
desaparece, y de forma geométrica con la guia adecuada y apoyados de tecnologia, se define la
recta tangente, alcanzando de esa manera la relacion de dF con los fendbmenos: Problemas de
Optimizacién y el Problema de la recta tangente..

5.2.3.2 Categorias de matematizacion

Tabla 9.
Andlisis de matematizacion unidad 3.

Las metas de esta unidad se cumplen cuando los estudiantes,
4 como comunidad matematica, lleguen a ciertos acuerdos bajo el
benepléacito del argumento que convenza a todos o a la mayoria.
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El avance, en cuanto a la generalizacion, es el resumen del
método de Fermat en una expresion algebraica y las relaciones,
expresadas de manera verbal, que puedan observar de la funcion
modelo vy la resultante.

Se define la derivada de Fermat como:
f(x) = f(e)
X —e
X+e

Previo andlisis de cada parte que la compone y usando la
representacion grafica para su apropiacion.

dF (x) = y luego x=-e

Se puede decir que se abandona circunstancialmente la idea
de maximos y minimos para poner en practica la bldsqueda de
relaciones entre el modelo y la resultante (funcion inicial y la
funcion derivada). La invencion guiada permite un salto
necesario en donde se resume el método de Fermat en una
expresion: ﬂx;_% =0 cuandox #e yluegox =e

En la unidad 3.75 en los problemas propuestos debe usarse la
expresion algebraica de la solucion de Fermat para resolver

problemas de maximos y minimos.

Aprender a usar un software como Woliram exige a los
estudiantes escribir en términos precisos la funcion polindémica
que se estudia.

En la unidad 3.5 se espera que los estudiantes definan un
punto critico con los elementos que estan manejando.

El trabajo algebraico que propone la unidad 3.75 afianzard el
uso correcto del lenguaje mateméatico y las soluciones de tipo
algebraico de los problemas.

La UNIDAD 3, 35 y 3.75 Trabaja en conjunto la
representacion  algebraica  “solucion de Fermat” con su
respectiva representacion geométrica, esto conlleva a definir
elementos como Ila recta tangente y su relacion de la “solucion
de Fermat”, consolidandola como modelo de solucién para
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problemas de maximos y minimos, vislumbrando que
abstrayendo sobre el método se puede conseguir un posible
modelo para.

A diferencia de las unidades anteriores, la representacion
funcional que otorga el problema es la expresion algebraica:
f(x) = —4x* + 20x* + 144x* — 712x + 300, y se pide
que se use la representacién grafica de la funcion generada por
software para encontrar los valores maximo y minimo.

En la unidad 3.5 todo el trabajo se hace en la representacion
gréfica desde un archivo de Geogebra que permite comparar en
tiempo real la funcion modelo y la resultante.

En la unidad 3.75 se pide que a partir de la expresion
algebraica de la solucion de Fermat se interprete dicha expresion
en una grafica

Nota: Andlisis de la matematizacion vertical para los procesos implicados en la unidad 3.

5.2.4 Unidad 4. Objetivo (Parte I):
Abordar la problematica de la razon de cambio cuando la razon de cambio es constante en un

problema tipico de velocidad y establecer una relacion en la interpretacion de la velocidad como
cociente con dF.

Objetivo (Parte 11):

Abordar la probleméatica de la razon de cambio cuando la razon de cambio no es constante en
un problema tipico de velocidad.
Objetivo (Parte I11):

Usar de manera intuitiva el Teorema del Valor Medio y establecer una relacion entre la

interpretacion gréfica de la derivada de Fermat y el Teorema del valor medio.
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5.2.4.1 Descripcion de las actividades. Situacion 7: Una familia hizo un viaje en carro
para visitar al tio Gabriel, en la primera parte del recorrido transitaron 12 kilometros por una
carretera recta (autopista), pararon al recorrer los 12 kilometros y visitaron al primo Cristian, el

automovil transitd a una velocidad constante de 120 kilémetros por hora.

1. ¢Cual es la distancia que ha recorrido el automévil después de 2 minutos?

2. ¢Cudl es la distancia que ha recorrido el automovil después de t minutos? Grafique la
situacion

Silvia que iba manejando, recordd que antes de empezar el recorrido en la autopista,

recorrié 500 metros como muestra la siguiente Figura (no esté a escala)

3. Encuentre una expresion que permita calcular la distancia recorrida del automovil, si
se empieza a tomar el tiempo en un punto A situado a 250 metros a la derecha de un

punto de referencia L (casa de Silvia).

Analice el problema desde el punto de vista de la meta. Es decir, las distancias se toman

ahora, respecto al punto C (casa de Cristian) que se encuentra a la derecha a d metros del

lugar de donde se empieza a contar el tiempo.

4. ¢Como se expresa ahora la distancia en funcion del tiempo transcurrido?

Setrata, desde un problema de velocidad constante, de establecer relaciones de la interpretacion
geométrica de dF con la velocidad interpretada como un cociente.

Situacion 8:

Después de visitar a Cristian, el viaje hacia la casa del tio Gabriel fue de 105 kilébmetrosy se
realiz en 1.5 horas. Silvia manejé sin hacer paradas. Su hija Ana, escuchdé cuando Silvia le
comentaba a Gabriel lo siguiente: “al principio habia congestion vehicular, pero no hubo

inconvenientes, nos vinimos a una velocidad de 70 kilometros por hora”. Ana habia observado el
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velocimetro del carro tres veces distintas durante el recorrido, este marcé 64 kilémetros por hora
cuando llevaban veinte minutos de recorrido, 90 kilémetros por hora cuando llevaban cuarenta
minutos, y 88 kilometros por hora cuando llevaban 1.2 horas de viaje. Ana no entiende por qué
su mama dice que 70 km/h.

5. ¢Tiene sentido lo que le dijo Silvia a Gabriel? ¢En qué se basé Silvia para afirmar que
viajaron a 70 kilébmetros por hora?

6. ¢Qué significado tiene el valor indicado por el velocimetro del carro (64 kilometros por
hora) cuando llevaban 20 minutos de viaje?

7. ¢Algunavezel velocimetro marco 70 kildmetros por hora tal como Silvia le dijo a Gabriel?
Si es afirmativa su respuesta, explique su razonamiento.

El Teorema del Valor Intermedio para funciones polindbmicas serd enunciado de manera
intuitiva por parte de los estudiantes para dar respuesta a las preguntas planteadas en la situacion,
las velocidades promedio, de nuevo, se interpretan como un cociente.

Situacion 9:

Dos radares de control de velocidad se encontraban en un trayecto de 52 kilometros de
distancia sobre la carretera por donde paso el automovil.

Cuando paso el auto al lado del primer radar, su velocidad era de 90 kilometros por hora.
Treinta minutos después, cuando paso por el segundo radar, su velocidad era 80 kilometros por
hora.

Si el limite de velocidad es de 100 km por hora. ¢Excedi6 el limite de velocidad el automovil
en algin momento en los 52 kildmetros? Justifique

Finalmente, la situacion 9 permite establecer un vinculo entre la interpretacion geométrica de

dF y el uso de manera intuitiva del Teorema del Valor Medio, es la primera vez en el trabajo que
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el significado de evaluar la derivada de Fermat en un punto no corresponde a la obtencion de un
maximo 0 un minimo, esto abre el camino para crear una nueva situacion que permita establecer
el puente entre los significados que le hemos dado a dF con la velocidad instantanea.

5.2.4.2 Categorias de matematizacion

Tabla 10.
Analisis de matematizacion unidad 4.

La clspide en términos de matematizacion vertical es
que los estudiantes lleguen a establecer una relacion entre
la interpretacion gréfica de la derivada de Fermat y el
Teorema del valor medio. Logrando asi un objetivo
fundamental del trabajo: Ubicar a los estudiantes en un
nivel general de matematizacion vertical.

El Teorema del Valor Intermedio para funciones
polinbmicas serd enunciado de manera intuitiva por parte de
los estudiantes para dar respuesta alas preguntas planteadas en
la parte dos de la unidad 4, las velocidades promedio, de
nuevo, se interpretan como un cociente, intentando siempre
que los estudiantes encuentren las relaciones entre lo
aprendido con el nuevo fenémeno.

Los estudiantes estableceran un vinculo inicial de la
interpretacion geométrica de dF trabajada en la unidad
anterior que no corresponde al fenémeno de los problemas de
maximos y minimos, sino con un nuevo fenomeno: El
problema de la velocidad instantanea.

En la primera parte de la unidad se enfatiza en interpretar la
velocidad como un cociente graficamente.

En la parte dos se plantea un juego grafico relacionado con
el Teorema del valor intermedio
Nota: Anélisis de matematizacion vertical y horizontal para la actividad planteada en la unidad 4.
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5.3 Mapa del disefio de las actividades

Para concluir el analisis fenomenoldgico se muestra un mapa que muestra un panorama del disefio,
resaltando objetivos en cada unidad y las relaciones entre las unidades y dichos objetivos. Las
unidades en color gris comprenden una posible continuacion del disefio, en el dltimo capitulo (ver

Capitulo 6) se proponen algunos lineamientos para continuar el trabajo.
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Figura 1. Mapa del disefio.

Capitulo 6: Reflexiones finales
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Para cerrar nuestro trabajo, las reflexiones aqui expuestas permiten ver el trabajo desde otra
perspectiva o continuacién del mismo.

6.1. La derivada de Fermat

Como primera reflexion, planteamos que los problemas de maximos y minimos vy el problema de
la tangente se facilitaria si logrdbamos ver que en los dos casos se trataba simplemente de hallar

la derivada de Fermat. VVéase en el siguiente recuadro la definicion y notacion:

fla+e)— fla)

= dF (a)

Figura 15. La derivada de Fermat.

La derivada de Fermat

La derivada de una funcién en un punto a es igual al cociente incremental que debe
simplificarse previamente de tal forma que se quite la indeterminacion, y luego se hace

e=0. El valor resultante es la derivada de Fermat en el punto a.

Aclaracion: Fermat no consideraba a las funciones como lo hacemos hoy. De hecho,
consideraba “cantidades” como se vio en el capitulo 3. Las preguntas logicas que nos podemos

hacer es: (Qué tipo de funciones podria admitir la derivada de Fermat? ;Definida la derivada de
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Fermat se tendria alguna desventaja en el célculo con respecto a la derivada como la conocemos
actualmente?

Abordemos la segunda pregunta. Se sabe que el calculo de la derivada es ‘sencillo’ cuando se
utilizan las llamadas ‘reglas para la derivada”. En la siguiente seccion veremos como y cuales
“reglas” se cumplen para la derivada de Fermat.

6.1.1 El algebra de la derivada de Fermat. Después de cada recuadro se justifica el

resultado a modo de demostracion usando la definicion de la derivada de Fermat.

LA CONSTANTE

Si f(x) = k,donde k es una constante, entonces f'(x) =0

£(x) = Lor0r 6 _ feo-r@) _

e e

LA IDENTIDAD

Si f(x) = x, entonces f'(x) =1

f,(x) _ fx+e)—f(x) _xte—x _ 1

e e

LA POTENCIA

Si f(x) = x™ entonces f’'(x) = nx™!

' _ f+e)-f(x) _ (x+e)™—x"
fx) = ==

e

, Aplicando el cociente incremental.
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- nn-1 n— -
(M nx T led ———x" 2% 4o tnxe™ T l4e™) ™

= 2 , el primer y ultimo se elimina en el numerador

e

1 nn-1) ,_ _ _
e(nxn L 2ot nxe™ 2+ ™ 1)

= 2 . . Se factoriza e

— -1 — _ _ ,
nx" 1+%x” e+ --+nxe™?+e™1 e se cancela ya que estd como factor en el

numerador y también esta en el denominador, luego se hace e=0. El Unico término que no contenia

e era el primero, por tanto la solucion es nx™ 1

MULTIPLICACION POR UNA CONSTANTE

Si K es una constante y f una funcidn entonces (kf)'x = kf’(x)

g(x) = kf(x)

:g(X+e)—g(x):kf(X+e)—kf(x):kf(x+e)—f(x)
e e e

g'(x) =

= kf'(x)

LA SUMAY DIFERENCIA

Si f y gson funciones, entonces (f + g)'(x) = f'(x) + g’(x)

F(x) = f(x) + g(x)

F'(x) = [f (x+e)+g(x+e)]-[f(x)—g(x)

e

], Aplicando el cociente incremental
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_ flx+e)—f(x)

e

F'(x)=f'"(x) + g'(x)

+2 (x+ez_g () ' Se separa el cociente y se reordena el numerador

EL PRODUCTO

Si f y g son funciones, entonces (fg)’(x) = f(x)g’(x) + g(x)f'(x)

Para demostrar el producto, primero se deduce la derivada para una funcion F

F(x) = f2(x)

F'(x) = f2te)-r2(x) _ (Fare)-f)(fGete)+ () _ F102f ()

e e

F'(x) = 2f(x)f'(x)  ** Derivada de la funcién F

Se considera el cuadrado de la suma de dos funciones, con el objetivo de usar el resultado
anterior y encontrar la derivada del producto.
(f + 9)2(x) = f2(x) + g> (x) + 2f (x) g (x)

2f(x)g(x) = (f + g)?(x) — f?(x) — g*(x), Despejando el producto de las funciones fy g.

2fg)' ) =2(f+ P+ 9)' () - 2f () f'(x) — 2g(x) g’ (x), Aplicando **

2(fg)' ) =2(f+ P + 9)' () = 2f (O f " (%) — 29(x) g'(x),

(fg)' ) =[(f + P +9)' ()] = fO)f'(x) — g(x)g'(x), Resolviendo el producto
(f + 9) X (f + g)'(x) y aplicando “LA SUMA”

F9' ) =lff' DD+ fg' )+ gf'()+ 99 ()] —ff'(x) —gg'(x), Sumando algunos
términos se obtiene finalmente

(fg) (@) =fg'(x)+ gf' (%)

EL COCIENTE
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(x) = 9D~ grx)

Sean f y g funciones, y g(x) # 0, entonces ( ) (%)

F) =22 =~ f ()

Primero se calcula la derivada de Fermat para ﬁ

1 1 g-—gkxte
gcte) g0 _ _glx+e)gl) _—(glx+e) —g()) 1 _—9X™
e e e RO

Aplicando EL PRODUCTO se tiene que para

F) =28 =~ ()

ey — L L, =90 _ g’ @) - gx)f (g’ )
e MR A e RTE P
9D (gf' ) — f)g' () _ gG)f' () — F(x)g' (%)
g(x)g*(x) g% (x)

Otra manera de probarlo:

F(x) = %, Se considera la funcidn F como el cociente entre f y g con g(x) # 0,

fte) £
F'(x) = M Aplicando el cociente incremental

F'(x) = gx) fx+e)—f(x)g(x+e) " 1

, Sumando los términos en el numerador
e g(x)g(x+e)

F'(x) = g fx+e)—gx) f(x)+f(x)g(x)-f(x)g(x+e) " 1

. aGre sumando y restando f (x)g(x)

F'(x) = [g(x) M fx )g(“e) 9 (x)] Factorizando g(x)y f (x)

y(x)y( +e)’

F'(0) = [gG)f' (@) = f()g' ()] * o



EL CALCULO DE FERMAT: UNA OPCION DIDACTICA 89

Las reglas se pueden ver como un elemento procedimental que no hizo parte del disefio actual,
pero que se podria plantear en una posible UNIDAD 5 en donde se haga énfasis en el calculo de
la derivada de Fermat.

6.2 Las funciones

Como se habia mencionado, Fermat no usd funciones en términos actuales, las pruebas en el
“algebra de la derivada” funcionan en la funcion polinomial, como se conocen actualmente:

f)=ax"+a,_x" P +a, ,x"*+ -+ a,x*+axt+q,

donde n es un entero no negativo, pero cabe destacar que no son las Unicas funciones que
podriamos trabajar. De hecho, la derivada del cociente indica que se pueden trabajar funciones
racionales

_r®
f =0

Donde p y g son funciones polinomiales. No obstante, no hay ningln inconveniente si se
consideran potencias de la forma x™ con nreal como funciones, ya que para la derivada de Fermat
se calcularia la resta (x + e)™ — x™, desarrollando el binomio extendido de Newton (x + e)™ se
y se tendria que
nn-1) n-2,2 4 M-D(@-2)  n-3

e
1%2 1%2%3

(x+e)”=x”+%x”‘1e+ e3 4 -

Por lo que al restar x™

n_ g n(n-1) _ n(n-1) (n-2 _
(x+e)"— xt =Lynleg M yn-2p2 | M-V @72) yn3p3 4
1 12 1%2%3

todos los términos de la expresion resultante contienen e, condicidn necesaria para la derivada
de Fermat. Al dividir por e, siempre se tendra que el primer término en la serie sera el Unico que

no tendra a e como factor, por lo que al hacer e = 0 se tendra que para f(x) = x™ con n racional
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la derivada dF(x) =nx™1. De esta manera las funciones que se pueden trabajar son series
polinbmicas, y estas nos permiten empalmar con el trabajo de otros matematicos como Euler o
Newton, ampliando el espectro de funciones que se pueden derivar como aqui proponemos. Si se
adopta esta postura la propuesta se encamina a un manejo algebraico del calculo.

6.2.1 (Como podrian los estudiantes encontrar polinomios que permitan modelar
situaciones que usan funciones no polindmicas? Desconocemos que algin libro de calculo
recomiende el uso de series 0 aproximaciones polindmicas para la modelizacion en un curso inicial
de célculo. Debido a la limitacién, aparente y falsaria, de la derivada de Fermat con respecto a las
funciones. Se sugieren, a continuacion, alternativas para que los estudiantes trabajen con estos

polinomios (La eleccion de alguno (S) o ninguno depende de la continuacion de este trabajo).

6.2.1.1 Tratamiento historico de algunas series. Euler consideraba, como nosotros, las

series infinitas como funciones. Grattan-Guinness (1980) destaca la obra de Euler Introduccion al
analisis de los infinitos (1748) como una demostracion magistral de como introducir el analisis
sin usar diferenciacion ni integracion. Euler us6é procedimientos infinitesimales, desarrollos
binomiales y un tratamiento particular de los nimeros infinitamente grandes o infinitamente
pequefios. Veamos como obtenia el desarrollo en series para la funcion exponencial a*.

Considerando aa > 1y x cualquier nimero positivo finito, Euler parte de elevar a aun nimero
infinitamente pequefio w distinto de cero y propone la siguiente igualdad

a“ =1+y

Que se justifica porque el resultado es un ndmero mayor que 1, pero no mucho mas, esto es 1

mas un nimero infinitamente pequefio y, ademas este nimero se puede escribir como

y =kw
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Dependiendo k de a. Reemplazando en la primera expresion, se tiene que

a® =1+4+kw (0)

Para todo real i

(a®)' = a® = (1 + kw)* )

Si x es cualquier ndmero positivo finito, i = x/w, es infinitamente grande. Sustituyendo w =

x/ien (1) y desarrollando el binomio se obtiene que

@ =a® =1 +Lkx+ LD p2y2  WDUD) g3,3 2)
1 1-2i 1-2i-3i

(-1 (i=2) (i=3)

Y puesto que i es infinitamente grande, los valores para S e

, ... corresponden a

%,%,i, ... respectivamente, que al reemplazarlos en la expresion (2) se obtiene la serie
2.2 3.3
ax:1+k_x+kx+kx+m (3)
1 1-2 1-2:3

Veamos como hallar, por ejemplo, el desarrollo en serie para 2*. Aplicando el logaritmo en
base a, a la expresion (0), se obtiene w =log,(1 + kw) , expresion que nos permite calcular k.
Puesto que kw es un numero infinitamente pequefio podemos hallar un k aproximado, asumiendo

a kw = 0,0001y a = 2 que serd la base del logaritmo por lo que

w = log,(1+ 0,0001) = 0,0001442622911, de donde k = ——— = 0,69318183

0,0001442622911

0,69318183x +O,693181832x2 0,693181833x3

Y porende 2* = 1+
1 1-2 1-2-3

Veamos graficamente como se va ‘ajustando’ la funcion cada vez que aumentan los términos
en la serie. La curva verde representa a la funcion g(x) = 2* y la curva naranja representa a la

funcién f(x) como desarrollo en serie.
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] =
:

= < 7 = ; : T T
0.69315  0.603152
0.69315 F) = 14+ —7— xd+——— «
f(x) = 1+T x = ) )

. . Figura 17. f(x) contres términos.
Figura 16. f(x) condos términos.

0.69315 n.y(zz 0.69315°
f(X) =1+ 1 x+ / 21 X 3 x )= 1+n.s;}n x+"’“‘:,“1 N ﬂﬁﬂ;lﬁ’ EN nm:}lls‘ & “ﬂ:“‘_,s nﬂ:llsﬁ N n.nu:!u’ J n.s::n" A 06!
Figura 19. f (x) con cinco términos Figura 18. f (X) con treinta términos.

¢Como se podria introducir la funcion e*?

Se hace necesario introducir primero el nimero e. En algunos libros de célculo presentan la
funcion e* como un caso particular de la funcion a*, y se limitan a decir que “e €S un nimero mas

importante que 7 (Zill & S, 2011), y otros autores como (Purcell, 2007) definen directamente

n
e = lim (1 +%) , pensamos que a partir de un problema de interés compuesto los estudiantes

n—c0
pueden reconocer de manera mas amena la naturaleza del “limite” involucrado.

Para introducir la funcion e*, podriamos plantear, primer deducir el nimero e calculando su
valor, y luego hallar la expresion en serie de potencias de la funcién e*, para finalmente deducir
algunas propiedades a partir de la serie (siempre positiva, siempre creciente, la derivada de Fermat
es igual a ella misma...) A continuacién, mostramos una posible introduccion al nimero e, que

perteneceria ala UNIDAD 6:
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Un administrador recién egresado es nombrado gerente de un banco de la ciudad y se le impone
como objetivo aumentar el nimero de clientes que depositan dinero en el banco. Para lograr su
objetivo el gerente disefia el siguiente plan:

Plan 1.

Se ofrece una tasa del 10% anual liquidada trimestralmente, de tal forma que si no se liquidan
los intereses, estos pasan a formar parte del capital cada 3 meses y por lo tanto a generar intereses.
Los clientes se hacen la siguiente pregunta si se retiran los intereses solo al final del afio, a cuanto
equivalen el interés recibido.

Para ayudar a los clientes consideremos que se deposita un capital C en el banco. Sigamos
pasoa paso cada liquidacion trimestral de intereses:

Primer trimestre

. 0.1
Interés devengado C: ”

Capital final C + C (04_1) =C (1 +E)

4

Segundo trimestre

4 0.1 0.1
Interés devengado C (1 + T) (T)
2
- 0.1 0.1 0.1\ __ 0.1
Capital final C (1 +T) +C (1 +T) (T) =C (1 + T)
Siguiendo los pasos realizados en los dos primeros trimestres, se infiere el capital acumulado
después del tercer trimestre e incluso hasta llegar a la siguiente expresion que da el capital final al

4
i ~ 0.1
terminar el afio. C;, = C (1 + T)

4
Para obtener la tasa de interés efectiva anual calculamos (1 + %1) = 1.1038 y le restamos 1
para obtener un interés de 10.38% ligeramente superior al 10% ofrecido por el banco.
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Pues bien, como el plan 1 no permitié captar el dinero que se requeria el joven gerente decidié
aplicar el plan 2.

Plan 2

Se reconocera la misma tasa del 10% pero ahora la liquidacion se hara mensualmente. La
pregunta sigue siendo la misma: ¢Cuél es el interés efectivo anual?

Utilizando el analisis anterior podemos inferir que ahora la expresion para el capital final tiene
la forma:

0.1\ 12
C.=C(1+—
f (+12>

12
De igual manera calculamos el valor de (1 + %) = 1.1047, lo que nos indica que el interés

es 10.47% superior al 0.47% al interés nominal anual y superior en 0.09%al interés efectivo con
liquidaciones trimestrales.

El gerente inquieto porque su nueva politica no le atraia todos los clientes que deseaba, resuelve
ser méas agresivo Yy ofrece el plan 3, el cual causa un poco de nerviosismo en la junta directiva del
banco, porque es la primera vez que una entidad bancaria ofrece un plan semejante.

Plan 3

Se reconocerd la misma tasa del 10%, pero ahora la liquidacion se hara diaria. ¢Cual es ahora
el nuevo interés efectivo anual?

Contoda la experiencia ganada con los planes anteriores sabemos que el capital anual se calcula

con la expresion:
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365
Y que el valor C (1 + %) nos permite decir que el interés es 10.52% por lo tanto la junta

directiva no tienen por qué estar nerviosa.

A pesar de lo novedoso el plan 3 no logra captar el interés del publico, por lo que el gerente
después de poner el plan 4 con liquidaciones cada hora, el plan 5 con liquidaciones cada segundo
y obtener los mismos resultados negativos, resuelve acabar de una vez con la competencia con lo
que ¢l bautiza como el “superplan”.

Superplan: liquidacion en cada instante de tiempo.

Antes de que el superplan sea conocido por los clientes el gerente es citado por la junta directiva
del banco para que explique las razones de su nueva locura.

¢Como argumento el gerente?

“sefiores, primero que todo, permitanme preguntarles si ustedes estarian de acuerdo en
reconocer un interés del 10.6% anual en una sola liquidacién al final del afio.”

Como la respuesta fue un generalizado si, el gerente continud: “Pues bien, este superplan ofrece
una tasa efectiva anual, menor que el 10.6% lo que aunado al efecto psicolégico que se produce
entre la gente ante la perspectiva de ver supermultiplicado su dinero, nos va a permitir aumentar
significativamente el nimero de nuestros clientes. Y digo que es menor que el 10.6% por la
sencilla razon de que...”

¢Cuél es la sencilla razon que esgrimié el gerente?

Con lo que hemos aprendido y siguiendo de cerca los diferentes planes del noble gerente
podemos plantear la siguiente expresion que nos da el capital final que se obtiene al depositaron
capital C a una tasa de interés R (tomando el valor decimal correspondiente) cuando el nimero de

liquidaciones es n:
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A"
Cf=c(1+£)

Y mas especificamente el factor que nos permite calcular el interés efectivo anual

(1 + :—l)n

Pues bien, se trata finalmente de saber si la expresion crece indefinidamente como estan

pensando los miembros de la junta directiva del banco.

Con ayuda de las técnicas de limites se puede ver que el valor del limite de la expresion anterior

que corresponde a las liquidaciones instantaneas, donde e es un numero muy importante en

matematicas Y tiene un valor parecido al siguiente ~2.718281828459045. Es asi que para nuestro

caso el interés efectivo anual con liquidacion instantineamente tiene un valor de (e®! — 1)100%,

que solo se diferencia de la liquidacion diaria, en 0.001%.

De esa manera, podemos retomar el tratamiento de Euler, si tomamos k = 1 en (3), se tiene

que el valor para a es el nimero e, Euler calcula 23 decimales de e y nos regala la representacidon

actual. Ademas, escribe

Series para el Senoy el Coseno

Euler parte de la igualdad fundamental

¢Como define Euler las funciones trigopnométricas?
sen’z + cos?z =1

si se escribe en la forma

sen’z— (V—1cosz)?=1
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se obtiene (cosz + V=1 senz) - (cosz —v—1senz) = 1, a pesar de los factores imaginarios,
como los denominaba Euler, para luego deducir que
(cos z+V-1 senz) . (cosz - \/—_186712) = cos(y + z) + V—1sen(y + 2)
Después de corregir la expresion de la izquierda en la igualdad anterior, demuestre las
expresiones para el coseno y el seno de la suma de dos angulos.
Y por tanto (cosz i\/—_lsenz)n = cos(nz) +V—1sen(nz) (Formula de Moivre). Del

desarrollo de la férmula, Euler obtiene expresiones para el sen(nz) ycos(nz),tomando z

infinitamente pequefio, si x = nz es finito, n es infinitamente grande.

x? x* x©
cosx =1— + - + -
1-2 1-2-3-4 1-2:3:-4-5-6
3 x5 .X'7
senx = x —

123712345 1234567 "
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n 2 3\/m

x28-1

Zam a\/—zn

; 21-1

. x 2 x?-!—l 3 x2-3—1 N Xg 1 5 XZ-S—I " x?-ﬂ—l 7 xl-?—l 8
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Figura 20. Funcion senx con 20 términos en la serie.
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Figura 21. Funcion cosx con 20 términos.
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-
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L HE S T e

Figura 22. Funcién tanx con 20 términos.

Es facil darse cuenta que la derivada de Fermat de la funcion seno vista como un polinomio
extendido, derivando término a término se obtiene la funcién coseno.
6.3 Hacia lo infinitesimal

F, f(x+ez‘—f (%)

La derivada de Fermat, d ye =0, esuna herramienta que permite solucionar

los problemas de maximos y minimos, razén suficiente para que Fermat figure en la historia de la
matematica. Pero en este trabajo, como es ldgico, se deseaba estudiar el objeto:dF, por lo que una

de las preguntas naturales en las que se reflexion6 fue la siguiente:
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6.3.1 ¢ dF tiene alguna interpretacion geométrica? En el siguiente grafico se aprecia los
elementos que componen a dF, en verde, e la distancia en x de los puntos (x, f(x)) y (x+

e, f(x+ e))yladiferencia f(x +e) — f(x).

(z+e, f(zx+e))

f(x +e) — f(x)

(z, f? (¢}

Figura 23. Interpretacion geométrica de dF.

f(x+e)—f(x)
e

El cociente resulta ser la tangente del angulo @ del triangulo que esta conformado

por los segmentos e, f(x+e) — f(x) y la recta que pasa por los puntos (x,f(x))y (x+
e, f(x+e)).

Si bien esta es la representacion para cualquier e, la pregunta es ¢qué significado se tiene
cuando e = 07?

Para poder visualizar el significado en este valor, se consideran valores diferentes de e con la
condicion de que estén cada vez mas cercanos a 0. Las rectas secantes que se van formando se

muestran en la Grafica 2.
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(x+e f(x+e) A Ha+e) - f()

(z, f(x) )/

e

Figura 24. dF como la tangente del angulo 0 con e cada vez mas pequefio.

Se aprecia que los puntos(x, f(x)) ¥ (x +e, f(x + e)) se acercan cada vez mas a una Unica
recta que pasa por (x, f(x)).

La diferencia del razonamiento que se plantea en los libros con la interpretacion geométrica de
dF, es la idea de la tendencia h — 0, esto se debe al tipo de funciones. Al definirse la derivada dF

para las funciones continuas y en series polindbmicas, dado que no hay indeterminacion no hay

ningin inconveniente en hacer e = 0, ya que en la definicion actual de derivada como limite:

fx+h) —f(x)
h

f() =lim

Indica que para f una funcién polindbmica, y por tanto continua, al resolver el limite al final se
hace h = 0, por lo que hay una coincidencia total con el procedimiento de acercamiento h — 0
del limite. Finalmente la dF termina siendo la pendiente de una Unica recta, que llamaremos la

recta tangente de Fermat, que pasa por el punto (x, f(x)), deduccién que se hace sin la necesidad

del concepto de limite.
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(z+e, flz+e))

(m,J'(m)? . flz+e)— f(x)

Figura 25. La recta tangente de Fermat para el punto (x,f(x)) en un momento previo a e=0. ConS
la subtangente.

Cuando se usa dF, desde lo algebraico no se necesita observar ninguna tendencia, pero cuando
e = 0 graficamente no se sabe que sucede al obtenerse 0/0, es por ello gue se necesita un punto
que sea diferente a e = 0 que oriente y sea cambiante, es bajo este argumento que aparece la idea
de ‘acercarse’, por lo que cuando e se hace cada vez mas pequefio nos permite observar la
tendencia de la pendiente y de la recta secante que se forma del cociente incremental, indicand o
cual es la direccion que toma, permitiéndonos deducir que dF finalmente es la pendiente de la
recta tangente que pasa por un punto de la funcion.

6.3.2.1 ¢ Otra manera de interpretar geométricamente el aporte de Fermat?
Otro camino: Desde el problema de la tangente, encontrar que dF es la pendiente de la recta
tangente seria una alternativa al disefio de la propuesta, en donde se podria utilizar la interpretacion

de (Edwards, 1979) de la subtangente.

_f®
- dF
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La interpretacion geométrica de dF por si misma, es un problema de contexto geométrico que
se convierte en un problema de interés cuando ayuda a resolver o se relaciona con otro grupo de
problemas como los méximos y minimos.

¢Tiene alguna utilidad la interpretacion geometrica de dF para los problemas de maximos y
minimos? Puede que existan dificultades para comprender que dF es la pendiente de la recta
tangente en un punto cualquiera de una funcion f, pero cuando se habla de maximos o minimos
no hay problema en afirmar que la pendiente de la recta tangente en ese punto es cero, ya que al
estar el punto maximo por encima de los demas puntos en la funcion, no hay forma de que la recta
tangente que pasa por ese punto corte a la curva en un punto distinto, en términos de tangencia
clasica.

Esto genera una conexion entre los dos problemas y podria ser otra forma de presentar el
problema de la recta tangente, empezando con encontrar la recta tangente en un maximo o minimo

¢Existe otra utilidad para la interpretacion grafica de dF?

() f(x))

df =0

Figura 26. La recta tangente de Fermat en un maximo.
Finalmente, para generalizar el razonamiento de Fermat en el problema de hallar la recta

tangente en un punto de una pardbola, comparar a f(x + e) con k.
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-l ————— - - -

oYy

¥ X X+e
Figura 27. Subtangente.

Este fue un primer acercamiento a lo infinitesimal, tomado como una diferencia minima.
Después el hecho de interpretar dF geométricamente nos dio elementos para abordar los
problemas de razones de cambio, usando las aproximaciones. Abordar esta licencia desde lo
algebraico conllevaria a definir unas reglas de manejo de los infinitesimales.

Asi se plantea una alternativa y una posible continuacion para la propuesta, la reflexion y
mencion de ellos enriquece el trabajo porque obedece a los elementos metodologicos adoptados.

6.3.2 Otro abordaje a las razones de cambio y la derivada de Fermat. Una razon de
cambio se refiere a la medida en la cual una variable se modifica con relacion a otra. Larazon de
cambio més frecuente es la velocidad, que se entiende a partir del vinculo que se establece entre

el cociente de un trayecto de la distancia y el tiempo.

Ad
t) =—
v(t) v

Suponiendo que un auto recorre 150 kilometros en tres horas, se tiene que v(t) = 1;’—0 =50
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La razon de cambio existente entre ambas variables, en este caso la velocidad, es 50 kilometros
por hora. Para este ejemplo los 50 Kkildmetros por hora determinan una variacion que no
necesariamente existe en la realidad, en otras palabras, no sabemos si el auto ha mantenido esta
velocidad a lo largo de las tres horas, lo que se quiere decir es que si se asumiera esa velocidad de
forma constante se lograria recorrer la misma distancia.

Es posible entonces distinguir entre dos tipos de razon de cambio: la promedio, comentada
anteriormente, y la instantdnea. La razon de cambio instantdnea resulta Util para conocer la

velocidad en un instante especifico.
Si la grafica a continuacion representa la funcion que relaciona los kilometros recorridos por el
auto en el transcurso de las tres horas, y se quiere saber la velocidad en el instante t.

¢La funcion puede decrecer en alguna parte de su recorrido?

160

120

100

[ 1 2 3

Figura 28. Distancia (kildbmetros) vs tiempo (horas) para el ejemplo.

Cualquier otro punto t + e distinto a t, sefialaria una razon de cambio Ad/At. Que graficamente

Se veria como sigue:
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(4 e, fle+ e))

Figura 29. Razon de cambio Ad/At.

La velocidad instantanea en el instante x implica acercar el punto (x +e,f (x +e)) al punto
(x, f(x)) por lo que At se hace cada vez mas pequefio, por lo tanto hallar la razén instantanea
utiliza el mismo razonamiento utilizado para hallar la interpretacion geométrica que se dio a dF.

¢Cual seria el razonamiento de Fermat para encontrar la velocidad instantanea?

Desde lo algebraico se plantea:

f(x+e)— f(x) ~0,con~ como pseudoigualdad ya que buscamos la velocidad instantdnea.
Luego la expresion f(x + e) — f(x) sera factorizable dado que estamos tratando con funciones
polinémicas y tendra la forma e * (polinomio) ~ 0, por lo que e~0, se da cuando e =0, la
pseudoigualdad se convierte en igualdad y la velocidad instantinea es precisamente la pendiente
de la recta tangente ala curva en un punto t o el instante t en el tiempo que buscabamos.

Si bien, tanto la tangente como la razon de cambio instantanea se vislumbran como los valores
resultantes cuando se asume el valor e=0 en el cociente que los define, el problema esta en que si
se asume este valor desde un comienzo se obtiene una cantidad indeterminada de la forma 0/0.
Este hecho, hace necesario estudiar la tendencia de ese cociente cuando el valor de e no es cero.
Como es claro, la tendencia que interesa es en las cercanias del valor e = 0. Este proceso de

acercamiento en el caso de los polinomios se facilita, en el sentido de que la indeterminacion se
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elimina por el hecho de que el numerador siempre tiene a e como factor comin y se cancela con
el e del denominador. Al no existir indeterminacion, la tendencia que se estudia coincide con el
valor del cociente cuando e = 0.

Una posible continuacion del disefio para trabajar los elementos mencionados anteriorme nte

podria plantearse como sigue:

UNIDAD 4

PARTE IV

“EL MODELO”

Un modelo aproximado que indica el espacio recorrido
del auto con respecto al tiempo desde la casa de Cristian
hasta la casa de Gabriel es el siguiente:

d(t) = —58t° + 230t> — 375t* + 274t3 — 10t?

+ 8t

1. ¢Se puede encontrar una forma para calcular
la velocidad del auto en cualquier instante de

tiempo? Explique.

2. Calcule la velocidad maxima que alcanzo el

automovil de Maria en el recorrido.
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Con el objetivo de que los estudiantes comprendan que dF de la funcion d, es la funcién
velocidad y que dicha funcion nos da informacién de la velocidad en cada instante.

Nota. Tal vez haya que formalizar un poco esta idea de la “tendencia” que no es otra cosa que
la idea de limite. Esto se haria comparando los valores de la expresion en estudio con los valores
cuando e = 0 y observar que las diferencias son cada vez més chicas. Esta idea es la que después
se transforma en el procedimiento simple de asumir el valor O para el incremento e.

Este capitulo final enmarca, grosso modo, unos lineamientos que se tomaron en el disefio y
plantea algunas alternativas y continuaciones para la propuesta, la reflexion y mencion de ellos

enriquece el trabajo porque obedece a los elementos metodolégicos adoptados.
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Apéndice A: Unidades y Manual docente

Introduccion

(PARA LA LECTURA DEL MANUAL DOCENTE)
Estimado profesor, bienvenido a compartir con nosotros este proyecto de hacer algo distinto
pensando en que nuestros estudiantes logren mejores aprendizajes. Este proyecto se apoya en

cuatro principios basicos:

¢ No hay indicaciones para que el estudiante resuelva un problema. Un problema deja

de serlo si se indica como resolverlo.

e Solo al abordar un problema un estudiante entra en su mundo racional, no podemos

negarle ese derecho.

e El profesor solo acude al estudiante si éste lo invita a compartir su mundo. En ese
momento, el profesor guia la discusién buscando siempre que sea el estudiante por si

solo el que logre la solucién.

e Lasolucién de un problema genera otros problemas.
Cada actividad sigue un esquema no estricto de pasos:
I. Planteamiento del problema: Las unidades de la cartilla empiezan con un problemay finalizan

con algunos problemas sugeridos.
Il. Labor de indagacion del estudiante: Es el tiempo que se le da al estudiante para que intente
resolver los problemas. No debe indicar nada, solo responder sus inquietudes, sugiriendo

estrategias, pero NUNCA informando la manera de resolver el problema.

I11. Presentacion de los resultados de un estudiante: Debe elegir a uno, o algunos, que muestren

su razonamiento a todos, no importa si el problema esta resuelto o no.
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IV. Trabajo en grupo de los estudiantes: Sugerir que trabajen en grupo es valioso, deben defender
sus razonamientos, la confrontacion de argumentos es un proceso que no solamente ratifica lo

gue hacemos, sino que ayuda a darse cuenta de los errores o vacios en lo que hacemos.

V. Socializacion final — Se trata de una discusidn final cuya dindmica se genera con la presentacion
de los resultados obtenidos por algunos de los grupos. La actividad debe terminar con una
solucién mayoritariamente compartida por los estudiantes. Adicional a la respuesta debe
proponerse un esquema, a manera de resumen, de las ideas o conceptos que ayudaron a resolver
el problema ordendndolos dentro de un esquema deductivo.

Su preparacion de la clase implica abordar los problemas que se plantean a los estudiantes, antes
de la lectura del manual docente vy resolverlos plenamente. Esta solucidon estd restringida a los
presaberes de los estudiantes, por lo que debe resolverlos haciendo uso de ellos. Al final del
manual docente para cada unidad encontrard los problemas propuestos. A continuacion, en los
recuadros, se presentan las actividades, manual docente, y problemas propuestos en ese orden,

y por cada unidad.

Unidad 1

BIENVENIDO QUERIDO ESTUDIANTE

EL PROBLEMA DEL CERCADO
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Figura 30. llustracion Campesino colombiano, tomado de:

https://pixabay.com/es/campesinos-zona-cafetera-filandia-2517476/

Un campesino necesita construir un cercado para cuidar su
proxima plantacion de tomates, para ellocompré 142 metros
de cerca, y quiere construir la cerca rectangular mas grande

(mayor area) que le permita tener un mayor cultivo.

éCudl es la cerca mdas grande que se puede construir?
Justifique.

¢EL PROBLEMA DEL CERCADO EN EL COMPUTADOR?

Abre un archivo nuevo en Excel (o cualquier hoja de calculo) y

genera valores de acuerdo a lo que explique el profesor.

EL PROBLEMA DE LA CAJA
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Para empacar el
tomate cosechado, el

campesino debe

producir cajas, con las Figura 31. Caja con tomates.
siguientes caracteristicas:

1) Debe estar abierta por la parte superior

2) Se debe fabricar cada caja a partir de una pieza
rectangular de carton que mide 1 metro de largo por 70
cmde ancho. 3) La caja puede cerrarseal cortarenlalinea

continua (—) y doblar en las lineas punteadas ( --- ).

Figura 32. Caja desplegada.

En el siguiente enlace puede verse un video de cémo se

construye la caja:

https://bit.ly/2xjRIwl

MANUAL PARA EL DOCENTE
UNIDAD 1
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Objetivo de la unidad 1: A partir del problema del cercado introducir el concepto de funcién y su
valor optimo de acuerdo con el contexto del problema. Es decir, estamos tratando
simultdneamente el problema de construir una funcion que relacione la dependencia de la
variable en estudio respecto a otras variables que son las que se pueden controlar directamente,
y el problema de su optimizacion. Es un reto grande abordar las dos cosas simultdneamente, la
idea es que los estudiantes vean que para optimizar es necesario hallar la expresién funcional que
no es otra cosa que expresar el drea en términos de la base y la altura del rectangulo.
Comentario 1: No nos interesa definir funcion, aqui prima resolver el problema, lo que buscamos
es que los estudiantes encuentren la expresion siempre y cuando sea de valor para abordar el
problema.

I. vy Il. Al plantear el problema del cercado, se limita el tiempo para que los estudiantes trabajen en
él. Se sugieren 20 minutos, durante los cuales usted debe revisar lo que hacen los estudiantes,
preguntarles e ir agrupando sus respuestas. Por ejemplo: Algunos estudiantes puede que sélo
usen nuimeros enteros en sus raciocinios, esos pueden ser el primer grupo que hable en la

socializacidn.

., Otrogrupo puede usar numeros no enteros, dando lugar al hallazgodela respuesta,

aunque es poco probable, no hay inconveniente por eso. Si el hallazgo es el

Lt producto de un golpe de suerte (y usted lo sabe, porque conoce la forma en que

llegarona él) cambie los datos del problema para hacerlo mas complicado de ser resuelto por
puro ensayo y error. Tenga en cuenta, que la estrategia de ensayo y error razonada dirigida a
acotar el intervalo donde se encuentra la solucién esconde ideas interesantes que merecen
atencion.

A partir del grafico anterior, puede preguntar ¢ Como se calculay expresa algebraicamente el area
de un rectangulo?

A=L1x%L2
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Es este punto, la expresion anterior sera una funcién para nosotros. No es necesario denominarla
asi y mucho menos definirla y entrar en tecnicismos. Llegar a esta expresion es el primer objetivo.
I1. Se pedira a distintos estudiantes, en la primera socializacion que escriban en el tablero los
valores que sugieren.

[V. Puede sugerirles una tabla como la siguiente:

L1 (metros) L2 (metros) A (¢Cual es la unidad de
medida? Puede
preguntar)

Para pensar: ¢Para qué hicimos la tabla anterior?

En la tabla podemos sugerir ordenar L1 de manera creciente, por tanto, los valores de L2 estaran
en forma decreciente. En este punto alos estudiantes se lespuede preguntar entre cualesvalores
de L1 puede encontrarse el valor maximo de A.

Aqui vamos a pedir a los estudiantes que generen muchos valores de A para el intervalo de los
valores de L1 que proponen usando una hoja de calculo, por ejemplo, Excel.

Comentario 2: iPor qué Excel? Cuando se generan los valores en Excel los estudiantes estdn
haciendo matematica, la formula que se necesita y que depende de los valores de otra columna,
es una clara relacion funcional, en donde se puede identificar lo que varia.

Puede preguntar cuantas columnas debe usar en Excel. Esto da pie para hablar de las dos
funciones dentro del problema. ¢Cuales son las variables que debemos poner en las columnas?
Podemos, a modo de explicacién del uso del software, crear una hoja de calculo con la columnas
L1y L2 de tal forma que sélo deba escribirlos valoresde L1, esto se logra ubicandonos en la casilla
B1 en Excel y escribiendo en la barra de formulas: = 71 — A1 como se muestra en la Figura que

se muestra a continuacion:
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al valor de 40 en la celda de la columna A.

H ©- s
INICIO INSERTAR DISENO DE PAGINA FORMULAS DATOS RE
oy X
.
Pegar =
Portapapeles = Fuente Alineacidn
SUMA - > W
A B C L E F
1] I=70-a1 |
2 ,
; Barra de formulas
4
5
A
Figura 33. Manejo de Excel.
A . Si elintervaloes por ejemplolos valores entre 30 y 40 metros, para conseguir
1 30 40 S
2 20,02 e 105 100 valores escribimos en la celda A1 30 y en la celda A2 30,1 y
3 30,04 39,96 ﬁShﬂ )
4 30,06 39,94 seleccionamoslasdos celdasAly A2 conlatecla y arrastramos
5 30,08 39,92 S
: o o haciendo clic izquierdo en el cuadro que se forma en la esquina inferior
8 30,14 39,86 . . .
5 30.15 e derechade la celda A2, arrastramos, sin soltar el clic izquierdo hasta Ilegar al
10 30,18 39,82
1 30,2 298 valorde 40. De lamismamaneraseleccionamosB1y arrastramos hasta llegar
12 30,22 39,78
13 30,24 39,76

an I8 20 74

Figura 34. Manejo de

Ercel 2 De manera similar se propone a los estudiantes que generen en Excel los

valores de A en términos de uno de los lados.

V. A partir de la tabla que generaron los estudiantes, se puede preguntar cual es el valor mas
grande que encontraron para A, se puede cambiar |la parte decimal y volver a explorar.

Debe preguntarse iPodemos delimitar mas los valores de L1 para encontrar el valor mayor de A?
Es posible que aqui los estudiantes estén conformes con alguna respuesta.

Después de acordar unintervalo pequefio y generar valores de A, debe preguntarse sobre alguna
propiedad que puedan observar en la tabla, se espera que encuentren productos que se repiten
como 32x41y 41x32. Algun estudiante puede encontrar que siempre se da esa condicién, excepto

en el valor maximo si es que aparece en la tabla. Ahora vamos a graficar la funcién para
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profundizar en la propiedad observada. Podemos hacerlo de dos maneras, la primera consiste en

socializar y obtener la expresidon de A a partir de la tabla que generaron en Excel:

A=L1%(71—-L1)=7111-L1?

y usar una graficadora. La segunda es graficar desde la hoja de Excel, ya que la expresion anterior

esta presente en la hoja de Excel. Para ello, lo que se debe hacer es:

Seleccionar las dos columnas en la hoja de Excel, oprimiendo la tecla

1 shitt

y sin soltar usar las teclas del teclado.

Después de seleccionar las columnas, vamos a la barra de tareas, en INSERTAR seleccionamos:

insertar grdfico de dispersion y entre las opciones que se despliegan podemos elegir Dispersion.

Seleccionamos esta opcion para que se genere la discusion sobre la no continuidad de la curva,

como se muestra a continuacion.

I - -
Graficos

nes'E

nes Graf| Dis

- = ke

.
i~

recomendados - | dindmico = View
dad "
n

[ 1] F
iy B o e ]
Grafico Power Linea Columna +/- Segm
de
Minigraficos
A
K L

Dispersién
Permite usar este tipo de grafico para:
= Comparar al menos dos conjuntos de valores

| o pares de datos,

= Mostrar la relacién entre conjuntos de
valores.

Uselo cuande:

Mz - Los datos representan medidas

1260,5

1260

independientes,

12595 & %o,
"‘“ “"‘
1259 s .
L .
. %
12585 y *
L] L]
L] L)

1258 o !

12575
35 34 345 3 385 36 365 37 375

Figura 35. Manejo de Excel 3.
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Puede proponerse cambiar la parte decimal de los primeros valores en la primera columna a
0.001, por ejemplo, para generar mas valores para el intervalo que eligieron para L1, en |la gréfica
anterior se tomé valores de L1 entre 34 y 37. Al hacer de nuevo la gréfica, los estudiantes

encontraran que el grafico de dispersidn se acerca cada vez mds a una curva.

La opcidn en Excel permite crear una grafica con los puntos vy la curva a la vez. Mientras

gue la opcidn genera una curva ‘continua’.

La grafica en este momento podria delimitar aun mas los valores que puede tomar L1, los

estudiantes pueden establecer aproximaciones al resultado, creando un punto haciendo clic

izquierdo sobre la curva generada con la herramienta , el punto puede moverse sobre la

curva y ademads muestra sus coordenadas poniendo el cursor sobre el punto (sin hacer clic)
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Titulo del grafico
12605

1260 Series 1 Punto "35,3"

12595

1259

12585

1258

12575
33,5 34 34,5 35 35,5 36 36,5 37

(48]
|
Ln

Figura 36. Manejo de Excel 4.

Algun estudiante puede recordar lo aprendido en curso previo de geometria analitica y
argumentar que, en este caso, el vértice de la parabola es el maximo.
Cuando estén conformes con la solucion, puede mostrarles una solucion alternativa (solucion de
la Proposicion VI.27 del libro de Euclides en términos algebraicos):
Elevando al cuadrado la ecuacion para el semiperimetro: L1 + L2 = 71, se tiene que:
712 = (L1+ L2)? = (L1—-L2)*>+ 4 L1L2(*)
Se puede plantear que (L1—L2)?2+ 4L1L2>4L1L2, porque (L1—L2)? siempre es
positivo.
Entonces se plantea la desigualdad:

712 >4 L1 L2
Por lo que el producto L1 L2, el 4rea del rectdngulo siempre serd: L1 L2 < 71%/4 .
Y sélo cuando L1 = L2, al reemplazar en (*) se tiene que: 712 = (L1 — L1)? + 4 L1 L1, es decir
L1?% = 712 /4, entonces, se puede afirmar que el producto es maximo.

EL PROBLEMA DE LA CAJA
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Para este problema, los estudiantes deben traer cartulina o cualquier papel que tenga las
magnitudes que se piden, tijeras, regla para medir, cinta o pegante. Inicialmente se les dara 10
minutos para que en una hoja intenten resolver el problema de manera individual, luego para
fomentar el trabajo en grupo, se formaran grupos (tres o cuatro, o como considere mejor) y para
no desperdiciar papel se les pedird que en un tiempo de 20 minutos construyan la caja con mayor
volumen apelando exclusivamente a su intuicién (ya no puede usarse ningun papel para hacer
calculos) y comunicacion con el grupo, el trabajo puede convertirse en una ‘competencia’ y la
recompensa al grupo ganador puede acordarse con todo el grupo previamente (puede ser una
nota, un dulce, el orgullo de ganar), ademas puede haber penitencia para controlar a algun
perezoso.

Pasados los 20 minutos se les pide a los estudiantes que escribanen su caja un nombre para el
grupoy tomen las magnitudes, largo, anchoy alto de la caja, dado que puede haber confusion, se
puede acordar que largo es el lado mds largo de la caja que no es el alto. Mientras los estudiantes
toman medidas, en el tablero se resume el trabajo realizado por los grupos haciendo uso de un

cuadro semejante al que abajo se presenta.

Nombre de lacaja | Largo Ancho Alto Volumen

1.

2.

3.

Previa pregunta de como se halla el volumen de lacaja, se procede allenar la columna de volumen

y después de la ‘premiacién’ se pregunta:

l. ¢ Se puede construir una caja con mayor volumen que la ganadora, respetando las

condiciones?

4. ¢Existe una Unica caja con el mayor volumen? ¢Es decir, las medidas de la caja de

mayor volumen, son unicas?
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I En los mismos grupos, pueden darse 20 minutos para que aborden la preguntas,
pidiéndoles que argumenten bien su respuesta porque al final debe haber un

representante que explique a los demas.

I En esos veinte minutos de trabajo, se espera que los estudiantes planteen una
funcion de volumen, puede que usen Excel, de no ser asi puede sugerirles que lo
usen, es importante que vayan asumiendo la continuidad de la funcién (a propdsito,
pueden plantearse preguntas alrededor de este asunto de la continuidad de la
funcién subyacente al problema) y la idea del limite o de tendencia cuando se toman
valores muy cercanos los unos a los otros.

IVyV Enlasocializaciénfinal, cada representante debe llenar el cuadroanterior con lasnuevas

magnitudes que encontraron y explicar sus calculos, las diferencias pueden ser décimas o

centésimaslo que abrird el debate de una Unica solucion, se les puede preguntar: {Qué valores

puede tomar la magnitud alto, ancho y largo? ¢ Qué valores puede tomar x en el problema?
Comentario final: Nos podemos dar por servidos si los estudiantes encuentran la funcion para el
volumen asi estén frustrados por no encontrar la respuesta tnica. Se hizo, un buen trabajo. Es
ahora relevante proveer de una herramienta mds poderosa para abordar y resolver los problemas
propuestos, pero antes es necesario practicar, sabemos que encontrar las expresiones que
modelan un problema es de los mayores retos en el aprendizaje del cdlculo. Los problemas
propuestos en esta unidad se enfocan en ello a través del problema de encontrar valores mdximos

y minimos.

PROBLEMAS PROPUESTOS

EL PROBLEMA DEL SEGMENTO
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Divida un segmento de magnitud b en dos partes de
tal manera que el producto de las longitudes de las dos

partes sea maximo

EL PROBLEMA DE OTRA CAJA

A una empresa le pidieron construir cajas de carton sin
tapa de base cuadrada, de 2 m>® de volumen. Como es
natural la empresa quiere construir las cajas utilizando

la menor cantidad de material.

Halle las dimensiones de la caja que, cumpliendo las
especificaciones dadas, utilice la menor cantidad de

carton.
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7. EL PROBLEMA DEL ARCO DE FUTBOL

1. En cierto colegio, los estudiantes amantes del
futbol cuentan con dos barras de hierro de 9
metros para construir dos arcos de futbol para
su cancha y quieren que los arcos abarquen la

mayor superficie interior posible.

8. Las dimensiones reglamentarias del arco de
futbol profesional son de 7,4 metros de
ancho por 2,5 metros de alto. Como no es
posible, surge la idea de construir el que tenga
mayor area, para que el nivel de dificultad de
hacer un gol sea lo mas cercano al de la

porteria oficial.

LARGUERO
<

' POSTE

2

o

&

Figura 37. Arco de futbol.
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¢Qué longitud deben tener los postes y el

larguero? ¢Qué tan distinto es del arco oficial?

¢Qué tan facil es meter un gol en esta porteria en

términos relativos respecto a la porteria oficial?

ALGUNOS EJERCICIOS Y PREGUNTAS

Encuentre el maximo y el minimo de las siguientes

expresiones.

mx)=x>-2x+6, 0<x<?2

n(a) = Vva—2
o(x) =x*-3, 0<x<6
p(n) ==, 0<x<3

X
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Unidad 2

Para EL PROBLEMA DEL CERCADO. ;Cual es la

cerca que delimita un area minima?

UN PROBLEMA NUMERICO

El primer nimero mas el doble del segundo mas el
triple del tercero suman 100. Si la suma de los tres
nimeros positivos es 50. Halle los numeros que

verifican estas condiciones cuyo producto es maximo.

OTRAVEZ

Presentando la solucién de Fermat

OTRAVEZ LA CERCA

127
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Figura 38. llustracion Campesino colombiano, tomado de:
https.//pixabay.com/es/campesinos-zona-cafetera-filandia-2517476/.

Si en EL PROBLEMA DEL CERCADO el campesino compro n
metros de cerca. ¢Cual es la expresién algebraica para el drea

en términos de un lado de la cerca?

fﬂ/\}‘)

Abrael archivol.ggby atienda alasinstrucciones del profesor

éCudl es la cerca mas grande que se puede construir?

Justifique.

OTRAVEZ EL PROBLEMA DE LA CAJA

I |
I | xr

iComo se puede resolver el PROBLEMA DE LA CAJA usando la

solucién de Fermat?
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Si no recuerda, en el siguiente enlace puede verse (otra vez)

el video de cédmo se construye la caja:

https://bit.ly/2xjRIwl

MANUAL PARA EL DOCENTE
UNIDAD 2

Objetivo de la unidad 2: A partir del problema de la cerca, usando n metros para generalizar el
problema, introducir a los estudiantes a un proceso algebraico de solucién a partir de una
interpretacion geométrica.

El archivol.ggb es un archivo creado en GeoGebra (software gratis) que tiene como intencion la
visualizacion del razonamientogeométricode Fermat. Se les pedira a los estudiantes que apliquen
el razonamiento (que llamaremos Solucidn de Fermat) para resolver el problema de la caja. La
solucion de Fermat es un razonamiento previo y es la base de lo que denominaremos mas
adelante como la derivada de Fermat.

I. Después de algunos minutos de trabajo individual, y dado que ya se habia trabajado el

problema, se espera que los estudiantes puedan proponer la funcién del problema como sigue:

A(L) =b L— L? donde b = n/2 y nes lacantidad de metros de cerca

Il. Seguramente los estudiantes intentaran usar las herramientas de Excel y se encontraran con
el inconveniente del valor n, por lo que la pregunta ¢ Qué valor tomo para n profesor? se repetira,
podria responderles para ayudarlos: éQué valores no puede tomar n? Si n puede tomar muchos
valores ¢Cuantas respuestas puedo encontrar?éTienen alguna relacién? No se debe forzar la

repuesta, aqui podrian ellos tomarse su tiempo variando los valores de n.
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I11. Se elige a uno, o algunos, que muestren sus razonamientos, puede que el elegido o elegidos se
hallan percatado que la respuesta siempre estara relacionada con una funcion cuadratica, la

grafica mostrando su maximo, siempre tendrd la forma:

Valor Maximo A(:{:)

xr

/

Figura 39. Imagen del archivol.ggb

A partir de ahora, es un buen momento para reunirlos en pares e indicarles que abran el

archivol.ggb

IV. Elarchivol.ggb muestra paso a paso, lainterpretacion geométrica inicial de Fermat para el
problema del cercado.

El archivo muestra la funcién como f(x) = b x —x? ,conb = n/2 por lo que debe aclararse que
A corresponde a F yx a L o laletra que hubiesen elegido para el lado base.

El archivo muestra inicialmente la pantalla en blanco con casillas de entrada numeradasde 1 a 6.
Debe dar clicizquierdo en los recuadros uno por uno en el orden numérico, al dar clic en el
recuadro 1 aparece la expresion algebraica, al dar clicen el recuadro 2 aparece la grafica de la

funcién y se muestra el valor maximo como se ve a continuacion:
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7 Archivol.ggb
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

f(x) =bx —2* )1

valor marimo

Figura 40. Imagen del archivol.ggb 2.

Si tomamos un valor cualquiera a sobre el eje x (recuadro 3 en el archivo), diferente al valor de x
que corresponde al valor maximo, existird otrovalor e tal que f(a) = f(e) (recuadro4y 5).
Cuando se muestre laigualdad f(a) = f(e) enelrecuadro4, seles preguntard a los estudiantes

si esto se cumple siempre, antes de seleccionar el recuadro 5.

flo)=bx —a® M1

7

valor maximo —
.................................... V)3
V)4
Vs

2 I

O S

S

Figura 41. Imagen del archivol.ggb 3.

Aqui se les pide a los estudiantes que den clic sobre el punto a y utilicen las teclas

Lt
[

]

(]
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de su computador, sélo derecha e izquierda, para hacer mover a a sobre el eje x, al hacer esto, el
punto e también se moverd sobre el eje x, asi se puede visualizar el hecho de que, en este

problema, siempre existe el valor e tal que f(a) = f(e)

Es crucial en este momento, pedirles que abordemos esa expresion de manera algebraica, es

decir, se les pide a los estudiantes que interpreten f(a) = f(e)

bxa—a?=bx* e— e?
Pidales que despejen el valor de b, ya que es el Unico valor desconocido, al trasladar al mismo
lado los términos cuadrdticos y luego factorizar (a — e), y dado que ay e son valores distintos, se
tiene:

ab —eb = a? — e?

b(a—e) _ (a—e)(a+e) (*)
(a—e) (a—e)

b=a+e
La siguiente pregunta debe estar relacionada con lo que encontraron, éSe cumple siempre que
b = a + e? ¢{Qué sucede cuando al mover a, f(a) coincide con el valor maximo?
Para hallar el valor maximo, el valor de ay e debe coincidir, es decir a — e = 0, es alli cuando hay
solucidn al problema, por lo que b = 2a, es decir a = b/2 es el valor de x para que el drea sea
maxima.
Para reflexionar: ¢ Cudl es la dificultad?
Nota: Cabe notar que el profesor algunas veces debe forzar avances en el proceso, puesto que
razonamientos como el anterior pueden no resultar naturales para los estudiantes.
Aplicar el razonamiento y encontrar dificultades en el calculo es la intencién del problema que
sigue. Puede que surja la necesidad de mejorar el algoritmo cuando se comprenda.
Se pide alos estudiantes que resuelvanel PROBLEMA DE LA CAJA usando el razonamientoanterior
Recuerde seguir los pasos |, II, lll, IV, y V. cada vez que se propone un nuevo problema, este
ejerciciodeaplicaciéndela solucionde Fermat servird paraidentificar alos estudiantes que tienen

problemas para manipular ecuaciones, el apoyo de compafieros en la fase de trabajo grupal,
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sugerencias de repaso, sumado a la socializacidn final con la respuesta que algun estudiante
lograra, le permitird avanzar. A continuacion, se muestra la solucién:

La funcién que modela el PROBLEMA DE LA CAJA es f(x) = 8x3 — %xz + 0.7x.
Sean ay e dos valorestal que f(a) = f(e), entonces se puede plantear la ecuacion:
24 24
8a3 —?az +0.7a = 8e?3 —?ez + 0.7e

Reordenando la ecuacidn, se obtiene:

24 24
8a® — 8e? —?az +?e2 +0.7a—0.7e =0

Tomando como factor comun los valores numéricos
24
8(a® —e3) — ?(a2 —e?)+07(a—e) =0
Factorizando
24
8(a —e)(a*+ ae + e?) —?(a— e)(a+e)+07(a—e)=0
Al dividir por (a —e):
24
8(a? +ae+ez)—?(a+e)+0.7= 0
Finalmente para resolver el problema sehacea = e
24
8(a? +aa+a2)—?(a+a) +07=0
24
8(a? +aa+a2)—?(a+a) +0.7=0
. 24
8(3a%) —?(Za) +07=0

., L. . 12—+/39
Al resolver la ecuacién cuadratica se obtiene el valor de a =

= 0,095916 para hallar el
maximo.

Algunos de los problemas propuestos en esta unidad corresponden a funciones que muestran la
dificultad de la Syncrisis como un método ‘general’ para resolver £/ problema de la caja usando

este procedimiento, muestra como el grado de un polinomio puede dificultar los procedimientos.
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Unidad 3

EL METODO DE FERMAT

REFLEXIONANDO

Figura 2 llustracion tomada de
https://pixabay.com/es/notas-papel-bola-de-papel-
memo-514998/

El modelo de un problema esta definido por la siguiente
expresion algebraica (para0< x < 6.5):
f(x) = —4x* + 20x® + 144x* — 712x + 300

1. Encuentre el valor maximoy minimo

2. Use Wolfram o cualquier programa que le
permita graficar la funcion f(x) = —4x* +
20x® + 144x* — 712x + 300 y determine

el m&ximoy minimo para cada caso:

a. 0<x<7

b. —6<x<8
c. 3<x
d -5<x<0
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3. ¢Qué relaciébn puede establecer entre el
polinomio que modela la situacion y el
polinomio resultante de la solucion de Fermat?
Comparta su respuesta con el profesor y sus

compafieros.

Sugerencia: Verifique la relacién encontrada en

los polinomios de los problemas que ha resuelto.

MANUAL PARA EL DOCENTE
UNIDAD 3
Objetivo de la unidad 3: En esta unidad se afianza ‘el método de la solucion de Fermat’ como
herramienta para solucionar problemas de optimizacién. Los estudiantes entienden la diferencia
del modelo con el polinomio resultante que se obtiene con el método de Fermat, y analizan el

problema de optimizacion restringiendo los valores de x.

I Se les pide a los estudiantes que encuentren el valor maximoy minimo para un
polinomio de grado cuatro, usando el método de Fermat. Parte de la solucion se
muestra a continuacion:

f(x) = —4x* + 20x3 + 144x* — 712x + 300

Selguala f(x) = f(e),conx #e

—4x* +20x3 + 144x — 712x + 300 = —4e* + 20e3 + 144e — 712e + 300

Se factoriza y se obtiene:
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—4(x*—e*) +20(x3—e3) + 144(—x*+e?) —712(x —e) =0

—4(x—e)(x+e)(x?+e?) +20(x—e)(x?+xe+e?) +144(x—e)(x +e)
—-712(x—e) =0

Se divide por (x — e)
—4(x+e)(x*+e2) +20(x*+ xe+e?) +144(x+e) —712=0

Sehacex =e

—42x)(2x*) + 20(x?+ xx +x%) + 144(x+x) — 712 =0

—16x3 + 60x%+288x— 712 =0

Lo anterior, es ni mas ni menos que la derivada del polinomio dado igualada a cero.

Para dar solucién a la ecuacién nos apoyarnos en la tecnologia.

1. Seleccione a uno o dos estudiantes para que muestren sus célculos. En el tiempo de

la socializacion podemos ayudarlos a corregir los procedimientos erroneos.

I, Se sugiere que, en algn momento, los estudiantes trabajen en parejas para que

ellos evallen el procedimiento de sus comparfieros.

IV.  Cuando lleguen a la expresion:

—16x3+60x%+288x—712=0 vy ante la dificultad de un desarrollo

algebraico, usted puede sugerir el uso de alguna herramienta computacional para

encontrar los valores de x que dan respuesta a la ecuacién

Veamos, por ejemplo, la siguiente herramienta online que funciona de manera gratuita en

internet: https://www.wolframalpha.com/

136


https://www.wolframalpha.com/

EL CALCULO DE FERMAT: UNA OPCION DIDACTICA 137

Comentario: el uso de la herramienta es sugerido, puede usar alguna de las que tengan acceso los
estudiantes en las instituciones.

En la barra de entrada se escribe |a ecuacién —

3% Wolfram

-16x*3+60x"2+288x-712=0| B

Figura 42. Manejo de WolframAlpha.

Después de dar clic al botén igual, ubicado a la derecha de la barra de entrada, el software calcula

los valores de x que buscamos con algunas cifras decimales:

X = —3.8706

x = 2.0720

x = 5.5486

Figura 43. Manejo de WolframAlpha 2.

Pidales que terminen el problema y encuentren el valor maximoy minimo, ellos deben encontrar
un criteriopara determinar cual esel valor maximoominimo. Se espera que comparenlos valores
de lastresimégenes f (x), correspondientes a los valores que hallamos, entre siy con el resto de
lasimagenes en el intervalo dado..

Los estudiantes pueden haberse percatado u olvidado que se pide hallar el maximoy minimo

cuando 0 < x < 6.5, por lo que la raiz negativa no ayuda a encontrar la solucion.
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Para graficar, en Wolfram, con |a restriccion de x del problema, se escribe en la barra de entrada:

Plot[{-4x* + 20x3 + 144x? - 712x + 30=0}, {x, 0, 6.5}] y se obtiene lo que se muestra en la siguiente
Figura.

plot  -4x*+20x" + 1445 -712x+30 =0 010 6.5

N

00 |

1000 | !

Figura 44. Manejo de WolframAlpha 3.

Después de discutir el resultado, les pedimos pasar al numeral 2 del problema REFLEXIONANDO,
realmente, es un ejercicio en donde se les pide a los estudiantes que encuentren el maximoy
minimo variando los valores que puede tomar x, esto se hace con la intencién de que los

estudiantes definan un criterio de comparacion de lasimagenes f(x) para los x encontrados con
el método de Fermat.

V. Puede que los estudiantes se confundan con los polinomios con los que estamos

trabajando: el primero es el modelo del problema, y el segundo es el polinomio
resultante de aplicar la solucion de Fermat, para evitarlo podemos aprovechar el
software y pedirles que en dos pestafias diferentes del explorador que estan usando

grafiquen los dos polinomios para hacer la aclaracién. Indiqueles que en dos
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pestafias distintas del explorador de internet que estén usando, abran la pagina:

https.//www.wolframalpha.com/ 'y grafiquen los dos polinomios respectivamente,

escribiéndolos en las barras de entrada como: Plot[{-4x?*+ 20x° + 144x?- 712x +
30=0KXx, 0, 6.5}] para el polinomio inicial y Plot[{-16x"3+60x"2+288x-712=0},

{x, 0, 6.5}] para el polinomio resultante.

400

- ,".' -..“ 200
' 2 ] 5 5

. / \ / . \
500 \ S \ 200
\\_ \ rd Ay
~ \ /

400 './"

v
600 | /

Bon

Figura 45. Manejo de WolframAlpha 4.

Después de graficar los polinomios, la discusion se debe orientar hacia la interpretacion que los
estudiantes les dan a los polinomios para dar respuesta al problema. Con el dnimo de tener mas
graficas para encontrar relaciones entre los polinomios, podemos pedirles que generen en
wolfram las graficas de los modelos y polinomios resultantes de un par de problemas anteriores.
Algunas preguntas para generar la discusién podrian ser: ¢Qué informacion proporciona el
polinomio resultante? Para aclarar que el polinomio inicial es el modelo y éencuentra alguna
relacion entre el polinomio inicial y el resultante? Aqui los estudiantes podrian hablar de los
maximos y minimos vistos como raices (o algin nombre como corte si no conocen ese término)
del polinomio resultante, puede que alguno se percate de la disminucion del grado del polinomio.
Si los estudiantes pueden llegar a estas conclusiones, de nuevo, se hizo un buen trabajo, no
obstante, existen varios elementos que se deben profundizar y repasar antes de continuar, por lo
gue la siguiente unidad tendra ese enfoque.

Unidad 3.5
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LA REFLEXION GRAFICA DE LA OPTIMIZACION

UN POCO DE TRABAJO COMPUTACIONAL

Figura 3 Polinomios, raices, mdximos y minimos.

Abra el archivo2.ggb cuando el profesor le indique y atienda a las

instrucciones.
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MANUAL PARA EL DOCENTE
UNIDAD 3.5

Objetivo: Desde la grafica de los polinomios: modelo y resultante, los estudiantes estableceran
relaciones entre el grado del polinomio modelo y el nimero de puntos criticos del polinomio
resultante. Se repasard |la primera idea del método de Fermaty se hara la reflexidon sobre el por
qué existen puntos criticos entre x y e, cuando f(x) = f(e) yx # e.
Pidales que abran el archivo: archivo 2.ggb. Podemos trabajar inicialmente con el polinomio que
estd escrito alli. A la derecha de la pantalla aparecen unos recuadros (casillas de control) al
seleccionarelnumero, grafica el polinomioque esté escrito. Al seleccionar el nimero 2, aparece

el polinomio restringido graficamente, de la forma a < x < b, los valores de a y b se

'?F' pueden cambiar dando clic en los valores en rojo o moviendo los deslizadores

20 f(x) = x*-21x° + 158x2 - 504x + 583

@ @
201 {]
16 4 .
Deslizadores
12 4

4_

Figura 46. Manejo de archivo2.ggb

Se recomienda dar clic a lacasilla 1 para que no aparezca la grafica sin restricciones junto a la que
se muestra en la grafica anterior. Cuando le damos clic a la casilla 3 aparece un punto x sobre el
eje x que se puede deslizar sobre el eje haciendo clic sostenido con el ratén. Al dar clic en la casilla

4 aparece una recta horizontal punteada que indica el valor de f(x) y aparece laigualdad f(x) =
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f(e) indicando que el siguiente paso: marcar la casilla 5, mostrara los puntos e que satisfacen la

igualdad. Si se dejan los valores de a y b ya definidos, aparecera la siguiente grafica:

26 f(x) = x4-21x% + 1582 - 504x + 583
36 <x< 63 QL # e

244

[
(o]
(o2
[

e
L

201

flx) = fle)

05 0 05 1 15 2 25 3

Figura 47. Manejo de archivo2.ggb 2.

Antes de dar clic a la casilla de control (x=e) que muestra lo que ya conociamos

?-504x + 583
163

62
@

Vs
V]
75
ﬁ\/ix:e
[ ]eR
[ Jpr=0
[ ]sF

Figura 48. Manejo de archivo2.ggb 3.

Vamos a dar clic a |a casilla de control PR que muestra el polinomio resultante restringido para los

valores de x que elegimos.
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of f(x) = x4-21x° + 158x2- 504x + 583

36 <xr< 63 aj # e

38
@

4 x> —63x>+316 x — 504

o2

Figura 49. Manejo de archivo2.ggb 4.

A partir de ahora la parte guiada de la manipulacion del archivo termina, en esta seccion de la
unidad, la metodologia de los pasos se recomienda para cada una de las siguientes preguntas, en
las cuales se sugieren puntos de discusion. No estd de mads, recordarles a los estudiantes que

pueden deslizar el punto x en el archivo para responder:

1. ¢Cudl es el valor maximoy minimo? Explique por qué es efectivo su procedimiento.

¢Por gqué esos valores son el maximoy minimo?
Respetando los tiempos de trabajo individual por parte de los estudiantes, en la socializacion
se recomienda enfocar la discusion en los siguientes aspectos:
- El valor maximoy minimo no es un valor x. El valor maximoy minimo se encuentra en f(x)
- Efectivamente el valor maximo se encuentra cuando x = e, se puede guiar la discusion a
partir de otra pregunta: ¢Qué sucede con la grafica del polinomio cuando x # e y f(x) =
f(e)?Lapregunta tienelaintencién de que losestudiantes indiquen que la curva puede tomar

solo dos ‘formas’
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r e T

»
»

3]

Figura 50. 'Formas'de la curva.

De esta manera se podria interpretar graficamente que cuando x = e la curva sélo puede
pasar de ‘subir’ a ‘bajar’ o de ‘bajar’ a ‘subir’ y es una razén para afirmar que alli se encuentra
un maximo o un minimo.
- No siempre el maximoy minimo se encuentran con el método de Fermat, dependiendo de la
restriccion y para x en el caso que estamos viendo, el minimo se encuentra en uno de los

extremos, concretamente para el valor f(x) enx = 6.3.

2. ¢Que relacion encuentra entre el modelo con el polinomio resultante? Justifique.

De nuevo los aspectos relevantes después de las reflexiones individuales.

- Ante la afirmacion de que el valor del maximo corresponde al corte de la curva del
polinomio resultante con el eje x, sigue la pregunta de por qué ocurre esto. Un
comentario orientador podria indicar el repaso del método de Fermat, que en esencia
empieza con la igualdad f(x) = f(e) con x # e, al hacer las manipulaciones
algebraicas pertinentes, cancelando x — e sin inconvenientes por la condicion x # e,
obtendremos otro polinomio en términos de x y e, sabemos que el siguiente paso es
hacer x = e de lo que resulta un nuevo polinomio que llamamos aqui resultante, y este,
por el proceso mismo queda igualado a cero, PR = 0, sabemos que las soluciones de
este polinomio resultante nos indica los valores de x para encontrar los valores
maximos y minimos y es por eso que los cortes (raices) del PR se relacionan con

encontrar maximosy minimos.

144



EL CALCULO DE FERMAT: UNA OPCION DIDACTICA 145

Aclaradas las preguntas para el caso del polinomio 3.6 < x < 6.3, vamos a pedirles a los
estudiantes que muevan los deslizadores o escriban los nimeros en las casillas de nimeros rojos
para que se muestre el polinomio en 2.5 < x < 9, de nuevo vamos a pedir que para el nuevo

intervalo se respondan las preguntas 1. y 2.

1. ¢Cuédl es el valor maximoy minimo? Explique por qué es efectivo su procedimiento.

¢Por qué esos valores son el maximoy minimo?
La ‘ganancia’ con el nuevo intervalo es que ahora aparecen distintos candidatos para el
maximoy minimo, vamos a pedir que definan un criterio para encontrar el valor maximoy
minimo en general para un polinomio en un intervalo dado. El criterio debe incluir los valores
frontera del intervalo y las raices del polinomio resultante, que, por convenio, junto a los

estudiantes, denominaremos desde ahora punto critico.

e f(x) = x4- 215 + 1582 - 504x + 583
24 25 25 <x< 9 ]
L

20

()= fle)

&

_a

Figura 51. Manejo de archivo2.ggb 5.

Para reflexionar: En vista de que hay mds de un valor de e, tres en este caso iCudl es el valor que
debo ‘tomar’ de e para hallar el mdximo o minimo?
El archivo permite mover el punto x, y los estudiantes podrian hacer la pregunta de como saber

cualdebe ser elvalorde e. El método de Fermat arrojard, en este caso, tresvalorespara x, cuando
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se iguala PR = 0 sumado a las reflexiones previas, sabremos que el polinomio resultante cortara

el eje x en tres partes distintas.

Algo que podria pasar es que un estudiante mueva el punto x a un punto criticoy aparezcan

‘otros’ punto e como se muestra en la siguiente Figura

f(x) = x*- 215 + 1582 - 504x + 583
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Figura 52. Manejo de archivo2.ggb 6.

Debe aclararse entonces que en la interpretacion grafica no es importante el ‘movimiento’ de x,

ya que cuando hacemos x = e encontramos todos los cortes del PR y no uno por uno.

f(x) = x4- 215¢ + 158 - 504x + 583

x o £r — € ml

l 26 <a< 84 2:
L ijij

4x> -63x2+316x—504 = 0 =

) s

3 'J‘x:e

(V|PR

V|PR=0

E:

L g
fas]
=

Figura 53. Manejo de archivo2.ggb 7.

Vamos a modificar la pregunta 2. con la intencién de que los estudiantes, a partir de la
experimentacionenel mismoarchivo, establezcanlarelacionentre el gradodel polinomio modelo
y el nimero de puntos criticos.
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2. ¢Qué relacién puede establecer entre el grado del polinomio modelo y el nimero de

puntos criticos?

En parejas, por ejemplo, vamosa pedir que los estudiantes cambien el polinomio en el archivo,

se puede sugerir com

pletar la siguiente tabla

Grado del polinomio

Polinomio

Puntos criticos

Hasta que los estudiantes puedan establecer el criterio que buscamos: El nimero de puntos

criticos de un polinomio es a lo mas el grado del polinomio menos uno.

Nota técnica: El polinomio puede cambiarse dando clic sobre la celda donde estd escrito el

polinomio y escribiendo otro usando el simbolo (*) del teclado para los exponentes. Aparecen

ademds los ejes de un plano cartesiano. Si se cambia el polinomio seguramente se necesite

cambiar las escalas de los ejes. La forma mds prdctica de hacerlo es hacer clic en la barra de

herramientas y luego acercarse al eje al que queremos cambiarle la escala. Cuando aparezca el

simbolo oprimimos clic izquierdo sostenido y movemos el raton a izquierda o derecha en

el eje x, arriba o abajo en

el ejey.

EJERCICIOS DE REFUERZO

PENSEMOS EN ‘RESULTADOS GENERALES’
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2. ¢Cuél o cuales de los siguientes resultados son
falsos? Si son falsos muestre que son falsos con un

ejemplo. Si son verdaderos justifique.

Paraunmodelo f, existe al menos un punto critico entre x

y e,cuando f(x) = f(e)yx #e.

Todo modelo f tiene maximoy minimo.

El grado del polinomio resultante es igual que el grado

del modelo f.

El valor maximoy minimo de un modelo son las raices del

polinomio resultante.

El método de Fermat consiste en igualar inicialmente

f(x)=f(e)conx # e

DE AQUI PARA ALLA Y DE ALLA PARA ACA

3. Dados los siguientes modelos, encuentre para cada

uno su polinomio resultante.

a A=x34+6x*+1
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Unidad 3.75

c. C=6x?
d D=7x8
e. E =—4x*

4. Dados los siguientes polinomios resultantes,

encuentre para cada uno su modelo.
a. A =x3
b. B’ =2x?
c. C'=3x"—6x+2
d D =8x3—x

e. E'=—5x2

Deduzca un criterio para encontrar el polinomio resultante
dado el modelo y otro para encontrar el modelo dado el

polinomio resultante. Explique por qué funciona.

LA DERIVADA DE FERMAT

“LA EXPRESION”

149
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a)
h)

J)
k)

/)

Figura 54. Simbolos.

En las anteriores unidades usamos el método
de Fermat para optimizar. (Cudl de las
siguientes opciones resume el procedimiento?

Justifique su eleccion.

fG) =f(e)
f(x)=f(e) cuandox=-ce
Fx)-f(e)
x—e
[DT@ — o cyando x = e
x—e
f—(x;:];(e) =0 cuandox+# eyluegox=e

f(x)—f(e) cuandox +e

éCudles son los elementos que componen la
derivada de Fermat? ¢Y qué papel desempefian
cada uno de ellos en la busqueda de los puntos

que optimizan una funcion polinomial?
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4. En la curva que se muestra a continuacion,
interprete grdficamente el valor de la derivada

de Fermat en el punto (a, f (a)) que se sefiala.

............................................ /(a,f(a))

Figura 55. Una curva y un punto de la curva.

Abra el archivo3.ggb cuando el profesor le indique.

MANUAL PARA EL DOCENTE
UNIDAD 3.75
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Objetivo de la unidad: Los estudiantes sintetizan el método de Fermat en la expresion
fx)-f(e)

— yluego x =e . Ademas, la interpretan geométricamente, es decir, la asumen

X*e

como la tangente a la curva en un punto y en términos de velocidad instantdanea o, en forma
equivalente, como la razén de cambio instantdnea entre dos variables relacionadas
funcionalmente.

La primera pregunta ‘empuja’, en un buen sentido, a que los estudiantes reconozcan a la derivada
como una expresion matematica; su naturaleza conceptual se verd reflejada en la relacién que se
establecera posteriormente con los problemas de razones de cambio y la interpretacion
geomeétrica que permite definir larecta tangentea la curva. Reforzard laimportanciade su manejo

algebraico con lasreglas de derivacion.

4.

l. Se les pide a los estudiantes que aborden la pregunta 1. y se les da un tiempo (12 a
15 minutos) para responderla, explicitando, como es natural, las razones de sus
respuestas.

1. Acto seguido, y previo a la socializacion con todo el curso, es recomendable pedirles
que trabajen con un compafiero cercanoy elaboren en forma conjunta su respuesta.
Consideramos que un tiempo de 10 minutos es suficiente para esta actividad de
parejas.

1. Para la primera socializacion, puede abrirse el espacio preguntando quién eligid la
a), b), c), d) e) o f) y de esa manera tomar algunos exponentes de cada respuesta
para que expongan las razones de su eleccion.

V. La respuesta es la e) (Ellos deben llegar a un consenso, jamds hay que darles la

respuesta) Si la discusion se desvia, puede pedirles que resuelvan uno de los
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problemas y observen paso a paso lo que se hacia, puede proponer un polinomio
corto y pedirle a alguno de los estudiantes que proceda a aplicar el método de

fermat.

V. Se aclara que la expresion en e) es la respuesta y desde ahora, con esta notacion:
f(x) —f(e)
x—e

X*e

dF (x) = y luego x =e

La denominaremos la derivada de Fermat en un punto x

Las preguntas 2. y 3. cierran esta unidad, la interpretaciéon geométrica de la derivada de Fermat
aplicada a las curvas asociadas a polinomios, explica la razén de por qué el método de Fermat
permite resolver problemas de optimizaciéon de problemas que se modelan con funciones
polindmicas. Se espera en la pregunta 2. que los estudiantes desglosen los elementos que la
componen: x, e, f(x),f(e),x —e, f(x) — f(e),x # ey x = e para posteriormente graficar.
En la pregunta 3, se tomd media parabola con la intencién de no retomar interpretaciones
geométricas previas de maximos y minimos.

Después de unos minutos, puede indicarles a los estudiantes que realmente son dos graficas
porque en la derivada de Fermat se puede pensar en dos momentos. Pidales que se concentren

inicialmente en dibujar el momento x # e.

.................................. /

fla)- fle)

b -

TR e

Figura 56. Interpretacion geométrica de dF.
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Puede que haya inconvenientes en entender inicialmente los elementos f(a) —f(e) ya—e
como segmentos (no son segmentos son longitudes de segmentos), pero el ‘asunto delicado’
realmente se encuentra en interpretar el momento a = e. Cuando logren obtener la grafica
anterior, pidales que cambien el valor de e a discrecidny acercandose al valor de a. Preglnteles
lo que sucede cuando a = e. Y aproveche para discutir sobre las distintas respuestas que puedan
presentarse. Sihay alguna respuesta feliz, es decir, alguien que la asocie con la pendiente de la
recta tangente, pidale a los demads estudiantes que den su opinidn sobre esta respuesta.

Volviendo a la expresion de la derivada de Fermat, podemos preguntarles iqué sucede con el
. f(x)—f(e)? , . . . . .
cociente ————=? Algunos notardn que el cociente se convierte en una indeterminacion de la
X —e

forma 0/0, otros dirdn que no se pueden igualar x ye. Precisamente para evitar la
indeterminacion.

Pidales que con base a lo observado con distintos valores de e, imaginen la forma de la recta que
une los dos puntos cuando e estd cada vez mas cercano al valor a. (Se recomienda utilizar para
esta interpretacién geométrica un valor constante a para evitar la interpretaciéon de x como una
variable).

Podemos observar que tenemos dos representaciones para el mismo acercamiento: la numérica
y la geomeétrica y hasta ahora solo se ha usado la geométrica. Podemos sugerir que se les pida a
los estudiantes que le den valores a e, para un valor de a determinado por anticipado, y que
calculen el valor de los respectivos cocientes y que los coloquen en una tabla.

Sabiendo que estamos trabajando con una parabola, les pedimos que llenen la siguiente tabla

para diferentes valores de a, por ejemploa =2,3,4y 5

a=2 e f(2)—-f(e)
2—e
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Observando la tabla de valores pidales que conjeturen un valor hacia el cual se estan acercando
lasrazones calculadas. Después de realizar este andlisisnuméricoy a sabiendas de que el cociente
de incrementos es la pendiente de la recta secante que pasa por los dos puntos (aspecto que se
puede plantear como pregunta de interpretacion) pidales la interpretacion para el cociente
cuando a = e. Después de hacer esto a mano, se puede pasar a lo computacional que trata a las
dos representaciones en forma simultdnea.

Se les puede dar un tiempo para que lo discutan con los compafieros. Si alguien menciona “un
acercamiento de un punto a otro” podemos aferrarnos a esa idea y exprimirla, podemos ahora
abrir el archivo3.ggb.

Elarchivocontiene el dibujo de dF y una casilla de control que al activarla muestra la recta secante

f)-f(e)

que pasa por (e, f(e)) y (x,f (x)),ademas se muestra el valor numérico del cociente —

para la funcién f(x) = x?

V|Recta

Figura 57. Imagen del archivo3.ggb.

éQué sucede con la pendiente y con la recta cuando se mueve el punto e hacia x?
De la socializacién debemos llegar a concluir que cuando x # e las rectas son secantes y el

cociente es la pendiente de las secantes, y cuando x se acerca cada vez mas a e, los puntos
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(e, f(e)) y (x,f(x)) también se acercan, es por ello que podemos intuir que para x = e, el
cociente sigue siendo la pendiente de la recta, pero esta vez, como (e, f(e)) y (x,f(x))
coinciden, podemos asumir que el cociente es la pendiente de la recta tangente ala curva. Esta
seria una buena definicion de la recta tangente a la curva en un punto. Valdria la pena aclarar
esto: la tangente no es un concepto absoluto, se estd definiendo utilizando el proceso de
acercamiento entre los dos puntos ya que geométricamente cuando los puntos secantes se
convierten en uno solo se gana el derecho de asumir a esa recta como la tangente a la curva en
ese punto.

Pregunta. éComo se define la tangente a una curva polinomial en un punto cualquiera?

Nota: Es la primera vez en la propuesta que se recurre a la idea de aproximacion. Cabe recordar
que, en un curso usual de cdlculo, la expresion 0/0 es una indeterminacidn que aparecen cuando
se calcula el limite de un cociente y se opera algebraicamente o utilizando el teorema de L Hopital
para superarla. Si bien el respaldo matemdtico se basa en el hecho de que las funciones hasta
ahora estudiadas son polinomios que, como usted sabe, son derivables en cualquier punto, el
tratamiento aqui es completamente intuitivo, en principio no existe razon suficiente para no creer
que si en todos los puntos cercanos a a las razones son cercanas a 2a, no pasard lo mismo en el
caso en que e sea igual a a.

Observe que “pasar lo mismo” lo decimos en el sentido de que los distintos valores de e hacen
que el cociente sea cada vez mas cercanoa 2a, en particular, cuando e esigual a a, el resultado
es exactamente igual a 2 a.

Sobre los ejercicios propuestos: Es necesario reforzar aqui con una serie de ejercicios, que
reafirmen la idea expuesta en los pdrrafos anteriores. Incluso, se pueden plantear andlisis grdficos
donde no se conozca la funcion. Naturalmente también son necesarios los ejercicios grdficos donde

se rompa la continuidad y otras donde se rompa la derivabilidad.

EJERCICIOS DE REFUERZO
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EJERCICIOS DE TIPO GRAFICO

1 Analice la grafica y determine el valor del cociente

% cuando a = e, para

cada funcién en el punto a indicado.

1.1 a = 2, se muestra el cociente para e = 2.4

3
2 f(x) = x
L9 CFFSOR R SN RN SR R NS R R DN R (24,13.82)
fla) =1e) _ 456
a—e

-04 -0 26 28 3 32 34 3¢

Figura 58. Ejercicio grdfico 1.

a = 3, se muestra el cociente parae = 3.5
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350

.o P P A B P 5 B 4 B P (3.5,300.13)

250

200

(3, 162)

I(a) — f(e)

a—e

PP = 276.25

100

50

'S SN SRR [N NS P ——

-0.5 o 3.5 4 4.5 § 55

=50
Figura 59. Ejercicio grdfico 2.

a = 2, se muestra el cociente para e = 3.5

2

7 (3.5,1.87)
]
]
n
15 !
L e e ) S Ay H
H(2,141) :
] ]
] [}
1 n
1 I i
I [}
1 ]
I [}
[ ] ]
] []
1 n
05 : !
I []
1 ]
I [}
[ ] ]
I ]
1 n
4 A

g ] 0& 1 15 2 25 3 35 4 415 g g5

Figura 60. Ejercicio grdfico 3.
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1.4 a =2, semuestra el cociente parae = 3.5

\-1

Figura 61. Ejercicio grdfico 4.

1.5 a = 1, se muestra el cociente parae = 1.5

15
fl@) —f(e) _
i a—e 1
23 it et S . (35, 0.29)
_____________________ R ...
] 1
] L]
L L
1 a5 0 05 1 15 2 215 3 35 4 4.5 ¥
-0.5
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25

(1.5,1.75)

______________________

(1. 1)

-4

05

]
]
]
1
I
1
]
1
]
1
]
i
]
1
i
1
]
1
]
1
L

fla) = fle) _ 5

a—e

S SO S S ———

-1 -0.5 0 1.5

Figura 62. Ejercicio grdfico 5.

1.6 a = 2,semuestra el cociente parae = 2.5

2.5 35
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25

fa)~f(e) _

a—e

1.59

(25,1.21)

0.5

2.5

0.5

T e e

Figura 63. Ejercicio grdfico 6.

1.7 a =4, se muestra el cociente parae = 3.5

...........................................................

F@) = 1) _ 00

a—e

S S A e TS A A A SR A

~

4.5 ) 55 ] 65

05 / 15 2 25 3 3ls

Figura 64. Ejercicio grdfico 7.
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Unidad 4 - parte i

POR LA AUTOPISTA
“VAMOS A VISITAR AL PRIMO CRISTIAN”

Figura 65. Carro.

Una familia hizo un viaje en carro para visitar al tio Gabriel, en la primera parte del
recorrido transitaron 12 kilémetros por una carretera recta (autopista), pararon al
recorrer los 12 kildmetros y visitaron al primo Cristian, el automovil transitdé a una

velocidad constante de 120 kildmetros por hora.

1. ¢Cudl es la distancia que ha recorrido el automovil después de 2 minutos?

2. ¢Cudl es la distancia que ha recorrido el automovil después de t minutos?

Grafique la situacion

Maria queiba manejando, recordod que antes de empezarel recorridoen la autopista,

recorrié 500 metros como muestra la siguiente Figura (no esta a escala)
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500 metros 12 kilémetros

Figura 4 carro 2

3. Encuentre una expresion que permita calcular la distancia recorrida del
automavil, si se empieza a tomar el tiempo en un punto A situado a 250 metros

a la derecha de un punto de referencia L (casa de Maria).

Analice el problema desde el punto de vista de la meta. Es decir, las distancias se
toman ahora, respecto al punto C (casa de Cristian) que se encuentra a la derecha a

d metros del lugar de donde se empieza a contar el tiempo.

o 3 B

d metros

Figura 5 Carro 3

4. ¢Como se expresa ahora la distancia en funcion del tiempo transcurrido?

MANUAL PARA EL DOCENTE
UNIDAD 4
PARTE |
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Objetivo: Abordar la problematica de la razdon de cambio cuando la razén de cambio es constante
en un problema tipico de velocidady establecer una relacion en la interpretacion de la velocidad
como cociente con dF.

Como es usual, se propone:
l. Asegurarse de que los estudiantes comprendan las preguntas.

Il Para las preguntas 1.y 2. 3. y 4. 30 minutos de trabajo individual.
1. éCudl es la distancia que ha recorrido el automdavil después de 2 minutos?

2. éCudl es la distancia que ha recorrido el automdvil después de t minutos? Grafique la

situacion

Las preguntas 1. y 2. tienen como fin que los estudiantes modelen la situaciéon encontrando la
funcion lineal, para esto, se puede sugerir a los estudiantes apoyarse en una tabla de datos para
gue hagan un analisis y encuentren algunas propiedades y regularidades desde la tabla, una
grafica puede ser el paso siguiente. Cabe aclarar que los estudiantes pueden asumir el tiempo

como horas, la situacion puede resultar demasiado sencilla para algunos.

I Previa clasificacion de las respuestas, seleccione algunos estudiantes para que

compartan sus respuestas y argumenten su eleccion.

IV.  Encontrada la funcién como expresion d(t) = 120t y su respectiva grafica,

pasamos a repetir el paso Il

3. Encuentre una expresion que permita calcular la distancia recorrida del automoavil, si se

empieza a tomar el tiempo en un punto situado a 500 metros a la derecha de un punto de

referencia C (casa de Maria).

Se les pide modelar de nuevo la funcion lineal, esta vez transformada ya que la funcion no parte

del origen.
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4. (Como se expresala distanciaen funcion del tiempo cuando habian recorrido 700 metros
de la autopista?
De manera similar a la pregunta anterior se pide modelar la situacidn, pero ésta vez en la
transformacion de la funcién lo que cambia es el signo puesto que la referencia es el punto de

llegada.

V. Para iniciar la socializacion podemos preguntar jqué “comparten” o en qué se
parecen las funciones que encontraron?
Con estas preguntas se espera que los estudiantes, usando sus presaberes, hablen de la velocidad
como el cociente (distancia/tiempo) y/o utilicen el modelo d(t) = 120t para dar respuesta:

0.1 horas o 6 minutos tardaron.

¢Queé significado tiene el valor indicado de 120 kildmetros por hora? Si sdlo tardaron 6 minutos en
ese trayecto, épor qué hablamos de 120 kilometros en una hora?

Elsignificadode los 120 kildmetros por hora, no es mds que una forma de decir que si el automovil
se mantiene a esa velocidad por una hora recorre 120 kilémetros. Pero, ¢Como puedo visualizar

los 120 kilometros por hora en el grdfico de los 6 minutos?

0 0.1
Figura 66. Interpretacion de la velocidad.
Decir que la velocidad se mantiene es otra forma de hablar de velocidad constante. ¢Qué implica
que la velocidad sea constante?

Se les puede pedir a los estudiantes que dibujen la velocidad 120 kildmetros por hora como un
cociente, recordando unidades de trabajo anteriores, en la grafica que habia realizado para la

pregunta 2 en donde se pedia la grafica para cualquier tiempo t.
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1080 120

960 108 :
840 %
84 1

720 !
72 .

600 ]
60 '

480 " i
360 36
240 24 |
12 :

120 :
0 01 02 03 04 05 06 07 08 05 1

0 1 2 3 4 5 6 7 Figura 67. Grdfica distancia vs tiempo t, detalle

. L . . . de la primera hora.
Figura 68. Grdfica distancia vs tiempo't.

Cuando los estudiantes obtengan las graficas anteriores, se les pedird que interpreten

graficamente la razdén de cambio en la primera grafica, este proceso terminara cuando afirmen

, 12 . 120 . . .
que la razon — es la misma - inicial.

Seguidamente podemos preguntar: ¢ Qué sucederia con la grdfica en la sequnda pregunta si el

automovil no transita a una velocidad constante ?

¥

L J

Figura 69. Posibles interpretaciones grdficas.

Si se obtiene una graficacomolasanteriores, u otra, podemos pedir que interpreten graficamente
lavelocidaden algunos intervalos de tiempo. Es factible que los estudiantes empiecena encontrar

relaciones con la interpretacion grafica de la derivada de Fermat de la unidad 3.75

166



EL CALCULO DE FERMAT: UNA OPCION DIDACTICA

167

En la siguiente parte, continuaremos con el contexto del problema, pero vamos a abandonar

momentaneamente las interpretaciones graficas para reflexionar sobre los datos en velocidades

no constantes.

Unidad 4 -parte ii

LA DERIVADA DE FERMAT

“VAMOS A VISITAR AL TIO GABRIEL”

Figura 70.Velocimetro.

Después de visitar a Cristian, el viaje hacia la casa del tio Gabriel fue
de 105 kilébmetrosy se realizé en 1.5 horas. Maria manejo sin hacer
paradas. Su hija Ana, escuchd cuando Maria le comentaba a Gabriel
lo siguiente: “al principio habia congestion vehicular, pero no hubo
inconvenientes, nos vinimos a una velocidad de 70 kilometros por
hora”. Ana habia observado el velocimetro del carro tres veces
distintas durante el recorrido, este marco 64 kildbmetros por hora
cuando llevaban veinte minutos de recorrido, 90 kildmetros por

hora cuando llevaban cuarenta minutos, y 88 kilémetros por hora
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cuando llevaban 1.2 horas de viaje. Ana no entiende por qué su

mama dice que 70 km/h.

5. ¢Tiene sentido lo que le dijo Maria a Gabriel? ¢En qué se
basé Maria para afirmar que viajaron a 70 kilometros por

hora?

6. ¢Qué significado tiene el valor indicado por el velocimetro
del carro (64 kilometros por hora) cuando llevaban 20

minutos de viaje?

7. ¢Alguna vez el velocimetro marco 70 kilometros por hora tal
como Maria le dijo a Gabriel? Si es afirmativa su respuesta,

explique su razonamiento.

MANUAL PARA EL DOCENTE
UNIDAD 4
PARTE Il

Objetivo: Abordar la problematica de la razéon de cambio cuando la razéon de cambio no es
constante en un problema tipico de velocidad.
Se propone:

l. Asegurarse de que los estudiantes comprendan la situacion. Se abordan

inicialmente las preguntas 5. Y 6.

Il Para las preguntas 5. y 6. Se proponen veinte minutos de trabajo individual.

5. ¢En qué se basd Maria para afirmar que viajaron a 70 kilometros por hora?
Buscamos con esta pregunta que los estudiantes se refieran a la velocidad como el

cociente
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distancia .. , . , . 105 ny ,
(t,—) para indicar que Maria hizo un calculo estimado de == 70 kilébmetros por hora. Aqui
iempo .

se puede comentar que ese calculose conoce como velocidad media que corresponde, en este
caso a la comparacion de la distancia recorrida.

. : dr—d; : e N
y el tiempo recorrido. V,,, = —tﬁ endonde d y d; son la distancia final einicial y t; y t; son los

tiempos que corresponden a esas distancias.
6. ¢Quésignificadotiene el valorindicado por el velocimetro del carro (64 kildmetros
por hora) cuando llevaban 20 minutos de viaje ?

Al igual que en la discusién en la parte 1. se espera que respondan que cuando llevaban 20

minutos de viaje si se mantenia esa velocidad una hora, se recorrerian 64 kilémetros.

5. 1, IV. & V. Naturalmente si algun o algunos razonan asi, seran los ultimos
expositores en esta parte de la socializacioén, primero se recomienda identificar y dejar
exponer a los estudiantes que tomaron valores para d;, d;, t¢, t; incorrectos porque al
hacer el calculo encontremos una velocidad distinta a 64, también es importante
preguntar si esa velocidad es constante, se descartara que sea constante cuando

argumenten, por ejemplo, que en distintos tiempos el velocimetro marco otras

velocidades.

Nota: Debemos recordar que los estudiantes descubren, no debemos precipitarnos, pueden
tardar mds de lo que queremos, pero ellos deben ser los protagonistas a la hora de afrontar las
preguntas.

7. dAlguna vez el velocimetro marco 70 kilometros por hora tal como Maria le dijo a Gabriel? Si es

afirmativa su respuesta, explique su razonamiento.

Después de 8 minutos de trabajo individual, los estudiantes, muy probablemente, no tardaran en
decir que si pasd de 64 a 90 kilébmetros por hora es porque tuvo que pasar por 70. Es una

concepcion intuitiva valida de la continuidad de la funciéon velocidad.
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Nota 3: Esta afirmacion permite a los estudiantes particularizar, para la situacion, el conocido

Teorema del valor intermedio, enunciado en los libros de cdlculo como:

Si f es una funcién continua en el intervalo [a,b] para el cual f(a) # f(b), y si n es

cualquier nuimero entre f(a) y f(b), entonces existe c entre a y b tal que f(c) =n

Podemos preguntarles ahora en qué instante se alcanzo la velocidad de 70 kilémetros por hora,
cuya respuesta exacta es imposible de determinar a menos de que se conozca la funcién,
esperamos que indiquen un intervalo, de hecho la respuesta esperada es que ese valor de t debe
estar entre 20 y 40 minutos. Se propone a los estudiantes que generalicen lo que estd pasando a
modo de conjetura para luego preguntarles: ¢Podemos afirmar que si se tiene una velocidad
media v entonces en algun momento del recorrido el velocimetro marcard esa velocidad?

Aqui podemos plantear un juego grafico ante la duda, les pediremos que dibujen la curva que
representa la velocidad en funcién del tiempo en un plano cartesiano que tiene una recta paralela
al eje x que indica la velocidad media, se les pedira que se apoyen de los datos que provee Ana en
el problema. De lo que resultara sin trazar la curva:

Nota: Existen infinitas soluciones.

velocidad (kilometros/hora)

Velocidad media = 70

tiempo (horas)

0 1,5

Figura 71. Velocidad media.
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Como es costumbre, aqui se clasifican las soluciones, se pone a juicio del grupoy se descartan
las curvas que no tienen sentido en el contexto del problema. Dado que sdlo hemos trabajado
con polinomios y por la situacién misma, los estudiantes pueden optar por trazar curvas
continuas, les preguntaremos después de adoptar algunas posibles curvas, si la conjetura se

cumple para el valor 70 (velocidad media)

Unidad 4 - parte iii

“LAMULTA”

Dos radaresde control de velocidad se encontraban en un

trayecto de 52 kilémetros de distancia sobre la carretera

por donde paso el automovil.

Figura 72. Radar.

Cuando pasé el auto allado del primer radar, suvelocidad
era de 90 kilémetros por hora. Treinta minutos después,
cuando paso por el segundo radar, su velocidad era 80

kildbmetros por hora.

8. Si el limite de velocidad es de 100 km por hora.

¢Excedio el limite de velocidad el automovil en
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algin momento en los 52 kilometros?

Justifique.

MANUAL PARA EL DOCENTE
UNIDAD 4
PARTE Il

Objetivo: Usar de manera intuitiva el Teorema del Valor Medioy establecer una relacion entre

la interpretacién grafica de la derivada de Fermaty el Teorema del valor medio.

l. Debemos asegurarnos que los estudiantes entiendan el enunciado 8. si existe
dificultad en entender, se le puede pedir a un estudiante que les explique a sus

compafieros la situacion.

Il Para la pregunta 8, se les pide a los estudiantes que trabajen de manera individual

por 10 minutos y justifiquen su eleccién de manera escrita.

I Como es costumbre, debe elegir a uno, o algunos, que muestren su razonamiento,
podemos plantear que existen dos ‘bandos’ en el salon, los partidarios del “si” y

’

los partidarios del “no”.

\A Podemos enumerar los argumentos de cada bando dividiendo el tablero en dos
partes con la intencion de tener una Unica respuesta al final de la exposicion de los

argumentos.

V. Los estudiantes deben descartar los argumentos que consideren ‘débiles’.
Argumentos del tipo: “asi el carro tuviera una velocidad de 100km/h todo el tiempo

no podria recorrer 52 kilometros en 30 minutos” o “para poder recorrer esa
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distancia en ese tiempo tuvo que llevar una velocidad de 104 km/h todo el tiempo”
son muy valiosos, ya que podemos insistir en saber qué tipo de calculo esta
haciendo, probablemente los estudiantes asuman la idea lineal de la velocidad
argumentando que si recorre todo el camino a 100 km/h quiere decir que s6lo
podria recorrer 50 km en 30 minutos, por lo que debe haber excedido el limite de
velocidad. En el argumento donde se menciona la velocidad de 104 km/h algun o
algunos indicaran que ese valor se obtiene simplemente de dividir 52 km/ 0.5 h,
aqui podemos intervenir e indicar que esa division se puede interpretar como el
cociente de dos diferencias tomando los radares 1 y 2 como dos momentos, es decir
X,—X; _ 52—0

104 = T donde x es la posicion y t el tiempo. Cuando el grupo esté
274 9T

de acuerdo en que excedié el limite de velocidad, les pediremos que hagan un

posible gréafico del espacio recorrido contra el tiempo de la situacion. Les

. . L gn . 52-0
pediremos que interpreten graficamente el cociente . seguramente, por

unidades previas los estudiantes trazaran la recta que pasa por los puntos (0,0) y
(0.5,52)

Si ese cociente lo interpretan como la pendiente de una recta secante, la pregunta de tipo
gréfico es: ¢existe una recta tangente en un punto de la curva que tenga esa pendiente?

Una posible grafica se muestra a continuacion:
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©,0

os

Figura 73. Posible interpretacion.

Para toda grafica de los estudiantes siempre existira el valor ¢ ya que las curvas son continuas,
observaran que en el punto (c, f(c)) hay una recta tangente a la curva que tiene la misma
pendiente de la recta secante que pasa por los puntos (0,0) y (0.5, 5.2), puede que algunos
estudiantes encuentren la conexion con dF, si no es asi, debemos guiar la clase para recordar
que la pendiente de la recta tangente vista como cociente para la funcion distancia es
precisamente la derivada de Fermat para el punto ¢, dF(c). En otras palabras, los estudiantes
resolveran el problema aplicando el Teorema del valor medio, que en nuestro caso se puede

enunciar asi:

Sea f una funcion en el intervalo [a, b], entonces existe un nimero c en ese intervalo,

tal que: dF(c) = 2@ (b;:’; @
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