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RESUMEN

TITULO: MODELO ANALITICO PARA PREDECIR EL FLUJO BIFASICO (AGUA-ACEITE),
PERMEABILIDADES EFECTIVAS Y RELATIVAS EN FRACTURAS. "

AUTORES: CHIMA MONTENEGRO, Andres R., CHAVEZ IRIARTE, Efrén A. **

PALABRAS CLAVES: Permeabilidades Relativas, Yacimientos Naturalmente Fracturados,
Saturacion, Flujo de Fluidos, Fracturas.

DESCRIPCION: Las curvas de permeabilidades relativas en fracturas son una funcién no
lineal de la saturacion. Por esta razén, Cuando se va a simular un yacimientos naturalmente
fracturados se divide el yacimiento en matriz y fractura, y a cada uno se les determinan sus
propiedades individualmente. En esta tesis se centrara al estudio del sistema fracturado y no
de la matriz, y en particular al flujo de fluidos y a las curvas de permeabilidades relativas en
las fracturas.

E. S. Romm en 1966 propone una ecuacion para calcular las curvas de permeabilidades
relativas en fracturas. Segun él, las curvas de permeabilidades relativas en fracturas son una
funcion lineal de la saturacion (K, = S,). Mas tarde, en 1994, D. A. Pieters y R. M. Graves de
la escuela de minas en colorado demuestran desde un punto de vista experimental, que
dichas curvas no se comportan linealmente sino contrario a los que todos creen generan
curvas no lineales.

En este trabajo se propone una nueva ecuacion para calcular las curvas de permeabilidades
relativas en fracturas para un sistema bifasico agua-petréleo la cual genera un
comportamiento no lineal.

K = |:SI?V(/U0 _ILlW)+Sl?VﬂW(3_2SW):|
" SW(IL‘O_#W)+,L‘W

5 3
_ SO(#W _,uo)"' So,uo(?’_ 2S0)
ro S ( _ )+
o\Hy —Ho )T Ho
Para llegar a dicha ecuacion se utilizaran los conceptos de la ley de newton de la viscosidad,

los balances de cantidad de movimiento, las ecuaciones de variacion para sistemas
isotérmicos y el flujo de fluidos en medios porosos.

* Tesis de grado
** Ingenierias fisicoquimicas, Ingenieria de petréleos, CALDERON, Zuly



ABSTRACT

TITLE: ANALYTICAL MODEL TO PREDICT BIPHASIC FLOW (WATER-OIL), EFFECTIVE
AND RELATIVE PERMEABILITY OF FRACTURES.*

AUTHORS: CHIMA MONTENEGRO, Andres R., CHAVEZ IRIARTE, Efrén A. **

KEYWORDS: Relative Permeability, Naturally Fractured Reservoir, Saturation, Fluid Flow,
Fracture.

DESCRIPTION: Relative permeability curves are no a linear function of saturation. Therefore,
To simulate a naturally fractured reservoir researcher must divide the reservoir into matrix
and fracture, and individually measure or calculate their properties. In this thesis, we studied
the fracture system an no the matrix, and particularly the fluid flow and the relative
permeability curves of the fracture.

E. S. Romm in 1966 proposed an equation to calculate the relative permeability curves in the
fractured system. His research concluded that relative permeability is a linear function of
saturation (K, = S,;). Later, in 1994, D. A. Pieters and R. M. Graves demonstrated
experimentally that relative permeability curves are no a linear function of saturation.

In this research, we found an equation to calculate relative permeability curves in the fracture
system for two-phase flow (water-oil).

K. = {S;(ﬂo _IUW)+SV3VIUW(3_2SW):|
" SW(ﬂo_ﬂW)+ﬂW

_ {Sg(ﬂw _/Uo)+Sgﬂo(3_2So)}
" So(ﬂw_ﬂ0)+ﬂ0

To found this equation, we use the concept of Newton’s law of viscosity, shell momentum
balances, the equations of change for isothermal systems and the fluid flow in porous media.

* Thesis
** Physicochemical Engineering, Petroleum Fnaninsering, Calderon, Zuly.



INTRODUCCION

Desde los inicios de la historia humana, el hombre ha intentado por sus
propios medios suplir sus necesidades. La energia ha hecho posible que el
ser humano supla dichas necesidades. Una de las formas de obtener energia
es por medio de el petrdleo, por esta razén la humanidad ha volcado sus ojos
a la ingenieria de petréleos y nosotros nos centraremos al estudio de una de
sus areas la ingenia de yacimientos y en particular el flujo de fluidos en los

yacimientos naturalmente fracturados.

Cuando se simula un yacimiento naturalmente fracturado, el investigador
divide este tipo de yacimientos en dos, la matriz y las fracturas, y a cada uno
se les mide o les calcula sus propiedades individualmente. En este trabajo se
estudiara solo el sistema fracturado y en particular el flujo de fluidos bifasico

(agua-aceite) y las curvas de permeabilidades relativas en las fracturas.

En los cursos basicos de yacimientos al estudiante se le ensefia que las
curvas de permeabilidades relativas en fracturas son una funcion lineal de la
saturacién (K = Sui), segun E. S. Romm (1966). Mas adelante unos
investigadores (A. Pieters y R. M. Graves) (1994) de la escuela de minas en
colorado demuestran desde un punto de vista experimental que dichas
curvas no experimentan un comportamiento lineal sino, contrario a los que

todos creen, generan curvas no lineales.

En este trabajo se demostrara analiticamente que las curvas de
permeabilidades relativas en fracturas experimentan un comportamiento no

lineal y también se propondran ecuaciones para calcularlas.



Para llegar a dichas ecuaciones se utilizaran los conceptos de la ley de
newton de la viscosidad, los balances de cantidad de movimiento y las
ecuaciones de variacion para sistemas isotérmicos. Por esta razén en la tesis
se iniciara con algunas generalidades de los yacimientos fracturados
(capitulo 1), se daran las bases para utilizar las ecuaciones de variaciéon para
sistemas isotérmicos y para realizar balances de cantidad de movimientos
(capitulos 2, 3 y 4), se mostrara el analisis experimental de A. Pieters y R. M.
Graves (1994) (capitulo 5) y por ultimo se deducira las ecuaciones para
calcular las curvas de permeabilidades relativas (agua-aceite) en las

fracturas de los yacimientos naturalmente fracturados (capitulo 6).
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1. GENERALIDADES DE LOS YACIMIENTOS NATURALMENTE
FRACTURADOS

Muchos de los yacimientos naturalmente fracturados que producen hoy dia,
han sido descubiertos accidentalmente, ya que lo que se intentaba encontrar
era otro tipo de yacimientos. Hace algunos afios atras, McNaughton y Garb
(1975) estimaron que el recobro ultimo producido por los yacimientos
fracturados sobrepasarian los 40 billones de barriles de petréleo (STBO).
Aguilera (2003) coloca en tela de juicio esta cantidad. Segun el existe un
volumen de hidrocarburo aun mayor que ha sido dejado por declarar un
campo no-descubierto, o por pozos taponados o abandonados debido a que
pozos verticales no interceptan las fracturas verticales. Las definiciones

presentadas en este capitulo fueron basadas del libro de Aguilera (2003).

1.1 ¢QUE ES UNA FRACTURA NATURAL?

Una fractura natural es una discontinuidad microscoépica planar que resulta
de la accion de los esfuerzos que exceden el limite de ruptura de una roca.

Otra definicion dada por Nelson (1985) es la siguiente:

“Una fractura es una discontinuidad microscopica planar que ocurre

naturalmente en la roca debido a la deformacién o a la diagénesis fisica”

1.2 ;QUE ES UN YACIMIENTO NATURALMENTE FRACTURADO?

Un yacimiento naturalmente fracturado es aquel que contiene fracturas
creadas por la naturaleza. Estas fracturas naturales pueden tener efectos

positivos o negativos en el transporte de fluidos. Las fracturas
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completamente abiertas o parcialmente mineralizadas podrian tener, por
ejemplo, un efecto positivo en el flujo de petréleo pero a la vez negativo en
cuanto al flujo de gas o agua se refiere, ya que podrian ocasionar problemas
de conificacion. Por otro lado, las fracturas naturales totalmente
mineralizadas podrian crear barreras de permeabilidad para cualquier tipo de

fluido, que conllevarian a recobros antiecondmicos o marginales.

Segun Aguilera (2003) todos los yacimientos contienen cierto grado de
fracturas naturales. Sin embargo, desde un punto de vista geolégico y de
ingenieria, se considera un yacimiento naturalmente fracturado aquellos en
los cuales las fracturas tienen un efecto, ya sea positivo o negativo, sobre el

flujo de fluidos como lo sugeria Nelson (1985).

Los yacimientos naturalmente fracturados pueden ser encontrados en
cualquier tipo de litologia (areniscas, carbonatos, lutitas, rocas de
basamento, carbdén, etc.), sin embargo, estos yacimientos son mas

frecuentes y atractivos en carbonatos.

1.3 POROSIDAD

La porosidad en yacimientos estd dada en la mayoria de los casos por los
espacios intergranulares entre las particulas sedimentarias. Los procesos
subsecuentes a la sedimentacion (recristalizacion, solucion, fracturamiento,
etc.), pueden modificar sustancialmente la proporcion y distribucién de los
espacios vacios. En ingenieria de yacimientos solo es de interés la porosidad
interconectada o efectiva, ya que ésta es la uUnica capaz de contribuir al flujo.
Los espacios porosos inicialmente presentes y posteriormente sellados por
distintos efectos diagenéticos no son de interés con respecto al flujo de
fluidos. En término generales, la porosidad puede ser clasificada como

primaria y secundaria.
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1.3.1 Porosidad Primaria. Se refiere al espacio vacio que queda después
del proceso de sedimentacion de los granulos en la matriz, por lo cual es
también llamada porosidad de matriz. El valor de la porosidad primaria
depende de varios factores, entre los cuales se incluyen: arreglo y
distribucion de los granos, cementacion y grado de interconexidén entre

espacios vacios.

1.3.2 Porosidad Secundaria. Es también conocida como porosidad
inducida, y es el resultado de procesos geoldgicos después de la
depositacion de la roca sedimentaria. En general, la porosidad secundaria es
debido a la solucion, recristalizacion, dolomitizacion y fracturamiento y no
tiene una relacion directa de la forma de las particulas sedimentarias. En
algunos casos, la contribucion de la porosidad secundaria a la porosidad total
del sistema es pequefa, pero puede conllevar a incrementos significativos de

permeabilidad.

La determinacion de la porosidad de fractura es una tarea dificil aun cuando
se hace a partir de corazones, debido a que estos usualmente se fracturan a
lo largo de los planos de las fracturas naturales. Sin embargo, es importante
cuantificar la porosidad de fractura con la mayor precisién posible, ya que los
sistemas de fracturas proporcionan una capacidad de almacenamiento

importante en algunos yacimientos.

El ancho de las fracturas es generalmente bastante pequefo, variando desde

el espesor de una hoja de papel hasta seis milimetros y un poco mas.

Se han observado corazones con fracturas parcialmente mineralizadas las
cuales muestran espesores de mas de una pulgada. La mineralizacion

parcial puede permitir un flujo significativo de fluidos a la vez que actua como

19



un agente sostenedor que ayuda a mantener las fracturas abiertas a medida

que el yacimiento es depletado.

Un yacimiento que tiene porosidad primaria y secundaria es denominado
sistema de doble porosidad. Un yacimiento fracturado es un sistema de
doble porosidad consistente en una matriz primaria intergranular entrelazada
par una red de canales que componen el sistema de fracturas. Si el sistema
de fracturas es extenso y tiene un area de contacto considerable con la
matriz, los fluidos son facilmente transferidos del sistema de fractura hacia
los pozos productores con una pequefia perdida de presién. Por esta razon,
un yacimiento fracturado es capaz de desarrollar mejores condiciones de

flujo que un yacimiento convencional con porosidad de matriz similar.

1.4 ;COMO SE ORIGINAN LAS FRACTURAS?

La generacion de fracturas es atribuida a diferentes causas entre las que se

mencionan:

e EIl Diastrofismo, como en el caso de plegamientos y fallamientos. El
fallamiento tiende a generar grietas a lo largo de la linea de falla,
produciendo una zona de dilatacion. El efecto de dilatacion es el
responsable en gran parte de la migracion y la acumulacién de petroleo

en yacimientos fracturados.
e La Erosién profunda debido a la sobrecarga que permite que las zonas

superiores se expandan, se levanten y se fracturen a través de planos
de debilidad.

20



e Disminucién del volumen de roca, como en el caso de perdida de agua
en lutitas, enfriamiento de rocas igneas y desecacion de rocas

sedimentarias.

e Liberacién de la presion de fluido, cuando la presion de poro de la

formacion se aproxima a la presion litostatica.

e Tectodnica de placas.

e Orogénesis de la cordillera.

e Compactacion debido a esfuerzos in situ.

1.5 CAPACIDADES DE ALMACENAMIENTO Y DE FLUJO

En el desarrollo de yacimientos naturalmente fracturados se han cometido
numerosas fallas econdmicas. Las altas tasas iniciales de petrdleo han
hecho que los ingenieros en muchos casos sobrestimen los prondsticos de
produccion. Los ingenieros de yacimientos por lo general asumen lo
siguiente: (1) las fracturas tienen una capacidad de almacenamiento
insignificante y solo los canales de alta permeabilidad contribuyen al flujo de
fluidos; y (2) la matriz tiene una capacidad de almacenamiento importante,

pero una permeabilidad muy pequeia.

La primera asuncion ha conllevado a muchos fracasos en el desarrollo de
yacimientos naturalmente fracturados. De hecho, muchos yacimientos que
producen a altas tasas iniciales, declinan drasticamente después de un corto
periodo de tiempo. Esto ocurre debido a que el petréleo producible ha sido

almacenado en el sistema de fracturas. En consecuencia, es importante
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estimar el petrdleo original in situ con una exactitud razonable dentro del

sistema de fracturas.

La segunda asuncion debe ser considerada cuidadosamente. Si la
permeabilidad de la matriz es muy baja, entonces el petréleo que fluye desde
la matriz hacia las fracturas podria ser muy bajo y solamente el petréleo
contenido originalmente en las fracturas sera producido en un periodo de
tiempo razonable. Si la matriz tiene una permeabilidad considerable,
entonces la capacidad de almacenamiento de la matriz sera de gran

importancia.

Otros parametros que juegan un papel importante en cuan rapido el petroleo
se mueve desde la matriz a las fracturas incluyen porosidad de matriz,
compresibilidad total de la espaciamiento entre fracturas y viscosidad del

petroleo.

Debido a su baja matriz, viscosidad, el movimiento del gas desde la matriz

hacia las fracturas es mas rapido que el movimiento del petroleo.

Es importante observar que la capacidad de almacenamiento de los
yacimientos naturalmente fracturados varia ampliamente, dependiendo del
grado de fracturamiento de la formacién y el valor de la porosidad primada.
Entre mas grande sea el valor de la porosidad primaria, mas grande es la

posibilidad de éxito en yacimientos naturalmente fracturados.

La figura 1 muestra esquemas de distribucion de porosidad en yacimientos
fracturados. La capacidad de almacenamiento en la porosidad de matriz de
la figura 1.A es grande comparada con la capacidad de almacenamiento en
la fractura. Para este caso, se puede ver en la parte inferior de la figura 1.A

qgue un porcentaje muy pequefo de la porosidad total es atribuida a fracturas.
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Figura 1. Distribucién de Porosidad en yacimientos fracturados (tomado de
Aguilera 2003)

| A l
|
Alta capacidad de Almacenamiento Toda la capacidad
almacenamiento casi |gua] de almacenamiento
en matriz. (matrizy fracturas). €N las fracturas

Baja en fracturas.
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En general, esta situacion tenderia a ocurrir en yacimientos en donde la
porosidad de matriz es bastante alta (10% - 30%). Dentro de la clasificacion
de vyacimientos naturalmente fracturados, un yacimiento con estas

caracteristicas es considerado un yacimiento Tipo A.

Los yacimientos Tipo A pueden ser considerados equivalentes a los que
Nelson (1985) ha llamado "yacimientos con asistencia de permeabilidad de
fractura", es decir, yacimientos en los que las fracturas contribuyen a la

permeabilidad de un yacimiento ya productor.

La figura 1.B muestra el esquema de una roca con una capacidad de
almacenamiento similar en la porosidad de fractura y en la de matriz. En este
caso, la matriz tiene porosidades mas bajas y las fracturas proporcionan la

permeabilidad indispensable.

23



Los yacimientos Tipo B han sido subdivididos en B-l y B-ll basados en las
caracteristicas del sistema matriz. Si la matriz tiene porosidad baja, pero
efectiva, si muestra permeabilidad al aceite (o al gas), si las presiones
capilares indican una buena geometria de poro, entonces la matriz

contribuira efectivamente a la capacidad de almacenamiento del yacimiento.

El Tipo B-l es una combinacion ideal de porosidades y permeabilidades las
cuales permiten una muy buena produccién de hidrocarburos. La figura 2.A

muestra las curvas tipicas de presion capilar y permeabilidad relativa para

este tipo de yacimientos.

Figura 2. Curvas Tipicas de Permeabilidad Relativa y Presién Capilar Para
Yacimientos naturalmente fracturados tipo Bl y Bll. (Tomado de Aguilera

2003)
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Las curvas de permeabilidad relativa para las fractures son mostradas como
lineas rectas con pendiente de 45°. Es decir, que el sistema de fracturas es
equivalente a un arreglo de tubos, en donde las saturaciones de aceite y
agua residual son iguales a cero. Curvas similares de permeabilidad relativa
han sido usadas en estudios de simulacién numérica obteniéndose buenos

porcentajes de éxito.

La curva de permeabilidad relativa de la matriz indica una saturacion de agua
irreducible (Swmi) de alrededor de 30% y una saturacion de aceite residual de
20%. Las curvas de presion capilar sugieren que la matriz por si misma es un
buen yacimiento y que la saturacién de agua dentro de las fracturas se

aproxima a 100%.

La figura 2.B muestra esquemas de las curvas de permeabilidad relativa y
presion capilar para los yacimientos tipo B-Il. En este caso el sistema de
matriz no es una buena roca yacimiento como lo muestra la curva de presién
capilar, aun cuando tiene algo de porosidad de matriz. Por lo tanto, las
fracturas tienen solo una fraccion de la porosidad total, pero tienen cerca del
100% de la capacidad de almacenamiento de hidrocarburos. La
interpretacién convencional de registros en este tipo de roca podria conllevar
a valores muy altos de saturacién de agua debido a la gran cantidad de agua
almacenada en la matriz. Este factor es critico teniendo en cuenta que los
cortes (cutoffs) de saturacion de agua normalmente usados en interpretacion
de registros, pueden descartar intervalos fracturados potencialmente

productores.

La figura 1.C muestra el esquema de una roca en donde la porosidad de
matriz es cero y toda la capacidad de almacenamiento es debida a las
fracturas. En este caso las fracturas proporcionan la porosidad y

permeabilidad necesarias. Los yacimientos de este tipo se caracterizan por
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tasas de produccidn inicialmente altas que declinan a limites antieconémicos

en un corto periodo de tiempo.

En resumen, la experiencia en yacimientos naturalmente fracturados
alrededor del mundo reune suficiente evidencia para pensar que no siempre
es correcto asumir que la capacidad de almacenamiento en sistemas
fracturados es despreciable cuando se compara con la capacidad de

almacenamiento de la matriz.

1.6. MORFOLOGIA DE LAS FRACTURAS

1.6.1 Fracturas Abiertas. Estas no son cementadas y no contienen ningun
tipo de mineralizacién secundaria. El ancho de fractura es muy pequefio,
probablemente del tamafio de un poro, pero incrementa significativamente la
permeabilidad en la direccién paralela a la fractura, pero por otro lado tiene
un efecto despreciable en la permeabilidad en sentido perpendicular a la
fractura. Por lo general la porosidad de las fracturas abiertas es muy

pequeia aunque puede haber excepciones.

1.6.2 Fracturas Deformadas. Aqui se incluyen fracturas estriadas y
alisadas. Las estrias son formadas por acumulaciones de material finamente
desgastado resultante de la granulacion o movimientos de deslizamiento. Las
fracturas alisadas son el resultado del deslizamiento friccional a lo largo de

una fractura o un plano de falla.

Estas superficies estriadas o pulidas pueden incrementar la permeabilidad en
direccion paralela a la fractura pero disminuir drasticamente la permeabilidad

perpendicularmente a esta.

26



1.6.3 Fracturas Mineralizadas. Estas fracturas son cementadas por
mineralizacion secundaria. Los materiales de cementacidn mas comunes son
el cuarzo y la calcita. Este tipo de fracturas pueden actuar como barreras de
permeabilidad. Por otro lado, la mineralizacibn secundaria parcial puede
tener efectos positivos en el recobro de hidrocarburos porque puede actuar
como un agente sostenedor natural que elimina o reduce el cierre de

fracturas a medida que el yacimiento es depletado.

1.6.4 Fracturas Vugulares. Estas fracturas pueden proporcionar
porosidades y permeabilidades significativas. Debido a su forma
relativamente redondeada, estas fracturas probablemente no se cierran a
medida que el yacimiento es depletado. Las fracturas vugulares son el
resultado de la filtracidon de aguas acidas a través de las fracturas, las cuales

pueden conllevar al desarrollo de yacimientos muy productores.

1.7 PERMEABILIDAD

La permeabilidad es una propiedad del medio poroso y es una medida de la
capacidad del medio para transmitir fluidos. Los yacimientos pueden tener
permeabilidad primaria o secundaria. La permeabilidad primaria se refiere a
la permeabilidad de la matriz mientras que la permeabilidad secundaria esta

asociada a las fracturas o a las soluciones vugulares.

1.7.1 Permeabilidad de la matriz. La permeabilidad de la matriz puede ser

evaluada con el uso de la ecuacién de Darcy:

Donde: v = velocidad de flujo aparente, cm/seg
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M = viscosidad del fluido, cP
dp/dl = gradiente potencial en la direccién del flujo, atm/cm

k = permeabilidad de la roca, darcy

La ley de Darcy se aplica bajo las siguientes condiciones; (1) Flujo en estado
estacionario, (2) Flujo horizontal y lineal, (3) Flujo laminar, (4) condiciones
isotérmicas, (5) viscosidad constante, y (6) el espacio poroso 100 % saturado
con fluido en movimiento.

Para el caso de un flujo de fluidos incompresible y lineal, la permeabilidad

puede ser calculada de la ecuacion:

P (1.2)
Ap  AAp

donde:  q = flujo, cm*/seg

A = area, cm?

Como la unidad Darcy es demasiado grande para la mayoria de los casos, la

permeabilidad se expresa generalmente en milidarcy (md).
La ley de Darcy en unidades de campo se expresa como:

_0.001127kAAp

1.3
L (1.3)

1.7.2 Permeabilidad de la fractura. La presencia de fracturas abiertas no
cementadas, y no selladas, incrementa en sobremanera la permeabilidad de
la roca. Es posible estimar la permeabilidad de la fractura y el flujo a través

de la misma por medio del siguiente procedimiento.

28



Asuma que una fractura tiene un ancho igual a w,, una longitud L, y una
extension lateral de la fractura igual a h. Para este sistema el area de seccion
transversal expuesta al flujo es wyh. La fuerza de conduccién del fluido en la
fractura es la presion diferencial (p1-p2) la cual actua sobre el area wh, o (p+-

p2)wh dinas. La fuerza viscosa esta dada por:
Feu® (1.4)
dw

Donde A es el area igual a hL. Si el liquido no esta acelerado, la fuerza

conductora mas la fuerza viscosa debe ser igual a cero, o:

(py— po )wh + L2~ 0 (15)

dw

Separando variables e integrando,

(pl _pz)IWdWZﬂLIdV (1.6)
Y,
(p=p2)7 =—ulv+C (1.7)

La constante de integracién puede ser igualadaav =0y w =wo/2, 0

=C (1.8)



2
Y _c (1.9)

(pl_pZ) 3

Insertando la ecuacion 1.9 en la ecuacién 1.7 tenemos:

2 2
Wo

(pl—pz)%=—ﬂLV+(p1—pz) 5 (1.10)
Y,
(s pz)[%z—gsz—mv (1.11)
Consecuentemente,
%[%5—%2}:\/ (1.12)

La rata de flujo (dq) a través de un elemento (dw) igual a vdA, donde el area

(dA) esta dado por 2hdw. Consecuentemente,

q Wo
q=[dg = [vda (1.13)
0 0
Y,
W, _ 2 2
g = jw[ﬂ—w—jzhdw (1.14)
oL (8 2
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Integrando,

:WUA(pl_pZ) (1 15)
12,uL '

La ecuacion anterior puede ser combinada con la ecuacion de Darcy para

obtener una relacion para la permeabilidad de la fractura:

2 —
kfzwoA(pl pz)x _,;«IL (116)
- 124l 9.86x10™° A(p, — p,)
Y,
k, =8.35x10° w’darcys (1.17)

Donde w, esta en centimetros. Si el ancho de la fractura (w,) esta en
pulgadas en vez de en centimetros, la permeabilidad esta dada con la

siguiente expresion:

k, =54x10°w’darcys (1.18)
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2. VISCOSIDAD Y MECANISMO DEL TRANSPORTE DE CANTIDAD DE
MOVIMIENTO

Esta segunda parte de esta tesis trata del flujo de fluidos viscosos. La
propiedad fisica que caracteriza la resistencia al flujo de los fluidos sencillos
es la viscosidad. Cualquiera que haya adquirido aceite lubricante de
automdévil sabe que unos aceites son mas viscosos que otros, y que,
ademas, la viscosidad varia con la temperatura. Aqui se estudian las
viscosidades de gases y liquidos desde un punto de vista cuantitativo. Esta
informacion sera necesaria en el capitulo 3, para la solucion de problemas de

flujo viscoso. Las definiciones y modelos estuvieron basados en Bird 1993.
2.1 LEY DE NEWTON DE LA VISCOSIDAD

Consideremos un fluido (liquido o gas) contenido entre dos grandes laminas
planas y paralelas, de area, A, separadas entre si por una distancia muy
pequefa Y (vease figura 3). Supongamos que el sistema esta inicialmente en
reposo, pero que al cabo del tiempo t = 0, la lamina inferior se pone en
movimiento en la direccién del eje x, con una velocidad constante V. A
medida que transcurre el tiempo el fluido gana cantidad de movimiento, vy,
finalmente se establece el perfil de velocidad en régimen estacionario, que se
indica en la figura 3 Una vez alcanzado dicho estado estacionario de
movimiento, es preciso aplicar una fuerza constante F para conservar el
movimiento de la lamina inferior. Esta fuerza viene dada por la siguiente

expresion (suponiendo que el flujo es laminar):
F

- 2.0
= (2.0)
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Es decir, que la fuerza por unidad de area es proporcional a la disminucién
de la velocidad con la distancia Y. la constante de proporcionalidad p se

denomina viscosidad del fluido.

Figura 3. Formacién del perfil de velocidad en estado estacionario para un
fluido contenido entre dos laminas. (Tomado de Bird 1993).
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Para la posterior utilizacion de la ecuacion 2.0 es conveniente expresarla en
una forma mas explicita. El esfuerzo cortante que se ejerce en la direccidén x
sobre la superficie de un fluido, situada a una distancia constante y, por el
fluido existente en la region donde y es menor, se designa por ty, Yy el

componente x del vector de velocidad del fluido, por v«. Téngase en cuenta
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que vx no es igual a ov/ox. De acuerdo con estos simbolos, la ecuacion 2.0

Queda de la siguiente forma

T, =l (2.1)

Es decir, que la fuerza de cizalla por unidad de area es proporcional al
gradiente negativo de la velocidad local. Esta es la ley de newton de la
viscosidad, y los fluidos que la cumplen se denominan fluidos newtonianos.
Todos los gases y la mayor parte de los liquidos sencillos, se comportan de
acuerdo con la ecuacion 2.1 los fluidos que no obedecen a esta ley sencilla
(esencialmente pastas, suspensiones y polimetros de elevado peso

molecular) se estudian en mas adelante.

Resulta también conveniente interpretar la ecuacion 2.1 en esta otra forma.
En las inmediaciones de las superficies que se mueve, donde y = 0, el fluido
adquiere una determinada cantidad de movimiento en la direccion del eje x.
este fluido comunica, a su vez, parte de su cantidad de movimiento la
<<capa>> adyacente de liquido, dando lugar a que se mantenga en la
direccion x. por lo tanto tiene lugar una transmision de cantidad de
movimientos a través del fluido en la direccion y, y , por consiguiente, tyx
puede interpretarse también como la densidad de flujo viscoso de cantidad
de movimiento x en la direccién y. esta interpretacién esta en intima relacion
con la naturaleza de los procesos de transporte de cantidad de movimiento, y
se corresponde con el tratamiento que se da mas adelante para el transporte
de materia y energia. Por otra parte, la densidad de flujo de cantidad de

movimiento resulta mas conveniente para considerar el signo de tyx.

De acuerdo con la ecuacién 2.1, se deduce que la densidad de flujo viscoso
de cantidad de movimiento sigue la direccion del gradiente negativo de la

velocidad; es decir, que sigue la direccion de velocidad decreciente. En otras
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palabras, la cantidad de moviendo va <<cuesta abajo>>, en el sentido de que
desciende de una region de velocidad alta a otra de baja velocidad, de la
misma forma que un trineo se desliza desde un lugar elevado a otro mas
bajo, y el calor fluye de una zona caliente hacia otra mas fria. El gradiente de
velocidad puede considerarse, por consiguiente, como una <<fuerza

impulsora>> del transporte de cantidad de movimiento.

2.2 FLUIDOS NO-NEWTONIANOS

De acuerdo con la ley de la viscosidad de Newton 7 =-4 dd'/x (2.1), al
ly

representar graficamente 1, frente a -(dw/dy) para un fluido determinado,
debe de obtenerse una linea recta que pasa por el origen de coordenadas, y
cuya pendiente es la viscosidad del fluido a una cierta temperatura y presion
(Fig 4). En efecto, la experiencia demuestra que para todos los gases y los
liquidos homogéneos no polimerizados t,x es directamente proporcional a -
(dw/dy). Sin embargo, existen algunos materiales industrialmente
importantes que no se comportan de acuerdo con la Ec. (2.1). Se conoce a
estas substancias con el nombre de fluidos no-newtonianos. El tema del flujo
no-newtoniano constituye actualmente una parte de otra ciencia mas amplia
que es la reologia, es decir, «la ciencia del flujo y la deformacién», que
estudia las propiedades mecanicas de los gases, liquidos, plasticos,
substancias asfalticas y materiales cristalinos. Por lo tanto, el campo de la
reologia se extiende, desde la mecanica de fluidos newtonianos por una
parte, hasta la elasticidad de Hooke por otra. La regién comprendida entre
ellas corresponde a la deformacién y flujo de todos los tipos de materiales

pastosos y suspensiones.
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El comportamiento reologico, en estado estacionario, de la mayor parte de
los fluidos newtonianos, puede establecerse mediante una forma

generalizada de la Ec. (2.1):

T, =—N—> (2.2)

en la que n puede expresarse a su vez en funcion de dv/dy o de Ty

indistintamente.

En las regiones en que n disminuye al aumentar el gradiente de velocidad
(-du/dy), el comportamiento se denomina pseudopléastico; y dilatante en
las que n aumenta con dicho gradiente. Si n resulta independiente del
gradiente de velocidad, el fluido se comporta como newtoniano, y entonces n

= u (véase Ec. 2.1).

Figura 4. Resumen de modelos no-newtonianos en estado estacionario (con
fines comparativos se indica también el modelo newtoniano) (Bird 1993).
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Se han propuesto numerosas ecuaciones empiricas o «modelos» para
expresar la relacion que existe, en estado estacionario, entre tyx y dv/dy. A
continuacion se presenta un resumen de cinco modelos representativos.
Todas las ecuaciones contienen parametros empiricos positivos, cuyo valor
numérico puede determinarse correlacionando los datos experimentales de

Tyx frente a dw/dy a temperatura y presion constantes.

2.2.1 Modelo de Bingham

>z, (2.3a)

L=0 sifr,|<z, (2.3b)

La Ec. 2.3a se utiliza con signo + si 1 es positivo, y con signo - si es

negativo.

Toda sustancia que se comporta de acuerdo con este modelo de dos
parametros se denomina plastico de Bingham: permanece rigida mientras
el esfuerzo cortante es menor de un determinado valor to, por encima del
cual se comporta de forma semejante a un fluido newtoniano. Este modelo

resulta suficientemente exacto para muchas pastas y suspensiones finas.

2.2.2 Modelo de Ostwaid-de Waele

n

-1
dv,
dy

. dv,

W (2.4)
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Esta ecuacidén de dos parametros se conoce también con el nombre de ley
de la potencia. Para n = 1 se transforma en la ley de la viscosidad de
Newton, siendo m = u; por consiguiente, la desviacién del valor de n con
respecto a la unidad es una medida del grado de desviaciéon del
comportamiento newtoniano. Cuando n es menor que uno el comportamiento
es pseudoplastico, mientras que para valores superiores a la unidad es

dilatante.

2.2.3 Modelo de Eyring

T, =A% arcsenh[—éddvx j (2.5)
) y

Este modelo de dos parametros deriva de la teoria cinética de los liquidos,
de Eyring. El modelo de Eyring predice el comportamiento pseudoplastico
para valores finitos de 1y, y tiende asintéticamente a la ley de la viscosidad

de Newton cuando 1y tiende hacia cero, siendo en este caso p = A/B.

2.2.4 Modelo de Ellis

dv

_d_);:[% + @,

T,

‘“jfyx (2.6)

Este modelo consta de tres parametros positivos ajustables: ¢g, 1y o. Si se
toma para o un valor mayor que la unidad, el modelo tiende hacia la ley de
Newton para valores bajos de 1,4, mientras que si se elige para o un valor
menor que la unidad, la ley de Newton se establece para valores elevados de
Tyx. El modelo presenta una gran flexibilidad, y en él estan comprendidas,
como casos particulares, tanto la ley de Newton (para ¢4 = 0), como la ley de

la potencia (para ¢o = 0).
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2.2.5 Modelo de Reiner-Philipkff

_av _ r (2.7)

Este modelo contiene también tres parametros positivos ajustables:pg, pe, y

Ts.

Teniendo en cuenta que frecuentemente se ha observado que el
comportamiento newtoniano se presenta, tanto para valores muy bajos como
muy elevados del gradiente de velocidad, la Ec. (2.7) ha sido planteada con
.el fin de que se transforme en estos dos casos limite en la ley de Newton de
la viscosidad, haciéndose p = po ¥ 1 = U~ respectivamente. La curva que

resulta al representar graficamente 1y frente a du,/dy muestra dos puntos de

inflexion, que corresponden a valores de 7, = +7 /3u,/ u,, .

Téngase presente que estas ecuaciones no son mas que férmulas empiricas
de ajuste de curvas, y por consiguiente, es muy aventurado emplearlas fuera

del intervalo de los datos experimentales utilizados en su obtencion.

Obsérvese, asimismo, que los parametros de alguno de estos modelos son
funciones de la temperatura, presion, composicion, y, generalmente también,
del intervalo de dw/dy para el que se ha ajustado la ecuacion; por tanto, al
dar los valores de los parametros reoldgicos, es preciso especificar

cuidadosamente las condiciones en que han sido determinados.
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En estado no estacionario pueden existir otras formas de comportamiento
no-newtoniano. Por ejemplo, los fluidos que presentan una disminucion
limitada de n (véase Ec. 2.2) con el tiempo, al aplicar repentinamente un
esfuerzo cortante 1, se denominan tixotropicos, recibiendo el nombre de
reopécticos los que dan lugar a un aumento de n con el tiempo en esas
condiciones. Los fluidos que recobran parcialmente la forma original al cesar
el esfuerzo cortante se denominan viscoelasticos. El estudio cuantitativo de
estos y otros tipos, de comportamientos no-newtonianos dependientes del
tiempo, es uno de los importantes campos de la mecanica de fluidos que

todavia esta muy poco desarrollado.

2.3 INFLUENCIA DE LA PRESION Y LA TEMPERATURA SOBRE LA
VISCOSIDAD

Cuando se carece de datos experimentales y no se dispone de tiempo para
obtenerlos, la viscosidad puede estimarse por métodos empiricos, utilizando
otros datos de la sustancia en cuestion. Aqui se presentan dos correlaciones
que permiten efectuar dicha estimacién, y que a su vez proporcionan
informacion sobre la variacion de la viscosidad de los fluidos ordinarios con la
temperatura y la presion. Estas correlaciones se basan en el analisis de un
gran numero de datos experimentales de diferentes fluidos, mediante la

aplicacion del principio de los estados correspondientes.

La Figura 5 es una representacion grafica de la viscosidad reducida p, = p/p,
que es la viscosidad a una determinada temperatura y presion, dividida por la
viscosidad correspondiente al punto critico. En la figura se ha representado
la viscosidad reducida frente a la temperatura T, = T/T; y la presion p, = p/p.

reducidas.
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Figura 5. Viscosidad reducida , -,/ , en funcion de la temperatura
reducida, para distintos valores de la presion reducida , — ,/, . (Bird 1993)
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Se observa que la viscosidad de un gas tiende hacia un valor limite definido
(el limite de baja densidad en la Fig. 5), cuando la presion tiende hacia cero a
una determinada temperatura; para la mayor parte de los gases este limite
se alcanza ya practicamente a la presion de 1 atm. La viscosidad de un gas a
baja densidad aumenta con la temperatura, mientras que la de un liquido

disminuye al aumentar ésta.

Generalmente no se dispone de valores experimentales de ¢, pero pueden
estimarse siguiendo uno de estos dos procedimientos: (i) si se conoce el
valor de la viscosidad para una cierta temperatura y presion reducidas, a ser
posible en las condiciones mas proximas a las que se desean, puede
calcularse . mediante la expresion uc = p/uy; (i) si so6lo se conocen los

valores criticos de p-V-T, u. puede estimarse a partir de las ecuaciones.
~\_2
u =6L6(MT () o p=770M%p BT (28-.9)

en las que p. esta expresado en micropoises, p. en atmésferas, T; en °K y
fcen cc por gramo-mol. Bird (1993) ha publicado una tabla de viscosidades

criticas, calculadas por el método (i).

En la Figura 6 se da una representacion grafica de p* = p/pg que es la
viscosidad a una determinada temperatura y presion, dividida por la
viscosidad a la misma temperatura y a la presion atmosférica. Esta variable
se ha representado también en funcion de la temperatura y presion
reducidas. A partir de las constantes criticas se pueden determinar p,y T, y
utilizar estos valores para obtener en la grafica p/uo. El valor asi obtenido se
multiplica por po, que pede ser un dato experimental o un valor calculado a

partir de la teoria de los gases diluidos. Los graficos de las Figuras 5y 6
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concuerdan satisfactoriamente en el intervalo de pr y T, que es comun a
ambos.

Figura 6. Viscosidad reducida , -,/ en funcion de la presion reducida
». =p/p.» ¥ 1a temperatura reducida 7 _ 77 . (Bird 1993)
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La Figura 5 puede utilizarse para calcular de forma aproximada las
viscosidades de las mezclas de los gases densos; sin embargo, en el caso
de presiones medias es preferible emplear el método de la Ec. 2.31. Para
calcular la viscosidad de una mezcla de n componentes mediante la Figura 5,
se utilizan las propiedades pseudocriticas definidas empiricamente por las

ecuaciones:
pl = le_pq T = Zx,.Tc[ u = le.,uc[ (2.10-.11-12)
t=1 t=1

Es decir, que, en vez de p;, T; Yy uc. se calculan en este caso p’c, Ty U,
procediendo luego de igual forma que si se tratase de un fluido puro. Este
método no es muy exacto si las substancias que forman la mezcla tienen
distinta constitucion quimica o sus propiedades criticas difieren
notablemente. Mediante el grafico de la Figura 6 puede seguirse un método

analogo, calculando el valor de po de la mezcla a partir de la Ec. 2.31.
2.4 TEORIA DE LA VISCOSIDAD DE LOS GASES A BAJA DENSIDAD

Las viscosidades de los gases a baja densidad se han estudiado
ampliamente, tanto en el aspecto experimental como en el tedrico. Con el fin
de ilustrar el mecanismo del transporte de cantidad de movimiento, vamos a
comenzar con una deduccion simplificada de la viscosidad desde el punto de

vista molecular.

Consideremos un gas puro constituido por moléculas esféricas, rigidas y que
no se atraen, de diametro d y masa m, con una concentracion de n
moléculas por unidad de volumen. Supongamos que n es suficientemente

pequefna, de forma que la distancia media entre las moléculas sea mucho
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mayor que su diametro. Al alcanzarse el equilibrio en un gas en estas
condiciones, la teoria cinética establece que las velocidades moleculares
relativas a la velocidad v, del fluido, siguen direcciones al azar y tienen un

valor medio U, que viene dado por la expresion
7= o 2.13)
m

en la que k es la constante de Boltzmann. La frecuencia del bombardeo
molecular por unidad de area, que actua sobre una cara de una superficie

estacionaria en contacto con el gas, viene dada por:
Z==nu (2.14)

El recorrido libre medio A, es la distancia que recorre una molécula entre dos

colisiones consecutivas, siendo

1

A=
\/Eﬂdzn

(2.15)

Las moléculas que llegan a un plano han efectuado, como promedio, sus

ultimas colisiones a una distancia a de este plano, siendo

a=%2 (2.16)
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Figura 7. Transporte molecular de cantidad de movimiento x desde el plano
(y -a) al Plano y. Bird 1993.
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Para determinar la viscosidad de este gas en funcion de las propiedades
moleculares, veamos lo que ocurre cuando fluye paralelamente al eje x con
un gradiente de velocidad dv/dy. (Véase Figura 7). Se supone que las Ecs.
2.13-2.14-2.15-2.16, siguen siendo validas en esta situacion de no-equilibrio,
con tal de que todas las velocidades moleculares estén calculadas con
relacion a la velocidad media v, en la regién donde la molécula considerada
ha efectuado su ultima colisién. La densidad de flujo de cantidad de
movimiento-x a través de un plano situado a una distancia constante y, se
obtiene sumando las cantidades de movimiento-x de las moléculas que
cruzan en la direccién y positiva, y restando las cantidades de movimiento-x

de las que cruzan en el sentido opuesto. Por lo tanto
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T, =Zmv, e —Zmv,

(2.17)

y+a

Al expresar esta ecuaciéon se ha supuesto que todas las moléculas tienen
velocidades representativas de la regidén en la que han, efectuado su ultima
colisién, y que el perfil de velocidad v4(y) es esencialmente lineal en una
distancia de varias veces el recorrido libre medio. Teniendo en cuenta esta

ultima suposicion, se puede escribir,

vl - xy_%/lddvx
) dy (2.18)
vl =v/| +=4 Y
yra y 3 dy
Combinando las Ecs. 2.14, 2.17 y 2.18, tendremos
d
. =—Lpmia e (2.19)
v 3 dy

Esta ecuacion corresponde a la ley de la viscosidad de Newton (Ec. 2.1),

siendo la viscosidad

g = Ynmitd =1 pirA (2.20)

La Ec. 2.20 fue obtenida por Maxwell en 1860 segun Bird 1993.
Combinando las Ecs. 2.13,.15 y .20, se obtiene

(2.21)

que corresponde a la viscosidad de un gas a baja densidad, constituido por

esferas rigidas. Obsérvese que es preciso conocer un valor experimental de
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u para determinar el diametro de colision d, a partir del cual se puede

predecir u en otras condiciones.

La deduccién anterior proporciona una descripcion cualitativamente correcta
de la transferencia de cantidad de movimiento en un gas a baja densidad. La
prediccion de la Ec. 2.21 de que p es independiente de la presion esta en
buena concordancia con los resultados experimentales para presiones de
hasta unas 10 atm (véanse Figs. 5 y 6). En cambio, la dependencia con
respecto a la temperatura es menos satisfactoria; los datos experimentales
de varios gases indican que p varia mas rapidamente de lo que corresponde
a T%°, y que ademas, esta variacion no puede representarse exactamente
mediante una funcion potencial de T (véase Fig. 5). Para predecir con
exactitud la variacion de p con la temperatura hay que sustituir el modelo de
la esfera rigida por un campo de fuerzas moleculares mas realista, y ademas,
analizar mas cuidadosamente la desviacion respecto del comportamiento de
equilibrio. A continuacién se presentan los resultados de un analisis detallado

del problema.

Antes de la primera Guerra Mundial, Chapman en Inglaterra y Enskogs en
Suecia (1951) desarrollaron, independientemente, una teoria cinética
rigurosa de los gases monoatomicos a baja densidad. La teoria de
Chapman-Enskog da expresiones para los coeficientes de transporte en
funcién de la energia potencial de interaccion entre dos moléculas del gas.
La energia potencial ¢ estd relacionada con la fuerza de interaccion F

mediante la ecuacion F =-del/dr, en la que r es la distancia entre las

moléculas. Si se conociese exactamente como varian las fuerzas entre las
moléculas, en funcidn de la distancia entre ellas, se podria sustituir en las

ecuaciones de Chapman-Enskog y calcular los coeficientes de transporte.
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La forma exacta de la funcidon ¢(r) no se conoce, pero afortunadamente, se
ha comprobado, mediante una investigacion copiosa, que una funcién
empirica muy satisfactoria de la energia potencial es el potencial (6-12) de

Lennard-Jones:

o) = 4{@ - (gﬂ (2.22)

donde o es un didmetro caracteristico de la molécula (el «didmetro de
colisién») y € una energia caracteristica de interaccién entre las moléculas
(la energia de atraccion maxima entre dos moléculas). Esta funcién se
representa en la Fig. 8, que pone de manifiesto los caracteres tipicos de las
interacciones moleculares: débil atraccion para grandes separaciones
(practicamente proporcional a r'6), y fuerte repulsion para separaciones
pequefas (aproximadamente proporcional a r'72). La Ec. 2.22 resulta muy
satisfactoria para numerosas moléculas no polares. Los valores de c y € se
conocen para muchas substancias. Si no se conocen los valores de o vy ¢,
pueden calcularse a partir de las propiedades del fluido en el punto critico (c),
de la temperatura normal de ebullicion del liquido (b), o del punto de fusion

del solido (m), mediante las siguientes ecuaciones empiricas

TC
p.

%
& =071T, =084 o 2,44( ) (2.23-.24-.25)

& =115T, o =1166V,}, (2.26-.27)
&, =192T, 0=1222, (2.28-.29)
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en las que ¢/x y T estan en °K, ¢ en unidades Angstrom, v en cm® g-mol™, y

Pc
en atm.

Figura 8. Funcién de energia potencial que describe la interaccion de dos
moléculas esféricas no polares. Bird 1993.
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El coeficiente de viscosidad de un gas monoatémico puro de peso molecular
M, a la temperatura T, viene dado en funcion de los parametros o y € por la

siguiente ecuacion

JMT

2
c°Q,

1 =2,6693*10°° (2.30)

en la que u [=] g cm™'seg™, T [=] °K, o[=] A, y Q, es una funcién ligeramente
decreciente del numero adimensional «T/g, cuyos valores se dan en la Tabla
B-2 del libro de Bird 1993.

Aunque esta formula se ha deducido para los gases monoatdomicos, se ha
encontrado que resulta también muy adecuada para los gases poliatdmicos.
La variacion de p con la temperatura que predice esta ecuacion concuerda
satisfactoriamente con la linea de baja densidad en la grafica de viscosidad
reducida de la Fig. 3. Obsérvese de nuevo que la viscosidad de los gases a
baja densidad aumenta con la temperatura, aproximadamente con la
potencia 0,6 a 1,0 de dicha variable. Recuérdese también que para el

intervalo de baja densidad, la viscosidad es independiente de la presion.

Si el gas estuviese constituido por esferas rigidas de diametro o (en vez de
moléculas reales con fuerzas atractivas y repulsivas), Q, valdria la unidad.
Por lo tanto, la funcion Q,, puede interpretarse como la desviacion respecto

del comportamiento de la esfera’ rigida.

La teoria de Chapman-Enskog (1951) ha sido ampliada por Curtiss y
Hirschfelder (1949), para incluir las mezclas gaseosas de varios
componentes. En la mayor parte de los casos resulta muy adecuada la

ecuacion empirica de Wilke (1950):
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n

T (2.31)

/’lmCZC. =
i=1 leq)y
j=1
en la que
% % 7k
o, = |1 M| gy A ( J (2.32)
‘ \/g Mj H; M,

En estas ecuaciones, n es el numero de especies quimicas existentes en la
mezcla; x; y x; son las fracciones molares de las especies iy j; w y p;j son las
viscosidades de i y j a la temperatura y presion del sistema; y M; y M, son los
pesos moleculares correspondientes. Obsérvese que ®@; es un numero
adimensional, y que ®; = 1 cuando / = j. Se ha comprobado que la Ec. 2.31
reproduce los valores experimentales de pmezc. COn una desviacion media del
orden del 2 % . La variacion de pmezxc. CON la composicion es
extraordinariamente no lineal para algunas mezclas, especialmente las de

gases ligeros y pesados.

En resumen, las Ecs. 2.30, .31, .32 son férmulas utiles para el calculo de
viscosidades de gases no polares y mezclas gaseosas a baja densidad, a
partir de valores tabulados de los parametros de fuerza intermolecular ¢ y «.
Sin embargo, no pueden aplicarse con seguridad en el caso de gases
constituidos por moléculas polares o muy alargadas, debido a que los
campos de fuerza que existen entre estas moléculas dependen
extraordinariamente del angulo. Una modificacion de la Ec. 2.22, teniendo en
cuenta la influencia angular, ha dado buenos resultados para vapores
polares tales como H,O, NH3z, CH3;0H, y NOCI. Por ultimo, una limitacién,
generalmente sin importancia, consiste en que estas ecuaciones han de

modificarse en el intervalo de temperatura inferior a 100°K para tener en
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cuenta los efectos cuanticos. Para gases mas pesados que el H, y el He, los
efectos cuanticos sobre la viscosidad pueden despreciarse, aun para

temperaturas inferiores.
2.5 TEORIA DE LA VISCOSIDAD DE LOS LiQUIDOS

El conocimiento que tenemos de la viscosidad de los liquidos es
fundamentalmente empirico, ya que la teoria cinética de los liquidos se ha
desarrollado tan sélo de forma parcial. No obstante, tiene interés la teoria
aproximada desarrollada por Eyring y colaboradores (1941), porque explica
el mecanismo que tiene lugar, y permite estimar aproximadamente la

viscosidad a partir de otras propiedades fisicas.

En un liquido puro en reposo, las moléculas estan constantemente en
movimiento, pero debido al compacto empaquetamiento, el movimiento
queda reducido practicamente a la vibracion de cada molécula dentro de una

«jaula» formada por las moléculas mas proximas. Esta jaula esta
representada por la barrera de energia potencial de altura AG,/ N, como se

indica en la Figura 9. Eyring (1941) sugirié6 que un liquido en reposo sufre
reordenaciones continuas, durante las cuales una molécula escapa desde
una «jaula» a un «hueco» adyacente, tal como se indica en la Fig. 9, y que
de esta forma, las moléculas se mueven en cada una de las direcciones de
las coordenadas cartesianas, dando saltos de longitud a y frecuencia por

molécula k, estando k dada por la ecuacion de velocidad

= %TeAé(’/RT (2.33)
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En esta ecuacion, k y h son las constantes de Boltzmann y Planck, R es la
constante molar de los gases, AG,es la «energia libre de activacion» molar

del fluido estacionario.

Si el fluido circula en la direccion-x con un gradiente de velocidad dw/dy, la
frecuencia de las reordenaciones moleculares aumenta. Este efecto puede
explicarse teniendo en cuenta que la barrera de energia potencial se

distorsiona a causa del esfuerzo aplicado 1,y (véase Fig. 9), de forma que

_ 7
_AG=-AG, + (ﬂj i (2.34)

donde 7 es el volumen de un mol de liquido y i(%jrxjm corresponde,

aproximadamente, al trabajo comunicado a las moléculas que se mueven
hacia la cima de las barreras de energia, segun que se muevan a favor del
esfuerzo cortante aplicado (signo mas) o en contra de él (signo menos).
Llamando k;, a la frecuencia de los saltos hacia adelante y k, a la de los

saltos hacia atras, a partir de las Ecs. 2.33 y 2.34 se encuentra que

T o ar, V

kf _ K_efAGO/RTe wV 126RT (2.35)
h
T G —ar, V

k, = %e—AGOIRTe wV 126RT (2.36)

La velocidad neta con que las moléculas de la capa A (Fig. 9) se ponen

delante de las de la capa B, es exactamente el camino recorrido en un salto
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(a) multiplicado por la frecuencia neta de los saltos hacia adelante (ki — kp);
por tanto

v vy =alk, ~k,) (2.37)

Teniendo en cuenta que el perfil de velocidad es lineal en la pequefiisima

distancia 6 comprendida entre las capas Ay B, se llega a

_ dyx =g("f ~k,) (2.38)

Figura 9. llustracion de un proceso de escape en el flujo de un liquido. La

molécula 1 tiene que atravesar un estrecho «pasadizo» para alcanzar el
lugar vacante. (Bird 1993)
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Combinando las Ecs. 2.35, .36 y .38, se obtiene finalmente

de a( T —AG, | RT ar, V| 26RT —ar, V| 26RT
—| —e e’ —e

dy o\ h
. (2.39)
_ A KT joadysar 2senhaTyXV
o\ h 20RT

Es interesante hacer notar que la Ec. 2.39 predice el flujo no-newtoniano de
los liquidos en general; de hecho, esta ecuacidon tiene la misma forma

general que el modelo de Eyring, correspondiente a la Ec. 2.5. Pero si
ryj/ZéRT es pequeio comparado con la unidad, la Ec. 2.39 concuerda con
la ley de Newton de la viscosidad, siendo

_ é@e@m

- (2.40)

en la que N es el numero de Avogadro. En la mayor parte de las aplicaciones

se toma &a igual a la unidad, pero esta simplificacion no supone una
disminucién de la exactitud, puesto que Aéo se ha determinado

empiricamente para conseguir que la ecuacion concuerde con los datos

experimentales.

Se ha encontrado que las energias libres de activacion AG,, determinadas

ajustando la Ec. 2.39 para los datos experimentales de la viscosidad frente a
la temperatura, son casi constantes para un fluido dado, y pueden
correlacionarse facilmente con la energia interna de vaporizacion a la

temperatura normal de ebullicion

AG, =0,408AU,, (2.41)
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Utilizando esta informacion empirica, y tomando &a = 1 (lo que esta de
acuerdo con los calculos que conducen a la Ec. 2.41), la Ec. 240 se

transforma en,

L= N7heo,4O8Al7w,p/RT (2.42)

La energia de vaporizacién a la temperatura normal de ebullicion puede

calcularse aproximadamente mediante la regla de Trouton
AU, =AH,, —RT =9,4rT, (2.43)

Con esta ultima aproximacién, la Ec. 2.42 queda

p= N7he3'8w (2.44)

Las Ecs. 2.42 y 2.44 indican que la viscosidad disminuye exponencialmente
con la temperatura, lo que esta de acuerdo con el comportamiento observado
para la mayor parte de los liquidos. Estas dos ecuaciones no son muy
exactas, dando frecuentemente errores de hasta un 30%; son Utiles
especialmente para una estimacion aproximada, y sirven de guia para la
interpolacién y extrapolacién de datos incompletos de viscosidad. No
deberan utilizarse, .sobre todo para moléculas lineales muy largas, como, por
ejemplo, n-CyoHs2, que se desvian notablemente de la Ec. 2.41. Otras

férmulas empiricas pueden encontrarse en la obra de Partington (1949).
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3. DISTRIBUCIONES DE VELOCIDAD EN FLUJO LAMINA

Ahora se estudiara como se pueden calcular los perfiles de velocidad laminar
en algunos sistemas geométricamente sencillos. Para estos calculos se hace
uso de la definicion de viscosidad y del concepto de un balance de cantidad
de movimiento. En realidad, para los problemas de ingenieria no se necesita
generalmente un conocimiento completo de las distribuciones de velocidad.
Por el contrario, es preciso conocer la velocidad maxima, la velocidad media,
y el esfuerzo cortante en una superficie. Estas magnitudes pueden deducirse

facilmente una vez que se conocen los perfiles de velocidad.

En la primera seccidén se hacen algunas observaciones generales acerca de
los balances diferenciales de cantidad de movimiento. En las secciones que
siguen después se exponen con detalle algunos ejemplos clasicos de los
tipos de flujo viscoso. Estos ejemplos deberan de entenderse perfectamente,
puesto que con frecuencia nos referiremos a ellos en capitulos posteriores,
El estudiante se dara cuenta de que estos sistemas son demasiado sencillos
para tener de por si interés en ingenieria. Si bien es cierto que representan
casos muy idealizados, los resultados que se obtienen encuentran grandes

aplicaciones en el estudio de numerosas cuestiones de mecanica de fluidos.

Los sistemas que se estudian en este capitulo estan ordenados de forma que
el lector entra a considerar gradualmente los distintos factores que
intervienen en la solucion de los tipos de flujo viscoso. El problema de la
pelicula descendente, que se estudia en 3.2, proporciona informacién sobre
el papel que juegan las fuerzas de gravedad y sobre la utilizacién de las
coordenadas cartesianas; se indica también cémo puede llegarse a la

solucion en el caso de que la viscosidad sea una funcién de la posicion. En
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3.3 se considera el flujo en un tubo circular, que ilustra sobre el papel de la
presion y las fuerzas de gravedad, a la vez que se indica el uso de
coordenadas cilindricas; se expone asimismo como se tratan los problemas
de flujo no-newtoniano. El flujo en un anillo cilindrico, que se estudia en 3.4,
pone de manifiesto como intervienen las condiciones limite en la obtencion
de la solucion final. En 3.5 nos adentrarnos mas en la cuestion de las
condiciones limite, al discutir el flujo de dos fluidos adyacentes inmiscibles.
Finalmente, en 3.6 se considera brevemente el flujo alrededor de una esfera,
con el fin de presentar un problema en coordenadas esféricas e indicar al

mismo tiempo como se opera con fuerzas normales y tangenciales.

Los métodos y problemas que aparecen en este capitulo se aplican
solamente al flujo en estado estacionario. Por «estado estacionario» se
entiende que las condiciones en cada uno de los puntos de la corriente no
varian con el tiempo. Es decir, que una fotografia del sistema de flujo en el
tiempo t seria exactamente igual a otra tomada algun tiempo después, t + At.

La teoria aqui descrita fue basa en el libro de Bird 1993.

3.1 BALANCES ENVOLVENTES DE CANTIDAD DE MOVIMIENTO:
CONDICIONES LIiMITE

Los problemas que se pueden aplica en los capitulos 3.2 a 3.5 se estudian
aplicando balances de cantidad de movimiento a una delgada «envoltura» de
fluido. Para el flujo rectilineo en estado estacionario, el balance de cantidad

de movimiento es:

Velocidad de Velocidad de Suma de las
entrada de cantidad | - | salida de cantidad |+ | fuerzas que acttan |= g
de movimiento de movimiento sobre el sistema

(3.1)
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Al sistema puede entrar cantidad de movimiento por transporte, de acuerdo
con la expresion newtoniana (o no-newtoniana), de densidad de flujo de
cantidad de movimiento. También puede entrar cantidad de movimiento
debido al movimiento global del fluido. Las fuerzas que nos interesan son las
fuerzas de presiéon (actuando sobre superficies) y las fuerzas de gravedad

(que actuan sobre todo el volumen).

El balance de cantidad de movimiento de la Ec. 3.1 puede aplicarse
Solamente cuando las lineas de corriente del sistema son lineas rectas (es
decir, para el flujo rectilineo). En general, el procedimiento a seguir para
plantear y resolver problemas de flujo viscoso es el siguiente: primeramente
se escribe un balance de cantidad de movimiento, de la forma de la Ec. 3.1
para una envoltura de espesor finito; después se hace tender hacia cero este
espesor, utilizando la definicibn matematica de la primera derivada con el fin
de obtener la correspondiente ecuacion diferencial que describe la
distribucion de la densidad de flujo de cantidad de movimiento. Se introduce
entonces la adecuada expresion newtoniana de la densidad de flujo de
cantidad de movimiento, con et fin de obtener una ecuacién diferencial para
la distribucién de velocidad. Mediante la integracion de estas dos ecuaciones
diferenciales se obtienen, respectivamente, las distribuciones de densidad de
flujo de cantidad de movimiento y de velocidad en el sistema. Esta
informacion puede utilizarse después para calcular muchas otras
magnitudes, tales como velocidad media, velocidad maxima, velocidad
volumétrica de flujo, perdida de presién, y fuerzas que actuan sobre las

superficies limite.
En las integraciones que hemos mencionado aparecen varias constantes de

integracion que se evaluan utilizando las «condiciones limite», es decir,

determinaciones de hechos fisicos para valores concretos de la variable
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independiente. La mayor parte de las condiciones limite utilizadas son las

siguientes:

a. En las interfases soélido-fluido, la velocidad del fluido es igual a la velocidad
con que se mueve la superficie misma; es decir, que se supone que el fluido

esta adherido a la superficie sdlida con la que se halla en contacto.

b. En las interfases liquido-gas, la densidad de flujo de cantidad de
movimiento, y por consiguiente, el gradiente de velocidad en la fase liquida,
es extraordinariamente pequeno, y en la mayor parte de los calculos puede

suponerse igual a cero.

c. En las interfases liquido-liquido, tanto la densidad de flujo de cantidad de
movimiento como la velocidad son continuas a través de la interfase; es

decir, que son iguales a ambos lados de la interfase.

En las secciones que siguen encontraremos estos tres tipos de condiciones
limite.

En esta seccidn hemos presentado algunas reglas generales para la
resolucion de problemas elementales de flujo viscoso. A continuacion se

aclara la aplicacion de estas reglas para algunos sistemas sencillos de flujo.

3.2 FLUJO DE UNA PELICULA DESCENDENTE

Como primer ejemplo, consideremos una superficie plana inclinada, tal como
se indica en la Figura 10 Estas peliculas se han estudiado en relacién con
torres de pared mojada, experiencias de evaporacion y absorcion de gases y
aplicacion de capas de pintura a rollos de papel. Se supone que la viscosidad
y densidad del fluido son constantes y se considera una region de longitud L,

suficientemente alejada de los extremos de la pared, de forma que las
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perturbaciones de la entrada y la salida no estan incluidas en L; es decir, que

en esta region el componente v,, de la velocidad es independiente de z.

Comenzamos aplicando un balance de cantidad de movimiento z sobre un
sistema de espesor Ax, limitado por los planos z = 0y z = L, y que se
extiende hasta una distancia W en la direccion y. (Véase Fig. 11) Los

distintos componentes del balance de cantidad de movimiento son por tanto:

Figura 10. Diagrama esquematico del experimento de una pelicula
descendente, con indicacion de los efectos finales. En la regién de Longitud
L la distribucién de velocidad esta totalmente desarrollada. (Bird 1993).

Perturbacién de entrada

B "<—— Entrada de

liquido
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Velocidad de entrada de
cantidad de movimiento z (LW)(TW)| (3.2)
a través de la superficie o
situada en x

Velocidad de salida de
cantidad de movimiento z (Zw)r.) N (3.3)
a través de la superficie !
situada en X + AX

Velocidad de entrada de

cantidad de movimiento z (WAva )(PVZX (3.4)
a través de la superficie =

situadaenz=0

Velocidad de salida de

cantidad de movimiento z (waxv, Xov.) (3.5)
a traveés de la superficie -
situadaenz =1L

Fuerza de gravedad que (LWAx) pg cos 3) (3.6)
actua sobre el fluido

Téngase en cuenta una vez mas que la «entrada» y «salida» se toma en la

direccion positiva de los ejes x, y z. La notacién |x+Ax| quiere decir

«evaluado para x+Ax».

Substituyendo estos términos en el balance de cantidad de movimiento de la

Ec. 3.2 se obtiene

LWt

T LWt

A WAxpv | —WAxpv.’| +LWAxpgcos S =0 (3.7)
X+ 0 z=L
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Figura 11. Flujo viscoso isotérmico de una pelicula de liquido bajo la
influencia de la gravedad, sin formacién de ondulaciones. Capa de espesor A
X sobre la que se aplica el balance de cantidad de movimiento. El eje y es
perpendicular al plano del papel. (Bird 1993).
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Como v, vale lo mismo para z =0y z =L, para cada valor de x, los términos
tercero y cuarto se anulan entre si. Dividiendo la Ec. 3.7 por LWAx y tomando

el limite cuando Ax tiende hacia cero:

Xz | x4+ Ax - sz

lim
Ax—0

~ | = pgcosf (3.8)
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El primer miembro de esta ecuacion es por definicién la derivada primera de

Txz CON respecto a x. Por tanto, la Ec. 3.8 puede escribirse asi

irn = pgcos f (3.9)
dx

que es la ecuacion diferencial para la densidad de flujo de cantidad de
movimiento .. Al integrarla se obtiene

7. =pgxcosf+C, (3.10)

La constante de integracion puede evaluarse aplicando la condicién, limite

correspondiente a la interfase liquido-gas
C.L. 1: parax =0 Tz = 0 (3.11)
cuya substitucion en la Ec. 3.10 conduce a C4 = 0.

Por lo tanto, la, distribuciéon de la densidad de flujo de cantidad de

movimiento es

T = pgxcosf (3.12)
tal como se indica en la Figura 11.
Si el fluido es newtoniano, ya sabemos que la densidad de flujo de cantidad

de movimiento esta relacionada con el gradiente de velocidad mediante la

expresion,

T =u (3.13)




Substituyendo este valor de 1, en la Ec. 3.12 se obtiene la siguiente

ecuacion diferencial para la distribucion de velocidad

dv _ [ pgcosp ). (3.14)
dx 7, '

que puede integrarse facilmente para obtener

v = —(M}/ el (3.15)
2u

La constante de integracion se evalua a partir de la condicion limite

correspondiente
C.L. 2 para x = 9o v=0 (3.16)

Substituyendo esta condicion limite en la Ec. 3.15 se obtiene que

C, =(pgcos #12u)5?. Por consiguiente, la distribucién de velocidad es

v, :Pgiﬂ{z_&ﬂ (3.17)
u

Resulta, por tanto, que el perfil de velocidad es parabdlico. (Véase Fig. 11).
Una vez que se ha obtenido el perfil de velocidad, pueden calcularse las

siguientes magnitudes:

(i) La velocidad maxima v;max €S evidentemente la velocidad para x = 0; por

tanto
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2
_ P80 cosp (3.18)

2u

z,max

(i) La velocidad media <v,> en una seccion transversal de la pelicula, se

obtiene mediante el calculo siguiente:

_ J.oW J'j v, dxdy
[} [t

= éJj v_dx

2 2
s ([, (5] )

2u 0 o o
_ peoeosp

3u

(vz)

(3.19)

(iii) La velocidad volumétrica de flujo Q se obtiene a partir de la velocidad

media, o por integracion de la distribucion de velocidad:

_ pgWs’ cos B

0= LW J.j v, dxdy = W5<vz> 9

(3.20)

(iv) El espesor de la pelicula 6 puede expresarse en funcién de la velocidad
media, de la velocidad volumétrica de flujo, o la velocidad de flujo de masa

por unidad de anchura de pared (T = pd<v>):
3
so |2Hve) _ [3w0 [ 3ur (3.21)
pgcos B\ pgWcospB \ p’gcosp
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(v) El componente-z de la fuerza F del fluido sobre la superficie se obtiene
integrando la densidad de flujo de cantidad de movimiento sobre la interfase

fluido-soélido:

F = J;L J;W T.| _sdvdz

d z
:LLJ.OW—,u d‘)/c X:(dedz

= pgdLW cos (3.22)

Es evidente que esto corresponde exactamente al componente-z del peso de

todo el fluido, contenido en la pelicula.

Los anteriores resultados analiticos son solo validos cuando la pelicula
desciende en flujo laminar con lineas de corriente rectas. Estas condiciones
se cumplen para el flujo lento de peliculas viscosas delgadas.
Experimentalmente se ha encontrado que al aumentar la velocidad <v,> de
la pelicula; al aumentar su espesor 9, y al disminuir la viscosidad cinematica
v = wp, varia gradualmente la naturaleza del flujo. Durante este cambio
gradual se pueden observar tres tipos distintos de flujo, mas o menos
estables: (a) flujo laminar con lineas de corriente rectas, (b), flujo laminar con
ondulaciones, y (c) flujo turbulento. La informacion cuantitativa respecto del
tipo de flujo que puede esperarse para una serie determinada de condiciones
fisicas es solo fragmentaria. Para paredes verticales se puede dar la

siguiente informacion:

Flujo laminar sin ondulaciones Re<4a25
Flujo laminar con ondulaciones 4a25 < R <1000 a 2000
Flujo turbulento Re >1000 a 2000
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siendo R, = 45(1/2 >p/ u=4T | u el numero de Reynolds para este sistema.

3.3 FLUJO A TRAVES DE UN TUBO CIRCULAR

El flujo de fluidos en tubos circulares se encuentra con frecuencia en fisica,
quimica, biologia e ingenieria. El flujo laminar de fluidos en tubos circulares
puede analizarse mediante el balance de cantidad de movimiento que se ha
descrito en 3.1. La unica modalidad nueva que se introduce aqui es el uso de
coordenadas cilindricas, que son las coordenadas naturales para describir

las posiciones en una tuberia circular.

Consideremos el flujo laminar en estado estacionario de un fluido de
densidad constante p en un tubo «muy largo» de longitud L y radio R.
Especificamos que el tubo sea «muy largo» porque vamos a suponer que no
existen «efectos finales»; es decir, que vamos a ignorar el hecho de que a la
entrada y a la salida el flujo no sera necesariamente paralelo a la superficie
del tubo.

Elegimos como sistema una envoltura cilindrica de espesor Ar y longitud L
(véase Figura 12), y comenzamos por enumerar las distintas contribuciones

al balance de cantidad de movimiento en la direccion z:
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Figura 12. Envoltura cilindrica de un fluido sobre la cual se aplica el balance
de cantidad de movimiento, para obtener el perfil de velocidad y la formula de
Hagen-Poiseuille para la velocidad volumétrica de flujo. (Bird 1993)
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Velocidad de entrada de
cantidad de movimiento z (2mLz,.) (3.23)
a traveés de la superficie '
cilindrica situadaenr

Velocidad de salida de

cantidad de movimiento z a (27er T)
traves de la superficie

cilindrica situada en r + Ar

(3.24)

r+Ar

Velocidad de entrada de

cantidad de movimiento z (27Z7’Aruz )(pvz)| (3.25)
a través de la superficie z=0

anular situadaenz =0

Velocidad de salida de

cantidad de movimiento z (2mArv, fpv. ), (3.26)
a través de la superficie -
anular situadaenz =L

Fuerza de gravedad que
act(ia sobre la envoltura (2mArL)pg (3.27)
cilindrica

Fuerza de presion que

actua sobre la superficie (2mAr)p, (3.28)
anular situadaenz =0

Fuerza de presion que
actla sobre la superficie - (ZWAV)PL (3.29)
anular situadaenz =L

Téngase en cuenta una vez mas que la «entrada» y «salida» se toma en la

direccion positiva de los ejes.

Sumando las contribuciones al balance de cantidad de movimiento, se

obtiene
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(onLr,) —(2mlz,) +(27mrpvj] —(szpvj] . +2aN L+ 2 p,—p,)=0  (3.29)

z=0 =

Como se supone que el fluido es incompresible, v, es la mismaparaz=0y
z =1L, y, por tanto, los términos tercero y cuarto se anulan entre si. Dividiendo
la Ec. 2.3-8 por 27xl.Ar y pasando al limite, cuando Ar tiende hacia cero,

queda

Iim[(’”l’rzlﬁm _(rrrz ,4]=(p0_pL _I_pgjr (330)

Ar—0 Ar

El primer miembro de esta ecuacién es por definicion la derivada primera, y

por, tanto la Ec. 3.30 puede escribirse asi:

d P, —P
E(rr,z):(%ﬂogjr (3.31)

enlaque P =p - pgz. La Ec. 2.3-10 puede integrarse para obtener:

_ (Po P, jHQ (3.32)

La constante C4 tiene que ser cero si la densidad de flujo de cantidad de
movimiento no es infinita para r = 0. La distribucion de la densidad de flujo de

cantidad de movimiento es, por consiguiente

Trzz( o7 jr (3.33)
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Esta distribucion se indica en la Figura 13.

Figura 13. Distribuciones de velocidad y densidad de flujo de cantidad de
movimiento para el flujo en tubos cilindricos. (Bird 1993)
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La ley de Newton para la viscosidad para este caso es

T, = (3.34)
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Substituyendo este valor de 1, en la Ec. 3.33, se obtiene para la velocidad la

siguiente ecuacion diferencial:

v, _ —( Py =P, jr (3.35)
dr 2ul
Integrando, se llega a
v, = —(ﬂjﬂ +C, (3.36)
4L

Teniendo en Cuenta la condicién limite de que v, es cero para r = R, se

obtiene para la constante C, el valor (P o - P ;)R%4uL. La distribucidon de

v, :M{]_(sz:l (3.37)
4l R

Este resultado nos indica que la distribucion de velocidad para el flujo laminar

velocidad es por tanto

de un fluido incompresible en un tubo es parabdlica. (Véase Fig. 13)
Una vez que se conoce el perfil de velocidad, pueden calcularse facilmente

las siguientes magnitudes:
(i) La velocidad maxima, vz msx., tiene lugar para r = 0, y su valor es

_ (Po -P, )R2
z,max. 4IUL

14

(3.38)

(i) La velocidad media <v,>, se calcula sumando todas las velocidades en

una seccion transversal y dividiendo por el area de dicha seccion:
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_ J.(JZ”.LR Vzrdrde — (P() - PL )R2
Lfﬂ%mde 8l

(v.)

(3.39)

Los detalles de la integracion se dejan para el lector. Nétese que

<v>=V2 Vz,méax.

(iii) La velocidad volumétrica de flujo Q, es el producto del area por la
velocidad media, por tanto
7P, -P,)R"

Q 8L

(3.40)

Este ultimo resultado es la conocida ley de Hagen-Poiseuille (1839), en
honor de los dos cientificos que se han hecho famosos con esta férmula.
Establece la relacion que existe entre la velocidad volumétrica de flujo y las
fuerzas que originan dicho flujo (las fuerzas relacionadas con la caida de

presion y la aceleracion gravitacional).
(iv) El componente z de la fuerza del fluido que actua sobre la superficie

mojada de la tuberia F, es exactamente la densidad de flujo de cantidad de

movimiento integrado sobre el area mojada:

Este resultado viene a decir que la fuerza neta que actua en el sentido de la

av, = 7Z'R2(P0 - PL)= zzRZ(p(, —pL)+ R’ Lpg (3.41)
r

d

F;zcﬂﬂ{—y

r=R

corriente sobre el cilindro de fluido, debido a la diferencia de presion y a la
aceleracion gravitacional, se equilibra exactamente por la fuerza viscosa F;

que tiende a oponerse al movimiento del fluido.
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Los resultados de esta seccion son validos solamente para valores del
numero de Reynolds inferiores a 2100, para los que el flujo es laminar. Para
este sistema se acostumbra definir el numero de Reynolds por R = D<v;>p/u

siendo D = 2R, el diametro del tubo.

A continuacion vamos a resumir todas las suposiciones que estan implicitas

en el desarrollo de la ley de Hagen-Poiseuille (1839):

a. El flujo es laminar (Re menor que aproximadamente 2100)

b. La densidad p es constante («flujo incompresible»)

c. El flujo es independiente del tiempo («estado estacionario»).

d. El fluido es newtoniano; es decir, 7, = -y(dv/dr).

e. Los efectos finales son despreciables. En la practica se necesita una
«longitud de entrada» (después de la entrada del tubo) del orden de L, =
0,035D R, para que se formen los perfiles parabdlicos. Si en la seccion de la
tuberia de que se trata esta incluida la region de entrada hay que aplicar una
correccion. El factor de correccion que se introduce bien sea en 4P o en Q

nunca excede de Lo/L si L > L.

f. El fluido se comporta como un medio continuo. Esta, suposicion es valida,
excepto para los gases muy diluidos o tubos capilares muy estrechos, en los
que el recorrido libre medio es comparable al diametro del tubo (régimen de
«flujo de deslizamiento»), 0 mucho mayor que el didametro del tubo (régimen

de «flujo de Knudsen (1934)» o de «flujo de molécula libre»).
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g. No hay deslizamiento en la pared. Esta suposicién es muy correcta para

los fluidos puros en las condiciones que se han supuesto en (f).

3.4 FLUJO A TRAVES DE UNA SECCION DE CORONA CIRCULAR

Vamos a considerar ahora otro problema de flujo viscoso en coordenadas
cilindricas, pero cuyas condiciones limites son diferentes. Un fluido
incompresible fluye en estado estacionario a través de la region comprendida

entre dos cilindros circulares coaxiales de radios kR y R (véase Figura 14).

Figura 14. Flujo ascendente a través de dos cilindros concéntricos(Bird 1993)
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Comenzamos efectuando un balance de cantidad de movimiento sobre una
fina envoltura cilindrica, y se llega a la misma ecuacién diferencial que se ha

obtenido anteriormente para el flujo en un tubo (véase Ec. 3.31):

Lrr,)-= [P° i Jr (3.42)

Téngase en cuenta que para este problema P = p + pgz, puesto que las
fuerzas de presion y gravedad actuan en direcciones opuestas. Esta
ecuacion diferencial puede integrarse igual que antes (véase Ec. 3.23), para

obtener

=(P° P, jwﬂ (3.43)

rz

La constante C4 no puede determinarse de forma inmediata, puesto que no,
disponemos de informacion acerca de la densidad de flujo, de cantidad de
movimiento en ninguna de las dos superficies r = kR o r = R; Lo mas que
podemos decir es que ha de existir un maximo de la curva de velocidad en
un cierto plano (hasta ahora desconocido) r = AR, para el cual la densidad de
flujo de cantidad de movimiento ha de ser cero. Teniendo esto en cuenta,

puede substituirse C; por —(P o — P |)(AR)?/2L, con lo que la Ec. 3.43 se

O] e

transforma en

=
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Noétese que A es todavia una constante de integracion desconocida. La unica
razon de haber substituido C¢ por A es que conocemos el significado fisico de
A.

Substituyendo en la Ec. 3.44 la ley de la viscosidad de Newton t,=-p(dv,/dr)

se obtiene esta ecuacion diferencial:

de =_(P0_PL)R|:(L)—AZ(EJ:| (345)
dr 2ul R r
Integrando con respecto ar:
v = -MKLJ iyt |n(ij . Cz} (3.46)
4ul R R

Ahora pueden evaluarse las dos constantes de integracion A y C,, utilizando

las dos siguientes condiciones limite:

C.L.1: parar= xR v,=0
(3.47)
C.L. 2: parar=R v=0
(3.48)

Substituyendo estas condiciones limites en la Ec. 2.4-5 se obtienen estas

dos ecuaciones simultaneas

(Po — PL )R
4l

0=- (K =227 Ink +C,) (3.49)
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__(PO_PL)R
0= PR 1+c,) (3.50)

de las que se deduce el valor de las constantes Co y A

1— x°2

C, =-1 22° = n@/x) (3.51-.52)

Substituyendo estos valores en las Ecs. 3.44 y 3.46 se obtienen,
respectivamente, la distribucion de densidad de flujo de cantidad do
movimiento y la distribucién, de velocidad, para el flujo incompresible en

estado estacionario a través de dos tubos concéntricos

== O e )] 0%

v = %{1-&] +(Ir’](_] 7;)] In(%ﬂ (3.54)

Obsérvese que cuando k se hace cero estas ecuaciones se transforman en

las correspondientes al flujo en tubos circulares (véanse Ecs. 3.33 y 3.34). El
lector debera de habituarse a comprobar analiticamente los resultados para

asegurarse de que describen adecuadamente los «casos limite».

Una vez que se conocen ya las distribuciones de velocidad y densidad de
flujo de cantidad de movimiento, pueden obtenerse de forma inmediata otras

magnitudes interesantes:
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(i) La velocidad maxima

R ) (e

\%

zmax. ~ "V z

(i) La velocidad media

27w (R
<V >: J.o L v rdrdf _ (Po -P, )RZ (]_K4 _ 1-x’ J (3.56)
z J-OZH.Lerrde 8/1[1 ]—K2 In(]/K)

(iii) La velocidad volumétrica de flujo

0= a2 (1- k7o) %((1;«)%} 357)

(iv) La fuerza ejercida por el fluido sobre el sélido se obtiene sumando las

fuerzas que actuan sobre los cilindros interior y exterior, respectivamente:

F=-1_ . -27Z'RL=7Z'R2(1—K2XPO -P,) (3.58)

o 2TKRL+ 7

r= r=

El estudiante debera de comprobar e interpretar, como ejercicio, estos
resultados.

Las ecuaciones anteriores se transforman en las formulas para el flujo en
tubos circulares en el caso limite de que x — 0. De igual forma, se obtienen
también las ecuaciones para el flujo en rendijas planas cuando x —1. Los
procesos necesarios para obtener estas ultimas se tratan en los problemas
2.F (para la velocidad volumétrica de flujo) y 2.P (para los perfiles de
velocidad) del libro de Bird 1993.
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La solucion que se ha obtenido es solo valida para el flujo laminar. La

transicién de laminar a turbulento se produce en las inmediaciones de Rg =

2000, estando el numero de Reynolds definido por R, = 2R(I1-x)v, )p/ . En

realidad, antes de la transicién, el flujo laminar estable presenta un

movimiento sinuoso.

3.5 FLUJO ADYACENTE DE DOS FLUIDOS INMISCIBLES

Hasta aqui hemos considerado casos de flujo con superficies de separacién
sélido-fluido y liquido-gas. Vamos a ver ahora un ejemplo de flujo con

superficie de separacion liquido-liquido. (Véase Figura 15)

Figura 15. Flujo de dos fluidos inmiscibles entre dos Iaminas planas paralelas
debido a un gradiente de presion. (Bird 1993).

Distribucién de (Pog — P )b | ! + 3_11”_
vc'ocidcd\"-_i_ fxr T 27 ul & ,U” )
[+ rorrsrss Z FIFISEES, Z R SIEERETIL L TEEEEEPESFEPE S P LIS 2z Iz # Z m ;rrd
thluido meanos den:or _ e
1 e y menos
- | It T BRI - b
YISCOSO0
,+ NIRRT s 5 e W i
’ £ Interfase <y !

Fluido més T

wul | e denso y més b
— viscoso |

=
Y o0 SR ; _
(pg — p )b 3ul 4+ 4l / : Distribucién del esfuerzo
Txr T T oL 1 N i cortante o densidad de
= L flujo de cantided de

movimiento

82



Dos fluidos inmiscibles e incompresibles circulan, debido a un gradiente de
presion, en la direccion z de una estrecha rendija horizontal de longitud L y
anchura W. Las velocidades de los fluidos estan ajustadas de tal forma que
una mitad de la rendija esta llena del fluido | (la fase mas densa), y la otra
mitad esta ocupada por el fluido Il (la fase menos densa). Se desea analizar
la distribucién de velocidad y de densidad de flujo de cantidad de movimiento
en este sistema.

Un balance diferencial de cantidad de movimiento conduce a la siguiente
ecuacion:

dez — Do — Py (359)
dx L

Esta ecuacion se obtiene tanto para la fase 1 como para la fase Il. Integrando

la Ec. 3.59 para las dos regiones, resulta

r = (%Jx +c, (3.60)

r M= (%)x +c,” (3.61)

Se utiliza la condicion limite de que el transporte de cantidad de movimiento

es continuo a través de la interfase de los dos fluidos:
C.L.1: parax =0 Tr = Tug (3.62)

Lo que nos indica que C¢' = C¢", y, por tanto, le llamaremos simplemente

constante de integracion Cy.

Si se substituye la ley de Newton de la viscosidad en las Ecs. 3.60 y 3.61, se

llega a

83



1
_— d;; =(p02pij+cj (3.63)

_ﬂl deH — Py — Py x+C (3 64)
dx L ! '

La integracion de estas ecuaciones da

_ 2
SR ey 1Y Y (3.65)

: 2u'L Y7,

_ 2
oo Pmp G (3.66)

: 2u'L '

Para determinar las tres constantes de integracion, se utilizan estas tres

condiciones limites adicionales

C.L.2: para x = 0, vz = v, (3.67)
C.L.3: para x =- b, v/=0 (3.68)
C.L.4: parax =+b, v =0 (3.69)

Al establecer matematicamente estas condiciones limite se obtiene

B.C. 2: C,)'-C," (3.70)
_ 2

B.C. 3 07 ffL)b MRSCICR (3.71)
2u' L Y7,
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_ 2
B.C. 4: oo {fL)b _Gh o (3.72)
2u" L Y7

De estas ecuaciones se deduce que

o Wl oy — "

¢, - Zfﬂ) (Zij (3.73)
_ 2 I

Czl - (pOZ,UI;Z)b (,U[zf,ull j - C2H (3.74)

Por lo tanto, los perfiles de densidad de flujo de cantidad de movimiento y de

velocidad son:

T:M{(zj_l(uﬂ (3.75)
L b) 2\ u +u

oo —p [[ 24! H}(uj oyl ](zj_(zﬂ (3.76)
2u'L u'+ po+ut \b) \b

0 (po—p 07| 24" p —u" Y2 (xY 3.77
v. = i 1 |t 1 1 ( )
2u” L u o+ u U+ u b b

Estas distribuciones se indican en la Fig. 15. Obsérvese que si p' = p', ambas

distribuciones son iguales, y los resultados se transforman en el perfil

parabdlico de velocidad para el flujo laminar de un fluido puro en una rendija.
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La velocidad media en cada capa puede calcularse de esta forma:

] _ 207, 1
<VZI>:ZI0vaIdx:(p0]2 prL)b [ - “‘Hj (3.78)
u oo+

a\_ 1 g, (py—p (' +7u"
-1 dx = 3.79
<VZ > bJ.—I)V X IZﬂHL [lul +lu11 ( )

A partir de las distribuciones de la densidad de flujo de cantidad de
movimiento y de la velocidad, que hemos obtenido anteriormente, se puede
ademas calcular la velocidad maxima, la velocidad en la interfase, el plano

de esfuerzo cortante cero y la friccidon en las paredes de la rendija.

3.6 FLUJO REPTANTE ALREDEDOR DE UNA ESFERA SOLIDA

En las secciones anteriores se solucionaron algunos problemas elementales
de flujo viscoso, mediante la aplicacién de balances diferenciales de cantidad
de movimiento. En la seccion inicial de este capitulo se insistido en que este
método de analisis esta restringido a los sistemas con lineas de corriente
rectas. Puesto que el problema del flujo alrededor de una esfera implica
lineas de corriente curvas, no puede resolverse por las técnicas que hemos
visto en este capitulo. Sin embargo, lo trataremos aqui brevemente debido a
la importancia que tiene en ingenieria el flujo alrededor de objetos
sumergidos. No se pretenden deducir las expresiones para las distribuciones
de la densidad de flujo de cantidad de movimiento, de la presién y de la
velocidad, sino que enunciaremos estos resultados y los utilizaremos
después para deducir algunas relaciones importantes que seran necesarias

en posteriores tratamientos.
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Consideremos el flujo muy lento de un fluido incompresible alrededor de una
esfera sodlida, tal como se indica en la Figura 16 La esfera es de radio Ry
diametro D. El fluido tiene una viscosidad p y una densidad p, y asciende
verticalmente hacia la esfera con una velocidad uniforme v, a lo largo del eje

z negativo.

Figura 16. Sistema coordenado utilizado para describir el flujo de un fluido
alrededor de una esfera rigida. (Bird 1993).

En cada punto existen fuerzos de
resion y friccien que oactian
P Lt i (x,y.z) 0
scbre |la superficie ¢ Dl
“1 (r,8, @)
de la esfere - dad
[
|
Y

~ _, Proyeccién del
punto sobre el
plane xy

Analiticamente se ha encontrado que para un flujo muy lento, la distribucién
de la densidad de flujo de cantidad de movimiento, la distribucion de presion,
y los componentes de la velocidad, expresados en coordenadas esféricas,

son:
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4
g =32 (ﬁj send (3.80)

3uv, (RY
=p,— ———=|—| cos@ 3.81
P=D > R (l’j ( )
3
v, =0, 1_§(£j+l(£j cosé (3.82)
2\ r 2\ r

v, = —u{l—g(ﬂj—l(ﬁjs}senﬁ (3.83)
4\ r 4\ r

En la Ec. 3.81, po es la presion en el plano z = 0 alejado de la esfera, - pgz es
la contribucion del peso del fluido (efecto hidrostatico), y el termino que
contiene v., resulta como consecuencia del flujo del fluido alrededor de la
esfera. Estas ecuaciones son solamente validas para «flujo reptante», que
para este sistema tiene lugar cuando el numero de Reynolds Dv.p/u es
inferior a aproximadamente 0,1. Esta region se caracteriza por la virtual

ausencia de remolinos aguas abajo de la esfera.

Obsérvese que la distribucién de velocidad cumple la condicion de que v, =
ve = 0 en la superficie de la esfera. Ademas, puede demostrarse que v, tiende
hacia v., para puntos alejados de la esfera. Por otra parte, se ve claramente
que, lejos de la superficie esférica, la distribucién de presidon se transforma
en la ecuacion hidrostatica p = po-pgz. Por lo tanto, las ecuaciones deben de

satisfacer las condiciones limite parar=Ry r = .
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Calculamos ahora la fuerza neta que el fluido ejerce sobre la esfera. Esta
fuerza se calcula integrando la fuerza normal y la fuerza tangencial sobre la

superficie de la esfera.

3.6.1 Integracion de la fuerza normal. En cada punto de la superficie
esférica existe una presion sobre el sélido que actua perpendicularmente a la
superficie. EI componente z de esta presion es —p cosO . Esta presion
local se multiplica por el area de la superficie sobre la que actta, R? senf do
d¢, y se integra sobre la superficie esférica para obtener la fuerza resultante

en la direccion z:
F = J.OZHJ‘: (— p|r:R cos G)stené’d@dgé (3.84)

La distribucion de presion en la superficie de la esfera es

cosé (3.85)

Esta expresién se substituye en la integral de la Ec. 3.84. La integral que
contiene pp se anula, la de -pgRcos6 da la fuerza de flotacién del fluido sobre
el solido, y la integral en que interviene la velocidad da la resistencia de
forma. Por lo tanto, queda finalmente

F,=%mR’pg+2muRv, (3.86)

3.6.2 Integracién de la fuerza tangencial. En cada punto de la superficie
existe también un esfuerzo cortante que actua tangencialmente. Este
esfuerzo, -1 es la fuerza que actua en la direccidén 6 sobre la unidad de area

de la superficie esférica. EI componente z de esta fuerza, por unidad de area,
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es (-1)(-send). Multiplicando por R’*send do d¢ e integrando sobre la

superficie de la esfera, se obtiene la fuerza resultante en la direccién z:

F = J‘OZH J: (+ Tool g Senﬁ)steanHcM (3.87)

La distribucién del esfuerzo cortante en la superficie de la esfera, de acuerdo

con la Ec. 2.6-1, es

= sent (3.88)
= 2 R

Tr@
Substituyendo esta expresion en la integral de la Ec. 2.6-7, se obtiene la
resistencia de friccién»

F =4muRv, (3.89)

Por lo tanto, la fuerza total F del fluido sobre la esfera, viene dada por la
suma de las Ecs. 3.86 y 3.89:

F=413zRpg + 2ruRv + 4ruR v, (3.90)
(fuerza de flotacion)  (resistencia de forma) (resistencia de friccion)
o bien
F=%mR’pg+6muRv, (3.91)

El primer término del segundo miembro de la Ec. 3.91 representa el empuje y
el segundo resulta como consecuencia del movimiento del fluido alrededor
de la esfera. Para posteriores consideraciones, es conveniente designar
estos dos términos por Fs (la fuerza que se ejerce aunque el fluido esté en
reposo) y Fa (la fuerza que resulta del movimiento del fluido, o sea, la
contribucion «cinéticar); en el caso que estamos considerando, estas fuerzas

son
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F, =4R°pg (3.92)

3

F,=6muRv, (3.93)

La Ec. 3.93 es la conocida ley de Stokes. Se aplica en el movimiento de
particulas coloidales por efecto de un campo eléctrico, en la teoria de
sedimentacion, y en el estudio del movimiento de particulas de aerosoles.
Téngase en cuenta que la ley de Stokes es valida para numeros de Reynolds
(basados en el diametro de la esfera) inferiores a aproximadamente 0,1; para
Re = 1, la ley de Stokes predice una fuerza resistente que es un 10 por ciento
menor. Este problema indica que cuando las lineas de corriente son curvas
es preciso desarrollar una formulacidn mas general de la mecanica de

fluidos.
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4. LAS ECUACIONES DE VARIACION PARA SISTEMAS
ISOTERMICOS

En el Capitulo 3 se han presentan las distribuciones de velocidad para varios
sistemas sencillos de flujo, aplicando balances de cantidad de movimiento a
una envoltura. Estas distribuciones de velocidad se utilizaron después para
calcular otras magnitudes, tales como la velocidad media y la fuerza
resistente. El método del balance aplicado a una envoltura se utilizé con el fin
de familiarizar al estudiante con la aplicacidén del principio de conservacion de
la cantidad de movimiento en los problemas de flujo viscoso. Sin embargo,
no es necesario formular un balance de cantidad de movimiento siempre que
se comienza a trabajar con un nuevo problema de flujo. Es mas rapido, mas
facil, y mas seguro, partir de las ecuaciones de conservacion de la materia y
la cantidad de movimiento, expresadas en la forma general, y simplificarlas
con el fin de adaptarlas al problema de que se trate. Estas dos ecuaciones
describen todos los problemas de flujo viscoso isotérmico de un fluido puro.
Para fluidos no isotérmicos y para mezclas fluidas de varios componentes, se
necesitan ecuaciones adicionales para describir la conservacion de la
energia y la conservacién de las especies quimicas individuales. Estas
distintas ecuaciones de conservacion se denominan a veces «ecuaciones de
variacion», ya que describen la variacion de la velocidad, temperatura y

concentracion, con respecto al tiempo y la posicion en el sistema.

En Ila seccidon 4.1 se desarrolla la «ecuacion de continuidad», mediante la
aplicacién de la ley de la conservacion de la materia a un pequefio elemento
de volumen situado en el seno de un fluido en movimiento. En la seccién 4.2
se introduce la segunda ecuacion de variacion, la «ecuacion de movimiento

». Con esta ecuacion y la de continuidad, se pueden resolver muchos
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problemas bastante complicados. Las definiciones aqui descritas fueron
basadas en el libro de Bird 1993.

En la seccion 4.3 se utiliza la ecuacidon de movimiento para deducir una
expresion que describe la interconversion de las distintas formas de la
energia mecanica de un fluido en movimiento. Esta ecuacion es
particularmente util para describir la degradacién de la energia mecanica en
energia calorifica, que acompafa a todos los procesos reales de flujo.
También es la base del importante balance macroscépico de energia

mecanica, o ecuacion de Bernoulli.

En las tres primeras secciones, las deducciones se obtienen en coordenadas
rectangulares. Sin embargo, para muchos problemas resulta mas
conveniente utilizar coordenadas cilindricas o esféricas. En la seccion 4.4 se
trata brevemente el tema de las coordenadas curvilineas, a la vez que se
presenta un resumen de numerosas relaciones importantes, expresadas en
los tres sistemas de coordenadas. El estudiante podra comprobar que esta
tabulacion reduce el arte de plantear problemas de flujo viscoso a casi un

simple procedimiento de «recetario de cocinay.

Antes de entrar en el tema principal del capitulo, vamos a detenernos
brevemente para hacer algunos comentarios acerca de los tres tipos de
derivadas con respecto al tiempo que se utilizan en el texto. Para ilustrar esto
utilizaremos un ejemplo casero, como es el problema de referir la

concentracion de peces en el rio Magdalena.

Puesto que los peces se estan moviendo, su concentracion ¢ sera una

funcién de la posicion (x, y, z) y del tiempo (t).
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Derivada parcial con respecto al tiempo, dc/ot

Supongamos que estamos sobre un puente y observamos cémo varia la
concentracion de peces exactamente debajo de nosotros con el tiempo.
Estamos, pues, observando como varia la concentracién con el tiempo, para
una posicion fija en el espacio. De acuerdo con esto, dc/dt indica la «parcial

de c con respecto a t, manteniendo constantes x, y, z».

Derivada total con respecto al tiempo, dc/dt

Supongamos ahora que en vez de estar sobre el puente, vamos en una
lancha a motor que se mueve en el rio en todas direcciones, unas veces en
contra de la corriente, otras a través, y tal vez otras a favor de la corriente. Al
referir la variacion de la concentracién de peces con respecto al tiempo, los
nameros que resultan han de reflejar también el movimiento de la lancha. La

derivada total con respecto al tiempo viene dada por

dc Oc Ocdx Ocdy Ocdz
— st — =+ —— 4.1)
dt Ot oOxdt oydt 0zdt

en la que dx/dt, dy/dt y dz/dt son los componentes de la velocidad de la

lancha.

Derivada substancial con respecto al tiempo, Dc/Dt

Supongamos que vamos en una canoa a la que no se comunica energia,
sino que simplemente flota. En este caso, la velocidad del observador es
exactamente la misma que la velocidad de la corriente v. Al referir la
variacion de la concentracién de peces con respecto al tiempo, los numeros
dependen de la velocidad local de la corriente. Esta derivada es una clase
especial de derivada total con respecto al tiempo que se denomina «derivada

substancial» o, a veces (mas logicamente), «derivada siguiendo el

94



movimiento». Esta relacionada con la derivada parcial con respecto al tiempo

de la forma siguiente:

& _Oc oc oc oc

=—+Vv, —+v, —+Vv, — (4.2)
Dt ot Tox oy Oz

en la que vy, vy Y vz son los componentes de la velocidad local del fluido v.

El estudiante debera de entender perfectamente el significado fisico de estas
tres derivadas. Recuérdese que dc/dt es la derivada para un punto fijo en el
espacio y Dc/Dt es la derivada calculada por un observador que flota

corriente abajo con el fluido.
4.1 LA ECUACION DE CONTINUIDAD

Esta ecuacion sé deduce aplicando un balance de materia a un elemento
estacionario de volumen AxAyAz, a través del que esta circulando el fluido

(véase Figura 17):

Velocidad de Velocidad de Velocidad de
acumulacionde | = entrada de - salida de (4.3)
materia materia materia

Comenzamos considerando el par de caras perpendiculares al eje x. La

velocidad de entrada de materia a través de la cara x es (pvx)‘xAyAz, y la

velocidad de salida de materia a través de la cara x + Ax es (pvx] AyAz .

x+Ax

Para los otros dos pares de caras pueden escribirse expresiones analogas.
La velocidad de acumulacion de materia en el elemento de volumen

es(AxAyAz)dp/ér). El balance de materia queda por tanto
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op

AxAvaz 2P
Py

- syacl(ov, ), ~(ov.),., Je dac]fpv, ). ~(ov,)

y+Ay] (4.3)
+ AxAy[(,OVZ XZ - (PVZ XHAZ ]

Figura 17. Region de volumen Ax Ay Az fija en el espurio, a través de la cual
esta circulando un fluido. (Bird 1993)

(x + Ax,y + Ay. z + A:J\‘-.

L 3
|
\ I\
| z 1
| I
I
1,'DJ'I"J|-‘-| ! 1
—'I_"—"_""?‘ ]  semsa= ;—-—* l{pllI '}i_l+..JJ
I | . 2
| | | | =
A L - - 4

Dividiendo toda la ecuacion por (AxAyAz), y tomando limites cuando estas

dimensiones tienden a cero, se tiene

op 0 0 0
—=—-| —pv +—pL +—pU 4.4
v (&px o P &pzj (4.4)
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Esta es la ecuacién de continuidad, que describe la variacion de la densidad
para un punto fijo, como consecuencia de las variaciones del vector de
velocidad maésica pv. La Ec. 4.4 puede escribirse en una forma mas

conveniente utilizando notaciéon vectorial:

L (v pv) (4.5)

El término (V-pv) se denomina «divergencia:» de pv, y a veces se escribe
div.p v. Vease que el vector pv es la densidad de flujo de materia y que su
divergencia tiene un significado sencillo: representa la velocidad neta con
que disminuye la densidad de flujo de materia por unidad de volumen. Por lo
tanto, la Ec. 4.5 establece simplemente que la velocidad con que aumenta la
densidad en el interior de un pequefio elemento de volumen fijo en el
espacio, es igual a la velocidad neta de entrada de densidad de flujo de

materia en el elemento dividida por su volumen.

Generalmente, es preferible modificar la ecuacion 4.4, efectuando la
diferenciacion que esta indicada y reuniendo todas las derivadas de p, en el

primer miembro :

o
Py Py 9Py OV T OV (4.6)
ox oy 0z

El primer miembro de la Ec. 4.6 es la derivada substancial de la densidad, es
decir, la derivada con respecto al tiempo para un recorrido que sigue el
movimiento del fluido. De acuerdo con esto, la Ec. 4.6 puede expresarse

abreviadamente en esta forma:

Dp__ .
22— plvv) (4.7)
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en la que el operador D/Dt esta definido por la Ec. 4.2. La ecuacion de
continuidad, expuesta en esta forma, describe la velocidad de variaciéon de la

densidad, tal como la ve un observador que «flota» con el fluido.

Recuérdese que esta ecuacion es sencillamente una formulacion de la
conservacion de la materia. Es preciso senalar que la deducciéon puede
efectuarse igualmente para un elemento de volumen de una forma arbitraria
cualquiera, y no esta por lo tanto restringida para el caso del elemento

paralepipédico que se ha presentado aqui.

Una forma especial muy importante de la ecuacion de continuidad, que se
utilizara posteriormente, es la correspondiente a un fluido de densidad

constante, para el que (fluido incompresible)

(V) =0 (4.8)

Aunque en realidad ningun fluido es totalmente incompresible, en la practica
se puede admitir con mucha frecuencia que la densidad es constante, con lo
que se obtiene una considerable simplificacion, sin cometer casi error.
Obsérvese que para que la Ec. 4.8 sea valida, s6lo es necesario que p
permanezca constante para un elemento de fluido que se mueva a lo largo

de una linea de corriente, es decir, que Dp/Dt sea cero.

4.2 LA ECUACION DE MOVIMIENTO

Para un elemento de volumen AxAyAz, como el utilizado en la seccion

anterior, se puede escribir el siguiente balance de cantidad de movimiento:
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Velocidad de Velocidad de Velocidad Suma de las
acumulacion entrada de de salida de fuerzas que (4.9)

de cantidad de cantidad de cantidad de actlian sobre '
movimiento movimiento movimiento el sistema

Obsérvese que la Ec. 4.9 corresponde exactamente a una ampliacion de la

ecuacion 3.1 para sistemas en estado no estacionario.

Sin embargo, ademas de tener en cuenta el comportamiento no estacionario,
permitiremos al fluido que se mueva en una direccién arbitraria a través de
las seis caras del elemento de volumen, igual que en 3.1. Es preciso resaltar
que la Ec. 4.9 es la ecuaciéon de un vector, con componentes para cada una
de las tres direcciones coordenadas, X, y y z. Para mayor sencillez,
comenzaremos considerando el componente x de cada uno de los términos

de la Ec. 4.9; los componentes y y z se pueden obtener por analogia.

Vamos a considerar en primer lugar las velocidades de flujo del componente
x de la cantidad de movimiento que entra y sale del elemento de volumen
que se indica en la Figura 18. La cantidad de movimiento entra y sale del
elemento de volumen en virtud de dos mecanismos: por conveccion (es
decir, debido al flujo global del fluido) y por transporte molecular (o sea, a

causa de los gradientes de velocidad).

La velocidad con la que entra por conveccion el componente x de la cantidad

de movimiento por la cara situada en xes pv v, | AyAz,y la velocidad con la

que sale por x + Ax es pv v,

.AvAz. La velocidad a la que entra por y es
pv,v,| AxAz. Para las demas caras se pueden escribir expresiones
y

similares. Vemos, por tanto, que es preciso considerar el flujo convectivo de
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la cantidad de movimiento x, a través de las seis caras, y que el flujo
convectivo neto, de la cantidad de movimiento x, en el elemento de volumen,

es!

) @.10)

AyAz(p A X+Ax)+ AxAz(p V.V,

AN —PV,V, )+AxAy(pvzvx WAAS
x y y+iy z

Figura 18. Elemento de volumen Ax Ay Az, en el que se sefiala con flechas la
direccion en que se transporta el componente x de la cantidad de movimiento
a través de las superficies. (Bird 1993).
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De igual forma, la velocidad con la que el componente x de la cantidad de

movimiento entra por transporte molecular por la cara situada en x es

7. |, AyAz, ylaconlaque sale porx+Axes 7| AyAz.La velocidad con

XX

que entra por y es 7| AxAz; para las otras tres caras se pueden obtener
y
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expresiones similares (véase Figura 18). Téngase en cuenta que 1y, es la
densidad de flujo de cantidad de movimiento x a través de una cara

perpendicular al eje y. Sumando estas seis contribuciones, se obtiene

o) auzle, ) @

AyAz (Txx ;

-7 ey )+ AxAy(sz

XX

-7

y yx Z_T

zx
Obsérvese que, de igual forma que antes, estas densidades de flujo de
cantidad de movimiento pueden considerarse como esfuerzos. Por lo tanto,
T €S el esfuerzo normal que actua sobre la cara x, y 1« es el esfuerzo

tangencial (o cortante) que actua sobre la cara y en la direccién x, y que

resulta como consecuencia de las fuerzas viscosas.

En la mayor parte de los casos, las unicas fuerzas importantes seran las
procedentes de la presion del fluido p y la fuerza gravitacional por unidad de

masa g.

La resultante de estas fuerzas en la direccién x sera, evidentemente

La presidn de un fluido en movimiento estd definida por la ecuacién de

estadop =p (p, T), y es una magnitud escalar.

Finalmente, la velocidad de acumulacion de cantidad de movimiento x en el
elemento es AxAyAz(dpux/dt). Substituimos ahora las anteriores expresiones
en la Ec. 4.9. Dividiendo toda la ecuacidén que resulta por AxAyAz, y tomando
el limite cuando Ax, Ay e Az, tienden acero, se obtiene el componente x de la

ecuacion de movimiento:
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2 {2 VV+i V.V +—pV.V
atp X axp x” x yp y ' x P zVx
(4.13)
5 5 5 dp
- _Txx+_rx+_rzx - pg.x
ox oy " oz ox

ot
(4.14)
L +—1 +ir _2P £g
ox Y oy Y ez Y] o ’
g _—i L L. + 0 vV L + U_U
atpz axpxz ypyz pzz
(4.15)
8

Las magnitudes pvy, pvy, pvz son los componentes del vector velocidad

masica pv. de igual forma, gx, gy, 9., son los componentes de la aceleracion

gravitacional g. Por otra parte, dp/ox, op/dy, dp/0z, son los componentes de

un vector Vp, denominado «gradiente de p» (a veces se escribe grad p). Los

términos pvxvx, pvxvy, PVxVvz, PVyvz, €tc., son los nueve componentes de la

densidad de flujo convectivo de cantidad de movimiento pvv, que es el

«producto diadico»* de pv y v. Andlogamente, Tx, Txy, Txz, Tyz, €tC., son los

nueve componentes de t, que es el «tensor esfuerzo».

Como las Ecs. 4.13, 4.14 y 4.15 ocupan mucho espacio, es conveniente

combinarlas con el fin de obtener la sencilla ecuacién vectorial:
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%pv= _[V'PVV] —Ap

Velocidad de Velocidad de ganancia de Fuerza de presion
aumento de cantidad cantidad de movimiento que actta sobre el
de movimiento por por conveccion, por elemento por
unidad de volumen unidad de volumen unidad de volumen
(4.16)
~[v-7] + 08

Velocidad de ganancia de Fuerza de gravitacion

cantidad de movimiento que actla sobre el
por transporte viscoso, elemento por unidad

por unidad de volumen de volumen

Es preciso advertir al estudiante que [V-pvv] y [V-1] no son divergencias
simples, debido a la naturaleza tensorial de pvv y t. Sin embargo la
interpretacion fisica es analoga a la de (V-pv) en el capitulo 4.1; mientras que
(V-pv) representa la velocidad de pérdida de materia (un escalar) por unidad
de volumen debida al flujo del fluido, la magnitud [V-pvv] representa la
velocidad de pérdida de cantidad de movimiento (un vector) por unidad de
volumen debido al flujo del fluido. La Ec. 4.13 puede reordenarse, con ayuda

de la ecuacién de continuidad, para obtener

pDv op |[or +5Tyz or
Dt Ox

- = +—= |+ 417
x| oy aszgz ®17)

Para los componentes y y z pueden obtenerse expresiones analogas.

Sumando vectorialmente los tres componentes, se llega a
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Dv
= = —Ap ~[v-7] +pg (4.18)
Dt
Masa por unidad de Fuerza de presion Fuerza viscosa sobre Fuerza gravitacional
volumen, sobre el elemento el elemento por sobre el elemento
multiplicada por por unidad de unidad de volumen por unidad de
aceleracion volumen volumen

La ecuacion de movimiento, expresada en esta forma, establece que un
pequeno elemento de volumen que se mueve con el fluido es acelerado por
las fuerzas que actuan sobre él. En otras palabras, es una expresion de la
segunda ley de Newton, segun la cual, masa x aceleracion = suma de
fuerzas. Vemos, por lo tanto, que el balance de cantidad de movimiento es
totalmente equivalente a la segunda ley de Newton del movimiento.
Obsérvese que las dos formas de la ecuacién de movimiento que se dan en
las Ecs. 4.16 y 4.18, corresponden a las dos formas de la ecuacion de
continuidad de las Ecs. 4.5 y 4.6. En cada caso, la primera forma representa
un balance aplicado a un elemento de volumen fijo en el espacio, y la
segunda es una descripcion de las variaciones que tienen lugar en un
elemento que sigue el movimiento del fluido. Es necesario tener en cuenta

que las Ecs. 4.13.a 4.18 son validas para cualquier medio continuo.

Con el fin de utilizar estas ecuaciones para determinar las distribuciones de
velocidad, hay que expresar los distintos esfuerzos en funcién de los
gradientes de velocidad y las propiedades del fluido. Para fluidos

newtonianos, estas expresiones son:
ov,
T :—Z/JE'F?/J(V'V) (419)
ov
T = —2y8—y+iy(v-v) (4.20)
Y

104



r :—Qyi;Z+§y@WV) (4.21)
Z

ov
ry =1, =—u(aa—;x+ 6ny (4.22)
ov
T,=7,= —,u( 3 Y+ aa‘/zj (4.23)
, S
”:%:W@;+Zq (4.24)

Las Ecs. 4.19 a 4.24 se han expuesto aqui sin demostracion, debido a que
es demasiado larga. Estas ecuaciones, que constituyen un planteamiento
mas general de la ley de Newton de la viscosidad, correspondiente a la Ec.
2.1, se aplican a los casos complejos de flujo, en los que el fluido circula en
todas las direcciones. Cuando el fluido circula en la direccion X, entre dos
laminas perpendiculares a la direccién y, de forma que vy, es una funcién
exclusiva de y, de esta serie de seis ecuaciones se obtiene T« = Ty = T2z = Ty

= 7= 0y 1y« = -p(dvy/dy), que es idéntica a la Ec. 2.1.

Substituyendo las Ecs. 4.19 a 4.24 en la Ec. 4.17 y las ecuaciones
correspondientes para y y z, se obtienen las ecuaciones generales de
movimiento para un fluido newtoniano que presenta variacién de la densidad

y la viscosidad:
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Dv op © ov
= L 20— -2 (V-
P Dt ox Ox{ # ox 3,u( V)}

(4.25)
+i ov, +5Vy +£ ov, +8Vz N
oy a oy  Ox 0z # 0z  Ox P
D 0
p Vy =—a_p+£ /Ll %_’_ Vy
Dt oy Ox oy Ox
(4.26)
0 ov ) ov, ov
+ 2 op =y (Vv |+ S ] 2 e |4 g,
Oy{ ugy V)} az{”( oz oy H P2
DVZ —_8_p+£ %_’_8‘/"
o0 T e e
(4.27)

ov,
+i{u(avz +Lﬂ +2{2ﬂ%_§ﬂ(v"/)} + 0.
zZ

oy oy 0z oz

Estas ecuaciones, juntamente con la ecuacién de continuidad, la ecuacién de
estado p = p(p), la variacidon de la viscosidad con la densidad ¢ = u(p) y las
condiciones iniciales y limite, determinan completamente Ila presion,
densidad y los componentes de la velocidad, para el flujo isotérmico de un
fluido.

Rara vez se utilizan estas ecuaciones en su forma completa para el
planteamiento de problemas de flujo, sino que generalmente resulta mas

conveniente emplear formas restringidas de las mismas.

(i) Para p constante y u constante, las Ecs. 4.25, 4.26 y 4.27, pueden

simplificarse mediante la ecuacion de continuidad [(V-v) = 0] para obtener:
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p%:—Vp+,uV2v+pg (4.28)

Los componentes cartesianos de esta ecuacion vienen dados por las Ecs.
(D), (E) y (F) de la Tabla 4.2. La Ec. 4.48 es la conocida ecuacion de
Navier-Stokes (1959) obtenida inicialmente por Navier en Francia, en 1822,

mediante consideraciones moleculares.

(i) Para [V-1] = 0, la Ec. 4.18 se reduce a

Dv
P Di pTpg ( )

La Ec. 4.49 es la famosa ecuacion de Euler, deducida por primera vez en
1775, y que ha sido muy utilizada para describir sistemas de flujo en los que

los efectos viscosos son relativamente poco importantes.
4.3 LA ECUACION DE ENERGIA MECANICA

En esta seccion vamos a demostrar como se puede utilizar la ecuacion de
movimiento para obtener una descripcion de las interconversiones de
energia mecanica que tienen lugar en un fluido en movimiento. Se comienza
por formar el producto escalar de la velocidad v con la ecuaciéon de
movimiento correspondiente a la Ec. 4.18:

=

(i) = Vp)- (- [V )+ plv - g) (4.30)
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Esta ecuacion escalar describe la velocidad de variacidon de la energia
cinética por unidad de masa %:v? para un elemento de fluido que se mueve
con la corriente.

Para el tratamiento que se hace a continuacién, resulta mas conveniente
escribir esta ecuacion en funcidn de d/at, utilizando la ecuacion de
continuidad; separaremos también en dos términos cada una de las
contribuciones viscosas y de presion. Los términos de la ecuaciéon que
resulta pueden interpretarse en funcién de un elemento estacionario de

volumen a través del que circula el fluido.

0 2 2
~(tpv?)= ~[v-2pviv] ~[v-pv]
ot

Velocidad de Velocidad neta de entrada Velocidad de trabajo

incremento de energia

de energia cinética debida

producido por la presion

cinética por unidad de al flujo global de los alrededores sobre
volumen el elemento de volumen
~p-Vv) ~(v-[rv)
Velocidad de Velocidad de trabajo

conversion reversible
en energia interna

—(—T:Vv)

Velocidad de
conversion irreversible
en energia interna

producido por las fuerzas
viscosas que acttan sobre
el elemento de volumen

+p(v-g)

Velocidad de trabajo
producido por la fuerza de
gravedad que actua sobre

el elemento de volumen

(4.31)

Es preciso hacer notar que para fluidos newtonianos (-t:Vv) es siempre

positivo, ya que puede expresarse como una suma de términos elevada al

cuadrado:

(CiVv)=ud, =4uy Y
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en la que iy j afectan a los valores de X, y, z, siendo &; =1 parai=j,y ;=0
para i # j. Esto indica que en todos los sistemas de flujo existe una
degradacion de energia mecanica a energia calorifica, y que, por lo tanto, los
procesos reales no son reversibles. En ausencia del término (t:Vv) todas las
formas de energia comprendidas en la Ec. 4.31 (cinética, interna y potencial)

serian completamente convertibles entre si.

Debido a los términos p(V-v) y (t:Vv), el fluido puede calentarse (o enfriarse)
internamente. Por lo tanto, cuando se habla de un «sistema isotérmico», en
realidad nos referimos a un sistema en el que el calor generado (o absorbido)
no da lugar a una variacion apreciable de temperatura. La variacién de
temperatura debido al término p(V-v) es considerable en el caso de gases
que sufren una expansién o compresion brusca, como en compresores,
turbinas, etc. La variacion de temperatura que se produce a causa del
término (t:Vv) solo puede apreciarse en sistemas con elevada velocidad de
flujo, en los que los gradientes de velocidad son grandes, como ocurre en el

vuelo a alta velocidad, extrusién rapida y lubrificacion

44 LAS ECUACIONES DE VARIACION EN COORDENADAS
CURVILINEAS

Como puede observarse, todas las anteriores deducciones se han efectuado
para mayor sencillez, en coordenadas rectangulares. Sin embargo, no
siempre las coordenadas rectangulares son las mas convenientes para la
resolucion de problemas, a veces resultan mas adecuadas las coordenadas
curvilineas. Por ejemplo, se ha visto que en el problema de Hagen-Poiseuille
la velocidad axial v,, es una funcién exclusiva de la unica variable r, cuando

se utilizan coordenadas cilindricas. Si se hubiesen utilizado en cambio
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coordenadas rectangulares, v, seria una funcion de las dos variables x e vy.
Analogamente, el planteamiento de la condicion limite para la pared del tubo
seria mas dificil. El uso de coordenadas esféricas en el analisis del flujo
alrededor de una esfera, permite describir la velocidad en funcion de los dos
componentes v, y vo en vez de vy, vy Y v, dando lugar también a una
simplificacion de las condiciones limite. Analogas ventajas pueden obtenerse
para las coordenadas curvilineas en el planteamiento de problemas de flujo,

debido a la simplificacidon de las ecuaciones de variacion.

Tabla 1. La ecuacion de continuidad en distintos sistemas coordenados.

Coordenadas rectangulares (x, y, z):

dp, 0 0 9 )=
=t o (pv, )+ ay(pvy)+ P (pv.)=0 (A)

Coordenadas cilindricas (r,6, z):

op 10 1o 9 _
=3 (orv, )+ ; a(9(/9vg)+ = (pv.)=0 (B)

Coordenadas esféricas (r,6,9¢):

op I 0( , 0 _
Lo lorv ) g 5g\Pe)=0 (©)

0
—on —H(pvesen 19) +

Las ecuaciones de continuidad y movimiento, tal como se han obtenido en
las secciones 4.1 y 4.2, estan, expresadas en funcién de las coordenadas x,
y, z, los componentes de la velocidad vy, vy, ¥ v, los componentes del
esfuerzo cortante, t., 1Ty, etc. Para expresar estas ecuaciones en
coordenadas esféricas es preciso conocer: (a) las relaciones entre x, y, zy r,
0, ¢; (b) las relaciones entre vy, vy, v, y los correspondientes componentes v,

Vo, Vo, Y (C) las relaciones entre 14, Ty etc., T, T, etc. El paso de
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coordenadas rectangulares a esféricas puede obtenerse mediante un
procedimiento directo, pero resulta muy engorroso, En las Tablas 1, 2, 3y 4
se tabulan importantes ecuaciones expresadas en coordenadas

rectangulares, cilindricas y esféricas.

A este respecto es conveniente advertir que, asi como la ecuacion de
continuidad puede obtenerse facilmente en coordenadas curvilineas
mediante un balance aplicado a una envoltura, no ocurre o mismo con la
ecuacion de movimiento. En general, este método es muy dificil de aplicar a
sistemas con lineas de corriente curvas, y no es recomendable en tales
casos. En vez de esto, se partira siempre de las ecuaciones generales que

se indican mas adelante.

Tabla 2. La ecuacion de movimiento en coordenadas rectangulares (X,y,z).

* En funcién de «:

Componente x:

+V, +v, .
ot ox 7 oy 0z

or
p(&vx ov, ov, 8vxj= op (6rm+ yx+8rzxj+pgx A)

Componente y:

ov, ov, ov ov op (Ot or,. Ot
¥ ¥ . y L W TE B
p[ J { o oy | ez j g B

=+
ox oy oz
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* En funcion de los gradientes de velocidad para un fluido newtoniano
de p y u constantes:

Componente x:

ov, ov, 6V"+v ov, ) 8p+ 62VX+6ZVX+62VX . D)
o "o oy e FEx

Componente y:

ov ov ov. ov. op o’v. o’v. dv
Ly, —t 4y, —2 4y, — =2+ St |+ E
,0[ G et T j u[ rg, (E)

Componente z:

ov, ov. ~ov. Ov.)_ o 62v2+82v2+821/2 . (F)
o o Uy e # ? G

Tabla 3. La ecuacién de movimiento en coordenadas CILINDRICAS (r, 6, z).

* En funcion de t:

Componente r’:

r

p[&v Lav, v, v, v 81/,}: op

+
o0 " or r 00 r © oz or
10 10 0 "
TrH THH z-rz
- == -1 +
(r r(m-rr) r o0 r 0z j P8
Componente ¢:
p6v9+‘/r8v9+v_€81/9+vrvg+ 281/9 __1op
ot or r 00 r 0z r o6 )
1 2 107, Ot,
S +— +
[rf be,) F o0 & ) PR



Componente z:

ov, ov, Vv, 0v, ov, op
o, +v, +-£ +v, =—=
Ot or r 06 oz Oz ©)
— li(l"l’ )+16T92 62-22 +
rort 00 e )R

* En funcion de los gradientes de velocidad para un fluido newtoniano
de p y u constantes:

Componente r’:

+v +
ot "or r 00 r ‘oz

+ g[lg(’ﬂv )j_i_L&ZVr _iave +62Vr +
H e T2 o0 e |

p{@vr 6vr+ﬁ8vr_v_92 V%J: op

Componente &:

y 1o
ot “or r 00 r * oz r o0

E
+ g(lﬁ(rv )]Jriaz% +i@vr +62V9 + "
H N a0 T2 00 | B

ov ov, v,0v, VYV ov
(04_ 0 0%  r¥0 o, 0
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Tabla 4. La ecuacion de movimiento en coordenadas esféricas (r, 0, ¢)

* En funcion de t:

Componente r:

or

+Vv

ov, ov, +v_9(3vr L Ve ov, _V52+V¢2 _ 0Op
P o0 " or r 00 rsenO 0¢ r

(A)

0T,, Typ+T
R e e 1
re or rsen@ 060 rsenf O¢@ r

Componente 6:

+v,
ot or r 00 rsenf O¢ r r

2
p[@vg ov, Ve ov, L Ve ov, IAZINY, COt@J_ 1 22
.

10 2 1 0 1 8T5¢ T.0 cotd
- 5=\t )+ — |7 p5en0)+ — T, |+
(rz 8r( ”9) rsen6 80( wsent) rsenf 0¢  r | TR

Componente ¢:

+
or r 00 rsenf 0¢ r r

1 8p 10 2 1 0 Z'9¢ 1 0 T¢¢ T4 2cotd
- += + +2 4 +
( (r TT¢) r 00 rsenf 0 r P ML

ov ov, v, ov v, 0V, V,V. V,V
p[—“’+vr—“’+—9 by P2l coth | =

(C)

* En funcion de los gradientes de velocidad para un fluido newtoniano
de p y u constantes:

Componente r:

ov, ov, +ﬁavr . vV, Ov, _V6.2 +V¢z o
p ot "or r 00 rsenf 0¢ r
(D)

2 2 ov 2 2 Oov
+u Vv, ——v —— L2 "y coth- — |+ pg,
,u[ T2 200 Y rsen6 8¢J l
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Componente:
p[avg oy ov, Ve ov, N Vy 0V, VY Ve COtHJ= 1op

ot "or r 00 rsenf 0¢ r r o0
10 2cosg 0°v ®)
v, v, oS ¢J+%€

2 00° rlsen’® rlsen’d o¢p

+,U(V2V92 +

Componente ¢:
ov ov ov v, ov, v,v. v,cotd
p( ¢ ¢ Vo O LY 0 o T J_

+v +-2 =

oo " or r 00 rsend O¢ r r
1 1% 2  Ov 2c0s0 0%V F)
B @"F V2V¢ 2 ¢2 Tt 3 ’ zcosz ’ T8,
rsené o¢ resen @ resen"@ O0¢p r-sen"@ O¢p

En estas ecuaciones:

, 1l o ,0 1 0 0 1 0?
\Y% = r-— |+ 7 —| sen@ — +ﬁ 7
reor or) rsenf 00 00) r°sen“0\ 0¢

Tabla 5. Componentes del tensor esfuerzo en coordenadas rectangulares (x, y, z)

ov
=—u{25—;—%(V'V)} (A)
ov
=—u[26—;—%(vv)} (B)
ov,
r.=—H2—==5(V-v) (C)
oV 5Vy_
=7 =- 4+ D
7'-xy Tyx /u_ ay ax | ( )
_81/ ov l
=7 =- L 4= E
T,. =7, ﬂ_ = o | (E)
[ov. Ov. |
=r_=- Z4—= F
Z—ZX sz ILl_ ax aZ | ( )
0
(V)= e OV OV (G)
ox Oy 0z
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Tabla 6. Componentes del tensor esfuerzo en coordenadas cilindricas (r, 6, z)

or

. - -y[z%—av-v)}

oz r 06
o ov, O0v,
zr — Yz T /Ll 8]" 62
0 10v, oOv
V' —_ - - 4 z
( ) r r(r r)+r 06 0z

(A)

(B)

(C)

(D)

(E)

(F)

(G)

0
lov, v,
Too ——,u|:2[; agg p j (v V)}

o(vy) 10v,
o =Te =TS ) s
send 0 | V, 1 ov,
Tog =Tgp =M — +
r 00\ sen@ ) rsenf 0¢

T,y =Ty =— L 6vr+r£V_¢
v ﬂrsen@ o¢ or\ r

0 1 ov
Vy)=—"2(p? il _¢
( V) (r Vr)—l— rsen6 00 (Vé,sen 0)+ rsen@ O¢
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4.5 UTILIZACION DE LAS ECUACIONES DE VARIACION PARA EL
PLANTEAMIENTO DE PROBLEMAS DE FLUJO ESTACIONARIO

Para plantear problemas de flujo, siendo la densidad y la viscosidad

constantes, se necesita:

Ecuacion de continuidad . . .. ... ... Tabla 1 (con p constante)

Ecuacién de movimiento . ......... Tablas 2,364 (Ecs. D, E, F)

y las condiciones iniciales y limite. A partir de estas dos ecuaciones se

obtienen las distribuciones de presién y velocidad.

Para plantear problemas de flujo isotérmico, cuando la densidad y la

viscosidad son variables, se precisa:

Ecuacion de continuidad. . ... ... .. Tabla 1

Ecuacién de movimiento. .. ... .. .. Tabla 2,3 6 4 (Ecs. A, B, C, con
expresiones para los componentes
de tenlas Tablas 5,6 ¢ 7)

Ecuacibnde estado. ............ p = p(p)

Ecuacién para la viscosidad. . . ... ... u = u(p)

Juntamente con las condiciones iniciales y limite. A partir de estas cuatro
relaciones se obtienen las distribuciones de velocidad, presion, densidad y

viscosidad para un determinado sistema de flujo.

En esta seccidn se estudia la forma de plantear problemas de, flujo viscoso
mediante simplificacion de las anteriores ecuaciones, descartando aquellos

términos de las ecuaciones generales de valor cero (0 muy proximos a cero)
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para el caso que se considera. Para determinar que términos han de
descartarse nos valemos de nuestra percepcidn intuitiva acerca del
comportamiento del sistema: tipo de flujo, distribucion de presion, etc. Una
ventaja de este procedimiento consiste en que, una vez terminado este
«proceso de descartamiento», se tiene automaticamente una relacién

completa de las suposiciones que se han efectuado.

Para el flujo axial de un fluido incompresible en un tubo circular se ha
obtenido en la seccion 3.3 la distribucion de velocidad, mediante la aplicacion
de un balance de cantidad de movimiento. Vamos a ver ahora como se
puede llegar al mismo resultado simplificando las ecuaciones de variacion.
Las coordenadas cilindricas son evidentemente las mas apropiadas para
este problema. Consideremos de nuevo un tubo largo, siendo vy y v, iguales
a cero. Debido a la simetria cilindrica, el componente v, de la velocidad no
sera funcion de 0. De acuerdo con esto, el componente z de la ecuacién de

movimiento para p y u constantes (véase Tabla 3) sera

ov oP 1o ov, ) ov
=ty —— = +— 4.33
P Oz '[{r or (V arj oz’ } (4.33)

Esta ecuacion puede simplificarse haciendo aplicacién de la ecuacion de

continuidad, que en este caso se reduce a

. _y (4.34)
oz

Resulta evidente que también 8%v,/8z% es cero, con lo que la Ec. 3.5-.1 se

transforma en:
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dP 1d( dv
0=——+pu——-o = 4.35
dz ﬂr dr(r dr J ( )

Integrando dos veces con respecto a r, y utilizando las condiciones limite

vz, =0parar=Ry v, =finito parar=0,
v, :M[]_(%] } (4.36)

que es la misma ecuacion que la 4.24.

Mediante la aplicacién de estos métodos pueden resolverse muchos otros

problemas.
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5. PERMEABILIDAD RELATIVA EN FRACTURAS: UNA FUNCION LINEAL
O NO LINEAL DE LA SATURACION

En 1966, E. S. Romm llevo a cabo un trabajo sobre permeabilidades relativas
en fracturas. En su investigacion él concluy6 que la permeabilidad relativa en
fracturas es una funcion lineal de la saturacién. Desde aquel entonces se han
llevado a cabo muchos esfuerzos para calcular la permeabilidad relativa en
fracturas, éste capitulo presenta el resultado de una investigacion
experimental que prueba la validez de los resultados de Romm. La
investigaciéon se llevé a cabo con los mismos sistemas Kerosene y Agua en

planos paralelos que simulan una fractura.

La técnica de la imagen por video fue usada para medir las saturaciones en
la fractura. Las razones de permeabilidad relativa fueron calculadas usando
la interpretacién de Welge de la teoria de Buckley-Levrett después de que el

flujo fraccional se ha obtenido del desplazamiento.

El flujo de fluidos en una formacion geoldgica fracturada es de mucho interés
para el ingeniero de petroleos, para los gedlogos es importante en el
movimiento de agua subterranea y para los ingenieros ambientales para
evaluar el movimiento de residuos tdxicos en aguas subterraneas. En la
industria del petrdleo, los hidrocarburos de yacimientos fracturados
representan una porcion importante del aceite y gas producido en el mundo
entero cada ano. Con el reciente uso de pozos horizontales para drenar
yacimientos fracturados de ha convertido en una necesidad el entender el
flujo producido en fracturas.

Los datos de permeabilidad relativa son necesarios para predecir el flujo de

una fase en presencia de otra. Por esta razén el comportamiento de la
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permeabilidad relativa de flujo bifasico en fracturas es de considerable
importancia en la estimacidén de las ratas de produccion para modelos de
simulacién de yacimientos de doble porosidad y doble permeabilidad. Este
capitulo fue basado en el articulo “Fracture Relative permeability: Linear or no

linear function of saturation” SPE 28701.

5.1 ANTECEDENTES

Hasta ahora, los estudios sobre las permeabilidades relativas en fracturas
han sido conducidos por Room 1996, Merill 1975, Pruess y Tsang 1990 y
McDonald et al 1991. Room mostré que las permeabilidades relativas son

una funcion lineal de la saturacion (Figura 19).

Figura 19. Curvas experimentales de permeabilidad relativa. Pieters 1994
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El estudio de Merill fue inconcluso.

La simulacién de una fractura de Pruess y Tsang 1990, mostro, contrario a lo
que Room 1966 encontrd, que existe una considerable interferencia entre las

fases (Figura 20).

Figura 20. Permeabilidades relativas simuladas para drenaje de fase mojante
y no mojante. Pieters 1994
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McDonald et al. 1991 mostré6 mediciones de permeabilidad relativa no-lineal
hechas sobre un corazén de caliza naturalmente fracturada usando técnicas

de resonancia magnética nuclear (Figura 21).
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Figura 21. Permeabilidades relativas para la caliza fracturada. Pieters 1994
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Los resultados de Room son todavia ampliamente utilizados a pesar de que

ellos pudieron no haber hecho lo correcto.

Debido a esos resultados conflictivos, se ha despertado una necesidad de

realizar investigaciones basicas para responder algunas de esas preguntas.

5.2 APARATOS

5.2.1 Diseno de celdas. Los huecos fueron perforados media pulgada
desde el borde de los platos de vidrio de 2” (5.08 cm) por 4” (10.16 cm) y
tiras almacenadoras de 0.001” (0.00254cm) fueron colocadas sobre los
bordes de los platos de vidrio que tienen los huecos perforados. El otro plato
de vidrio fue montado sobre esta adaptacion y cementados juntos con epoxy.
Piezas de tubing de acero de 1/16 pulgadas fueron puestas en los huecos

perforados y cementados alli. La celda es mostrada en la figura 22.
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Figura 22. Disefio de una celda Hele-Shaw. Pieters 1994.
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5.2.2 Equipo de videograbadora. Una videograbadora fija con una camara
equipada con lente de aumento fue usada para grabar los experimentos. Un
par de lamparas fluorescentes se utilizaron para la iluminacién. Un generador

de tiempo fue usado para registrar el tiempo sobre la videocamara.

Para analizar la imagen grabada, se utiliz6 un computador con 8 megabyte
de RAM con 40 megabytes de disco duro y un monitor RGB. Una rapida
tarjeta capturadora de video DT2255 capaz de capturar imagenes en blanco
y negro desde la videograbadora fue usada en el analisis. El equipo de

interpretacion de datos fue incluido también en el paquete.

Un software de procesamiento de imagenes fue usado para procesar la
imagen grabada. Una hoja de calculo fue usada para el calculo de la
saturacion y del flujo fraccional. Una bomba capaz de dar una rata fija desde
una jeringa fue usada para inyectar el fluido desplazante. EI montaje se

muestra en la figura 23.
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Figura 23. Arreglo experimental para el experimento. Pieters 1994.
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5.3 PROCEDIMIENTO EXPERIMENTAL

El siguiente procedimiento fue usado para todas las corridas:

1. La celda fue llenada con Kerosene.

2. Se llend una jeringa con agua tefida de azul, luego se colocé en la bomba
Harvard y el tubing de 1/16” se conecto a la celda.

3. La celda fue ajustada hasta que fuera ortogonal.

4. El foco y apertura de la camara fueron ajustados para obtener una imagen
bien definida.

5. El experimento fue comenzado al presionar el interruptor de la bomba a la
primera aparicion de el agua tefiida de azul en el puerto de entrada, al mismo
tiempo se enciende el generador de tiempo de la videocamara. El

experimento fue permitido para proceder después del paso del agua, a un

punto donde el color azul no cambiara y donde no se formaran nuevos

dedos.
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6. El proceso se repitio para cada una de las corridas.

5.4 PROCESAMIENTO DE LA IMAGEN DE LA VIDEOGRABADORA

5.4.1 Medida de la saturacién. Para realizar un analisis de saturacion, se
grabaron imagenes 9-12 a varios tiempos durante el proceso de
desplazamiento. Un intento fue hecho para obtener por lo menos 2 o 3
cuadros antes del paso con la mayoria de cuadros después del paso. Esta
practica permitié que la forma de la grafica del recobro contra el volumen de
poro del fluido inyectado fuera mejor definida. Las figuras 24a y 24b

muestran una version impresa de las imagenes extraidas.

Figura. 24a y 24b. Imagenes extraidas del experimento en una celda de 1”x
4” (El color negro es agua tefiida de azul). Pieters 1994.
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La medida de la saturacion en la celda, fue realizada tomando un area
rectangular de la celda desde el puerto de entrada al de salida. El histograma
visualiza el numero de pixeles de cada uno de los 255 niveles de gris dentro
del area escogida. Un ejemplo de este histograma es mostrado en la figura
25. Estos datos fueron copiados a la hoja de calculo para hacer el analisis

de saturacion.

Figura 25. Histograma desde la imagen extraida. Pieters 1994
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El histograma muestra dos picos, uno de ellos corresponde al kerosene y el
otro al agua azul presente en la celda. Los mas bajos niveles de gris con el
maximo numero de pixeles (los picos) correspondian a la mas alta intensidad
de luz, mientras que pico con el minimo nivel de gris correspondia a la mas
baja intensidad de luz calculada por normalizar el rango a 1. Esas
intensidades de luz fueron convertidas a concentraciones usando las leyes

de Beer-Lambert, la cual relata la absorcion de energia radiante
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monocromatica paralela por un medio isotropico homogéneo a la
concentracion de las especies absorbidas. Ya con las concentraciones se
hizo un promedio de la saturacion en la celda.

El mismo procedimiento fue empleado para cada una de las imagenes
extraidas y para la medida de saturacion del frente efluente, la cual por la
definicion de Welge es la saturacion a la cual el radio de permeabilidad
relativa medido es relacionado.

5.5 BASE DE CALCULO

Primero que todo usaremos la definicion de flujo fraccional:

= qwo , (51)
qwo + qqo

Ahora la tasa de agua que entra, es igual al agua que sale de la celda mas el

kerosene que sale de la celda:
qwo + qqo = qwi’ (52)

Reemplazando esta ecuacion en la ec. (5.1) tenemos:

£y =t (53)

wi

El flujo de agua que sale es igual al flujo de agua que entra menos la medida

del cambio de saturacion:
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As
=g . -V =, (54
Duo =9 =V, (5.4)

Sustituyendo esta ecuacion en la ec. (5.3), tenemos:

N
B qwi P At
fo=—""—"""""1 (55)
Lo cual nos quedaria:
V, As
=1--2—, (5.6
S . A (5.6)

Luego de que se calcula el flujo fraccional en este experimento, se puede
calcular la relacion de permeabilidad relativa utilizando la siguiente definicion

de flujo fraccional:

Despejando la relacién de permeabilidad relativa, tenemos:

Kot Jo = (56

K, w,1-7,
By A1) (s7)
KW’ lLlW fW’
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5.6 DISCUSION DE RESULTADOS

La figura 26 muestra una comparacion entre las relaciones de permeabilidad
relativa para el keroseno y el agua medidas en la investigacion y las
relaciones de permeabilidad relativa para fluidos similares desde el trabajo
de Room. Simplemente Room medio permeabilidades relativas actuales, su
permeabilidades individuales tuvieron que ser convertidas a relaciones. La
comparacion revela que la permeabilidad relativa de Room para fracturas
ideales de 65 a 125 micrones son lineales sobre una grafica semilogaritmica,

mientras que aquellas medidas sobre las fracturas ideales actuales no lo son.

Figura 26. Comparacién con la permeabilidad relativa de Room. Pieters 1994
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5.7 POSIBLES ERRORES

1.

Las imagenes fueron convertidas a blanco y negro desde color, en la
conversion se perdio algo de claridad. Esto resulta en una pequefia

variacion en las saturaciones.

Durante el experimento, la tasa de la bomba pudo no haber sido la

misma tasa que al comienzo del experimento.
Las leyes de Beer-Lambert muestran una desviacion de linealidad a

altas concentraciones. Esta situacion fue aplicable por lo menos hasta

el fin del experimento.

131



6. FLUJO BIFASICO (AGUA-ACEITE), PERMEABILIDADES EFECTIVAS Y
RELATIVAS EN FRACTURAS

En los cursos basicos de yacimientos, nos ensefian que las curvas de
permeabilidades relativas en fracturas son una funcién lineal de la saturacion
(ki = Swi), segun lo establecia E. S. Romm (1966). En este capitulo se
propone demostrar analiticamente que las curvas de permeabilidades

relativas en fracturas no son una funcion lineal de la saturacion.

Para lograr nuestro objetivo iniciaremos con un balance de cantidad de
movimiento a la fractura, y que junto a unas condiciones de frontera nos
permitira encontrar una solucién analitica para predecir el comportamiento de
las permeabilidades en fracturas.

6.1 DESARROLLO MATEMATICO

Para desarrollar el modelo que predice la permeabilidad relativa en fracturas,

se van a tener en cuenta las siguientes consideraciones.

1. Flujo laminar y en estado estacionario.

2. Presion capilar nula (P. = 0).

Comenzaremos realizando un Balance de cantidad de movimiento a la

fractura mostrada en la figura:
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Figura 27. Caracterizacion de la fractura utilizada en el modelo.
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Low(z.), =Low (e, ) p +w-Ax-(B-F)=0

X x+Ax

lim [(rxz )eone = (7). j _(R-P)

x—0 Ax L

= (6.1)

Esta ecuacion es valida tanto para el aceite como para el agua. Integrando la

ecuacion (6.1) tenemos:

Para el agua:

o =(¥%+ch 6.2)

Para el aceite:
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rg{Pl;PZ].Hcf (6.3)

o
xz "

Condicion de frontera 1: enx = 0;7) =7

Reemplazando las siguientes condiciones de frontera en la ecuacién (6.2) y

(6.3), encontramos que C, =C =C, .

Aplicando la ley de Newton de la viscosidad tanto para la ecuaciéon (6.2)

como para la ecuacion (6.3), tenemos:

Para el agua:

pr—- izl e Goer (6.4)

Para el aceite:

L .6VO _(Pl—PZ
, -

ox L
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P-P C
fore = [-(Bte)won [ St

P —-P
po__h=P . G o 6.5
z 2

2-po-L Ho

Ahora, para poder determinar las velocidades tanto para el agua como para

el aceite (V”,V°), necesitamos conocer las constantes de integracion

(C,,CY,C?). Estas constantes las podemos calcular con las siguientes

condiciones de fronteras:

Condicion de frontera 2:enx=0; V" =17,

z

Condicion de frontera 3:enx= —h,; V" =0 .

Condicion de frontera4: enx = h,; V° =0 .

Aplicando la condicion frontera 2, en las ecuaciones (6.4) y (6.5) tenemos:
cy =cy (6.6)
Aplicando la condicion frontera 3, en la ecuacion (6.4) tenemos:

0= ﬁ.hW%ri.hWJrczW (6.7)

2 py - L Hy

Aplicando la condicion frontera 4, en la ecuacion (6.4) tenemos:
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O=—;~hoz—&~ho+C20 (6.8)

2- oL Ho

Solucionando el sistema de 3*3 (ecuaciones 6.6, 6.7 y 6.8) tenemos:

= (Pl _PZ)(h;/:uO _hgquj (69)
2-L \ hypo+hopy
C;V:Cf:_(Pl_P2)|:h0hW(h0+hW):| (610)
2-L | hypao+hopty

Reemplazando el valor de las constantes C,,C),CyY en las ecuaciones (6.4)

y (6.5) tenemos:

- (R _Pz){ﬂwhwho(ho +hW)_ Iy o = hotty .x—xz} (6.11)
2-pty L hypio +hopy by o + hopty

yo - (Pl _Pz)[ﬂohwho(ho +hW)_ hy to = hoty ~x—x2} (6.12)
2-po L hypto+hopty by o + ho iy

Con estos resultados calculamos las velocidades medias para cada fluido de

la siguiente forma:

[/Z_Wzi ]1 Ox = (Pl_Pz) (3ﬂwhéhw +4ﬂwhohsf +hs//10] (6.13)
hy hy 12- gy, - L Py o + Doty

_0 - i JQ ) Lgﬂohého + 4ﬂ0h£hW * hg,uw j (6.14)
' ho % 12 Ho - Py o + ho
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A partir de las velocidades medias hallamos los flujos tanto para el agua

como para el aceite:

0=4V

Para el agua:

QW _ (Pl _Pz)' Ay £3ﬂwhéhw +4,uWh0hv2V +hvsr‘/,u0J (6.15)
12 py - L by o + hoty

Par el aceite:

QZO _ (Pl _Pz)' A, £3luoh;fho +4,u0héhw + hgﬂWJ (6.16)
12 py - L by bt + hoty

Combinando estas ecuaciones con la ecuacion de DARCY tenemos:

Para el agua:

K, - Ag - AP, _ (Pl _Pz)' Ay, (&Uwhéhw + 4/uWh0h§/ + hng/qu (6.17)

My - L 12- py - L by o + oty

Donde;
P-P .y

AP, = M (Ver seccion 6.3) (6.18)

SW
Ag =w-(hy +hy,) (6.19)
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A, =w-hy, (6.19a)

Reemplazando las ecuaciones (6.18), (6.19) y (6.19a) en la ecuacion (6.17) y

despejando la permeabilidad tenemos:

:i_ Syhy [ 3pyhohy + 4, hohy +hy (6.20)
12 hy, +h, By gty + hy '
Simultaneamente para el aceite tenemos:
AP, = (R-F) (Ver seccién 6.3)
1-S,
A5 = W'(ho +hW)
A, =w-h,
— i (1_SW )hO 3:“0}1;/}10 + 4:uoh(§hW + hg/’lW (621)
v 12 hy +hy Py o + ho pyy
como:
h_W: vol.,, _s, y h_O: vol.,, _s,
H vol., +vol, H wvol., +vol.,
(Ver seccion 6.3)
Entonces:
h, =S, H (6.22)
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hy =S, H (6.23)

Reemplazando las ecuaciones (6.22) y (6.23) en las ecuaciones (6.20) y

(6.21) respectivamente, tenemos que:

2 5 _ 3 _
K, = H ‘[SW (,Uo ﬂw)+SWﬂW (3 2§, )} (6.24)
12 Sy (1o =ty )+ 1ty
2 5 _ 3 _
K, = H .|:S0(/JW ,uo)"'Soluo(B 28, )} (6.25)
12 So(/uw _;u())+/uO

Ahora, dividiendo por la permeabilidad absoluta (K, = H?/12, expresion

encontrada en el libro de Aguilera 2003), hallamos las expresiones para las

permeabilidades relativas:

K, =—© - |:SV5V(/uO _ILIW)+SV3V’LlW(3_2SW )} (6.26)
K s SW(IUO _IUW)+IUW

K, = Keo :{Sg(uw —Ho) ¥ Sgﬂo(3—250)} (6.27)
K s So(ﬂw _ﬂ0)+ﬂ0

Estas dos ecuaciones (6.26 y 6.27) son las propuestas para calcular las

permeabilidades relativas en fracturas agua-aceite.
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6.2 EJEMPLO

Con el fin de observar los resultados generados por las ecuaciones 6.26 y

6.27 se presentaran los siguientes ejemplos.

a. Encontrar las curvas de permeabilidades relativas para un yacimiento

fracturado cuyas fracturas predominantemente son horizontales,

usando las ecuaciones (6.26) y (6.27), utilizando

(u, =1cP, u, =0.68cP).
. Con los resultados experimentales obtenidos por Pieters y Graves,

compararlos con los resultados obtenidos con la ecuacion propuesta

6.26 y 6.27. graficar ko/kw contra Sw.

Respuesta:
a.
Sw Krw So Kro
0 0 1 1
0,05 |0,00036829| 0,95 |0,90338049
0,1 0,00288926 0,9 0,80973223
0,15 |0,00954643| 0,85 |0,71940357
0,2 0,02211282 0,8 0,63277949
0,25 |0,04211957| 0,75 |0,55027174
0,3 0,07082124 0,7 0,47230796
0,35 |0,10915743| 0,65 |0,39931959
0,4 0,15771009 0,6 0,33172844
0,45 |0,21665607| 0,55 |0,26993178
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0,5 0,28571429 0,5 0,21428571

0,65 ]0,36408665| 0,45 |0,16508665

0,6 0,45039208 0,4 0,1225505

0,65 ]0,54259242| 0,35 |0,08678939

0,7 0,63790928 0,3 0,05778557

0,75 ]0,73273026| 0,25 |0,03536184

0,8 0,82250323 0,2 0,01914839

0,85 ]0,90161648| 0,15 |0,00854505

0,9 0,96326292 0,1 0,00267865

0,95 ]0,99928534| 0,05 |0,00035431

1 1 0 0

Figuras 28 a y b. Curva de Permeabilidades relativas en fracturas.

Curva de permeabilidades relativas en fracturas
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COMPARACION DE RESULTADOS
EXPERIMENTAL Y GENERADOS POR LAS
ECUACIONES
1000 \
100

10 -

—e— Propuesta
Pieters y Graves

ko/kw
&
Pl

0,1

0,01
Sw

La figura 28 b. muestra los resultados experimentales de Pieters y Graves
1994 para (u, =1cP,u, =35cP) y los resultados generados por las
ecuaciones propuestas. Con esto se puede evidenciar la no-linealidad de las
curvas de permeabilidades relativas en fracturas y también la similitud de
ambas curvas. También se puede observar la gran diferencia de valores
cuando la saturacion de agua tiende a cero. Esto se genera debido a que las
ecuaciones propuestas generan valores de permeabilidad mayores que la

unidad.

6.3 DEMOSTRACION MATEMATICA

En una fractura:
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v, wLh,, h, h

w

"V, +V, wLh, +wLh, hy, +h, H

w

Es decir;
hy, .
Sy = 7 Lo que esigual a: 4, =S, H

Analogamente para el aceite:

h, =S,H
i (Pl — Pz)
Ahora nos disponemos a demostrar que AP, = BT
w
la siguiente manera:
F F.
Aq Aq
F F P, P
PWl = i = F;' = 1 = 1 = 1 s PWl _1
A, wh, S,(wH) S,4, S, S,
F2 FZ F2 FZ P2 P2
PW2 = A— = = = = — PWZ = —
w o Why SW(WH) Sy As w Sy
(Pl — Pz)
AP, =By, — Fy,
SW

Igualmente para el aceite:

P -P
APo:Pm_Poz:( lS 2)
0
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CONCLUSIONES

Segun los resultados obtenidos en esta tesis las curvas de permeabilidades
relativas (agua-aceite) en fracturas de los yacimientos naturalmente

fracturados no son una funcion lineal de la saturacion.

El comportamiento de las curvas de permeabilidades relativas en un medio
fracturado es similar al comportamiento de las curvas de permeabilidades

relativas para medios porosos.

Los simuladores actuales de yacimientos aun consideran la linealidad de las
curvas de permeabilidades relativas en fracturas, llevando de alguna u otra
manera a errores. Es necesario comenzar a utilizar expresiones que simulen
el comportamiento real de la movilidad de los fluidos en las fracturas de los

yacimientos naturalmente fracturados.

Experimentalmente se ha podido medir la permeabilidad relativa en fracturas,
evidenciando que el comportamiento de dichas curvas genera un

comportamiento no lineal.

De acuerdo al estudio llevado a cabo por Pieters y Graves 1994 y a los
resultados mostrados en este trabajo se evidencia tanto experimentalmente
como analiticamente que las curvas de permeabilidades relativas en

fracturas no son una funcién lineal de la saturacion.

Segun la literatura consultada, son muy poco los trabajos llevados a cabo
para intentar predecir por medio de una ecuacion las permeabilidades
relativas en fracturas, segun lo mostrado por Pieters y Graves 1994 (es decir

la no linealidad de las permeabilidades relativas en fracturas)
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RECOMENDACIONES

Todos los simuladores comerciales de yacimientos consideran todavia que
las curvas de permeabilidades relativas en fracturas son una funcion lineal de
la saturacion. Por esto se hace necesario comenzar a programar en este tipo
de simuladores la no linealidad de las curvas de permeabilidades relativas en
fracturas para de esta manera poder obtener una mejor caracterizacion del

yacimiento.

La medicion de las permeabilidades relativas en una fractura se ha realizado
esquematicamente haciendo uso de dos placas paralelas como lo
mostramos en el capitulo 5. Pero, se hace necesaria la medicion en
laboratorio de una fractura sacada del yacimiento, es decir, de un corazén.
Con esto se puede evidenciar que los modelos propuestos si concuerdan con

lo que ocurre en el yacimiento.

El modelo propuesto en este trabajo se utiliza unica y exclusivamente para
fracturas en cuyo interior fluyen agua y petroleo. Es necesario proponer
modelos para incluir el gas, ya sea para yacimientos bifasicos (agua-gas) o

para yacimientos trifasicos (agua-gas-petroleo).
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