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Resumen

Titulo: Copias de co(I") en espacios de funciones diferenciables
Autor: Ludwing Duhan Arocha Osorio "

Palabras Clave: Espacio de funciones continuamente diferenciables, anula en el infinito, subespacio complementa-

do.

Descripcion: Sea X un espacio de Banach y K un subespacio localmente compacto de R sin puntos aislados. Se
denota por C(()m) (K,X) al espacio de Banach de todas las funciones f : K — X de clase Cc™ tales que f, f M, ... f (m)
se anulan en el infinito, dotado de la norma || f || = Or<r1é§)3n{ /Y| }. En este trabajo estudiamos la clase de espacios
Cé"”(l( ,X). Extendemos el teorema de Cembranos (1984) y probamos que si X es de dimensién infinita, entonces
Cém) (K,X) contiene una copia complementada de c,, donde ¢, denota al espacio de Banach de todas las sucesiones de

escalares que convergen a cero.

Si T es un conjunto no vacio dotado con la topologia discreta, el espacio Co(I") serd denotado como ¢y(I"). En par-
ticular, si I' es infinito numerable, c¢o(I') es el espacio de sucesiones de escalares que convergen a cero, es decir,
co. Como segundo resultado, se extiende una demostracién hecha por Galego and Hagler (2012) y se prueba que si
C(()m) (K, X) contiene copia de co(X 1), esto es, el espacio de funciones (aq)qcx, tales que para cada € > 0, el conjunto

{00 € X : |aq| > €} es finito, entonces X contiene copia de co(¥X ).

Finalizamos este trabajo planteando preguntas para posibles trabajos futuros de investigacién (seccién 2.3).

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Dr. Carlos Wilson Rodriguez Cardenas, Doctor en Cien-
cias.
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Abstract

Title: Copies of co(I') in differentiable function spaces
Author: Ludwing Duhan Arocha Osorio
Key words: Space of continuously differentiable functions, vanish at infinity, complemented subspace.

Description: Let X be a Banach space and let K be a locally compact subspace of the real line R without isolated
points. We denote by C(()m) (K,X) the Banach space of all functions f : K — X of class Cm such that f, f1), ..., f0m

vanish at infinity, endowed with the M-norm || f|[y = 0r<11;i<>< {1179 }. In this work we study the class of functions
<j<m

spaces C(gm> (K,X). We extend the theorem of Cembranos (1984) and prove that if X is infinite dimentional, then
C(()m> (K,X) contains a complemented subspace isomorphic to ¢y, where ¢ denotes the Banach space of all sequences

of scalars that converges to zero.

If T is a nonempty set endowed with the discrete topology, we denote Cy(I") by co(T'). In particular, if " is countable
infinity, co(I") is the space of sequences of scalars that converge to zero, that is, co. As a second result, a proof made
by Galego and Hagler (2012) is extended and it is proved that if C(()m) (K,X) contains a copy of ¢o(¥X1), namely, the
functions space (aq)gex, such that for every € > 0, the set {ot € X : |ag| > €} is finite, then X contains a copy of

co(X1). We conclude this work by presenting questions for possible future research work (section 2.3).

Bachelor Thesis

Faculty of Sciences. Math school. Director: Carlos Wilson Rodriguez Cardenas, Doctor of Science.
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Introduccion

Un problema clésico en la teoria de espacios de Banach es el siguiente: dado un espacio de
Banach E, determinar cudndo un espacio de Banach contiene una copia isomorfa o isométrica a E.
En esta linea, Bessaga y Pelczynski resolvieron este problema cuando E = ¢y, esto es, el espacio de
sucesiones convergentes a 0. Una variante del problema planteado es la siguiente: dado un espacio
de Banach E, determinar cudndo E es isomorfo a un subespacio complementado de un espacio de
Banach. Respondiendo esta pregunta, Cembranos (1984) probo que si K es un espacio compacto
Hausdorff infinito y X es un espacio de Banach de dimensién infinita, entonces C(K,X) contiene
una copia complementada de cy.

A continuacién, introducimos el objeto de estudio de este trabajo. Sea K un subespacio lo-
calmente compacto de la recta real sin puntos aislados y X un espacio de Banach. Denotamos
por C(()m) (K,X) al espacio vectorial de todas las funciones f : K — X de clase C™ tales que
£, fW, .- fi" se anulan en el infinito. No es dificil ver que la funcién || - || : C(()m) (K,X) =R
dada por | f]u = mdx {| FD)}, si f € CM(K,X), es una norma y (C§™ (K, X), | [|s) es un
espacio de Banach. A su vez Galego and Rincén-Villamizar (2016) estudian cuando los espacios
C(()l) (K,X) determinan los subespacios localmente compactos de la recta real. Motivados por el
resultado de Cembranos, planteamos el primer problema del trabajo.

Problema 1. Dado un subespacio K de R localmente compacto, sin puntos aislados y X

un espacio de Banach de dimensién infinita, ;podemos afirmar que C(gm) (K,X) contiene copia

complementada de c?
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Inspirados por el resultado de Cembranos, Galego and Hagler (2012) estudian el problema
de encontrar copias complementadas de co(I") en la clase de espacios C(K,X). En ese trabajo,
los autores muestran que si C([0, 1],X) contiene copia de co(¥X ), esto es, el espacio de funciones
(aq)acx, tales que para cada € > 0, el conjunto {& € X : |ag| > €} es finito, entonces X contiene
copia de co( X ). Esto motiva el siguiente problema:

Problema 2. Sean X espacio de Banach y I" un conjunto tal que |I'| = X.

Si C(()m) ([0,1],X) contiene copia de co(I'), ;puede asegurarse que X contenga una copia
isomorfa a ¢o(I")?

En este trabajo daremos respuesta a los problemas 1y 2.

El primer capitulo comenzara describiendo unas nociones basicas del andlisis funcional. El
resto del capitulo estd destinado a recopilar las herramientas que permitirdn desarrollar el contenido
del trabajo. Se hard una introduccion a los espacios de funciones Cy(K,X) y se expondrén las
condiciones bajo las que es sabido que dicho espacio contiene copia complementada de cg. Estos
resultados serdn la base de la teoria que se desarrollara posteriormente.

El segundo capitulo del trabajo contiene los principales resultados del mismo y es en el que
se demuestra de manera afirmativa el problema 1. Finalmente, en la segunda seccidn investigare-
mos las consecuencias de los resultados en Galego and Hagler (2012) para el espacio C(()m) ([0,1],X)
enel caso [['| = X;.

1. Preliminares
En este capitulo se presentan algunas definiciones y resultados preliminares que son impor-

tantes para el desarrollo de los siguientes capitulos.
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1.1. Elementos de analisis funcional

El simbolo K denotara al cuerpo R o C.

Definicion 1.1. Un espacio de Banach es un espacio normado el cual es completo con la métrica

inducida por la norma.

Definicion 1.2. Sean V un espacio vectorial y || - ||1,] - || dos normas en V. Decimos que || - ||; y

|| - ||2 son equivalentes, si existen constantes positivas m, M tales que para todo x € V
mllxlls < flxll2 < Mx]]s.

Proposicion 1.3. Sean X un espacio vectorial y || - ||1, || - |2 normas equivalentes en X. Entonces
(X, |- 1]1) es un espacio de Banach si, y solo si, (X, || -||2) es un espacio de Banach.

Demostracion. Sean (x;),en una sucesiéon de Cauchy en || - [|2, € > 0 dado y m, M las constantes
de la definicién anterior. Por hipétesis existe N(€-m) € N tal que si N(e-m) <[ < j, entonces

Hxl —xjH < €-m. Luego,

1
|W—MMS%M—MM
1
< —&'m
m

<g siNe-m)<I<j.

Por tanto (x,),cn es de Cauchy en || -||;. Como (X, || -||1) es Banach, existe x € X tal que ||x, —

x||1 — 0. Esto implica que x, — xen (X, || ||2), ya que ||x, — x| < M||x, —x||; paracadan € N.
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Asi (X, ]| - ||2) es un espacio de Banach.
Observe que la prueba se hizo de tal manera que el reciproco se obtiene intercambiando el

indice de las normas.

]

Definicion 1.4. Sean X un espacio de Banach y M subespacio cerrado de X. Se dice que M es
complementado de X, si existe un subespacio cerrado N tal que MNN = {0} yX =MD N.
Esto es equivalente a decir que existe un operador lineal y acotado P : X — X que es una

proyeccién sobre M, es decir, PoP =Py P(X) =M.

El siguiente resultado es consecuencia del Teorema de la Aplicacion Abierta, (Halsey Roy-

den, pag 264).

Teorema 1.5. Sean X,Y espacios de Banach y T : X — Y un operador continuo sobreyectivo. Si

T es inyectivo, entonces T~ es un operador continuo.

Definicion 1.6. Sean X e Y espacios de Banach. Un isomorfismo de X en Y es un operador 7 :
X — Y inyectivo tal que Ty T~! son continuos. Se dice que X es isomorfo a ¥ y denotamos por
X ~ Y, si existe un isomorfismo sobreyectivo de X sobre Y. Diremos que X es isométricamente
isomorfo a Y si existe un isomorfismo sobreyectivo 7 : X — Y, tal que ||x||y = ||7x||, para todo
xeX.

Diremos también que Y tiene una copia de X, y escribimos X < Y, si existe un isomorfismo
de X a un subespacio de Y. Si existe un subespacio complementado de Y isomorfo a X, denotamos

XSy,
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Lema 1.7. Sean X un espacio normado y Y un espacio de Banach. Si M es un subespacio denso
en X y Ty : M — Y un operador lineal continuo, entonces existe un tinico operador lineal continuo

T:X—>YtalqueT|y=Toy ||T| = |Tol-

Lema 1.8. Sean X,Y espacios de Banach. Si existe un isomorfismo sobreyectivoT : X — Y y M

es un subespacio complementado de X, entonces T (M) es un subespacio complementado de Y .

Demostracion. Como M es complementado de X, existe una proyeccién P : X — X tal que P?(x) =
P(x) y P(X) =M. Defina P:=ToPoT ' :Y — T(M). No es dificil ver que P es un operador

lineal de Y sobre T (M) que satisface P?(x) = P(x). En efecto, ya que para cadax € Y,

Finalmente, la igualdad P(Y) = T (M) es consecuencia de que T es un isomorfismo sobre-
yectivoy P(X) =Y.

]

Definicion 1.9. Sean X un espacio de Banach y K un espacio localmente compacto Hausdorff. Se
dice que f: K — X se anula en el infinito si dado € > 0, el conjunto Ve (f) ={x € K : || f(x)|| > €}

€s compacto.
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Se denota por Cy(K,X) al conjunto de todas las funciones continuas de K en X que se
anulan en el infinito. El préximo resultado es clasico. Una prueba de éste se puede encontrar en

Rudin, Teorema 3,17.

Proposicion 1.10. Sean X un espacio de Banach y K un espacio localmente compacto Hausdorff.

Entonces (Cy (K,X),|-||.,) es un espacio de Banach, junto con la norma del supremo

1fllee = sup{llf(X)[| : x € K}, donde f € Co(K, X).

En caso de que K sea compacto, Cy (K,X) se denota por C(K,X). Si X = K, se escribe

como Cy(K), y C(K) si K es compacto.

Observacién 1.11. Si I" es un conjunto no vacio dotado con la topologia discreta, el espacio Cy(T")
serd denotado como c((T"). En particular, si I" es infinito numerable, ¢o(I) es el espacio de suce-

siones de escalares que convergen a cero, es decir, ¢g.

Observacion 1.12. Si ¢ es el espacio que consta de las sucesiones eventualmente nulas, entonces

coo €s un subespacio denso en cg. (Fabian, Proposicién 1.16).

Definicion 1.13. Sea X un espacio de Banach. Una serie )., en X se dice que es incondicio-

nalmente convergente, si }.,cNXz(,) €8 convergente para cualquier permutacion 7 de N.

Definicion 1.14. Sea X un espacio de Banach. Una serie },,cy X, en X se dice que es w-incondicio-

nalmente de Cauchy, si ¥,y [x* (x,)| es convergente, para todo x* € X*.

Las siguientes dos proposiciones nos dan una caracterizacion de los conceptos anteriores.
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Proposiciéon 1.15. (Megginson, Proposicion 4.2.3) Sean X un espacio de Banach 'y (x,)neN una
sucesion en X. Entonces Y ,nX, es incondicionalmente convergente si, y solo si, cada subserie de

Y 1eNXn es convergente.

Proposicion 1.16. (Swartz, Proposicion 3.8) Sean X un espacio de Banach 'y (x,),cN una sucesion

en X. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
i) La serie Y ,cnxn es w-incondicionalmente de Cauchy;
ii) {ngjxj J esﬁnito} estd acotada en X ;
iii) La serie Y, | 0,x, converge, para todo (0,),eN € Co.

Definicién 1.17. Sean X un espacio de Banach y (x;,),cn una sucesion en X. Decimos que (X, )eN
es una base de Schauder (o base) para X, si para cada x € X existe una tnica sucesion de escalares

(G )nen tal que x =Y~ | Q.

Bessaga y Pelczyinski caracterizan los espacios de Banach que no contienen un subespacio
isomorfo a ¢y como aquellos donde la convergencia débilmente incondicional es equivalente a la

convergencia incondicional. Una demostracién puede encontrarse en Lacey, Teorema 9.
Teorema 1.18. Sea X un espacio de Banach. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
i) X contiene un subespacio isomorfo a co (co—X);

ii) Existe una serie Y, | X, en X que es w-incondicionalmente convergente y no es incondicio-

nalmente convergente.
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Definicion 1.19. Sean X un espacio topoldgicoy f : X — R una funcion. El soporte de f denotado

por supp (f), es la clausura del conjunto {x € X : f(x) # 0}.

Teorema 1.20. (Rudin, Teorema 2.13) Sean V,V,, - - ,V, subconjuntos abiertos de un espacio lo-
calmente compacto X y K C X compacto tal que K C Vi |V, - - - UV, Entonces existen funciones

hi,hy -+ hy, € Co(K) tales que
i) supp hj CVj, para cada j=1,2,--- ,n;
iit) 0<hj(x)<1paracadax€K, conj=1.2,--- n;
iit) hi(x)+ho(x)+ -+ h,(x) =1 para cada x € K;
) hi(x)+ha(x)+---+h,(x) <1paratodox e X.

1.2. Copias complementadas de ¢y en C(K,X)
En esta seccion estudiaremos resultados que caracterizan cuando un espacio de Banach no
contiene un subespacio isomorfo a cg. Finalmente, presentamos el Teorema 1.33 que ha sido una

de las bases para este trabajo.

Proposicion 1.21. (Cembranos and Mendoza, Proposicion 1.4.2) Si (gn)neN €s una sucesion en
C(K) de funciones no nulas tales que la familia de conjuntos (g, ' (K\ {0})),en son mutuamen-
te disjuntos, entonces el subespacio cerrado generado por las funciones g, es isométricamente
isomorfo a c.

Demostracion. Considere a T : cop — C(K) dado por T (()nen) = Yo Ongn- Note que T estd

bien definido, ya que para cada o = (0;),en, supp(a) = {n € N: @, # 0} es finito. Ademds,
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podemos asumir que cada funcion g, tiene norma 1, ya que si ||g;|| = d; # 1 para algin i € N, basta
reemplazar dicha funcién por g := g;/d;. Afirmamos que el operador lineal es una isometria. En
efecto, ya que si (04;),eN € oo, entonces existe m € N tal que o, = 0 para todo n > m. Ademds,

como la familia de conjuntos (U, = g, (K \ {0})), < Son mutuamente disjuntos, entonces

1T () nen) || =

Z 0 8n
n=1

m
= sup Z 0,8, (k)
keK |ln=1

= sup { i angn<k)
n=1

= mdax | sup
1§]§m kGUJ’

- llgfgm\aj\

m
ke UUJ'}
j=1

)

i Ongn (k)

n=1

= [|(cn)nen| -

Como cqp es denso en cp, de acuerdo al Lema 1.7 existe una extension lineal continua
T:co—CK,X)talque Tl =Ty ||T] =T

]

Proposicion 1.22. Sean K un espacio compacto Hausdorff y X un espacio de Banach. Entonces
los espacios C(K) y C(K,X) siempre contienen copias de cq (excluyendo los casos en que C(K) o

X sean de dimension finita).

Demostracion. Como K es un espacio compacto Hausdorff infinito, existe una sucesién (Gy),cy
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de subconjuntos abiertos no vacios de K, disjuntos dos a dos. (Willard, Ejercicio 14D).

Para cada n € N fijemos ¢, tal que ¢, € G,. De acuerdo al lema de Urysohn’s existe una
funcién f, € C(K,[0,1]) tal que f,(t,) = 1y fu(K\ G,) = 0. Bajo esta construccién tenemos que
la familia de conjuntos (f; !(K\ {0}))nen son mutuamente disjuntos, ya que si suponemos por
el contrario que existen i, j € N con i # j tales que f; ' (K\ {0}) ﬂfj_l(K\ {0}) # 0, entonces
existe x € K tal que fij(x) #0y f;(x) #0. Asi x € GiNG; que es una contradiccién. D acuerdo a la

Proposicion 1.21 concluimos que C(K) contiene copia de ¢y y en consecuencia C(K,X) también.

O
Definicion 1.23. Sean X,Y espacios de Banachy T : X — Y un operador lineal continuo.

1) Diremos que T es incondicionalmente convergente, si para cada serie Y, x, w-incondicio-

. oo . .
nalmente convergente, se tiene que )" | T'x, es incondicionalmente convergente.

2) Diremos que T es compacto, si T (B) es relativamente compacto en Y, para todo subconjunto

acotado B de X.

Ejemplo 1.24. La identidad en cg no es un operador incondicionalmente convergente ya que la
serie } >, e, es w-incondicionalmente convergente, pero no es incondicionalmente convergente

en co, pues ||e,|| = 1 para cadan € N.

Ejemplo 1.25. Considere el operador T : ¢> — ¢ dado por

Xn

T (her) = (57) -
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Entonces T es compacto (Fabian, pag 16).

El préximo resultado nos da una condicion para que un operador lineal continuo en c¢( sea

compacto. Una prueba de este resultado puede ser consultada en Fabian, Teorema 4.51.

Lema 1.26. Sean X un espacio de Banach y T : co — X un operador continuo que no es compacto.

Entonces existe un subespacio Z de co isomorfo a co tal que T |z : Z — X es un isomorfismo.

Proposicion 1.27. Sean X,Y espacios de Banach y T : X — Y un operador continuo. Si T es

compacto, entonces T es incondicionalmente convergente.

Demostracion. Sea) | x, una serie w-incondicionalmente convergente. Por la Proposicién 1.16,
sigue que {Y jc;x, : J es finito} estd acotada en X. Como T es compacto, entonces el conjunto
{¥XjesTx,: Jes finito} es relativamente compacto en Y. Esto implica que toda subserie Y Txy;
de ):;-":1 Tx, es convergente (Swartz, Teorema 2.48). Asi, por medio de la Proposicién 1.15, con-
cluimos que ij’:l Tx, es incondicionalmente convergente. Por tanto 7" es un operador incondicio-

nalmente convergente.

De acuerdo al Teorema 1.18 y el Lema 1.26 se puede concluir el siguiente Lema.

Lema 1.28. Sean X,Y espacios de Banachy T : X — Y un operador continuo. Entonces T no
es incondicionalmente convergente si, y solo si, existe un subespacio S de X tal que S es isomorfo

a cq y la restriccion T |g es un isomorfismo.

Demostracion. Suponga que existe un subespacio S de X isomorfo a ¢ tal que T'|g es un isomor-

fismo. Luego existe un isomorfismo R : ¢y — S. Para cada n, sea Re, = s, donde (ey),cn es la
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base de Schauder candnica en co. De acuerdo a la proposicion 1.16, como la serie }.,>_; e, es w-
incondicionalmente convergente en ¢y, Y, 5, €s w-incondicionalmente convergente en X, ya que
R es un isomorfismo. De la misma manera, como T | es un isomorfismo, se sigue que Y~ T's, no
es incondicionalmente convergente en Y. Concluimos que 7' no es un operador incondicionalmente
convergente.

Para el reciproco, suponga que 7T no es incondicionalmente convergente. Entonces existe
una serie )’ ; x, w-incondicionalmente convergente tal que Y’ ; 7x, no es incondicionalmente
convergente. Observe que ) | X, no es incondicionalmente convergente, ya que si Suponemos por
el contrario que } )", x, es incondicionalmente convergente; toda subserie de },° | x, es conver-
gente, y en consecuencia )| Tx, es incondicionalmente convergente, pero esto es una contradic-
cion.

Por el Teorema 1.18, existe W C X tal que W ~ ¢g. Sea J : ¢cg — W un isomorfismo sobre-
yectivo. Como };” | e, no es incondicionalmente convergente, la serie )~ J(e,) tampoco lo es.
De esto se sigue que J no es compacto (Fabian, Proposicion 4.50).

Considere al operador 7' oJ : co — Y. Este operador no es compacto, ya que 7 no es com-
pacto, pues por hipdétesis no es incondicionalmente convergente. Por medio del Lema 1.26, existe
Z CcpconZ~cptal que (TolJ)|z:Z — Y es un isomorfismo. Defina S := J(Z) C X. Por lo
anterior se sigue que T'|g : S — Y es un isomorfismo.

]

Recordemos que en la Proposicion 1.22 se probé que C(K) y C(K,X) contienen copias de

co. Sin embargo, en cuanto a copias complementadas de cp esto no se cumple ni para el espacio
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C(K).

Ejemplo 1.29. ¢ no estd complementado en /... Para una prueba de esto, véase Cembranos and

Mendoza, Corolario 1.3.2.

El siguiente teorema afirma que co estd complementado en cualquier espacio de Banach

separable X, tal que co — X. Una prueba se puede encontrar en Sobczyk.

Teorema 1.30. Sea X un espacio de Banach separable. Si Y es un subespacio cerrado de X y
T :Y — cq es un operador acotado. Entonces existe una extension T : X — cq tal que T\Y =Ty

1T <2|T].

Corolario 1.31. Si Y es un subespacio de un espacio de Banach separable X y Y es isomorfo a cg

entonces existe una proyeccion de X en'Y.

Demostracion. Supongamos que T : Y — ¢ es un isomorfismo y sea T : X — ¢g la extensién dada
por el teorema anterior. Entonces P = T~!T es una proyecciénde X en Y.

]

Destacamos dos lemas claves en la demostracion del siguiente teorema. El primero de es-
tos es el Lema 1.28. Por otra parte, el segundo lema se conoce como la propiedad de Josefson

Nissenzweig.

Lema 1.32. (Nissenzweig, Corolario 2.3) Si X es un espacio de Banach de dimension infinita,
entonces existe (X)) ,en en X*, donde ||x};|| = 1 para todo n € N, tal que (x},),cn es w*-convergente

a cero.
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A continuacién, enunciamos el resultado principal de Cembranos (1984). La prueba de uno
de los principales resultados de este trabajo (Teorema 2.12) esta inspirado por la demostracion de

este Teorema.

Teorema 1.33. (Cembranos) Sean K un espacio compacto Hausdorff infinito y X un espacio de

Banach de dimension infinita. Entonces ¢y~ C (K,X).

2. Copias complementadas de co(I") en C(()m) (K,X)
2.1. Copias complementadas de ¢ en C(()m) (K,X)

En esta seccion se dard una prueba del problema 1.

Definicion 2.1. Sean K un subespacio localmente compacto de R sin puntos aislados, X un espacio
de Banach y f: K — X. Decimos que f es diferenciable en xo € K, si existe una funcién lineal
continua f’ : R — X tal que

i W G0 +1) = f(x0) — f"(xo)h]| _

0.
h—0 h

Si f es diferenciable en xq para todo xy € K, decimos que f es diferenciable en K.
Ejemplo 2.2. Sea f : R — R? dado por f(t) = (t,¢>,1%), entonces f'(¢) = (1,2t,3t?).
A continuacién introducimos el objeto de estudio de este trabajo.

Definicion 2.3. Sean K un subespacio localmente compacto de R sin puntos aislados y X un

espacio de Banach. Dado m > 0, C(()m) (K,X) denota al espacio vectorial de todas las funciones
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diferenciables f: K — X de clase C™ tales que f, f M, ... f () se anulan en el infinito, bajo la

norma

1fllar = max {]|fY]|e}.

0<j<m

En este espacio también se pueden considerar otras normas, por ejemplo las siguientes:

1f1lag = (]| f o [ llews - 5 115 |}

7= Y ||
Jj=0

Iflle = sup{i || xe K},
j=0

donde f € C(()m) (K,X).

Lema 2.4. Sean f € Co(K,X) y (f1)nen una sucesion en (Cél)(K,X)) tal que f, — f uniforme-

mente en K. Si existe g € Co(K,X) tal que f, —> g uniformemente en K, entonces f es derivable

yf =g

Demostracion. Por hipétesis f, es derivable en K, para cada n € N. Luego para todo x € K se tiene
que

Iim

_ -
lim = f,(x), sineN.

Ju(x+h) — fu(x)
h
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Como f,, — f uniformemente en K, de acuerdo a Rudin, Teorema 7.11 concluimos que

Iim
h—0

fleth) = f(x)
h

= lim f)(x), paracadaxe€K.
n—yoo

Ademds, si existe g € Co(K, X) tal que f, — g uniformemente en K, entonces

lim £ (x) = g(x), paratodox € K.

n—yoo

De esta manera, se tiene que f es derivable y f/ = g.

Proposicién 2.5. (C(()m) (K,X), |- lm) es un espacio de Banach.

Demostracion. Sea (fp),cn una sucesion de Cauchy en C(()m) (K,X) considerando la norma || - ||5.

Entonces para todo € > 0 existe N € N tal que si p,g > N,

max {[1fy = folles IS = Silles -+ I8 = 15" 1} < &

Luego || f, — fyll < €,y asi para todo x € K se tiene que || f,(x) — f;(x)|| < €, es decir, la sucesion
(fp(x))pen es de Cauchy, por tanto existe una funcién continua f tal que f(x) = h;m fp(x) para
p (oo}

cada x € K. Veamos que f € C(()m) (K,X).

i) Observe que f € Cy(K,X), ya que Co(K,X) es un espacio de Banach considerando la norma

del supremo.
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ii) Veamos que f € C(()l) (K,X). Para tal efecto, solo resta mostrar que f € Cy(K,X). Note
que (f,)pen Visto como elemento de Co(K,X) converge uniformemente a una funcién g €
Co(K,X), ya que (fy)pen es una sucesion de Cauchy en Co(K,X). De acuerdo al Lema 2.4

concluimos que f es derivable y g = f”.
iii) Siguiendo el argumento del inciso ii) se prueba que f) € Cy(K,X) paratodoie {2,3,--- ,m}.

Dado que f € C(()m) (K,X), concluimos que (C(()m) (K,X),| - |lz) es un espacio de Banach.

Observacion 2.6. Probaremos que las tres normas || - |[a7, || - ||z ¥ || - ||c son equivalentes:

v, se tiene que || f||,; < ||f|lx para cada f € C(()m) (K,X). Por otro lado,

a) Por definicién de |||
sife C(()m) (K,X), entonces || f|ly < (m+1)]|f]|,,- De acuerdo a las Proposiciones 2.5 y 1.3,

sigue que (C(()m) (K,X),|||lx) es un espacio de Banach.

(

b) Paraver que ||-||cy |- |la son equivalentes, note que si f € Com) (K,X)y x € K, entonces

m . m X

Y@l 5l

=0 =0

Por tanto || || < (m+1) |/ f||,;- Por otro lado, si f € C(()m)(K,X) y x € K, observe que
. m .
Hf(’)(x)H < Z Hf(f)(x)H paratodoi=0,1,--- ,m.
j=0

Ast, || fD]| < ||fllc para todo j = 0,1,---,m. Por consiguiente | f]|,, < || f|lc- De esto se
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concluye que (C(()m) (K,X),||-|lc) es un espacio de Banach.

c¢) Finalmente, veamos que las normas ||-||y y ||-||» son equivalentes. Considere la identidad
I: (C(()m) (K, X),|llg) — (C(()m) (K,X),|| - |lc)- Este operador es una biyeccién. Ademads, es

continuo, ya que

Iflle = p{fo |79 :xe K}
<3
j=0

= 1Az

Mediante el Teorema 1.5 concluimos que /! es un operador continuo. De esta manera, las

normas || - ||z y || - ||c son equivalentes.
]

Definicion 2.7. Sea K un espacio topoldgico. Se define la suma topoldgica de K consigo mismo
y es denotada por K G K o K (M), como el espacio K x {0,1} con la topologia producto. Aqui el
espacio {0, 1} se considera con la topologia discreta. De la misma manera, se denota por K (m) a]

espacio K x {0, 1,---,m} dotado de la topologia del producto.

Los siguientes lemas serdn de gran importancia en la demostracion del teorema principal

de este capitulo.
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Lema 2.8. Sean K un espacio localmente compacto Hausdorff infinito y X un espacio de Banach
de dimension infinita. Entonces el subespacio generado por {g(-)x: g € Co(K),x € X} es denso

en Co(K,X).

Demostracion. Sean f € Cy(K,X) y € > 0 dado. El conjunto Ve (f) ={k € K : || f(k)|| > €} es
compacto por definicién de f. Para cada k € Ve(f) considere Ue = f~! (B(f(k),5)) que es un
abierto de K. Asfi, la familia {Uy : k € Ve(f)} es una cobertura abierta de V¢(f), luego existen
ki kz, -+ kn € Ve(f) tales que Ve(f) C UL Ux,. De acuerdo al Teorema 1.20 existen funciones

hi,hy,---  h, € C(K) tales que
i) supp hj C Uy, paracada j=1,2--- n,
ii) hj>Oparacada j=1,2---,n,
iit) hy(k)+hy(k)+---+h,(k) = 1 para cada k € Ve (f),
iv) hy(k)+hy(k)+---+h,(k) <1 paracadak € K.

Definimos g = }}_, f(kj)h;. Si k ¢ )}, Uy, entonces

||f(k) - 21 £ (ki (k)

J:

1) <&, yaque Y £(ki)h;(k) =0.
=1

Por otro lado, si k € ) Uy;, entonces k € Ug,, para algin jo € {1,2,--- ,n}. De esta forma
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j=1 Jj=1
_ zl (k) (f(k)—f(kj))H
< zl (k) £ 0 — £k
L
£
< 5

Por tanto,

Lema 2.9. Sean K un subespacio de R localmente compacto sin puntos aislados y X un espacio

de Banach. Entonces Cém) (K,X) es isométrico a un subespacio cerrado de Co(K (m) x ).

Demostracion. Considere ji : Cy" (K, X) = Co(K™, X) dada por ji (f)(x,i) = ¥, X (1) P (),
donde x denota la funcién caracteristica. Note que jx estd bien definida ya que si f € C(()m) (K,X),

entonces paracadax € Ky 0 <i <m, se tiene que

j () i) = kio Koo ()0 ) = 19 ().
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Luego, para cada € > 0 tenemos que

(i) e K (i)l = e} € U {xe &:]|r00]| = e} ()

j=0

y asi, {(x,i) € K" : ||jx(f)(x,i)|| > €} es compacto. Para ver que es una isometria observe que

ik ()l :SUP{

:sup{Hf(i)(x)H :xeK, i:0,1,~-,m}

: i:O,l,-~-,m}

Z Xy (0)

:xEK,izO,l,---,m}

-

= 1A llas -

]

Lema 2.10. Sean K un subespacio localmente compacto de R, U C K un abierto y x € U. Entonces

dad0£>Oexistef€C(()m)(K) tal que f(K\U) = fD(K\U)=---= f"W(K\U) =

(j)Hm<g

para cada j € {0,1,--- ,;m—1} y f")(x) =

Demostracion. Haremos la prueba para m = 2. El caso general se sigue de manera andloga. Como
U es abierto y x € U, existe un intervalo denotado por I, tal que x € INK C U. Sea 6 > 0 tal que
(x—8,x+6) C 1. Fijen € Ntal que 1 < min{%, s, 1—10}, de manera que (x— 1 x+1) C 1. Sean

(ay,b1),(az,b2), (as,b3) tres subintervalos de I definidos como sigue:

i) bs <x—%;
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ii) bi—a;=2% parai=1,2,3;

iii) bi<ajy1y ai+1—bi:% parai=1,2.

Considere las siguientes funciones:

Ti(t) =

I(t) =

Broar 0~ 1),

—2 (t_bl)7

bi—a

-2
by—ay (t - a2)7

z;%z;(l—-bz)7

b3:a3 (t - (13),

b33a3 (t - b3)7

t<aip;
ay <t <93
+b :
At <t <by;

tzbh

1< ap;
a <t <@y
+b :
B372 <1 <by;

t> by,

t <asz;
az <t < _a3q2Lb3;

+b .
B3R <1 <bs;

t2b37

27
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En la siguiente figura se muestran las gréificas de las funciones 71, 13,73, T4, con los colores

azul, verde, rojo, morado, respectivamente.

14 -
0 aq bl ay bz 3 X
-1 - -
Sean
t
M(e) = [ (Ty(u) + Tolw) + Ty () + Ty(u) i,
y

£(0) = / iM(u)du.

Se afirma que dicha funcién satisface las condiciones del teorema, en efecto:
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a) Seat € K\U, luego f(t) = fél M (u)du = 0 por definicién de M (u).
De una manera similar se tiene que siz € K\ U, entonces f'(t) =M (1) =0y f"(t) =Ti(t) +

T (t)+ T5(t) + Tu(t) = 0.

b)

f;l M(u)du

< f;l M (u)|du = %(l —ay) = %. Esto como consecuencia de que

M@l = | [ (10 + 70+ T50) + Ta(0)) d

aj

s/atm<u>|du+/aj !Tz(u)!duﬂL/aj |T3<u>|du+/aj 1Ty () d

1

Se sigue que || f]|.. < % <2<e.

¢) No es dificil ver que f”(x) = —n(x—x— 1) = 1. Por ultimo,

/[l = sup [lF' @)
tek

= sup||[M (1)
tek

= sup

ek /t (T1(u) + Ta(u) + T3 (u) + Ty (u) )du

aj

[ 0000+ Ta0) + 73000+ T

aj
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]

Luego de definir al espacio C(()m) (K,X) es natural preguntarse si este espacio contiene una
copia (copia complementada) de co. En ese sentido, la siguiente proposicion es andloga a la Pro-

posicién 1.22.

Proposicion 2.11. Sean K un subespacio localmente compacto de R sin puntos aislados y X un
espacio de Banach de dimension infinita. Entonces <(Cém) (K, X)), |||l M> contiene una copia de

Co.

Demostracion. Sea (Gp)uen como en la Proposicion 1.22 y t, € G,,. De acuerdo al Lema 2.10
existe f, € C(()m) (K) tal que f,(K\ G,) = f,El)(K\Gn) == f,gm)(K\Gn) =0, ||f,£j)||o<, <1 para
cada j € {0,1,--- ,;m—1}y f,gm)(tn) = 1. Considere a T : cop — C(()m) (K) dado por T ((0t)nen) =
Yoo O f. Como la familia de conjuntos (U, = f, /(K {0})), ¢y Son mutuamente disjuntos, tal
y como se comprueba en la Proposicion 1.21, T define una isometria. Asi se tiene que existe una

(

extension lineal continua T : co — Com) (K) que es un isomorfismo. La conclusién del resultado se

sigue inmediatamente ya que C(gm) (K) — C(()m) (K,X).

]

El siguiente teorema responde afirmativamente el Problema 1 planteado en la introduccion

y hace parte de los dos resultados principales de este trabajo.

Teorema 2.12. Sean K un subespacio de R localmente compacto sin puntos aislados y X un
espacio de Banach de dimension infinita. Entonces ((C(()m) (K, X)), Il M) contiene una copia com-

plementada de c.
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Demostracion. Dado que X es de dimension infinita, de acuerdo al Lema 1.32 existe una sucesion
(x3) ey €n X tal que ||x;|| = 1 para cadan € Ny (x5 (x)),cn € co para todox € X.
Veamos que existe una sucesion (x,),cy en X tal que x(x,) = 1y ||x,]| < 2 para todo

n € N. Sean € N dado. Como ||x}|| = sup [x,"(x)| = 1, existe y, € By tal que [x,* (y4)| > 3. Defina
xEBy

Xp = x;y(;n)' Se tiene que ||x,|| =

x*{;n) ‘ < 2||ynll < 2. Por ultimo, es claro que x};(x,) = 1.
Como K es un espacio compacto Hausdorff infinito, existe una sucesion (G,),y de sub-
conjuntos abiertos no vacios de K disyuntos dos a dos. Para cada n € N escojat, tal que t, € G, y

considere T : CO(K(’”),X) — oo X loo X -+ X Loo (m+ 1 veces)  dado por

T(f) = ((sz (f(tnuo))>neN7 (x;: (f(tnv 1)))n€N’.” ,(x;; <f(t”’m)))neN>’

si f € Co(K™, X).

Note que T es acotado, ya que

HT(f)H=méx{sup{||x:<f<rn,o>>u,Hx;(f(tn,l))r\ b F o)) 1}

neN

< sup {max { |/ (i O 7 (s D)+ 1S (o))}

neN

<sup{|f(t,)||:t €K, i=0,1,2,--- ,m}

= lI£1I-
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Ademés si f € Co(K™) y x € X entonces

TOF) = (5 O s0)) ) s (65 O s 1)) yeger ==+ (65 (PO 1)) )

<<X}>: (f(tna())x))neNv (x;kz (f(tnvl)x))ne[\]a 7(x;kz (f(tmm)x))neN)

(0 (650 s (1) (57 0)) g~ o ) (5 ) )

Ahora, para cada n € N, |f (t,,1) (x5 (x))] < || f]l |x:(x)], por tanto limy,_yeo f(£,,0)x5(x) =0, si i €
{0,1,--- ,m}. Esto muestra que 7 toma valores en ¢y X ¢o X --- X ¢o (m+ 1 veces), ya que el
subespacio generado por {g(-)x: g € Co(K™),x € X} es denso en Co(K"™), X) (Lema 2.8).

Para el resto de la prueba considere al operador 7 := Ty, , donde Vx x = jK(C(()m) (K, X))
es la imagen de la isometria del Lema 2.9.

Sea n € N dado. De acuerdo al Lema 2.10 existe f, € C(()m) (K) tal que f,,(K\ Gp) = f,g])(K\

Ga) == f""(K\Gu) =0, | /" |- < | paracada j€{0,1,--,m—1}y f{")(1,) = 1. Primero

observe que la serie }," ;| jk (fn (-)xn) es w-incondicionalmente convergente en Vk x. En efecto,
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seaJ = {j1,---,jp} un subconjunto finito de N, luego

ZJK (fu(-)xn)

neJ

:Sup{ Z]K(fn>(t7l)xn :t€K7i:1727"'7m}

neJ

neJ neJ

:sup{ ZjK(fn)(t,i)xn ite UGn,i:l,2,--~,m}

Yk (fa)(t,0)xn

neJ

Yk (fa)(t,0)xn

neJ

N .o N Sup
1€G)

}

= max {sup ”fnl(t,i)an , SUp anz(t?i)an? T Su(? anp(tai)an}
teG,

i€{0,1,--.m} | teG, teGy

< max sup
i€{0717"'7m} IEGI

<m0 {1l 1l [y }

<2.

Afirmamos que la serie Yo T (jk (f4(-)x»)) no es incondicionalmente convergente, ya que si

n € N, entonces para jk (f, (-)xs) € Vk x se tiene que

T (i () 60)) = (35 G U C)50) s (5 Gk i )30)) s =+ (85 G U ()30))) )

(o ()63 50)) s (8" 1) 35 000)) s =+ (™ (1) 55 05) )

(m—1)

(
= (5 i 0005 s+ (55 G (s ) 50) )
(
_ (fn(tn)en, 0w, -, 1" (e, en>-

Por tanto si la serie Y, (fu(2:)en, f,gl)(tn)en, RN f,gm_l)(tn)en, e,) fuese incondicionalmente
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convergente, el termino general debe tender a cero, pero esto no es cierto, puesto que

(m—1)

[ (ten. 50 @en - £ Ve e)

‘ =1, paracadaneN.

De esto sigue que 7 no es una operador incondicionalmente convergente. Asi, por el Lema
1.28, existe un subespacio S de Vx x isomorfo a ¢y tal que 7’| es un isomorfismo sobre 7'(S). De
acuerdo al Corolario 1.31, concluimos que 7'(S) es complementado en co*!. De esto que existe
una proyeccion P; : cg”™*! — T(S). Considere la aplicacién P = (T'|g) ™' o Py o T. Para ver que S es
complementado de Vi x, veamos el siguiente diagrama que describe el operador P:

T

VK, X c 0m—i—l

(T|S)_1 oP OT

Note que P es una proyeccion, ya que

Pz(x) = ((T|S)_1 oP OT) ((T|S)_l oPy OT) (x)
~ (T1) 0P (ProT) ()
= ((T’Lg)il OP] OT) ()C)

= P(x).
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Luego S es el rango del operador proyeccién P. Esto prueba que Vi x contiene un subes-
pacio complementado isomorfo a cg. Finalmente, como Vg x es isométricamente isomorfo a

C(()m) (K,X), de acuerdo al Lema 1.8 esto finaliza la prueba.

[
Del Lema 1.8 concluimos los siguientes corolarios:
Corolario 2.13. ((C(()m) (K, X)), |I HZ) contiene una copia complementada de c.
O
Corolario 2.14. ((C(()m) (K, X)), ||l C) contiene una copia complementada de c.
[

Como caso particular del Teorema 2.12, obtenemos:
Corolario 2.15. Sea X un espacio de Banach de dimension infinita. Entonces c < C(gm) ([0,1],X).

]

Observacion 2.16. Veamos otra prueba del Teorema 2.12 cuando X es separable. Para ello, mos-
traremos que el espacio C(()m) (K,X) es separable.

Si § es la compactificacién de Alexandroff de K™, esto que implica que S es un espacio
compacto Hausdorff metrizable (Willard, pag 173). Por tanto, C(S) es separable (Halsey Royden,

pag 251), y en consecuencia Co(K™)) también lo es, puesto que éste es un subespacio de C(S).
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Como el conjunto {g(-)x: g € Co(K"™),x € X} es linealmente denso en Co(K™,X), conclui-
mos que C(()m) (K,X) es separable. Asi C(()m) (K,X) contiene una copia complementada de ¢( por la

Proposicion 2.11 y el Corolario 1.31.

2.2. Condiciones necesarias para existencia de copias de c(I') en C(()m) (K,X)

A continuacion se enuncian los resultados preliminares que son relevantes para el problema
2 (ver Corolario 2.22). Estos resultados se pueden encontrar en Galego and Hagler (2012).
Dado un subconjunto I" de 7, se identifica al espacio ¢o(I") con el subespacio de las funcio-

nes g en ¢o(7) tal que para todo y € T, g(y) = 0.

Teorema 2.17. (Rosenthal, Observacion Teorema 3.4) Sean X un espacio de Banach y I" un con-

Jjunto infinito. Suponga que existe un operador T : co(I') — X tal que inf{||T(¢;)||:i €T} > 0.

Entonces existe un subconjunto I de T donde |U| =T" tal que la restriccion T ) €S un isomor-
€0

fismo en su imagen.

Definiciéon 2.18. Sea 7 un nimero cardinal infinito. La cofinalidad de 7, denotada por cf (7), es el

menor cardinal B tal que existe una familia de ordinales {OCi}l-eﬁ tales que a; < 7 para todo i € 3
Y SUp;ep @ =T.

Definicion 2.19. Sea S un espacio topoldgico. El caracter de densidad de S, denotado por dens(S)

es el menor cardinal k para el cual S tiene un subconjunto denso de cardinalidad k.

Lema 2.20. Sean I un conjunto infinito y J un conjunto no vacio. Sea {1;}jc; una familia de

subconjuntos de I tal que | jc;1; = 1. Si cf(I) > |J|, entonces existe jo € J tal que |Ijo| = I.
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Demostracion. Suponga por el contrario que para cada j € J se tiene que |I;| < |I|. Luego por

definicion cofinalidad, se sigue que

sup{|;|: jeJ} <.

Pero por hipétesis |J| < cf(I) < |I

, por tanto

1] =

U1

jer

< |J|-sup {1l - j €}

< |11,

que es una contradiccion.

]

El siguiente resultado fue probado en Galego and Hagler, Teorema 3.6, para los espacios
C(K,X) cuando K es compacto. Puesto que la prueba funciona para el caso en que K es localmente

compacto, incluimos su prueba aqui.

Teorema 2.21. Sean K un espacio localmente compacto Hausdorff, X un espacio de Banach y I

un conjunto infinito. Si cf(I') > dens(K), entonces co(I') — Co(K,X) implica que co(T") — X.

Demostracion. Si Cy(K,X) contiene una copia de co(I"), entonces existe un isomorfismo 7' de

¢co(T") a un subespacio de Cy(K,X). Sea 6 > 0 tal que ||T(x)|| > & para todo x € co(I") con ||x|| = 1.
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Por tanto ||7(ey)|| > & paratodo y € I'. Sea D C K denso tal que |D| = dens(K). Para cadad € D

considere el conjunto

I = {ye L | T(e)(@)]] > g}

Afirmamos que U cply =T Es claro que U cply C T Sea y € I'y veamos que existe dy € D tal
que ¥ € Iy, Puesto que ||T (ey) | > 8, existe x € K tal que ||T (ey)(x)|| > & > g Por otra parte, la
densidad de D implica que existe una red (dy) en D tal que do, —> x. Luego para algin dy € D,
tenemos que || T'(ey)(do)|| > g, estoes, ¥ € Iy,.

Como Uyeply =TI'. De acuerdo al Lema 2.20, existe d; € D tal que |I;| =T Sea Py, :
Co(K,X) — X dada por Py, (g) = g(d1), para g € Co(K,X). Considere al operador S = Py, OT‘CO(Idl) :

co(lg,) — X. Afirmamos que inf {||S(¢;)| : i € I, } > 0. En efecto, sea i € I,,, entonces

(el = 2, (Tleya (0|
~ (e )
0

> —.
2

Luego por el Teorema 2.17, existe J C Iy, con |J| =T tal que S|, ;) es un isomorfismo sobre su
imagen. Esto prueba el resultado.

]

Con el siguiente resultado damos una respuesta para el problema 2 que planteamos en la

introduccion de este trabajo.
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Corolario 2.22. Sean K un subespacio de R localmente compacto sin puntos aislados, X un espa-
cio de Banach y T" un conjunto tal que |I'| = X . Si ¢o(T") — C(()m) (K,X), entonces co(I') — X.

Demostracion. Suponga que co(I') — C(()m) (K,X). De acuerdo al Lema 2.9, C(()m) (K,X) es isomé-
trico a un subespacio cerrado de Co(K™),X), y por tanto co(I") < Cy(K™,X). Ademds, note que

si |I'| = X, entonces cf(I') = X| > Xy = dens(K). Como consecuencia del anterior teorema, se

tiene que co(I'") — X.

2.3. Preguntas abiertas

Finalizamos este trabajo planteando preguntas para posibles trabajos futuros de investiga-
cion.

El siguiente resultado, probado por Cortes and Galego (2020), da una condicion necesaria
y suficiente para que el espacio C(K,X) contenga una copia complementada de co(I).

Antes de enunciar el teorema, recordemos que si S es un espacio topologico, el peso de S,
denotado por w(S), es el menor cardinal T para el cual existe una base de abiertos de S de cardinal

T.

Teorema 2.23. (Cortes and Galego, Teorema 1.2) Sean K un espacio compacto Hausdorff, X un

espacio de Banach y T un conjunto infinito. Si cf(I') > w(K), entonces

co(T) <5 C(K, X) <= co(T) <> X.

El teorema anterior motiva la siguiente pregunta:
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Pregunta 1. Sean K un subespacio de R localmente compacto sin puntos aislados, X un
espacio de Banach y I" un conjunto infinito. Si c¢f(I") > X, ;podemos asegurar que co(I') <
c™ (K, X) si, y solo si, co(T) <> X?

Por otra parte, el resultado de Cembranos (Teorema 1.33) nos deja abierta la siguiente pre-
gunta mds general.

Pregunta 2. ;Qué otros espacios de funciones contienen copia complementada de cq?
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