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RESUMEN

TITULO: SOLUCION NUMERICA DE UNA ECUACION
DIFERENCIAL DE TIPO CALOR: LOS ORIGENES
DEL METODO CRANK-NICOLSON!

AUTORES: ERIKA MARCELA ARIZA GARCIA Y LEIDY
KATHERINE BAYONA ARDILa?

PALABRAS CLAVES: DISCRETIZACION DE UN PROBLEMA
PARABOLICO, DIFERENCIAS FINITAS, METODO
DE CRANK-NICOLSON.

DESCRIPCION:

La soluciéon clasica de algunas ecuaciones diferenciales se puede encontrar mediante
métodos clasicos de solucidén como el método de separacion de variables, transformada
de Fourier, entre otros. En general, no es posible encontrar soluciones analiticas razén
por la cudl desde el siglo XIV, se han venido desarrollando métodos numéricos que han
proporcionado técnicas eficaces para la solucién numeérica o aproximada de este tipo
de problemas fisicos, con previo conocimiento de la existencia de soluciéon. Un tipo de
estos métodos numéricos reemplazan las derivadas ordinarias o parciales que aparecen
en el problema por sus correspondientes esquemas de diferencias finitas, lo cual permite
obtener la solucién numeérica. Los criterios que son importantes al momento de medir
la precisiéon en este tipo de solucion numérica son los de convergencia y la estabilidad

en la solucion numérica del problema.

El método de Crank-Nicolson es un método numérico que utiliza diferencias finitas para
la solucién numeérica de ecuaciones en derivadas parciales, como la ecuaciéon del calor.
Se trata de un método numérico de segundo orden en el tiempo y el espacio que es
numéricamente estable. Los origenes de este método se dan a principios del siglo XX,
con los trabajos de D.R. Hartree, H.O.W. Richardson, John Crank y Phyllis Nicolson,

entre otros. En este trabajo se estudia la solucién numeérica del problema paraboélico no

2Trabajo de grado.
2Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director Julio C. Carrillo E. Ph.D.
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lineal que di6 origen al método de Crank-Nicolson.
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ABSTRACT

TITLE: NUMERICAL SOLUTION OF A DIFFERENTIAL EQUATION
OF TYPE HEAT: THE ORIGINS OF METHOD
CRANK-NICOLSON?

AUTHORS: ERIKA MARCELA ARIZA GARCIA AND LEIDY
KATHERINE BAYONA ARDILA*Y

KEYWORDS: DISCRETIZATION OF A PARABOLIC PROBLEM, FINITE
DIFFERENCES, CRANK-NICOLSON METHOD.

DESCRIPTION:

The classic solution of some differential equations can be found by classical methods
of solution such as the method of separation of variables, Fourier transform, among
others. In general, it is not possible to find analytical solutions reason why since the
X1V century, numerical methods have been developed that have provided efficient tech-
niques for the numerical or approximate solution of this type of physical problems, with
previous knowledge of the existence of solution . A type of these numerical methods
replace the ordinary or partial derivatives that appear in the problem by their corres-
ponding finite difference schemes, which allows to obtain the numerical solution. The
criteria that are important when measuring accuracy in this type of numerical solution

are those of convergence and stability in the numerical solution of the problem.

The Crank-Nicolson method is a numerical method that uses finite differences for the
numerical solution of partial differential equations, such as the heat equation. It is a
numerical method of second order in time and space that is numerically stable. The
origins of this method are given at the beginning of the 20th century, with the work
of D.R. Hartree, H.O.W. Richardson, John Crank and Phyllis Nicolson, among others.
In this paper we study the numerical solution of the non-linear parabolic problem that

gave rise to the Crank-Nicolson method

4Bachelor Thesis.
4Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director Julio C. Carrillo E. Ph.D.
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INTRODUCCION

Las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, se originan en la descripcion de
una gran cantidad de fenémenos fisicos del mundo real, tales como difusién de calor
y dinamica de gases. En este trabajo se estudia la solucién numérica del siguiente
problema de tipo parabélico no lineal del problema de valor inicial y con condiciones

en la frontera:

u(z,t) — uge(x,t) = —puy(z, 1), O<z<1,t>0,
vy(x,t) = —qu(x, t)e /@Y, O<z<l1,t>0,
u(@,0) = fi(z),v(z,0) = fo(), 0<z<l,
ug(0,1) = Hy(u(0,1)), us (1, 1) = Ha(u(L,1)), t>0,

donde u(z,t) es la funcion temperatura, v(z,t) es la fuente o término de generacion

volumétrica, p, ¢ y r son constantes positivas dadas y Hy, Ho, fi v fo son funciones
dadas.

Ecuaciones diferenciales parciales como la que involucra este problema, surgen en pro-
blemas de flujo de calor cuando existe generacion interna de éste con el medio [4]; en
particular, la segunda ecuacién diferencial parcial representa la tasa de generacion in-
terna de calor cuando éste es producido por una reaccién quimica que en cada punto

depende de la tasa de temperatura local [4, 3].

En la primera ecuacion diferencial parcial, el término no lineal pv,(z,t) y la naturaleza
empirica de la funcion de transferencia de calor de superficie H;(u), en muchos casos
hacen que las técnicas como el de variables separables, no sean apropiadas [5, 11]. Por
tal motivo, Hartree propuso dos nuevos métodos numéricos para dar solucién apro-
ximada a una ecuacion diferencial parcial en dos variables [5, 4]. El primer método,
Hartree lo obtuvo al reemplazar las primeras derivadas parciales en el tiempo por sus
correspondientes diferencias finitas centrales, lo cual da origen a una ecuacion diferen-

cial ordinaria en x que puede ser resuelta de manera exacta en algunas casos, o de

13



manera aproximada |5, 4|. En el segundo método, Hartree reemplaza la segunda de-
rivada parcial en x por su diferencia finita central, con lo cual se obtiene un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias en ¢ [11, 5]. En el Capitulo 2 de este trabajo se

presentan estos dos métodos de solucion aproximada propuestos por Hartree.

En el Capitulo 3, se estudia el método de Crank-Nicolson en la solucion numérica
del problema propuesto. A diferencia de Hartree, el método numérico propuesto por
Crank y Nicolson reemplazan a su vez las derivadas parciales en el espacio y el tiempo
por sus correspondientes diferencias finitas centrales, lo cual permite obtener la solucion

aproximada del problema a través de la solucion de un sistema de ecuaciones algebraicas.

14



1. PRELIMINARES

En este capitulo se presentan algunas nociones, conceptos y resultados que son impor-
tantes en las ideas originales que fundamentan al método de Crank-Nicolson, las cuales

se encuentran en [2, 8, 10].

1.1. Aproximacién en diferencias Finitas

Dada la dificultad de encontrar la solucién exacta de ciertos problemas en ecuaciones
en derivadas parciales, es usual que se recurra a buscarles una solucién numérica o
aproximada. El método de diferencias finitas es un método numérico que permite en-
contrar la solucién numérica aproximada de algunos de estos problemas, al reemplazar
las derivadas del problema por sus correspondientes aproximaciones en diferencias fini-
tas. Esto da usualmente como resultado un sistema de ecuaciones lineales que se puede
resolver mediante algoritmos computacionales. A fin de aclarar estos aspectos, primero
se considera el problema de la aproximaciéon de las derivadas de una funcién mediante
formulas de diferencias finitas, lo cual se hace mediante los valores de la funcién misma
en puntos discretos de su dominio. Este tipo de estrategia proporciona ademéas una base
para el desarrollo posterior de métodos de diferencias finitas para resolver problemas en
ecuaciones en derivadas parciales, también se considera el orden de precisién de estas

aproximaciones.

Las funciones involucradas en este tipo de problemas, se considera que son de una
variable que son suficientemente derivables y que estdn bien definidas en un intervalo
que contiene un punto de interés particular z*. En primera medida, se busca aproximar
u' (2*) mediante diferencias finitas basadas solamente en valores de u en un nimero

finito de puntos cercanos a x*.

Sea u una funciéon de una variable que tiene derivadas continuas hasta de orden n en un
intervalo cerrado [a, b, es decir, que u € C™ [a, b]. Se buscan aproximaciones de u' (z*)
mediante diferencias finitas basada so6lo en valores de u en un niimero finito de puntos

cercanos de z* € [a,b]. En tal caso, se definen
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D iu(z*) = Y : (1.1)
D_u(z*) = u(@) = Z (2" = h), (1.2)

para algin h > 0 pequeno, de tal manera que x* — h y x* + h estén en el intervalo
[a, b].

Estas dos representaciones son motivadas por la definicion de las primeras derivadas
laterales de u en z*. Se puede observar que D, (x*) representa la pendiente de la recta
secante a la grafica de la funcion u en los puntos que determinan z* y x* + h (ver la
Figura 1.1). La expresion (1.1) es una aproximacion de la primera derivada lateral de u
en =¥, ya que u se evalta so6lo para valores de x > z*. Igual interpretacion se puede dar
para (1.2). Cada una de estas expresiones da una aproximacion exacta de primer orden

a v (z*), lo cual significa que el tamano en este error es aproximadamente proporcional

a h.

Otra posibilidad de aproximar «'(z*) es utilizar la aproximacion en diferencias finitas

centrales

Dou (z%) = L& F h>2_h“ (2" =h) _ % (Dou () + D_ (7)), (1.3)

la cual es la pendiente de la recta secante a la gréafica de u en los puntos que determinan

x*—hy x*+h. Esta formula es simplemente la media de las dos aproximaciones laterales
definidas anteriormente. Como se puede observar en la Figura 1.1, Dyu (2*) es la mejor
aproximacion que cualquiera de las dos aproximaciones laterales. De hecho, da una
aproximacion de segundo orden de v/(z*) donde el error es proporcional a h? y por lo
tanto es mucho menor que el error en una aproximacion de primer orden cuando h es

pequeno.

16



pendiente Dy u(z*)

pendiente D_u(z*)

Figura 1.1: Aproximaciones de v’ (z*) interpretadas como la pendiente de rectas secan-
tes.

Otras aproximaciones de «'(x*) son también posibles, por ejemplo,

1
6h

Esta aproximacion u'(z*) es de tercer orden, debido a que el error es proporcional a h?

Dsu (") = — [2u(z" 4+ h) + 3u (z¥) — 6u (z* — h) + u (z* — 2h)]. (1.4)

cuando h es pequeno.

1.1.1. Obtencién de las aproximaciones en diferencias finitas

Supongamos que se quiere obtener una aproximacion de diferencias finitas de v’ en un
determinado conjunto de puntos. Se puede utilizar el polinomio de Taylor para obtener

una formula apropiada, usando el método de el método de coeficientes indeterminados.

Estamos interesados en hallar una aproximacion a la primera derivada con un método

que posea la mejor precision posible con el menor esfuerzo posible.

Sea u(x) definida en el intervalo (a,b), una funciéon de clase C" (a,b), n € N. Por el

teorema de Taylor, alrededor del punto = € (a,b), se tiene,

u(:r;):u(a)—i-u/(a)thu”(a)%2+u”/(a)%3—l—...—l—u”(a)g—l—Rn(x;a), (1.5)

n+1
donde R, (z;a) = hu”“ (&), con € € (a,x).

17



» Diferencias finitas progresivas

Aplicando (1.5) con n =2, x = 2* + h'y h > 0, se tiene que

h2
w(@ o h) = u (@) ) b () (1.6)
para algun &, en el intervalo abierto (z*, * + h). De esta ecuacion se tiene que la

primera derivada de u en z* se puede dar como:

o () = ) By, 17)

de lo cual se tiene que la estimacion de v’ mediante diferencias finitas progresivas es

de primer orden con un error de truncamiento esta determinado por

R, () = " (5,).

por lo cual (1.7) se convierte en

En efecto, dado que

[u" (&) | < [lu”lso,

donde [|u"||oc = sup,ep [w” (¥) | representa la norma del maximo de u” en [a, b], se

sigue que
u(x* +h)—u(x*)

o (@) ; < 2 e

De esta manera se tiene entonces el siguiente resultado.

Teorema 1. Sea u () una funcidn que tiene hasta sequndas continuas en el intervalo
[a,b]. Six* € (a,b) y para h > 0 se tiene que x* + h estd en [a,b] entonces
u(z* +h) —u(z")

u (z*) = . + O(h).

18



Ejemplo. Consideremos el siguiente problema de valor inicial y de valor en la frontera.

U — U =0 O<x <2, 0<t
uw(0,t) =u(2,t) =0, 0<t, (1.8)
u(z,0) =sen2mrz, 0<z<2.
Sea h = 0,4 v k = 0,1 y comparemos los resultados obtenidos mediante la solucién
numérica y la soluciéon analitica u(z,t) = exp(—4n?t)sin(2rz). Tomemos m, h, y k

enteros positivos, ademas h = —. Los nodos para este caso son (z;,t;) donde z; = ih

m
para ¢ = 0,1,...,m, y t; = jk para j = 0,1,.... Al aplicar diferencias progresivas a
nuestra ecuacion tenemos:

w(x;, tiv1) —u(x;,t; k
Uy (xiatj) = ( ]H) ( ]) — ZUg (l‘z‘,,uj) )

k 2

para alguna p; € (t,t;41).

u\x; 1,t' —2u xi,t‘ +u l'i,l,t') h2
Uxx(xiatj): ( + ]) (h2 ]) ( J _Eu(4) (§i7tj)7

donde &; € (7, Tit1) -

La ecuacion diferencial parcial parabolica (1.8) para los nodos interiores (z;,t;) para

todoi=1,2,...,m—1y 7 =1,2,... se convierte en,

u(@iytjen) —u (@i ty)  uw@ir, ty) — 2u (@i, ;) +u(wiog, )

= 0.
k h?
Si tomamos u{ = (x;, ;) , la ecuacion anterior se convierte en
+1

upt -y = 2 [}y — 2ul + 4],

. 2k . k. .

+1

wltt = (1 — ﬁ) wl + w2 (wlpy +ul_y). (1.9)

Ahora aplicamos las condiciones iniciales, es decir, u? = 27w para toda i = 0,1,...,m.

19



Por otra parte con las condiciones de frontera se tiene que uj = 0, lo que nos ayuda

a determinar los elementos de la forma u;, si aplicamos este procedimiento de manera
3

RN

iterativa se obtienen los valores de u?, u

El sistema de ecuaciones lo podemos escribir de forma matricial asi:

[ (1—2)\) A 0 - 0 ]
A (1—=2X\) A :
A= 0 . R 0
: . . A
i 0 0 X (1-2)) |
k
donde A\ = ek Empleando
uf = (sen 27y, sen 27Ty, . . ., sen 27Txm,1)T
y
uh = (0,0,...,0)",
para todo 5 = 1,2, ..., entonces la soluciéon aproximada esta dada por
Ul = AU,
para toda j = 1,2, ..., por tanto, u’se obtiene para u/~!.

Ahora veamos la aproximacion para un perfil de temperatura en ¢t = 0,3, en la gréfica
se puede observar la oscilacién que presenta la solucién progresiva con respecto a la

solucion exacta.

20



Grafica de la solucion exacta y aproximada a los 3"dt=0 0063 segundos
T T T T T T T T T

Temperatura en grados

u =Progresiva
u = exacla

L . L L L L
0 02 04 0.6 0.8 i 12 14 16 18 2
Longitud de |a barra

Figura 1.2: Perfil de Temperatura para t = 0,3

= Diferencias finitas regresivas

Aplicando nuevamente (1.5) con n =2, v = 2* — h y h > 0 se tiene que

u(z* —h)=u(x®)—u (") h+u" (&) % (1.10)

donde &, € (z* — h,z*). De este resultado se sigue que la primera derivada se puede

escribir de la forma

u' (z7) = N — U (&), (1.11)

de lo cual se sigue que la aproximacion de ' (z*) mediante diferencia finitas regresivas

es de primer orden y con un error de truncamiento dado por

Re (h) = () 5,

donde € € (z* — h,z%).

Por esto, (1.11) se convierte en

Al igual que en el caso anterior, dado que |u”(&,.)| < ||u"||~, se tiene el siguiente resul-
tado.

21



Teorema 2. Sea u (x) una funcion que tiene hasta sequndas derivadas continuas en el
intervalo [a,b]. Si x* € (a,b) y para h > 0 se tiene que x* — h estd en [a,b] entonces
u(z*) —u(x* —h)

u (%) = - + O(h).

Ejemplo. Consideremos el siguiente problema de valor inicial y de frontera.

U — U =0 O<x <2, 0<t
w(0,8) = w(2,t) =0, 0<t, (1.12)
u(z,0) =sen2mrx, 0<z <2

De manera analoga al ejemplo anterior definamos m, h, y k enteros positivos, ademas

h = —. Los nodos para éste caso son (x;,t;) donde z; = ¢h para i = 0,1,...,m, y
m

t; = jk para j = 0,1,.... Al aplicar diferencias regresivas a nuestra ecuaciéon para los

nodos interiores, es decir, 1 =1,2,....m—1,y 7 =1,2,..., tenemos:

U,(l'i,tj) — U (Ii,t]‘_l) _ Uu (l’i+17tj> — 2u (l’i,tj) +u (ZEi_l,t]‘)

=0.
k h?
Si tomamos u! = (z;,t;), la ecuacion anterior se convierte en
it ko J i

U= U =g [ul, ) —2u] +ul_y], (1.13)

A 26\ . k. A

-1
Ahora aplicamos las condiciones iniciales, es decir, u? = 27 para toda i = 0,1,...,m.

Por otra parte con las condiciones de frontera se tiene que uf = 0, lo que nos ayuda

a determinar los elementos de la forma u;, si aplicamos este procedimiento de manera
3

iterativa se obtienen los valores de u?,u3, ..., para ir construyendo la solucion.

El sistema de ecuaciones lo podemos escribir de forma matricial asi:
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14+2)) A 0 - 0
—A (1420 =) :

donde \ = % Empleando

0 ] . T
w; = (sen2mwxy,sen 2wy, ..., Sen 2mr,y, 1)

para todo 5 =1,2,....

Por tanto la solucion aproximada ésta dada por

AUY = U7,

para todo j =1,2,....

Asi, se resuelve un sistema lineal para encontrar v’/ a partir de w/~!. Como X > 0, la
matriz A es definida positiva y de diagonal estrictamente dominante, lo que garantiza

la existencia de la solucién del sistema.

Ahora veamos las soluciones halladas por diferencias finitas y solucién exacta, los que

nos lleva a concluir que la solucion aproximada decrece con mayor facilidad .
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Solucidn Diferencias Regresivas

Solucién Analitica
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Figura 1.3: Solucién Diferencias Regresivas vs Solucion Analitica

Ahora veamos la aproximacion de un perfil de temperatura para un instante ¢t = 0,3,

donde el error disminuye, lo que nos con lleva a concluir que es una mejor aproximacion
que la aproximacion por diferencias progresivas.

Grafica de la solucidn exacta y aproximada a los 3*dt=0.0063 segundos
0.3 T

06

04

02

0

02

Temperatura en grados

0.4

-0.6

u = Regresiva
u = exacta

L
0 02 04 06 08
Longitud de |a barra

0.8

L
1 12 14 16 18

Figura 1.4: Perfil de Temperatura para ¢t = 0,3

» Diferencias finitas centrales

Aplicando (1.5) con n = 3, z = 2* + h y © = 2* — h, donde h > 0, entonces existen
& € (" —h,x*) y & € (z*, 2" + h) tales que

h? h?
w(x* +h)=u(x*)+u (z*)h+ Eu” (") + Eu"’ (&) (1.15)
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* * 1k hz "ok h3 "
u(x —h):u(x)—u(x)h—i—gu (x)—gu (&), (1.16)

donde los errores de truncamiento estan dados respectivamente como

h3 h3
R (h) = T (&), Ry(h) = u" (&),

Restando (1.15) y (1.16) se obtiene
uw(z*+h) —u(z*—h) =20 (") — [R, (h) + R, (h)].

Dado que la funcién «” es continua en el intervalo cerrado entre &, y &, el teorema del

valor intermedio garantiza que existe un . entre &, y §, tal que

W& + u(E,)
2

— u”/(fc) )

De esta manera se tiene que

W (%) = - - Re(h),
donde
h2
Re(h) = —gt/”(é})-
Dado que
h2 n
Re(R)] < gllu [
entonces . — B2
u/(x*)_u(w + )—”LL([E - ) < ||u///||007

2h =3
de lo cual se obtiene el siguiente resultado para las diferencias centrales para la primera

derivada.

Teorema 3. Sea u(x) una funcion que tiene hasta terceras derivadas continuas en el
intervalo [a,b]. St x* € (a,b) y para h > 0 se tiene que z* — h y x* + h estdn en [a, b

entonces ( h) ( h)
. u(xz*+h) —u(x* —
u (z*) = o7 + O(h?).
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Ejemplo. Consideremos el siguiente problema de valor inicaial y de valor en la frontera.

U — Uz =0 0< <2, 0<t;
u(0,8) = u(2,t) =0, 0<t, (1.17)

u(z,0) =sen2rzr, 0<z<2

2

Sean m, h, k enteros positivos, h = — con nodos (z;,t;), donde x; = ih para i =
m

0,1,....m¢t; =jk; j=0,1,..

Aproximando por diferencias centrales cada derivada tenemos:
u (i, tj1) — u (@i t;)

Uy = 3

2k

u (i1, t) — 2u (@4, t5) +u(Tig1, b))
h2 '

Igualando y organizando las ecuaciones anteriores se tiene que:

Umx -

u(wy tien) —u (i ty)  w(ziog,ty) — 2u (i, ty) +u (v, t)

2k h? ’

2k

72 [0 (@im1,t) = 2u (@i, 8) + u (Tivr, )]

u (g, tjn) — u(zity) =

entonces,

j k
Si hacemos u] = u (x;,t;) y ademas \ = o

J+l _ J J J J
w =l 4 A [l — 20 +ul ],

w = (1= 20) ul + Ml + Ml

Ahora aplicamos las condiciones iniciales, es decir, uY = 27x para toda i = 0,1,...,m.
Por otra parte con las condiciones de frontera se tiene que uj = 0, lo que nos ayuda

a determinar los elementos de la forma u}, si aplicamos este procedimiento de manera
3

iterativa se obtienen los valores de u?, u?,.... El sistema de ecuaciones lo podemos

escribir de forma matricial asi:
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(1-2\) A
“A 0 (1-2)) A

k
donde A\ = ek Empleando

uf = (sen 27wy, sen 2wy, .

A (1—2)) |

T
e, SeNn 2mxy, 1)

ul = (0,0,...,0)"

para todo 3 =1,2,....

, . . i . i—1
Asi, debemos resolver un sistema lineal para obtener u] a partir de u] . Como la

matriz A es definida positiva y de diagonal estrictamente dominante, lo que garantiza

la existencia de la solucién del sistema.

Veamos la solucién numérica para el problema planteado, donde la solucion aproximada

se eleva con mayor rapidez pero al final la solucion se estabiliza, y es muy parecida a

la solucién analitica.

Solucidn Diferencias Centrales

)
y

0
L

e

i
i
4
i
i
,}'
i
)
i

i
i
i
)
!
)
i
"
)
|
i
W

7
i

w
/
A
i
i
W
it
oy
A
)
3
)
i

G

i
/
i

/

i
il
u
;r
0

1

i

7

s

Figura 1.5: Solucién Diferencias Centrales vs Solucion Analitica

Por otra parte veamos un perfil de temperatura para un instante t = 0,3.
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Grafica de la solucidn exacta y aproximada a los 3*dt=0.0063 segundos

2 N
%

Temperatura en grados
o

2+ u = centrales ¥ \ /
— u = axacta

-2.5

L L s L |
0 02 04 06 038 3 12 14 16 18 2
Longitud de la barra

Figura 1.6: Perfiles de Temperatura para un instante ¢t = 0,3

1.1.2. Derivadas de segundo orden

La derivada de segundo orden de una funcion u en un punto z*, denotada por u” (z*),

se aproxima mediante diferencias centrales de la forma

D?*u (z*) = % [u(x® —h) —2u(x") +u(x* + h)]

_ u// (m*) + %hQU/// (iL'*) —I—O (h4),

la cual es una aproximaciéon simétrica centrada. Esta aproximacion se puede obtener
por el método de coeficientes indeterminados o de manera alternativa, encontrando la
segunda derivada de un polinomio cuadratico u (z) en los puntos * — h 'y z* + h, de la

siguiente manera.

Se parte de los desarrollos de Taylor

/ h2 " h3 " h4 4
u(z"+h) =u(z")+ hu' (z*) + Su (") + ik (") + ﬁu( V(@) 4 -
' h? h? h*
u (LL’* o h) — (LL’*) o ul (I*) + 7u// (l’*) _ Eu/// (x*) + ﬂu@) (l’*) 4.

Al sumar estas ecuaciones, se eliminan las derivadas impares de u y se encuentra que

w(x* 4 h) +u(z* — h) = 2u(x*) + B2 (z*) + —u® (z*).
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Si en esta representacion se trunca en la cuarta derivada, entonces existe un £ en
[x* — h,z* + h] tal que
u(* —h)=2u(@*) tul@ +h) B

u’ (%) = 2 BT (&),

la cual determina la aproximacion de la segunda derivada u”(z*) mediante diferencias
centrales. Dado que la continuidad de u® en [a,b] permite establecer que |u™®(¢)| <

|u®]| s, se sigue el siguiente resultado, el cual establece que error de truncamiento es
de orden O (h?).

Teorema 4. Sea u(x) una funcion que tiene hasta cuartas derivadas continuas en el
intervalo [a,b]. St z* € (a,b) y para h > 0 se tiene que ©* — h y x* + h estdn en [a, b

entonces ( B — 2u(z) ( n)
oo u(z* —h)—2u(z")+u(z* +
u’ (z*) = 72 + O(h?).
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2. FORMULACION DISCRETA

2.1. Una pequena aproximacion fisica de la ecuacién de calor

unidimensional

En esta seccidn se presentan algunos aspectos relacionados con la ecuacion de calor, los

cuales se encuentran en las siguientes referencias [2, 1, ?|.

La ecuacion que describe la conduccion de calor es un modelo importante para analizar
el proceso de difusion del calor, con miras a solucionar una variedad de problemas de tipo
difusivo presentes en ciencias fisicas, bioldgicas, entre otras. El proceso de conduccion
de calor, descrito por una ecuacion diferencial parcial fue planteado por primera vez
en la historia por Joseph Fourier (1768-1830), quien decidi6 publicar los resultados de
sus investigaciones y observaciones fisicas acerca de la termodinamica y la teoria de

potencial en su obra Teoria analitica del calor, en 1807.

La ecuacion de calor es un ejemplo de una ecuacion diferencial parcial de tipo parabolico;
por lo tanto las soluciones de la ecuacién de calor se caracterizan por una progresiva
suavizacion de la distribucion inicial de la temperatura, puesto que el flujo de calor
va de las regiones de mayor temperatura a aquellas que tienen menor temperatura.
En general, diferentes estados y condiciones de partida de la ecuacion de calor tienden
hacia el equilibrio estable del mismo (es decir, la temperatura, transcurrido un tiempo
considerable tiende hacia un determinado valor en el cuerpo en el cual se distribuye). Si
la temperatura es representada por la funcion u (z,vy, z,t) que consta de tres variables

en el espacio y el tiempo, entonces la ecuacion lineal de calor se representa de la forma
U — @ (Ugg + Uy + Usy) =0,

h .. o .

donde o« = —— es una constante positiva que representa la difusividad térmica, de la
pP

cual caracteriza la rapidez con que varia la temperatura a través del material. Cuanto

més alta es la difusividad térmica de una sustancia, mas alto es el ritmo de propagacion

del perfil de temperatura. Generalmente, el valor de « se estima a partir de la medicion
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de la conductividad térmica h, la capacidad calorifica C), y la densidad p.

2.2. El problema

Sean p, q, r constantes positivas dadas. Se considera el siguiente problema parabdlico

no lineal de valor inicial y con condiciones de frontera asociado a la ecuacion de calor:

ur(x,t) — uge(x,t) = —puy(z, t), O<z<l1,t>0, (2.1)
vy(x,t) = —qu(z, t)e /v, 0<z<l1,t>0, (2.2)

u(@,0) = fi(z),v(z,0) = fa(z), 0<z<lL (2:3)
ux(0,) = Hi(u(0,1)), ua(1,1) = Ha(u(1,1)), t>0, (2.4)

donde Hy, Hy, f1y fo son funciones reales dadas. Este tipo de problemas no lineales es
usual en el modelado de fenémenos de transporte, tales como el flujo de energia térmica
(calor) en una direccién con generaciéon interna o la difusion de materia en presencia
de una reaccion quimica. Para el presente caso, en (2.1) se asume que las propiedades
termodinamicas, tales como su conductividad térmica, la capacidad calorifica y la den-
sidad, son independientes de la posicion (materiales homogéneos isotropicos) y de la
temperatura, esto en a = 1. Por su parte, en (2.2), el término de generacion interna
o generacion volumétrica, es dependiente del tiempo, la posicién y la misma tempera-
tura. Esto ultimo hace que la solucién analitica del problema anterior no sea de facil

obtencién, debiéndose recurrir a su solucién numeérica.

El término de generacion interna viene cobrando creciente importancia en procesos
industriales y mas especificamente, cuando se buscan disenar sistemas de control de
temperatura |7|. Este término aparece, por ejemplo, en procesos donde se calientan
solidos mediante el paso de una corriente eléctrica y el calentamiento por induccion, lo
cual representa un fuerte desarrollo industrial para el tratamiento de materiales con-
ductores dado su muy preciso control de temperatura. De igual forma, existen otros
procesos donde ésta generacion interna o volumétrica se obtiene mediante una o varias
reacciones quimicas exotérmicas, lo cual complica atun méas el modelado del proceso;
cuando ellas ocurren, se debe incluir en el proceso de transferencia de “calor”. También
existen procesos de alto impacto econémico, tales como la extrusién de polimeros, don-
de el término de generacion interna de “calor” se denomina “generacion viscosa”, la cual

se debe a la presencia de flujo viscoso (no newtoniano) que como consecuencia de la ele-
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vada friccién mecénica, incrementa la temperatura del polimero extruido, complicando
su modelado matemaético y por ende su sistema de control de temperatura. Finalmente,
también se puede mencionar que el tratamiento de materiales con ondas electromagné-
ticas, procesos de alta novedad tecnoldgica, donde se produce la interaccién del campo
electromagnético con el material, se simula mediante este término de calentamiento vo-
lumétrico (generacion interna), ya sea asumiendo que el solido interactua tnicamente

con el campo eléctrico.

2.3. Esquema de diferencias discretas en el tiempo

Un primer método numérico que se consider6 para la solucion del problema (2.1) - (2.4)
fue propuesto por Hartree en [3], consistio en realizar una discretizacion mediante un
esquema de diferencias finitas centrales en el tiempo, lo cual reduce el problema a un

sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias con condiciones de frontera.

Dado un T > 0, se considera una particion uniforme del intervalo [0, 7], de longitud
T

k= —, con n € N, y de nodos de primer nivel ¢; = jk, para j = 0,1,2,...n, y nodos
n

de segundo nivel ¢;,1/o = (j +1/2) k para j =0,1,...,n.

t1/2 t3/2 t5/2 th—1/2
L &

O
to tl t2 t3 tn— 1 tn

Figura 2.1: Discretizacion en el tiempo mediante nodos de primer ¢; y de segundo nivel
tit1/2-

Dado que u (z,t9) y v (z,t) son funciones conocidas, se considera que la solucion del
problema (2.1) - (2.4) para cada punto (a:,tj+1/2) donde 0 <z <1lyj=1,...,n.

Mediante un esquema de diferencias finitas centrales en el tiempo se tiene que

u(w,tji1) — u(z, ;) Lo (kz) .

U (2, tj41/2) = ’

Aqui, O (k?) denota el error cuadratico de las diferencias centrales en el tiempo.

Por otra parte, al considerar que la segunda derivada de u es continua en el espacio, la
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derivada parcial g, (:1:, Lt /2) se puede aproximar como un promedio, es decir,

um({E, tj-i-l) + Uxx('Ta tj)

umx(x7tj+1/2) ~ 2 (25)
De esta manera, de (2.1) se sigue que
Wz, tiyr) —u(@, b)) Use(7, 1) + Uea(@,t)  v(@,ti) —v(z, )
~ —p . (2.6)
k 2 k
De manera similar, de (2.2) se tiene que
oy v(z,tipr) —v(z,t;) - _qv(az,th) + v(x, t;) exp [ —2r } .
k 2 u (@, tj1) +u(z,t;)
de lo cual se sigue que
qk —2r
i) —v(x, ) = — = (v (z, 1 't .
(antyen) =) = =5 o) 4o @t e | o]
Al definir a E como
qk —2r
EF=—"—ex , 2.7
2 P U(ﬂfatj+1)+u($>tj)} 27)
se tiene que
v(z,tj) —v(x,t;) = Ev(z,tip) +o(x,t))).
De esto se sigue que
0(,ty0) (1= B) = u(a,t;) (1 + E)
es decir,
v (.’L’, tj-H) 1+ FE :
= E#1 2.8
) L siEAL 2.3)
o bien,
1+ FE
U(x,tj+1> = mv (x,tj). (29)
Alternativamente, al integrar la ecuacion (2.2) en el intervalo de tiempo [t;,t;11], se
tiene que
t. tit+1 — )
IDM:—Q/ exp( T )dt%—qkexp{ ! ,
v(z,t;) L u(z,t) u(z,tj1) +u(z, )

33



Por lo tanto,
v(r,tj) = vz, t;)e*r. (2.10)

Asi, de (2.9) y (2.10) se tiene que

1+ FE
1-F

Por lo tanto, si £ << 1 se tiene que

v (z,t;) = v(x, t;)e*r.

" =1+42E+ O (E?).

Y también,

1+E )

Para un FE suficientemente grande, la mejor aproximacion de la ecuacion original es la

ecuacion (2.10) y es la utilizada por Hartree en este método.

Finalmente, la solucién aproximada se obtiene mediante el problema de valores en la
frontera que determinan la ecuacion diferencial ordinaria (2.6) y las condiciones de
frontera (2.4), junto con la ecuacion (2.9) o (2.10), esto para j = 0,1,...,n. En este
caso, para cada uno de estos j se obtiene a v(x,?;1;) mediante (2.9) o (2.10) y luego se

resuelve el problema de valores en la frontera que determinan (2.4) y (2.6).

2.4. Esquema de diferencias discretas en el espacio

El segundo método considerado para encontrar la solucion numérica del problema (2.1)
- (2.4) lo obtuvo Hartree en [3], al considerar una discretizacion mediante diferencias
centrales en el espacio, lo cual reduce el problema (2.1) - (2.4) a resolver un conjunto

de ecuaciones diferenciales ordinarias junto con las condiciones iniciales .

Se considera una particion uniforme del intervalo [0, 1] de longitud h = &, con m € N,

y de nodos x; = th parai=0,1,...,m.
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l l 1l L l l

T T T T T T
0=uxg T T T; Tit1 Ty =1

Figura 2.2: Discretizacion del intervalo [0, 1] en el espacio mediante nodos x; igualmente
espaciados.

Para t > 0, el problema dado se convierte en

U4, 1) — Uz (x4, 1) = —poy(T4, ),
vy(5,t) = —qu(x;, t)e /@Rl
u(z, 0) = filz),v(zi, 0) = fa(x),
Uz (o, t) = Hy(u(zo, 1)), ug(Tm, t) = Ho(u(x,, t)),

Mediante diferencias centrales en x, la primera ecuacion del sistema se convierte en

U(l'i,h t) — QU(.I'Z, t) + U(.I'i+1, t)
h2

— puy(zi, 1) + O(h?), i=0,1,...,m.
(2.11)

Cuando i = 0, la condicion de frontera derecha, aparece un nodo z_; llamado «nodo

(i, t) =

fantasmay» cuyo valor es hallado cuando se aplican las condiciones de frontera,

w(x_1,t) — 2u(xo, t) + u(xy,t)

u(zo,t) = 3 — pu(zo, t). (2.12)

De la condicion de frontera en zq = 0 en (2.4) se tiene que,

w(wy,t) —u(xr_q,t)
2h

= Hi(u(zo,t)) + O(h?),

de donde

u(z_1,t) = u(zy,t) — 2hH (u(xo, 1)) + O(R?). (2.13)
Al reemplazar (2.13) en (2.12), se tiene que

wlay, 1) = 220 D) o omn). g

Parai=1,...,m — 1, los nodos interiores en el intervalo (0, 1), se tiene que
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. -9 . .
Ut<l’z‘_1,t) — u($z 17t) u(}lx;t) +u<xz+l>t) _pvt<$i,t) + O(hQ) (215)

Para ¢ = m, el nodo de la frontera izquierda con x,, = 1,

w(Tm_1,t) — 2u(xm, t) + u(Tpmir, t)
72

(T, t) = — pug (T, t). (2.16)

De la condicion de frontera en x,,, = 1 se sigue que

W(Tmy1,t) — w(zm_1,t)

2h

= HQ(u<xm7 t)) + O(h2)7
de lo que se sigue que
W(Tmy1,t) = W1, 1) + 2hHy(u(z,,, 1)) + O(h?). (2.17)

Entonces de (2.16) y (2.17) se obtiene finalmente que

w(Tm-1,t) — 2u(xpm, t) + u(xpm_1,t) + 2hHy(u(x,,, 1))

ut(xm, t) = B2 - pvt(xmv t) + O(hQ)v
o bien,
ut(xm,t) — 2U($m,1,t) — U’(xm;t) + 2H2(u<xmvt)) . pvt(iﬂm,t) 4 O(hQ) (2.18)

h? h
De esto se concluye que la ecuacion diferencial parcial dada en el problema considerado,

se ha reemplazado por un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias en ¢ junto con
las condiciones iniciales u(z;,0) = fi(x;). Con cada ecuacion (2.11) se obtiene una

segunda ecuacién asociada al sistema

vy, 1) = —qu(z;, t)e T/ H@D (2.19)
junto con la condicion inicial v(z;,0) = fao(x;).

Este método de Hartree permite obtener estimaciones de las soluciones a problemas

simples de flujo de calor en una dimension, como la ecuacion (2.1) sin el término pv(x, t).

En cada nodo x; se obtienen el par de ecuaciones (2.11) y (2.19), las cuales por la
naturaleza en general del problema, como cuando involucra la generacion interna o

volumétrica, no se puede aplicar directamente por depender esta ecuacién diferencial
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de la funcion u [3]. Adicionalmente, la solucion de este problema se dificulta por el
hecho que al ser la ecuacion diferencial (2.19) no lineal, hace que el sistema de ecuacion
(2.18)-(2.19) no se puede desacoplar.

37



3. ESQUEMA COMPLETO DE
DIFERENCIAS DISCRETAS

El método formulado por John Crank y Phyllis Nicolson en 1947, es un método de
diferencias finitas que es empleado en la solucién numérica de ecuaciones diferenciales
parciales de tipo calor, que se obtiene como una combinacion de los dos métodos ante-
riores y que por tanto tiene un orden de error O (h?) + O (k?). Este método, llamado
el método de Crank-Nicolson, utiliza las diferencias centrales de primer orden para la
derivada respecto al tiempo y una combinacién ponderada de la derivada regresiva y
progresiva para el resto de la ecuacion. En concreto, reemplaza u; por la formula de
la diferencia central de primer orden y wu,, por la formula de diferencias centrales de
segundo orden. Este método se fundamenta en las diferencias centrales en espacio y en
la regla del trapecio, dando como resultado un método con convergencia de segundo

orden en tiempo y en el espacio.

Consideremos una ecuacion diferencial parcial de la forma
Uy = Du:mv - CU:B - Q(U - u0>7
donde D, C'y g son constantes positivas y ug es un nimero real dado. En este caso,
F(z,t,u,uz, Upy) = Dtgy — Cuy — q(u — up).

De acuerdo con las diferencias centrales aplicadas al tiempo y al espacio la ecuacion se

convierte en:

u (@i, 1) — u (@i, tj)
k

_ Dux:ﬁ(mzat]) - Cuz(xlat]> - Q<u($lat]) - Uo)
2

+Dum($z‘, tirv1) — Cug(zi, tje1) — q(u(wi, tiv1) — uo)

; +O(h2) + O(k?)
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_p (um(xi,tj) —;—um(xi,tj)) _c (ux(xi,tj) +2ux(:ci,tj+1))

iy ((u(xz,t;) — up) N (U(:Ci,tjgl) - uo)) +Oh2) + O(k?)

_ p (Wi ty) = 2u(zi, ty) + ulzioy, ) N (i1, i) — 2u(mi ty) +u(@ia, tye)
2h? 2h?

_c u(wip1,t;) — ul@io1, b)) N w(Tiy1,tje1) — w1, ti)
4h 4h,

L (u(:c t;) —Uo “(%tﬂ‘;l) - “0) +O(h%) + O(K?).

Haciendo
DEk Ck B %

o P T

y reorganizando términos esta ecuacion se escribe de la forma

(0%

(8 — a)u(wi-1, t41) + (1 = 2a + y)ul@i, tjr1) + (B — a)ul@irr, ti) =
= (B+a)u(ai, ;) + (1 —2a—y)u(zi, t;) + (B+a)u(rirr, t) +27uo + O(h*) + O(k?).

3.1. El método Crank-Nicolson: El caso no lineal

El método que desarrollaron Crank y Nicolson es eficaz para encontrar la solucion
aproximada del sistema de ecuaciones diferenciales parciales (2.1) y (2.2), al reemplazar
las derivadas parciales en el espacio y tiempo por sus correspondientes diferencias finitas
centrales. La soluciéon es hallada numéricamente, pero presenta una limitaciéon en el

nimero de nodos en x para cada tiempo t.

Tomando una particion uniforme del tiempo y del espacio, tenemos que z; = ih , donde
1 T

h=—i=0,1,...,m; t; = jk, donde k = —, 7 = 0,1,...,n, para algin 7" > 0 dado
m n

y m, n son enteros positivos dados. Igualmente, se consideran los puntos medios de los

nodos de la particiéon en el tiempo, con lo cual se obtienen los nodos de segundo nivel
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en el tiempo,

k k 1
tj+1/2:tj+——jk’+—: ]-{—- k, ]:O,l, ,n—l
2 2 2
tq
ZWRYCS EREEPREREY SERPEEPED SECPEETEE FEPPERPRE R i VI W R R S
t3 rS
togije Wevnskasss@acsiasncs Piuch I R TR = TEEEEEEEEY TN ] ®
to g
t1+1/2 ®- PETTEE TTECEPEDY PEPFPETEE TETEETISRE PRSPPI PEPPTIPETT DRI E ®
t1 A 4
t0+1/2 W wiamR SR S SRR § S W ERE S SRR § R ¢ R SR SR -@-- ®
to o
Zo T i) Zx3 T4 ZIs5 Ze T xrg

Figura 3.1: Malla de nodos en el espacio y en tiempo.

Las diferencias finitas centrales de u;, vy y Uzp en (2;,¢41/2), para i = 0,1,...

7 =0,1,...,n— 1, son las siguientes:

u(i, tjr1) — u(w, t))

(24, tj41/2) = 2 + O(k?),
(s, s — (x5, t;
Vi (@i, tjp1y2) = ( JH)k (@0,t) + O(k?),
y
w(xi_1,t; —2u(x;, tijo) + u(xipr, t;
U (T, tjy12) = @ty <h2 if2) + ulien bivy2) +O(h?)

(u(@i-1, t)) + u(wio1, t1)) — 2[u(@i, t) + u(@i, )] + (u@in, ) + u(@izr, t))

2h?

+O(n?),

lo cual se sigue del teorema del valor intermedio.
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De la ecuacion (2.1) en el punto (x;,t;11/2) y de estas diferencias centrales se tiene que

w(zi, i) —u(zs ty)
k
(u(@iy, t)) + u(wio1, tr)) — 2u(@i t) + u(@i, )] + (u@i, ) + u(@iz, t))
2h?
—p (0@, tjp1) — v(zi, t5)) + O(h?) + O(k?).

Haciendo A\ = k/(2h?) en esta ecuacion y reagrupando basicamente los términos de u

en los tiempos anterior ¢; y siguiente ¢;,, se tiene que

= Mu(mi1, typn) + (L + 20 )u(@g, typn) — Aul@ig, tjpa) =
= (w1, t;)+(1=2\) (s, t;) A (w1, t) —p(v (w4, tj1) —v(2i, ;) +O (R +O(K?),
(3.3)

donde u (x;,t;) y v (x;,t;) son respectivamente los valores de u y v en el punto (z;,t;).

Por la segunda ecuacion diferencial, relacionada con los generacion volumétrica, se utili-
zan nuevamente en (2.2) las diferencias centrales en v y el teorema del valor intermedio
par obtener la relacion establecida en (2.7), donde el término e*F| la temperatura media

en t;, estd dado como
v (x5,t541) — 2B(wit41/2) o) (hQ) ’ (3.4)
v (IZ', tj)

donde
—2r

Uu (IZ', tj+1> +u (I‘i, tj

E (xi,tj_;,_l/Q) = —%qk exp ( )) +0 (h2) . (3.5)

No obstante, como esta funcién depende de u en tiempo ;1 que se desconoce, esto

hace que el método de Crank-Nicolson para este problema sea de tipo implicito, lo cual

dificulta la solucion numeérica del mismo.

De manera general, se asume que las ecuaciones (3.3)-(3.5) se cumplen para i =
0,1,....my j5 = 0,1,...,n — 1. No obstante, a fin de establecer un esquema nu-
mérico implicito que permita aproximar a u y v en los nodos de las particiones de x y
t, primero se obtienen las ecuaciones anteriores en los nodos de la frontera e interiores

de la particion del intervalo en el espacio.

En primer lugar, se consideran entonces la ecuaciones anteriores en los nodos de frontera

41



x;, cuando i = 0 e i = m. Asi, de (3.3) para i = 0 se tiene que

— Au(r1,tj41) + (142X )u(zo, tj41) — Ay, ) =
Au(ry,t5) + (1 = 2X)u(zo, ;) + Au(zy, £5) — p(o((2o, tj41) — v(20,t5))
+ O(h?) + O(K?),

o bien

(1 + 2)\)"&(%0, tj+1) - )\U(l’l, tj+1) =

AMu(@-1,t5) + u(x-1,t41)) + (1 = 2N u(wo, ;) + Au(z1, ;) — p(v((20, tj41) — v(20, L5))
(3.6)

+ O(h?) + O(K?).
la con la condicién de frontera (2.4) en u, en (xo,t;11/2), se tiene que

)+ U)Jfo7tj+1))

u(xo, t;
Uy (20, tj41/2) = o — Bu(xo, tjy1/2) = a0 — B < G 5
donde mediante diferencias centrales y del teorema del valor intermedio, que

u(wy, tipry2) — w1, tj41)2)
2h

Uy (20, tjs1/2) =

(u(zy,ty) +u(wy, tjyn)) — (w1, t;) +u(z_1,t541)) 2
= m L1 O(h?).

De los dos resultados anteriores se sigue que

(u(ry, tj) + w(@r, t4a)) — (u(@1, 8) + ul@_1, 1))
4h

o8 (u(xo,tj) +2u(x0,tj+1)) — o)

de donde se obtiene que

u(x_l, t]) + U(l’_l, tj—l—l) =
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(w1, t;) + ul, t511)) — 4ha + 4R ( w0, 1) +2“("'"0’tﬂ“)) — o).

Reemplazando este resultado en (3.6), da que

(1+ 2N u(zo, tj41) — Au(wy, tj41) =

A ((u(ml, tj) + w1, tjy1)) — 4hor + 4hf ( el +2U($0’ tﬁl)))

+ (1= 2N u(wo, t;) + Au(z1, 1)) — p(v((20,tj11) — v(zo, 1)) + O(h*) + O(k?),

o bien, que

(1 4+2X(1 — hp))u(xo, tjr1) — 2 u(z1,tj41) =
(1= 2X(1 = hB))u(zo, t;) + 2 u(w1, t;) — p(v((wo, tj41) — v(wo, 15)) + O(h?) + O(k?),
(3.7)

donde

2 j+1/2

; k
E(J]+1/2 _ _%6—2r/(u(330,tj)+u(z0,tj+1))’ U(l’o, tj-i—l) e E, (:L'Oy t]) (38)

Ahora para la frontera derecha z,,, se considera i = m en (3.3), dando que

_)‘u(‘rm—l’ tj+1) + (1 + 2>‘) (xmv J+1) )\U(J}m+1, tj-l—l) =
Au(@m-1,t5) + (1 = 2X)u(@m, 1)) + Au(Zmir, ) = p(0((Z0, Ti1) — v(@m, t5))
+ O(h?) 4+ O(k?),

0 bien

—AU(Tin-1, tj+1) + (L4 2N )u(@m, t41) =
MU(Zm—1,t5) + (1 = 20 u(@p, 1) + X (W(@pi1, 1) + W Tpoi1, jg1)) (3.9)
= p(v((@m, tj1) = v(@m, 1)) + O(h*) + O(K?).

De la condicion de frontera de u en (2.4) en (2, tj41/2), se tiene que

Ug (T, tjy12) = Ho(w(Tm, tjq1/2)) =0,
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donde

U(Tmr1, Ts — U Tp—1, 5
uz(xm,th/Q) _ (Tmi1 ]+1/2)2h ( 1 g+1/2)

_ (Wmin, G) + u@man, ti)) — (W@mo1, ) + w1, 1j11)) 2
_ + + + T + —I—O(h )

De estas dos tltimas ecuaciones se sigue que

Wi, t5) + u(@ma1s i) = W(@mo1, ) + W(Tmo1, ) + O(R?).
Reemplazando este resultado en (3.9) se tiene que

—AU(Z -1, Tj41) + (14 20 )u(@m, 1) =
Au(@m—1,15) + (1 = 2X)u(@m, 1) + A (w(Tm-1,t;) + u(@m-1,tj41))
= p(0((Tms tj1) = v(@m, 1)) + O(R%) + O(K?),

o bien,

_2)‘u($m—17tj+1) (1 + 2)‘> (me J+1)
2XU(Z g1, 1) + (1= 20\ u(@m, t5) — P(0((Ts 1) = V(@m, t5)) + O(h?) + O(K?),
(3.10)

donde

Egn—i-l/Q _ _%e—QT/(’lL(-’L'm,tj)+U(Z’m,tj+1))’ U({L‘m, tj—i-l) _ €2Egn+l/2v(xm7 tj)‘ (311)

2

3.2. Solucién numérica

En esta seccidn se considera primero el caso de la soluciéon numeérica de una ecuacién
diferencial parabodlica lineal bajo ciertas condiciones de valor inicial y de valor en la
frontera, mediante el método de Crank-Nicolson. A continuacién, se aplica este método
para obtener la solucién numérica de un caso particular del problema (2.1)-(2.4). Con
estos dos problemas se busca mostrar y analizar la importancia del método de Crank-
Nicolson en la solucion numérica de ecuaciones diferenciales parciales en problemas
de tipo calor y que tienen involucran un término de generacion interna o volumétri-

ca. Finalmente, se presenta un algoritmo para encontrar las soluciones del método de
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Crank-Nicolson implicito que determina este problema.

3.2.1 El caso lineal

A modo de ejemplo, se considera la solucién numérica mediante el método de Crank-

Nicolson del siguiente problema lineal:

Up = Uy + sen(3mz), 0<x <1,
u(z,0) = sen(mwx), 0<uxz<I, (3.12)
u(0,t) =0 =wu(1,t), t>0.

La solucion de este problema estd dada por

1
(3)?

w(z,t) = e ™ tsen(rz) + [1 - e_(‘%)ﬂ sen(3mzx).

Primero, se considera un intervalo [0,7] en el tiempo, con T' > 0, y se consideran en
él los nodos t; = jk de primer nivel, donde k = T'/n para algtin entero positivo n y
J=0,1,2,...n, y los nodos de segundo nivel ¢;1/ = t; + k/2 para j =0,1,...,n — 1.
Se considera una particion del intervalo [0, 1] mediante nodos z; = ih, donde h = 1/m

para algin entero positivo m y para:=0,1,...,m.

La solucion numeérica establecida para este problema mediante el método de Crank-
Nicolson en (3.12), se puede obtener al evaluar el problema en los puntos (z;,t+1/2) ¥
a continuacion utilizar las diferencias finitas centrales (3.1). De esta manera se obtiene

que

u(, tj11) — u(w, t))
k
xx\ L1 t; + xx\L1y t j
_ (i ti1/2) 5 Uz (T3, b1 2) + ksen(3mx;) + O(l{:2)
(i1, ty) — 2u(ws, ) + u(wi_y, t5)) + (u(wipr, tjn) — 2u(@s, tjn) +w(@ioy, tp1))
N 2h2

(3.13)
+ ksen(3mx;) + O(k*) + O(h?).

; k
Al considerar que u] ~ u(z;,t;), hacer A = op2 ¥ omitir el término del orden del error,
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se obtiene de (3.13) el esquema numérico

Wt =l = N [(uly — 20l ) + (Wl = 20l + ulTT)] + ksen(3may),

o bien
T (120l — )\uf:ll = ul_| + (1 =2\ + Au{H + ksen(3mwx;), (3.14)
De las condiciones iniciales y de frontera se tiene que

uf = sen(mww;), u)=0=ul. (3.15)
Por las condiciones de frontera, se considera este esquema en todos los nodos interiores
x;, 1 =1,2,...m—1. De la condicion de frontera del problema (3.12) en el nodo z¢ = 0,

donde u(zo,tj41/2) = 0, y que por el teorema del valor intermedio se tiene que

u(wo,t;) + ulzo, tjt,)
2

u(o,tj412) &
entonces se sigue que

ut = —u) =0, j=01,...,n—1.
De estas condiciones y al hacer i = 1 en (3.14) se tiene que

T+20w ™ — 2™ = (1= 20)w? + M\ + sen 3mxy). 3.16
1 2 1 2

Por otro lado, de la condicion de frontera del problema (3.12) en el nodo z,,, = 0, donde

(T, tj11/2) = 0, y que por el teorema del valor intermedio se tiene que

U(l’m, t]) + U(l’m, tj+1)
2

(T, tjy12) A
entonces se sigue que

W =—ul =0, j=01,...,n—1.
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De estas condiciones y al hacer i = m — 1 en (3.14) se tiene que
= A (L 20)ul ™y = M, o + (1= 20w, + ksen(3ma,,_1), (3.17)

El sistema de ecuaciones lineales (3.14), con i = 2,...,m — 2, (3.15) y (3.16), se puede

escribir de la forma matricial
AU = BUY + C, (3.18)

donde A y B son la matrices tridiagonales cuadradas de orden m — 1,

I14+2X2 =)
A 1+2X =
A= ,
—A
i —A 142X ]
[1-20 A ]
A 1=2)\ A
B = ;
A
] A o1-2) |
y _ - _ - _ -
sen(mxy) u] sen(3mzy)
sen(mxs) w) sen(3mxs)
U°= | sen(rxs) |, Ui=| v} |, C=Fk| sen(3mxs)
sen(m&y,—1) w sen(3mx,,—1)

Respecto a la existencia y unicidad de soluciones de este sistema de ecuaciones lineales,

se debe decir lo siguiente. Una matriz A de orden n x n es de diagonal estrictamente
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dominante por filas cuando se satisface que

n

lazal > " laigl,

j=1
i#]

para todo ¢ = 1,...,n. El Lema de Hadamard establece precisamente que todo matriz

de diagonal estrictamente dominante por filas es invertible |?]. En la matriz A anterior,

desde la fila para ¢ = 1 hasta la fila i = m — 1 la condicion |a;;| > |a;—1,| + |a;i1] se

cumple, dado que 1 + 2\ > 2\ y 1 + 2\ > A. Dado que A es invertible, entonces este

sistema tiene una tinica solucién para cada U*'y j=1,...,m — 1.

En cuanto a la solucion de este sistema de ecuaciones lineales, se considera el algoritmo
de Thomas. Este método de soluciéon se fundamenta en la descomposicion LU de la

matriz tridiagonal A.

Sea A una matriz tridiagonal de la forma

by
ay by c

as bz C3

Ap—2 bm72 Cm—2

| Am—1 bm—l ]

donde todos los a;, bi y ¢; son constantes no nulas dadas. Se asume que A tiene una

descomposicion LU, de tal manera que A = LU y donde
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/

/
2 C2

/
bm—2 Cm—2
0 /

m—1 |

Las constantes a, y b; se determinan de la siguiente manera. Como A = LU entonces

al realizar este producto e igualar componente a componente, se tiene que

/1:b1:>b/1:b1

az
2T r_
asby = ay = ay = —

/
bl
a,/261 + bIQ = bg — b/2 = b2 — CL/201

a bm_2 + b;’n—l — bm_l > b;’n—l — bm_l - a;n_lbm_Q

!
m—1

Las matrices L y U encontradas se utilizan para resolver el sistema de ecuaciones lineales
Az = d. Dado que en este sistema A = LU entonces el sistema Axr = d toma la forma
LUx = d. Haciendo Ux = y se tiene que Ly = d. De esta manera, la solucion del sistema

de ecuaciones Az = b se obtiene resolviendo sucesivamente los sistemas de ecuaciones

Ahora, la solucion del sistema de ecuaciones Ly = d se obtiene mediante la sustitucién

progresiva

ylzdh Z:Oa
yi:di—a;yi_l, 2:2,,m—1

A continuacion, la solucion del sistema de ecuaciones Ux = y se obtiene mediante la
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sustitucion regresiva,

/ Ym—1
by 1 Tm—1 = Ym—1 = Tpp—1 = v
m—1
/ Yi — CGiTit1 :
bixi—f—ciwi—i—l:yi:}xi:Ta Z:m—l,m—Q,...,l.
i

En el caso del sistema de ecuaciones lineales (3.18), se resuelve con el método de Tomas
haciendo a = ¢ = —\, b = 1 + 2\, y el vector d = BU’ + C. El algoritmo de Crank-

Nicolson para resolver este problema es el siguiente.

3.2.0.1. 3.2.2 El caso no lineal

Se considera nuevamente el problema (2.1)-(2.4) con las siguientes particiones en el

espacio y en tiempo,

1
m€N>h:_7 Z‘Z:]h, j_0717 "z
m
T .
neN, T>0, k=—, t; = jk, 7=0,1,...,m,
n
tivip =1t +k/2=7k+k/2=(j +1/2)k, j=0,1,....,m—1.
Al considerar que u} ~ ul, hacer A = 3= Yy omitir el término del orden del error,
las condiciones iniciales del problema, junto con (3.3) parai = 1,...,n — 1, (3.7) v

(3.10), se obtiene el esquema de solucion numérica completo del problema (2.1)-(2.4)

esta determinado por el sistema de ecuaciones lineales,
=0
(142701 — hB)u)™ — 20l ™ = (1 — 2A(1 — b)) + 2 ] — p(v) ! — vl) — 4A\ha
=1
T (20 W = Mt = 2+ (1= 20w + M —p (v{“ — U{)
m =2
—)\u{H + (14 2)) ué“ — )\ug+1 = )\u{ + (1 —2)) ué + )\ug —p (v%ﬂ — v%)
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m ;=3

T (20wt = T =+ (1= 20w+ e —p (U%Jr1 - vé)

m=m—1

T (20wl T =l = 4 (1 - 2)) ufnﬂ—l—)\u{n—p (vj+1 — )

m—1 m—1

2l (T4 20wl =20+ (1= 20l — p(vitt — ).

m

para j =0,1,...,n— 1, y donde
u) = fi(z;), v) = fox;), i=0,1,...,m,

y

2 7 + uj+1 i

7 7

. e 9 » ny
EgH/Q:—q—exp (—T>, U?“:ewzﬁ”, i=0,1,...,m, j=0,1,....,m—1.
u

Como se observa, este esquema de solucion numérica se obtiene al agregarle al sistema

de ecuaciones determinado por los nodos interiores en el espacio antes de la primera
fila la ecuacion obtenida para el nodo de la frontera izquierda y después de la tltima
fila la ecuacién obtenida para el nodo de la frontera derecha. La forma matricial de este

sistema de ecuaciones es de la forma
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(14201 —hB) —2A ek
—A 1+2) =) j+1
A 142X A ult!

-\ 142\ —A W
A 142\ =) Wt
—2\ 142X\ |wt?

[1-2\1—hB) 2A 17 .0 ]
A 1—2) A
A 1-20 A

A 1 —2\ A U
A 1—2\ A U
2\ 1—2\ U

[ vg — vg | [ 4\ha |
G 0
N

- P - : , 7 =0,1, n—1

quq.@+—12 - erL—2 0

Ufntll - vfnfl 0
vl — ol 0

0 bien como
AU = BUY —19(Vj+1 —Vj) -G, (3.19)
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donde

1+ 2X\(1 — hpB)
—A

[1 - 2X\(1 — hpB)
A

—2)
142X

2\
1—2A

1+2X\

1—2\

—A
A 1420 =
A 142)
—2)
A
A 1-2) A
A 1—2)
2\

son matrices tridiagonales cuadradas de orden m + 1, y
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1+ 2\

(3.20)

A
1— 2\
(3.21)




u) vl 4 \ho
ujl v{ 0
ul vl 0
v=|: |, V=] ]|, G=|: [|. (3.22)
Uzn—2 "Ufﬁ—Q
uzn—l Uzn—l
Ul Vh

Este proceso en el tiempo, permite obtener los perfiles de temperatura u(z,t) y de

generacion interna o volumétrica v(z,t), a partir de las condiciones iniciales

fi(zo) fa(zo)
fi(z1) fa(@1)
f1(5U2) f2(«752)
U’ = : , Vi= : : (3.23)
fl(xmf2) f2(517m72)
fi(@m-1) fo(@m—1)
i fi(zm) i | fo(zm) |

Respecto a la existencia y unicidad de soluciones del sistema de ecuaciones lineales

(3.19), se observa que desde la fila para i = 1 hasta la fila ¢ = m de la matriz A la
condicion |a; ;| > |ai—14] + |ai 41| se cumple, dado que a;; = 142X, a;_1; = ;501 = —A

y 142X > 2. En la fila i = 0 se tiene que se debe cumplir que
|14+ 2X(1 — hB)| > 2,

donde h = 1/m y X\ = k/(2h?) son cantidades positivas. Resolviendo esta desigualdad

se encuentra que

1 1 1

Cuando se cumple algunas de estos dos condiciones, la matriz tridiagonal A es de

diagonal estrictamente dominante y por tanto invertible . Esto ultimo hace que el

sistema de ecuaciones lineales (3.19) tenga una tnica solucion U’*! para cada j =
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0,1,...,n—1. El siguiente algoritmo ejecutado en C++, permite obtener las estimaciones

de u (la temperatura) y de v (la generacion volumétrica) para el problema considerado.
j+1

i

Dado que V7! depende de u en el tiempo ¢;,1, se debe realizar una estimacion de u
. ~did1 . . . . .
mediante @77, el cual se considera es igual a 1. Se realiza un proceso iterativo que
permite calcular esta estimacion con una tolerancia € > 0 previamente establecida. El

vector de estas estimaciones se denota como

Ut = @ et et = (1,1, D)

En este algoritmo se considera que m =n =8, k=h?, p=q=r=1,a=8 =1,
fi(z) = 3y fo(x) = 5. De igual modo, las estimaciones de la U’*! en el tiempo ¢4
mediante Uj“, se obtiene con 10 digitos decimales exactos, es decir, € = 0,5 x 107,

Adicionalmente, como

2kh  k  h? 1
2h2  h h m’
se sigue que la condicion que 0 < < ﬁ se cumple y por tanto el sistema de ecuaciones

lineales (3.19) tiene una tnica solucion.
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4. CONCLUSIONES

= Se realizé una revision teorica de los dos métodos de Hartree para resolver el pro-
blema considerado por Crank-Nicolson, del cual se considera una discretizacion en
el tiempo y en el espacio, pero de manera independiente. Esta estrategia permite
encontrar soluciones aproximadas del problema, los cuales son de dificil solucién
por encontrarse acopladas las ecuaciones diferenciales parciales del problema y que
la segunda de ellas, relacionada fisicamente con fenémenos de generaciéon interna
o volumétrica en fendémenos de transporte, es una ecuacion diferencial parcial no

lineal que depende de la solucién de la primera ecuacién diferencial parcial.

= Como resultado del estudio del método de Crank-Nicolson, se encontrarén so-
luciones aproximadas del problema no lineal planteado y de un problema lineal
propuesto, mediante un sistema de ecuaciones lineales de tipo implicito, donde la
matriz del sistema es una matriz tridiagonal, con este se concluy6 que el método
de Crank-Nicolson, es numéricamente estable y de segundo orden en el tiempo y

espacio.

= Por otro lado aunque el articulo original de Crank-Nicolson no incluia un esquema
explicito de solucion numérica del problema por ellos considerado, en este trabajo
se presenta un algoritmo de solucién que involucra el método de Thomas y un

esquema iterativo que permite estimar a u en el tiempo ¢;;.
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LISTA DE ANEXOS

Los siguientes algoritmos fueron usados para resolver numéricamente los casos de estu-

dio del presente trabajo.

1. Algoritmo para encontrar la solucién de la Ecuacién de Calor con con-

diciones de Dirichlet, propuesta en (1.8)

Algoritmo 4.1 Algoritmo de Diferencias Progresivas, Regresivas y Centrales
Entradas: m,n € N
Salida: U’*! : vector estimacion de la temperatura u en el tiempo t;,4

1: procedure DIFERENCIAS PROGRESIVAS, REGRESIVAS, CENTRALES(m, n)

1
h —, k+ h% N 2

x“—%, tj<jk,i=1,....m—-1,5=0,1,...,n

Construir las matrices A,, A, y A., y los vectores U"

for j=0ton—1 do

Resolver para U/, Ul = AUJ™, Ul, AU} = UJ~"\UJ, AU] = U™ > Se
utiliza el método de Tomas
return U/*!

7: end for
8: end procedure

2. Algoritmo para hallar la solucién al caso lineal por el método de Crank-
Nicolson (3.12)

Algoritmo 4.2 Algoritmo de Crank-Nicolson, caso lineal unidimensional.
Entradas: m,n € N
Salida: U’*! : vector estimacion de la temperatura u en el tiempo ¢4

1: procedure CRANKNICOLSONLINEAL(m, n)

k_
2h2

:L’M—%, tj<gk,i=1,....m—1,5=0,1,....n
Construir las matrices A, B y los vectores U° y C
for j=0ton—1 do
Resolver para U’ AU = BU/ + C > Se utiliza el método de Tomas
return U/*!
7: end for
8 end procedure

1
h+ —, k< h% X<+

29



3. Algoritmo para hallar la solucién al caso no lineal por el método de Crank-
Nicolson (1.1)- (1.4)

Algoritmo 4.3 Algoritmo de Crank-Nicolson para el problema no lineal (1.1)-(1.4).

Entradas: fi(z), fo(x) : funciones; a, §, p, q, r: parametros; m,n € N; € : tolerancia

del error

Salida: U’*! : vector estimacion de la temperatura u en el tiempo ¢;,1; VIt vector

1:

@

10:
11:

12:

13:

14:

15:

16:
17:

estimacion de la generaciéon volumétrica v en el tiempo ¢;,1; 7 =0,1,...,n — 1.
procedure CRANKNICOLSONSISTEMANOLINEAL( f1, fo, @, 5, p, q, 7, m, n, €)

1
h —, k+ h% A 25
m
wi < ih, t < gk, i=0,1,...,m, j=0,1,....n
UO <~ (fl(];O))fl(xl)v'"7f1($m))T7 VO <~ (f?(xO)va(xl)v"'an(xm))Ta Ul —

(L,1,...,1)7
Construir las matrices A, B y el vector G
for j=0ton—1 do
for :1=0tom do

j+1/2 qk or J+1/2 opI /2
Ei A —?exp _uz—I—ﬂgH ’ E e

oIt PR > Construccion del vector V7+!
end for
Resolver para U/t AU = BU? —p(VIT —VI) - G > Se utiliza el
método de Tomas
while ||U7t! — U7t < e do
[+l i+l
Resolver para U/t AU = BUY — p(VIT! —VI) — G > Se utiliza el
método de Tomas
end while
return U7*% i+t
end for
end procedure
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