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RESUMEN

TITULO: ESTUDIO NUMERICO DE LA ESTABILIDAD DE ORBITAS CIRCU-
LARES SOBRE EL PLANO ECUATORIAL EN POTENCIALES AXIALMENTE
SIMETRICOS!.

AUTOR: OSWALDO ALONSO NIETO NARVAEZ?.

PALABRAS CLAVES: DINAMICA Y CINEMATICA ESTELAR, GALAXIAS,
MECANICA CELESTE.

DESCRIPCION:

En el presente trabajo se realizo, bajo el marco de la teoria Newtoniana, un estudio de la
estabilidad radial de o6rbitas circulares de las particulas de prueba en el plano ecuatorial,
sometidas a la accién de un campo gravitacional axialmente simétrico. Como fuente de
potenciales gravitacionales de este tipo, se consideraron los modelos de discos de Toomre
y discos generalizados de Kalnajs, siendo estos representaciones matematicas de galaxias
altamente planas con simetria axial. En primer lugar, se estudié la estabilidad radial
de las érbitas circulares ecuatoriales para el primer modelo de los discos de Toomre.
Para esto, se determinaron las expresiones correspondientes al momento angular, el
potencial efectivo, la energia total, y las ecuaciones de movimiento. posteriormente, se
realiza el analisis grafico del potencial efectivo junto con la solucién numérica de las
ecuaciones de movimiento, las cuales dan la evolucion temporal de la coordenada radial,
R. Con un procedimiento similiar se estudiaron las estabilidades radiales de las d6rbitas
circulares en los modelos uno y dos de los discos generalizados de Kalnajs. Debido a
que se realizé un estudio numeérico, se presenta un analisis de autoconvergencia, el cual
es una prueba que valida las soluciones obtenidas, es decir, comprueba si el método
numérico utilizado esta tendiendo realmente a una solucion.

ITesis de Pregrado.
2Facultad de Ciencias, Escuela de Fisica, Guillermo Alfonso Gonzalez Villegas (Director), Fabio

Duvén Lora Clavijo (Codirector).
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ABSTRACT

TITLE: NUMERICAL STUDY OF THE STABILITY OF EQUATORIAL CIRCU-
LAR ORBITS IN AXISYMMETRIC POTENTIALS..

AUTHOR: OSWALDO ALONSO NIETO NARVAEZ?.

KEYWORDS: STELLAR DYNAMICS, STELLAR KINEMATICS, GALAXIES, CE-
LESTIAL MECHANICS.

DESCRIPTION:

In this work, we present from the classical theory of Newton, the study of radial stabi-
lity of equatorial circular orbits of test particles, under the action of an axisymmetric
potential. As a source of gravitational potential of this type, we considered the family
of thin Toomre’s discs and the generalized Kalnajs’s discs, being these mathematical
representations of galaxies highly flat with axial simmetry. First, the radial stability of
the equatorial circular orbits for the first model of Toomre’s disks was studied. For this,
we determine the expressions for the angular momentum, the effective potential, the
total energy, and the equations of motion. Then, from the plot of the effective potential
and the numerical solution of the equations of motion, the respective analysis is carried
out. With a similar procedure we studied the radial stabilities for the models m = 1
y m = 2 of the generalized Kalnajs discs. Because a numerical study was made, we
present the convergence analysis, which is a prove whether the numerical method is
actually tending to a solution.

ITesis de Pregrado.
2Facultad de Ciencias, Escuela de Fisica, Guillermo Alfonso Gonzalez Villegas (Director), Fabio

Lora Clavijo (Codirector).



Capitulo

INTRODUCCION

Es usualmente aceptado que muchas de las galaxias en el universo son casi axialmen-
te simétricas, con una distribucion de masa formada por tres componentes: un disco
delgado, un bulbo central y un halo de materia [2]. Como consecuencia de esto, hay
un numero de modelos de masa que incorporan ya sea una o todas estas caracteristi-
cas, [6,11,12,18]. Ya que todos los componentes influyen en el campo gravitacional de la
galaxia, tener un modelo que incorpore todos los efectos de tales partes es un problema
de gran dificultad e importancia. Sin embargo, la contribucién de cada una de las partes
en gran manera se limita a ciertas escalas de distancia, permitiendo obtener modelos
que sean bastante aproximados a la realidad, sin la inclusién de todos los componen-
tes [5]. En el caso particular de galaxias espirales, la descripcién mas aceptada de su
composicion, es que gran parte de la poblacion estelar reside en el disco galactico; por
esta razon, modelos de discos delgados y el estudio del potencial gravitacional generado
han sido un problema de gran interés en dindmica de galaxias [2]. Una vez se ha ob-
tenido una expresién para el potencial gravitacional, se pueden obtener las expresiones
correspondientes para la densidad superficial de masa y la velocidad circular de rota-
cién, permitiendo hacer ajustes con datos observacionales de las curvas de rotacion de
galaxias particulares y asi estimar la masa total integrando la correspondiente densi-
dad superficial de masa, [8], [9]. Por lo tanto, un modelo idealizado para una galaxia
altamente plana es un disco infinitesimalmente delgado hecho de particulas (estrellas)
viajando en drbitas circulares en el campo gravitacional debido a la distribucion de
materia de las particulas mismas.
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Un paso fundamental y de gran importancia en la formulacién de modelos galédcticos, es
el analisis de la estabilidad del modelo, ya que puede sugerir aveces considerar nuevas
caracteristicas en un modelo dado, con el fin de obtener representaciones mas realistas.
Por ejemplo, el estudio llevado a cabo por Ostriker y Peebles, [16], donde se muestra
que sistemas aplanados de particulas autogravitantes, inicialmente mantenidos en con-
tra de la gravedad por rotacion no son estables, su forma discoidal no se mantiene en
el transcurso del tiempo. En consecuencia, los autores sugirieren que la incorporacion
de un halo esferoidal con masa del orden de la masa del disco o incluso mayor, mejora
sustancialmente la estabilidad del disco. Por otro lado, en el trabajo hecho por Kal-
najs, [10], se presenta un argumento diferente al anterior, en el que el autor sugiere lo
siguiente: (i) los problemas de estabilidad pueden ser superados mejorando las carac-
teristicas de las partes internas de los modelos galacticos; por ejemplo, considerando
centros a gran temperatura o pequenas protuberancias y (ii) que un halo con una escala
de longitud mayor que la del disco y mas masivo que éste, no contribuye significativa-
mente a la estabilidad, discucién que se basa en el hecho de que la energia cinética de
discos autogravitantes determina la estabilidad del sistema: discos frios, que son for-
mados principalmente por estrellas en movimiento circular (aquellos considerados por
Ostriker y Pleebes), requieren de un halo prominente con el fin de evitar inestabili-
dades, contrario al caso de discos calientes (considerados por Kalnajs) que pueden ser
soportados por movimientos aleatorios de estrellas. Por lo tanto, el estudio detallado
de la estabilidad de las 6rbitas en modelos galdcticos, esta asociado con la estabilidad
de los mismos.

En el presente trabajo, bajo el marco de la teoria Newtoniana, se estudia la estabilidad
radial de las érbitas circulares ecuatoriales para los discos de Tommre, y los discos ge-
nealizados de Kalnajs, los cuales son fuentes de potenciales gravitacionales con simetria
axial. A diferencia de otros trabajos, en los que solo tienen en cuenta el criterio de la
aproximacion epiciclica para estudiar de manera general la estabilidad, en este traba-
jo se presenta un estudio detallado, en el que se determinan las condiciones iniciales
apropiadas para resolver de forma numérica las ecuaciones de movimiento, asociadas a
las orbitas circulares sometidas a una perturbacién radial, para asi determinar segin
el comportamiento de las soluciones obtenidas, su estabilidad. También, se analizan
las curvas del potencial efectivo, siendo estas de gran importancia para determinar la
estabilidad radial, ya que bajo perturbaciones en cierta direccién, las oscilaciones resul-
tantes respecto a puntos de equilibrio, también indican de manera clara si las particulas
describen orbitas circulares estables o no. En el capitulo 2 se muestra el formalismo que
se utiliza para estudiar la dinamica de las érbitas en potenciales axialmente simétricos,
y se centra el estudio a las érbitas circulares ecuatoriales y su estabilidad. En el capitulo
3 se presentan los potenciales que corresponde a los discos de Toomre y Kalnajs, siendo
estos los modelos a los que se les hace el estudio de estabilidad, también se dedica gran
parte de este capitulo al método numérico de Runge-Kutta, que se utiliza para la solu-
cionar las ecuaciones de movimiento. En el capitulo 4 se hacen los respectivos calculos
y analisis para el estudio de la estabilidad radial de las érbitas circulares en el plano
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ecuatorial. Finalmente, en el capitulo 5 se presentan las respectivas conclusiones.



Capitulo

ORBITAS CIRCULARES Y ESTABILIDAD
RADIAL EN EL PLANO ECUATORIAL.

En este capitulo se presenta el formalismo usado para estudiar las érbitas, que resultan
de considerar el movimiento de particulas de prueba individuales sometidas a campos
gravitacionales axialmente simétricos. En particular, aquellos que describen configura-
ciones de materia discoidales para modelos de galaxias planas. El capitulo esta consti-
tuido de la siguiente manera: en la seccién 2.1 se trata el movimiento de las particulas
que estan por fuera del plano ecuatorial del sistema, mientras que los movimientos que
si estan en este plano, son tratados con detalle en la secciéon 2.2, y se finaliza con la
seccion 2.3 en la cual se estudia la estabilidad cuando las 6rbitas en el plano ecuatorial
son circulares.

* SECTION 2.1

Movimiento en el plano meridional

Para el desarrollo de las ecuaciones correspondientes a la dinamica del movimiento de
una particula de prueba, en presencia de un campo gravitacional con simetria axial,



Movimiento en el plano meridional 20

es usual utilizar coordenadas que sean naturales al problema. De acuerdo con esto,
es comun usar coordenadas cilindricas (R, g, z) con origen en el centro de la fuente
tal que el eje z coincida con el eje de simetria. Por consiguiente, usando coordenadas
cilindricas la dindamica del movimiento de de una particula de prueba estd gobernado
po el lagrangiano

c:%p?+«3@2+zﬂ—¢u1@, (2.1)

donde el punto indica derivadas temporales, y el término ® es el potencial gravitacional.
A partir de este lagrangiano se pueden obtener los momentos en cada direcciéon y el
Hamiltoniano dados por las ecuaciones

pr=R, p,=R, p.=2, (2.2)
Helor 1 Pe oo e 9.3
—¢m+§ﬂm9+(>d (2.3)

El cual, usando las ecuaciones de Hamilton se encuentra que las ecuaciones de movi-
miento son

2
L _pn_Pp 02
pR—R— R3 aR, (24)
: d, .
o= S (R2) =0, (2.5
odb
) pr— = - 2.
P, =% o (2.6)

donde la ecuacién (2.5) expresa la conservacién de la componente z del momento an-
gular, la cual se expresa como

py = L, = R*p = cte, (2.7)

siendo esta una constante del movimiento. Las ecuaciones (2.4) y (2.6) describen el
movimiento a lo largo de las direcciones R y z de la particula de prueba. Ahora, si se
define el potencial efectivo como

2

LZ
Cepr = (R, 2) + 5 (2.8)

las ecuaciones (2.4), (2.6) y (2.3) se escriben de la siguiente forma

P aq)eff, . aq)eff
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1
H = (0 + 1) + Bogy (R, 2). (2.10)

Como se puede ver, haciendo uso de la conservacién de la componente z del momento
angular, los grados de libertad del problema se reducen de 3 a 2, y estan dados por las
coordenadas R y z. Por lo tanto, el movimiento de una particula de prueba puede ser
descrito tal que, esté confinado en el plano (R, z) (plano meridional), rotando con una
velocidad angular ¢, siendo el valor numérico de la ecuacién (2.10) la energia total de
la orbita y otra constante del movimiento.

* SECTION 2.2

Movimiento en el plano ecuatorial y orbitas circulares

A continuacién se mira en detalle las érbitas en el plano ecuatorial, el cual estd definido
cuando z = 0, para potenciales axialmente simétricos. En este plano, las ecuaciones

(2.1), (2.8), (2.9 ) y (2.10) se reducen a

1. .
L2
(I)eff = @(R, 0) + 2R2 (212)
. aq)eff(R7 0) . acI)eff(ll:i’ 0)
B AR o £ (2.13)
1
H = ip% + (I)eff(R7 0) <214>

Aqui se puede observar que el problema dinamico se reduce de dos un solo grado de
libertad. En particular, las érbitas circulares se encuentran examinando el minimo en
el potencial efectivo (2.8), el cual ocurre cuando

0Dy 0D L2
e 22 — 22 =0 2.15
OR ~ OR|_, R (2.15)
OPess _ . (2.16)

0z
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donde la condicién (2.16) se satisface en cualquier parte del plano ecuatorial debido a
que se asume que el potencial posee simetria de reflexién respecto a este. La condicion
(2.15) se satisface en el radio Ry, de tal forma que

0P L?
= 22 — R 2.17
OR Ro.0 R3 0P ( )

define la condicion para la existencia de una orbita circular con velocidad angular ¢.
De manera concreta, el minimo del potencial efectivo ocurre cuando se tiene una orbita
circular con momento angular L., cuya energia es tal que

E = ®(R,0)|, (2.18)

* SECTION 2.3

Estabilidad de dérbitas circulares en el plano ecuatorial y

aproximacion epiciclica

En la seccion anterior se mostré que la condicién que se debe satisfacer para la exis-
tencia de dérbitas circulares en el plano ecuatorial, estd dada por (2.17). Sin embargo,
tales érbitas no son necesariamente estables. Por esta razon, en esta secciéon se presenta
el estudio de la estabilidad de orbitas circulares de dos formas diferentes: la prime-
ra de ellas se hace mediante un andlisis cualitativo del movimiento, partiendo de la
coservacion de la energia, y la segunda involucra el analisis tedrico conocido como la
aproximacion epiciclica, conduciendo cada una de ellas a criterios simples de estabilidad.

Debido a que en este problema que se esta abordando, solo se considera el movimiento
bajo la la accién de un campo gravitacional axialmente simétrico, el sistema fisico es
conservativo; en efecto, la ecuacion que refleja este hecho es

E:T—i-q)eff(R,O), (2.19)

donde T corresponde al término R2 /2. Esta tultima ecuacién se puede reescribir de la
forma

R= ‘;i: = \/2(E ~ @.14(R.0)), (2.20)
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ecuacion que corresponde a la velocidad radial de la particula. Dicha ecuacién se hace
cero para puntos en los que energia total es igual al potencial efectivo.

Energia

Figura 2.1: Grafica del potencial efectivo ® en funcién de la coordenada radial R. En esta se observa tres regiones
delimitadas por los valores de energia total E1, F2 y E3, las cuales determinan como es el movimiento de una particula

sometida a un potencial de determinada forma.

Debido a que el término correspondiente a la energia cinética siempre es mayor o igual
que cero, de la ecuacién (2.19) se satisface la desigualdad E > ®.s. De acuerdo con
esto, en la figura 2.1 se muestra que el movimiento es ligado para la energia Es, siendo
este un movimiento periddico entre los puntos de retorno Ry < R > Ry4. Por otra parte,
el movimiento para una particula con energia E; no esta confinado, y la particula viene
desde el infinito y se detiene en el punto de retorno R = R, invirtiendo su movimieto de
nuevo hacia el infinito. Finalmente, para una particula con energia F3, el movimiento
esta restringido en el punto R = Rj, concluyendo asi que para cualquier tiempo ¢, la
velocidad radial de la particula es cero en este punto, por lo tanto, el movimiento es
circular.

Con lo dicho en el parrafo anterior, una Orbita es circular en R = Ry si se cumple
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0csy
OR

= 0. (2.21)
R=Rp

Y ademas es estable, si se tiene un minimo, es decir, si se satisface la condicién

0*®.;1(R,0)

)T > 0. (2.22)

R=Rg

Calculando ahora la segunda derivada del potencial efectivo (2.12) se encuentra que

0*®.sr(R,0) 1 [3L2 5 0%®
—_ = = — 2.2
OR? 73 [ R E 6R2] (2.23)
Utlizando (2.17), esta iltima ecuacién se puede escribir como
0*®.;4(R,0) 1 od 0*® 1 0 0P
- B3RP+ R— | = —— |RP—]. 2.24
OR? R? { oR 032} RPOR { 8R1 (2.24)

Por ultimo, reemplazando nuevamente la ecuacién (2.17) en la ecuacién anterior, el
criterio de la segunda derivada finalmente se reduce a

POeyy(R,0) 1 d
OR2 " R3dR

(L% > 0. (2.25)
El criterio de estabilidad (2.22), se reduce al andlisis del signo de la derivada de la
componente z del momento angular con respecto a R. Asi, los puntos criticos en que la
segunda derivada del potencial efectivo es positiva, representan los puntos de equilibrio
estables, mientras que los puntos criticos en que la segunda derivada es negativa, re-
presentan los puntos de equilibrio inestables. Para finalizar, de acuerdo con la ecuacién
(2.25),1 las 6rbitas circulares en el plano ecuatorial también serdn estables cuando en
una grafica de la componente z del momento angular en funcién de la coordenada radial
R, sea monotonamente creciente o su pendiente sea positiva.

2.3.1 Aproximacion epiciclica: frecuencia epiciclica

Con el fin de entender la aproximacién epiciclica, se supone una particula en el plano
ecuatorial, que inicialmente se encuentra en una orbita circular con radio Ry a la que
se le aplica una perturbacion de la forma

R = Ry+u, (2.26)
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con r es muy pequena. Bajo estas circunstancias es util derivar soluciones aproximadas
de (2.9) que sean validas para tales 6rbitas. Para esto, se expande en series de Taylor
el potencial efectivo (2.12) alrededor del punto de equilibrio R = Ry de la forma

1 /0%

Bopp 0 Dopp(Ro,0) + = [l ) 2?4+ 0(a?), (2.27)
2 OR? Ro

y la ecuacién de movimiento correspondiente a la parte radial de (2.9) se puede expresar

de manera muy simple en la aproximacién epiciclica, es decir, en la que se desprecian

todos los términos ciibicos y de orden superior en la expansién. Si Se define la cantidad

0?®,
2= , (2.28)
OR® (g0
la ecuacién (2.9) para la parte radial se puede escribir de la siguiente manera
&= —km. (2.29)

De acuerdo con esta ultima ecuacién, x evoluciona como el desplazamiento de un os-
cilador arménico, con frecuencia k, siendo la ecuacién (2.28) un criterio de estabilidad
una vez se garantice que k2 > 0.



Capitulo

POTENCIALES AXIALMENTE SIMETRICOS Y
METODOS NUMERICOS.

Como se menciond antes, en presencia de un campo gravitacional general con simetria
axial, las particulas de prueba describen érbitas circulares en el plano ecuatorial cuando
se satisface la condicién dada por (2.17). Ahora, en este capitulo, se presentan de forma
explicita las expresiones correspondientes a los potenciales de los discos de Toomre [14,
15,19], y los discos generalizados de Kalnajs [7] , los cuales, ademds de poseer simetria
axial, representan modelos de galaxias planas. Una condicion necesaria, para que estos
discos sean una aproximacion a un sistema fisico real, es que las érbitas circulares de
las particulas individuales que componen el disco, sean estables. Debido a esto, con el
fin de estudiar la estabilidad radial, se resolveran las ecuaciones de movimiento dadas
por(2.13). Dado a que no es trivial obtener soluciones analiticas, se dedica gran parte
de este capitulo a la teoria correspondiente al método de Runge-Kutta de cuarto orden
RK4 para la soluciéon numérica de estas.

De acuerdo a lo anterior, en la secciéon 3.1 se presentan los potenciales de los discos de
Toomre y los discos generalizados de Kalnajs, luego en la seccién 3.2 se muestra como
a partir de una ecuacion diferencial, la cual describe un sistema fisico, se obtiene la
ecuacion normalizada respectiva, con el fin de obtener soluciones numéricas. Finalmente
la seccién 3.3, trata el método numérico de Runge-Kutta y su convergencia.
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* SECTION 3.1

POTENCIALES AXIALMENTE SIMETRICOS

3.1.1 Potencial gravitacional de los discos de Toomre

En 1963 Toomre [19], propuso una familia de soluciones a la ecuacién de Poisson,
obteniendo una familia de discos de extension infinita con simetria axial como modelos
para galaxias planas. Por otro lado en 1975 Miyamoto y Nagai [14], proponen a partir del
trabajo hecho por Toomre, una generalizacién de pares de funciones potencial-densidad,
para representar modelos en el cual la masa ya no esta confinada a un plano, donde
este nuevo par de funciones varian continuamente desde el modelo de disco delgado
de Kuzmin [13], al modelo esférico de Plummer aplicado a ctiimulos globulares [17]. En
estos trabajos se presenta el potencial que representa una distribucién de masa discoidal
en coordenadas cilindricas de la forma

(k+1)

(R, ) = 2n_1”223r;_ [R2 (a+ )9 % Ple),  (3.1)

donde
a+ |z|
[B? + (a + |2])7)?
En estas expresiones a representa un parametro con unidades de longitud, y cada valor
de n representa un modelo distinto, donde el modelo n = 0 se conoce en la literatura,
como el disco de Kuzmin [13].

(3.2)

3.1.2] Potencial gravitacional de los discos generalizados de

Kalnajs DGK

En el trabajo hecho por Gonzélez y Reina [7], se presenta una familia infinita de discos
delgados axialmente simétricos de radio finito, cuyo primer miembro es el disco de
Kalnajs. En este trabajo el potencial que surge de resolver la ecuacién de Laplace en
coordenadas esferoidales oblatas es

D, 1m)m Z Conq2n (&) Pan(n), (3.3)

n=0
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donde las Cy,, son constantes conocidas, Ps,(n) son los polinomios de Legendre, go,, son
las funciones de Legendre de segunda clase y cada valor de m corresponde a un modelo
distinto de un disco. Las constantes que aparecen en esta tltima ecuacién estan dadas
por la relacion

MG 72 (4n 4 1)(2m + 1)!

Coy,
7 2a [ 22m(2n 4 1)(m — n)!D(m + n + 3)gans1(0)

(3.4)

paran < my Cy, = 0 para n > m. Las coordenadas £ y n son las coordenadas
esferoidales oblatas, y se relacionan con las coordenadas cilindricas de la forma

R=ay/(1+&)(1 1), (3.5)

z = an. (3.6)

Donde a representa el radio del disco.

* SECTION 3.2

Normalizacion

La normalizacién es la eliminacién parcial o total de las unidades de una ecuacion que
envuelve cantidades fisicas por medio de una sustitucién de variables adecuadas. Con
esta técnica se puede simplificar y parametrizar problemas donde unidades de medida
estan involucradas y es especialmente 1til para sistemas fisicos que pueden ser descritos
por ecuaciones diferenciales; en este caso, las ecuaciones de movimiento dadas por (2.9).
Los pasos a seguir para normalizar un sistema de ecuaciones son los siguientes:

1. Identificar todas las variables dependientes e independientes.

2. Reemplazar cada una de ellas con una cantidad escalada relativa a una unidad
caracteristica de medida para ser determinada.

3. Dividir por el coeficiente de mayor orden en la derivada.

4. Elegir la definicion de las unidades caracteristicas para cada variable de tal manera
que la mayoria de los coeficientes se conviertan en 1.

5. Reescribir el sistema de ecuaciones en términos de las nuevas cantidades adimen-
sionales.
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Como un ejemplo ilustrativo de lo anterior, se considera una ecuacion diferencial de
primer orden con coeficientes constantes de la forma:

afl—j + b = Af(1), (3.7)

y aplicando el proceso anterior se tiene que:

1. En esta ecuacion la variable independiente es t, y la variable dependiente es x.

2. Sea r = yx,, t = 7t.. Reemplazando en la ecuacion diferencial, resulta

.d
af—d—x +baoy = Af(rt.) = AF(7). (3.8)
c AT

3. El coeficiente de mayor orden es el que acompana a la derivada de primer orden.
Dividiendo por este se tiene
d bt, At
OX | Zey = Zep(r). (3.9)

dr a ax,

4. El coeficiente en frente de x solo contiene una variable caracteristica t., Por lo
tanto es facil escoger ésta como la unidad:

bt a
—“=1l=t.=- 1
- = 7 (3.10)
seguidamente
At. A A
- =, (3.11)

ar. bx, b

5. Asi la ecuacion sin dimensiones se convierte en una ecuacién completamente in-
dependiente de cualquier parametro con unidades:

dx
= F(7). (3.12)

De forma general, cuando se tienen ecuaciones diferenciales de orden superior, la relacion

dr 1
t=71t.=dt =t dr = — = —, (3.13)
dt ~ t.
permite normalizar los operadores diferenciales con respecto a las variables indepen-
dientes de la siguiente manera

d _drd _1d _(d\"_(1d\"_1.d (3.14)
dt  dtdr t.dr dt) — \t.dr) — trdr’ '
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* SECTION 3.3

Métodos numéricos para la solucién de las ecuaciones de

movimiento

3.3.1 Métodos de Runge-Kutta

Muchas de las ecuaciones que describen sistemas fisicos no se pueden resolver analitica-
mente, es decir, hay situciones en las que encontrar una solucién analitica a una ecuacién
es bastante dificil. Por esta razén, es de gran importancia acudir a herramientas que
permitan encontrar una solucion aproximada del problema con el menor margen de
error posible. Estas herramientas son los métodos numéricos, siendo estos muy sencillos
de implementar, y muy practicos a la hora de resolver ecuaciones bastante complicadas.

En particular este trabajo, se centra en el estudio del método conocido como Runge-
Kutta de cuarto orden, utilizado para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden de la forma

dy

L= ), (3.15)

con condicion inicial y(z;) = y;. En general los métodos de Runge-Kutta (RK), se
basan en las series de Taylor para estimar la solucién a la ecuacion anterior, mediante
la aproximacion

Yier = Yi + P(xs,y5,h)h, (3.16)

donde ®(z;,y;, h) se conoce como la funcién incremento, que en analogia con las series
de taylor cuando se trunca a primer orden, puede considerarse como una pendiente
representativa en el intervalo. La ecuacién (3.16) se escribe en forma general como

o = a1k1 + CLQ]CQ + ...+ ankn (317)
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donde las a son constantes y las £ son relaciones de recurrencia dadas por

ki = flziy) (3.18)
ke = f(xi+pih,yi + quikih) (3.19)
ks =[x+ p2h,yi + @kih + qa2kah) (3.20)

kn = f@i+po—ih, Y + @uoribih + guo1okoh + ..o+ g1 n—1kn—1h), (3.21)

en las que p y las ¢ son constantes. Es posible tener varios tipos de métodos de Runge-
Kutta empleando diferentes ntiimeros de términos en la funcién incremeto especificada
por n; de hecho, el método de Runge-Kutta de primer orden con n = 1 es el método de
Euler [4].

Métodos de Runge-Kutta de cuarto orden

El més popular de los métodos RK es el de cuarto orden, n = 4. Hay muchas versiones
de éste método, es decir dependiendo de los valores de las constantes en la ecuacion
(3.17) se tienen distintos RK de cuarto orden. De los métodos RK4, el mas usado es
de la forma

Yiv1r = Yi + % (k1 + 2ks + 2k3 + kq) b, (3.22)
donde
kr = flxi,y), (3.23)
ko = f (xl + %h, Yi + %kﬂz) , (3.24)
ks = f (xz + %h, yi + %kgh) , (3.25)
ky = f(x;+ h,y; + ksh). (3.26)

Finalmente, el método de Runge-Kutta también se puede utilizar para resolver ecua-

ciones diferenciales ordinarias de segundo orden, de la forma
d*y
@ = f(yv 3/,7 I’), (327>

con condiciones iniciales y(z;) = v; v ¥'(z;) = y., ya que esta iltima ecuacién, se puede
escribir como el sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden acoplado, dado
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por
dy
A 3.28
dx Y2 ( )
dys /
SYs 3.29
T f, v x), (3.29)

con y; =y y yo = dy/dx. De esta manera, el esquema anterior se aplica a cada una de
estas ecuaciones por separado.

3.3.2] Convergencia

Como se dijo antes, cuando se utilizan métodos numéricos para resolver una ecuacion
diferencial, la solucién que se obtiene es una aproximacion el cual lleva un error asociado
de cierto orden. En el caso particular del método RK de cuarto orden tiene un error de
truncamiento global de cuarton orden (O(h?)); este error es proporcional al tamaiio del
paso h en el que se hacen las iteraciones, es decir, entre mas pequeno sea el paso en el
que se realizan las iteraciones mas pequeno serd el error con el que se estd aproximando
la solucion, y por lo tanto, esta es mds precisa. Siendo que lo que se obtiene cuando
se utilizan métodos numéricos, es una solucion aproximada a un problema dado, es
necesario verificar si dicha solucién converge a la solucion en el continuo.

Para ilustrar el concepto de convergencia de manera mas general, se considera una
funcién f; que es solucién numérica de una ecuacién diferencial ordinaria a un tiempo
dado, y que ha sido construida bajo la discretizacién de dicha ecuacion con una aproxi-
macién de segundo orden. Suponiendo ademés que se conoce la solucién exacta fo(x), el
resultado numérico puede escribirse en la forma f(x) = fo(z) + E(x)h* + O(h?), donde
E denota un coeficiente del error. Dado que se conoce la solucion exacta, es posible
conocer el error con que se calcula la solucion numérica usando distintos valores de
h. sean f; y fy dos soluciones numéricas calculadas usando las resoluciones h y h/2
respectivamente. La razén entre los errores es la siguiente

fi—fo R+ 0(R?)
fo—fo }th + O(h3)

=4+ O(h). (3.30)

El nimero cuatro en (3.30) se llama factor de convergencia y debe ser evaluado en cada
paso del tiempo donde se ha calculado la funcion f. Cuando en un célculo numérico
que se ha llevado a cabo a partir de una aproximacion de segundo orden el factor de
convergencia es 4 = 22, se dice que la solucién converge a segundo orden. De manera
andloga, es posible mostrar que si la aproximacion es de cuarto orden, el factor serd 16 =
24,
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Para el caso en que se desconoce la solucion exacta, es posible hacer un estudio de con-
vergencia usando los resultados numéricos calculados con tres resoluciones distintas,
llamado estudio de convergencia. Para ilustrar el concepto de autoconvergencia, se con-
sideran tres funciones fi, fo v f3 que son solucién numérica de una ecuacién diferencial
ordinaria a un tiempo dado, calculadas usando las resoluciones h, h/2 y h/4 y que han
sido construidas bajo la discretizacion de dicha ecuacién con una aproximaciéon de cier-
to orden. Una vez obtenidas estas soluciones numéricas, se puede calcular la siguiente
razon

fi—fa h? — 1h* + O(h?)
fo—fs ih2—1—16h2+0(h3)
_ PHOW) L om), (3.31)

Th2 £ 0(h?)

donde una vez mas el resultado se llama factor de convergencia.



Capitulo

ANALISIS DEL MOVIMIENTO EN EL PLANO
ECUATORIAL EN POTENCIALES
AXIALMENTE SIMETRICOS

En este capitulo, se realiza el estudio numérico de la estabilidad radial de las érbitas
circulares en el plano ecuatorial, de una particula de prueba sometida a la accion de los
potenciales gravitacionales dados por las ecuaciones (3.1), (3.3). Para esto, se analiza la
curva del potencial efectivo junto con el comportamiento de la evolucién temporal de
la coordenada radial R, la cual se obtiene de la soluciéon numérica de las ecuaciones de
movimiento dadas por (2.9). En resumen, la seccién 4.1 presenta el estudio detallado
de la estabilidad radial, para el primer término de la familia de los discos de Toomre
n = 0 [14, 15], mientras que en la seccién 4.2 se realiza el mismo estudio a los modelos
m =1y m = 3 de los discos generalizados de Kalnajs [7].
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* SECTION 4.1

Estabilidad radial de las érbitas circulares en el potencial

de Toomre

4.1.1 Ecuaciones de movimiento

A continuacién, se obtienen las expresiones correspondientes a las ecuaciones de movi-
miento (2.13), para los modelos desde n = 0 hasta n = 2. Para esta finalidad, a partir
de las ecuaciones (3.1) y (2.12) se definen los potenciales efectivos para los 3 primeros
modelos de la siguiente forma

GM L?
O.r(R,0)g = — - £ 4.1
ff( )0 <R2+a2)§ +2R2 ( )
GM GMa? L?
Depr(RO)n = - T~ 5 T 55 (4.2)
(RZ+a%)2 (R*2+a%)2 2R
GM GMa?> GMa? (2a*> — R? L?
Derp(R0)2 = — - ( ), L (4.3)

(R?+a?)2 (R2+a?)? 3 (R?+a2)s 2RY

donde M es la masa del disco, GG la cosntante de Canvendish y a es un parametro con
unidades de longitud. Con base en la secciéon 3.2 se muestra en detalle la obtencion
de la ecuacién de movimiento normalizada para el modelo n = 0. Para empezar, se
reemplaza (4.1) en (2.13)

. d*R d
R —

GM L?

4.4
(R? + a?)3 "oz 44

T 42 dR

seguidamente, si se definen ahora las cantidades caracteristicas R = Ra y t = 7t., la
ecuacion anterior después de realizar la derivada, se puede escribir de la forma

L? R
RS (R2+1)2

&’(R)

d(r)2 ="k

, (4.5)

donde L? = L2(t?/a*) y k = (tc;GM)/a®. Ahora, normalizando a 1 la cantidad k,
finalmente se obtiene

s 2 R
R3  (R%2+41)2
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En efecto, esta es la ecuacion de movimiento normalizada que se estaba buscando, la
cual corresponde al primer modelo de la familia de discos de Toomre. Ahora, con el fin
de obtener resultados que puedan representar sistemas astrofisicos, se toman los valores

para G, a y M de la siguiente manera

= G=675%10"1

m3

kgs2)

» a=1Kpc=3%10¥m,

» M = 10" M, ~ 2% 104 kg,

el cual determinan el tiempo caracteristico t. = (a®/GM)1/?) | cuyo valor es

w t.=4,4721 % 1035 = 1,4181 * 10 afios.

Para concluir, se presentan las ecuaciones de movimiento para los modelos restantes,

las cuales estan dadas por las expresiones

: L ; ;

Ry = :Z - i 3 T i 5 (47>
R (R2+1)2 (R?241)2
~ 2 ~ ~ ~ ~

x L 24

Ry = :Z -5 i 3 El 5 RER 7>' (48)
R (R*P+1)2 (R241)2 (R2+1):

4.1.2

Toomre

Orbitas circulares y estabilidad radial: Discos de

A continuacion, se estudia con detalle la estabilidad radial de las érbitas circulares para
el término n = 0, en la ecuacién (3.1). Para esto, de la condicién para la existencia de
las érbitas circulares (2.17), y las ecuaciones (4.1) y (2.14) se obtienen las expresiones
para la componente z del momento angular, el potencial efectivo y la energia dadas por

ot 1)2
- 1 L2
Qepr = _(R2—i—1)% N (4.10)
52 1 i2
e = L (4.11)
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donde 2 = (2/a*)L?, ®oj; = (t2/a®)®, R = R/a, R = (t.Ja)R y ¢ = (t2/a*)E. El
valor de la coordenada R que es solucién de la ecuacién (4.9), es el radio de la 6rbita
circular con momento angular [~/Z Asi, en la figura 4.1, cada par coordenado (f/z,éo)
define una orbita circular con momento angular constate L. y radio éo.

4 T T

=

Figura 4.1: Gréafica del momento angular L. contra R para el término n = 0 correspondiente al disco de Kuzmin.

Por ejemplo, para los valores R=Ry=2 y L, = 1,196 que satisfacen (4.9), se observa
que en la figura 4.2, correspondiente a la grafica del potencial efectivo (4.10), hay un
minimo en en el punto (2,—0,268). De acuerdo con lo dicho en la seccién 2.2, este punto
corresponde a una érbita circular, con radio Ry = 2, momento angular L, = 1,196, y
energia € = —0,268.
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0.05

Figura 4.3: (a) Orbita circular con radio Rg = 2 , momento angular L.=1,196 y energia ¢ = —0,268
(b) Evolucién temporal de la coordenada radial R , obtenida por la solucién numérica de las ecuaciones de movimiento
con el conjunto de condiciones iniciales Ry=2 y R=0 y momento angular L. = 1,196. La resolucién temporal utilizada

es h =0,1.

La figura 4.3b, muestra la grafica de la evolucién temporal de la coordenada R, obtenida
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a partir de la solucion numérica de la ecuacién de movimiento

.. 72
A (4.12)
R} (R?+1)2

la cual estd sujeta a las condiciones iniciales Ry =2 y R = 0. Se observa entonces, que
para cualquier tiempo 7, el valor de R permanece constante, siendo este el radio de la
orbita circular mostrada en la figura 4.3a.

Ahora, con el fin de estudiar la estabilidad de esta 6rbita circular bajo una perturbacién
radial, se procede a resolver de nuevo la ecuacién (4.12), esta vez sujeta a las condiciones
iniciales

Ry = Ry + 6Ry, (4.13)

Ry =0, (4.14)

donde la expresién (4.13) indica que la particula, inicialmente en una 6rbita circular de
radio Ry, sufre una perturbacién radial dada por 6Ry. La figura 4.4b muestra la solucién
numérica obtenida de esta ecuacién, en la que se escogié una perturbacién igual al 1%
del radio inicial de la 6rbita, es decir, Ry = 0,01R,. En la figura se observa, que
bajo esta perturbacién, el movimiento resultante exhibe un comportamiento oscilatorio
alrededor del punto de equilibrio Ry = 2 (radio inicial de la érbita circular). El andlisis
de este movimiento junto con la grafica del potencial efectivo, muestra que el movimiento
es ligado, encontrandose la particula confinada en el pozo de potencial definido por el
minimo en la grafica 4.2, oscilando entre los puntos de retorno 1,98 < R < 2,02.
Finalmente, la érbita resultante conserva su forma circular como se puede apreciar en
la figura 4.4a.

El método numérico utilizado para la solucion de las ecuaciones anteriores, es el método
de Runge-Kutta de cuarto orden descrito en la seccién 3.3. La figura (4.5) muestra las
graficas respectivas de la autoconvergencia de las soluciones encontradas. Se observa
de estas que efectivamente, para las resoluciones correspondientes a pasos de tiempo
hi = 0,1, hg = hy/2 y hy = hy/4, la razén dada por la ecuacién (3.31) corresponde
a un factor de convergencia de 16, es decir, si en la figura 4.5a la curva a trozos se
multiplica por dieciséis, esta debe coincidir de manera aproximada a la curva continua,
que es lo que se observa en la figura 4.5, tal como se espera de la autoconvergencia de
un método de cuarto orden.
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Figura 4.4: (a) Orbita cuasi-circuar acotada entre los radios 1,98 < R < 2,02, con momento angular L.= 1,196

(b) Evolucién temporal de la coordenada R ,

obtenida por la solucién numérica de las ecuaciones de movimiento con el

conjunto de condiciones iniciales Ry = 2,01 y R=0 y momento angular L, = 1,196.

-8
15107

-8
154107

Figura 4.5: Las gréficas (a) y (b) muestran
resoluciones hy = 0,01, h1/2, h1/4

el criterio de autoconvergencia del método numérico RK4, para las tres
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Figura 4.6: Gréfica del momento angular L. contra R para los términos n = 0, n = 2 y n = 3 correspondientes a los

discos de Toomre

La figura 4.6 muestra la grafica del momento angular para los modelos n = 0,1, 2.
Se observa alli que el comportamiento de estas curvas son muy similares, siendo estas
monotonamente crecientes, y cualquier punto que se escoja sobre esta curva para los
distintos modelos, arrojara resultados muy similares a los que se acaban de obtener, por
tal razon, el estudio de la estabilidad radial para las orbitas circulares, para el modelo
n = 0 se puede extender para los modelos restantes sin perder generalidad.
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* SECTION 4.2

Estabilidad radial de érbitas circulares en el potencial de

Kalnajs

4.2.1 Ecuaciones de movimiento

Las ecuaciones de movimiento para los DGK se obtienen realizando un procedimiento
similar al que se hizo para el caso de los discos de Toomre, sélo que debido a que estos
discos son de extension finita, se tiene en cuenta que en el plano ecuatorial los modelos
de los DGK tienen dos regiones, siendo estas la interior (§ = 0) y exterior (n = 0)
al disco. Debido a esto, las expresiones del potencial efectivo normalizado al radio del
disco (R = R/a), y las ecuaciones de movimiento para los modelos m = 1,2,3 en las
dos regiones son

» Regién que comprende el disco

3GMm (R* —2) L?

Pess(R,0) = — ot oma (4.15)
Doy (R0O) = — 155;;;” (3R* — jRQ +8) 2 ézgaf (4.16)
B/ (R.0); = 35;1;% (5RS — 18R* a+ 24R* — 16) - égaz (4.17)
R = g—% . ?, (4.18)
. 72 D1 _ D2 >
B - % B 1260%]61()(13 R?) 428092}%7 (4.19)
B - g_z _ Rm(525R! —2;60}%2 +840) (4.20)

= Region fuera del disco

3MG - , L2
® = — (28— R? 2 = 4.21
eff(R>0)1 4q (ﬁ R6+q )+2R2a27 ( )
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120M G -
Qsr(R,0)2 = " (R*B—B) —
45GM , -, L L}
B H_ 3 it 4.22
64a (5 + a2 q2)+2R2a2’ 422
7GM ~9 ~4 =6 3
eps(R,0) = —oo— (2408 — 36010 + 2T0R"3 — T5R°B — 70¢%) +
525GM , 1 s L2
3 r 4.23
7680 T g (429)
= L2 Bq% 36R
= Lz 2 OPR 4.24
Bio= Z+T2 =T (4.24)
5o L 1260R'— 1443R® — 6301 + 813 .
2 R3 448 Rq1/?
RB(1260R? — 1680)
4.2
: v i N ~ (4.25)
b L (2807 —1190R* + 1435R° — 5251°) N
3 3 128 k3
R4(1058q% — 21084% + 525645
| R1(1058¢= — 21087 +5258¢2)) (4.26)

128R3
Donde ¢ = R — 1, 8 = cot ' ((R*— 1)), y L2 = (t2/a*)L,. Al igual que antes,
para tener resultados que representen objetos astrofisicos, se asumen los valores
e a = 10kpc
o t, = 44,844 x 105 afios

siendo a el radio del disco y t. el tiempo caracteristico, los valores de M y G son
los mismos que se utilizaron en la seccion anterior.

412121 Orbitas circulares y estabilidad radial: discos

generalizados de Kalnajs

Al igual que como se hizo para los discos de Toomre, se presenta ahora, un anélisis
detallado de la estabilidad radial de las dérbitas circulares ecuatoriales, a partir de la
solucién numérica de las ecuaciones de movimiento obtenidas en la seccién anterior,

junto con el andlisis grafico del potencial efectivo, para los modelos m =1y m = 3 de
los DGK.
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modelo m =1

Para empezar, tal como se hizo antes, se definen a partir de las ecuaciones (2.17),(2.14),
(4.15), y (4.21) las expresiones normalizadas correspondientes a la componente z del
momento angular, el potencial efectivo y la energia como siguen

= Regién interior

L} = ZRO, (4.27)
~ ~ T ~ [
d.rr(R,0) = =(3R*—6)+ —, 4.28
£1(R1,0) 8( )+ 572 (4.28)
RQ T ~9 -Zz
= — 4+ = — = 4.2
€ 5 T 8(3R 6) + SF? (4.29)

= Region exterior

= 3R045 _ 3é02q%

L} = .

: 5 B (4.30)
®.f(R,0) = §(2/3—R25+ 2) + L (4.31)
eff ) - 4 q 2R2a2’ .
R? 3 - ) L?
= —+-(28-R? 2 —Z :
€ 5 +4( 5 Rﬁ+q2)+2R2a2 (4.32)

Donde L, = (t2/a*)L?, @5 = (t2/a®)®, R = R/a, R = (t./a)Ry ¢ = (t/a*)E. El
conjunto de valores de L, y R, que satisfacen las ecuacuiones (4.27) y (4.30), definen
todas las drbitas circulares para el modelo m = 1 de los DGK, mientras que el potencial
efectivo y la energfa total dados por las ecuaciones (4.28),(4.31), (4.29) y (4.32), dan
informacion sobre la dinamica del problema.

La figura 4.7 muestra la grafica del momento angular vs la coordenada R, la cual indica
la condicién que se debe cumplir para la existencia de una érbita circular. Asi, todo par
coordenado (Ry, L,) sobre la curva, define una érbita circular con momento angular
L. vy radio Ry. En comparacién con la grafica del momento angular obtenida para
los modelos de Toomre (figura 4.6), se observa que la curva ya no es mondtonamente

creciente para cualquier valor de R, ya que decrece a partir del punto R = 1 (borde
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del disco), hasta el punto R = 1,17, el cual vuelve a ser creciente. Debido a esto, las
lineas de momento angular constante b y ¢, intersectan la curva en puntos en los que
tres o dos valores distintos de R comparten el mismo valor de la componente z del
momento angular, mientras que las lineas a y d definen puntos de interseccién en los
que la relacién entre la coordenada radial R y el momento angular es uno a uno. Por
esta razén, este modelo admite distintas érbitas circulares en el plano ecuatorial con el
mismo valor de la componente z del momento angular.

25

0.5 1

=

Figura 4.7: Gréfica de L.vs R para el modelo m = 1 de los dicos generalizados de Kalnajs. La lineas horizontales
¢, b, dy a cortan la curva en los puntos (R = 1,L, = 1,535), (R = 2,203,L, = 1,535), (R = 0,931,L, = 1,330),
(R =1,050,L, = 1,330), (R =1,502,L, = 1,330), (R = 4,L. = 2,019), (R = 0,7,L, = 0,752), respectivamente. La regfon

interior al disco esta definida por R<1 y la regién exterior estd definida por R>1

Para ilustrar lo dicho en el parrafo anterior, la figura 4.8 muestra las graficas respectivas
del potencial efectivo en funcién de la coordenada radial R para los valores de la com-
ponente z del momento angular L, = 1,330 y L. = 1,535 correspondientes a las lineas
by cen la figura 4.7. Se observa que los valores de las coordenadas radiales R = 2,203,
R =0,931y R = 1,502 que corresponden a los minimos 2, 4 y 6 en las figuras 4.8a y
4.8b, son los mismos para los puntos 2, 4 y 6 que estan ubicados sobre las regiones en
que la curva del momento angular es creciente. De igual forma los valores R = 1,050
y R =1, en los que se ubican el méximo y el punto de inflexion 3 y 6, estan sobre la
regién decreciente y el pico pronunciado respectivamente.

Con el fin de analizar la estabilidad de las 6rbitas circulares para este modelo, se escogen
solo las orbitas correspondientes a los puntos 2 al 6, en los que las lineas b y ¢ cortan la
curva de la figura 4.1, ya que las 6rbitas en los puntos 1 y 7 de la intersecciéon con las
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lineas a y d, no aportan nada nuevo a lo que ya se hizo para el disco de Kuzmin. De
esta manera, las figuras 4.9, 4.10, 4.11, 4.12 y 4.13 muestran los resultados obtenidos de
resolver las ecuaciones de movimiento (4.18) y (4.24), con condiciones iniciales R = Ry

y R = 0, donde R, son los radios de las érbitas circulares. En estas se aprecia las
respectivas orbitas circulares, y las evoluiones temporales de las coordenadas radiales
para cada solucién obtenida, en las cuales se observa que a medida que pasa el tiempo
la particula se mueve en una orbita circular con radio constante.

0.05 0.7

q)eff -0.15

Figura 4.8: (a) Gréfica de i)eff vs R con Ig = 1,7689. Los minimos y mdximos estdn en los puntos (R = 0,931, =

—0,3143), (R = 1,050, = —0,286) y (R = 1,502,® = —0,308).

K

(b) Gréfica de ®.f; vs R con L? = 2,356 donde los minimos y méximos estdn en los puntos (R = 1,

(R = 2,203,® = —0,221).

Como se hizo antes, la estabilidad radial de estas érbitas circulares se hace analizando los
resultados que se obtienen de resolver las ecuaciones de movimiento (4.18) y (4.24), con
condiciones iniciales dadas por (4.13), siendo Ry el radio de érbita circular. Para esto,
se considera como perturbacién el valor correspondiente al uno por ciento de los radios
iniciales de las érbitas circulares ((51:20 = 0,0lRo). Con base en la figura 4.8, primero
se analizard la estabilidad de las drbitas circulares que corresponden a los minimos en
el potencial efectivo, luego se analiza la estabilidad de la orbita que corresponde al
maximo, para terminar con la que corresponde al punto de inflexion.

De acuerdo a lo anterior, las figuras 4.14, 4.15, 4.17, 4.18, 4.20 y 4.21, correspondientes
a las perturbaciones de las orbitas con energias e = —0,314, ¢ = —0,308 y € = —0,221
(figuras 4.9, 4.11 y 4.13), muestran que las evoluciones temporales de las coordenadas
radiales oscilan con respecto a un punto de equilibrio, siendo estos los radios de las
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orbitas circulares iniciales. Como se djo antes, cada punto de equilibrio en estas graficas,
corresponde a un minimo en las curvas del potencial efectivo de la figura 4.8, de manera
que el movimiento resultante esta confinado en estos pozos de potencial, moviéndose
la particula entre un punto de retorno maximo y un punto de retorno minimo, en
los cuales siempre se cumple que la velocidad radial es cero. Se observa también, que
las orbitas resultantes son casi circulares, conservando su forma inicial después de la
perturbacion. Finalmente, para estos casos las figuras 4.16, 4.19 y 4.22 muestran las
respectivas graficas de la autoconvergencia del método RK4, con las resoluciones h; =
0,05, hg = h1/2 y hy = hy/4. Se observa en estas, que para cada una de las soluciones
obtenidas, el método RK4 autoconverge segiin lo dicho en la seccion 3.3.

Las figuras 4.23 y 4.25, correspondientes a la perturbacién de la érbita circular con
energia e = —0,286 (figura 4.10), muestran también oscilaciones en la evolucién tempo-
ral de la coordenada radial, pero con respecto a un punto de equilibrio diferente al radio
inicial de la érbita circular. Es importante senalar que la érbita circular inicial, corres-
ponde al maximo del potencial efectivo de la figura 4.8b, y las érbitas resultantes oscilan
ahora alrededor de los puntos de equlibrio R= 1,502 y R = 0,931, los cuales correspon-
den a los puntos de energia minima ¢ = —0,308 y ¢ = —0,314, quedando el movimiento
ligado a nuevos puntos de retorno cercanos a estas energias. Las érbitas resultantes para
estos casos, son las mostradas en las figuras 4.23a y 4.25a, en las cuales, se observa que
estas ya no son circulares. Al igual que el caso anterior, las figuras 4.24 y 4.26 muestran
el andlisis de la autoconvergencia del método RK4 utilizado para las soluciones de las
ecuacones de movimiento. De estas se observa que para las resoluciones h; = 0,0125,
ho = hy1/2 y hy = hy/4, el método autoconverge cuando la perturbacién que se hace
es positiva, mientras que el criterio no se satisface del todo cuando la perturbacion es
negativa, aun cuando la resolucion utilizada se reduce a hl = 0,00078125.

Finalmente, la figura 4.27, la cual corresponde a la perturbacién de la érbita circular
con energia € = 0 (figura 4.12), muestra que el movimiento ya no es ligado, es decir, ya
no se producen oscilaciones respecto a ningin punto de equilibrio mostrado en la grafica
del potencial efectivo (figura 4.8). La figura 4.28 muestra la respectiva autoconvergencia
para este caso.
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Figura 4.9: (a) Orbita circular con radio Rg = 0,931 , momento angular L.=1,330 y energia ¢ = —0,314.
(b) Evolucién temporal de la coordenada R , obtenida por la solucién numérica de las ecuaciones de movimiento con el

conjunto de condiciones iniciales Ry = 0,931 y R = 0 y momento angular L, = 1,330.
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Figura 4.10: (a) Orbita circular con radio Rg = 1,050, momento angular L.=1,330 y energia ¢ = —0,286.
(b) Evolucién temporal de la coordenada R , obtenida por la solucién numérica de las ecuaciones de movimiento con el

conjunto de condiciones iniciales Ry = 1,050 y R = 0 y momento angular L, = 1,330.
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Figura 4.11: (a) Orbita circular con radio Rg = 1,502, momento angular L. = 1,330 y energia ¢ = —0,308.
(b) Evolucién temporal de la coordenada R , obtenida por la solucién numérica de las ecuaciones de movimiento con el

conjunto de condiciones iniciales Ry = 1,502 y R=0 y momento angular L.= 1,330.
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Figura 4.12: (a) Orbita circular con radio Ry = 1, momento angular L.,=1,535 y energia € = 0.
(b) Evolucién temporal de la coordenada R , obtenida por la solucién numérica de las ecuaciones de movimiento con el

conjunto de condiciones iniciales Ry=1 y R=0 y momento angular L. =1,535.
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Figura 4.13: (a) Orbita circular con radio Ry = 2,203, momento angular L, = 1,535 y energfa ¢ = —0,221.
(b) Evolucién temporal de la coordenada R , obtenida por la solucién numérica de las ecuaciones de movimiento con el

conjunto de condiciones iniciales Ry = 2,203 y R=0 y momento angular L.= 1,535.
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Figura 4.14: (a) Orbita resultante de la perturbacién § Ry = 0,01 Ro.
(b) Evolucién temporal R(T), obtenida por la solucién numérica de las ecuaciones de movimiento con el conjunto de

condiciones iniciales Ry = 0,940 y R=0 y momento angular L. =1,330.
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Figura 4.15: (a) Orbita resultante de la perturbacién § Ry = —0,01Ry.
(b) Evolucién temporal é(r), obtenida por la solucién numérica de las ecuaciones de movimiento con el conjunto de

condiciones iniciales Ry = 0,920 y R=0 y momento angular L. =1,330.
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Figura 4.16: Las graficas (a) y (b) muestran el criterio de autoconvergencia del método numérico RK4, para tres resolu-

ciones distintas h1 = 0,05, h1 /2y h1/4
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Figura 4.17: (a) Orbita resultante de la perturbacién § Ry = 0,01 Ro.

(b) Evolucién temporal ]:2(7') , obtenida por la solucién numérica de las ecuaciones de movimiento con el conjunto de

condiciones iniciales Ry = 1,512 N R=0 y momento angular L. =1,330.
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Figura 4.18: (a) Orbita resultante de la perturbacién §Ro = 0,01R.

(b) Evolucién temporal R(T), obtenida por la solucién numeérica de las ecuaciones de movimiento con el conjunto de

condiciones iniciales Ry = 1,492 y R = 0 y momento angular L, = 1,330.
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Figura 4.19: Las graficas (a) y (b) muestran el criterio de autoconvergencia del método numérico RK4, para tres resolu-

ciones distintas h1 = 0,05, h1/2 y h1/4
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Figura 4.20: (a) Orbita resultante de la perturbacién §Rg = 0,01Rg.

(b) Evolucién temporal é(‘l‘), obtenida por la solucién numérica de las ecuaciones de movimiento con el conjunto de

condiciones iniciales Ry = 2,213 y R=0 y momento angular L. =1,535.



Estabilidad radial de érbitas circulares en el potencial de Kalnajs 54

25 2.23
2 1 2.225
1.5} . 2.22
1r 1 2.215
0.5 g 2.21

y ol 1 R 2205
0.5 1 2.2
At g 2.195
1.5 g 2.19
20 g 2.185
233 2 A 0 1 2 3 218

Figura 4.21: (a) Orbita resultante de la perturbacién § Ry = 0,01 Ro.
(b) Evolucién temporal R(T), obtenida por la solucién numérica de las ecuaciones de movimiento con el conjunto de

condiciones iniciales Ry = 2,193 y R=0 y momento angular L. =1,535.
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Figura 4.22: Las graficas (a) y (b) muestran el criterio de autoconvergencia del método numérico RK4, para tres resolu-

ciones distintas h1 = 0,05, h1/2 y h1/4



Estabilidad radial de érbitas circulares en el potencial de Kalnajs 55

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.t 0 5 10 15 20 25 30 35 40

Figura 4.23: (a) Orbita resultante de la perturbacién S§Ro = 0,01R,.
(b) Evolucién temporal R(r), obtenida por la solucién numérica de las ecuaciones de movimiento con el conjunto de

condiciones iniciales Ry = 1,060 y R=0 y momento angular L.= 1,330.
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Figura 4.24: Las graficas (a) y (b) muestran el criterio de autoconvergencia del método numérico RK, para tres resoluciones

distintas h; = 0,0125, h1/2 y h1/4
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Figura 4.25: (a) Orbita resultante de la perturbacién § Ry = 0,01Ry.
(b) Evolucién temporal R(7), obtenida por la solucién numérica de las ecuaciones de movimiento con el conjunto de

condiciones iniciales Ry = 1,0395 y R=0 y momento angular L.= 1,330.
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Figura 4.26: Las graficas (a) y (b) muestran el criterio de autoconvergencia del método numérico RK4, para tres resolu-

ciones distintas h1 = 0,00078125, h1/2 y h1/4
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Figura 4.27: (a) Orbita resultante de la perturbacién § Ry = 0,01Ro.
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(b) Evolucién temporal R(7), obtenida por la solucién numérica de las ecuaciones de movimiento con el conjunto de

condiciones iniciales Ry = 1,01y R=0 y momento angular L.= 1,535.
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Figura 4.28: Las graficas (a) y (b) muestran el criterio de autoconvergencia del método numérico RK4, para tres resolu-

ciones distintas h1 = 0,025, h1/2 y h1/4
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Modelo m = 3

Las expresiones normalizadas correspondientes a la componente z del momento angular,
el potencial efectivo y la energia para este modelo en la parte exterior e interior, se
expresan de la siguiente forma

= Region interior

1057 RE(5RE — 12R2 + 8)

I? = 4.

256 ’ (4:33)
. 351 ~ N . L?
o, = ——_(5RS—18R*+ 24R*>—1 —z 4.34
11(R,0) 512(53 SRY + 24R 6) + 7 (4.34)
R?2 351 -~ - ~ L?

= —— 4+ (5R®*—18R*+24R%*— 16 Z 4.35
¢ 5 T 51l + )+ 2R2 (4:35)

= Regién exterior

p2o_ DP(ALR' - B4R — 1500+ 3R%6g: — 6R*Gq2 |

128¢2
35R2(15R23¢3 + 8
| BR(A5R g +8) (4.36)
128¢q2
- 7 ~ 7 >
Dupp(R0) = =(2408 — 360/26 + 270R"H — T5R°3 — T0g%) +
525 1 5. L2
525 1 5 L2 437
Fras' ) S A
R? 7 52 P4 6 3
€ = 5 +75(2408 = 360R"5 + 270R"3 — TSRS — 70¢?) +
525, 1 5. L2
525, 1 sy Lo 438
Fres T o )

Al igual que en el modelo anterior, el conjunto de valores de L, y R que satisfacen las
ecuaciones (4.33) y (4.36), definen todas las drbitas circulares para el modelo m = 3 de
los DGK, mientras que el potencial efectivo y la energia total dados por las ecuaciones
(4.34), (4.37), (4.35) y (4.38), dan informacién sobre la dindmica del problema.

Las figuras 4.29 y 4.30 muestran la grafica de la componente z del momento angular
en funcién de la coordenada radial R, correspondientes a las ecuaciones (4.33) y (4.36).
Al igual que en el modelo anterior, la figura 4.30 muestra que las lineas de momento
angular constante a, b y ¢, intersectan la curva en los puntos 1 al 7, y de igual forma se
observa que hay mas de un punto con el mismo valor de L., concluyendo de nuevo, que
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en este modelo se permiten érbitas distintas con en el mismo valor de la componente z
del momento angular.

La figura 4.31, muestra las gréaficas de los potenciales efectivos correspondientes a las
ecuaciones (4.34) y (4.37), para los valores de la componente z del momento angular
dados por las lineas horizontales a, b y ¢ de la figura 4.30. En las figuras 4.31a, 4.31b, y
4.31¢, los puntos de equilibrio con etiquetas de los niimeros uno al siete, corresponden
a los puntos con las mismas etiquetas en la gréfica del momento angular (figura 4.30).
Se observa también, que en estas, los minimos de los potenciales efectivos (1, 3, 5y 7),
corresponden a puntos en los que la curva del momento anguar es creciente, mientras
que los puntos de inflexién y el maximo (2, 6 y 4), corresponden a los puntos ubicados
en el méximo, el minimo y la zona decreciente (2, 4 y 6), en la curva del momento
angular.

Las figuras 4.32 y 4.33 muestran lad orbitas circulares y la evolucién temporal de la
coordenada radial R, para las condiciones correspondientes a los puntos de inflexion
con etiquetas dos y seis en las graficas del potencial efectivo (figuras 4.31a y 4.31c¢).

2.5 T T T T

15} 1

o

Figura 4.29: Gréafica de la componente z del momento angular L. vs la componente radial R para el modelo m = 3 de
los discos generalizados de kalnajs. La region interior al disco esta definida por R < 1 y la regién exterior estd definida

porI:Z>1
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Figura 4.30: Gréfica de la componente z del momento angular L. vsla componente radial R para m = 3. La lineas a,
b y c representan lineas de momento angular constante L. = 1,135,1,141 y 1,149 el cual cortan la curva en los puntos:
(R =0,830, L, = 1,135), (R =1, L, = 1,135), (R = 0,851, L, = 1,143), (R = 0,947, L, = 1,143), (R = 1,062,
L. =1,143), (R=0,894, L, = 1,149), (R = 1,091, L, = 1,149).

Ahora, al igual que en el modelo anterior, se resuelven las ecuaciones de movimiento
(4.20) y (4.26) bajo las condiciones iniciales dadas por (4.13),para el respectivo estudio
de la estabilidad de estas érbitas circulares, en el que se considera una perturbacién
radial igual al 1% del radio inicial de la érbita (R, = 0,01R0). Las figuras 4.34, 4.36,
4.38 v 4.40 muestran como son ahora las evoluciones, temporales de la coordenada radial
R, bajo esta perturbacién. Analizando estas evoluciones junto con el comportamiento
de las graficas de los potenciales efectivos correspondientes (figuras 4.31a y 4.31¢), se
observa que los movimientos de las particulas de prueba no son alrededor de los puntos
de equilibrio inicial, si no que son oscilaciones alrededor de los puntos de equilibrio
con etiquetas uno y siete, los cuales corresponden a los minimos en las curvas de estos
potenciales efectivos. Por esta razon, las érbitas mostradas (figuras 4.34a, 4.36a, 4.38a,

y 4.40a), exhiben un compartamiento en el que
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Figura 4.31: Grafica del potencial efectivo en funcién de la coordenada radial R

ya no conservan la forma circular de las érbitas iniciales (figuras 4.32, y 4.33). Final-
mente las figuras 4.35, 4.37, 4.39, y 4.37, corresponden a la autoconvergencia del método
RK4 utilizado para resolver las ecuaciones de movimiento.

Para concluir, los resultados obtenidos para las érbitas ciculares asociadas con los puntos
de equilibrio restantes, se pueden resumir debido a la similitud con los comportamientos
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de las orbitas perturbadas resultantes en el modelo m = 1. Primero, las perturbaciones
radiales de las érbitas circulares asociadas a los minimos en el potencial efectivo, re-
sultan en movimientos oscilatorios alrededor de los puntos de quilibrio inicial, el cual,
son los radios iniciales de las érbitas circulares, por esta razon las formas de las nuevas
orbitas no cambian casi, siendo casi circulares. Segundo, la érbita asociada al maximo
que presenta el potencial efectivo en la figura 4.31b, cuando se perturba radialmente,
exhibe dos comportamientos distintos segun la direccién de la perturbacion; Una per-
turbacion en la direccién positiva, produce un movimiento oscilatorio respecto al punto
de equilibrio correspondiente al minimo inmediatamente después a la derecha (etiqueta
numero cinco en la figura 4.31b), mientras que una perturbacién en la direcciéon ne-
gativa, finaliza en un movimiento oscilatorio alrededor del minimo ubicado ahora a la
izquierda de este maximo (etiqueta con el nimero 3 en la figura 4.31b). Las gréficas de
autoconvergencia también muestran resultados similares a los ya obtenidos, mostrando
que para estos casos, el método RK4 autoconverge con gran exactitud a las soluciones.

Figura 4.32: (a) Orbita circular con radio Ry = 1, momento angular L.=1,330 y energia ¢ = —0,421.
(b) Evolucién temporal de la coordenada R , obtenida por la solucién numérica de las ecuaciones de movimiento con el

conjunto de condiciones iniciales Ry =1y R = 0 y momento angular L, = 1,1351.
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Figura 4.33: (a) Orbita circular con radio Rg = 0,9472, momento angular L.=1,330 y energia € = —0,4205.
(b) Evolucién temporal de la coordenada R , obtenida por la solucién numérica de las ecuaciones de movimiento con el

conjunto de condiciones iniciales Ry = 0,9472 y R=0 y momento angular L. =1,1486.
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Figura 4.34: (a) Orbita resultante de la perturbacién §Rg = 0,01Rg.
(b) Evolucién temporal }N%(‘r) , obtenida por la solucién numérica de las ecuaciones de movimiento con el conjunto de

condiciones iniciales Ry = 1,01 y R=0 y momento angular L. =1,1351.
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Figura 4.35: Las graficas (a) y (b) muestran el criterio de autoconvergencia del método numérico RK4, para tres resolu-

ciones distintas h1 = 0,0125, h1/2 y h1/4.
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Figura 4.36: (a) Orbita resultante de la perturbacién § Ry = 0,01 Ro.
(b) Evolucién temporal 1:2(7') , obtenida por la solucién numérica de las ecuaciones de movimiento con el conjunto de

condiciones iniciales Ry = 0,99 y R=0 y momento angular L, =1,1351.
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Figura 4.37: Las graficas (a) y (b) muestran el criterio de autoconvergencia del método numérico RK4, para tres resolu-

ciones distintas h1 = 0,025, h1/2 y hi1/4.
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Figura 4.38: (a) Orbita resultante de la perturbacién § Ry = 0,01 Ro.

(b) Evolucién temporal 1:2(7') , obtenida por la solucién numérica de las ecuaciones de movimiento con el conjunto de

condiciones iniciales Ry = 0,9572 y R=0 y momento angular L. =1,1486.
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Figura 4.39: Las graficas (a) y (b) muestran el criterio de autoconvergencia del método numérico RK4, para tres resolu-

ciones distintas h1 = 0,025, h1/2 y hi1/4.
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Figura 4.40: (a) Orbita resultante de la perturbacién § Ry = 0,01 Ro.
(b) Evolucién temporal 1:2(7') , obtenida por la solucién numérica de las ecuaciones de movimiento con el conjunto de

condiciones iniciales Ry = 0,9372 y R=0 y momento angular L. =1,1486.
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Figura 4.41: Las graficas (a) y (b) muestran el criterio de autoconvergencia del método numérico RK4, para tres resolu-

ciones distintas h1 = 0,025, h1/2 y hi1/4.



Capitulo

CONCLUSIONES

Se analizo la estabilidad de las 6rbitas ecuatoriales en los modelos de discos delgados de
Toomre y discos generalizados de kalnajs. Para esto, se escogieron los primeros miembros
de cada familia de discos, y se determinaron las expresiones del momento angular, el
potencial efectivo, la energia total, y las ecuaciones de movimiento respectivamente.
Luego, se encontré de forma explicita la condicion que relaciona el momento angular
con la coordenada radial, tal que, las dérbitas circulares en el plano ecuatorial de las
particulas de prueba en presencia de estos campos gravitacionales fueran circulares.
Por dltimo, para los modelos de Kuzmin ( n = 0) y kalnajs (m = 1,3), se hizo un
analisis detallado de la estabilidad radial, a partir del andlisis del potencial efectivo
y las soluciones de las ecuaciones de movimiento correspondientes a las orbitas ya
perturbadas. De este analisis se concluyé que una orbita circular es estable, solo cuando
el movimiento resultante de la perturbacion, es oscilatorio respecto al radio de la érbita
circular inicial.

Los resultados obtenidos mostraron que el estudio de estabilidad de las érbitas circu-
lares en el plano ecuatorial bajo perturbaciones radiales, se puede hacer mediante la
caracterizacion de las graficas de la componente z del momento angular en funcién de
la coordenada radial R y el potencial efectivo de la siguiente manera: i) Las drbitas
circulares correspondientes a regiones en las que la curva del momento angular es cre-
ciente, tienen asociadas en la grafica del potencial efectivo un minimo, en los que la
érbita circular es estable. ii) Orbitas circulares que corresponden a regiones en los que
la grafica del momento angular muestra una pendiente negativa, tienen asociadas un
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maximo en la grafica del potencial efectivo, en el cual, la 6rbita circular es inestable.
iii) Las drbitas circulares correspondientes a puntos en los que hay un méximo o un
minimo local en la curva de la componente z del momento angular, tienen asociadas un
punto de inflexion en la grafica del potencial efectivo, y al igual que el caso anterior, la
orbita circular es inestable.

Se mostré que en el primer modelo de la familia de los discos de Toomre (n = 0),
todas las orbitas circulares ecuatoriales son estables, mientras que los modelos m =1y
m = 2 de los discos generalizados de Kalnajs son inestables. Los resultados obtenidos
para estos ultimos modelos, muestran que bajo perturbaciones radiales, las particulas
de prueba que inicialmente se mueven en orbitas circulares con energias iguales a un
maximo o un punto de inflexién en el potencial efectivo, se mueven hacia regiones que
permiten otras drbitas circulares estables. Por lo tanto, una condicién necesaria para
que los discos sean una buena aproximacién a un sistema fisico aceptable, es que bajo el
criterio de la aproximacion epiciclica [1] [3], las particulas individuales describan 6rbitas
circulares estables.

Se elaboré el cédigo que resuelve las ecuaciones de movimiento de cada modelo consi-
derado, en el que se evalia la respectiva convergencia de las soluciones obtenidas.
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