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Resumen

TITULO: UN MODELO INFLACIONARIO VECTORIAL CON EXPANSION
ANISOTROPA PROLONGADA!.

AUTOR: CALDERON MANTILLA, Leonardo Fabidn®.

PALABRAS CLAVES: Cosmologia, Inflacién vectorial, Direccién preferencial en el
Universo, Expansion anisétropa prolongada.

DESCRIPCION: En vista de que existen analisis de datos sobre la radiacion césmi-
ca de fondo que sugieren la existencia de una direccién preferencial en el Universo,
se analizard un modelo inflacionario en donde el campo del inflatén es acoplado a un
campo vectorial sin masa, en el marco de un fondo homogéneo y anisétropo descrito
por una métrica de Bianchi tipo I. Se mostrard que la expansién anisétropa genera-
da en este modelo se prolonga hasta el final del periodo inflacionario, proveyendo un
contraejemplo para el teorema del no-cabello cosmico. Este teorema establece que la
dinamica de un universo inflacionario en un espacio-tiempo homogéneo pero anisétropo
(Bianchi I-VIII), dominado por una constante cosmolégica o un campo escalar en la
fase de rodadura lenta, evolucionara exponencialmente hacia el universo de Friedmann-
Robertson-Walker si la gravedad es de Einstein. De este modo, la isotropizacion del
universo se alcanza rapidamente durante inflacién, lo cual no es coherente con la posi-
ble existencia de una direcciéon preferencial en el Universo. En el modelo a analizar se
evaden las condiciones del teorema del no-cabello césmico al introducir un campo vec-
torial en el marco de la gravedad de Einstein. Se estudiara la dindmica de este modelo
inflacionario, y las condiciones necesarias para que el monto de expansion anisétropa
al final de inflacién sea apreciable pero consistente con las cotas observacionales mas
recientes.

iTrabajo de grado.
liFacultad de Ciencias, Escuela de Fisica, Yeinzon Rodriguez Garcia (Director).
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Abstract

TITLE: AN INFLATIONARY VECTOR MODEL WITH PROLONGED
ANISOTROPIC EXPANSION i,

AUTHOR: CALDERON MANTILLA, Leonardo Fabidn'".
KEY WORDS: Cosmology, Vector inflation, Prolonged anisotropic expansion.

DESCRIPTION: In view that there exist data analysis about the cosmic microwave
background radiation that suggest the existence of a preferred direction in the Universe,
we will analyze an inflationary model where the inflaton field is coupled to a massless
vector field, in the framework of a homogeneous and anisotropic field described by a
Bianchi type I metric. We will show that the generated anisotropic expansion in this
model is prolonged until the end of the inflationary period, giving a counterexample for
the cosmic no-hair theorem. This theorem establishes that the dynamics of an inflatio-
nary model in a homogeneous but anisotropic spacetime (Bianchi I-VIII), dominated by
a cosmological constant or a scalar field in the slow-roll phase, will evolve exponentially
towards a Friedmann-Robertson-Walker universe if the gravity is of the Einstein type.
In this way, the isotropization of the universe is quickly reached during inflation, which
is not coherent with the possible existence of a preferred direction in the Universe. In
the model we will analyze, the conditions for the cosmic no-hair theorem are evaded
by introducing a vector field in the framework of the Einstein gravity. We will study
the dynamics of this inflationary model, and the necessary conditions for the amount
of anisotropic expansion at the end of inflation to be sizeable but consistent with the
most recent observational bounds.

iiDegree project.
VFaculty of Sciences, School of Physics, Yeinzon Rodriguez Garcia (Supervisor).
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Introduccion

La cosmologia moderna se ha convertido en un campo excitante de la ciencia. Nue-
vas medidas de precision estan revelando un Universo con propiedades sorprendentes
e inesperadas, en particular la energia y materia oscura que ahora se creen son los
componentes dominantes del cosmos. Reconocimientos de galaxias llevados a cabo por
experimentos como ‘the Sloan Digital Sky Survey’ (SDSS) [1], estédn elaborando mapas
a gran escala del Universo, ademds las sondas WMAP (NASA) [2] y PLANCK (ESA)
[3] estdn realizando mediciones de alta precisién de las anisotropias en la temperatura
de la radiacién césmica de fondo (RCF).

El descubrimiento de la expansion del Universo [4] por Edwin Hubble en 1929 anun-
ci6 el nacimiento de la cosmologia observacional. Si imaginamos un retroceso en el reloj
cosmico, la expansion se convertird en una contraccion, en consecuencia, encontramos
que el Universo era mas caliente y mas denso en su pasado. De hecho, en tiempos tem-
pranos la temperatura era lo suficientemente alta como para ionizar el material que
llenaba el Universo. Por lo tanto, el Universo consistia en un plasma de nticleos, elec-
trones y fotones, y la densidad de electrones era tan alta que el camino libre medio para
los fotones asociado a la dispersién de Thomson era extremadamente corto. A medida
que el Universo se expandid, éste se enfrié, y la energia media de los fotones disminuyo.
Con el tiempo, a una temperatura de alrededor de 3000 K, la energia de los fotones
llegd a ser demasiado baja para mantener el universo ionizado. En ese momento, cono-
cido como recombinacion, los electrones se ligaron a lo nicleos para dar origen a atomos
neutros, y el camino libre medio de los fotones se increment6 a aproximadamente el ta-
mano del Universo observable. Esta radiacion ha viajado desde entonces esencialmente
sin obstéculos a través del Universo, y proporciona una imagen de éste cuando tenia
apenas 370000 anos. Ahora, 13800 millones de anos més tarde, la radiacion se ha en-
friado a una temperatura de ~ 3 K correspondiente a frecuencias de microondas, y es
observada como la radiacién césmica de fondo, la reliquia térmica del Big Bang (Fig.1).
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Figura 1: Mapa de la temperatura de la radiacién césmica de fondo obtenido por la
sonda WMAP [2].

En una buena aproximacién, la temperatura de la radiacion césmica de fondo es
uniforme en todo el cielo; ademas posee el espectro de cuerpo negro mas perfecto cono-
cido, con una temperatura promedio de 2,725° K medida por el satélite COBE (Cosmic
Background Explorer) en 1992 [5]. El descubrimiento de la radiacién césmica de fondo
[6], junto con la naturaleza de cuerpo de negro de su espectro de frecuencia, fue de
importancia fundamental para la cosmologia, puesto que validé la idea de un Big Bang,
es decir, el Universo era caliente y denso, y desde entonces se ha enfriado por la expan-
sién [7]. Igualmente importante es el hecho de que la radiacién césmica de fondo posee
ligeras variaciones de una parte en 100000 en su temperatura [5]. La mediciéon mas
precisa de estas fluctuaciones ha sido realizada por el WMAP (Wilkinson Microwave
Anisotropy Probe) [8]. Las anisotropias en la temperatura reflejan las inhomogeneida-
des primordiales en el campo de densidad fundamental, el cual proporcioné las semillas
para la formacién de estructuras a gran escala observadas actualmente [9]

La teoria del Big Bang, hace predicciones determinantes que por ahora han sido
confirmadas en una serie espectacular de observaciones [4, 6, 10]. No cabe duda que
el Universo realmente ha surgido de un estado de alta energia y posteriormente se ha
enfriado por la expansién [7]. Sin embargo, hay problemas fundamentales con esta vi-
sién simple del Big Bang. Esta requiere que el estado inicial del Universo sea finamente
escogido. Cualquier desviaciéon pequena de ese estado daria lugar a un Universo to-
talmente diferente al nuestro. En la década de 1980 los cosmologos propusieron una
solucién radical a este problema de ajuste fino [11, 12, 13], la cual corresponde a la
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teoria inflacionaria. En el Universo primordial, un periodo llamado inflacion podria
haber causado que el Universo experimentara una expansion acelerada. Los modelos
inflacionarios convencionales [9] consideran que la expansién fue ocasionada por un
campo escalar hipotético llamado el inflaton, el cual dio origen a la expansion acelera-
da. El tamano fisico del universo crecié tanto, que llegdé a ser mucho mas grande que la
distancia que la luz pudo haber viajado desde el Big Bang. Cualquier inhomogeneidad
que precedié a inflacion fue borrada, el universo llegé a ser plano y suave a lo largo de
nuestro pedazo observable. Ademas la teoria inflacionaria también predice que pequenas
fluctuaciones cuanticas en el campo del inflatéon dieron lugar a las perturbaciones gra-
badas en la radiacién césmica de fondo [9]. Actualmente ésta es la teoria dominante
sobre la generacion de inhomogeneidades primordiales, las cuales no seran objeto de
estudio en el presente trabajo.

La teoria inflacionaria proporciona una explicaciéon convincente de la planitud, ho-
mogeneidad, e isotropia de nuestro Universo a gran escala. Debido a predicciones como
las mencionadas anteriormente, la teoria inflacionaria ha dominado la cosmologia del
Universo primordial en anos recientes. A su vez, durante la ultima década, el conoci-
miento acerca de la radiacién césmica de fondo ha crecido enormemente debido a los
datos obtenidos por la sonda WMAP [8, 14, 15, 16]. La calidad sin precedentes en los
datos de la radiacién césmica de fondo (RCF), ha llevado a una serie de andlisis de
los efectos mas finos, encontrando anomalias que parecen ser dificiles de conciliar con
los modelos inflacionarios convencionales, es decir, aquellos que involucran tinicamente
campos escalares. La importancia estadistica de dichas anomalias ha sido discutida ex-
tensamente, y una explicacién debida a efectos sistematicos o ruido afectando el analisis
de datos, no ha sido descartada [16]. No obstante, cabe destacar que dichas anomalias
han estado presentes continuamente en todos los andlisis de datos de la radiacién césmi-
ca de fondo [17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33]. Las anomalias
mencionadas anteriormente sugieren la existencia de una direccién preferencial en la ra-
diacién césmica de fondo [34, 35, 36, 37, 38].

Es muy importante desarrollar modelos inflacionarios que brinden predicciones que
estén de acuerdo con las observaciones mencionadas anteriormente. Es decir, se deben
formular modelos que predigan una posible direccién preferencial en el Universo pri-
mordial, ya que en anos venideros, la sonda PLANCK [3] confirmard o refutard las
expectativas con respecto a estas observaciones. En el intento por dar una solucion
que explique una posible direcciéon preferencial en el Universo, se ha propuesto que un
periodo de expansion anisotropa durante inflacién podria explicar este fenémeno. Las
primeras soluciones propuestas consistieron en considerar campos escalares, con condi-
ciones anisotropas iniciales dadas al escoger una métrica anisétropa y homogénea del
tipo Bianchi I [39, 40, 41]. El problema con dichos modelos es que la isotropizacién del
Universo se alcanza muy rapido, debido a las predicciones del teorema del no-cabello
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cosmico [42, 43, 44]. Asi, las caracteristicas anisétropas deseadas para el fondo, obser-
vables a grandes escalas s6lo serian conseguidas si la duracién del periodo inflacionario
fuese ajustada finamente, lo cual es indeseable.

Este ajuste puede evitarse al evadir las condiciones de rapida isotropizacion del
terema del no-cabello césmico. Lo anterior se puede lograr introduciendo un campo
vectorial, con lo cual el estado de expansion anisétropa seria prolongado. La expan-
sién anisotropa es alcanzada cuando el campo vectorial rueda en direccién a un valor
esperado en el vacio a lo largo de una direccion espacial. Algunos modelos incluyendo
campos vectoriales han sido considerados en la literatura [45, 46, 47, 48]. Se han rea-
lizado andlisis perturbativos con el fin de comprobar la estabilidad de estos modelos,
identificando divergencias que indican la inestabilidad de los mismos [49, 50, 51, 52].

En el presente trabajo se estudiarda un modelo inflacionario [53] en donde el campo
del inflatén es acoplado al término cinético de un campo vectorial sin masa, y cuyo fondo
es un espacio-tiempo homogéneo y anisétropo descrito por una métrica de Bianchi tipo
I en el marco de la gravedad de Einstein. Recientemente se ha estudiado la estabilidad
de este modelo mediante andlisis perturbativos [54], los cuales sefialan que el modelo
es estable, convirtiéndolo asi en el primero estable de su clase. El interés se centrara en
mostrar que mediante este modelo se puede generar una expansién anisétropa la cual
puede ser prolongada a la duracién completa del periodo inflacionario, generando asi una
direccién preferencial en el Universo primordial. Lo anterior es posible gracias a que se
evaden las condiciones del teorema del no-cabello cosmico por la presencia del campo
vectorial sin masa.

Teniendo en cuenta las observaciones [14, 34|, se analizard la evolucién de la expan-
sién anisétropa prolongada en el régimen de rodadura lenta y baja anisotropia en la
expansion. Para llevar esto a cabo, se realizard un estudio analitico de las ecuaciones
de campo para los campos escalar y vectorial, asi como también de las ecuaciones de
campo de Einstein. También se compararan las ecuaciones de campo encontradas con
las ecuaciones convencionales de la cosmologia estandar, para asi poder indentificar las
contribuciones debidas a la inclusion del campo vectorial sin masa y la cantidad de ex-
pansion anisétropa. Se mostrard que el grado de anisotropia en la expansién es del orden
de uno de los parametros de rodadura lenta, lo cual es coherente con la suposicion de
baja anisotropia en la expansion, pero que a su vez no es despreciable, sentando asi las
bases para la explicacién de una posible direccién preferencial en nuestro Universo.
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La expansion de un universo
homogéneo e isétropo

La piedra angular de la cosmologia moderna es la creencia de que el lugar que ocupamos
en el Universo no es de ninguna manera especial, lo cual es conocido como el principio
cosmolégico. El Universo visible parece ser el mismo en todas las direcciones alrededor
nuestro, al menos si observamos distancias mayores a 300 millones de anos luz [55, 56].
Lo anterior es confirmado por una variedad de observaciones, y de forma espectacular en
la temperatura casi idéntica de la radiacion césmica de fondo de microondas procedente
de diferentes partes del cielo [8]. A partir de estas observaciones podemos concluir que
el Universo es homogéneo e isétropo a grandes escalas (2 100 Mpc).

De forma mas precisa, la isotropia establece que el Universo luce igual en todas las
direcciones (invariancia rotacional con respecto a todos los puntos), y la homogeneidad
establece que el Universo luce igual en todo punto (invariancia traslacional) [57, 58,
59]. Es bien conocido que la isotropia con respecto a todos los puntos conlleva a la
homogeneidad de forma automaética, ya que una traslacién espacial se puede obtener a
través de sucesivas rotaciones con respecto a diferentes puntos. El comportamiento a
gran escala del Universo puede ser descrito asumiendo un fondo isétropo y homogéneo.
En el presente capitulo estudiaremos la geometria y dindmica de dicho fondo.
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1.1. Geometria del espacio-tiempo de Friedmann -
Robertson - Walker (FRW)

La expansion del Universo es entendida en el contexto de la relatividad general. La
informacion acerca de la geometria del espacio-tiempo se encuentra almacenada en la
métrica g,,. Esta debe ser escogida de tal forma que cumpla con los requerimientos
fisicos que implican homogeneidad e isotropia; asi se escoge el tiempo coordenado de
modo que las lonjas de espacio-tiempo de un t fijo sean homogéneas e isétropas, en
otras palabras, las condiciones fisicas sobre cada lonja son las mismas en toda posicion
y en toda direccién. Se escoge la ensartacion, es decir las lineas de espacio-tiempo
correspondientes a un z* fijo, ortogonal a las lonjas, correspondiendo a go; = 0. Isotropia
requiere que un observador moviéndose con la ensartaciéon mida una velocidad cero para
el fluido césmico, por lo tanto la ensartacion es comovil. Homogeneidad demanda que el
intervalo de tiempo propio entre lonjas sea independiente de la posicién, lo cual significa
que se puede escoger a t como el tiempo propio, correspondiente a goo = —1 [9].

La tinica métrica que cumple los requerimientos de isotropia y homogeneidad men-
cionados anteriormente, es denominada la métrica de Friedmann-Robertson-Walker
(FRW) [60, 61, 62] (Véase también [63]), y queda definida a través del elemento de
linea en coordenadas cartesianas:

dr? = — g, (z)datdx” = dt* — a*(t) T K

dx* +K(X'—dx)2], (1.1.1)

en donde a(t) representa el factor de escala y K es una constante que describe la cur-
vatura de las lonjas de un tiempo t constante, la cual puede adquirir los valores de
(—1,0,1), correspondiente a geometrias pseudo-esférica, euclidea y esférica respectiva-
mente. Las componentes de la métrica en estas coordenadas son:

B _ i xlad
goo = —1, Jo; — O, gij; = a (t) ((5” + Km), (112)

0

siendo ¢ y j indices espaciales, ademas con z° = t. En lugar de usar coordenadas

cartesianas ', podemos usar coordenadas esféricas para las cuales
dx* = dr* + r?dSQ), dQ = db* + sin® 0d¢?, (1.1.3)
de modo que el elemento de linea queda definido como:

dr?

2
—1—K'r2+r ds?

dr? = dt* — a*(t) [ : (1.1.4)
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El significado fisico del factor de escala a(t) puede ser clarificado al calcular la distancia
fisica en un tiempo t, desde el origen a un objeto comovil ubicado en la coordenada
radial 7:

d (1.1.5)

(r,t) = a(t) /TL
’ 0o Vv 1— Kr?
Para un objeto comévil su coordenada radial r es independiente del tiempo, tal que la
distancia fisica desde nosotros a un objeto comévil aumenta proporcionalmente a a(t)

[57, 58]. A su vez, la razén de cambio de cualquier distancia fisica d(t) es:

.a
d=—d 1.1.6
%, (116)
en donde se define el parametro de Hubble H como
a
H=- 1.1.7
¢, (117)

el cual caracteriza la razon de expansion del espacio de Friedmann-Robertson-Walker. El
parametro de Hubble tiene unidades de t=!, y es positivo para un universo en expansién
como el nuestro. La Ec. (1.1.6) es conocida como la ley de Hubble, la cual puede ser
expresada de manera mas usual como v = Hd, en donde v representa la razén de cambio
de la distancia fisica d.

Hay varios campos vectoriales y tensoriales, como la corriente de galaxias y el tensor
de momentum-energia, cuyos valores medios deben satisfacer los requerimientos de iso-
tropfa y homogeneidad. Isotropia requiere que el valor medio de cualquier tri-vector v
desaparezca, y homogeneidad requiere que el valor medio de cualquier escalar sea sélo
funcion del tiempo. Igualmente, isotropia requiere que el valor medio de cualquier tri-
tensor t“ en x = 0 sea proporcional a §“ y por lo tanto a ¢ en virtud del principio de
equivalencia. En un sistema de referencia comovil con el fluido como el de Friedmann-
Robertson-Walker, se puede escoger la cuadri-velocidad tal que u* = (1,0, 0,0). Tenien-
do en cuenta lo anterior, sumado a los requerimientos de homogeneidad e isotropia, las
componentes del tensor de momentum-energia toman la forma:

T = pt),  TU=0, T =gi(x)p(t), (1.18)

en donde p(t) representa la densidad de energia y p(t) la presion para el fluido en un
tiempo t [57].

1.2. Dinamica del espacio-tiempo de FRW

La expansiéon del Universo es determinada por las ecuaciones de campo de Einstein, las
cuales pueden ser expresadas de forma conveniente como [63]

Ry, = —81GS,,, (1.2.1)
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en donde R, es el tensor de Ricci, G es la constante de gravitaciéon universal y Sy,
estd dado en términos del tensor de momentum-energia mediante
— 1 A
S“l, = T‘m, - §g‘u‘I/T % (122)
Teniendo en cuenta los resultados acerca de la métrica y el tensor de momentum-energia
para el Universo de Friedmann-Robertson-Walker (Ecs. 1.1.1 y 1.1.8), las ecuaciones de
Einstein quedan expresadas como!

2K 24 G 1
T @ T ap ) (12:3)
p
Y . 1
a
a_ _ 3 1.2.4
.= aml ) (12.4)
en donde M, es la masa reducida de Planck, definida como M, = (87G)~/2. Se pueden

eliminar los términos con segunda derivada adicionando la Ec. (1.2.3) a la Ec. (1.2.4),

. 2
o (a __p K
e () =gt B 1.25)

La anterior es conocida como la ecuacion de Friedmann, la cual nos permite de mane-

encontrando asi

ra transparente estudiar la evolucién del factor de escala en el tiempo y por ende la
evolucién de nuestro Universo de Friedmann-Robertson-Walker. Ahora al combinar la
Ec. (1.2.4) junto con la derivada con respecto al tiempo de la Ec. (1.2.5) se obtiene la
ecuacion de continuidad para la densidad de energia

b=—3%p+m. (1.2.6)

De esta forma, dada p como funcién de p a través de una ecuacion de estado de la forma
p = wp, se puede resolver la Ec. (1.2.6) para encontrar p como funcién del factor de

escala, obteniendo

a —3(14w)

pzm(—) : (1.2.7)
Qg

en donde py v ag representan la densidad y el factor de escala en el presente, respectiva-
mente. El anterior resultado se puede usar para encontrar la dependencia en el tiempo
del factor de escala a mediante la ecuacién de Friedmann (Ec. 1.2.5), teniendo asi

2
t3(tw) gy £ 1
a(t) « ’ 1.2.8
0 i“ P (12)
es decir, a(t) oc t2/3, a(t) o< t1/2, a(t) o< et para el factor de escala de un universo plano
(K = 0) dominado por materia (w = 0), radiacién (w = 3) y constante cosmoldgica
(w = —1), respectivamente.

Ver célculo en el apéndice A.

21



1.3. Horizonte de particulas

El horizonte de particulas representa el limite sobre las distancias a las cuales los eventos
pasados pueden ser observados. Partiendo del elemento de linea (Ec. 1.1.4), en donde
para un fotén se tiene que dr? = 0, es decir

dr

dt = —a(t)\/l_—iKTz.

(1.3.1)

Esta ecuacion puede ser integrada como

/’f A dr (132)
o at) Jo V1— Kr? o

en donde 7,4, representa el valor mas grande de la coordenada radial para la cual un

observador en el tiempo ¢ recibira senales viajando a la velocidad de la luz desde t = 0.
A partir de la definicién de la distancia fisica d (Ec. 1.1.5), se puede deducir que la

cantidad L g
t
= — 1.3.
; /0 s (1.3.3)

representa una distancia comovil, la cual se define como el horizonte de particulas
comévil. De esta forma se puede definir la distancia fisica del horizonte de particulas
mediante

FI— /O a‘g:). (1.3.4)

1.4. Problemas de la cosmologia estandar

Lo estudiado en las secciones anteriores corresponde a lo que se conoce como la cos-
mologia estandar del Big Bang, la cual ha tenido un éxito notorio al explicar las ca-
racteristicas bésicas del Universo observable (expansién de Hubble, abundancia de ele-
mentos ligeros, radiacién césmica de fondo, etc) [4, 6, 10]. Sin embargo, hay problemas
fundamentales con esta visién simple de la cosmologia estandar. Esta requiere que el
estado inicial del Universo haya sido finamente escogido. Cualquier desviacion de dicho
estado inicial podria conllevar a un universo dramaticamente diferente al nuestro. Los
problemas bésicos de la cosmologia estandar se refieren a los problemas de horizon-
te, planitud y reliquias no deseadas. Esto no significa que la cosmologia estandar sea
erronea, sino que tiene deficiencias severas en cuanto a su consistencia interna y poder
predictivo ya que, por ejemplo, la alta planitud del universo temprano no puede ser
predicha por el modelo; en vez de ello tiene que ser asumida en las condiciones iniciales.
Una teoria que explique esas condiciones iniciales serfa muy atractiva.
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1.4.1. Problema de horizonte

El problema de horizonte consiste en que observaciones del fondo césmico de microondas
implican la existencia de correlaciones en la temperatura a través de distancias en el
cielo que corresponden a escalas de super-horizonte en el momento en que la radiacion
coésmica de fondo fue liberada. De hecho, regiones que en la cosmologia estandar del
Big Bang estuvieron causalmente conectadas en la superficie de la ultima dispersion,
corresponden solamente a un angulo del orden de un grado en el cielo. La radiacion
cosmica de fondo posee casi la misma temperatura en todas las direcciones en el cielo.
Sin embargo, no hay manera de establecer el equilibrio térmico si estos puntos nunca
estuvieron en contacto causal antes de la ultima dispersion.

Teniendo en cuenta la definicién del horizonte de particulas comévil 7 (Ec. 1.3.3)

rz/o %, (1.4.1)

1 da :
-9 se pueden realizar los

siguientes cambios de variable: dt = j—fl, y dIna = da/a, para luego expresar el horizonte

y usando la definicion para el parametro de Hubble H =

de particulas comovil como

a a

T = i 5—22 = /0 <GLH>dlna. (1.4.2)
Aqui, se expresa el horizonte de particulas comévil como la integral del radio de Hubble
coméwil, (aH)™!. Por lo tanto se puede realizar el célculo del horizonte de particulas
comovil para un universo dominado por un fluido con ecuacion de estado w, expresando
la razén de expansion en términos del factor de escala. De la ecuacion de Friedmann
(1.2.5) con K = 0, junto con la ecuacién de la evolucién de la densidad de energia en
el tiempo (1.2.7) se obtiene

3(14w)/2 1 a7 %p,

H = ha?tH® en donde h=—1 >———. 1.4.3
Para un universo dominado por un fluido con ecuacién de estado w, se puede expresar
el radio de Hubble comévil en la forma

(aH)™" = hq(+30)/2, (1.4.4)

El comportamiento cualitativo por tanto depende de si (1 + 3w) es positivo o negativo.
Durante la expansién del espacio en el Universo temprano (dominacién de radiacién o
materia) (w > 0), (aH)™! crece monétonamente y el horizonte de particulas comévil T
o la fraccién del Universo en contacto causal crece con el tiempo como

a d a thl
r= | = / plaBD2g, — 2P ez, (1.4.5)
0 a 0 3w+ 1
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Asi, se encuentra una relacién directa entre el horizonte de particulas comévil 7 y el
radio de Hubble comévil (aH )™

2

—— (aH)™!. (1.4.6)

Teniendo en cuenta la Ec. (1.4.4), se observa que el horizonte de particulas comdvil
T crece mondtonamente con el tiempo, lo cual implica que escalas comoviles entrando
al horizonte hoy, estuvieron mucho mas alld del horizonte en el momento de la ultima
dispersion. Pero la vasta homogeneidad del fondo césmico de microondas indica que
el Universo fue extremadamente homogéneo en el momento de la ultima dispersion en
escalas que abarcan muchas regiones (alrededor de 10°) que, a priori, son causalmente
independientes.

1.4.2. Problema de planitud

Para cualquier valor del parametero de Hubble, se puede definir la densidad critica

como
Perit = 3M?H?; (1.4.7)
de esta forma se puede expresar la ecuacién de Friedmann (Ec. 1.2.5) de la forma
K

en donde  es llamado el parametro de densidad, definido como Q = p/pei. Por
consiguiente, lo que sea que asumamos como componentes del Universo, la constante
de curvatura K serd +1, 0 6 —1 de acuerdo a si la densidad p es mayor, igual o menor que
la densidad critica p..;;. El valor actual del pardmetro de densidad €2y de acuerdo a las
observaciones es muy cercano a uno (1,0063 < Q < 1,0178) [14], favoreciendo asi una
geometria plana (K = 0) para el Universo observable!. En la cosmologia estdndar
un universo plano es una solucion inestable, y asi cualquier curvatura primordial del
espacio creceria muy rapidamente. Para explicar la planitud geométrica del espacio

actualmente, se requiere de un ajuste fino en las condiciones iniciales de la cosmologia
del Big Bang.

Una formulaciéon alternativa del problema es la siguiente: En la explicacion del
problema de horizonte se mostré que el radio comévil de Hubble (aH)™!, crece con
el tiempo para fluidos con pardmetro de la ecuacién de estado (w > 0, por ejemplo:
radiacién w = 1/3 6 materia w = 0). Por lo tanto, la cantidad |2 — 1| debe diverger
con el tiempo, asi el valor critico Q@ = 1 (K=0) es un solucién inestable. Por otro lado

iEn analisis posteriores se asumird K = 0 para la evolucién del fondo de FRW.
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la densidad de energia total del Universo actual es todavia una fraccién razonable de
la densidad critica. ;Como es qué después de billones de anos, p todavia no es muy
diferente de p..i¢, es decir € ~ 17
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Inflacién césmica mediante un
campo escalar en un universo
homogéneo e isétropo

En el capitulo anterior se analizarén las predicciones de la cosmologia estdndar del
Big Bang. Se destacé que ésta requiere de un ajuste fino en las condiciones iniciales
del Universo, ya que cualquier desviaciéon con respecto a dichas condiciones iniciales
conllevaria a un universo diferente al nuestro. En la década de 1980 los cosmologos
propusieron una solucién radical a este problema de ajuste fino [11, 12, 13], la cual
corresponde a la teoria inflacionaria.

Al explicar los problemas de planitud y horizonte de la cosmologia estandar del Big
Bang, se resalté el papel fundamental del radio de Hubble comévil. Ambos problemas
surgen debido a que en la cosmologia convencional el radio de Hubble es estrictamente
creciente. Esto sugiere que todos los misterios del Big Bang se resuelven por una idea
maravillosamente simple: tnvertir el comportamiento del radio de Hubble comouil, es
decir, que disminuya suficientemente en el universo primitivo.

2.1. El horizonte comovil durante inflacion

La evolucion del horizonte comévil es de crucial importancia para la idea de una inflacion
cosmica, entonces, vale la pena ser explicito en algunos puntos importantes. Dada la
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Comovil

Radio de Hubble

Inicio

Figura 2.1: Evolucién del radio de Hubble comévil (aH)™! durante inflacién. La regién
sombreada corresponde a la parte homogénea del Universo.

definicién de horizonte comdvil 7 en funcién de Hubble comévil (aH)™*

2
3w—+1

se destaca una sutil distincién entre el horizonte comovil 7 y el radio de Hubble comévil

(aH)™", (2.1.1)

(aH)™1: si las particulas estdn separadas por distancias mas grandes que 7, ellas nun-
ca podran comunicarse con otras; si ellas estdan separadas por distancias mayores que
(aH)™!, ellas no pueden comunicarse una a otra ahora. De la Ec.(2.1.1) se evidencia
que esto podria suceder si el radio comévil de Hubble en el Universo temprano fuera
mucho més grande de lo que es ahora, de modo que 7 tendria la mayor parte de su
contribucion desde tiempos tempranos. Por lo tanto, se requiere de una fase en la cual
disminuya el radio de Hubble comévil (Fig. 2.1). Desde que H sea aproximadamente
constante, mientras a crece exponencialmente durante inflacién, encontramos que el
radio de Hubble comévil disminuye durante inflaciéon. Un horizonte comévil decreciente
implica que grandes escalas entrando al presente Universo estuvieron dentro del hori-
zonte antes de inflacién. La fisica causal antes de inflacién establece la homogeneidad
espacial que observamos en el presente. Con un periodo de inflacién, la uniformidad de
la RCF no es un misterio.
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2.2. Inflacion

Inflacién se define como una fase en la cual el radio de Hubble comovil disminuye.
A través de las ecuaciones de Friedmann un radio de Hubble comévil en disminucién
puede ser relacionado a la aceleracion y presién del Universo

d d*a

%(aH)*1<O = T3>0 < p+Ip < (2.2.1)

Las tres condiciones equivalentes para inflacién son por consiguiente:

» Horizonte comdvil decreciente: La esfera de Hubble en reducciéon es definida
Ccomo

d -1
i (aH) ™! <0, (2.2.2)

Se usa ésta como definicién fundamental de inflacién ya que se relaciona de manera
mas directa con los problemas de horizonte y planitud

= Expansiéon acelerada: De la relacion

d 4 —a
E(GH) = WHR (2.2.3)

se observa inmediatamente que un radio de Hubble en dismininucién implica
expansiéon acelerada
d*a
dt?
Esto explica el por qué inflacion es a menudo definida como un periodo de expan-

> 0. (2.2.4)

sion acelerada. La segunda derivada con respecto al tiempo del factor de escala

puede ser relacionada con la primera derivada con respecto al tiempo del pardme-
tro de Hubble '
@_ H*(1—¢), donde ¢ = 8 : (2.2.5)
a H?

Por lo tanto un periodo de expansion acelerada corresponde a

a dln H
—— = — 1. 2.2.
H2 - AN (2:2.6)
Aqui, definimos dN = Hdt = dlna, el cual mide el nimero de e-folds N de
expansion inflacionaria. El significado fisico de la Ec. (2.2.6) corresponde a que el

E =

cambio fraccional del parametro de Hubble por e-fold es pequeno.
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» Presién negativa: A partir de la Ec. (1.2.4), la cual es conocida como la ecuacién
de aceleracién y teniendo en cuenta la condicién dada por la Ec. (2.2.4) se tiene
que

p+3p <0. (2.2.7)

El resultado anterior suele ser interpretado como una presién negativa, relacionada
a la densidad energia como

p< —g. (2.2.8)

2.3. Inflacién mediante un campo escalar

Los modelos mas simples de inflaciéon involucran un solo campo escalar ¢, llamado
inflatén. Aqui no se especifica la naturaleza fisica del campo ¢, simplemente se usa éste
como un parametro de orden (o reloj) que da cuenta de la evolucién en el tiempo de la
densidad de energia durante inflacién. La dinamica de un campo escalar acoplado de
forma minima a la gravedad es gobernada por la accién [57, 64]

4 MP2 1 v

La accién (2.3.1) es la suma de la accién de Einstein-Hilbert para la gravitacion, Sgy,
y la accién Sy de un campo escalar con término cinético canénico. El potencial V' (¢)
describe las interacciones del campo escalar.

A partir del lagragiano para el campo escalar
1
L, = —59“” 00,0 — V(9), (2.3.2)

se puede calcular el tensor de momentum-energia para dicho campo en un espacio-
tiempo curvo [64]

0%,
T/u/ - guygm - 2 a_g/ﬂ/ 5 (233)
1
Tr = 0,000~ g (39°00,6+ V(0)) (2:3.4)

en donde g, representa la métrica de dicho espacio-tiempo.

A partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange para campos, podemos hallar las ecua-
ciones de campo para el inflatén ¢:

oG (I i%)
e - M) =0 239
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lo que implica
v —4g ’ d(b

Asumiendo la métrica de FRW (1.1.1) para ¢g"” y restringiendo el tratamiento al caso
de un campo escalar homogéneo ¢(t,x) = ¢(t), el tensor de momentum-energia toma

(2.3.6)

la forma de un fluido perfecto Ec.(1.1.8), con densidad y presién dadas por

1

Ps = §¢2 +V(9), (2.3.7)
Py = %éQ = V(o). (2.3.8)

El parametro w en la ecuacién de estado resultante es por ende

1

N Ve
we = L2 = M (2.3.9)
e+ V(9)

el cual muestra que un campo escalar puede conducir a una presién negativa (wg < 0)
y a una expansién acelerada (w, < —1/3) si la energfa potencial V' (¢) domina sobre la
energia cinética %ng A partir de la Ec. (2.3.6) se observa que la dindmica de un campo
escalar homogéneo en el espacio-tiempo de FRW es determinada por

¢+3Ho+V'(p)=0. (2.3.10)
Ahora el parametro de Hubble queda definido de la forma

1 1

3M27 T 3M2

(%(52 + v(@), (2.3.11)

2.4. Inflacion del tipo rodadura lenta

La aproximacién de rodadura lenta consiste en imponer ciertas condiciones al potencial
V(¢) del campo del inflatén. Se desea que dicho potencial sea lo suficientemente plano
por dos razones:

1. A través de un potencial suficientemente plano es mas facil obtener un periodo
inflacionario lo suficientemente prolongado, que resuelva los problemas de la cos-
mologia estandar [57].
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2. Las observaciones concernientes a la estadistica de la estructura a gran escala son
consistentes (casi que exigen), que el potencial sea practicamente plano, desde el
punto de vista de la aproximacién de rodadura lenta [9, 57].

La ecuacion de aceleracién para un Universo dominado por el campo escalar ho-
mogéneo del inflatén puede se escrita como
a 1

g 3p,) — —
- 6M5(P¢>+ Dg)

—po(1+ 3uwy). (2.4.1)
p

A partir de la definicién del parametro de Hubble y su primera derivada se tiene

R 242

en donde ¢ puede ser relacionada con la presion y la densidad a través de la ecuacion
de estado mediante

g:;mw+n. (2.4.3)

Derivando el parametro de Hubble con respecto al tiempo en la Ec.(2.3.11) y utilizando
la ecuacién de movimiento para el campo escalar homogéneo Ec.(2.3.10) se obtiene un

resultado importante:
1

202

De esta forma se puede definir el primer pardmetro de rodadura lenta € que puede ser

H=-

P°. (2.4.4)

relacionado con la evolucion del parametro de Hubble durante inflacion de la forma
eo-H__9o (2.4.5)
H?*  2M2H?
Ahora para formular la aprozimacion de rodadura lenta [9, 57], se comienza asumiendo
que la inflacion es casi exponencial. Una de las consecuencias de que el factor de escala

crezca de la forma a ~ ef't

es que p — —p. Asumiendo esto para el periodo inflacionario
en la aproximacion de rodadura lenta se obtiene de la ecuacién de estado que wgy — —1,
lo que trae como consecuencia a partir de la Ec. (2.4.3) que € — 0. Lo anterior se puede

entender a partir de la Ecs. (2.3.11), (2.4.4) y (2.4.5) como

_ 1A ¢’ L (1
€="1n <1l — e < 302 2¢ + V(o) |, (2.4.6)
[RODADURA LENTA| = V(¢) > ¢% (2.4.7)
De esta forma, la energia potencial domina sobre la energia cinética, lo cual es equiva-
lente a )
H? ~ — . 2.4.
sV © (249
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Ahora se puede obtener mas conclusiones a cerca de las aproximaciones mencionadas
anteriormente, si derivamos con respecto al tiempo ambos lados de la Ec. (2.4.8) y se
utiliza el resultado obtenido en la Ec. (2.4.4):

3H¢ ~ —V'(¢). (2.4.9)
Sin embargo, de la ecuacién de movimiento para el campo escalar se tiene
¢+ 3Ho+V'(p) =0, (2.4.10)

entonces para cumplir con la condicién encontrada en la Ec. (2.4.9) se tiene que

RODADURA LENTA — |§| < 3H|¢|, |[V'(d)]|. (2.4.11)

A partir de este resultado se puede definir el sequndo pardmetro de rodadura lenta n en
la forma

In—¢| = ’}%‘ <1, (2.4.12)

con lo cual se establece que qb no cambia mucho en un tiempo de Hubble. Tambien
se podria decir que el cambio fraccional de ¢ por e-fold es pequefio, por lo tanto se
han establecido los dos parametros de rodadura lenta de Hubble ¢ y n sujetos a las
condiciones

e, n<«1. (2.4.13)

Las condiciones de rodadura lenta, €, |n| < 1, pueden ser expresadas como condiciones
sobre la forma del potencial inflacionario V(¢) como [9, 57]

ev(6) = % <‘;(<§))) <1 (2.4.14)
y
v (P) = Mﬁ“C(—Ef)) <1 (2.4.15)

Quedan entonces plenamente establecidas las condiciones de rodadura lenta sobre el
potencial inflacionario V' (¢), las cuales muestran que éste es un potencial bastante
plano sometido a las condiciones

v, ev < 1. (2.4.16)

2.5. Monto de inflacion

El monto de inflacién conocido también como el nimero de e-folds, es una cantidad
que da cuenta de la cantidad de expansion producida durante inflacion. Usualmente se
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define como

t
N = A (2.5.1)
en donde a(t;) y a(ty) representan los factores de escala al inicio y al final de inflacién,

respectivamente. Para resolver los problemas de la cosmologia estandar se requieren
alrededor de 70 e-folds [9, 57].
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3

Inflacion vectorial con expansion
anisétropa prolongada

Datos obtenidos por la sonda WMAP sugieren la existencia de una direccion preferen-
cial en la radiacién césmica de fondo [34, 35, 36, 37, 38]. Una direccién preferencial en
el Universo primordial parece ser dificil de explicar por los modelos inflacionarios con-
vencionales, es decir, aquellos que involucran tinicamente campos escalares. Entonces,
es de vital importancia desarrollar modelos inflacionarios que brinden predicciones que
estén de acuerdo con las observaciones de la RCF.

En el presente capitulo se estudiara la evolucién del grado de expansién anisétropa,
en un modelo inflacionario [53, 54, 65, 66] en donde hay un campo escalar con masa y un
campo vectorial sin masa, y cuyo fondo es un espacio-tiempo homogéneo y anisétropo
descrito por una métrica de Bianchi tipo I en el marco de la gravedad de Einstein. En
este modelo se evaden las condiciones de réapida isotropizacion predichas por el teorema
del no-cabello césmico' al introducir un campo vectorial sin masa, con lo cual el estado
de expansion anisétropa es prolongado a la duracion completa del periodo inflacionario.
Existe una gran motivacion al estudiar este modelo, debido a que mediante anélisis
perturbativos se ha evindenciado que es el primer modelo estable de su clase [54].

3.1. Formulacion del modelo

Se estudiard un escenario inflacionario [53] en donde el campo escalar del inflatén ¢ es
acoplado a un campo vectorial sin masa A,, mediante un término cinético no candnico,

Ver apéndice B

34



y cuya accién estd dada por'

M2
S = / d4x\/—_g[ - S“R- %@(bﬁ“qﬁ —V(¢) — % FHO)Fu ™ |, (3.1.1)

en donde R es el escalar de Ricci, V(¢) es el potencial del inflatén, f(¢) es la funcién
de acople del campo del inflatén al campo vectorial y F),, es el tensor de esfuerzos para
el campo vectorial. El tensor de esfuerzos del campo vectorial es definido por

F.=0,A, —0,A, endonde F, =—-F,. (3.1.2)

De acuerdo con la generacion de estructuras a gran escala mediante modelos inflaciona-
rios vectoriales, se escoge un término cinético no candnico para el campo vectorial en la
accion (3.1.1), a través del cual se rompe la invariancia conformal, lo cual es imposible
mediante un término cinético candnico.

Gracias a la invariancia de Gauge se puede escoger Ay = 0. Sin pérdida de gene-
ralidad, se puede tomar el eje x en la direccién del vector. Por lo tanto, se toman los
campos homogéneos de la forma

A= (0,4,(2),0,0) vy ¢=0(t); (3.1.3)
asi la direccion del campo vectorial no varia en el tiempo.

Se asumird una métrica homogénea pero anisétropa del tipo Bianchi I'! para la
evolucién del fondo, con simetria residual en el plano perpendicular al valor esperado
para el campo vectorial, parametrizada en la forma

d82 — _dtZ + e2a(t) 674U(t)dx2 + e2a(t)<dy2 + dZ2> ) (314)

La escogencia de la métrica implica que la expansion generada a lo largo de x en dicho
espacio-tiempo es distinta a la de y y z.

Al emplear las Ecs. (C.0.1 - C.0.7) en la métrica (3.1.4), se pueden extraer las
siguientes conclusiones:
1. La cantidad e®® corresponde al factor de escala global.

2. El parametro de Hubble global es H = @, el cual caracteriza la razén de expansion
isétropa promedio.

iConvencién: Un punto sobre un sfmbolo (Ej: &) denota la diferenciacién respecto al tiempo, y
un simbolo primado (Ej: f'(¢)) denota la diferenciacién respecto a ¢.
iiiVer apéndice C
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3. La cantidad o(t) controla el monto de expansién anisétropa generado.
4. El escalar de shear X, que en adelante simplemente sera llamado shear, queda

definido como X = g, y representa la razén de expansiéon anisétropa promedio.

Ademas, existe una cantidad conocida como el grado de anisotropia en la expansion, el
cual es definido como el cociente entre las razones de expansién anisotropa e isoétropa
Y/H, y es de gran importancia para el andlisis del modelo inflacionario propuesto.

3.2. Ecuaciones de campo e inflacion

Definida la accién mediante la Ec. (3.1.1), el lagrangiano de materia de los campos
escalar y vectorial esta dado por

L = —% 00" — V(9) — ifz(gb)Fw,F“”. (3.2.1)

Aplicando el principio de accién estacionaria con extremos fijos, se puede encontrar la
ecuacién de campo para A,"

A+ |a+46 + 2§£§;¢ A =0. (3.2.2)
La solucién de la Ec. (3.2.2) es
A =paf (@), (3.2.3)

en donde p,4 es una constante de integracion. Sustituyendo la solucién dada por la Ec.
(3.2.3) en las ecuaciones de campo del inflatén y gravitacional de Einstein, se obtiene el
conjunto de ecuaciones diferenciales que describen el modelo inflacionario [53]Y. Reali-
zando el paralelo de este conjunto de ecuaciones con respecto a las ecuaciones obtenidas
para el modelo convencional del inflatén en el universo de FRWY! (Ecs. 1.2.3, 2.3.10 y
2.3.11), se pueden identificar las contribuciones realizadas por el campo vectorial A, y
por la cantidad de expansién anisétropa V. De esta forma, se puede reconocer a cada

una de estas ecuaciones a manera de:

VVer seccién D.1 del apéndice D.
VEn el apéndice D se presenta la obtencién detallada de las ecuaciones de campo.
ViTomando como factor de escala a = e®, de tal forma que H = ¢.
Vil as contribuciones realizadas por A, y o han sido subrayadas en las Ecs. (3.2.4, 3.2.5 y 3.2.6).
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Ecuacion de Friedmann

-2 .2 1 1'2 p_Zl -2 —4a—40
a” =0+ 2¢+Vw%%2f(@e . (3.2.4)

p

Ecuacién de Einstein espacial

. . 1 P4 . o
_ _ae2 ., ) da—do 9
6= =36+ SV (9) + gl (0 (3.2.5)

Ecuacion de evolucion del inflatén ¢

= —3a¢ — V'(¢) + puf () [ (9)e . (3.2.6)
= Ecuacién de evoluciéon de la cantidad de expansion anisotropa o
P o da—4
5 = 3 (gt 2.
b 3ac + 3Mgf (p)e (3.2.7)

La ecuacion de evolucién de la cantidad de expansion anisétropa o surge debido a
la escogencia de una métrica anisétropa del tipo Bianchi I y la presencia del campo
vectorial. Por esta razén, no existe ninguna relacién entre la Ec. (3.2.7) y el modelo
convencional del inflatén en el universo de FRW. En consecuencia, en el presente modelo
inflacionario [53] se recuperan las condiciones usuales de inflacién mediante campos
escalares en el universo de FRW, en el limite cuando ¢ = o = 0 y la contribucién del
campo vectorial es nula.

A partir de la ecuacién de Friedmann (Ec. 3.2.4), se puede notar que la expresién
dentro de los corchetes en el segundo término de la derecha, corresponde a la densidad
de energia total de los campos escalar y vectorial. Teniendo en cuenta que la densidad
de energia para el inflatén estd dada por py, = %qﬁz + V(o) (Ec. 2.3.7), se concluye que
la densidad de energia del campo vectorial es

_p_124 -2 —4a—4o0
pa =LA gt (3.2.8)

Ahora, usando las Ecs. (3.2.4) y (3.2.5) se puede hallar la ecuacién de aceleracién para
el universo, la cual estd dada por:

% + 3]\142 V(g) — DA p=2(p)eto—to | (3.2.9)

a . . .
—=da+d*=—-25"
a

3M2

Inflacién se define como un periodo en el cual 4 > 0 (Ec. 2.2.4), lo cual implica
a

—25% — !

] 1 p124 — —4a—4o
P + SMZ?V(gb) — 6M5f 2(p)e~1amt7 >, (3.2.10)
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es decir, para que inflacién ocurra se debe cumplir
V(¢) > 6M)6” + ¢ + pa. (3.2.11)

Sin embargo, cada una de las cantidades 62, ¢? y pa es positiva, lo cual significa

V(g) > 6M26*,
V(g) > ¢* (3.2.12)
V() > pa.
De acuerdo con las observaciones de la radiacién césmica de fondo y de la estructura a
gran escala, se desea estudiar la evolucién del grado de anisotropia en la expansién ¥/ H

en el régimen de rodadura lenta [9] y baja anisotropia en la expansién [34]. Teniendo
en cuenta lo anterior, se establecen condiciones suficientes para inflacion

Baja anisotropia en la expansion =—- V(¢) > 6M§d2, (3.2.13)
Rodadura lenta = V(¢)>¢* v |d] < 3H|d|, |V'()], (3.2.14)
Condicion para que se dé inflacion — V(@) > pa. (3.2.15)

A partir de la ecuacién de Friedmann (Ec. 3.2.4), junto con la condicién dada por la
Ec. (3.2.13) y la parametrizacién de la métrica de Bianchi tipo I (Ec. 3.1.4), se obtiene
que la condicion de baja anisotropia en la expansion puede expresarse en forma maéas
transparente como

Baja anisotropia en la expansion — G&>0d y a>>o0. (3.2.16)

Es decir, la razon de expansion isétropa global es mucho mayor que la razén de expan-
sién anisétropa promedio.

Al tener en cuenta las condiciones de rodadura lenta del potencial V(¢) (Ec. 3.2.14),
y la baja anisotropia en la expansién (Ec. 3.2.16), se modifican las ecuaciones de campo
(3.2.4) y (3.2.6) en la forma

s Fcuacién de Friedmann

-2 1 p,24 -2 —4da—4o
~ 5 V(o) + 2 (0)e . (3.2.17)

» Ecuacién de evolucién para el inflatén ¢

3ad ~ —V'(¢) + AL (0) f(9)e . (3.2.18)
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3.3. Escogencia de la funcién f(¢)

En el anélisis realizado anteriormente, la forma de la funcién f(¢) ha sido completamen-
te arbitraria. Se desea darle una forma especifica a ésta, con el fin de tener la expansion
anisotropa prolongada deseada.

Especificamente, se obtendrd la forma de f(¢) en el caso limite en donde se desprecia
completamente la contribucion del campo vectorial en la dinamica del inflaton. La
justificacion de este procedimiento se debe a que la anisotropia deseada en la expansion
es pequena, segtin lo muestran las observaciones [34]. De este modo, se garantiza que las
soluciones encontradas para el grado de anisotropia en la expansion estén de acuerdo con
las cotas observacionales. Asi, en este caso limite las Ecs. (3.2.17) y (3.2.18) resultantes

son
9 1

A~ R V(p), 3ad~ V(). (3.3.1)

Estas pueden acoplarsen para obtener la forma diferencial

da & V(o)
bt et (3.3.2)

la cual puede ser facilmente integrada como

[ V(9
o~ / ) ¢>d¢, (3.3.3)

en donde se absorbié una constante de integracion en la definicion de a.

Se debe encontrar la relacion entre f(¢) y V(¢) a través de o (Ec. 3.3.3), con el fin
de tener un estado de anisotropia prolongado en la expansién. Como se menciond ante-
riormente, la cantidad ¥ = ¢ corresponde a la razén de expansion anisotropa, y H = &
corresponde a la razén de expansion isétropa global; de este modo, se puede escribir la
ecuacién (3.2.7) de la forma

Y+ 3HY =

Por lo tanto, si la anisotropia en la expansién converge a un valor determinado, se tiene
que ¥ ~ 0, entonces la ecuacién (3.3.4) queda expresada como

2
3HY ~ ) 3.3.5
A partir de este resultado, se puede encontrar el grado de anisotropia en la expansion
b)) 2pA
—_— —. 3.3.6
H  9MZH? ( )
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Incluyendo las condiciones expuestas en (3.3.1), se cumple que

Y 2pa

~
~

H —3V(e)

(3.3.7)

Con el fin de asegurar que la anisotropia en la expansién sea prolongada a la duracién
completa del periodo inflacionario, la cantidad 3/ H debe permanecer constante o crecer
durante inflacion. Tomando en cuenta que ¥ = 0, se buscara que la razon

pa Pt feta?
V(o) - 2V(9) <f(¢)> ’ (3.28)

sea practicamente constante. La cantidad fuera del paréntesis del lado derecho en la Ec.

(3.3.8), evoluciona muy lentamente en el régimen de rodadura lenta y baja anisotropia
en la expansion, por ende se adopta la forma para la funcion

f(g) e, (3.3.9)

(67

debido a que la cantidad e~2* evoluciona de manera apreciable durante inflacién. Te-

niendo en cuenta la forma encontrada para a en la Ec. (3.3.3) se tiene que

V() g4

£(6) x e V@ (3.3.10)

3.4. Efecto del campo vectorial durante inflacion

En la seccién anterior, se encontrd la forma de la funcién f(¢), en el limite en donde
la contribucién del campo vectorial es nula. Ahora, se desea estudiar la evolucion del
grado de anisotropia en la expansién cuando el efecto del campo vectorial es apreciable
en la dindmica del inflaton.

Como se mencion6 anteriormente, el interés del presente trabajo se centrard en
buscar soluciones para el grado de anisotropia en la expansion, que se encuentren en
el régimen de rodadura lenta del potencial V(¢) y de baja anisotropia en la expansién
& > oy a > o. De acuerdo con esto, la forma deseada para la funcién de acople
f(#) no se debe alejar demasiado de la solucién encontrada para el modelo inflacionario
convencional del inflatén en el régimen de rodadura lenta (Ecs. 3.3.1 y 3.3.9) [53]. Por
lo tanto, serd de gran utilidad parametrizar la forma encontrada para f(¢) como

f(d) ce2ee, (3.4.1)

en donde c es una constante. Con el fin de tener una anisotropia en la expansion creciente
durante el periodo inflacionario, se tiene que ¢ > 1. De lo contrario, es decir si ¢ < 1,
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se tendria un rapido decrecimiento de la densidad de energia del campo vectorial (Ec.
3.2.8), lo cual no es lo deseado.

En adelante, se asumira un potencial

1
V(9) = 5m*¢", (3.4.2)
en donde m representa la masa del inflatén ¢. Con esta escogencia, la funcién f(¢)

toma la forma especifica
_C_42
£(o) = em3”. (3.4.3)
Con la definicién explicita de la funcién de acople f(¢), la densidad de energia para el
campo vectorial (Ec. 3.2.8) es

Co?

Pi S
=Ae MPeteTio, (3.4.4)

PA 5

Teniendo en cuenta la condiciéon de baja anisotropia en la expansiéon & > 6y a > o

se tiene ) .
- Y ¢2—4a
pan Bl A (3.4.5)

Dada la forma de V' (¢) y f(¢), entonces la ecuacién de campo del inflatén (Ec. 3.2.18)
resultante es

2 C 2
Lo cp ——=50°—4a
3ad ~ —m2p + ﬁg pe M : (3.4.6)
p
Si la contribucién por parte del campo vectorial A, es comparable con la derivada con
respecto a ¢ del potencial V(¢), entonces se encuentra que los términos de la derecha
en la Ec. (3.4.6) son comparables, es decir

m?*~ —Ae M : (3.4.7)

Con esto presente, se desea comparar la densidad de energia del campo vectorial pa
con el potencial del inflatén V(¢), con el fin de analizar si la contribucién por parte del
campo vectorial en la ecuacion de Friedmann es importante. Se define la razén entre

pay V(9) como
])_1246—]\/%%9{)2—404

_ Pa 2

R = = ) 3.4.8
G R—— 345

2

Utilizando el resultado de la Ec. (3.4.7) se tiene

M2

p

~—. A.

R 2 (3.4.9)
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De acuerdo con la definicién de a en (3.3.3), junto con la forma del potencial V' (¢), el
numero de e-folds es

o

M2’
en donde ¢; representa el valor del campo del inflatén en el inicio de inflacién. De
acuerdo a las escalas observadas en la radiacién césmica de fondo N 2 O(100) [9],
por lo tanto si desde el inicio de inflacién el campo vectorial tuviese una contribucion

(3.4.10)

apreciable a la dindmica del inflatén entonces
R <1072 (3.4.11)

Por estd razon, el efecto de la densidad de energfa en la ecuacién de Friedmann (3.2.17)
es despreciable. En conclusién, aun cuando el efecto del campo vectorial sea apreciable
para la dindmica del inflatén (Ec. 3.4.6), la densidad de energia del campo vectorial p4
es despreciable con respecto al potencial del inflatén V(¢). Es decir, las ecuaciones de
interés para la dindmica inflacionaria son:

s Ecuacién de Friedmann

2 42
a2 Z]\Z . (3.4.12)
p
» Ecuacién de evolucién para el inflatén ¢
. 2 —C ¢2—da
346 ~ —m?g+ L ge p? e (3.4.13)
p
Estas dos ecuaciones pueden acoplarsen para obtener
d 2 2 _C 2_4q
% — —on? 4 SPATET T (3.4.14)
la cual puede ser integrada como
—C ¢24a m2M2 c—1
e M° = %{1 +De‘4(c‘1)“}, (3.4.15)
c2py

en donde D es una constante de integracién. Debido a que se estd considerando ¢ > 1,
la Ec. (3.4.15) rdpidamente converge a
I L % (3.4.16)
C"D4
Cabe destacar que a partir de este resultado y de la forma especifica para la densidad
de energia del campo vectorial (Ec. 3.4.5), se concluye que p4 es casi constante.

A su vez, reemplazando el resultado de la Ec. (3.4.16) en la ecuacién para la dindmica
del inflatén se tiene
m2¢

c

30'@%—

(3.4.17)

42



3.5. Grado de anisotropia en la expansion

La ecuacién de evolucién para la cantidad de expansion anisétropa o

2 C .2
pA *]MQd) —4a
e “r . 3.5.1
3M}? ( )

0+ 3a0 =

Para encontrar el grado de anisotropia en la expansién ¥/ H, se considerard que 6 <<
ao, es decir, la cantidad de expansion anisétropa en la expansion evoluciona lentamente
durante el periodo inflacionario. De esta forma

P4 C $2_4q

3ac ~ —Ae M (3.5.2)
3M2

Nuevamente, utilizando las definiciones ¥ = ¢ y H = @, se puede expresar el grado de
anisotropia en la expansién como

—C 92 4a
Y phe M
E % Wc (30503)
p

Ademéds, utilizando el resultado encontrado en la Ec. (3.4.16) se puede expresar el grado

de anisotropia mediante ,
2 A1) (3.5.4)
H 3c2p?
Este resultado es muy importante ya que muestra que la anisotropia crece durante el
periodo inflacionario, y ademas lo hace més abruptamente hacia el final de inflacion,
debido a que el valor para el campo del inflatén decrece a medida que el periodo

inflacionario va transcurriendo (Fig. 3.1).

El grado de anisotropia en la expansion puede ser relacionado con el parametro de
rodadura lenta e. Al acoplar las ecuaciones de campo (3.2.4) y (3.2.5) en el régimen de
rodadura lenta y baja anisotropia en la expansion, se obtiene

) P Py —Geraa
N — — 2 : 3.5.5
) VERREY VE (3.5:5)
Asi, el parametro de rodadura lenta € viene dado por
c=_ L _ Y _ 2 (3.5.6)

H2 a2 cp?’

en donde se han utilizado los resultados obtenidos en las Ecs. (3.4.12), (3.4.16) y (3.4.17).
De esta manera, dada la forma encontrada para el grado de anisotropia en la expansion
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Figura 3.1: Evolucién del grado de anisotropia en la expansién para diferentes valores
del pardametro ¢ = 1,1; 1,2; 1,5; 2 (Orden ascendente).

(Ec. 3.5.5) y el resultado encontrado para el pardmetro de rodadura e (Ec. 3.5.6) se
obtiene

H ™~ 3¢ ©
Este resultado es muy importante ya que esta de acuerdo con las cotas observacionales
provenientes de la radiacién césmica de fondo (X/H < 107!) [34]. El grado de aniso-
tropia en la expansién puede ser relacionado con la razén R entre pa y V(¢) (Ecs. 3.4.8
y 3.4.12) como

S e—1
~ S e (3.5.7)

> 2

— =~ =-R. 3.5.8

773 (3.5.8)
El valor al final de inflacién para el parametro de rodadura lenta ¢ es del orden de 102
[9], de tal forma que el valor para el grado de anisotropia en la expansion (Ec. 3.5.7) al

A partir de este resultado, se puede encontrar el valor de la razén R al final de inflacién
Ry~ 1072 (3.5.10)

Teniendo en cuenta el resultado obtenido en la Ec. (3.4.11), para el caso en el que
el efecto del campo vectorial es apreciable durante inflacién, se puede concluir que
realmente al inicio del periodo inflacionario la contribucién por parte del campo vectorial
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a la dindmica inflacionaria era despreciable, es decir R; < 1072; de otra forma no habria
concordancia con el resultado obtenido en la Ec. (3.5.9).
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Conclusiones

Con el fin de explicar una posible direccién preferencial en el universo primordial, se
analiz6 un modelo inflacionario [53], en donde estdn presentes el campo escalar del
inflaton y un campo vectorial sin masa, acoplados mediante un término cinético no
canonico, en un fondo homogéneo pero anisétropo descrito por una métrica de Bianchi
tipo 1. Mediante el principio de accién estacionaria con extremos fijos se encontraron
las ecuaciones de campo, a través de las cuales se estudié la dinamica inflacionaria.
Con las ecuaciones de campo establecidas, se identificaron las contribuciones por parte
del campo vectorial A, y de la cantidad de expansién anisétropa o, gracias a una
comparacion con las ecuaciones convencionales para inflacion mediante campos escalares
en el universo de FRW. De manera notable, se pudo identificar claramente la densidad
de energia del campo vectorial (Ec. 3.2.8). A partir de la ecuacién de aceleracién para el
universo (Ec. 3.2.9) se definieron las condiciones para que inflacién ocurra (Ec. 3.2.11).
De acuerdo con las observaciones [34], se plantearon las condiciones de rodadura lenta y
baja anisotropia en la expansién (Ecs. 3.2.14 y 3.2.16), y conforme a éstas se realizaron
todos los andlisis posteriores.

Se determiné la forma de la funcién de acople f(¢), en el limite en donde el efec-
to del campo vectorial es completamente despreciable. A partir de este resultado, se
parametrizo la funcién f(¢) para el caso en donde el efecto del campo vectorial no es
despreciable. Posteriormente, se analizo la contribucién por parte del campo vectorial
a la ecuacién de evolucién del inflatén para un potencial de la forma V(¢) = m?¢?/2,
encontrandose que aun cuando el efecto del término proveniente del campo vectorial sea
comparable al de la derivada del potencial V' (¢) en la dindmica del inflatén, el potencial
del inflatén V' (¢) domina sobre la densidad de energia del campo vectorial (Ec. 3.5.10).

Como resultado final, se encontré que el grado de anisotropia en la expansion esta da-
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do por
Y 2M2%(c—1
W e—1) (3.5.11)
H 3c2p?
de donde se deduce que el grado de anisotropia en la expansiéon crece durante el periodo
inflacionario (Fig. 3.1), debido a que el campo del inflatén ¢ disminuye a medida que
inflacion va transcurriendo. Ademas, se encontré la relacién entre el grado de anisotropia
y el parametro de rodadura lenta ¢
Y e—1

0~ 3¢

(3.5.12)

lo cual estd de acuerdo con las observaciones de la radiacion césmica de fondo [34], per-
mitiendo demostrar que el monto de expansién anisétropa generado al final de inflacién
es coherente con la suposicién de baja anisotropia en la expansion, pero que a su vez
no es despreciable. Por lo tanto, se concluye que es posible dar una explicacion de una
posible direccién preferencial en nuestro Universo.
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Apéndices
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A

Obtencion de las ecuaciones de
campo de Einstein en el universo de

Friedmann-Robertson-Walker

Las ecuaciones de campo de Einstein pueden ser expresadas en la forma [63]
R, = —87GS,, (A.0.1)

en donde R, es el tensor de Ricci definido como

ory, or, . i
= —ax,ﬂ - a;k + T, 10, =TT, (A.0.2)

y S estd dado en términos del tensor de momentum-energia mediante

1
S/J,V = T/uz - §g,u,uT)\)\- (AO?))

Las cantidades I'* _ son llamadas conexiones afines y se definen como
VR

1 89)\1/ 39,\,{ 39%
Bo— ZghA — . A.0.4
v 2g ok oY oz ( )

Teniendo en cuenta la forma de la métrica (Ec. 1.1.2) y el tensor de momentum-energia
(1.1.8) en el universo de FRW las conexiones afines son

Fgo = Féo = ng =0,

F?j = aagij,
r d(; (A.0.5)
()j - 9 179
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Las cantidades g;; y I' ;"z representan la métrica y las conexiones afines puramente espa-
ciales, definidas como

(] - ,
oY I, = Kga'. (A.0.6)

ARy

Teniendo ya definadas las conexiones afines diferentes de cero, se pueden calcular las
componentes del tensor de Ricci

Ry = Ry = 0, (A.0.7)
Ry = %?o +T4,1, = 3% (A.0.8)
arllzi arfj 8F?j 0 1k k 10 I 1k k1l 0 1!
R;; = e | ok + BN + |:FiijO+FiOij+Fikrjl:| - |:Fz'jrkl +FijFOl:|
= — {2}( +a® + ad] Gij- (A.0.9)

Por otra parte se necesitan calcular las componentes del tensor S, definido mediate la
Ec. (A.0.3). Para llevar a cabo esto se toma en cuenta la forma del tensor de momentum-
energia (Ec. 1.1.8). Teniendo en cuenta lo anterior se obtiene

Sio =0, (A.0.10)
1/ 0 1 1
500:T00+§ " +T% :P+§<3P—P):§(P+3p)7 (A.0.11)
Lo ol gk 0 2 ~ Ly 1 2~
Sij =Ty — 590" T + T | = a’pgi; — 5a 9i;(3p —p) = §(P —p)a”gi. (A.0.12)
Por lo tanto las ecuaciones de campo de Einstein para el universo de FRW son :
2K 2a® a4
3d
— = —4xG(p + 3p). (A.0.14)
a
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B

Teorema del no-cabello cosmico

El teorema del no-cabello césmico hace referencia a la rapida isotropizacién de uni-
versos homogéneos pero anisétropos dominados por una constante cosmoldgica o un
campo escalar en la fase de rodadura lenta en el marco de la gravedad de Einstein. Los
principales modelos estudiados han sido los espacio-tiempos de Bianchi [42, 43, 44, 67,
68, 69, 70, 71, 72].

Este teorema es de vital importancia en inflacion, porque hace predicciones sobre la
evolucién cosmoldgica de una fase inflacionaria que comienza en un universo anisétropo.
El teorema establece que si se cumplen las condiciones dominante y fuerte para la
energia, las cuales pueden ser enunciadas respectivamente como [42, 43, 44]:

T,lt] = T, t"t" > 0, (B.0.1)

1
Ty[t] = (TW - §Tgw,>t“t” > 0, (B.0.2)

en donde 7}, es el tensor de momentum-energia y t# es un vector unitario tipo tiempo,
cualquier fase inflacionaria iniciando en un espacio-tiempo anisétropo descrito por una
métrica de Bianchi, sin importar si es dominada por una constante cosmoldgica o un
campo escalar, evolucionard exponencialmente hacia el espacio-tiempo de FRW, el cual
es homogéneo e isétropo (Véase Sec. 1.1). De esta forma, la isotropia del universo es
una prediccién para periodos inflacionarios dominados por campos escalares en la fase
de rodadura lenta [42, 43, 44].
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C

Geometria del espacio-tiempo de
Bianchi tipo 1

Los espacio-tiempos de Bianchi tipo I son los modelos mas simples de universos ho-
mogéneos pero anisétropos [73, 74, 75].

Los modelos de Bianchi tipo I permiten diferentes factores de expansién en tres
direcciones ortogonales. En coordenadas cartesianas comoviles, la métrica adquiere la
forma general

3
ds® = g datde” = —dt* + > X7 (t)(da')?, (C.0.1)
i=1
en donde los X; representan los factores de escala para cada una de las tres direcciones
ortogonales. Mediante esta métrica se puede recobrar la métrica de FRW, para el caso
en que los tres factores de escala son iguales.

Se puede definir un factor de escala global (o promedio), definido por:
alt) = [X () Xa () X (1)) /2, (C.0.2)
el cual caracteriza la expansién global. Esto permite escribir la métrica (C.0.1) como
ds® = dt* + a®(t)v,;(t)dz'dx? . (C.0.3)

La métrica espacial v;; es la métrica sobre lonjas de tiempo constante. Estas pueden
descomponerse como [75]:

74 (t) = exp[2[;(t)]0;, (C.0.4)

en donde f3;(t) no son las componentes de un vector, luego no estan sujetos al convenio
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de sumaciéon de Einstein. Sin embargo, deben cumplir con la restriccion

3
Zﬁi = 0. (C.0.5)

Como definiciones importantes que facilitaran la comprensién de las secciones siguientes,
se tiene que el tensor de shear viene descrito por [40, 75]

I .
y el escalar shear Y como
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D

Obtencion de las ecuaciones de
campo para el modelo inflacionario
vectorial

La accién descrita a través de la Ec. (3.1.1) puede ser escrita de forma conveniente
como
2

M 1 1
S = / d*z/—g [ — TPR — §g“ﬁaa¢aﬁ¢ —V(g) — 1 F(0)g*P " FopFsy | (D.0.1)

A su vez, el lagrangiano de materia para los campos escalar y vectorial es

1 1
L = =59 000030 = V(9) = 11%(6)9°° 9" Fay Fio- (D.0.2)
De acuerdo a la parametrizacién de la métrica de Bianchi tipo I, descrita mediante la
Ec. (3.1.4), sera util expresar el elemento de linea en la forma:

ds® = —dt* + A(t)da* + b*(t)[dy* + d2?], (D.0.3)

en donde
c=e""% ph=et. (D.0.4)

Teniendo en cuenta lo anterior, las componentes covariantes y contravariantes de la
métrica quedan definidas respectivamente como

goo = —1,
goi =0, 1=1,2,3.

g = 2 = e2ao,

Gap = (DO5)

12 2042
Go2 = g3z = b® = e**T27,
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0i .
o )9 =0, = 1,2, 3.
g*P = D.0.6
gl = c% — 200 ( )
22 33 _ 1 —2a—2¢

Por lo tanto, el determinante de la métrica es definido mediante la expresion

g = det(gas) = goo - g11 - Gz - gz = —e*®. (D.0.7)

D.1. Ecuacién de campo para A,

De acuerdo con el principio de accién estacionaria con extremos fijos, la ecuacién de
campo vectorial se determina a través de

%), (/%)
=0 (%o ) =0 (D

Dada la definicién para el lagrangiano de materia (Ec. D.0.2) se tiene que

O—9%n) _
=0 (D.1.2)

Por otra parte

(9 - ag/ﬂm 1 « loa v v v v
OW=9Zn) _ 1 /=g (¢)g*? g [(555p — 8404) Fao + Fop (0507 — 5&%)}

2(0,A,) 1
1 vo 14 ag o 14 (07 %
- _Z\/__ng(qb) [9“[39 Fso — g"° 9" Fao + g™ 9" Fop — g g””Fap}
= —V=9*(0)9" 9" Fso. (D.1.3)

Reemplazando D.1.2 y D.1.3 en D.1.1, se encuentra la ecuacién de campo para A,

0,(V=9L(6)g" 5" F) = 0. (D.1.4)

Las cantidades g*°, f2(¢) y Fs, dependen tinicamente del tiempo. Por lo tanto, se puede
expresar la ecuacion de campo vectorial como

0 (V=9f*(¢)9"g" For) = 0.

Sustituyendo las componentes de la métrica y el tensor de esfuerzos se obtiene
Do [€3af2(¢>( —1)e 27 (A1 — 31140)] =0,

61



la cual puede ser expresada de forma conveniente mediante

d

S (@) Ay) = 0.

Al realizar la derivacién con respecto al tiempo se tiene

@) o] L dA
{Qf(¢)¢+oz+4a}/h+ =0 (D.1.5)

Esta ecuacién diferencial puede ser facilmente integrada como

‘%1 _ _/ (a+4d+2j;/((z))d3) dt,

obteniendo asi que
InA; = —a — 40 +In f72(¢) + cte.

Por consiguiete, la solucién de la ecuaciéon de campo para A, es
FOl = Al = pAf72(¢)€7a74U, (D16>

en donde p4 es la constante de integracién.

D.2. Ecuacién de campo para el inflatéon ¢

Aplicando el principio de accién estacionaria con extremos fijos, se puede encontrar la
ecuacion de campo para el inflatén ¢

o 3%n) (0(\/—_9$m)) _0 (D.2.1)

9¢ 9(0u0)

A partir de la definicién para el lagrangiano de materia (Ec. D.0.2), se pueden resolver
cada uno de los términos en la Ec. (D.2.1), de esta forma

%ﬁﬁn) = —V=gV'(¢) - %\/—_gf(@f’(@gaﬁg”FapFﬁg. (D.2.2)

Por otra parte

OW=9Ln) _ L = asgug s L =g 00
a(au¢) - 2\/_99 558/5¢ 2\/_gg aa¢5g

1 1
= —5\/—_99“636615 - 5\/—_99a” o
= —v/—=99"059. (D.2.3)
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Por lo tanto, al reemplazar los resultados obtenidos en las Ecs. (D.2.2 y D.2.3), la
ecuacion de campo para el inflatén queda determinada por

L
NS

Teniendo en cuenta que las cantidades sélo dependen del tiempo, la Ec. (D.2.4) queda

0,(V=99"056) = V'(6) = 3/ (099" FuyFop =0, (D24)

expresada como

1 1
S200(eg"h0) = V'(0) = 37(0)f (6)g"g 2, = 0

Al reemplazar los valores de las componentes de la métrica (Ec. D.0.6) y la solucién de
la ecuacién de campo para A, (Ec. D.1.6) se obtiene

1 s S3a ] P —2a—40 - —2a—80
— o5 (3a€70 4+ €¥0) = V() — f() [ (9)(=1)e ™ A f T @) = 0.
En consecuencia, la ecuacion de campo para el inflatéon ¢ es

¢+ 3cd+ V'(¢) = Pif () f/(¢)e . (D.2.5)

D.3. Obtencién de las ecuaciones de campo de Eins-
tein

Las ecuaciones de campo de Einstein pueden ser expresadas en la forma
R, = —87GS,, (D.3.1)

en donde R, es el tensor de Ricci (Ec. A.0.2) y S, estd dado en términos del tensor
de momentum-energia (Ec. A.0.3).

D.3.1. Obtencién del tensor S,,

El tensor S, estd dado en términos del tensor de momentum-energia mediante

1
S =T, — Eg,wT’\/\. (D.3.2)

Por esta razon, se deben calcular las componentes y la traza del tensor de momentum-
energia. A través del principio de accién estacionaria con extremos fijos, el tensor de
momentum-energia es definido como

0%,

T/u/ = gul/gm - 2@7

(D.3.3)
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en donde

0%, 1 1
m _ _ —sagB T r2 a B po af o
G = ~301000u0050 — 1 1(6) 3100677 + 9° 0107 | Fup o

1 1
B P

1

1
= D) 90, — §f2(¢>9pUFupFW>

ademas

1 1
gL = _§9Wgaﬁaa¢aﬁ¢ - gWV(qb) - Zf2(¢)gul/ga’39paFapFﬁU'

En consecuencia, el tensor de momentum-energia es

1 (0% 1 (e loa

T;w = - éguug 5aa¢aﬁ¢ - guuv(¢) - Zf2(¢>guug ng FapF,Ba
+ aﬂ(ﬁaﬂb + f2(¢)gnguva0

Ahora, se requiere encontrar la traza del tensor de momentum-energia

T)\)\ = gHAT/{)\

1
= g™ 00000 + [*(0)g" 9" FropFro — 59“%9‘” Da 0030

1
— gV (h) — ZfQ(qb)g“gmg“B 9" FopFso
= — g™ 0.0\ — 4V (9).

Entonces resulta que

Sy = 0,00,0 + gV () + [(0)g" FupFro — 1
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_fQ((b)glwg ng FapFBcr-

(D.3.4)

(D.3.5)

(D.3.6)

(D.3.7)
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Las tnicas componentes diferentes de cero en S, corresponden a las componentes
diagonales Spg, S11, S22 v 933, las cuales se calculan a continuacion:

Soo = (5()(25)2 + 900V (0) + f2(6)9" FopFoo — if2(¢)googaﬁngangg
= V() + PO FA+ (002079 B
= - V(0) + 3 P(0)9" F

= B V() + S L@ A @)

= § - V(6) + s @)e (D.3.9)
Six = guV(6) + L0 FiyFro — 12 (0)g10™ 9% Fap o

= guV(9) + Py~ 1 (D)an2e™s B

= V() F6) R

= Y (g) - LA O)fH@)e

= Y (g) P @) (D.3.10)
Sn2 = 922V (0) = £ f*(0)9229°7 9 Fap Fso

= g2V (9) = £ f*(0)92229" 9" Iy

= 922V (0) + 5 1*(9)g229" I

= PV (9) 4 3 PO [ (g2

= V(@) + =pif 2 (g)e . (D.3.11)

Existe una simetria en el plano y — z debido a la escogencia de la métrica de Bianchi
tipo I (Ec. 3.1.4), por lo tanto Ssy = Sss.
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D.3.2. Obtencién del tensor de Ricci R,

El tensor de Ricei estd definido como

ors or . ,
= 87;‘ — a—;% + ijrM — Fjwrm, (D.3.12)

en donde las cantidades I'¥_ son llamadas conexiones afines

[ lgu)\ ag)\l/ ag)\n agun

vr = 3 pp e o | (D.3.13)

Teniendo en cuenta las componentes covariantes y contravariantes para la métrica g,
(Ecs. D.0.5 y D.0.6), se pueden calcular las conexiones afines

1
Fgo = 590/\[9/\0,0 + 9x0,0 — Goo,] = 0. (D.3.14)
i L
oo = 59 (9200 + 9200 — goo.a] = 0. (D.3.15)
1
ng = 590/\ [920,i + 9xni0 — Goin] = 0. (D.3.16)
J 1 A
Lo = 59 (920 + 9rio — Goi]
1 il
= 59 (910, + Gii,0 — Goi]
1 .
= §gﬂgli,0~ (D.3.17)
0 1 oA
I = 29 (975 + 9rii — Gijal
1
= 5900 (90,5 + 90j.i — Gij,0)
1
= —5(—9@',0)- (D.3.18)

i 1 A
I = 59 Mgt + g — i)

|

1
= 59 Imiji + Gmlj — Gjtm]
=0. (D.3.19)
Asi, las componentes diferentes de cero se reducen a:

¢ b
Iy, = = Ig, =T5s = b (D.3.20)
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Y =ce, 19, =% = bb. (D.3.21)

Ahora, habiendo calculado las conexiones afines, se pueden calcular las componentes
del tensor de Ricci

= 2 (Tl + T30 + T50) + (Tor)* + (T62)” + (Tg)”
d b 2\ 2 B\
C
dt( +2b>+<5) -1—2([—))
. . . 2
Ge—c  bb—b? &\ 2 b
= 2 = 212
c? * b2 +(c> * <b>

= (4 —26)+ (& —20)° — (@ —20)> +2{(d+6) + (¢ +6)* — (¢ +5)*}
+ (& —26)% + 2(& + 6)?
= 3d + 34% + 65°. (D.3.22)

0 0
or ol
= %1‘41_%4_ F())\JF?A - Féiria
0 0

00’ i0 + F%UFZ Egz/FS:_ ]'—%ZF;TU

. 0 . 0
— D3P+ T — B0 TP
=0

(D.3.23)

(D.3.24)
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Ry Z%WX— sz,\("‘ Uiy — 1515
0 o 9o
_ 10 0 pm . ol 0 I ij
_/iﬂ/P?:—i_ Um0 + Tiol — Uit — 90

o ey, - Ty
orY

_ 10 m I 70 0 m ?,
or.
Ri = T, + Dol — T T, — 53
0 11 1 10 0 1 2 3 8F(1)1
- F11F10 + F10Fll - 1_‘11(FOI + F02 + F03) - W
= b
=2¢* —ac (£+5) — (¢* + ¢f)
2cch
:2@2—(32—%—(&2“@)
2cch
=—-————cCC
b
= [~ + 2d — 3&° + 6ad)e** 7. (D.3.26)
0 12 2 10 0 1 2 3 8F(2)2
R22 = I‘221120 + F20F22 - I“22(F01 + I‘02 + F03) - 87;0
=2b% —bb <9 + 2—) — (b* + bb)
c b
) bb¢ ) ) .
=20 — 25 9l —i? —bb
C
bbe . .
L
C
=T [4% + a6 + 267 — 24° — 466 — 24° — & — 5]
= e? M7 G — 5 — 3&% — 3a0]. (D.3.27)

Debido a la simetria presente en la métrica Ros = R33; ademés las componentes no
diagonales del tensor I?;; son iguales a cero.
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D.3.3. Ecuaciones de campo gravitacional de Einstein

Con las componentes ya definidas para el tensor S, y el tensor de Ricci R, las
ecuaciones de campo de Einstein resultantes son

d+a*+20° = _SLMI? {& - V(g) + %fféb) 640140} : (D.3.28)
. . .9 .. 1 1 p?él —4a—40
—& — 6 —34* — 3ao = i [V(gb) + %fff;)e—‘*a—‘*ff} : (D.3.30)

Mediante combinaciones entre estas ecuaciones, se pueden encontrar las ecuaciones
expuestas en el modelo inflacionario (Ecs. 3.2.4, 3.2.5 y 3.2.7).
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