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Resumen

Titulo: Algunos aspectos tedricos del espacio CI[0,1].
Autor: Nykoll Vanessa Garcia Gonzalez.
Director: Michael Alexdnder Rincon Villamizar.

El presente trabajo aborda de manera detallada diversos aspectos tedricos del espacio C|0, 1], en-
tendido como el conjunto de funciones continuas definidas sobre el intervalo cerrado [0,1] y con
valores en los nuimeros reales. En primer lugar, se presentan las propiedades fundamentales que
caracterizan a este espacio cuando se dota de la norma del supremo, destacando su estructura
como espacio normado y su completitud, la cual le confiere un papel central dentro del analisis
funcional. Posteriormente, se examina la topologia inducida por dicha norma, haciendo énfasis en
cémo esta determina la forma en que se comportan las sucesiones y las funciones dentro del espacio.

Adems4s, se desarrolla un estudio de la convergencia uniforme, resaltando su relevancia tanto en la
comprension de la estructura topoldégica de C[0, 1] como en la formulacién de resultados clasicos
del analisis. Se discuten ejemplos y situaciones donde este tipo de convergencia resulta indispensa-
ble para garantizar la continuidad de ciertos operadores o la estabilidad de propiedades funcionales.

Finalmente, se expone el enunciado del teorema de representacion de Riesz para espacios de fun-
ciones continuas, presentando su interpretacién, sus implicaciones tedricas y algunos elementos de
su aplicacién. Se enfatiza la importancia de este teorema en la caracterizacion de los funcionales
lineales continuos definidos sobre C[0,1] y en la conexién profunda que establece entre dichos fun-
cionales y las medidas regulares de Borel. En conjunto, estos elementos permiten mostrar la riqueza
estructural del espacio C|0, 1] y su relevancia dentro del marco del analisis funcional moderno.

Palabras clave: Espacio funciones continuas; norma del supremo; convergencia uniforme; topo-
logia; espacio normado; teorema de representacién de Riesz; andlisis funcional.



Abstract

Title: Some Theoretical Aspects of the Space C[0,1].
Author: Nykoll Vanessa Garcia Gonzélez.
Advisor: Michael Alexdnder Rincon Villamizar.

This work provides a detailed examination of several theoretical aspects of the space C0,1], un-
derstood as the set of continuous real-valued functions defined on the closed interval [0, 1]. First, it
presents the fundamental properties that characterize this space when endowed with the supremum
norm, highlighting its structure as a normed and complete space and underscoring the central role
it plays within functional analysis. Subsequently, it explores the topology induced by this norm,
emphasizing how it governs the behavior of sequences and functions within the space.

The study also includes an analysis of uniform convergence, emphasizing its importance for un-
derstanding the topological structure of C|[0, 1] and its connection with classical results in analysis.
Examples and situations are discussed in which this type of convergence becomes essential for en-
suring the continuity of certain operators or the preservation of functional properties. Finally, the
work presents the statement of the Riesz representation theorem for spaces of continuous functions,
discussing its interpretation, theoretical implications, and elements of its application. Special at-
tention is given to the significance of this theorem in the characterization of continuous linear
functionals defined on C[0, 1], as well as to the deep connection it establishes between such functio-
nals and regular Borel measures. Altogether, these components highlight the structural richness of
the space C|0, 1] and its relevance within the broader framework of modern functional analysis.

Keywords: Space of continuous functions; supremum norm; uniform convergence; topology; nor-
med space; Riesz representation theorem; functional analysis.



Introduccion

La teorfa de espacios de Banach es la rama del Andlisis Funcional que estudia las propiedades
analiticas y topolégicas de los espacios de Banach. Un espacio clédsico estudiado en esta teoria es el
espacio de funciones continuas sobre un intervalo compacto [0, 1], esto es,

Cl0,1] ={f:[0,1] = R : f es continua [0, 1]}.
Dada f € C[0,1], la norma de f es por definicién || f|«c = sup |f(z)|. Es conocido que
z€[0,1]

(C[0,1], | - ||) es un espacio de Banach. El objetivo general de este trabajo es estudiar algunas
propiedades analiticas y topoldgicas del espacio C[0, 1]. Especificamente, queremos:

1. Describir el espacio dual topolégico de C[0, 1];

2. Dar una condicién para que un subespacio cerrado de C|0, 1] contenga solo funciones conti-
nuamente derivables;

3. Dar una condicién para que dado un subespacio cerrado S de C|0, 1], el operador identidad
T:feSw— fe(C[0,1],] - ||2) sea continuo, es decir, existe ¢ > 0 tal que ||f]| < c||f]|2 para

1
cada f € S, donde ||f|2 = / f(2)]? da.
0



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se dan las definiciones basicas y los resultados que se usaran en el desarrollo del
trabajo.

1. Espacios de Banach

Definicién 1.1. Un espacio normado es un par (X, || - ||), donde X es un espacio vectorial sobre
un cuerpo Ky || - ||: X — [0,00) es una norma, es decir, una funcién que satisface las siguientes
propiedades para todo r,y € X y A € K:

1. No negatividad: ||| >0, y ||z|| =0 si y solo si x = 0.
2. Homogeneidad: ||Az| = |A| - =]
3. Desigualdad triangular: ||z + y|| < ||z| + ||y]|-

Definicién 1.2. Una sucesion (2, ),en en un espacio normado (X, || -||) es de Cauchy si para todo
€ > 0, existe N € N tal que para todo m,n > N se cumple:

|xm — xnl|x <e.

Un espacio normado (X, || - ||) es de Banach si toda sucesiéon de Cauchy en X converge a un
elemento de X.

Definicion 1.3. Un operador lineal T: X — Y entre espacios normados se dice acotado si existe
C > 0 tal que:
ITflly <C|flx paratodo f € X.

La norma de T se define como:

1T} = sup{lITflly = [Ifllx <1}

Definicion 1.4. Sea X un espacio de Banach sobre R. El espacio dual topolégico X* de X es
el espacio de todas las funciones lineales y continuas de X en R, es decir,

X*:={F: X - R| F es lineal y continuo} .

La norma de este espacio es la dada como en la Definicién 1.3, esto es,

[ := sup{[F(z)[ : [lz] <1}



Proposicién 1.5. Sea (X, || -||) un espacio normado entonces (X*,|| - ||+) es un espacio de Banach

Demostracion. Veamos que dada una sucesiéon de Cauchy (f)nen en X*, existe f € X* tal que
fn — fen X*. Para cada z € X, consideremos la sucesién ( f,,(x))nen. Mostremos que esta sucesion
es de Cauchy en R. En efecto, para n,m € N, se tiene que

|fo(@) = fm (@) = |(fn = fr) (@) < [ fn = Fonlls - (]

Como (fy) es de Cauchy en X*, dado ¢ > 0, existe N € N tal que para todo n,m > N se cumple
que || fn, — fml|/+ < €. Por lo tanto, (f,(x)) es Cauchy en R, y como R es completo, existe

F() = Tim fu(a).
n— o0
Esto define una funcién f : X — R. Veamos ahora que f € X*, es decir, que f es lineal y acotado.
= Linealidad: Sean z,y € X y o € R. Entonces:

fla+ay) = lim fu(z +ay) = Hm (fo(2) +afa(y)) = f2) +af(y).

» Continuidad: Como (f,) es de Cauchy, existe M > 0 tal que || f,||« < M para todo n € N.
Entonces, para todo x € X,

|f(x)] = lm |fn(2)| < Hmsup || foll - [[2] < M|
n—oo n—o00
Por tanto, f es acotado, es decir, f pertenece a X*.

Finalmente, mostraremos que f, — f en X*. Sea ¢ > 0. Como (f,) es de Cauchy, existe N € N tal
que para todo n,m > N, se cumple:

an - fm”* <e.

Entonces, para x € X con ||z|| <1,

[fn(@) = frn (@) < [ fn = Fnll - 2]l < e

Sin > N es fijo, tomando el limite cuando m — oo, se obtiene:

|fn(z) — f(x)] <& paratodo z € X con ||z| <1,

lo cual implica que

[fn = fll« = sup [fu(z) = f(z)] <e.

llxll<1
Por tanto, f,, — f en X*, lo que prueba que X* es completo. ]
Definicién 1.6. Dos espacios de Banach (X, | - ||x) v (Y,]] - |ly) se dicen isométricamente

isomorfos si existe un operador lineal biyectivo T: X — Y que preserva normas, es decir,

|T(x)|ly = ||z||x, paratodoz e X.

En este caso, T se llama una isometria lineal, si X y Y son isométricamente isomorfos se escribe
Xy,



Definicion 1.7. Sean X y Y espacios normados, y T: X — Y un operador lineal. Decimos que la
gridfica de T es cerrada si el conjunto:

IT)={(z,T(z)) e XxY |z e X}
es cerrado en el espacio X x Y, dotado de la siguiente norma:

1z, 9)lxxy = [lzllx + llylly-

A continuacién enunciaremos el teorema de la grafica cerrada. Una demostracién se encuentra en
FABIAN ET AL (2011, P. 67).

Teorema 1.8. Sean X y Y espacios de Banach y sea T un operador de X y Y. Entonces T es un
operador acotado si, y solo si, su grafica T'(T) es cerrada en X XY

El préoximo resultado es la versién analitica del Teorema de Hahn-Banach . Una prueba de esto
se puede encontrar en FABIAN ET AL (2011, P.55).

Teorema 1.9. Sean X un espacio normado, Y C X un subespacio, y f: Y — R un operador lineal
y continuo. Entonces, existe un operador lineal y continuo f: X — R que satisface:

1. f(y) = f(y) para todo y € Y.
2. | fllx= = I £lly=,

donde || - ||x+ y || - ||ly+ denotan las normas en los espacios duales de X y'Y, respectivamente.

2. El espacio Ca, b)
El conjunto Cfa,b] consiste en todas las funciones continuas definidas en el intervalo [a,b] y con
valores en R. Se sabe que este conjunto es un espacio vectorial bajo las operaciones de:

» Suma puntual: Si f,g € Cla,b], entonces f + g : [a,b] = R se define como (f + g)(z) =
f(z) + g(x) para todo z € [a, bl;

» Multiplicacién por escalar: Si f € Cla,b] y A € R, entonces \f : [a,b] — R se define por
(Af)(x) = Af(x) para todo z € [a,b].

No es dificil ver que la aplicacién || - ||oo : Cla.b] — R dada por

[fllo = sup |f(z)], f € Cla,b],

x€la,b]

es una norma. En efecto:
» Si||flloo =0, se tiene que f(z) = 0 para todo = € [0, 1]. Entonces f = 0.

» Dados A € Ry f € C[CL, b]7 entonces H)‘fHOO = SUDPgg[a,b] ‘)\f(l‘)’ = ‘)‘lsupze[a,b] ‘f(l’)’ =
A lloo-

» Si f,g € Cla,b], entonces

1f +9lloc = sup_|f(z)+ g(z)]

z€[a,b]
< sup |f(x)|+ sup |g(x)]
z€la,b] x€la,b]

[flloo + llglloo-



El espacio C'[0, 1] es el caso particular de Cla, b] con [a,b] = [0, 1].
La convergencia en la norma || - ||« es la cldsica convergencia uniforme. Para precisarla, la introdu-
cimos a continuacion.

Definicién 1.10. Sean (f,,: [a,b] — R),cn una sucesion de funciones y f: [a,b] — R. Decimos que
(fn) converge uniformemente a f en [a,b] si:

lim || fn — flloo = im sup |fu(z)— f(x)] =0.
Jn U = flle = Jim, sup 1fo(e) = 5(2)

Equivalentemente, si para todo € > 0, existe N := N, € N tal que para todo n > N y para todo
x € [a, b] tenemos que |f(x) — f(x)]| < e.

Lema 1.11. Sean (f,) una sucesion en Cla,b] y f : [a,b] — R. Supongamos que f, — f unifor-
memente en |a,b]. Entonces f € Cla,b].

Demostracion. Sea x € [a,b] fijo. Sea € > 0. Como f,, — f uniformemente en [a,b], existe N € N
tal que para todo n > N y para todo t € [a, b],
€

£ - £a(0)] <
Fijemos n > N. Como f, es continua en z, existe 6 > 0 tal que si ¢t € (z —J, 2+ d) N [a, b], entonces

Falt) = fal@)| < -

Luego, para todo t € (x — §,z + ) N [a, b], se tiene que:
[f(@) = f(@) < 1F@) = fa@)] + [fn(t) = fal@)] + [fn(z) = f(2)]
<ttiti=e

3 3 3
Por tanto, f es continua en z. Como z € [a, b] era arbitrario, se concluye que f es continua en todo
[a, b]. O
Proposicién 1.12. (Cla,b], || - |sc) es un espacio de Banach.

Demostracion. Sea (f,) de Cauchy en Cfa,b]. Entonces, para todo € > 0 existe un natural ng tal
que para todo n,m > ng naturales se verifica ||f, — fi|| < &, y como consecuencia para todo
x € [a,b]:

|fn(@) = f(@)] < | fo = fnll < e
Luego, para todo = € [a,b], (fn(x)) es de Cauchy y por tanto convergente pues R es completo.
Defina f : [a,b] — R por
f(x) = lim fu(z).

n—o0

Veamos que f, — f en la norma | - ||oc. En efecto, para todo € > 0 existe un niimero natural N tal
que |fn(z) — fm(x)] < €/2 para todo = € [a,b]. Sea m € N tal que m > N y |f(z) — f(z)] < 5.
Entonces:

(@) = f(@)] = | fu(@) = fm(2) + fm(2) — f(2)]
|



Como z € [a,b] fue arbitrario, concluimos que f,, — f uniformemente. Por el Lema 1.11, f es
continua, es decir, que pertenece a Cla, b]. Se sigue que C|a, b] es completo y por tanto de Banach.
O

Proposicién 1.13. Cla,b] y C[0,1] son isométricamente isomorfos, es decir, existe un operador
lineal biyectivo
T : Cla,b] — C[0,1]

tal que [|Tf|loo = || flloo para todo f € Cla,b).

Demostracion. Definimos el operador T : Cla, b] — C0, 1] mediante el cambio de variable:
(Tf)(t):= f(a+ (b—a)t), paratodote [0,1].

Veamos que T es lineal y biyectivo.

Linealidad: Sean f,g € Cla,b] y A\, u € R. Se tiene

T(Af + pg)(t) = (Af + pg)la+ (b—a)t)
=Af(a+ (b—a)t) + pgla+ (b—a)t)
= AT f(t) + uTg(t).

Por lo tanto, T'(Af + ug) = AT(f) + uT'(g)-
Inyectiva: Supongamos que T'f = T'g. Entonces
fla+ (b—a)t) =g(a+ (b—a)t) paratodot € [0,1].

En consecuencia, como todo = € [a, b] se puede expresar en la forma a+ (b—a)t para algtin ¢ € [0, 1],
se sigue que f = g.

Sobreyectiva: Dada h € (0, 1], definamos f € Cfa,b] como:

r—a

f(z) ::h<b—a>’ x € [a,b).

Note que =2 € [0,1] para todo x € [a,b]. Por lo tanto, f estd bien definida. Es claro que f es
continua y T(f)(t) = f(a+ (b — a)t) = h(t). De ahi se sigue que T'(f) = h. Asi, T' es sobreyectiva.

Isometria: Para todo f € C|a, b] se cumple:
ITflloc = sup [f(a+ (b—a)t)l
te[0,1]

= sup |f(z)|
z€(a,b]

= [[fllso-

Por lo tanto, 7" es un isomorfismo lineal isométrico entre Cla, b] y C]0, 1]. O



El teorema anterior justifica el porqué abordaremos tinicamente el espacio C[0, 1] en todo el trabajo.

El préximo teorema nos dice que C[0, 1] es isométricamente universal para la clase de todos los
espacios de Banach separables, en el sentido de que cualquier espacio de Banach separable puede
identificarse con un subespacio cerrado de C0,1] preservando su estructura normada. En cierto
sentido esto justifica por qué estudiar el espacio C10, 1].

Teorema 1.14. Todo espacio de Banach separable es linealmente isométrico a un subespacio de

o, 1].
Una prueba de esto puede encontrarse en FABIAN ET AL (2011, P.240).

Para finalizar esta seccién, recordemos que el espacio Bla, b] consiste en todas las funciones acotadas
definidas en el intervalo cerrado [a, b]:

Bla,b] := {f: [a, b] —>]R‘ sup |f(z)] <oo},

z€[a,b]

La norma de Bla, b] es la norma del supremo. Este espacio es un espacio de Banach. La demostracién
de esto es similiar a la de la Proposicién 1.12.

3. El espacio BV]a,b]

Definicién 1.15. Una funcién f: [a,b] — R es de variacién acotada en [a,b] si existe una
constante M > 0 tal que para toda particién P = {a = xo < 21 < --- < z,, = b} del intervalo [a, b],
se cumple:

V(f,P) =3 [f(zx) = flap—1)| < M.
k=1
La variacién total de f en [a, b] se define como:

Vila,b] :==sup{V(f, P) | P es particién de [a,b]} .

El conjunto de funciones de variacién acotada en [a,b] se denota por BV|a, b].

Definicién 1.16. Sea f : [a,b] — R, para = € [a, b, la variacién acumulada de f desde a hasta
x es:
Vila,z] :=sup {V(f, P) : P es particién de [a, x|}

donde P = {tg,...,tmy} es una particién de [a, z].
Observacién 1.17. Sea f € BV]a,b]. Entonces:

1. La funcién = — Vy[a, x| es creciente en [a,b] ya que si a < x1 < z2 < b, toda particion de
[a,z1] puede extenderse a una de [a, z2]. Luego, Vi[a, 1] < Via, x2]. Ademas V[a, a] = 0.

2. Paraa <y <x <b, Vi[a,z] = V¢[a,y] + V¢[y, x]. En efecto, dada una particién P de [a, z], al
refinarla con el punto y, la suma de variaciones se descompone en sumas sobre [a,y] v [y, z].
Tomando supremos se obtiene la igualdad
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3. Para a <y <x < b, se tiene que |f(x) — f(y)| < Vily, x].

Observacién 1.18. Veamos que si f: [a,b] — R es tal que V¢[a,b] = 0, entonces f es constante.

En efecto, supongamos que f : [a,b] — R es tal que V[a,b] = 0, esto significa que
Vila,b] = sup {V(f, P) | P es particién de [a, b]} = 0.

Asi, V(f,P) = 0 para toda particién P de [a,b]. Si € (a,b), tome la particion P = {a,z, b}.
Entonces

[f(a) = f(x)| + [f(x) = f(b)] = O.

Por lo tanto, f(a) — f(x) =0y f(x) — f(b) =0, es decir, f(x) = f(a) = f(b). Esto prueba que f
es constante en [a, b].

Proposicién 1.19. BV|a,b] junto con la suma y la multiplicacion por escalar usual de funciones
es un espacio vectorial.

Demostracion. Debemos verificar dos propiedades fundamentales:

1. Cerradura bajo la suma: Sean f,g € BV]a,b] dadas. Queremos ver que f + g € BV [a, b].
Sea P={a =129 <x1 <-+ < x,=Db} una particién de [a, b]. Nitese que

V(f+g9,P)<V(f,P)+V(g,P). (1.1)

Como {V(f, P) : P es una particién de [a,b]} y {V (g, P): P es una particién de [a,b]} son
acotados, entonces el conjunto {V(f+g, P) : P es una particién de [a, b]} también es acotado.
Por lo tanto, f + g € BV]a,b].

2. Cerradura bajo multiplicacién escalar: Sean f € BV[a,b] y ¢ € R. Veamos que c- f es
de variacién acotada. Esto se sigue de la igualdad

Vicf,P)=lc|-V(f,P), (1.2)
vélida para cualquier particiéon P de [a, b].

Como BVa,b] esta cerrado bajo suma y multiplicacién escalar usuales, se sigue que BV [a, b] es un
subespacio vectorial del espacio vectorial de todas las funciones definidas en [a,b] y con valores en
R. O

Observacion 1.20. La aplicacién definida por
Iflv == [f(0)| + Vy[a,b], f € BVla,b],
es una norma en el espacio BV|a, b].

En efecto, veamos que se cumplen las siguientes propiedades:
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1. Supongamos que || f||py = 0, es decir,
£ (0)] + Vyla, b] = 0.
Entonces |f(0)| = 0y V¢[a,b] = 0, lo cual implica que f es constante por la Observacién 1.18.
Como ademds f(0) = 0, se concluye que f = 0.
Reciprocamente, si f = 0, entonces claramente || f|| gy = 0. Por lo tanto, || f||zy = 0 si, y solo
si, f=0.

2. Sean o € Ry f € BV/a,b]. De la Ecuacién (1.2) tenemos que Vf[a,b] = |a|V¢[a, b]. Por lo
tanto,
lefllBv = [af ()] + Vagla, b] = |af[f(0)] + |alVila, b] = |af - | f]zv-

3. Sean f,g € BV]a,b]. De la Ecuacién (1.3) tenemos que Vi [a,b] < Vyla, b] + Vya, b]. Luego,

1+ gllBv = [(f + 9)(O0)] + Viigla, b]
< 1f(0)] +19(0)| + Vila, b] + Vy[a, b]

= Ifllv + llgll BV
Asi, || - || By cumple las tres propiedades de una norma.
Proposicién 1.21. El espacio (BV[a,b], ||-|Bv) es un espacio de Banach.

Demostracion. Sea (f,) de Cauchy en BV]a,b]. Note que para cualquier = € [a, ], se cumple:

|fn(z) = fn(2)] < [fn(0) — fin(0)] + Vit la,b] = || fn — fmllBV-

Tomando el supremo sobre x € [a,b], obtenemos ||fn, — fimlloo < |fn — fmllBv. Como (f,) es de
Cauchy en || - ||pv, la desigualdad anterior implica que (fy,) también es de Cauchy en el espacio
Bla,b].

Dado que Bla, b] es completo, existe f € Bla,b] tal que f, — f uniformemente. Veamos ahora que
f € BVia,bly que || fn—fllpv — 0. Seae > 0 dado y fijemos una particién P = {a = xq, ...,z = b}
de [a,b]. Por ser (fy,) de Cauchy en | - ||py, existe N € N tal que para m,n > N,

|(fn — fm)(xj) — (fn— fm)(xj—l)’ <e.

=1

Haciendo m — oo,

(fo = £)@;) = (fu = F)zj-1)| < e, para todo n > N. (1.3)

k
=1

J

Esto implica que Vy, _ ¢[a, b] — 0. Por otro lado, aplicando desigualdad triangular en (1.3) obtenemos
que Vila,b] < Vy, [a,b]+¢. Ast f € BV]a,b]. Finalmente, como |f,,(0)— f(0)| = 0y V},—¢[a,b] — 0,
concluimos que || f, — f||pv — 0. Por lo tanto (BV[a,b], || - ||pv) es un espacio de Banach.

O
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3.1. Integral de Riemann-Stieltjes

Definicién 1.22. Sean P, Q) € PJa,b]. Diremos que P es més fina que @) o que P es un refinamiento
de Qsi@Q CP.

Definicién 1.23. Sean f,« : [a,b] — R. Si P = {zg,x1,...,2n} es una particién del intervalo [a, b]
y es t; un punto en el subintervalo [zj_1, zx], una suma de la forma

S(P, f,a Zf te) Acy,
donde Aoy = a(zr) — a(xg—1), se llama suma de Riemann-Stieltjes de f con respecto a

a: [a,b] — R.

Definicién 1.24. Decimos que f es Riemann-integrable con respecto a « en [a, b], y escribimos
f € R(«a), si existe un numero A tal que para todo € > 0, existe una particién P. de [a,b] con la
siguiente propiedad:

» Para toda particién P mas fina que P: (es decir, P D P.) y para cualquier eleccién de puntos
ty € [xg—_1, k], se cumple:
|S(P,f,Oé) _A| <Eé.

En este caso, el nimero A se denota como

b
A:/ fda,

y se llama la integral de Riemann-Stieltjes de f respecto a a.
La demostracién del siguiente resultado puede encontrarse en RunIN W. (1976, p.128).

Proposicién 1.25. Sean f,g,« : [a,b] — R tales que f,g € R(«). Si ¢,d € R, entonces cf + dg €

R(a) y )
/a(0f+dg /fda+d/ gda.

Definicién 1.26. Sean f,« : [a,b] - Ry P ={xq,...,z,} € Pla,b]. Dado k =1,...,n, definimos

Mi(f) == sup  f(x), mp(f):= _f f(z)

TE€[TE_1,Tk] TE[TK—1,Tk]

La suma superior U(f, «, P) y la suma inferior L(f, «, P) de f respecto a a y P se definen, respec-
tivamente, como

U(f,a, P) = ZMk fAay vy L(f,a,P) = ka fAag.

Lema 1.27. Sea f : [a,b] — R. Entonces f € BV [a,b] si, y solo si, [ es diferencia de dos funciones
crecientes en [a,b].
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Demostracion. (=) Suponga que f € BV |a,b], queremos ver que f = g — h con g, h crecientes.
Definimos para x € [a, b]

_ Vila,z] + f(x) — f(a) Vila,z] — f(z) + f(a)

y n(z):= 5 .

| Vilayal + /@) = f(a) _ Vila,a] - f(z) + (@)
2 2

Veamos que g y h son crecientes. Si a < y < z < b, usando la propiedad 3 de la observacién 1.2:

Vily, 21+ (f(2) = f(w) _ 1f(x) = fy)l + (f(z) — f())

p(z) —ply) = 5 > 5 >0,
Andlogamente,
o) — ) = VAU 216D 1f0) = 10~ G = 10)

Por lo tanto, p y n son crecientes, y con ello g y A también lo son. De esta forma se concluye que
f se puede ver como la diferencia de dos funciones crecientes.

(<) Veamos ahora que si f = g—h con g, h crecientes, entonces f € BV|a,b]. Sea P = {xq,...,zn}
una particién de [a, b]. Entonces:

D k) = flan-a) =Y [(g(zr) = hx) = (9(@x—1) — hlzg-1))]
k=1 k=1

n

< D lglan) = glar—1)| + Y [Alwr) = hze-1)l.
k=1

k=1

Como g y h son crecientes, tenemos

> lger) = glze—)l = g(0) —g(a), Y |h(ar) = hlzp—1)| = h(b) — h(a).
k=1 k=1

n

D @) = flar-1)] < g(b) - g(a) + h(b) — h(a).

k=1

Tomando supremo sobre todas las particiones P, obtenemos
Vyla,b] < g(b) — g(a) + h(b) — h(a) < oc.
Por lo tanto, f € BV|[a, b]. O

Definicién 1.28. Sean f,« : [a,b] — R con « creciente. Diremos que f satisface la condicién de
Riemann respecto a « en [a, b] si dado € > 0, existe P. € P[a,b| tal que U(f,«, P)— L(f,a, P) < ¢,
si P € Pla,b] refina a P:.
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Puede probarse que dada f : [a,b] — R, f satisface la condicién de Riemann respecto a « en [a, b]
si, y solo si, f € R(a). Ver prueba de esto puede encontrarse en RUDIN W. (1976, p.128).

Proposicién 1.29. Sean f,a :[a,b] = R. Si f € Cla,b] y o € BV[a,b], entonces f € R(a) y

/abfda

Demostracion. Por el Lema 1.27 existen dos funciones crecientes o y ag tales que a = a1 — ao.
Note que f es Riemann- Stieltjes integrable respecto a « si, y solo si, f lo es respecto a a1 y ao, y

ademas
b b b
/fda—/ fday —/ fdas.

Por tanto basta probar el resultado cuando « es creciente.

< [ fllocVala, b].

Como f es continua en [a, b], entonces es uniformemente continua. Por lo tanto, dado € > 0, existe

d > 0 tal que si x,y € [a,b] y |z — y| < §, entonces |f(z) — f(y)| < &, donde &’ = m Sea

P ={xg,x1,...,z,} una particién de [a,b] tal que zy — 51 < d para todo k=1,...,n.
Entonces, como el subintervalo es de longitud menor que 9§, se tiene que My(f) — mg(f) < &’. Asi,

n

U(f, e, P) = L(f 0, P) = Y (My, —my)[e(a) — alwp—1)] 'Y |aay) — alzp)| = .

k=1 k=1

Por lo tanto f € R(«).

Ahora para la desigualdad 1.29, note que

<Y t)Hater)—aler-1)] < flleo D la(@r) —a(z-1)l,  con ty € [ep—1, 2x].

k=1 k=1

S fltnlaler) — )]
k=1

Tomando el supremo sobre todas las particiones:

/abfdoz

< Il - Vala, b].
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Capitulo 2

Algunos subespacios
finitodimesionales de C0, 1]

Dentro del estudio del espacio C[0, 1], resulta fundamental analizar la estructura de sus subespacios
cerrados, especialmente aquellos que estan formados por funciones con propiedades adicionales de
regularidad, como la diferenciabilidad. En esta seccién, nos centraremos en caracterizar algunos de
estos subespacios y en establecer resultados importantes sobre su dimensién.

Antes de abordar esto, consideraremos un resultado que serd utilizado posteriormente: un ejemplo
de operador lineal con grafica cerrada que no es acotado, lo cual muestra una situaciéon donde el
teorema de la gréafica cerrada de Banach no puede aplicarse.

Definicién 2.1. C1[0, 1] denota el subespacio vectorial de C[0, 1] de las funciones continuamente
diferenciables.

Ejemplo 2.2. Veamos que (C(V[0,1],]| - |s) N0 es un espacio de Banach.

Consideremos la sucesién de funciones ( fn:[0,1] — ]R) definida por:

2
fn(lﬁ):\/(x—;> +%, neN, ze[0,1].

Queremos estudiar su convergencia uniforme hacia una funcién f. Observemos que:

y oy 1N 1 1\*
S =l (7 =g) T =\t me) =

Por lo tanto la funcién limite es f : [0, 1] — R dada por f(z) = ‘a: - %| , x €[0,1].

xr — =|, para todo x € [0,1].

2

Ahora para analizar la convergencia uniforme, notemos que:

Fal) = F@)] = |\/(x ;)ﬂ; -

xr —

1
2
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Asi, concluimos que:

lfn — flloo = sup |fu(x) — f(z)] < % — 0 cuando n — oo,

z€[0,1

es decir, f, — f uniformemente en [0, 1].

Sin embargo, la funcién limite no es derivable en 2 = 3, por lo que f ¢ CM]0,1]. Esto muestra que
la sucesién de Cauchy (f,) en CV[0,1] converge uniformemente a una funcién que no pertenece a

C(l)[O, 1], lo cual implica que (C(l)[O, 1], - llso) no es un espacio de Banach.
Sucesion fn(z) =1/ (z — %)2 + # y su funcién limite |z — ‘
1921 T T T T T T T T T T T -
’ — fi(x)
1 | \/’/ | I fQ(x)
fa()
08| || flo(ﬂll?)
--- f(z) = |z — §| (limite)
= 06 \/ |
<= ]
041 |
02] |
0 - |
|

| | | | | | | | | |
-01 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 1,1
x

Teorema 2.3. Sea ((fy) : [a,b] = R) una sucesion de funciones. Supongamos que
» f, — [ uniformemente en [a,b] \ {x} para algin x € [a,b).
= Para cada n € N, existe el limite

lim fn( ) = Ap.

t—x
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Entonces, la sucesion (An)nen converge a un limite L € R y se cumple:
th_rg ft) = nl;rgo A, = L.
En otras palabras, los limites conmutan:
il (0= Ji i £ 1)
Esta demostracién se encuentra en RUDIN W. (1976, p.149).
Teorema 2.4. Sea (f,: [a,b] = R) una sucesion de funciones diferenciables tales que:
1. (fu(x0)) converge para algin xo € [a,b],
2. (f!) converge uniformemente en [a,b].
Entonces:
1. (fn) converge uniformemente en [a,b] a una funcion f,
2. La funcion limite f es diferenciable en [a,b] y su derivada satisface:
fl(x) = nh_{go fi(x), para todo x € [a,b].
Demostracion. Veamos primero que (f,,) convergen uniformemente en [a,b] a una funcion f. Dado

e > 0, por la convergencia uniforme de (f},), existe N € N tal que para todo n,m > N y todo
t € [a,bl:

’ e

¥ |fal20) = fnao)| < 5
Aplicando el Teorema del Valor Medio a f,, — f, en [z,t] C [a,b] existe ¢ € [z, ] tal que:
[(fn(@) = fin(2)) = (fu(t) = ()] = [fa(c) = fr(c)] - |z — ]

€ 5
_f _b-a)==.
<sp—a PV
Fijando t = zo y |fn(70) — fin(z0)| < §, se obtiene:

[fo(@) = frl(@)] < [fnl@) = fm(@) = fal@0) + frn(z0)| + | fr(z0) — fin(zo)]
< g + % =E€.

Por tanto, (f,) es de Cauchy y converge uniformemente a una funcién f : [a,b] — R.
Por otro lado, para z € [a, b] fijo, definimos:

_ fn(t) — fn(‘r)

t—x

f(t) = f(z)

P t € la,b],t # .

¢n(t) ) ¢(t) =

Es claro que lim¢_,, ¢, (t) = f} (z). De la desigualdad 2, implica que |¢n,(t) — ¢m(t)] < ﬁ para
n,m > N. Asi (¢,) converge uniformemente en [a,b] \ {z}.

Como f, — f uniformemente y ¢, — ¢ uniformemente tenemos por el Teorema 2.3

f'(@) = lm 6(t) = lim_ fi ().
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Ejemplo 2.5. Sea T: (CM[0,1], || - |loo) = (C[0,1], || - |loc) dada por T'(f) = f’ si f € CMV[0,1].
Entonces T tiene grafica cerrada y 7' no es acotado.

= Veamos que la grafica de T es cerrada. Supongamos que (f,, f1) = (f,g) en C1[0,1] x
C10,1]. De la definicién de || - |loo en C1[0,1] tenemos que f, — f uniformemente en [0, 1]
y fI — g uniformemente en [0, 1]. Del teorema anterior, f es diferenciable y f' = g. Por lo
tanto, (f,g) = (f, f") € T(T), lo que implica que I'(T) es cerrada.

= T no es acotado: Consideremos la sucesién (f,,) en C(V[0, 1] definida por:

fn(z) = Sm(:fx) z€[0,1], neN.

Observe que
sin(n?z) <

1
n

[ fnllcwio ) = sup

z€[0,1] n

Por otra parte,
fi(x) =ncos(n®z), x€[0,1]yneN.

Entonces, la norma || - ||oc de f;, es:
I frllcoa) = sup |n cos(n’z)| =n- sup |cos(n’z)|=n, paracadan e N.
z€(0,1] xz€(0,1]

Supongamos ahora que T' es acotado. Entonces, existe una constante C' > 0 tal que:

, para todon € N.

S|+

IT(fr)llcro = Ilfnllopay < Clifallcwp < C-

Por tanto, tendriamos:

C
n<—=n?<C paratodon e N,
n

lo cual es una contradiccién. Por tanto, la hipotesis de que T es acotado es falsa. Asi, T no
es acotado.



19

sin(n?x
fnlx) = (n"z) en [0, 1]

1 11

6 07 08 09

03 04 05 0,
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Demostracion. Como I'(T) es cerrada en X x C[0, 1], por el Teorema de la Gréfica Cerrada 1.8, el

Teorema 2.6. Sea X C CM[0,1] un subespacio cerrado de (C[0,1],] - |loo). Entonces X tiene
operador

A continuacién, estudiaremos los subespacios cerrados de C10, 1] que contienen solo funciones con-
dimension finita.

tinuamente diferenciables. En términos precisos, tenemos el siguiente teorema:
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es acotado. Asi, existe una constante n € N tal que:

£ loo < nllfllc  para todo f € X.

Dadoi=0,1,...,4n. Sea x; = considere la aplicacion lineal dada por

ol
S:X =R S(f) = (fxo), f(@1), -, f(zan)), sifEX.

Veamos que S es inyectiva. Supongamos por contradiccion que existe una funciéon f € X, con
|fllcc =1y S(f) = 0. Esto significa que:

f <Z) =0, paratodoi:=0,1,...,4n.
4n

Como || f]lec = 1, existe algin x € [0,1] tal que |f(x)| = 1. Si = fuera algun z; = entonces

|f(x)| = |f(zi)] = 0, contradiciendo || f||sc = 1. Luego,

i

An>
a1

xe(z&’ﬂ) para algun i € {0,1,...,4n — 1}.

Aplicando el Teorema del Valor Medio en el intervalo [ﬁ, 33], entonces existe £ € (ﬁ, :17) tal que:

1@ -1 () =10 (s ).

Como f (4£) =0, tenemos que f(z) = f'(¢)- (z — ;=) . En consecuencia,

De lo anterior se sigue que

1
r——1.

Gk =

1
_ < || .
z 4n‘ < [[f'llso
Puesto que x € (ﬁ, %), ‘SU — ﬁ‘ < ﬁ. Asi,

1 1 1
1 / < L =
<Moo - o < nllflloc - = 7

lo cual es una contradiccion.

Por tanto, S debe ser inyectiva. Como S: X — R4"*! es lineal e inyectiva, se deduce que

dim(X) < 4n + 1, es decir, X es de dimensién finita. O
Recordemos que (C[0,1],] - ||2) es el espacio de funciones continuas en [0, 1] con la norma L?, es
decir,

1 1/2
||f||2=</0 |f($)|2dw> L sifech,.
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Ejemplo 2.7. El espacio (C[0,1],] - ||2) no es completo.

Definamos (fy)nen en C[0, 1] por:

1—nx, si0<zx< 1
fn(x) — ) 1 n’
0, si; <z<1, paracadanéeN.
Es claro que cada f,, es continua. Veamos que (f,) es de Cauchy en || - ||2. Tomemos m > n, y

calculemos || f,, — fm||2. Se tiene que

1/m 1/n
n = full= [ e [0y a
0 1/m
Para la primera integral tenemos que
1/m 371/m )2
/0 (m —n)*z?dz = (m —n)? [g]o = W
Ahora en la segunda integral hacemos el cambio de variable u = 1 — nz, du = —ndz. Con esto

encontramos que

1/n 1 1-n/m 1
/ (1—nm)2dx:/ uldu = =
1/m nJo n

_ (m —n)3

3m3n

0 3n

[ﬁ]“wm (1—n/m)?

Combinando estos resultados se sigue que:

2 3

m—n m—n m —n)? m—n m—n)2
I flly = T Dy >Q+ >:< )

m?3 3m3n  3m3 n 3m?2n
m? 1
< = —.
~3m?n  3n
Por lo tanto ||f, — fmll2 < \/% Dado € > 0, elegimos N tal que ﬁ < e. Entonces, para todo
m,n > N se tiene que || fr, — fm|2 < ﬁ < e. Asi, la sucesién (f,) es de Cauchy en || - ||2.
1, =0
Sea f :[0,1] — R dada por f(z) =< ' ’
f+10,1] por f(x) 0. z>0.

Para cada z € (0, 1] fijo, existe N € N tal que % < z para todo n > N. Por lo tanto, f,(z) = 0 para
todo n > N. Ademés, f,(0) =1 para todo n. Se sigue que la sucesion (f,) converge puntualmente
a f(x). Note que la funcién f a la que converge puntualmente la sucesién (f,,) no es continua en
[0, 1], ya que presenta una discontinuidad en = = 0.

Dado que la sucesién (f,) C C|0,1] es de Cauchy en | - |2 y que f ¢ C[0,1], concluimos que
(C[0,1], ]| - ]2) no es un espacio completo.
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1— ix <t
Sucesion fy,(x) = n S? v= "
0 stz >
T T T T T T T T T
1 1 [—aw@
— fa(2)
f5(x)
0,8} 1 |— fio(z)
T 06) |
«£
041 |
0,2] |
0 \ | | | | | |

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
x
A partir de lo anterior, podemos demostrar el siguiente resultado.
Proposicién 2.8. El operador identidad Id : (C[0,1], || - [|2) = (C[0,1],|| - [|s0) no es continuo.

Demostracion. Supongamos que existe ¢ > 0 tal que para todo f en (C0,1],] - ||2) se tiene que
| flloo < cl|lfll2- Sea (f,) una sucesién de Cauchy en (C[0,1],] - |2) que no es convergente en este
espacio (sabemos que existe por el ejemplo anterior). Entonces

1
Ean — fmlloo < | fn — fmll2, para todo m,n € N.

Por lo tanto (fy,) es de Cauchy en || - [|~. Asi, existe f en C[0,1] tal que ||f, — f|lcc = 0. Por otra
parte sabemos que
Ifll2 < |Ifllos paratodo f € CJ0,1].

De ahi que:
[ fn = fll2 < lfa = flloo = 0.

En consecuencia || f, — f|l2 — 0 lo cual es absurdo porque la sucesién (f,) no es convergente en

(C10 1L, [ - 1l2)- [

Sin embargo, si S es un subespacio de C[0, 1] tal que dim S < oo, entonces f € (S, - ||2) = f €
(C10,1],] - ||]so) s es continua. En efecto, como S es de dimensién finita, todas las normas sobre S
son equivalentes. En particular, existen constantes C,Cy > 0 tales que para todo g € S,

Cillgllz < llgllee < C2llgll2-

Sea (f,) C S tal que f,, — f en la norma L2, es decir,

[fn = fll2 = 0.



23

Por la equivalencia de normas en S, se tiene:

an - f”oo < CQan - f||2 — 0.

Por lo tanto, f, — f en norma || - ||ec-

Es natural preguntarse si el reciproco se cumple. En este sentido tenemos el siguiente teorema.
Recordemos que todo conjunto linealmente independiente en un espacio con producto interno puede
ortonormalizarse (Gram-Schmidt) manteniendo el mismo subespacio generado. Vease Axler, S.
(2015). Linear Algebra Done Right (3rd ed.). Springer.

Teorema 2.9. Sea S un subespacio de C|0,1]. Supongamos que eziste una constante ¢ > 0 tal que
para todo f € S, se cumple que

Ifllco < cllfll2 para cada f € S.

Entonces S tiene dimension finita.

Demostracion. Sea {vi,...,v,} un conjunto ortonormal de funciones en S, es decir,

1 1, sij=k;
; dr =0, =< ’
/0 0j(w) ve(w) dw = 3 {O’ S0tk

Sea a = (ai,...,a,) € R" fijo y definamos ¢,: [0, 1] — R por
da(z) = Zaj vj(z), =€][0,1].
j=1

Nétese que ¢, es continua y pertenece al espacio S generado por las funciones {vy, ..., v,}. Observe

que
2

1 1 n
lbalZ = /O ¢ () du = /0 Z o) | da.

Expandiendo el cuadrado y usando la linealidad de la integral encontramos que

1 n n n.on 1
/ Z Zajak vj(x)vg(z) | de = ZZajak/o vj(x)v(z) de.

0 \j=1 k=1 j=1 k=1
Se sigue de la ortogonalidad del conjunto {vi,...,v,} que,
n n n
I6all? =D D ajard =Y a; = |laf*.
j=1k=1 j=1

Como || fllec < ¢||f]lz2 para toda funcién f € S, tenemos que

[falloc < cll@allze = ¢ lla]l2.

Esto implica que para todo x € [0, 1] tenemos que

larvi(z) + -+ anpvp(x)| < clla|2- (2.1)
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Puesto que esta desigualdad es valida para todo a € R™, se deduce que:
v3(x) + - +v2(x) < ?,  para todo z € [0,1].

En efecto, si x € [0,1] y a = (v1(x),...,v,(x)), se sigue de la desigualdad (2.1) que

vi(x)? 4+ vp(2)? < cllallz = Vor(z)2 + -+ v, (2)2.

Ast, \Jor(z)2 + - +op(2)2 < esivg(z)? 4 +vp(2)? # 0. Note que si vy (x)? + - + v, (2)? =0,
la desigualdad anterior también vale porque ¢ > 0. Esto demuestra que

v3(x) + -+ v2(z) <2, para todo z € [0,1].

Integrando sobre [0, 1] y usando la ortonormalidad de las funciones v; obtenemos

n

1 n 1
2 0235 T = sz xr = =N 62.
[ @)+ i a Z/O 2wy dr =Y 1=n<

=1

Por lo tanto, se concluye que la dimensién S, esta acotada por c2. O
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Capitulo 3

El dual de C|0, 1]

En este capitulo, nos enfocaremos en demostrar que el dual de C[0,1] puede identificarse con el
espacio de funciones de variacién acotada BV[0, 1], donde cada funcional lineal acotado L en C[0, 1]
admite una representacion integral mediante una integral de Riemann-Stieltjes:

1
L(f) = / fdg, paratodo f € C]0,1], donde g € BVI0,1].
0

Primero note que si ¢ € BV]0,1], entonces la integral de Riemann-Stieltjes define un funcional
continuo en C10, 1] respecto a la norma supremo || f||o porque

1
[ 1] <0 vipom,
Por la Proposicién 1.29. De esta forma, se tiene
|L(f)| < V4[0,1] - || fllss, para todo f € CI0,1]. (3.1)

Asi L es un funcional continuo definido en C0, 1], es decir, L € C[0, 1]*. En este capitulo veremos
que todo los elementos de C|0, 1]* son de esta forma. Este resultado, conocido como el Teorema
de Representacién de Riesz para C[0, 1], no solo revela la estructura del dual, sino que también
establece un puente entre el andlisis funcional y la teoria de la integracién.

Recordemos que la funcién signo sgn: R — {—1,0,1} es definida por:

-1 sixz <0,
sgn(x) =<0  siz =0,
1 siz > 0.

Teorema 3.1 (Teorema de Representacién de Riesz I). Si L € C[0,1]*, entonces eziste g €
BVy[0,1] = {f € BV[0,1] | f(0) = 0} tal que

1
L<f>=/0 fdg, para todo f € C[0,1], y | L] = V,[0,1].

Demostracion. Sea L : C[0,1] — R un funcional lineal y acotado. Como C[0,1] es un subespacio
de B[0, 1], por el Teorema de Hahn-Banach (Teorema 1.9), existe L : B[0,1] — R lineal tal que

Licpy =1L vy LI =[L].
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Dado t € [0,1], sea f; : [0,1] — R definida por:

Note que f; € B[0,1] y || ft|]lcoc = 1. Definimos g : [0, 1] - R como:

{0 t=0,
TV, o<t<1.

Afirmamos que g € BV[0,1]. Sea P ={0 =1ty < t; < --- < t,, = 1} una particién arbitraria. Para
cada k = 1,...,n, escribamos ¢ = sgn(g(tx) — g(tx—1)). Tenemos

D lgte) = glte—1)l =D erlg(tr) — g(te1))
k=1 k=1

=7 <5lft1 + Zﬁk(ftk - ftkl)) .

k=2

Sea F:=c1fy, + Y peock(fty — ft,._,)- Para cada 7 € [0, 1], solo un término de F(7) es no nulo , y

su valor es 1 pues 7 es fijo y solo estd en un subintervalo de la particién. Por lo tanto, ||F|/s = 1.
Asi:
n ~
> lgte) = g(tk-1)| < LI - || Flloo = L.
k=1
Esto implica que g € BV[0,1] y que V,[0,1] < ||LJ|.

Dados f € C[0,1] y n € N definimos

n

Fa(m) = F(00) fir (1) + Y ftrr) [Fon (7)) = furs (7)) o7 € b1, ta).
k=2
Veamos que f,, — f uniformemente. Por la continuidad uniforme de f, para cualquier £ > 0, existe
d > 0 tal que si |t — tg—1]| < d, entonces |f(7) — f(tg—1)| < € para T € [tg_1, tg].
Esto implica que |f,(7) — f(7)| < €, para todo 7 € [0, 1], y por tanto || f, — f|lecc < €. Por lo que
fn — f uniformemente en [0, 1].

Por otro lado,

3

L(fa) = f(to)L(fe,) + Y fts1)[L(f1,) — L(f1 )]

k=1

= f(to)g(tr) + > _ f(te—1)lg(tx) — g(te—1)]

k=1
1
= / fndg.
0

B 1 1 1
‘L(fn) -/ fdg‘z‘/o s — [ fdg‘é\lfn—fHoo-Vg[O,l]-

Consecuentemente,
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Como L es acotado v fn — f uniformemente, tenemos E( fn) = E( f) = L(f). De la desigualdad
anterior se sigue que L(f) = fol fdg.

Para cualquier f € C]0, 1], la Proposicién 1.29 garantiza

1
L(f)] = / fdg] < Flls - Vi[O, 1)

Por lo tanto, ||L| < V[0, 1]. Combinado con V[0, 1] < ||L|| (probado anteriormente), concluimos:
IL]] = V[0, 1] 0.

El teorema no asegura unicidad en la representacion de L, ya que distintas funciones de variacién
acotada pueden inducir la misma integral de Stieltjes. En efecto, observe que si g representa a L,
entonces para todo C' > 0, la funcién g + C también lo hace pues

/Olfd(g—i—(j’)—/Olfdg—i-/olfd(j’_/olfdg’ para todo f.

Para resolver esto, introduciremos una relaciéon ~ sobre BV[0, 1] de la siguiente manera:

1 1
fr~g si /0 x(t)df(t) = /0 x(t) dg(t) para todo z € C[0,1].

Veamos que ~ es una relacion de equivalencia.

1 1
. / x(t)df (t) = / x(t)df (t) para todo = € C|0, 1]. Luego, ~ es reflexiva.
0 0

1 1
= Si f ~ g, entonces / x(t)df (t) = / x(t)dg(t) para todo = € C[0,1]. Luego, g ~ f. Asi, ~
0 0

es simétrica.

» Si f~gy g~ h,entonces para todo z € C[0,1]:

1 1 1
/0 2()df (t) = /0 2(t)dg(t) = /0 2(t)dh(t).

Por tanto, f ~ h. Esto muestra que ~ es transitiva.

Proposicién 3.2. Sea f € BV|[0,1]. Entonces, f ~ 0 si, y solo si, se cumplen las siguientes
condiciones:

1. f(0) = f(1);
2. f(c)=f(c") = f(0) si0<c<1, donde f(c™) = IIE?- f(@) y fc™) = lim f(x).

z—ct
Demostracion. Veamos que si f ~ 0, entonces valen las condiciones (1) y (2).

Supongamos que f ~ 0, es decir,

/lx(t) df(t) =0, para todo z € C[0,1].
0



28

Tomando x como la funcién constante igual a 1, tenemos que

1
OzllwW0=ﬂU—ﬂ®
Ast, £(0) = £(1).

Fijemos 0 < ¢ < 1. Dado 0 < h < min(e, 1 — ¢), definamos:

1, si0 <t <
xp(t) = 1—t_TC, sic<t<c+h
0, sic+h<t<l.

Como f ~ 0,
1 ct+h
0= (a6 =10 - FO)+ [ an®) (0
0 c
Integrando por partes se obtiene:

c+h cth
[ mwa =+ [ e

Combinando:

ct+h ct+h
0= —£(0) +]11/ F(t)dt, es decir, ]11/ F(t)dt = £(0). (3.2)
c+h

1
Finalmente, note que hh’m+ h/ f(t)dt = f(ct). En efecto, dado € > 0, existe § > 0 tal que si
—0

(&
z € [a,b] y ¢ < x < c+ h, tenemos que |f(z) — f(c")| < . Consecuentemente,

ct+h cth
']11/+ ft)dt — f(ch) Sill/Jr 1f() — f(ch)|dt < e.

De (3.2) y lo anterior se sigue que f(c™) = f(0). Andlogamente, f(c¢~) = f(0). De esta forma,
f(c™) = f(ct) = f(0) para todo 0 < ¢ < 1.

Supongamos ahora que f € BV[0, 1] satisface las condiciones (1) y (2) para todo ¢ € (0,1). Veamos
que f ~ 0, es decir, que para toda = € C[0, 1] se cumple

1
/ (t) df (t) = 0.
0

Dado que f € BV|0,1], tiene a lo sumo una cantidad numerable de discontinuidades [2, Teorema
3.27], los puntos de continuidad son densos en [0,1]'. La hipétesis (2) implica que en todo punto
interior ¢ € (0, 1), los limites laterales valen f(0). En particular, si ¢ es un punto de continuidad de

f, entonces f(c) = f(0).

Asi, f coincide con la funcién constante f(0) salvo en un conjunto numerable de puntos. Conside-
remos ahora cualquier intervalo [a,b] C (0,1). Recordemos que la variacién total de f en [a,b] estd
dada por

Vila,b] = sup{V (f,Q) : Q es una particién de [a, b]}.

'Dado que un conjunto numerable no puede contener intervalos abiertos, su complemento es denso en [0,1].
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Como los puntos de continuidad son densos, es posible elegir una particién a = tg < t1 < -+ <
t, = b tal que para cada punto t; (para 0 < i < n) sea un punto de continuidad de f. Para tal
particion, se tiene f(t;) = f(0) parai = 1,...,n — 1, y por la existencia de los limites laterales,
también f(tJ) = f(t,) = f(0). Luego, todas las diferencias f(t;) — f(ti—1) = 0, por lo que
S| f(ti) — f(ti—1)] = 0. Como esto vale para una particién arbitraria formada por puntos de
continuidad, se concluye que

V¢la,b] =0 para todo [a,b] C (0,1).

Dado que los puntos de continuidad son densos, cualquier punto de discontinuidad puede aproxi-
marse arbitrariamente por tales particiones, y como los saltos en los puntos de discontinuidad son
nulos (por la condicién 2 de la proposicién), no aportan nada a la variacién. Esto significa que f
no varia en el interior del intervalo, salvo posiblemente en un conjunto numerable de puntos.

Sea z € C[0,1] dada. Como f € BV|0,1] y z es continua, existe la integral de Riemann—Stieltjes

1
/ x df. Por la férmula de integracién por partes,
0

1 1
/w(t)df(t)=$(1)f(1)fE(O)f(O)/ f(t) da(2).
0 0

Puesto que x es continua, el valor de la integral no se altera si se modifica f en un conjunto
numerable de puntos [4, Capitulo 4, Proposicién 15]. Como f coincide con la constante f(0) en un
conjunto denso se sigue que

1 1
/f(t)dx(t)Z/ f0) dx(t) = f(0)(2(1) — =(0)).
0 0

Sustituyendo en la férmula de integracién por partes:

1
/0 w(t) df (t) = x(1)f(1) — 2(0)£(0) — £(0)(x(1) — x(0)).

Simplificando y usando la hipétesis (1) f(1) = f(0), obtenemos
1
| a0y = s - 1) <o,

1
Asi / xdf = 0 para toda x € C|0, 1], es decir, f ~ 0. O
0

La proposicién anterior muestra que la representaciéon de un funcional z* € Cfa,b]* mediante
una funcién v € BV]a,b] no es unica, sino que estd determinada tnicamente por una clase de
equivalencia. Para resolver esta ambigiliedad introducimos la nocién de funcién normalizada.

Definicién 3.3. Diremos que una funcién v € BV [a, b] es normalizada si cumple:

v(a) =0 y lim v(t+h) =wv(t), cona<t<b.
h—0+
Proposicién 3.4. Siv € BV|[0,1], entonces existe una tinica v* € BV[0,1] normalizada tal que
v~ v*. Mds ain,

Ve [0,1] = V,[0,1].
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Demostracion. Sea v € BV[0,1]. Definimos v* € BV[0, 1] por
v*(0) := 0, v*(1) = v(1) — v(0), v*(t) ;== lim (v(t+h) —v(0)) para0<t<I1.

h—0t+

Asi, v* queda bien definida en todo el intervalo [0,1]. Afirmamos que v* estd normalizada. Por
construccién v*(0) = 0. Sea ahora t € (0,1). Por definicién de v* tenemos, para 0 < t < 1,
v*(t) = Hm+ v(t +s) — v(0). Calculamos el limite por derecha

s—0

lim v*(t+h) = lim < lim v(t+h+s) — v(O))
h—0t h—0t \ s—0t
= lim lim v(t+h+s)—v(0)
h—0t s—0+
= lim v(t+u) —v(0), tomandou=~h+s
u—07t
=v*(t), conte (0,1).

De esta forma v* estd normalizada. Veamos ahora que v* ~ v; es decir, que para todo x € C0, 1]

1 1
/ (1) dv*(t) = / (1) dv(t). (3.3)
0 0
Definamos ahora la funcién

o(t) == v(t) — (U*(t) + v(O)), t €[0,1].

Mostraremos que ¢ satisface las condiciones 1 y 2 de la Proposicion 3.2 y asi se deduce entonces
i~ 0.

1. Veamos que ¢(0) = ¢(1).

» Para t = 0 tenemos ¢(0) = v(0) — (v*(0) + v(0)) = v(0) — (0 4+ v(0)) = 0.
» Parat =1, ¢(1) = v(1) — (v*(1) + v(0)) = v(1) —v(1) = 0.

Luego, ¢(0) = ¢(1) = 0.

2. Veamos que p(c™) = ¢(cT) =0 = ¢(0). Sea c € (0,1).

+

» Calculemos ¢(ct).

o(ct) = lim ()

= —0(0) + lim_v(z) - v" ()

= ~0(0) + M v(c+h) —v(c+ )
= —0(0) + v*(c) +v(0) — v*(c)

=0.

= Ahora calculemos ¢(c7).

plc) = lim p(z) = lim (o(z) — (0" () + 0(0)))

Tr—Cc Tr—Cc
= lim v(z) — lim v*(z) — v(0).
r—c— T—Cc

= lim v(z) — ( lim v(c+ h) —v(0)) — v(0) = 0.

T—c~ h—0—
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Asfi, para todo ¢ € (0,1) se tiene ¢(c7) = p(ct) = 0 = ¢(0).

Concluimos que ¢ ~ 0. Es decir v ~ v* 4+ v(0). Como sumar la constante v(0) no altera la clase de
equivalencia, por consiguiente deducimos quev ~ v*.

Note que la unicidad de v* se deduce de la Proposicién 3.2: si v] y v3 son dos funciones normalizadas
equivalentes, entonces v —v3 ~ 0. Pero al ser ambas normalizadas, se cumple que v (0) = v3(0) =0
y como sus limites laterales coinciden, entonces v] = v3.

Falta ver que V,+[0,1] = V,[0, 1]. Para esto probemos primero V,«[0,1] < V,[0,1]. Sea e > 0y
consideremos una particion arbitraria a =ty < t; < --- < t, = b. Para cada k = 0,...,n elegimos
un punto s; con sg = a, S, = by s; suficientemente cercano a ty, de modo que se cumpla

£
Ii ty +h) — —.
R T
Entonces
n n
Z\v tr) — v (tg—1) :Z l1m v(ty +h) — hm v(tp— 1—|—h)' Z|U(sk)—v(sk,1)]+€.

k=1 k=1

La suma > ;_, [v(sk) — v(sk—1)| esta acotada por V,[0, 1], por lo que
S ot (t) — v (tre1)] < Vo[0,1] + ¢
k=1

De esta forma se concluye V,+[0,1] < V[0, 1].

Falta ver V[0, 1] < V,+[0, 1]. Sea z* € C[0, 1]*, entonces existe v € BV[0, 1] normalizada tal que
1
¥ (x) = / x(t)dv(t), paratodo x € C[0,1].
0

Note que |z*|| = |v(0)| + V4[0,1], al v estar normalizada v(0) = 0, asi ||z*|| = V,[0,1]. De lo
demostrado anteriormente podemos encontrar un representante normalizado v* tal que v ~ v*,
entonces por la ecuacion 3.3 tenemos

1
x¥(x) = /0 x(t) dv*(t), para todo z € C[0,1].

Por la Desigualdad 3.1 se sigue que ||z*(z)| < V4+[0,1]||z]|s, para todo z € C[0,1], es decir
||lz*|| < Vi+[0, 1]. Teniendo en cuenta que ||z*|| = V,,[0,1], y ||| < Vi+[0, 1], se sigue que V}]0,1] <
V[0, 1]. O

Combinando el Teorema 3.1 y la Proposicién 3.4 obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.5 (Teorema de Representacion de Riesz II). Si L € C[0,1]*, entonces existe una tinica
g € BW[0,1] = {f € BVI[0,1] | f(0) =0} normalizada tal que

1
L(f) = /0 f g, para todo f € C[0,1], y | L] = V,[0,1]
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A continuacidn, ilustraremos el Teorema 3.1 con un ejemplo.

Ejemplo 3.6. Sea L : C[0,1] — R definido por:

1
L(f) :/0 f)de+f(3), feC[o1].
Veamos que L € C[0, 1]*.

» Linealidad. Sean f,g € C[0,1] y «, 5 € R. Tenemos

L(af + Bg) = /1(af + Bg)(x) dx + (af + Bg) <;>

_ O/Olf(x)dwrﬁ/olg(x)dx +af (;) + B9 (é)
:a/olf(x)dx—l—f(;))+5</019(95)d$ +9<;>)

= aL(f)+ BL(g).
Por lo tanto L es lineal.

» Continuidad. Sea f € C|0, 1]. Entonces

L) = '/Olf@)dl‘ +f<;>‘

/Olf(:c)da: + ‘f (;)'
1

g/o F@)dz + | flloe

<l - (1 =0) + [ flloo
= 2|[flloo-

<

Queremos probar que L(f) = fol f dg, para todo f € C]0,1], donde g : [0,1] — R es dada por
g(x) :x—i—H(ac—%), z € [0,1],

y H es la funcién escaléon de Heaviside:

0 1t<0
Hity=4 ="
1 sit>0.

. . - 0, 0
Para esto veamos primero quefo1 fdH = f (%) ,donde H : [0,1] = R, H(x) = {1’ 1
)

Al ser f continua en 3, existe § > 0 tal que si t € [0,1] y |t — 2| < 4, entonces [f(t) — f(3)] < e.
Sea P = {0 =19o,...,Yn—1,Yn = 1} una particion de [0,1] tal que max;<;j<i(y; — yj—1) < 0. Tome
P ={0=2p,2,...,2, =1} una particién de [0, 1] que refine a P. (P. C P). Escoja j € {1,...,n}
tal que % € [2j—1, 2zj]. Como P refina a P;, se cumple méx<j<n(2; — zi—1) < 6. Esto se ilustra en la

siguiente figura:
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0= 2 z1 e Zj—1

D[ =
bl\z
N
i
—
N
S
I
—_

En particular, [z;_1, 2] < 0, lo que implica que [t; — %| < 4. Por la continuidad de f en % tenemos
que |f(t;) — f (%) | <e. Asi,

oo (D)

La funcién H es constante igual a 0 H(z;)) — H(zi—1)=0 coni=j,...,n

| | | B — | |

20=0 z1 e Zj—1 Zj s Zn—1 Zn =1

De lo anterior se concluye que

Luego,

Veamos ahora que V,[0,1] = ||L||. Sea P = {zg = 0,...,2, = 1} una particién de [0, 1]. Tome

je{l,...,n} tal que % € [tj—1,t;]. Dado que g es creciente en [0, %) y en [%, 1], entonces

V(g,P) =) lg(x:) — g(xi1)|
=1
= > @) = glawi)| + lg(zs) — gla; )l + D lg(x:) — g(zi1)]

0<i<y—1 j<i<n
=g(zj-1) — g(wo) + j —xj—1 + 1 + g(zn) — g(x5)
=g(zn) —g(zo)+1=1+1=2
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Como P fue arbitrario, concluimos que V40, 1] = 2.

De la demostraciéon de continuidad de L tenemos ||L|| < 2. Falta ver que 2 < ||L||. Para esto
considere la sucesién de funciones f,, € C|[0,1] con || fn]lcc = 1 ¥ n > 3 definidas por:

1, si0<z<1—41,
fn(x): 1 . 1 "
1-2n(z—(1-3)), sil—; <z<Ll

Note que f, (1 — %) = 1. La expresion en el segundo tramo es lineal. Luego, f, es continua. Veamos
ahora

v = [ fwaes s (3)

_ (/01’11 fola) dz + 11; Fa(2) da:) + fn (;)
_ (/01’111da:+/11i {1—271(:[:— (1—;»] dw) +1
_ <<1i)+o)+1:1:&+1=2i.

lim L(f,) = lim <2 — 1) =2.

Para estas funciones:

n—0o00 n—o0 n

Por tanto, como || f,|lc = 1 para todo n > 3, tenemos || L|| = sup =1 [L(f)| = limy— o0 [L(fn)] =
2. De ambos resultados concluimos que ||L|| = 2. Asi, V,[0,1] = ||L||

Gréfica del ejemplo 3.2

I I - T
2+ 1 |--- H(x—1/2)
—g(z)=z+ H(x—1/2)
1,5} |
E o1t .
[w)
0,5/ |
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