
DISCOS DELGADOS AXIALMENTE SIMÉTRICOS
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Maestŕıa en F́ısica

Bucaramanga

2015



DISCOS DELGADOS AXIALMENTE SIMÉTRICOS
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Índice de figuras

Pag.

Figura 1.1 División del espacio-tiempo a partir de la inclusión de una hipersu-
perficie. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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RESUMEN

TITULO: DISCOS DELGADOS AXIALMENTE SIMÉTRICOS INMERSOS EN HA-
LOS ESFEROIDALES DE MATERIA EN RELATIVIDAD GENERAL1

AUTOR: Oscar Mauricio Pimentel Diaz.2

PALABRAS CLAVE: Relatividad General, Discos Relativistas, Halo, Ecuaciones
de Einstein, Espacio-tiempo Conformestático, Tensor Momento-Enerǵıa, Modelo de
Kuzmin-Toomre, Coordenadas Esferoidales Oblatas, Curvas de Rotación

DESCRIPCIÓN:

Se presentan dos familias infinitas de discos delgados de polvo, axialmente sime-
tricos, inmersos en halos esferoidales de materia en relatividad general. Los discos son
obtenidos a partir de soluciones de las ecuaciones de Einstein para un espacio-tiempo
conformestático y axialmente simétrico, en el cual el tensor métrico se caracteriza úni-
camente por una función métrica. Introduciendo una discontinuidad finita en la primera
derivada del tensor métrico, se obtienen soluciones con una singularidad del tipo fun-
ción delta de manera que describan discos delgados. Las componentes diferentes de cero
del tensor de momento-enerǵıa, tanto para el disco como para el halo, se obtienen de
las ecuaciones de Einstein. De esta manera, se determinan las densidades de enerǵıa y
presiones de las fuentes. Exigiendo que se cumplan las condiciones de enerǵıa, obtene-
mos una restricción sobre las soluciones, de manera que la función métrica se pueda
expresar apropiadamente en términos de la solución a la ecuación de Laplace. Usando la
solución a la ecuación de Laplace en coordenadas esféricas se encuentran discos infinitos
y usando la solución a la ecuación de Laplace en coordenadas esferoidales oblatas, se
encuentran discos finitos. En ambos casos se obtienen soluciones particulares con den-
sidades de enerǵıa y presiones bien comportadas. También se demuestra que aunque las
fuentes son de extensión infinita, las masas del disco y del halo son finitas. Finalmente,
se resuelve la ecuación geodésica para orbitas circulares en el plano del disco para ob-
tener las curvas de rotación.

1Trabajo de Grado
2Escuela de FÍsica, Facultad de Ciencias, Universidad Industrial de Santander. Director: Guillermo

A. GonzÁlez V., Ph.D.
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ABSTRACT

TITLE: AXIALLY SYMMETRIC THIN DISKS IMMERSED IN SPHEROIDAL MAT-
TER HALOES IN GENERAL RELATIVITY 1

AUTHOR: Oscar Mauricio Pimentel Diaz.2

KEY WORDS: General Relativity, Relativistic Disk, Halo, Einstein Equations, Con-
formastatic Spacetime, Energy-Momentum Tensor, Kuzmin-Toomre model, Oblate Sp-
heroidal Coordinates, Rotational Curves.

DESCRIPTION:

Two infinite families of axially symmetric relativistic thin disks of dust immersed
in spheroidal matter haloes are presented. The disks are obtained from solutions to
the Einstein equations for an axially symmetric conformastatic spacetime in which the
metric tensor is characterized by only one metric function. By introducing a finite dis-
continuity on the first derivatives of the metric tensor, solutions with a singularity of
the delta function type are obtained, so describing thin disks. The nonzero components
of the energy-momentum tensor, both for the disk and the halo, are obtained from the
Einstein equations. In this way, the energy densities and pressures of the sources are de-
termined. By imposing the fulfillment of all the energy conditions we obtain a constraint
over the solutions, in such a way that the metric function can be properly expressed in
terms of a solution of the Laplace equation. By using the solution to Laplace equation
in spherical coordinates we find infinite disks, and by using the solution to Laplace
equation in oblate spheroidal coordinates we find finite disks. In both cases we obtain
particular solutions with energy densities and pressures well behaved everywhere. We
also show that the masses of de disks and the haloes are finite even when the sources
are of infinite extension. Finally we solve the geodesic equation for circular orbits in the
plane of the disk to get the rotational curves.

1Degree work
2Escuela de F́ısica, Facultad de Ciencias, Universidad Industrial de Santander. Director: Guillermo

A. González V., Ph.D.
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Introducción

El estudio del campo gravitacional producido por una fuente de materia y los efectos
de este campo sobre la dinámica de las part́ıculas ha sido un problema que ha facinado a
muchos f́ısicos teóricos a través de los años. En sus inicios, los estudios sobre la gravedad
y sus aplicaciones en la astrof́ısica fueron puramente newtonianos; sin embargo, debido
a la imposibilidad de la gravitación newtoniana para explicar algunas observaciones,
como el caso de la precesión anómala del perihelio de la orbita de Mercurio, o la de-
flección de la luz por una distribución de masa [36], fue necesario usar la teoŕıa general
de la relatividad para describir apropiadamente las fuentes de campo gravitacional, en
especial aquellas con densidades de enerǵıa muy grandes.

Una propiedad importante de algunos sistemas astrof́ısicos es la simetŕıa axial; al-
gunos ejemplos de estos sistemas son las estrellas, planetas, galaxias, agujeros negros,
cumulos de estrellas, discos de acreción alrededor de agujeros negros, etc. Por esta razón,
es necesario disponer de un buen número de soluciones a las ecuaciones de Einstein que
tengan simetŕıa axial y que puedan describir configuraciones con estas caracteristicas.
Soluciones a estas ecuaciones para espacio-tiempos estáticos y estacionarios son de vital
importancia para la astrof́ısica y para la teoŕıa en si misma. En el caso de las soluciones
estacionarias, éstas pueden modelar galaxias o estrellas en equilibrio termodinámico,
mientras que las soluciones estáticas, por su parte, se usan para describir estrellas o
agujeros negros inactivos, o para modelar discos con fluidos contrarrotantes, para los
cuales ya hay evidencia observacional [41].

Ahora bien, un área de la relatividad general que despierta mucho interés es la ob-
tención de soluciones axialmente simétricas a las ecuaciones de Einstein que se puedan
interpretar como discos delgados. Ésto se debe a que dichas soluciones pueden ser usa-
das para describir los discos galácticos, permitiendo aśı estudiar, tanto las propiedades
f́ısicas asociadas a la fuente discoidal de materia, como el movimiento de part́ıculas
en el plano del disco. En astrof́ısica, estas soluciones se usan para dar una descripción
aproximada de discos de fluido perfecto, discos con esfuerzos anisótropos y discos de
materia sin presión o de polvo. Por otro lado, es evidente que un sistema galáctico no
está formado solo por un disco, sino que también posee otras componentes como el
bulbo, el halo, un agujero negro central, etc. Sin embargo, la componente más grande
de una galaxia es el halo, que es un fluido que se encuentra autogravitando alrededor
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del disco. Se cree que el halo aporta, en algunos casos, más del 90 % de la masa total
de la galaxia [40, 24]; por ésto, es importante construir modelos relativistas de dis-
cos inmersos en halos. Adicionalmente, una propiedad relevante de las soluciones es que
describan sistemas de masa finita, o mejor aún, que describan fuentes de extensión finita.

Por otro lado, la velocidad circular de una part́ıcula en el plano del disco es una
cantidad f́ısica importante asociada a la dinámica de una galaxia, ya que en la literatura
existen datos observacionales que muestran el comportamiento de la velocidad tangen-
cial de las estrellas a diferentes distancias al centro del disco galáctico [46]. Las gráficas
obtenidas a partir de estos datos se conocen como curvas de rotación y son de interés
en astrof́ısica pues brindan un método indirecto para medir algunas propiedades f́ısicas
de la galaxia como por ejemplo su masa. Ya que la relatividad general es la teoŕıa más
aceptada para describir sistemas gravitacionales, es interesante poder calcular, a par-
tir de las soluciones exactas, las curvas de rotación para su posterior análisis cualitativo.

A partir de las ecuaciones de Einstein se pueden obtener soluciones numéricas o
soluciones exactas. Estas últimas no son sencillas de obtener e interpretar debido a la
naturaleza no lineal de las ecuaciones de campo de Einstein. A pesar de ésto, se ha
invertido gran cantidad de esfuerzo en la obtención de soluciones exactas ya que éstas
permiten diferenciar un comportamiento f́ısico de uno patológico, facilitan la intuición
sobre situaciones más generales, y son útiles para estudiar la interacción del campo
gravitacional con otros campos [4].

El problema de resolver las ecuaciones de Einstein y después interpretar las so-
luciones como discos delgados estáticos y estacionarios ha sido abordado por muchos
investigadores ya que este problema presenta un gran interés, no solo en el marco de la
teoŕıa de la relatividad general y la comprensión de sus fundamentos, sino también en
la interpretación y aplicación de las soluciones obtenidas a sistemas astrof́ısicos como
por ejemplo las estrellas y las galaxias en equilibrio termodinámico. Sin embargo, este
problema es relativamente joven y aún queda mucho camino que recorrer.

Los primeros modelos de discos relativistas fueron obtenidos por Bonnor y Sackfield
[8] en 1968 y correspond́ıan a discos estáticos sin presión. Un año después, Morgan
y Morgan obtuvieron discos estáticos con presión radial [37]. Con ésto, el interés por
este tipo de modelos aumentó y muchas soluciones diferentes fueron encontradas, tanto
para discos estáticos [49, 34, 10, 32, 29, 7, 5, 16, 15], como para discos estacionarios
[35, 6, 39]. La estabilidad de este tipo de modelos se ha investigado usando perturba-
ciones de primer orden en el tensor de momento-enerǵıa [45]. Discos relativistas como
fuentes de la métrica de Kerr-Newman se presentan en [28]. Discos de fluido perfecto
cargados fueron estudiados en [48, 14, 13]. También se ha estudiado la superposición de
un disco delgado con un agujero negro central en varias referencias [21, 30, 31]. Discos
de polvo estacionarios contrarrotantes han sido estudiados en [38, 26, 27].
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En la literatura, las soluciones exactas de discos delgados en relatividad general se
obtienen resolviendo simultaneamente el problema externo, cuya solución determina el
campo exterior, y es basicamente un problema de contorno para las ecuaciones de Eins-
tein, y el problema interno, que para discos delgados se reduce a imponer condiciones
de frontera apropiadas a la solución exterior. Adicionalmente, para que las soluciones
sean f́ısicamente bien comportadas deben cumplir las condiciones de enerǵıa. La nece-
sidad de que todas estas condiciones se cumplan dificulta la obtención de soluciones
capaces de describir sistemas f́ısicos. Para el caso de un sistema compuesto únicamente
por un disco delgado y un halo esferoidal hay muy pocas referencias en la literatura. De
nuestro conocimiento, existen dos trabajos realizados sobre discos con halos. El primer
trabajo fue desarrollado por Vogt y Lettelier en 2003 [47]. En él, los autores toman
soluciones exactas (soluciones exteriores) ya conocidas en la literatura y aplican a cada
una el bien conocido método de desplazamiento, corte y reflexión, el cual garantiza las
condiciones (de frontera) necesarias para definir una fuente discoidal. De esta manera
obtienen discos delgados infinitos inmersos en halos. El segundo trabajo fue publicado
por González, Gutierres y Quevedo en 2013. En él se describen discos delgados infinitos
con halo en el contexto de la gravedad de Einstein-Maxwell para un espacio-tiempo
conformestático [20]. En este trabajo se usa nuevamente el método de desplazamiento,
corte y reflexión para obtener los discos con halo.

Ahora bien, para definir discos finitos en relatividad general se usan las coordenadas
esferoidales oblatas, puesto que éstas se adaptan muy bien a la simetŕıa de las fuen-
tes y definen de manera natural un radio de corte para el disco. Adicionamente, estas
coordenadas introducen las condiciones necesarias para la existencia de la distribución
discoidal de materia y por tanto han sido utilizadas en diversos trabajos [49, 8]. A pesar
de lo dicho anteriormente, no existe en la literatura soluciones exactas que describan
discos delgados finitos inmersos en halos esferoidales.

El objetivo que se persigue con este trabajo de investigación es obtener nuevas
soluciones a las ecuciones de Einstein interpretables como discos delgados finitos e infi-
nitos que estén inmersos en halos esferoidales de materia y que presenten densidades de
enerǵıa y presiones f́ısicamente bien comportadas. Con ambas familias se espera obtener
y analizar, tanto las propiedades f́ısicas de la fuente material, como también las expre-
siones para la velocidad tangencial de part́ıculas que se mueven en órbitas circulares en
el plano del disco.

Para cumplir este objetivo, se presenta en el caṕıtulo 2 las soluciones a las ecua-
ciones de Einstein para un espacio-tiempo estático y axialmente simétrico descrito por
una métrica conformestática. Para interpretar f́ısicamente el tensor de momento-enerǵıa
obtenido se escriben sus componentes en un marco de referencia comovil cuyos ejes es-
paciales son paralelos a los esfuerzos principales. De esta manera se pueden obtener,
tanto la densidad de enerǵıa, como la presión del fluido. Posteriormente, se exige que
las soluciones cumplan con las condiciones de enerǵıa, de manera que las propiedades
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del fluido sean f́ısicamente bien comportadas. A partir de las condiciones de enerǵıa
se obtiene una ecuación de estado para el halo, y a demás, una ecuación que permite
escribir las soluciones en términos de la bien conocida solución a la ecuación de Lapla-
ce. Posteriormente, se usa la aproximación distribucional y el formalismo de cascarones
delgados para definir apropiadamente una fuente discoidal delgada de materia. Final-
mente, se introducen las expresiones para calcular la masa del sistema y se obtiene, a
partir de la ecuación geodésica, la expresión para la velocidad circular de las part́ıculas
que se mueven en órbitas circulares en el plano del disco.

En el caṕıtulo 3 se elige la solución a la ecuación de Laplace en coordenadas esféricas
y se aplica sobre ella el método de desplazamiento, corte y reflexión, de manera que se
cumplan las condiciones necesarias para garantizar la existencia de una fuente discoidal
de materia. Con estas soluciones se calculan, para los tres primeros modelos de la fa-
milia de soluciones, las expresiones anaĺıticas que describen la densidad de enerǵıa del
halo y del disco, la presión del fluido presente en el halo, las masas de ambas regiones
(disco y halo) y la velocidad circular o velocidad de rotación de part́ıculas de prueba
tipo tiempo que se mueven bajo la acción gravitacional del disco y del halo; además, se
grafican estas cantidades y se analizan los diferentes comportamientos. En conclusión,
se obtiene una familia de discos delgados bien comportados que se extienden hasta el
infinito y que están inmersos en un fluido o halo esferoidal de materia que cumple con
las condiciones de enerǵıa.

En el caṕıtulo 4, se elige la solución a la ecuación de Laplace en coordenadas esfe-
roidales oblatas ya que estas coordenadas se adaptan muy bien a la geometŕıa de las
fuentes, introducen de manera natural un radio de corte para el disco y garantizan las
condiciones necesarias para la existencia de esta fuente discoidal. Como en el caṕıtulo
anterior, se obtienen, para los tres primeros modelos de la familia de soluciones, las ex-
presiones anaĺıticas para las densidades de enerǵıa del disco y del halo, para la presión
del halo, para la masa del sistema (nuevamente finita) y para la velocidad circular. To-
das estas cantidades se grafican y se analizan para estudiar su comportamiento. De esta
manera, se obtiene una familia infinita de soluciones a las ecuaciones de Einstein que
cumplen las condiciones de enerǵıa y que se pueden interpretar como discos delgados
finitos inmersos en halos esferoidales. Adicionalmente, se analiza la velocidad circular
de part́ıculas de prueba tipo tiempo que se mueven en órbitas circulares alrededor del
centro del disco y en el plano del mismo, para de esta manera conocer cómo son las
curvas de rotación asociadas a nuestras soluciones. En el caṕıtulo final, se presentan las
principales conclusiones de este trabajo.
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Caṕıtulo 1

Discos Delgados Axialmente
Simétricos Inmersos en Halos

1.1. Soluciones Axialmente Simétricas de las Ecua-

ciones de Einstein

Muchos objetos astrof́ısicos poseen simetŕıa axial en una primera aproximación, al-
gunos ejemplos de estos objetos son las galaxias, las estrellas, los planetas, algunos cu-
mulos de estrellas entre otros. Como el sistema disco-halo que queremos describir posee
simetŕıa axial, partimos de la métrica conformestática [25] en coordenadas ciĺındricas,
xα = (t, r, z, ϕ),

ds2 = −e2ψdt2 + e−2ψ(dr2 + r2dϕ2 + dz2), (1.1)

donde ψ es una función continua de las coordenadas r y z, pues el espacio tiempo debe
ser axialmente simétrico. Adicionalmente, exigimos que ψ(r,−z) = ψ(r, z) de manera
que el sistema posea simetŕıa de reflexión al rededor del plano z = 0.

A pesar de que el tensor métrico, gαβ, es un concepto fundamentalmente matemático
que describe la geometŕıa de un espacio topológico, éste a su vez adquiere, en relati-
vidad general, una interpretación f́ısica análoga al potencial gravitacional en la teoŕıa
newoniana; por esta razón, conociendo ya el tensor métrico (1.1) o campo gravitacional,
podemos conocer la fuente f́ısica que produce dicho campo a través de las ecuaciones
de Einstein, las cuales se escriben en unidades geometrizadas (c = 8πG = 1) como

Tαβ = Rαβ −
1

2
gαβR, (1.2)

donde Rαβ es el tensor de Ricci, R es el escalar de Ricci y Tαβ es el tensor de momento-
enerǵıa, el cual contiene toda información sobre las fuentes de campo gravitacional
presentes en el halo (notese que, hasta el momento, no hemos introducido la fuente
discoidal; ésto se hará más adelante).

Al calcular el tensor Tαβ, encontramos que las únicas componenetes no nulas son

Ttt = e4ψ{2ψ,rr + 2
ψ,r
r

+ 2ψ,zz − ψ2
,r − ψ2

,z}, (1.3)
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Trr = ψ2
,z − ψ2

,r, (1.4)

Tϕϕ = r2{ψ2
,r + ψ2

,z}, (1.5)

Tzz = ψ2
,r − ψ2

,z, (1.6)

Trz = Tzr = −2ψ,rψ,z. (1.7)

La primera solución que consideramos, por su simplicidad, es la solución de vacio, la
cual se obtiene haciendo Tαβ = 0. Ésto conduce al sistema de ecuaciones

ψ,rr +
ψ,r
r

+ ψ,zz = 0, (1.8)

ψ2
,z − ψ2

,r = 0, (1.9)

ψ2
,r + ψ2

,z = 0, (1.10)

ψ,rψ,z = 0, (1.11)

cuya única solución es ψ(r, z) constante. Tal resultado implica que las funciones métri-
cas, e±2ψ, son constantes y por lo tanto que el espacio-tiempo es minkowskiano; es
decir, que en el espacio no existen fuentes de campo gravitacional. Sin embargo, como
queremos que la fuente de materia posea una componente discoidal con una densidad
de enerǵıa diferente de cero, la solución ψ constante no puede ser valida para nuestro
caso. Con base en ésto, podemos afirmar que para un sistema disco-halo descrito por
la métrica (1.1), la solución de vacio no existe. En este caso, por lo tanto, se introduce
de manera natural el halo esferoidal de materia.

Ahora, para interpretar f́ısicamente las componentes del tensor de momento-enerǵıa
del halo, debemos transformarlas a un sistema de referencia comovil, el cual esta definido
por los vectores base

eα(0) = e−ψδa0 , (1.12)

eα(1) = eψδa1 , (1.13)

eα(2) =
eψ

r
δa2 , (1.14)

eα(3) = eψδa3 , (1.15)

donde el vector eα(0) es la cuadri-velocidad del sistema de referencia. Usando la formula
de transformación

T(µ)(ν) = Tαβe
α
(µ)e

β
(ν), (1.16)

obtenemos las componentes no nulas del tensor de momento-enerǵıa en la base comovil
T(µ)(ν), las cuales son

T(t)(t) = e2ψ{2ψ,rr + 2
ψ,r
r

+ 2ψ,zz − ψ2
,r − ψ2

,z}, (1.17)

T(r)(r) = e2ψ{ψ2
,z − ψ2

,r}, (1.18)
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T(ϕ)(ϕ) = e2ψ{ψ2
,r + ψ2

,z}, (1.19)

T(z)(z) = e2ψ{ψ2
,r − ψ2

,z}, (1.20)

T(r)(z) = T(z)(r) = −2e2ψψ,rψ,z. (1.21)

A pesar de que el tensor T(µ)(ν) no es diagonal, podemos encontrar un sistema de
referencia en el cual los ejes espaciales estén orientados en dirección de los esfuerzos
principales, de manera que el tensor quede en su forma diagonal. Para esto debemos
resolver el problema de autovalores y autovectores definido por la ecuación

T(µ)(ν)ζ
(ν)
α̂ = λη(µ)(ν)ζ

(ν)
α̂ , (1.22)

donde λ es el autovalor asociado a cada autovector ζ
(ν)
α̂ . Haciendo ésto, llegamos a la

tétrada de autovectores

ζ
(a)

0̂
=

(
e−ψ, 0, 0, 0

)
, (1.23)

ζ
(a)

1̂
=

(
0, 0, 1

r
eψ, 0

)
, (1.24)

ζ
(a)

2̂
=

1√
1 + Ω2

(
0, eψ, 0, −Ωeψ

)
, (1.25)

ζ
(a)

2̂
=

1√
1 + Ω2

(
0, Ωeψ, 0, eψ

)
, (1.26)

donde Ω = ψ,r/ψ,z.

Con la base de autovectores y la ecuación de transformación,

Tµ̂ν̂ = T(α)(β)ζ
(α)
µ̂ ζ

(β)
ν̂ , (1.27)

calculamos las componentes no nulas del tensor diagonal de momento-enerǵıa,

Tt̂t̂ = e2ψ(2∇2ψ −∇ψ · ∇ψ), (1.28)

Tr̂r̂ = e2ψ∇ψ · ∇ψ, (1.29)

Tϕ̂ϕ̂ = e2ψ∇ψ · ∇ψ, (1.30)

Tẑẑ = −e2ψ∇ψ · ∇ψ, (1.31)

donde Tt̂t̂ es la densidad de enerǵıa, ρ, del halo y Tr̂r̂, Tϕ̂ϕ̂ y Tẑẑ son los esfuerzos
principales p1, p2 y p3 respectivamente. En resumen, se obtuvo para el halo la densidad
de enerǵıa,

ρ = e2ψ(2∇2ψ −∇ψ · ∇ψ), (1.32)

y la presión promedio,

p =
1

3
(p1 + p2 + p3) =

1

3
e2ψ∇ψ · ∇ψ, (1.33)
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Ahora, para que las soluciones que hemos obtenido representen una fuente gravi-
tacional f́ısicamente bien comportada, es importante que cumplan con las condiciones
de enerǵıa. Si el tensor de momento-enerǵıa es diagonal, estas condiciones se escriben
como

ρ ≥ 0, (1.34)

| ρ | ≥ | pi |; i = 1, 2, 3, (1.35)

ρ+ pi ≥ 0; i = 1, 2, 3, (1.36)

ρ+ p1 + p2 + p3 ≥ 0. (1.37)

Las desigualdades (1.34) y (1.36) corresponden a la condición de enerǵıa debil, la cual
garantiza la positividad de la densidad de enerǵıa del halo; la desigualdad (1.35) corres-
ponde a la condición de enerǵıa dominante, la cual garantiza que la materia fluya en
lineas de mundo tipo tiempo o nulas; finalmente, (1.37) corresponde a la condición de
enerǵıa fuerte, la cual garantiza que el campo gravitacional sea atractivo. Ahora, para
las soluciones (1.28-1.31), las condiciones de enerǵıa se reducen a la desigualdad

∇2ψ ≥ ∇ψ · ∇ψ. (1.38)

Una forma de satisfacer (1.38) es encontrar funciones ψ que satisfagan la ecuación

∇2ψ = k∇ψ · ∇ψ, (1.39)

con k ≥ 1; aśı se garantiza que ρ y p tengan un buen comportamiento f́ısico. Esta forma
particular de satisfacer las condiciones de enerǵıa conduce a la ecuación de estado para
el fluido en el halo

p =
ρ

3(2k − 1)
. (1.40)

Un fluido cuya ecuación de estado tiene la forma lineal p = γρ se conoce como fluido
tipo gamma [9]. En nuestro caso γ = 1/[3(2k− 1)] y, dependiendo del valor de k, pode-
mos tener diferentes tipos de fluidos: para el menor valor posible de k (k = 1), tenemos
que γ = 1/3, lo cual implica que en el halo hay un fluido de radiación (fotones); para
el mayor valor posible de k (k = ∞), tenemos que γ = 0, por lo tanto p = 0, es decir,
el fluido del halo será de polvo. A medida que se incrementa k el fluido es, microscopi-
camete hablando, menos interactuante, ya que la presión tiende a disminuir.

La ecuación (1.39) se puede reescribir como ∇2(e−kψ) = 0, donde e−kψ se toma como
solución a la ecuación de Laplace ∇2U = 0; sin embargo, para garantizar que el espacio
tiempo sea asintóticamente plano, tomamos la relación entre la función ψ y la función
U como

e−kψ = 1− U, (1.41)
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M+(φ > 0)

Halo

Disco

Halo

M−(φ < 0)

Σ(φ = z = 0)

Figura 1.1: División del espacio-tiempo a partir de la inclusión de una hipersuperficie.

de manera que, como en el infinito U se hace cero, la métrica (1.1) se convierte en
Minkowsky y por lo tanto el espacio-tiempo se hace plano. Con la ecuación anterior y
tomando U como solución a la ecuación de Laplace podemos calcular ψ. De esta manera
queda completamente determinada la densidad de enerǵıa y presión del fluido en el halo.

Hasta el momento solo se ha obtenido un fluido con simetŕıa axial cuya ecuación de
estado es de la forma p = γρ. En la siguiente sección se introducirá una fuente discoidal
en el plano z = 0, de manera que ésta quede inmersa en el fluido. El formalismo utiliza-
do para definir el disco introduce unas condiciones sobre la métrica que son heredadas
a la función ψ, y que se satisfacen mediante una apropiada escogencia de la función U .

1.2. Tensor de Momento-Eneŕıa del Disco

Para introducir una fuente discoidal de materia debemos definir, en primer lugar,
la hipersuperficie sobre la cual va a existir una densidad de enerǵıa diferente de cero.
Esta hipersuperficie la denotamos con la letra Σ y la definimos mediante la función
φ(xα) = z, de manera que su vector normal es nα = δzα. Por simplicidad ubicamos el
origen del sistema de coordenadas en la hipersuperficie para que ésta quede en el plano
z = 0. Al definir Σ, el espacio queda dividido en dos partes: M+, para φ > 0, es decir,
por encima de la hipersuperficie, y M−, para φ < 0, es decir, por debajo de Σ. La figura
2.1 muestra, de manera esquemática, esta división del espacio.

Mediante el uso de la aproximación distribucional [1, 33, 43] y del formalismo de
cascarones delgados [23, 11] podemos escribir el tensor métrico de la forma,

gαβ = (gαβ)D = g+
αβθ(φ) + g−αβ{1− θ(φ)}, (1.42)
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donde θ(φ) es la función de distribución de Heaveside y g±αβ son los tensores métricos
para las regiones definidas por φ > 0 (M+) y φ < 0 (M−) respectivamente. Los śımbolos
de Christoffel en forma distribucional se pueden construir a partir de (1.42) como

Γαβγ = Γ+α
βγ θ(φ) + Γ−αβγ {1− θ(φ)}, (1.43)

donde Γ±αβγ son los śımbolos de Christoffel en M+ y M−. Para llegar a la ecuación (1.43)
se impone la condición de continuidad del tensor métrico en z = 0. Matematicamente,
esta condición se escribe como

[gαβ] = gαβ|z=0+
− gαβ|z=0−

= 0, (1.44)

donde [gαβ] es la función salto de gαβ a través del plano z = 0. Es importante introducir
esta condición para que los śımbolos de Christoffel queden, distribucionalmente, bien
definidos.

Con la ecuación (1.42) y (1.43) escribimos el tensor de Ricci como

Rαβ = R+
αβθ(φ) +R−αβ{1− θ(φ)}+Hαβδ(φ), (1.45)

donde δ(φ) es la función delta de Dirac, R±αβ son los tensores de Ricci para M+ y M−,
y Hαβ es el tensor de Ricci asociado a la hipersuperficie. Este último tensor se escribe
en términos del vector normal, nα, mediante la expresión

Hαβ =
1

2
{bzβnα − bγγnαnβ + bαznβ − bαβgzz}, (1.46)

con
bαβ = [gαβ,z] = gαβ,z|z=0+

− gαβ,z|z=0−
. (1.47)

Nótese que si gαβ,z fuera continua en z = 0, entonces bαβ se haŕıa cero, y como
consecuencia, desapareceŕıa el término singular en el tensor de Ricci (1.45). Sin embargo,
si consideramos Hαβ diferente de cero; es decir, si la primera z-derivada del tensor
métrico es discontinua en z = 0, entonces podemos darle una interpretación f́ısica a
la singularidad. Ésto se logra si, a partir de las ecuaciónes de Einstein y de (1.45),
construimos el tensor de momento-enerǵıa, el cual toma la forma

Tαβ = T+
αβθ(φ) + T−αβ{1− θ(φ)}+Qαβδ(φ), (1.48)

donde T±αβ son los tensores de momento-enerǵıa en M+ y M− respectivamente y Qαβ

es el tensor de momento-enerǵıa asociado a la hipersuperficie. En pocas palabras, el
término singular del tensor Tαβ define una capa delgada de materia en Σ, cuyo tensor
de momento-enerǵıa se expresa en términos de Hαβ y del escalar de Ricci, H, asociado
a Σ como

Qab = Hab −
1

2
gabH. (1.49)
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Estas son las ecuaciones de Einstein sobre la hipersuperficie.

Ahora, para garantizar que se cumpla la condición (1.44) exigimos, además de si-
metŕıa axial, simetŕıa de reflexión alrededor del plano z = 0, la cual se cumple si

ψ(r,−z) = ψ(r, z), (1.50)

Esta ecuación implica a su vez que

ψ,z(r,−z) = −ψ,z(r, z), (1.51)

por lo tanto, (1.47) se puede reescribir como

bαβ = 2gαβ,z|z=0+
6= 0, (1.52)

si, además, logramos garantizar que gαβ,z|z=0+
6= 0. Ésta es la condición necesaria para

que Qαβ sea diferente de cero. La simetŕıa de reflexión implica tamb́ıen que T+
αβ = T−αβ,

los cuales ya hemos calculado mediante las ecuaciones (1.2). Como ψ esta relacionado
con la solución a la ecuación de Laplace mediante (1.41), entonces debemos escoger una
función U que cumpla con las condiciónes (1.50) y (1.52). Esta escogencia la veremos
en los caṕıtulos 3 y 4.

Habiendo definido ya las condiciones necesarias para que exista una fuente discoidal
de materia, aplicamos las ecuaciones (1.49) a la métrica conformestática para obtener
Qαβ. La única componente no nula del tensor de momento-enerǵıa del disco es

Qt
t = −4ψ,ze

2ψ, (1.53)

la cual está evaluada en z = 0+.

Ahora, el tensor de momento-enerǵıa superficial del disco se calcula a partir de la
integral

Sαβ =
∫
Tαβdsn =

√
gzzQαβ, (1.54)

donde dsn =
√
gzzdz y Tαβ = Qαβδ(φ). De esta manera, la componente no nula de Sαβ

es
Stt = 4ψ,ze

3ψ. (1.55)

Escribiendo Sαβ en el sistema definido por los vectores base ζ
(β)
α̂ obtenemos la densidad

superficial de enerǵıa del disco
σ = 4eψψ,z, (1.56)

la cual está evaluada en z = 0+. Ahora, para que el tensor superficial de momento-
enerǵıa del disco satisfaga las condiciones de enerǵıa, es necesario que se cumpla la
desigualdad

ψ,z |z=0+
> 0, (1.57)

la cual implica que σ > 0. Esta desigualdad se introduce como una condición de contorno
para la ecuación (1.39).
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1.3. Masa del Sistema y Geodésicas Circulares

Dos cantidades importantes, no solo desde el punto de vista teórico sino también
desde el observacional, son la masa del sistema disco-halo y la velocidad circular de
una part́ıcula que se mueve en órbitas circulares alrededor del centro del sitema y en el
plano del disco. La velocidad circular tiene especial importancia en astrof́ısica, ya que a
partir de las curvas de rotación observacionales se puede obtener, de manera indirecta,
información fundamental sobre las propiedades f́ısicas de las galaxias como la masa, la
frecuencia epiciclica, la frecuencia vertical, etc [18].

Una vez obtenido el tensor de momento-enerǵıa del disco (Sαβ) y del halo (Tαβ)
podemos calcular la masa total de cada una de las regiones que conforman el sistema.
Para cumplir con este primer objetivo usamos la fórmula de Komar [11],

M = 2
∫ (

Tαβ −
1

2
Tgαβ

)
mαξ

β
(t)

√
hd3y, (1.58)

donde mα es el vector normal a la hipersuperficie tipo tiempo, ξβ(t) es el vector de Killing

tipo tiempo, h es el determinante de la métrica inducida y
√
hd3y es el elemento de

volumen del espacio. En nuestro caso, mα = ζα
0̂

y ξβ(t) = δβt .

Para calcular la masa del halo usamos, en la formula de Komar, el tensor de
momento-enerǵıa cuyas componenetes no nulas estan dadas en (1.3-1.7). Con estas
componentes la masa del halo toma la forma,

MH = k
∫
V

(∇ψ · ∇ψ)dV =
∫
V

(∇2ψ)dV, (1.59)

donde V es el volumen que se extiende a todo el espacio y dV es el elemento de volumen
usual (euclidiano) del espacio. Ahora, para el caso del disco, tomamos Tαβ = Qαβδ(z) =

eψSαβδ(z). Ésto nos permite escribir su masa como

MD = 8π
∫ ∞

0
ψ,z|z=0+

rdr. (1.60)

Tanto la masa del disco como la del halo dependen del tipo de función U que tomemos
para determinar las soluciones.

Es claro que la métrica (1.1), además de ser estacionaria, es estática, es decir, descri-
be el campo gravitacional producido por una fuente que no se está moviendo (sistema
con simetŕıa de reflexión temporal), por lo tanto, para calcular, en relatividad general,
la velocidad circular de una part́ıcula alrededor del centro del sistema y en el plano
del disco, debemos estudiar la dinámica de part́ıculas tipo tiempo que se mueven en
presencia del campo gravitacional estático producido por la fuente discoidal y por el
halo de materia. Para esto, debemos resolver la ecuación de la geodésica

duα
dτ

=
1

2
gµν,αu

µuν , (1.61)
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para una part́ıcula cuyo cuadrivector velocidad está definido únicamente por la compo-
nente temporal y por aquella que apunta en dirección ϕ, de manera que

uα = u0(1, 0, ω, 0), (1.62)

donde w = u2/u0 es la velocidad angular. Como el vector velocidad de part́ıculas
reales es temporal y unitario, entoces debemos aplicar la condición de normalización
gαβu

αuβ = −1, con la cual encontramos que

(u0)2 =
e−2ψ

1− v2
c

, (1.63)

donde v2
c = e−4ψr2ω2 es la velocidad circular o tangencial.

Como la velocidad en dirección radial es cero, entonces gµν,ru
µuν = 0. Esto implica

que la velocidad circular en términos de U es

v2
c =

rU,r
k(1− U)− rU,r

. (1.64)

Esta expresión se evalua en el plano del disco para obtener las curvas de rotación.
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Caṕıtulo 2

Discos Relativistas de
Kuzmin-Toomre con Halo

Las densidades de enerǵıa del halo y del disco, la presión del halo, la masa del sis-
tema y las velocidades de rotación son las propiedades f́ısicas que describen el sistema
disco-halo. Estas propiedades están escritas en términos de la función U , la cual es
solución a la ecuación de Laplace. Una elección de esta función permite generar, ya sea
un modelo particular, o bien, una familia de soluciones.

Sin embargo, como vimos en la sección 2.2, no basta con que U sea solución de la
ecuación de Laplace, también es importante que esta función sea ax́ıalmente simétrica
y que, además, posea simetŕıa de reflexión alrededor del plano del disco (z = 0), es
decir, que U(r,−z) = U(r, z); esto con el objetivo de satisfacer (1.50). Adicionalmente,
la elección de U debe garantizar que gαβ,z|z=0+

6= 0, de manera que se cumpla (1.52).
Satisfaciendo estas condiciones podemos definir apropiadamente una distribución dis-
coidal de materia en el plano z = 0.

Para cumplir las condiciones discutidas en el párrafo anterior consideramos U como
solución de la ecuación de Laplace en coordenadas esféricas. Sin embargo, debido a que
los halos galácticos en general no son esféricos, es mas adecuado escribir las solucio-
nes en coordenadas ciĺındricas ya que ellas facilitan la interpretación de las soluciones.
Ahora, si usamos las transformaciones usuales de coordenadas esféricas a ciĺındricas:
R2 = r2 + z2 y cosθ = z/R, entonces la condición (1.52) no se satisface, ya que se
obtiene bαβ = 0.

Para resolver este problema se hace uso del método de desplazamiento, corte y
reflexión, el cual fué utilizado por Kuzmin y Toomre [44, 12] para generar discos en el
marco de la gravitación newtoniana. Este método consiste en hacer la transformación
sobre la coordenada z,

z → |z|+ a, (2.1)

donde a es una cantidad constante. Finalmente, con esta transfomación podemos escri-

23



bir la función U como

Un(R, θ) = −
n∑
l=0

Al
Rl+1

Pl(cosθ), (2.2)

donde Pl(cosθ) son los polinomios de Legendre, Al son constantes, R2 = r2 + (|z|+ a)2

y cosθ = (|z|+ a)/R.

Como se ve en la ecuación (2.2), hemos obtenido un número infinito de funciones
(0 ≤ n < ∞) que, junto con las propiedades f́ısicas obtenidas en el caṕıtulo anterior,
describen fuentes discoidales inmersas en halos de materia. En este trabajo solo presen-
taremos algunas soluciones, y sobre ellas discutiremos el comportamiento de las fuentes
de campo gravitacional y su efecto sobre la dinámica de las part́ıculas que se mueven
en el plano del disco. Para esto consideramos, únicamente, los tres primeros casos de la
función U , es decir,

U0 = −A0

R
, (2.3)

U1 = −A0

R
− A1

R2
cosθ, (2.4)

U2 = −A0

R
− A1

R2
cosθ − A2

R3
(3cos2θ − 1). (2.5)

Como se hab́ıa dicho anteriormente, tanto R como cosθ dependen de las coordenadas
ciĺındricas r y z, de manera que U0, U1 y U2 también dependen de estas coordenadas.

2.1. Densidad de Enerǵıa del Disco

Ahora, con la relación entre la función ψ y la función U podemos escribir la densidad
de enerǵıa del disco (1.56) en términos de U como

σn(r, z) =
4

k

Un,z

(1− Un)
k+1
k

. (2.6)

Esta expresión se debe evaluar en z = 0+.

Aśı obtenemos las expresiones anaĺıticas para las densidades (normalizadas) de
enerǵıa del disco para los tres primeros modelos de la familia infinita de soluciones,
las cuales se escribien como

σ̃0 =
Ã0

(
Ã0 +

√
ϑ
)− 1+k

k

(ϑ)
2k−1
2k

, (2.7)

σ̃1 =

[
Ã0ϑ+ Ã1(2− r̃2)

]
ϑ

3−2k
2k[

ϑ3/2 + Ã0ϑ+ Ã1

] 1+k
k

, (2.8)
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σ̃2 =

[
(Ã0 − Ã1)ϑ2 + 3(Ã1 − Ã2)ϑ+ 5

2
Ã2(2− r̃2)

]
ϑ

5−2k
k[

2ϑ5/2 + 2Ã0ϑ2 + 2Ã1ϑ+ Ã2(2− r̃2)
] 1+k

k

, (2.9)

donde ϑ = 1 + r̃2, r̃ = r/a, Ã0 = A0/a, Ã1 = A1/a
2, Ã2 = A2/a

3, y σ̃n = (ka/4)σn.

Para analizar el comportamiento de esta cantidad se realizaron las gráficas que
presentamos en la figura 3.1. En ellas se muestran diferentes comportamientos para
diferentes valores de las constantes k y Ãl. Cada curva está determinada por un con-
junto de valores para las constantes, de manera que para el modelo n, los valores serán
(k, Ã1, Ã2, ..., Ãn). Es importante aclarar que los valores que escogimos para las cons-
tantes conducen a densidades de enerǵıa positivas para que se cumplan las condiciones
de enerǵıa, es decir, para que satisfagan (1.57).

Como se puede ver en la figura 3.1, la mayoŕıa de los perfiles de densidad de enerǵıa
del disco presentan un máximo en el centro del sistema, es decir en r̃ = 0. La densidad
cominenza a decrecer a medida que se incrementa la distancia al centro del disco hasta
llegar a tomar un valor de σ̃ = 0 en el infinito. Los diferentes valores que pueden tomar
las constantes determinan el valor máximo de σ̃ y qué tan concentrada se presenta esta
enerǵıa en el centro; en otras palabras, determinan con que rapidez decrece σ̃ con la
distancia r̃.

Finalmente, es importante resaltar que el modelo n = 0 es más restrictivo, ya que
solo tiene dos constantes libres para variar y, por lo tanto, los perfiles de densidad de
enerǵıa que se obtienen son cualitativamente similares entre ellos (máximo en el centro
y tiende a cero en el infinito). Por otro lado, en el modelo n = 1, y más aún, en el
modelo n = 2, aparece un mayor número de constantes para elegir y aśı obtener varios
perfiles con comportamientos diferentes. Se observa, por ejemplo, en el modelo n = 2,
algunos casos en los cuales la densidad de enerǵıa presenta más de un máximo; en el
modelo n = 1 tenemos un caso en donde el máximo no se encuentra en el centro del
sistema, lo cual es inusual.

2.2. Densidad de Enerǵıa del Halo

En los modelos obtenidos, el diso delgado se encuentra inmerso en un fluido o ha-
lo de materia que posee una densidad de enerǵıa, ρ, dada por la ecuación (1.32) y
una presión promedio, p, dada por (1.33). Ambas cantidades f́ısicas están relaciona-
das a través de una ecuación de estado de la forma p = γρ; por lo tanto, analizar el
comportamiento cualitativo de la densidad de enerǵıa es equivalente a analizar el de
la presión promedio, ya que estas cantidades solo se diferencian por el factor de escala γ.

Con la relación entre la función U y la función ψ calculamos la densidad de enerǵıa
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Figura 2.1: Densidad superficial de enerǵıa del disco σ̃n como función de r̃ para los 3 pri-
meros modelos de la familia de soluciones. Cada curva está referenciada por un conjunto
de números, de manera que, para el modelo n los números son (k, Ã0, Ã1, Ã2, ..., Ãn).

26



del halo en términos de U , de manera que se obtiene

ρn(r, z) =
2k − 1

k2

U2
n,r + U2

n,z

(1− Un)2(k+1)/k
. (2.10)

Con esta expresión se calculan las densidades de enerǵıa del halo para los tres primeros
modelos de la familia infinita de soluciones (n = 0, 1, 2),

ρ̃0 =
Ã2

0

(
Ã0 +

√
M̃
)−2(k+1)/k

M̃ (k−1)/k
, (2.11)

ρ̃1 =
r̃2[Ã0M̃ + 3Ã1Z̃]2 + [Z̃(Ã0M̃ + 3Ã1Z̃)− Ã1M̃ ]2

M̃ (2k−3)/k[M̃3/2 + M̃Ã0 + Ã1Z̃]2(1+k)/k
, (2.12)

ρ̃2 =
M̃ (5−2k)/k

[
Ã0r̃M̃

2 + (3Ã1Z̃ + Ã2)r̃M̃ + 5
2
Ã2(2Z̃2 − r̃2)

]2
[
M̃5/2 + Ã0M̃2 + Ã1M̃Z̃ + 1

2
Ã2(Z̃2 − r̃2)

]2(1+k)/k
+

M̃ (5−2k)/k
[
(Ã0Z̃ − Ã1)M̃2 + 3Z̃(Ã1Z̃ − Ã2)M̃ + 5

2
Ã2Z̃(2Z̃2 − r̃2)

]2
[
M̃5/2 + Ã0M̃2 + Ã1M̃Z̃ + 1

2
Ã2(Z̃2 − r̃2)

]2(1+k)/k
,(2.13)

donde M̃ = r̃2+Z̃2, Z̃ = |z̃|+1, z̃ = z/a, r̃ = r/a, Ã0 = A0/a, Ã1 = A1/a
2, Ã2 = A2/a

3,
y ρ̃n = [(ka)2/(2k − 1)]ρn.

Para observar el comportamiento de estas funciones realizamos las gráficas de con-
torno que se presentan en la figura 3.2. Estas gráficas muestran la dependencia funcional
de la densidad de enerǵıa del halo con las coordenadas r̃ y z̃ a través de ĺıneas de iso-
densidad. La distribución de estas ĺıneas en el espacio muestran cómo es la forma de los
halos de materia; permiten observar en qué lugares hay una mayor densidad de enerǵıa
y con qué rapidez cambia esta densidad en el espacio.

El comportamiento de la densidad de enerǵıa del halo es muy similar al de la den-
sidad de enerǵıa del disco: la mayor concentración de masa está localizada en el centro
del sistema, es decir, en z̃ = 0 y en r̃ = 0. Este máximo de densidad decrece rapida-
mente hasta tomar un valor de cero en el infinito. Como se puede observar, los halos, en
general, son achatados en dirección z, adquiriendo una forma aproximadamente oblata.
Ésto indica que la enerǵıa tiende a aglomerarse en las proximidades del disco, el cual
se encuentra en el plano z̃ = 0.

De acuerdo con las curvas de contorno, el halo en el modelo n = 1 es más esféri-
co que el del modelo n = 0. Estas diferentes distribuciones se pueden obtener, ya sea
considerando diferentes modelos; es decir, cambiando el valor de n, o ajustando las
constantes k y Al a la forma del halo que se desea obtener. También es posible cambiar
el valor máximo de ρ̃ y la velocidad de decrecimiento de esta densidad si se escogen
apropiadamente las constantes anteriormente mencionadas. En la figura 3.2 se observa
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Figura 2.2: Curvas de contorno de la densidad de enerǵıa del halo, ρ̃n, en función de r̃
(eje horizontal) y z̃ (eje vertical) para los 3 primeros modelos de la familia de soluciones.
La gráfica correspondiente al modelo n = 0 se obtiene haciedo k = 7,9 y Ã0 = 2; la del
modelo n = 1 se obtiene con k = 292, Ã0 = 167, y Ã1 = 46; por último, las las curvas de
contorno del modelo n = 2 se obtienen para los valores k = 18,12, Ã0 = 100, Ã1 = −20
y Ã2 = 90.
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que los modelos particulares con n mayor tienden a presentar densidades de enerǵıa
más grandes.

Finalmente, si se observan las gráficas correspondientes al modelo n = 3, y se
comparan con la curva correspondiente a la densidad de enerǵıa del disco en la figura
3.2, se puede concluir que a pesar de que en el disco, σ̃ posee más de un máximo, ésto
mismo no sucede para el halo, ya que en éste, ρ̃ solo presenta un máximo en el centro.

2.3. Masa del Disco y del Halo

Otra cantidad de interés f́ısico es la masa total del sistema, MT , la cual se compone
de dos partes: MD, la masa del disco, y MH , la masa del halo. Para calcular estas dos
cantidades debemos resolver las integrales (1.60) y (1.59). Sin embargo, como σ̃n y ρ̃n se
extienden en todo el espacio, es posible que las integrales conduzcan a valores de masa
infinitos. Como en la naturaleza no existen fuentes infinitas de campo gravitacional,
es importante demostrar que a pesar de que los modelos son de extensión infinita, la
masa total del sistema es finita. Ésto equivale a decir que tanto MD como MH convergen.

Para demostrar que la masa del disco y del halo convergen, lo primero que se hace
es escribir la integral (1.60) en términos de la función U , de manera que

MDn =
8π

k

∫ ∞
a

µn(r0)r0dr0, (2.14)

donde µn(r0) =
Un,z
1−Un

∣∣∣
z=0+

. Nótese que en esta integral se ha aplicado el cambio de

variable r2
0 = r2 + a2. Ahora, para demostrar que la integral anterior converge para

todo n, se hace uso del teorema de comparación del ĺımite [2].

Teorema 2.3.1 Teorema de comparación del ĺımite: Si dos integrales propias
∫ b
a f(x)dx

y
∫ b
a g(x)dx existen para cada b ≥ a, siendo f(x) ≥ 0 y g(x) ≥ 0 para todo x ≥ a, y si

ĺım
x→∞

f(x)
g(x)

= c, donde c 6= 0,

entonces las integrales
∫∞
a f(x)dx y

∫∞
a g(x)dx o convergen ambas o divergen ambas.

Para aplicar este teorema a la demostración de la convergencia de MDn se consideran
las integrales de masa del disco para los modelos particulares n y n+ 1,

MDn =
8π

k

∫ ∞
a

µn(r0)r0dr0, (2.15)

MDn+1 =
8π

k

∫ ∞
a

µn+1(r0)r0dr0. (2.16)

Estas integrales cumplen las condiciones presentadas en el teorema anterior, lo único
que hace falta es demostrar que
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ĺım
x→∞

µn+1

µn
= c 6= 0.

Para ésto usamos la función Un que se presenta en la ecuación (2.2) y su primera
derivada con respecto a z:

Un|z=0+
= −

n∑
l=0

Al

rl+1
0

Pl(a/r0), (2.17)

Un,z |z=0+
=

n∑
l=0

Al(l + 1)

rl+2
0

Pl+1(a/r0). (2.18)

Con lo anterior podemos escribir la función µn y µn+1 como

µn(r0) =

n∑
l=0

Al(l + 1)

rl+2
0

Pl+1(a/r0)

1 +
n∑
l=0

Al

rl+2
0

Pl(a/r0)

, (2.19)

µn+1(r0) =

n∑
l=0

Al(l + 1)

rl+2
0

Pl+1(a/r0) +
An+1(n+ 2)

rn+3
0

Pn+2(a/r0)

1 +
n∑
l=0

Al

rl+2
0

Pl(a/r0) +
An+1

rn+2
0

Pn+1(a/r0)

, (2.20)

y con ellas podemos calcular su cociente,

µn+1

µn
=

1 +

An+1(n+2)

rn+3
0

Pn+2(a/r0)
n∑
l=0

Al(l + 1)

rl+2
0

Pl+1(a/r0)




1 +
n∑
l=0

Al

rl+1
0

Pl(a/r0)

1 +
n∑
l=0

Al

rl+1
0

Pl(a/r0) +
An+1

rn+2
0

Pn+1(a/r0)

 .
(2.21)

Analizando la función (2.21) en el infinito; es decir, en r0 → ∞, se puede ver que
ambos términos entre paréntesis tienden a 1, por lo tanto

ĺım
r0→∞

µn+1

µn
= 1. (2.22)

Con este resultado se puede demostrar que si MDn converge, entonces MDn+1 también

lo hará. Ésto indica que el próximo paso a seguir es hacer el calculo de masa para el
modelo n = 0, pues es el más simple y con él se puede concluir que la masa de todos
los modelos particulares es finita.

Con la expresión para la función U0 dada en la ecuación (2.3), se calcula la función
µ0 y con ella se hace la integral de masa. Este procedimiento dá como resultado

MD0 =
8πa

k
ln
(

1 +
A0

k

)
. (2.23)

30



Como MD0 es un valor finito, entonces, en virtud del teorema de comparación del ĺımite,
MDn también es finito, sin importar el valor de n.

Ahora, para demostrar que la masa del halo también converge se escribe la integral
(1.59) en coordenadas esféricas y en términos de la función U , de manera que

MHn =
4π

k

∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

ηn(R, θ)R2sin(θ)dRdθ, (2.24)

donde ηn(R, θ) =
U2
n,r

+U2
n,z

(1−Un)2
. Para facilitar la prueba se aplica el cambio de variable:

τ = cos(θ), con el cual, la integral anterior se transforma en

MHn =
4π

k

∫ 1

−1

∫ ∞
0

ηn(R, τ)RdRdτ. (2.25)

Lo que sigue, es hacer un procedimiento similar al usado para la masa del disco,
la única diferencia radica en que para hallar MH se debe resolver una integral doble.
Este problema se resuelve fácilmente si se aplica el teorema de comparación del ĺımite,
únicamente, a la integral

Fn(τ) =
∫ ∞

0
ηn(R, τ)RdR, (2.26)

con el fin de demostrar que converge para todo valor de n.

Como en el caso del disco, se debe demostrar que

ĺım
r→∞

ηn+1

ηn
= c 6= 0. (2.27)

Con la ecuación (2.2) y siguiendo un desarrollo similar al realizado con la masa del
disco, podemos demostrar que

ĺım
r→∞

ηn+1

ηn
= 1; (2.28)

lo cual implica que, independientemente del valor de τ , la integral (2.26) converge para
todo n si y solo si se logra demostrar que F0(τ) es finito. Adicionalmente, si (2.26) no
tiene divergencias, entonces la integral de Fn(τ) en dτ también será un número finito.
Por lo tanto, se puede concluir que si se logra calcular un valor finito para MH0 , entonces
la masa del halo para todos los modelos también será finita. Ésto indica que el último
paso a seguir es calcular la masa del halo para el modelo n = 0, lo cual se realiza
fácilmente si se remplaza U0 en la función η0 y ésta se integra según la ecuación (2.24).
Este procedimiento conduce a

MH0 =
8πa

k

[
A0

a
− ln

(
1 +

A0

k

)]
. (2.29)
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Con este resultado para la masa del halo y con la expresión para la masa del disco
podemos calcular la masa total del sistema para el modelo n = 0 como MT0 = MD0 +
MH0 , lo cual da como resultado

MT0 =
8πA0

k
. (2.30)

Finalmente, se ha demostrado, a partir del teorema de comparación del ĺımite, que
la masa del disco y del halo para todos los modelos particulares de la familia infinita
de soluciones converge a un valor finito. Esta caracteŕıstica de las soluciones obtenidas
se da a pesar de que las densidades de enerǵıa del disco y del halo se extienden a todo
el espacio.

2.4. Curvas de Rotación

Una herramienta importante para el estudio de las propiedades f́ısicas de los siste-
mas galácticos son las curvas de rotación, ya que ellas son obtenidas a partir de datos
experimentales y permiten calcular, de manera indirecta, algunas cantidades f́ısicas,
como es el caso de la masa. Estas curvas describen la dependencia de la velocidad cir-
cular de las estrellas en el plano del disco galáctico con su distancia al centro de la
galaxia. Como se hab́ıa mencionado en la sección 2.3 del caṕıtulo anterior, también es
posible obtener curvas de rotación teóricas a partir de soluciones exactas en relatividad
general si se resuelve la ecuación de la geodésica, la cual conduce a la expresión para la
velocidad circular presentada en (1.64).

Con las soluciones para la función U que se muestran en (2.3-2.5) se obtienen las velo-
cidades circulares para los tres primeros modelos particulares. Las expresiones anaĺıticas
para estas velocidades son

v2
c0

=
Ã0r̃

2

k(
√
m+ Ã0)m− Ã0r̃2

, (2.31)

v2
c1

=
r̃2(Ã0m+ 3Ã1)

k(m3/2 + Ã0m+ Ã1)m− r̃2(Ã0m+ 3Ã1)
, (2.32)

v2
c2

=
r̃2[3Ã2 + 3Ã1m

2 + Ã0m
4 + 3

2
Ã2(3−m)m]

k[m2 +mÃ1 +m3Ã0 + 1
2
Ã2(3−m)]m3 − r̃2[3Ã2 + 3Ã1m2 + Ã0m4 + 3

2
Ã2(3−m)m]

(2.33)
donde m = 1 + r̃2, r̃ = r/a, Ã0 = A0/a, Ã1 = A1/a

2, y Ã2 = A2/a
3. Recordemos que r̃

es la distancia al centro del disco.

Para analizar el comportamiento de la velocidad circular se grafica vc en función de
r̃ para cada modelo particular y para distintos valores de las constantes Al; estas curvas
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se muestran en la figura 3.3. Como se puede observar, los valores de las constantes que
se usaron para obtener las curvas de rotación son los mismos de la densidad de enerǵıa
del disco (Figura 3.1); ésto se hizo para poder comparar la curva de rotación con su
correspondiente densidad de enerǵıa del disco.

En la gráfica para el modelo n = 0 se ve que la velocidad se incrementa rápidamen-
te hasta alcanzar un valor máximo. El comportamiento de las curvas después de este
valor se divide en dos tipos: En el primero, la velocidad decrece con r̃, mientras que
en el segundo, la velocidad permanece aproximadamente constante. Si se compara con
la gráfica correspondiente en la figura 3.1, se puede observar que el segundo tipo de
comportamiento está asociado a perfiles de densidad cuyo máximo es más grande que
en los casos en los cuales la velocidad decrece después de alcanzar el máximo.

En la gráfica correspondiente al modelo n = 1, todas las curvas muestran que la
velocidad permanece constante después de alcanzar el máximo. Si se compara con los
perfiles de densidad de enerǵıa del disco (figura 3.1) para éste mismo modelo particu-
lar, se puede afirmar que si el máximo de velocidad es mayor, entonces la densidad de
enerǵıa del disco es menor en r̃ = 0.

Finálmente, en la gráfica para vc2 se obtienen diferentes tipos de comportamiento,
pues en este modelo hay más constantes libres para elegir. Aquellos comportamientos
en los cuales aparecen 2 picos (uno mayor que el otro) son de particular interés. En
realidad, los datos observacionales muestran que la velocidad no es, exactamente, cons-
tante después de alcanzar el máximo, ésta presenta fluctuaciones, como se muestran en
las curvas asociadas al modelo n = 2. Algunos ajustes a datos experimentales [40, 18]
coinciden muy bien con las curvas de rotación teórica, especialmente, las que presentan
dos máximos.
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Figura 2.3: Velocidad circular vcn en función de r̃ para los 3 primeros modelos de la
familia de soluciones. Cada curva está referenciada por un conjunto de números de
manera que, para el modelo n los números son (k, Ã0, Ã1, Ã2, ..., Ãn).
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Caṕıtulo 3

Discos Relativistas de
Morgan-Morgan con Halo

En el caṕıtulo anterior se discutió una familia infinita de soluciones que se obtuvo
al elegir U como solución a la ecuación de Laplace en coordenadas ciĺındricas y aplicar
sobre ella el método de desplazamiento, corte y reflexión. Ésto nos permitió obtener
una discontinuidad en la primera derivada del tensor métrico con respecto a z, y por
consiguiente, pudimos definir una distribución discoidal infinita de materia.

Ahora, es interesante, desde el punto de vista astrof́ısico, buscar una manera de
generar discos finitos f́ısicamente bien comportados, es decir, que satisfagan las condi-
ciones de enerǵıa (1.34-1.37). Para cumplir este objetivo, en primer lugar, se debe elegir
una función U que satisfaga las condiciones (1.50) y (1.52); adicionalmente, para que
el disco sea finito es útil trabajar en el sistema de coordenadas esferoidales oblatas,
(ξ, η, ϕ), ya que estas coordenadas se adaptan muy bien a la simetŕıa del sistema e
introducen de manera natural un radio de corte para el disco.

Las coordenadas esferoidales oblatas se relacionan con las coordenadas ciĺındricas
mediante las transformaciones

r2 = d2(1 + ξ2)(1− η2), (3.1)

z = dξη, (3.2)

donde 0 ≤ ξ ≤ ∞ y −1 ≤ η ≤ 1. Las coordenadas del disco de radio d son ξ = 0 y
0 ≤ η2 < 1 [42]. Si se pasa a través del disco, la coordenada η cambia de signo; por
lo tanto, es necesario que U sea función de η2 para garantizar la simetŕıa de reflexión
alrededor del plano del disco; ésto a su vez satisface la condición (1.50).

Con base en lo anterior, se considera la función U como solución a la ecuación de
Laplace en coordenadas esferoidales oblatas, pero únicamente teniendo en cuenta los
términos pares, es decir [3],

U(ξ, η) = −
∞∑
n=0

C2nq2n(ξ)P2n(η), (3.3)
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donde C2n son constantes, q2n = i2n+1Q2n(iξ), siendo Q2n(iξ) las funciones de Legendre
de segundo tipo de argumento imaginario, y P2n(η) son los polinomios de Legendre de
orden 2n.

Ahora, la suma que se muestra en (3.3) la debemos restringir para poder obtener
soluciones particulares, y aśı, poder analizar el comportamiento de las cantidades f́ısicas.
Una manera de restringir esta suma es considerando U como el potencial gravitacional
de los discos finitos newtonianos obtenidos por González y Reina (2008) [19], donde
las constantes C2n son encontradas a partir de la propiedad de ortogonalidad de los
polinomios de Legendre. Estas constantes tienen la forma

C2n =
K2n

(2n+ 1)q2n+1(0)
, (3.4)

donde

K2n =
M

2d

[
π1/2(4n+ 1)(2m+ 1)!

22m(m− n)!Γ(m+ n+ 3/2)

]
, (3.5)

si, n ≤ m; y C2n = 0 si n > m, para m ≥ 1; por lo tanto, la suma queda restringida
por el valor de m. En la última ecuación M y d son la masa total y el radio del disco
newtoniano.

Como en el caso de los discos de Kuzmin-Toomre, solo vamos a considerar las tres
primeras soluciones particulares; es decir, solo analizaremos las propiedades f́ısicas aso-
ciadas a las funciones Um con m = 1, 2, 3. Estas 3 pirmeras funciones tienen la forma

U1 = −3

4
M̃(ξ − 3η2ξ + (1 + η2 + 3ξ2η2 − ξ2)arcot(ξ)), (3.6)

U2 = − 5

64
M̃(ξ(9− 9ξ2 − 5η4(11 + 21ξ2) + η2(6 + 90ξ2)) + 3(3− 2ξ2 + 3ξ4

−2η2(−1 + 6ξ2 + 15ξ4) + η4(3 + 30ξ2 + 35ξ4))arcot(ξ)), (3.7)

U3 =
7

768
M̃(ξ(−75 + 9η2(−5− 5η2 + 77η4) + 10(7 + 15η2 − 315η4 + 357η6)ξ2

+15(−5 + 21η2(5− 15η2 + 11η4))ξ4)− 15(5− 3ξ2 + 3ξ4 − 5ξ6

+3η2(1− 3ξ2 + 15ξ4 + 35ξ6) + η6(5 + 21ξ2(5 + 15ξ2 + 11ξ4))

−3η4(−1 + 15(ξ2 + 7ξ47ξ6)))arcot(ξ)), (3.8)

donde M̃ = M/d. Estas funciones se pueden escribir en términos de las coordenadas
ciĺındricas r y z mediante las transformaciones (3.1) y (3.2).
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Figura 3.1: Densidad superficial de enerǵıa del disco σ̃m en función de r̃ para los tres
primeros modelos de la familia de soluciones. La primer gráfica (arriba-izquierda) co-
rresponde a los tres modelos con el mismo k = 20 y M̃ = 30. En las otras gráficas m
se mantiene constante mientras que k y M̃ cambian; cada curva en estas gráficas se
referencia por un par de números (k, M̃).
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3.1. Densidad de Enerǵıa del Disco

La densidad de enerǵıa del disco para estos modelos particulares se escribe en térmi-
nos de la función U de una manera similar a la ecuación (2.6), solo que para esta nueva
familia de soluciones el valor que determina un modelo particular es m, por ésto,

σm(r) =
4

k

Um,z

(1− Um)
k+1
k

. (3.9)

Todas las cantidades en esta expresión están evaluadas en z = 0+.

Con las funciones U1, U2 y U3 obtenemos las tres primeras densidades de enerǵıa de
la familia de soluciones, cuyas expresiones son:

σ̃1 =
12(1− r̃2)1/2[

1 + 3π
8
M̃(2− r̃2)

] 1+k
k

, (3.10)

σ̃2 =
20(1− r̃2)3/2[

1 + 15π
128
M̃(8− 8r̃2 + 3r̃4)

] 1+k
k

, (3.11)

σ̃3 =
28(1− r̃2)5/2[

1 + 35π
512
M̃(16− 24r̃2 + 18r̃4 − 5r̃6)

] 1+k
k

, (3.12)

donde σ̃m = (kd/M̃)σm y r̃ = r/d.

En la figura 4.1 se muestra la densidad de enerǵıa del disco σm en función de la
distancia al centro del sistema: r̃, para los modelos m = 1, 2, 3. En la primera gráfi-
ca se comparan las densidades de enerǵıa para los valores de las constantes k = 20
y M̃ = 30, y para los diferentes valores de m. En esta gráfica se ve que σ̃ tiene un
máximo en el centro del sistema (r̃ = 0), que se hace cero en el borde (r̃ = 1). La
distribución espacial de enerǵıa depende de los valores particulares que se eligan para
m; por ejemplo, para m = 1, la densidad de enerǵıa permanece casi constante hasta
r̃ ≈ 0,6; para después comenzar a decrecer. Sin embargo, si se incrementa el valor de
m, la densidad de enerǵıa se concentrará más en el centro, y su valor máximo será mayor.

Las otras gráficas muestran cómo se puede obtener diferentes tipos de comporta-
miento en cada modelo particular si se cambian las constantes k y M̃ . Es claro que se
puede manipular el valor máximo de la densidad de enerǵıa y la velocidad con la que
decrece si se varian los valores de las constantes. Sin embargo, en todos los casos, la
enerǵıa está concentrada en el centro del disco y su comportamiento es muy similar.
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3.2. Densidad de Enerǵıa del Halo

Al igual que la densidad de enerǵıa del disco, la expresión que describe el fluido o
halo de materia que rodea el disco es similar a la que se usó con los modelos de Kuzmin-
Toomre (Sección 3.2), solo que en este caso las funciones U están determinadas por el
subindice m y se obtienen de la ecuación (3.3). La expresión para la densidad de enerǵıa
del halo se escribe como

ρm(r, z) =
2k − 1

k2

U2
m,r + U2

m,z

(1− Um)2(k+1)/k
. (3.13)

A partir de las relaciones de transformación entre las coordenadas esferoidales obla-
tas y las ciĺındricas se puede calcular la primera derivada con respecto a r de las
funciones U1, U2 y U3,

U1,r =
3M̃ r̃

2d(1 + ξ2)

[
−ξ + (1 + ξ2)arcot(ξ)

]
, (3.14)

U2,r =
15M̃ r̃

16d(1 + ξ2)

[
ξ − 13η2ξ + (3− 15η2)ξ3 + (1 + ξ2) (1− 3ξ2 +

3η2(1 +5ξ2))arcot(ξ)
]
, (3.15)

U3,r =
35M̃ r̃

128d(1 + ξ2)

[
ξ(3− 4ξ2 − 15ξ4 + η2(6 + 200ξ2+ 210ξ4)− η4(113 + 420ξ2

+315ξ4)) + 3(1 + ξ2)(1 −2ξ2 + 5ξ4 + η2(2− 20ξ2 − 70ξ4) + 5η4(1 + 14ξ2

+21ξ4))arcot(ξ)
]
, (3.16)

y también las derivadas con respecto a z,

U1,z = −3M̃η

d
[−1 + ξarcot(ξ)] , (3.17)

U2,z =
5M̃η

4d

[
−9ξ2 + η2(4 + 15ξ2) + 3ξ(1 + 3ξ2 − η2(3 + 5ξ2))arcot(ξ)

]
, (3.18)

U3,z = −7M̃η

64d

[
50η2ξ2(11 + 21ξ2)− 15(ξ2 + 15ξ4)− η4(64 + 735ξ2 + 945ξ4)

+15ξ(−1 + 6ξ2 + 15ξ4 − 2η2(3 + 30ξ2 + 35ξ4) + η4(15 + 70ξ2 +

63 ξ4))arcot(ξ)
]
. (3.19)
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Con estas funciones y con las ecuaciones (3.1) y (3.2) se encuentran las expresio-
nes anaĺıticas que describen la densidad de enerǵıa del halo. Una vez obtenidas estas
densidades, se pueden representar en una gráfica para observar, de manera detallada,
el comportamiento de ρm.

En la figura 4.2 se observan las gráficas de contorno, que muestran las curvas sobre
las cuales la densidad de enerǵıa es la misma. Ésto nos da una idea de la forma en que
se distribuye la enerǵıa del halo en el espacio, y de la rapidez con que, ésta, cambia.
En todas las gráficas se presenta la densidad de enerǵıa reescalada ρ̃ = k2d2

(2k−1)M̃2ρ como

función de r̃ = r/d y z̃ = z/d.

Para la densidad de enerǵıa del halo se pueden observar dos tipos de comporta-
miento, ambos están presentes en todas las soluciones particulares discutidas en este
caṕıtulo, y se pueden obtener eligiendo, apropiadamente, los valores de las constantes
k y M̃ . El primer comportamiento es el que se presenta en las gráficas para los modelos
m = 2 y m = 3, donde la densidad de enerǵıa alcanza un máximo en el centro del
halo (z̃ ≈ r̃ ≈ 0) y se hace cero en el infinito. El segundo comportamiento es el que
se muestra en la gráfica asociada al modelo m = 1. Aqúı aparece una distribucion de
enerǵıa inusual, en la cual, el máximo de densidad está localizado en z̃ ≈ 0 y r̃ ≈ 1, es
decir, en el borde del disco, y se hace cero en el infinito.

3.3. Masa del Halo y del Disco

A diferencia de la versión relativista de los modelos de Kuzmin-Toomre presentados
en el caṕıtulo anterior, donde los discos eran de extensión infinita, los modelos rela-
tivistas de Kalnajs conducen a discos finitos; por lo tanto, el calculo de la masa del
disco debe dar un valor finito ya que la densidad superficial de enerǵıa no presenta
divergencias en la región 0 ≤ r̃ ≤ 1. Sin embargo, en ambas familias de soluciones, los
halos son infinitos, por consiguiente, se hace necesario buscar una forma de demostrar
que los modelos presentados en este caṕıtulo no conducen a divergencias en el cálculo
de la masa total del sistema.

Tanto para el cálculo de la masa del disco como para el de la masa del halo es
conveniente usar el teorema de la divergencia en la ecuación (1.59) para obtener

M = k
∮
s
∇ψ · d~s, (3.20)

donde s es el área de una superficie cerrada que contiene la masa M . Esta integral se
puede escribir en términos de la función U por medio de la ecuación (1.41), dando como
resultado

M =
2

k

∮
s

∇U
1− U

· d~s. (3.21)
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Figura 3.2: Curvas de contorno de la densidad de enerǵıa del halo, ρ̃m, en función de r̃
(eje horizontal) y z̃ (eje vertical) para los 3 primeros modelos de la familia de soluciones.
La gráfica correspondiente al modelo m = 1 se obtiene haciedo k = 24,5 y M̃ = 4,5; la
del modelo m = 2 se obtiene con k = 132 y M̃ = 1; por último, las curvas de contorno
del modelo m = 3 se obtienen para los valores k = 17,2 y M̃ = 39.
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Por simplicidad se escoge s como la superficie de un elipsoide determinado por ξ =
constante. De acuerdo con ésto, se puede definir la masa del disco mediante la integral

MD =
2d

k

∫ 2π

0

∫ 1

−1

(1 + ξ2)U,ξ
1− U

∣∣∣∣∣
ξ=0

dηdϕ, (3.22)

y la masa total del sistema como

MT =
2d

k

∫ 2π

0

∫ 1

−1

(1 + ξ2)U,ξ
1− U

∣∣∣∣∣
ξ=∞

dηdϕ, (3.23)

de manera que, la masa del halo es MH = MT −MD.

A pesar de que en estos modelos el halo tiene extensión infinita, es posible calcular
la masa total del sistema a través de la integral dada en (3.23), y a demás, demostrar
que ésta converge. Para hacer este calculo se aprovecha el hecho de que U tiende a cero
en el infinito. Usando (3.3) en el integrando (1 + ξ2)U,ξ encontramos que

(1 + ξ2)U,ξ = C0 −
∞∑
n=1

C2n(1 + ξ2)
dq2n(ξ)

dξ
P2n. (3.24)

Ahora, con la formula de recurrencia,

(1 + ξ2)
dqn(ξ)

dξ
= nξqn(ξ)− nqn−1(ξ), (3.25)

se puede transformar (3.24) en

(1 + ξ2)U,ξ = C0 −
∞∑
n=1

C2n(2nξq2n − 2nq2n−1)P2n. (3.26)

Como q2n−1(ξ) se hace cero en el infinito y ξq2n(ξ) tiende a 0 si ξ →∞ para todo n ≥ 1,
entonces (1 + ξ2)U,ξ|ξ=∞ = C0, y la masa total del sistema disco-halo se hace

MT =
8πdC0

k
, (3.27)

la cual depende del radio del disco, de la primera constante, C0, y del fluido particular
en el halo (determinado por el valor de k). Con ésto se demuestra que, aunque el halo
es infinito, su masa es finita. Como esta prueba es general, entonces la masa total del
halo es la misma sin importar el modelo particular que se esté considerando.

Como un caso particular se puede calcular la masa del disco para el modelo m = 1
mediante la integral (3.22), la cual conduce a

MD1 =
64d

k

[
1−

√
1 +

8

3πC0

arcot

√
3πC0

3πC0 + 8

]
, (3.28)
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donde C0 = M/d. Se puede observar que la masa del disco relativista está relacionada
con la del disco newtoniano. Con este resultado y con la masa total del sistema se
calcula la masa del halo

MH1 =
8πdC0

k
− 64d

k

[
1−

√
1 +

8

3πC0

arcot

√
3πC0

3πC0 + 8

]
. (3.29)

3.4. Curvas de Rotación

La expresión anaĺıtica para la velocidad circular de una part́ıcula en el plano z = 0
tiene dos partes: una parte corresponde a la part́ıcula moviendose en el disco (0 ≤ r̃ ≤
1), para lo cual es necesario hacer ξ = 0 en (1.64). La otra parte corresponde a la
velocidad de una part́ıcula moviéndose fuera del disco (r̃ ≥ 1), para lo cual es necesario
hacer η = 0 en (1.64). Ambas partes de v2

cm deben coincidir en r̃ = 1.

Usando las expresiones para Um y Um,r en (1.64), y evaluando apropiadamente en
cada región, se obtienen las expresiones para v2

cm . Para el modelo m = 1 se obtiene

v2
c1

=


6M̃πr̃2

k(8−3M̃π(−2+r̃2))−6M̃πr̃2
si 0 ≤ r̃ ≤ 1

6M̃(r̃2arcot(J)−J)

6M̃J+k(4+3M̃J)−3M̃(2r̃2+k(−2+r̃2))arcot(J)
si r̃ ≥ 1

, (3.30)

donde J =
√
r̃2 − 1. Para el modelo m = 2 se obtiene

v2
c2

=


−60M̃πr̃2L1

60M̃πr̃2L1+k(128+15M̃πL2)
si 0 ≤ r̃ ≤ 1

60M̃ [−JL3+r̃2L1arcot(J)]

60M̃JL3+k[−64+45M̃(−2+r̃2)J ]−15M̃(4r̃2L1+kL2)arcot(J)
si r̃ ≥ 1

, (3.31)

donde L1 = −4 + 3r̃2, L2 = 8− 8r̃2 + 3r̃4 y L3 = −2 + 3r̃2. Finalmente, para el modelo
m = 3 se obtiene para el cuadrado de la velocidad circular

v2
c3

=


−210M̃πr̃2N1

210M̃πr̃2N1+k(−512+35M̃πN2)
si 0 ≤ r̃ ≤ 1

210M̃ [−JN3+3r̃2N1arcot(J)]

210M̃JN3+k(768+35M̃JN4)−105M̃(6r̃2N1+kN2)arcot(J)
si r̃ ≥ 1

, (3.32)

donde N1 = 8 − 12r̃2 + 5r̃4, N2 = −16 + 24r̃2 − 18r̃4 + 5r̃6, N3 = 8 − 26r̃2 + 15r̃4 y
N4 = 44− 44r̃2 + 15r̃4.

En la figura 4.3 se muestran los perfiles de velocidad circular, vcm , en función de
r̃ para algunos valores de las constantes k y M̃ . Todos los valores para las constantes
se eligen, de forma tal, que las cantidades f́ısicas sean bien comportadas (σ̃m ≥ 0 and
0 ≤ vc ≤ 1). En la primera gráfica de la figura 4.3 (superior-izquierda) se comparan las
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Figura 3.3: Velocidad circular vcm en función de r̃ para los 3 primeros modelos de la
familia de soluciones. La primer gráfica (arriba-izquierda) corresponde a los tres modelos
con el mismo k = 20 y M̃ = 30. En las otras gráficas m se mantiene constante mientras
k y M̃ cambian; cada curva en estas gráficas es referenciada por una pareja de números
(k, M̃).

curvas de rotación para los modelos m = 1, 2, 3 con k y M̃ fijos. Aqúı se puede observar
que si m es mayor, entonces el pico será menos pronunciado; ésto hace que la unión
entre las dos partes de cada curva sea más suave y que, además, el valor máximo de
vcm se localice más cerca al centro del disco.

En todas las soluciones particulares, el comportamiento de vcm es el mismo: la ve-
locidad comienza desde cero y alcanza un máximo que depende de los valores de las
constantes. Después de alcanzar el máximo, la velociad decrece hasta un valor que per-
manece, aproximadamente, constante. Ésto es muy importante porque muchas curvas
de rotación reales de galaxias espirales tienen el mismo comportamiento cualitativo. Un
perfil especifico para la curva de rotación se puede obtener si se escogen apropiadamente
los valores m, k y M̃ .
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Caṕıtulo 4

Conclusiones

En el presente trabajo se han construido, a partir de la métrica conformestática, dos
familias de soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein que se pueden interpretar
como discos delgados inmersos en halos esferoidales de materia. Las primeras soluciones
corresponden a discos delgados cuya densidad de enerǵıa se extiende hasta el infinito,
mientras que la segunda familia de soluciones corresponden a discos delgados con un ra-
dio de corte finito. En ambas familias de soluciones los discos son de polvo, mientras que
los halos poseen tanto densidad de enerǵıa como presión. Para el halo se ha encontrado
una ecuación de estado del tipo gamma en donde la presión del fluido y su densidad
de enerǵıa están relacionados linealmente mediante la ecuación de estado p = γρ, con
γ = [3(2k− 1)]−1. Como k ∈ [1,∞), entonces se pueden observar dos casos extremos: si
k = 1, el fluido del halo será de radiación, mientras que si k →∞, el fluido será de polvo.

Las soluciones obtenidas, además de tener una interpretación clara como discos del-
gados en halos esferoidales, también poseen un buen comportamiento f́ısico, ya que
éstas cumplen con las condiciones de enerǵıa, y además, permiten obtener velocidades
de part́ıculas reales por debajo de la velocidad de la luz. Con estas condiciones se pueden
escribir todas las propiedades del sistema disco-halo en términos de la bien conocida
solución a la ecuación de Laplace, brindando aśı la posibilidad de considerar diferentes
soluciones dependiendo del sistema de coordenadas usado para resolver la ecuación.
Por ejemplo, para los modelos relativistas de Kuzmin-Toomre se usó la solución a la
ecuación de Laplace en coordenadas esféricas y sobre ella se aplicó el método de des-
plazamiento, corte y reflexión para definir apropiadamente un disco delgado infinito.
Por otro lado, para los modelos relativistas de Kalnajs se uso nuevamente la solución a
la ecuación de Laplace, pero esta vez en coordenadas esferoidales oblatas; ésto permi-
tió definir un disco delgado de extensión finita.

Analizando las expresiones para la densidad de enerǵıa, tanto para los discos finitos
como para los discos infinitos, se observó que la mayor cantidad de enerǵıa se encuentra
concentrada en el centro del sistema y tiende a decrecer a medida que se aumenta la
distancia al centro. Para los modelos de discos finitos, esta densidad de enerǵıa tiende a
cero en el borde del disco, mientras que para los modelos de discos infinitos, la densidad
se hace cero en el infinito. Ésto mismo sucede para la densidad de enrǵıa del halo (y por
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lo tanto para la presión en virtud de la ecuación de estado), en donde se observó una
concentración grande de enerǵıa en la región central del sistema disco-halo, la cual se
hace cero en el infinito, siendo esta última caracteŕıstica propia de ambas familias de
soluciones. Como los modelos poseen parámetros libres, es posible manipular la con-
centración de enerǵıa en el centro y la forma en que ésta se distribuye en el espacio.
Es importante resaltar que en los modelos de discos finitos, para algunos valores de los
parámetros, se pueden obtener discos y halos en los cuales la densidad de enerǵıa y la
presión poseen su máximo en el borde del disco y no en el centro.

También se obtuvieron las expresiones anaĺıticas para la masa del disco y del halo
correspondientes al primer modelo particular de cada familia infinita de soluciones. Se
demostró, que a pesar de que los discos relativistas de Kuzmin-Toomre y sus respectivos
halos son infinitos, la masa total del sistema converge para todos los modelos de ambas
familias de soluciones. Finalmente, se obtuvieron las curvas de rotación correspondien-
tes a una part́ıcula que se mueve en órbitas circulares en el plano del disco. En estas
curvas se pudo observar que la velocidad circular crece con la distancia al centro del
sistema hasta alcanzar un máximo; luego, este valor decrecer hasta uno que se man-
tiene aproximadamente constante. Para el caso de los discos infinitos, se obtuvieron
curvas de rotación con más de un máximo. A estas curvas de rotación corresponden
densidades de enerǵıa discoidales con más de un máximo también. Estos resultados son
importantes ya que las curvas de rotación reales de galaxias espirales presentan este
mismo comportamiento cualitativo.

Los resultados obtenidos en el desarrollo de este trabajo de investigación se presenta-
ron en el 20th International Conference on General Relativity and Gravitation and 10th
Amaldi Conference on Gravitational Waves que tuvo lugar en la ciudad de Varsovia -
Polonia del 7 al 13 de julio de 2013; y en el Spanish Relativity Meeting - ERE2014 que
tuvo lugar en la ciudad de Valencia - España del 1-5 de septiembre de 2014. Además,
algunos resultados parciales de este trabajo fueron publicados en los proceedings del
Spanish Relativity Meeting - ERE2014 [17].
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