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RESUMEN

TITULO: DISCOS DELGADOS AXIALMENTE SIMETRICOS INMERSOS EN HA-
LOS ESFEROIDALES DE MATERIA EN RELATIVIDAD GENERAL!

AUTOR: Oscar Mauricio Pimentel Diaz.?

PALABRAS CLAVE: Relatividad General, Discos Relativistas, Halo, Ecuaciones
de Einstein, Espacio-tiempo Conformestatico, Tensor Momento-Energia, Modelo de
Kuzmin-Toomre, Coordenadas Esferoidales Oblatas, Curvas de Rotacién

DESCRIPCION:

Se presentan dos familias infinitas de discos delgados de polvo, axialmente sime-
tricos, inmersos en halos esferoidales de materia en relatividad general. Los discos son
obtenidos a partir de soluciones de las ecuaciones de Einstein para un espacio-tiempo
conformestatico y axialmente simétrico, en el cual el tensor métrico se caracteriza tni-
camente por una funcién métrica. Introduciendo una discontinuidad finita en la primera
derivada del tensor métrico, se obtienen soluciones con una singularidad del tipo fun-
cion delta de manera que describan discos delgados. Las componentes diferentes de cero
del tensor de momento-energia, tanto para el disco como para el halo, se obtienen de
las ecuaciones de Einstein. De esta manera, se determinan las densidades de energia y
presiones de las fuentes. Exigiendo que se cumplan las condiciones de energia, obtene-
mos una restriccién sobre las soluciones, de manera que la funcion métrica se pueda
expresar apropiadamente en términos de la solucién a la ecuacién de Laplace. Usando la
solucion a la ecuacion de Laplace en coordenadas esféricas se encuentran discos infinitos
y usando la solucion a la ecuacion de Laplace en coordenadas esferoidales oblatas, se
encuentran discos finitos. En ambos casos se obtienen soluciones particulares con den-
sidades de energia y presiones bien comportadas. También se demuestra que aunque las
fuentes son de extension infinita, las masas del disco y del halo son finitas. Finalmente,
se resuelve la ecuacion geodésica para orbitas circulares en el plano del disco para ob-
tener las curvas de rotacion.

!Trabajo de Grado
2Escu(/ela de Ffsica, Facultad de Ciencias, Universidad Industrial de Santander. Director: Guillermo
A. GonzAlez V., Ph.D.



ABSTRACT

TITLE: AXTALLY SYMMETRIC THIN DISKS IMMERSED IN SPHEROIDAL MAT-
TER HALOES IN GENERAL RELATIVITY !

AUTHOR: Oscar Mauricio Pimentel Diaz.?

KEY WORDS: General Relativity, Relativistic Disk, Halo, Einstein Equations, Con-
formastatic Spacetime, Energy-Momentum Tensor, Kuzmin-Toomre model, Oblate Sp-
heroidal Coordinates, Rotational Curves.

DESCRIPTION:

Two infinite families of axially symmetric relativistic thin disks of dust immersed
in spheroidal matter haloes are presented. The disks are obtained from solutions to
the Einstein equations for an axially symmetric conformastatic spacetime in which the
metric tensor is characterized by only one metric function. By introducing a finite dis-
continuity on the first derivatives of the metric tensor, solutions with a singularity of
the delta function type are obtained, so describing thin disks. The nonzero components
of the energy-momentum tensor, both for the disk and the halo, are obtained from the
Einstein equations. In this way, the energy densities and pressures of the sources are de-
termined. By imposing the fulfillment of all the energy conditions we obtain a constraint
over the solutions, in such a way that the metric function can be properly expressed in
terms of a solution of the Laplace equation. By using the solution to Laplace equation
in spherical coordinates we find infinite disks, and by using the solution to Laplace
equation in oblate spheroidal coordinates we find finite disks. In both cases we obtain
particular solutions with energy densities and pressures well behaved everywhere. We
also show that the masses of de disks and the haloes are finite even when the sources
are of infinite extension. Finally we solve the geodesic equation for circular orbits in the
plane of the disk to get the rotational curves.

!Degree work
2Escuela de Fisica, Facultad de Ciencias, Universidad Industrial de Santander. Director: Guillermo
A. Gonzélez V., Ph.D.



Introduccion

El estudio del campo gravitacional producido por una fuente de materia y los efectos
de este campo sobre la dindamica de las particulas ha sido un problema que ha facinado a
muchos fisicos tedricos a través de los anos. En sus inicios, los estudios sobre la gravedad
y sus aplicaciones en la astrofisica fueron puramente newtonianos; sin embargo, debido
a la imposibilidad de la gravitacion newtoniana para explicar algunas observaciones,
como el caso de la precesién anémala del perihelio de la orbita de Mercurio, o la de-
fleccién de la luz por una distribucién de masa [36], fue necesario usar la teoria general
de la relatividad para describir apropiadamente las fuentes de campo gravitacional, en
especial aquellas con densidades de energia muy grandes.

Una propiedad importante de algunos sistemas astrofisicos es la simetria axial; al-
gunos ejemplos de estos sistemas son las estrellas, planetas, galaxias, agujeros negros,
cumulos de estrellas, discos de acrecion alrededor de agujeros negros, etc. Por esta razon,
es necesario disponer de un buen nimero de soluciones a las ecuaciones de Einstein que
tengan simetria axial y que puedan describir configuraciones con estas caracteristicas.
Soluciones a estas ecuaciones para espacio-tiempos estaticos y estacionarios son de vital
importancia para la astrofisica y para la teoria en si misma. En el caso de las soluciones
estacionarias, éstas pueden modelar galaxias o estrellas en equilibrio termodinamico,
mientras que las soluciones estaticas, por su parte, se usan para describir estrellas o
agujeros negros inactivos, o para modelar discos con fluidos contrarrotantes, para los
cuales ya hay evidencia observacional [41].

Ahora bien, un area de la relatividad general que despierta mucho interés es la ob-
tencion de soluciones axialmente simétricas a las ecuaciones de Einstein que se puedan
interpretar como discos delgados. Esto se debe a que dichas soluciones pueden ser usa-
das para describir los discos galacticos, permitiendo asi estudiar, tanto las propiedades
fisicas asociadas a la fuente discoidal de materia, como el movimiento de particulas
en el plano del disco. En astrofisica, estas soluciones se usan para dar una descripcion
aproximada de discos de fluido perfecto, discos con esfuerzos anisétropos y discos de
materia sin presion o de polvo. Por otro lado, es evidente que un sistema galdctico no
esta formado solo por un disco, sino que también posee otras componentes como el
bulbo, el halo, un agujero negro central, etc. Sin embargo, la componente mas grande
de una galaxia es el halo, que es un fluido que se encuentra autogravitando alrededor
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del disco. Se cree que el halo aporta, en algunos casos, més del 90 % de la masa total
de la galaxia [40, 24]; por ésto, es importante construir modelos relativistas de dis-
cos inmersos en halos. Adicionalmente, una propiedad relevante de las soluciones es que
describan sistemas de masa finita, o mejor aun, que describan fuentes de extension finita.

Por otro lado, la velocidad circular de una particula en el plano del disco es una
cantidad fisica importante asociada a la dinamica de una galaxia, ya que en la literatura
existen datos observacionales que muestran el comportamiento de la velocidad tangen-
cial de las estrellas a diferentes distancias al centro del disco galdctico [46]. Las gréficas
obtenidas a partir de estos datos se conocen como curvas de rotacion y son de interés
en astrofisica pues brindan un método indirecto para medir algunas propiedades fisicas
de la galaxia como por ejemplo su masa. Ya que la relatividad general es la teoria méas
aceptada para describir sistemas gravitacionales, es interesante poder calcular, a par-
tir de las soluciones exactas, las curvas de rotacién para su posterior andlisis cualitativo.

A partir de las ecuaciones de Einstein se pueden obtener soluciones numéricas o
soluciones exactas. Estas tltimas no son sencillas de obtener e interpretar debido a la
naturaleza no lineal de las ecuaciones de campo de Einstein. A pesar de ésto, se ha
invertido gran cantidad de esfuerzo en la obtencion de soluciones exactas ya que éstas
permiten diferenciar un comportamiento fisico de uno patolégico, facilitan la intuicion
sobre situaciones mas generales, y son utiles para estudiar la interacciéon del campo
gravitacional con otros campos [4].

El problema de resolver las ecuaciones de Einstein y después interpretar las so-
luciones como discos delgados estaticos y estacionarios ha sido abordado por muchos
investigadores ya que este problema presenta un gran interés, no solo en el marco de la
teoria de la relatividad general y la comprension de sus fundamentos, sino también en
la interpretacion y aplicacién de las soluciones obtenidas a sistemas astrofisicos como
por ejemplo las estrellas y las galaxias en equilibrio termodinamico. Sin embargo, este
problema es relativamente joven y ain queda mucho camino que recorrer.

Los primeros modelos de discos relativistas fueron obtenidos por Bonnor y Sackfield
[8] en 1968 y correspondian a discos estaticos sin presién. Un ano después, Morgan
y Morgan obtuvieron discos estaticos con presién radial [37]. Con ésto, el interés por
este tipo de modelos aumenté y muchas soluciones diferentes fueron encontradas, tanto
para discos estaticos [49, 34, 10, 32, 29, 7, 5, 16, 15|, como para discos estacionarios
[35, 6, 39]. La estabilidad de este tipo de modelos se ha investigado usando perturba-
ciones de primer orden en el tensor de momento-energia [45]. Discos relativistas como
fuentes de la métrica de Kerr-Newman se presentan en [28]. Discos de fluido perfecto
cargados fueron estudiados en [48, 14, 13]. También se ha estudiado la superposicién de
un disco delgado con un agujero negro central en varias referencias [21, 30, 31]. Discos
de polvo estacionarios contrarrotantes han sido estudiados en [38, 26, 27].
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En la literatura, las soluciones exactas de discos delgados en relatividad general se
obtienen resolviendo simultaneamente el problema externo, cuya soluciéon determina el
campo exterior, y es basicamente un problema de contorno para las ecuaciones de Eins-
tein, y el problema interno, que para discos delgados se reduce a imponer condiciones
de frontera apropiadas a la solucién exterior. Adicionalmente, para que las soluciones
sean fisicamente bien comportadas deben cumplir las condiciones de energia. La nece-
sidad de que todas estas condiciones se cumplan dificulta la obtencién de soluciones
capaces de describir sistemas fisicos. Para el caso de un sistema compuesto inicamente
por un disco delgado y un halo esferoidal hay muy pocas referencias en la literatura. De
nuestro conocimiento, existen dos trabajos realizados sobre discos con halos. El primer
trabajo fue desarrollado por Vogt y Lettelier en 2003 [47]. En él, los autores toman
soluciones exactas (soluciones exteriores) ya conocidas en la literatura y aplican a cada
una el bien conocido método de desplazamiento, corte y reflexion, el cual garantiza las
condiciones (de frontera) necesarias para definir una fuente discoidal. De esta manera
obtienen discos delgados infinitos inmersos en halos. El segundo trabajo fue publicado
por Gonzalez, Gutierres y Quevedo en 2013. En él se describen discos delgados infinitos
con halo en el contexto de la gravedad de Einstein-Maxwell para un espacio-tiempo
conformestatico [20]. En este trabajo se usa nuevamente el método de desplazamiento,
corte y reflexiéon para obtener los discos con halo.

Ahora bien, para definir discos finitos en relatividad general se usan las coordenadas
esferoidales oblatas, puesto que éstas se adaptan muy bien a la simetria de las fuen-
tes y definen de manera natural un radio de corte para el disco. Adicionamente, estas
coordenadas introducen las condiciones necesarias para la existencia de la distribucion
discoidal de materia y por tanto han sido utilizadas en diversos trabajos [49, 8]. A pesar
de lo dicho anteriormente, no existe en la literatura soluciones exactas que describan
discos delgados finitos inmersos en halos esferoidales.

El objetivo que se persigue con este trabajo de investigaciéon es obtener nuevas
soluciones a las ecuciones de Einstein interpretables como discos delgados finitos e infi-
nitos que estén inmersos en halos esferoidales de materia y que presenten densidades de
energia y presiones fisicamente bien comportadas. Con ambas familias se espera obtener
y analizar, tanto las propiedades fisicas de la fuente material, como también las expre-
siones para la velocidad tangencial de particulas que se mueven en érbitas circulares en
el plano del disco.

Para cumplir este objetivo, se presenta en el capitulo 2 las soluciones a las ecua-
ciones de Einstein para un espacio-tiempo estatico y axialmente simétrico descrito por
una métrica conformestatica. Para interpretar fisicamente el tensor de momento-energia
obtenido se escriben sus componentes en un marco de referencia comovil cuyos ejes es-
paciales son paralelos a los esfuerzos principales. De esta manera se pueden obtener,
tanto la densidad de energia, como la presién del fluido. Posteriormente, se exige que
las soluciones cumplan con las condiciones de energia, de manera que las propiedades
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del fluido sean fisicamente bien comportadas. A partir de las condiciones de energia
se obtiene una ecuacién de estado para el halo, y a demas, una ecuaciéon que permite
escribir las soluciones en términos de la bien conocida solucién a la ecuacion de Lapla-
ce. Posteriormente, se usa la aproximacién distribucional y el formalismo de cascarones
delgados para definir apropiadamente una fuente discoidal delgada de materia. Final-
mente, se introducen las expresiones para calcular la masa del sistema y se obtiene, a
partir de la ecuacién geodésica, la expresion para la velocidad circular de las particulas
que se mueven en Orbitas circulares en el plano del disco.

En el capitulo 3 se elige la solucion a la ecuacion de Laplace en coordenadas esféricas
y se aplica sobre ella el método de desplazamiento, corte y reflexion, de manera que se
cumplan las condiciones necesarias para garantizar la existencia de una fuente discoidal
de materia. Con estas soluciones se calculan, para los tres primeros modelos de la fa-
milia de soluciones, las expresiones analiticas que describen la densidad de energia del
halo y del disco, la presion del fluido presente en el halo, las masas de ambas regiones
(disco y halo) y la velocidad circular o velocidad de rotacién de particulas de prueba
tipo tiempo que se mueven bajo la accion gravitacional del disco y del halo; ademas, se
grafican estas cantidades y se analizan los diferentes comportamientos. En conclusion,
se obtiene una familia de discos delgados bien comportados que se extienden hasta el
infinito y que estan inmersos en un fluido o halo esferoidal de materia que cumple con
las condiciones de energia.

En el capitulo 4, se elige la solucién a la ecuacion de Laplace en coordenadas esfe-
roidales oblatas ya que estas coordenadas se adaptan muy bien a la geometria de las
fuentes, introducen de manera natural un radio de corte para el disco y garantizan las
condiciones necesarias para la existencia de esta fuente discoidal. Como en el capitulo
anterior, se obtienen, para los tres primeros modelos de la familia de soluciones, las ex-
presiones analiticas para las densidades de energia del disco y del halo, para la presion
del halo, para la masa del sistema (nuevamente finita) y para la velocidad circular. To-
das estas cantidades se grafican y se analizan para estudiar su comportamiento. De esta
manera, se obtiene una familia infinita de soluciones a las ecuaciones de Einstein que
cumplen las condiciones de energia y que se pueden interpretar como discos delgados
finitos inmersos en halos esferoidales. Adicionalmente, se analiza la velocidad circular
de particulas de prueba tipo tiempo que se mueven en Orbitas circulares alrededor del
centro del disco y en el plano del mismo, para de esta manera conocer cémo son las
curvas de rotacion asociadas a nuestras soluciones. En el capitulo final, se presentan las
principales conclusiones de este trabajo.
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Capitulo 1
Discos Delgados Axialmente
Simétricos Inmersos en Halos

1.1. Soluciones Axialmente Simétricas de las Ecua-
ciones de Einstein

Muchos objetos astrofisicos poseen simetria axial en una primera aproximacién, al-
gunos ejemplos de estos objetos son las galaxias, las estrellas, los planetas, algunos cu-
mulos de estrellas entre otros. Como el sistema disco-halo que queremos describir posee
simetria axial, partimos de la métrica conformestética [25] en coordenadas cilindricas,
S (t> Tz, ‘P),

ds® = —e*Vdt* + e ¥ (dr® + r?dy® + d2?), (1.1)
donde 1) es una funcién continua de las coordenadas r y z, pues el espacio tiempo debe
ser axialmente simétrico. Adicionalmente, exigimos que ¢ (r, —z) = 1¥(r, z) de manera
que el sistema posea simetria de reflexién al rededor del plano z = 0.

A pesar de que el tensor métrico, g,s, es un concepto fundamentalmente matematico
que describe la geometria de un espacio topoldgico, éste a su vez adquiere, en relati-
vidad general, una interpretacion fisica analoga al potencial gravitacional en la teoria
newoniana; por esta razén, conociendo ya el tensor métrico (1.1) o campo gravitacional,
podemos conocer la fuente fisica que produce dicho campo a través de las ecuaciones
de Einstein, las cuales se escriben en unidades geometrizadas (¢ = 817G = 1) como

1
Taﬁ - Raﬁ - 590433, (12)
donde R,z es el tensor de Ricci, R es el escalar de Ricci y T,z es el tensor de momento-
energia, el cual contiene toda informacién sobre las fuentes de campo gravitacional
presentes en el halo (notese que, hasta el momento, no hemos introducido la fuente
discoidal; ésto se hara més adelante).

Al calcular el tensor 7,5, encontramos que las tinicas componenetes no nulas son

@z;,r + 20 — 0% — U2}, (1.3)

ﬂt = €4w{2¢,w+2
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T, = -4, 14
Top r2{gl + 2y, (1.5)
T.. = ¢ =92, (1.6)
T = T = 20,9, (1.7)

La primera solucion que consideramos, por su simplicidad, es la solucién de vacio, la
cual se obtiene haciendo 7,3 = 0. Esto conduce al sistema de ecuaciones

¢77‘7‘+17D7:T +¢,zz = 07 (]-8>
VL=t = 0, (1.9)
V2i4+% = 0, (1.10)
(ERNTRS 0, (1.11)

cuya dnica solucién es ¢(r, z) constante. Tal resultado implica que las funciones métri-
cas, eT2¥ son constantes y por lo tanto que el espacio-tiempo es minkowskiano; es
decir, que en el espacio no existen fuentes de campo gravitacional. Sin embargo, como
queremos que la fuente de materia posea una componente discoidal con una densidad
de energia diferente de cero, la solucién ¢ constante no puede ser valida para nuestro
caso. Con base en ésto, podemos afirmar que para un sistema disco-halo descrito por
la métrica (1.1), la solucién de vacio no existe. En este caso, por lo tanto, se introduce
de manera natural el halo esferoidal de materia.

Ahora, para interpretar fisicamente las componentes del tensor de momento-energia
del halo, debemos transformarlas a un sistema de referencia comovil, el cual esta definido
por los vectores base

el =€ Vg, (1.12)
efyy = e”of, (1.13)
(04 ew a

6(2) = 752, (114)
ely) = €05, (1.15)

donde el vector 6?0) es la cuadri-velocidad del sistema de referencia. Usando la formula
de transformacion

_ a B
Ty ) = Tap€(€)s (1.16)

obtenemos las componentes no nulas del tensor de momento-energia en la base comovil
T ), las cuales son

Uy
Tow = {20, +2 —+ 2 .. — P2 — Y, (1.17)

Toyw = {¥%—¢3), (1.18)
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Ty = {5 +v%), (1.19)
Taoye = e{h -4}, (1.20)
Toye = Tem = —26"9 0. (1.21)

A pesar de que el tensor T{,),) no es diagonal, podemos encontrar un sistema de
referencia en el cual los ejes espaciales estén orientados en direccién de los esfuerzos
principales, de manera que el tensor quede en su forma diagonal. Para esto debemos
resolver el problema de autovalores y autovectores definido por la ecuacion

Tw)Ss” = Mud, (1.22)

donde X\ es el autovalor asociado a cada autovector CC(;'). Haciendo ésto, llegamos a la
tétrada de autovectores

¢ = (e 00 0), (1.23)
¢ = (0,0 e 0), (1.24)
“ 1
CQ( ) = ﬁ ( 0, €¢, O, —Qedj ) s (125)
. 1
& = (0 0t o), 120

donde Q@ =1, /1.

Con la base de autovectores y la ecuacion de transformacion,
a) ~(B8
Tio = TG G- (1.27)

calculamos las componentes no nulas del tensor diagonal de momento-energia,

Ty = e (2V% — Vi - V), (1.28)
Ty = V-V, (1.29)
Tps = V-V, (1.30)
T:s = —e*'Vip -V, (1.31)

donde Tj; es la densidad de energia, p, del halo y T3, Ty, y Ts: son los esfuerzos
principales pq, p2 v p3 respectivamente. En resumen, se obtuvo para el halo la densidad
de energia,

p =2V — Vi - V), (1.32)
y la presion promedio,
1 1
p= g +petps) = geww -V, (1.33)
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Ahora, para que las soluciones que hemos obtenido representen una fuente gravi-
tacional fisicamente bien comportada, es importante que cumplan con las condiciones
de energia. Si el tensor de momento-energia es diagonal, estas condiciones se escriben
como

p > 0, (1.34)

lpl > |pil; 1=1,2,3, (1.35)

p+p; > 0; i=1,2,3, (1.36)
p+pi+p+ps = 0. (1.37)

Las desigualdades (1.34) y (1.36) corresponden a la condicién de energia debil, la cual
garantiza la positividad de la densidad de energia del halo; la desigualdad (1.35) corres-
ponde a la condicién de energia dominante, la cual garantiza que la materia fluya en
lineas de mundo tipo tiempo o nulas; finalmente, (1.37) corresponde a la condicién de
energia fuerte, la cual garantiza que el campo gravitacional sea atractivo. Ahora, para
las soluciones (1.28-1.31), las condiciones de energia se reducen a la desigualdad

V) > Vi - V. (1.38)

Una forma de satisfacer (1.38) es encontrar funciones ¢ que satisfagan la ecuacién
Vi) = kVy - Vi, (1.39)

con k > 1; asi se garantiza que p y p tengan un buen comportamiento fisico. Esta forma
particular de satisfacer las condiciones de energia conduce a la ecuacién de estado para

el fluido en el halo p

32k — 1)
Un fluido cuya ecuacion de estado tiene la forma lineal p = vp se conoce como fluido
tipo gamma [9]. En nuestro caso v = 1/[3(2k —1)] y, dependiendo del valor de k, pode-
mos tener diferentes tipos de fluidos: para el menor valor posible de k (k = 1), tenemos
que v = 1/3, lo cual implica que en el halo hay un fluido de radiacién (fotones); para
el mayor valor posible de k (k = c0), tenemos que v = 0, por lo tanto p = 0, es decir,
el fluido del halo sera de polvo. A medida que se incrementa k el fluido es, microscopi-
camete hablando, menos interactuante, ya que la presion tiende a disminuir.

p= (1.40)

La ecuacién (1.39) se puede reescribir como V2(e™*¥) = 0, donde e *¥ se toma como
solucién a la ecuacién de Laplace V2U = 0; sin embargo, para garantizar que el espacio
tiempo sea asintoticamente plano, tomamos la relacién entre la funcion v y la funcién
U como

—ky _
€ =1-U, (1.41)
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M+ (¢ > 0)

Halo

Halo

M~ (¢ <0)

Figura 1.1: Divisiéon del espacio-tiempo a partir de la inclusiéon de una hipersuperficie.

de manera que, como en el infinito U se hace cero, la métrica (1.1) se convierte en
Minkowsky y por lo tanto el espacio-tiempo se hace plano. Con la ecuaciéon anterior y
tomando U como solucion a la ecuacion de Laplace podemos calcular 1. De esta manera
queda completamente determinada la densidad de energia y presion del fluido en el halo.

Hasta el momento solo se ha obtenido un fluido con simetria axial cuya ecuacion de
estado es de la forma p = yp. En la siguiente seccion se introducira una fuente discoidal
en el plano z = 0, de manera que ésta quede inmersa en el fluido. El formalismo utiliza-
do para definir el disco introduce unas condiciones sobre la métrica que son heredadas
a la funcién v, y que se satisfacen mediante una apropiada escogencia de la funcién U.

1.2. Tensor de Momento-Eneria del Disco

Para introducir una fuente discoidal de materia debemos definir, en primer lugar,
la hipersuperficie sobre la cual va a existir una densidad de energia diferente de cero.
Esta hipersuperficie la denotamos con la letra ¥ y la definimos mediante la funciéon
¢(z*) = z, de manera que su vector normal es n, = 0Z. Por simplicidad ubicamos el
origen del sistema de coordenadas en la hipersuperficie para que ésta quede en el plano
2z = 0. Al definir 3, el espacio queda dividido en dos partes: M ™, para ¢ > 0, es decir,
por encima de la hipersuperficie, y M ™, para ¢ < 0, es decir, por debajo de X. La figura
2.1 muestra, de manera esquematica, esta divisiéon del espacio.

Mediante el uso de la aproximacién distribucional [1, 33, 43] y del formalismo de
cascarones delgados [23, 11] podemos escribir el tensor métrico de la forma,

9as = (9ap)” = 9250(0) + gas{l — 0(9)}, (1.42)
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donde 0(¢) es la funcién de distribucién de Heaveside y gojfﬁ son los tensores métricos
para las regiones definidas por ¢ > 0 (M ')y ¢ < 0 (M) respectivamente. Los simbolos
de Christoffel en forma distribucional se pueden construir a partir de (1.42) como

& =T50(0) + T35 {1 - 0(9)}, (1.43)

donde Fg;)‘ son los simbolos de Christoffel en M y M. Para llegar a la ecuacién (1.43)
se impone la condiciéon de continuidad del tensor métrico en z = 0. Matematicamente,
esta condicién se escribe como

[9a8] = Gasl__ye — apl_,_ =0, (1.44)

donde [ga] es la funcién salto de g,p a través del plano z = 0. Es importante introducir
esta condicion para que los simbolos de Christoffel queden, distribucionalmente, bien

definidos.

Con la ecuacién (1.42) y (1.43) escribimos el tensor de Ricci como

Rop = Rip0(¢) + Ros{l — 0(6)} + Hapd(0), (1.45)

donde §(¢) es la funcién delta de Dirac, Rig son los tensores de Ricci para M+ y M~
y H,p es el tensor de Ricci asociado a la hipersuperficie. Este tltimo tensor se escribe
en términos del vector normal, n,, mediante la expresion

1
Hag = 5{bjna — bnans + bazng = bagg™}, (1.46)

con

bap = [9op.z) = Gapzl _yy — Gapel _, - (1.47)

Noétese que si gqp,. fuera continua en z = 0, entonces b, se harfa cero, y como
consecuencia, desapareceria el término singular en el tensor de Ricci (1.45). Sin embargo,
si consideramos H,s diferente de cero; es decir, si la primera z-derivada del tensor
métrico es discontinua en z = 0, entonces podemos darle una interpretacion fisica a
la singularidad. Esto se logra si, a partir de las ecuaciénes de Einstein y de (1.45),
construimos el tensor de momento-energia, el cual toma la forma

Top = Tosb(9) + Top{l = 0(6)} + Qasd(9), (1.48)

donde Tfﬁ son los tensores de momento-energia en M™ y M~ respectivamente y Qups
es el tensor de momento-energia asociado a la hipersuperficie. En pocas palabras, el
término singular del tensor 7,4 define una capa delgada de materia en X, cuyo tensor
de momento-energia se expresa en términos de H,s y del escalar de Ricci, H, asociado

a Y como
1

Qab = Hab - igabH- (149)
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Estas son las ecuaciones de Einstein sobre la hipersuperficie.

Ahora, para garantizar que se cumpla la condicién (1.44) exigimos, ademds de si-
metria axial, simetria de reflexion alrededor del plano z = 0, la cual se cumple si

W(r,—z) =Y(r, 2), (1.50)
Esta ecuacion implica a su vez que
Yo (r,—2) = = ,(r, 2), (1.51)
por lo tanto, (1.47) se puede reescribir como
bag = 290p.z| _,y # 0, (1.52)

si, ademas, logramos garantizar que gawtzO . #0. Esta es la condicién necesaria para
que Qqp sea diferente de cero. La simetria de reflexién implica tambien que Tjﬂ =T.5
los cuales ya hemos calculado mediante las ecuaciones (1.2). Como ¢ esta relacionado
con la solucién a la ecuacién de Laplace mediante (1.41), entonces debemos escoger una
funciéon U que cumpla con las condiciénes (1.50) y (1.52). Esta escogencia la veremos

en los capitulos 3 y 4.

Habiendo definido ya las condiciones necesarias para que exista una fuente discoidal
de materia, aplicamos las ecuaciones (1.49) a la métrica conformestatica para obtener
(Qap- La tnica componente no nula del tensor de momento-energia del disco es

Qf = —4y.e*, (1.53)

la cual esté evaluada en z = 0F.

Ahora, el tensor de momento-energia superficial del disco se calcula a partir de la
integral

SCYB = /Taﬁdsn =V gzz@aﬁ, (154)

donde ds,, = \/7..dz y Tog = Qapd(¢). De esta manera, la componente no nula de S,z
es
Sy = 4 e (1.55)

Escribiendo S, en el sistema definido por los vectores base Cc(f ) obtenemos la densidad
superficial de energia del disco
o =4e"Y, (1.56)

la cual estd evaluada en z = 0. Ahora, para que el tensor superficial de momento-
energia del disco satisfaga las condiciones de energia, es necesario que se cumpla la
desigualdad

w,Z |z:0+> 07 (157)

la cual implica que o > 0. Esta desigualdad se introduce como una condiciéon de contorno
para la ecuacién (1.39).
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1.3. Masa del Sistema y Geodésicas Circulares

Dos cantidades importantes, no solo desde el punto de vista tedrico sino también
desde el observacional, son la masa del sistema disco-halo y la velocidad circular de
una particula que se mueve en érbitas circulares alrededor del centro del sitema y en el
plano del disco. La velocidad circular tiene especial importancia en astrofisica, ya que a
partir de las curvas de rotacion observacionales se puede obtener, de manera indirecta,
informacion fundamental sobre las propiedades fisicas de las galaxias como la masa, la
frecuencia epiciclica, la frecuencia vertical, etc [18].

Una vez obtenido el tensor de momento-energia del disco (S,sz) y del halo (Th,p)
podemos calcular la masa total de cada una de las regiones que conforman el sistema.
Para cumplir con este primer objetivo usamos la férmula de Komar [11],

1
M = 2/ (Tag — 2Tga5> mafft)\/ﬁd?’y, (158)

donde m,, es el vector normal a la hipersuperficie tipo tiempo, fg) es el vector de Killing

tipo tiempo, h es el determinante de la métrica inducida y vhd®y es el elemento de
volumen del espacio. En nuestro caso, mq, = (§' y f(i) = 5{3 .

Para calcular la masa del halo usamos, en la formula de Komar, el tensor de
momento-energia cuyas componenetes no nulas estan dadas en (1.3-1.7). Con estas
componentes la masa del halo toma la forma,

My = k/v(w V)V = /V(v%)dv, (1.59)

donde V es el volumen que se extiende a todo el espacio y dV es el elemento de volumen
usual (euclidiano) del espacio. Ahora, para el caso del disco, tomamos 1,3 = Qapd(2) =
¥ Sap0(z). Esto nos permite escribir su masa como

Mp = 8n / V.| . (1.60)
0 =

Tanto la masa del disco como la del halo dependen del tipo de funciéon U que tomemos
para determinar las soluciones.

Es claro que la métrica (1.1), ademés de ser estacionaria, es estatica, es decir, descri-
be el campo gravitacional producido por una fuente que no se estd moviendo (sistema
con simetria de reflexién temporal), por lo tanto, para calcular, en relatividad general,
la velocidad circular de una particula alrededor del centro del sistema y en el plano
del disco, debemos estudiar la dindmica de particulas tipo tiempo que se mueven en
presencia del campo gravitacional estatico producido por la fuente discoidal y por el
halo de materia. Para esto, debemos resolver la ecuacién de la geodésica

du, 1

— = 5gw,yau“vj’, (1.61)
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para una particula cuyo cuadrivector velocidad esta definido inicamente por la compo-
nente temporal y por aquella que apunta en direccién ¢, de manera que

u® = u’(1,0,w,0), (1.62)
donde w = u?/u’ es la velocidad angular. Como el vector velocidad de particulas
reales es temporal y unitario, entoces debemos aplicar la condicién de normalizacion
Japu®u? = —1, con la cual encontramos que

o2 _ €Y
w)? = , 1.63
(W) = (163)

C

donde v? = e *¥r?w? es la velocidad circular o tangencial.

Como la velocidad en direccién radial es cero, entonces g, ,u"u” = 0. Esto implica
que la velocidad circular en términos de U es
9 rU,

_ ’ . 1.64
T k1 -U) — 1T, (1.64)

Esta expresion se evalua en el plano del disco para obtener las curvas de rotacién.
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Capitulo 2
Discos Relativistas de
Kuzmin-Toomre con Halo

Las densidades de energia del halo y del disco, la presion del halo, la masa del sis-
tema y las velocidades de rotacion son las propiedades fisicas que describen el sistema
disco-halo. Estas propiedades estan escritas en términos de la funcién U, la cual es
solucion a la ecuaciéon de Laplace. Una eleccion de esta funcion permite generar, ya sea
un modelo particular, o bien, una familia de soluciones.

Sin embargo, como vimos en la seccién 2.2, no basta con que U sea solucion de la
ecuacion de Laplace, también es importante que esta funcién sea axialmente simétrica
y que, ademds, posea simetria de reflexién alrededor del plano del disco (z = 0), es
decir, que U(r,—z) = U(r, 2); esto con el objetivo de satisfacer (1.50). Adicionalmente,
la eleccién de U debe garantizar que gap.| . # 0, de manera que se cumpla (1.52).
Satisfaciendo estas condiciones podemos definir apropiadamente una distribucién dis-
coidal de materia en el plano z = 0.

Para cumplir las condiciones discutidas en el parrafo anterior consideramos U como
solucion de la ecuacién de Laplace en coordenadas esféricas. Sin embargo, debido a que
los halos galacticos en general no son esféricos, es mas adecuado escribir las solucio-
nes en coordenadas cilindricas ya que ellas facilitan la interpretacion de las soluciones.
Ahora, si usamos las transformaciones usuales de coordenadas esféricas a cilindricas:
R* = r* 4+ 2% y cosf = z/R, entonces la condicién (1.52) no se satisface, ya que se
obtiene b,3 = 0.

Para resolver este problema se hace uso del método de desplazamiento, corte y
reflexion, el cual fué utilizado por Kuzmin y Toomre [44, 12] para generar discos en el
marco de la gravitaciéon newtoniana. Este método consiste en hacer la transformacion
sobre la coordenada z,

z = |z| + a, (2.1)

donde a es una cantidad constante. Finalmente, con esta transfomacién podemos escri-
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bir la funcién U como
1
Un(R,0) == WP;(COS@), (2.2)

donde P,(cosf) son los polinomios de Legendre, A; son constantes, R? = r? + (|z| + a)?
y cosd = (|z| +a)/R.

Como se ve en la ecuacién (2.2), hemos obtenido un nimero infinito de funciones
(0 < n < 00) que, junto con las propiedades fisicas obtenidas en el capitulo anterior,
describen fuentes discoidales inmersas en halos de materia. En este trabajo solo presen-
taremos algunas soluciones, y sobre ellas discutiremos el comportamiento de las fuentes
de campo gravitacional y su efecto sobre la dinamica de las particulas que se mueven
en el plano del disco. Para esto consideramos, inicamente, los tres primeros casos de la
funcion U, es decir,

A

Uy = _fo, (2.3)
A A

Uy = _ﬁo - R—;cose, (2.4)
Ay A A

U, = _fo - R—;COSQ — F§(300829 —1). (2.5)

Como se habia dicho anteriormente, tanto R como cosf dependen de las coordenadas
cilindricas r y z, de manera que Uy, U; y Uy también dependen de estas coordenadas.

2.1. Densidad de Energia del Disco

Ahora, con la relacién entre la funcién v y la funcién U podemos escribir la densidad
de energia del disco (1.56) en términos de U como

: k41 * (26)

Esta expresién se debe evaluar en z = 07.

Asi obtenemos las expresiones analiticas para las densidades (normalizadas) de
energia del disco para los tres primeros modelos de la familia infinita de soluciones,
las cuales se escribien como

1+k

s = (Aot VO) T (27)
(0) =
~ ~ - 3—2k
5—1 _ [Aoﬁ + A1(2 — 7"2)} flir;k | (28)
[193/2 + Al + [11} E
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[(Ap — A )02 + 3(Ay — Ag)9 + §A(2 — )| 93
1+k

[2’[95/2 + 2140192 + 21&1’19 + A2<2 — 7"2)} b
donde ¥ = 1 472, 7 =r/a, Ay = Ag/a, A, = Ay/a?, Ay = Ay/d®, y 7, = (ka/4)o,

Para analizar el comportamiento de esta cantidad se realizaron las graficas que
presentamos en la figura 3.1. En ellas se muestran diferentes comportamientos para
diferentes valores de las constantes k v A;. Cada curva estd determinada por un con-
junto de valores para las constantes, de manera que para el modelo n, los valores seran
(k, Ay, A, fln) Es importante aclarar que los valores que escogimos para las cons-
tantes conducen a densidades de energia positivas para que se cumplan las condiciones
de energia, es decir, para que satisfagan (1.57).

Como se puede ver en la figura 3.1, la mayoria de los perfiles de densidad de energia
del disco presentan un méaximo en el centro del sistema, es decir en 7 = 0. La densidad
cominenza a decrecer a medida que se incrementa la distancia al centro del disco hasta
llegar a tomar un valor de ¢ = 0 en el infinito. Los diferentes valores que pueden tomar
las constantes determinan el valor maximo de ¢ y qué tan concentrada se presenta esta
energia en el centro; en otras palabras, determinan con que rapidez decrece ¢ con la
distancia 7.

Finalmente, es importante resaltar que el modelo n = 0 es mas restrictivo, ya que
solo tiene dos constantes libres para variar y, por lo tanto, los perfiles de densidad de
energia que se obtienen son cualitativamente similares entre ellos (méximo en el centro
y tiende a cero en el infinito). Por otro lado, en el modelo n = 1, y mds ain, en el
modelo n = 2, aparece un mayor nimero de constantes para elegir y asi obtener varios
perfiles con comportamientos diferentes. Se observa, por ejemplo, en el modelo n = 2,
algunos casos en los cuales la densidad de energia presenta mas de un maximo; en el
modelo n = 1 tenemos un caso en donde el maximo no se encuentra en el centro del
sistema, lo cual es inusual.

2.2. Densidad de Energia del Halo

En los modelos obtenidos, el diso delgado se encuentra inmerso en un fluido o ha-
lo de materia que posee una densidad de energia, p, dada por la ecuacién (1.32) y
una presiéon promedio, p, dada por (1.33). Ambas cantidades fisicas estdn relaciona-
das a través de una ecuacién de estado de la forma p = 7p; por lo tanto, analizar el
comportamiento cualitativo de la densidad de energia es equivalente a analizar el de
la presién promedio, ya que estas cantidades solo se diferencian por el factor de escala 7.

Con la relacion entre la funcion U y la funcién ¢ calculamos la densidad de energia
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Figura 2.1: Densidad superficial de energia del disco &,, como funcién de 7 para los 3 pri-
meros modelos de la familia de soluciones. Cada curva esta referenciada por un conjunto
de nimeros, de manera que, para el modelo n los nimeros son (k, Ag, A1, Aa, ..., Ay).
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del halo en términos de U, de manera que se obtiene

2k—1 Uy +U;7.
k2 (1 _ Un)z(kﬂ)/k‘

pu(r,2) = (2.10)
Con esta expresion se calculan las densidades de energia del halo para los tres primeros
modelos de la familia infinita de soluciones (n = 0,1, 2),

B (A V)

e N1/ ’ (2.11)
PAM + 34 Z) + [ Z(AM +3A4,2) — AN

pr = MCk=3)/K[N[3/2 + M Ay + A, Z]20+k)/k ; (2.12)

N2/ [ A NI? + (34,2 + Ao)ib + 3A,(22% — 7))

P2 = - S - SR - - k)/k +
{M5/2+A0M2+A1MZ+%A2(Z2—f2)}2(1+ )/

MO0/ (A7 — A)M? + 32(AZ — Ay)M + 5 A, Z(22° — f?)f
:|2(1+k')/k

- — — — (2.13)
(M52 + AM? + A\MZ + §Ay(22 — 72)

donde M = 2+ 2%, 7 = |2|+1, 2 = z/a, F = r/a, Ay = Ay/a, A| = A1 /a®, Ay = Ay/a®,
Y pn = [(ka)?/(2k — 1)]py.

Para observar el comportamiento de estas funciones realizamos las graficas de con-
torno que se presentan en la figura 3.2. Estas graficas muestran la dependencia funcional
de la densidad de energia del halo con las coordenadas 7 y Z a través de lineas de iso-
densidad. La distribucién de estas lineas en el espacio muestran como es la forma de los
halos de materia; permiten observar en qué lugares hay una mayor densidad de energia
y con qué rapidez cambia esta densidad en el espacio.

El comportamiento de la densidad de energia del halo es muy similar al de la den-
sidad de energia del disco: la mayor concentracion de masa esta localizada en el centro
del sistema, es decir, en Z = 0 y en 7 = 0. Este maximo de densidad decrece rapida-
mente hasta tomar un valor de cero en el infinito. Como se puede observar, los halos, en
general, son achatados en direccion z, adquiriendo una forma aproximadamente oblata.
Esto indica que la energia tiende a aglomerarse en las proximidades del disco, el cual
se encuentra en el plano z = 0.

De acuerdo con las curvas de contorno, el halo en el modelo n = 1 es méas esféri-
co que el del modelo n = 0. Estas diferentes distribuciones se pueden obtener, ya sea
considerando diferentes modelos; es decir, cambiando el valor de n, o ajustando las
constantes k y A; a la forma del halo que se desea obtener. También es posible cambiar
el valor maximo de p y la velocidad de decrecimiento de esta densidad si se escogen
apropiadamente las constantes anteriormente mencionadas. En la figura 3.2 se observa
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Figura 2.2: Curvas de contorno de la densidad de energia del halo, p,, en funciéon de 7
(eje horizontal) y Z (eje vertical) para los 3 primeros modelos de la familia de soluciones.
La grafica correspondiente al modelo n = 0 se obtiene haciedo k = 7,9 y Ay = 2; la del
modelo n = 1 se obtiene con k = 292, Ay = 167, y A; = 46; por tltimo, las las curvas de
contorno del modelo n = 2 se obtienen para los valores k£ = 18,12, Ay =100, A, = —20
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que los modelos particulares con n mayor tienden a presentar densidades de energia
mas grandes.

Finalmente, si se observan las gréficas correspondientes al modelo n = 3, y se
comparan con la curva correspondiente a la densidad de energia del disco en la figura
3.2, se puede concluir que a pesar de que en el disco, & posee mas de un maximo, ésto
mismo no sucede para el halo, ya que en éste, p solo presenta un maximo en el centro.

2.3. Masa del Disco y del Halo

Otra cantidad de interés fisico es la masa total del sistema, My, la cual se compone
de dos partes: Mp, la masa del disco, y My, la masa del halo. Para calcular estas dos
cantidades debemos resolver las integrales (1.60) y (1.59). Sin embargo, como &, y p,, se
extienden en todo el espacio, es posible que las integrales conduzcan a valores de masa
infinitos. Como en la naturaleza no existen fuentes infinitas de campo gravitacional,
es importante demostrar que a pesar de que los modelos son de extensién infinita, la
masa total del sistema es finita. Esto equivale a decir que tanto Mp como My convergen.

Para demostrar que la masa del disco y del halo convergen, lo primero que se hace
es escribir la integral (1.60) en términos de la funcién U, de manera que

8w [
Mp, =~ | palro)rodro, (2.14)
donde i, (1) = 1U_"Lfn ot Notese que en esta integral se ha aplicado el cambio de

variable 72 = r? + a®. Ahora, para demostrar que la integral anterior converge para
todo n, se hace uso del teorema de comparacién del limite [2].

Teorema 2.3.1 Teorema de comparacion del limite: Si dos integrales propias f;’ f(x)dx
y [°g(x)dx ezisten para cada b > a, siendo f(x) >0y g(x) > 0 para todo x > a, vy si

lim % = ¢, donde ¢ # 0,

z—00 9(7)

entonces las integrales [° f(x)dx y [° g(x)dx o convergen ambas o divergen ambas.

Para aplicar este teorema a la demostracién de la convergencia de Mp, se consideran
las integrales de masa del disco para los modelos particulares n y n + 1,

8m [

Mp, = — | palro)rodro, (2.15)
8m [

Mp,,, = ?/ fn+1(T0)Todro. (2.16)

Estas integrales cumplen las condiciones presentadas en el teorema anterior, lo inico
que hace falta es demostrar que
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lim £l = ¢ £ (.
r—00 Hn

Para ésto usamos la funcién U, que se presenta en la ecuacién (2.2) y su primera
derivada con respecto a z:

U”|z:o+ = _Z l+1 Pya/ro), (2.17)
= Az l~|—1

U"’z‘z:w = Z T Pl+1(a/7"0)- (2.18)
—0 7o

Con lo anterior podemos escribir la funcion p, y 41 como

n A1+ 1)

ZZ TPH—I(G/TO)
Mn(TO) - 0 , (219)
1+ Z l+2 Py(a/ro)
1=0 To
AT+ 1 A, q(n+2
Z lE,,l-i—Q)‘PH‘l(a/TO) + +71,’EL+3)P71+2(CL/7’0)
pint1(ro) = = 0 0 7 (2.20)

A,
1+ Z l+2 P(a/ro) + n-T—LQI Pri1(a/ro)
0

y con ellas podemos calcular su cociente,

s At P (a/ry) L lZ éﬂpl (a/ro)
Pl RO W Y Z T
Hn l n+1
> Wﬂﬂ(a/ro) Z Pa/ro) + n:-2 Pyi(a/ro)
=0 0 0 To

(2.21)

Analizando la funcién (2.21) en el infinito; es decir, en 1y — 00, se puede ver que
ambos términos entre paréntesis tienden a 1, por lo tanto

lfm At = (2.22)

r0—>00 /~Ln

Con este resultado se puede demostrar que si Mp, converge, entonces Mp, ., también
lo hara. Esto indica que el préximo paso a seguir es hacer el calculo de masa para el
modelo n = 0, pues es el mas simple y con él se puede concluir que la masa de todos

los modelos particulares es finita.

Con la expresién para la funcién Uy dada en la ecuacién (2.3), se calcula la funcién
1o y con ella se hace la integral de masa. Este procedimiento d& como resultado

8ma Ap
Mp, = 2 (1 k) (2.23)

30



Como Mp, es un valor finito, entonces, en virtud del teorema de comparacién del limite,
Mp, también es finito, sin importar el valor de n.

Ahora, para demostrar que la masa del halo también converge se escribe la integral
(1.59) en coordenadas esféricas y en términos de la funcién U, de manera que

. 471' s o0 2 .
My, = — /0 [ (R, 0) Rsin(6)dRdd. (2.24)

Uy +U;

donde 7, (R,0) = NI Para facilitar la prueba se aplica el cambio de variable:

7 = cos(0), con el cual, la integral anterior se transforma en

47 1 [e)
Mp, = = /_ 1 /0 (R, 7)RdRdr. (2.25)

Lo que sigue, es hacer un procedimiento similar al usado para la masa del disco,
la tnica diferencia radica en que para hallar My se debe resolver una integral doble.
Este problema se resuelve facilmente si se aplica el teorema de comparacion del limite,
Unicamente, a la integral

Fo(7) = /O (R, 7)RAR, (2.26)

con el fin de demostrar que converge para todo valor de n.

Como en el caso del disco, se debe demostrar que

lfm 1 — e £ . (2.27)

T—>00 nn

Con la ecuacién (2.2) y siguiendo un desarrollo similar al realizado con la masa del
disco, podemos demostrar que

lfm L — 1, (2.28)

r—00 7777/
lo cual implica que, independientemente del valor de 7, la integral (2.26) converge para
todo m si y solo si se logra demostrar que Fy(7) es finito. Adicionalmente, si (2.26) no
tiene divergencias, entonces la integral de F,(7) en d7 también serd un numero finito.
Por lo tanto, se puede concluir que si se logra calcular un valor finito para My, , entonces
la masa del halo para todos los modelos también serd finita. Esto indica que el dltimo
paso a seguir es calcular la masa del halo para el modelo n = 0, lo cual se realiza
facilmente si se remplaza Uy en la funcion 7y y ésta se integra segin la ecuacién (2.24).
Este procedimiento conduce a

. 8ma AO A()
My, == [a —ln(l—i— kﬂ (2.29)
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Con este resultado para la masa del halo y con la expresion para la masa del disco
podemos calcular la masa total del sistema para el modelo n = 0 como My, = Mp, +

Mp,, lo cual da como resultado
87TAO

k

My, = : (2.30)

Finalmente, se ha demostrado, a partir del teorema de comparacion del limite, que
la masa del disco y del halo para todos los modelos particulares de la familia infinita
de soluciones converge a un valor finito. Esta caracteristica de las soluciones obtenidas
se da a pesar de que las densidades de energia del disco y del halo se extienden a todo
el espacio.

2.4. Curvas de Rotacion

Una herramienta importante para el estudio de las propiedades fisicas de los siste-
mas galacticos son las curvas de rotacién, ya que ellas son obtenidas a partir de datos
experimentales y permiten calcular, de manera indirecta, algunas cantidades fisicas,
como es el caso de la masa. Estas curvas describen la dependencia de la velocidad cir-
cular de las estrellas en el plano del disco galactico con su distancia al centro de la
galaxia. Como se habia mencionado en la seccién 2.3 del capitulo anterior, también es
posible obtener curvas de rotacién tedricas a partir de soluciones exactas en relatividad
general si se resuelve la ecuacion de la geodésica, la cual conduce a la expresiéon para la
velocidad circular presentada en (1.64).

Con las soluciones para la funcién U que se muestran en (2.3-2.5) se obtienen las velo-
cidades circulares para los tres primeros modelos particulares. Las expresiones analiticas
para estas velocidades son

i =2
v = A (2.31)
0 k(\/ﬁ + Ao)m — /10’/:2
F2(A A
go PUmish) 22)
k(m3/2 + Agm + A;)m — 72(Agm + 34,)
2 fz [31212 + 31417712 + A0m4 + %AQ(S - m)m]
T - - . o = = -

“ kIm2 4+ mA; +m3Ay + %A2(3 —m)|m3 — 72[3As + 3A1m? + Agm* + %A2(3 — m)m)|

(2.33)

donde m =1+ 72, 7 =r/a, Ay = Ay/a, Ay = AyJa?, y Ay = Ay/a®. Recordemos que 7
es la distancia al centro del disco.

Para analizar el comportamiento de la velocidad circular se grafica v, en funcién de
7 para cada modelo particular y para distintos valores de las constantes A;; estas curvas
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se muestran en la figura 3.3. Como se puede observar, los valores de las constantes que
se usaron para obtener las curvas de rotaciéon son los mismos de la densidad de energia
del disco (Figura 3.1); ésto se hizo para poder comparar la curva de rotacién con su
correspondiente densidad de energia del disco.

En la grafica para el modelo n = 0 se ve que la velocidad se incrementa rapidamen-
te hasta alcanzar un valor maximo. El comportamiento de las curvas después de este
valor se divide en dos tipos: En el primero, la velocidad decrece con r, mientras que
en el segundo, la velocidad permanece aproximadamente constante. Si se compara con
la grafica correspondiente en la figura 3.1, se puede observar que el segundo tipo de
comportamiento esta asociado a perfiles de densidad cuyo méaximo es mas grande que
en los casos en los cuales la velocidad decrece después de alcanzar el maximo.

En la grafica correspondiente al modelo n = 1, todas las curvas muestran que la
velocidad permanece constante después de alcanzar el maximo. Si se compara con los
perfiles de densidad de energia del disco (figura 3.1) para éste mismo modelo particu-
lar, se puede afirmar que si el maximo de velocidad es mayor, entonces la densidad de
energia del disco es menor en 7 = 0.

Findlmente, en la grafica para v., se obtienen diferentes tipos de comportamiento,
pues en este modelo hay mas constantes libres para elegir. Aquellos comportamientos
en los cuales aparecen 2 picos (uno mayor que el otro) son de particular interés. En
realidad, los datos observacionales muestran que la velocidad no es, exactamente, cons-
tante después de alcanzar el maximo, ésta presenta fluctuaciones, como se muestran en
las curvas asociadas al modelo n = 2. Algunos ajustes a datos experimentales [40, 18]
coinciden muy bien con las curvas de rotacién tedrica, especialmente, las que presentan
dos méaximos.
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Figura 2.3: Velocidad circular v., en funciéon de 7 para los 3 primeros modelos de la
familia de soluciones. Cada curva esta referenciada por un conjunto de numeros de
manera que, para el modelo n los nimeros son (k, Ag, A1, Ao, ..., A,).
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Capitulo 3
Discos Relativistas de
Morgan-Morgan con Halo

En el capitulo anterior se discutié una familia infinita de soluciones que se obtuvo
al elegir U como solucion a la ecuacion de Laplace en coordenadas cilindricas y aplicar
sobre ella el método de desplazamiento, corte y reflexion. Esto nos permitié obtener
una discontinuidad en la primera derivada del tensor métrico con respecto a z, y por
consiguiente, pudimos definir una distribucién discoidal infinita de materia.

Ahora, es interesante, desde el punto de vista astrofisico, buscar una manera de
generar discos finitos fisicamente bien comportados, es decir, que satisfagan las condi-
ciones de energfa (1.34-1.37). Para cumplir este objetivo, en primer lugar, se debe elegir
una funcién U que satisfaga las condiciones (1.50) y (1.52); adicionalmente, para que
el disco sea finito es 1til trabajar en el sistema de coordenadas esferoidales oblatas,
(&,m, ), ya que estas coordenadas se adaptan muy bien a la simetria del sistema e
introducen de manera natural un radio de corte para el disco.

Las coordenadas esferoidales oblatas se relacionan con las coordenadas cilindricas
mediante las transformaciones

2= (14 )1 - ), (3.1)
z = dén,
donde 0 < ¢ < ooy —1 < n < 1. Las coordenadas del disco de radio d son £ =0y
0 < n* < 1[42]. Si se pasa a través del disco, la coordenada n cambia de signo; por

lo tanto, es necesario que U sea funcién de n? para garantizar la simetria de reflexién
alrededor del plano del disco; ésto a su vez satisface la condicién (1.50).

Con base en lo anterior, se considera la funcién U como solucién a la ecuaciéon de

Laplace en coordenadas esferoidales oblatas, pero tnicamente teniendo en cuenta los
términos pares, es decir [3],

U(En) = — 3" Conton(€) Pon(n). (3.3)
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donde Cs,, son constantes, ga, = 12" 71Qy, (i€), siendo Qo,,(i€) las funciones de Legendre
de segundo tipo de argumento imaginario, y Ps,(n) son los polinomios de Legendre de
orden 2n.

Ahora, la suma que se muestra en (3.3) la debemos restringir para poder obtener
soluciones particulares, y asi, poder analizar el comportamiento de las cantidades fisicas.
Una manera de restringir esta suma es considerando U como el potencial gravitacional
de los discos finitos newtonianos obtenidos por Gonzalez y Reina (2008) [19], donde
las constantes C5, son encontradas a partir de la propiedad de ortogonalidad de los
polinomios de Legendre. Estas constantes tienen la forma

K2n
Cop = , 3.4
(21 4 1)gans1(0) (3-4)
donde - '
M 4n + 1)(2 1)!
Ko, mUn £ 1)(2m + 1) (3.5)

T 2d 22m(m —n)IT(m +n+3/2)|’

si, n < m;y Cy, =0sin >m, para m > 1; por lo tanto, la suma queda restringida
por el valor de m. En la tltima ecuacion M y d son la masa total y el radio del disco
newtoniano.

Como en el caso de los discos de Kuzmin-Toomre, solo vamos a considerar las tres
primeras soluciones particulares; es decir, solo analizaremos las propiedades fisicas aso-
ciadas a las funciones U,, con m = 1,2, 3. Estas 3 pirmeras funciones tienen la forma

3

Uy = =3 M(E =31 + (1 + 0" + 38" — £)arcot(€)), (3.6)
U, = —G‘ZM(g(g —9¢% — 5t (11 + 21€%) + 7*(6 + 90€%)) + 3(3 — 2¢2 + 3¢*
=27 (=14 662 + 156%) + n*(3 + 30€2 + 35¢%))arcot(€)), (3.7)
Uy = LM(f(—% + 9n?(=5 — 5 + 7Tn") + 10(7 + 15m% — 3150 4 357n5)&>

768
+15(=5 4 219%(5 — 151> + 11n*))€h) — 15(5 — 3¢ + 3¢* — 5¢°

+30*(1 — 362 + 156" + 35€°) + n®(5 + 21€%(5 + 15¢% + 11¢Y))

=30t (=14 15(&2 + 76*76%)))arcot(€)), (3.8)

donde M = M/d. Estas funciones se pueden escribir en términos de las coordenadas
cilindricas r y z mediante las transformaciones (3.1) y (3.2).
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Figura 3.1: Densidad superficial de energia del disco G, en funciéon de 7 para los tres
primeros modelos de la familia de soluciones. La primer gréfica (arriba-izquierda) co-
rresponde a los tres modelos con el mismo k = 20 y M = 30. En las otras graficas m
se mantiene constante mientras que k y M cambian; cada curva en estas graficas se
referencia por un par de nimeros (k, M).
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3.1. Densidad de Energia del Disco

La densidad de energia del disco para estos modelos particulares se escribe en térmi-
nos de la funcién U de una manera similar a la ecuacién (2.6), solo que para esta nueva
familia de soluciones el valor que determina un modelo particular es m, por ésto,

4 Un.

Todas las cantidades en esta expresion estdn evaluadas en z = 0.

Con las funciones Uy, Us y Uz obtenemos las tres primeras densidades de energia de
la familia de soluciones, cuyas expresiones son:

N 12(1 — 7%)1/2
5 - -7 (3.10)

1+ 262 -)| F

5 20(1 — 72)3/2

09 = N ( ) 11k (311)

T ~ ~ k

[1+ 15201 (8 — 872 + 37)]

5 28(1 — %)%/

Gy = - ( ) — (3.12)
[1+ 82016 — 2472 + 187 — 57%)] *

512
donde &,, = (kd/M)o,, y 7= r/d.

En la figura 4.1 se muestra la densidad de energia del disco o, en funcion de la
distancia al centro del sistema: 7, para los modelos m = 1,2,3. En la primera grafi-
ca se comparan las densidades de energia para los valores de las constantes k = 20
y M = 30, y para los diferentes valores de m. En esta gréfica se ve que & tiene un
méximo en el centro del sistema (7 = 0), que se hace cero en el borde (7 = 1). La
distribucién espacial de energia depende de los valores particulares que se eligan para
m; por ejemplo, para m = 1, la densidad de energia permanece casi constante hasta
7 =~ 0,6; para después comenzar a decrecer. Sin embargo, si se incrementa el valor de
m, la densidad de energia se concentrara mas en el centro, y su valor maximo sera mayor.

Las otras graficas muestran como se puede obtener diferentes tipos de comporta-
miento en cada modelo particular si se cambian las constantes k y M. Es claro que se
puede manipular el valor maximo de la densidad de energia y la velocidad con la que
decrece si se varian los valores de las constantes. Sin embargo, en todos los casos, la
energia esta concentrada en el centro del disco y su comportamiento es muy similar.
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3.2. Densidad de Energia del Halo

Al igual que la densidad de energia del disco, la expresién que describe el fluido o
halo de materia que rodea el disco es similar a la que se us6 con los modelos de Kuzmin-
Toomre (Seccién 3.2), solo que en este caso las funciones U estdn determinadas por el
subindice m y se obtienen de la ecuacién (3.3). La expresién para la densidad de energia
del halo se escribe como

2%-1 U, +UZ.
P, 2) = k2 (1 — Uy )20k+0/k

(3.13)

A partir de las relaciones de transformacién entre las coordenadas esferoidales obla-
tas y las cilindricas se puede calcular la primera derivada con respecto a r de las
funciones Uy, U, v Us,

3MF

UI,T = m {_f + (1 + 62)CLTCOt(§)} s (314)
Usy = 16;(51]\122) [5 — 13+ (3 -1 + (1+ &) (1 -3¢ +
37 (1 +56%))arcot(¢)] (3.15)
Us, = __SMT [5(3 — 4€% — 15€* + n?(6 + 2002+ 210&*) — n* (113 + 420¢3

128d(1 + &£2)
+3156%) + 3(1 4+ €3)(1 —2€% + 5¢* + n*(2 — 20€% — T06Y) + 5n* (1 + 142
—1—2154))@7’0025(5)} , (3.16)

y también las derivadas con respecto a z,

Uy, = —— [—1 + Earcot(£)], (3.17)
Uy = 54]‘?’ [—96% + n?(4 + 15¢%) + 36(1 + 36> — *(3+ 56%))arcot(§) |, (3.18)
_ _% 242 2y 2 4y 4 2 4
Us: = — e [507°€(11 + 21€%) — 15(6> 4 156*) — 1" (64 + 735¢” + 945¢*)
+156(—1 4 662 + 15¢* — 2% (3 + 3062 + 35¢*) + n* (15 + 7062 +
63 54))617“0015(5)] : (3.19)
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Con estas funciones y con las ecuaciones (3.1) y (3.2) se encuentran las expresio-
nes analiticas que describen la densidad de energia del halo. Una vez obtenidas estas
densidades, se pueden representar en una grafica para observar, de manera detallada,
el comportamiento de py,.

En la figura 4.2 se observan las graficas de contorno, que muestran las curvas sobre
las cuales la densidad de energia es la misma. Esto nos da una idea de la forma en que
se distribuye la energia del halo en el espacio, y de la rapidez con que, ésta, cambia.
En todas las graficas se presenta la densidad de energia reescalada p =

funcion de 7 =r/dy z = z/d.

Para la densidad de energia del halo se pueden observar dos tipos de comporta-
miento, ambos estan presentes en todas las soluciones particulares discutidas en este
capitulo, y se pueden obtener eligiendo, apropiadamente, los valores de las constantes
k y M. El primer comportamiento es el que se presenta en las graficas para los modelos
m = 2y m = 3, donde la densidad de energia alcanza un méaximo en el centro del
halo (2 & 7 = 0) y se hace cero en el infinito. El segundo comportamiento es el que
se muestra en la grafica asociada al modelo m = 1. Aqui aparece una distribucion de
energia inusual, en la cual, el méaximo de densidad esta localizado en Z =~ 0y 7 &~ 1, es
decir, en el borde del disco, y se hace cero en el infinito.

3.3. Masa del Halo y del Disco

A diferencia de la version relativista de los modelos de Kuzmin-Toomre presentados
en el capitulo anterior, donde los discos eran de extensién infinita, los modelos rela-
tivistas de Kalnajs conducen a discos finitos; por lo tanto, el calculo de la masa del
disco debe dar un valor finito ya que la densidad superficial de energia no presenta
divergencias en la region 0 < 7 < 1. Sin embargo, en ambas familias de soluciones, los
halos son infinitos, por consiguiente, se hace necesario buscar una forma de demostrar
que los modelos presentados en este capitulo no conducen a divergencias en el calculo
de la masa total del sistema.

Tanto para el célculo de la masa del disco como para el de la masa del halo es
conveniente usar el teorema de la divergencia en la ecuacién (1.59) para obtener

M= k](w . d3, (3.20)

donde s es el drea de una superficie cerrada que contiene la masa M. Esta integral se
puede escribir en términos de la funcién U por medio de la ecuacion (1.41), dando como
resultado

2 VU

M=24 Y gz 21
rhioo® (3.21)
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Figura 3.2: Curvas de contorno de la densidad de energia del halo, p,,, en funcién de 7
(eje horizontal) y Z (eje vertical) para los 3 primeros modelos de la familia de soluciones.
La grafica correspondiente al modelo m = 1 se obtiene haciedo k = 24,5 y M = 4.,5; la
del modelo m = 2 se obtiene con k = 132 y M = 1; por ltimo, las curvas de contorno
del modelo m = 3 se obtienen para los valores k = 17,2 y M = 39.
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Por simplicidad se escoge s como la superficie de un elipsoide determinado por £ =
constante. De acuerdo con ésto, se puede definir la masa del disco mediante la integral
2w 1+ 2 U
/ / 5 LIS IRE dnde, (3.22)

£=0

y la masa total del sistema como

/%/ 1+52 Uf

de manera que, la masa del halo es My = My — Mp.

dnde, (3.23)
=00

A pesar de que en estos modelos el halo tiene extensién infinita, es posible calcular
la masa total del sistema a través de la integral dada en (3.23), y a demds, demostrar
que ésta converge. Para hacer este calculo se aprovecha el hecho de que U tiende a cero
en el infinito. Usando (3.3) en el integrando (1 + £?)U¢ encontramos que

dQ2n (5)

n=1
Ahora, con la formula de recurrencia,
da.(€) )
se puede transformar (3.24) en
(14+&)Ue = Co— > Can(2nqan — 2nGon—1) Py (3.26)
n=1

Como @¢a,,—1(€) se hace cero en el infinito y £g9,(§) tiende a 0 si £ — oo para todon > 1,
entonces (1+&*)Ug|,_.. = Co, y la masa total del sistema disco-halo se hace

87TdCo

k )
la cual depende del radio del disco, de la primera constante, Cy, y del fluido particular
en el halo (determinado por el valor de k). Con ésto se demuestra que, aunque el halo

es infinito, su masa es finita. Como esta prueba es general, entonces la masa total del
halo es la misma sin importar el modelo particular que se esté considerando.

My = (3.27)

Como un caso particular se puede calcular la masa del disco para el modelo m =1
mediante la integral (3.22), la cual conduce a

64d / 8 [ 3mCy
Mp, = — |1 —4/1 W ———— 2
b k [ + 377'00 areo 37'['0() + 8‘| ’ (3 8>




donde Cy = M/d. Se puede observar que la masa del disco relativista estd relacionada
con la del disco newtoniano. Con este resultado y con la masa total del sistema se
calcula la masa del halo

81dCy  64d 8 31Co
My, = e S Y i 3.29
= K [ T30, 37TC’0+8] (3:29)

3.4. Curvas de Rotacion

La expresion analitica para la velocidad circular de una particula en el plano z =0
tiene dos partes: una parte corresponde a la particula moviendose en el disco (0 < 7 <
1), para lo cual es necesario hacer £ = 0 en (1.64). La otra parte corresponde a la
velocidad de una particula moviéndose fuera del disco (7 > 1), para lo cual es necesario
hacer = 0 en (1.64). Ambas partes de v2 deben coincidir en 7 = 1.

Usando las expresiones para Uy, y Up,, en (1.64), y evaluando apropiadamente en
cada regién, se obtienen las expresiones para vgm. Para el modelo m = 1 se obtiene

6 M2 . -
) k(8—3Mm(—2+72))—6 Mmi2 si. 0<r<1
Vey = o , (3.30)
6M (7 arcot(J)—J) . ~
6M J+k(4+3M J)—3M (272 +k(—2+72))arcot(J) St =
donde J = +/72 — 1. Para el modelo m = 2 se obtiene
—60M 2Ly . -
60M 72 L1 +k(128+15MrLy) st 0<r<1
2
Vey = ) , (3.31)
60M[—J L3+72Liarcot(J)] si P>

60M J L3+k[—64+45M (—2+72)J]|—15M (472 L1 +k Lo )arcot(J)

donde Ly = —4 + 372, Ly = 8 — 872 + 37t y L3 = —2 + 372. Finalmente, para el modelo
m = 3 se obtiene para el cuadrado de la velocidad circular

—210M 772N, . <<
210M 772 Ny +k(—512+350 7 No) st 0<r<1
2 _
ch - B ) s (332)
210M [—J N3+37<Nyiarcot(J)] si F Z 1

210M J N3+k(768+35M JN4)—105M (672 N1 +kN2)arcot(J)

donde Ny = 8 — 1272 + 574 Ny = —16 + 2472 — 1874 + 57%, N3 = 8 — 2672 + 1571 y
Ny = 44 — 4472 + 1574,

En la figura 4.3 se muestran los perfiles de velocidad circular, v., , en funciéon de
7 para algunos valores de las constantes &k y M. Todos los valores para las constantes
se eligen, de forma tal, que las cantidades fisicas sean bien comportadas (5, > 0 and
0 <wv.<1). En la primera grafica de la figura 4.3 (superior-izquierda) se comparan las
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Figura 3.3: Velocidad circular v.,, en funcién de 7 para los 3 primeros modelos de la
familia de soluciones. La primer gréfica (arriba-izquierda) corresponde a los tres modelos
con el mismo k£ = 20y M = 30. En las otras graficas m se mantiene constante mientras
ky ]~\~4 cambian; cada curva en estas graficas es referenciada por una pareja de ntimeros
(k,M).

curvas de rotaciéon para los modelos m = 1,2,3 con k y M fijos. Aqui se puede observar
que si m es mayor, entonces el pico sera menos pronunciado; ésto hace que la unién
entre las dos partes de cada curva sea mas suave y que, ademas, el valor maximo de
v, se localice més cerca al centro del disco.

En todas las soluciones particulares, el comportamiento de v, es el mismo: la ve-
locidad comienza desde cero y alcanza un méximo que depende de los valores de las
constantes. Después de alcanzar el maximo, la velociad decrece hasta un valor que per-
manece, aproximadamente, constante. Esto es muy importante porque muchas curvas
de rotacién reales de galaxias espirales tienen el mismo comportamiento cualitativo. Un
perfil especifico para la curva de rotacién se puede obtener si se escogen apropiadamente
los valores m, k y M.
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Capitulo 4
Conclusiones

En el presente trabajo se han construido, a partir de la métrica conformestatica, dos
familias de soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein que se pueden interpretar
como discos delgados inmersos en halos esferoidales de materia. Las primeras soluciones
corresponden a discos delgados cuya densidad de energia se extiende hasta el infinito,
mientras que la segunda familia de soluciones corresponden a discos delgados con un ra-
dio de corte finito. En ambas familias de soluciones los discos son de polvo, mientras que
los halos poseen tanto densidad de energia como presiéon. Para el halo se ha encontrado
una ecuacién de estado del tipo gamma en donde la presién del fluido y su densidad
de energia estan relacionados linealmente mediante la ecuacién de estado p = yp, con
v = [3(2k—1)]7%. Como k € [1,00), entonces se pueden observar dos casos extremos: si
k = 1, el fluido del halo sera de radiacién, mientras que si k — oo, el fluido sera de polvo.

Las soluciones obtenidas, ademés de tener una interpretacion clara como discos del-
gados en halos esferoidales, también poseen un buen comportamiento fisico, ya que
éstas cumplen con las condiciones de energia, y ademas, permiten obtener velocidades
de particulas reales por debajo de la velocidad de la luz. Con estas condiciones se pueden
escribir todas las propiedades del sistema disco-halo en términos de la bien conocida
solucion a la ecuacion de Laplace, brindando asi la posibilidad de considerar diferentes
soluciones dependiendo del sistema de coordenadas usado para resolver la ecuacion.
Por ejemplo, para los modelos relativistas de Kuzmin-Toomre se us6 la solucion a la
ecuacién de Laplace en coordenadas esféricas y sobre ella se aplicd el método de des-
plazamiento, corte y reflexién para definir apropiadamente un disco delgado infinito.
Por otro lado, para los modelos relativistas de Kalnajs se uso nuevamente la solucion a
la ecuacion de Laplace, pero esta vez en coordenadas esferoidales oblatas; ésto permi-
ti6 definir un disco delgado de extensién finita.

Analizando las expresiones para la densidad de energia, tanto para los discos finitos
como para los discos infinitos, se observé que la mayor cantidad de energia se encuentra
concentrada en el centro del sistema y tiende a decrecer a medida que se aumenta la
distancia al centro. Para los modelos de discos finitos, esta densidad de energia tiende a
cero en el borde del disco, mientras que para los modelos de discos infinitos, la densidad
se hace cero en el infinito. Esto mismo sucede para la densidad de enrgfa del halo (y por
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lo tanto para la presién en virtud de la ecuacién de estado), en donde se observé una
concentracion grande de energia en la regién central del sistema disco-halo, la cual se
hace cero en el infinito, siendo esta tltima caracteristica propia de ambas familias de
soluciones. Como los modelos poseen parametros libres, es posible manipular la con-
centracién de energia en el centro y la forma en que ésta se distribuye en el espacio.
Es importante resaltar que en los modelos de discos finitos, para algunos valores de los
parametros, se pueden obtener discos y halos en los cuales la densidad de energia y la
presién poseen su maximo en el borde del disco y no en el centro.

También se obtuvieron las expresiones analiticas para la masa del disco y del halo
correspondientes al primer modelo particular de cada familia infinita de soluciones. Se
demostré, que a pesar de que los discos relativistas de Kuzmin-Toomre y sus respectivos
halos son infinitos, la masa total del sistema converge para todos los modelos de ambas
familias de soluciones. Finalmente, se obtuvieron las curvas de rotacién correspondien-
tes a una particula que se mueve en orbitas circulares en el plano del disco. En estas
curvas se pudo observar que la velocidad circular crece con la distancia al centro del
sistema hasta alcanzar un maximo; luego, este valor decrecer hasta uno que se man-
tiene aproximadamente constante. Para el caso de los discos infinitos, se obtuvieron
curvas de rotaciéon con mas de un méaximo. A estas curvas de rotacion corresponden
densidades de energia discoidales con més de un maximo también. Estos resultados son
importantes ya que las curvas de rotacién reales de galaxias espirales presentan este
mismo comportamiento cualitativo.

Los resultados obtenidos en el desarrollo de este trabajo de investigacion se presenta-
ron en el 20th International Conference on General Relativity and Gravitation and 10th
Amaldi Conference on Gravitational Waves que tuvo lugar en la ciudad de Varsovia -
Polonia del 7 al 13 de julio de 2013; y en el Spanish Relativity Meeting - ERE201/ que
tuvo lugar en la ciudad de Valencia - Espana del 1-5 de septiembre de 2014. Ademas,
algunos resultados parciales de este trabajo fueron publicados en los proceedings del
Spanish Relativity Meeting - ERE2014 [17].
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