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Resumen

TITULO: EL ANILLO DE LOS ENTEROS ALGEBRAICOS Y DOMINIOS DE DEDE-
KIND?!

AUTOR: Jorge Eliécer Gomez Ribs

PALABRAS CLAVE: Enteros algebraicos; Dominios de Dedekind; Factorizagiboa.

RESUMEN

La teoria de los nimeros algebraicos se desarrollé en grateggracias al Ultimo Teorema
de Fermat. Varios matematicos importantes del siglo XIXysiasmados por encontrar la
prueba de este teorema (que para entonces era una conjettoalribuyeron para que la
teoria algebraica de nimeros se consolidara como una rarpaitante de las matematicas.

Este trabajo consiste en estudiar algunos conceptos yteetos de la teoria de los enteros
algebraicos. En el primer capitulo se retoman algunos cptagy resultados clasicos sobre
anillos y cuerpos, necesarios para el buen entendimiento depuesto en los siguientes dos
capitulos.

En el segundo capitulo se prueba que los enteros de un cliespbre un anillo R, es decir,
aguellos elementos €h que son raiz de un polinomio moénico efXRforman un anillo
en el gue no necesariamente vale la factorizacién UnicaeBibargo, se muestran algunos
ejemplos de cuerpos numéricos, en los que su anillo de erdgsnon dominio de factorizacion
Gnica, por ejemplo el anillo de los enteros de Ga¥ig$ y se usa este hecho para solucionar
algunas ecuaciones diofanticas.

En el tercer capitulo, se definen y caracterizan los domide®edekind en términos de la
factorizacidon Unica de ideales y en estos términos, se pragie el anillo de los enteros
de un cuerpo es un dominio en el que todo ideal propio se exglesnanera Unica como
producto de ideales primos.

Tesis.
2Facultad de Ciencias, Escuela de Matematicas.
DIRECTOR: Dr. Héctor Edonis Pinedo Tapia.



Abstract

TITLE: THE RING OF ALGEBRAIC INTEGERS AND DEDEKIND DOMAINS®
AUTHOR: Jorge Eliécer Gomez Ribs
KEYWORDS: Algebraic integers; Dedekind domains; unique factorarati

ABSTRACT

One of the principal reasons for the development of algebnaimber theory was the Fer-
mat’s Last Theorem. During the nineteenth century, severpbrtant mathematicians tried
to find proof this theorem (which by then was a conjecturel, @ntributed for the Algebraic
Number Theory to be consolidated as an important branch d¢fiemaatics.

In this dissertation is going to be studied some conceptgesults of the theory of algebraic
integers.In the first chapter some classic concepts andtsesn rings and fields necessary
for the proper understanding on the discussion followinghia next two chapters are taken

up.

In the second chapter is going to be proved that the integeadieldL over a ring R, that s,
those elements ib that are roots of a monic polynomial ifR], form a ring which it is not
necessary a unique factorization domain. However, sommpbes are going to be presented
of numerical fields, in which the ring of integers is a uniqaetbrization domain, for example
the ring of Gaussian integef&i] and this fact is used to find solutions of some Diophantine
equations.

In the third chapter the Dedekind domains are going to be ddfand characterized in terms
of the unique factorization of ideals and in these terms firoved that the ring of integers
of a field is a domain in which every proper ideal is expressea unique way as a product
of prime ideals.

3Thesis.
“4Faculty of Science, School of Mathematics.
DIRECTED BY: Dr. Héctor Edonis Pinedo Tapia.
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Introduccion

Un problema interesante en Matematicas ha sido el de siogpliéi reducir los objetos de
estudio a términos que son mas sencillos estructuralmearz facilitar su estudio. Un ejem-
plo de esto es el concepto de factorizacion y el resultadoiteiado a este problema aparece
en Teoria de Numeros, el cual es conocido como el Teoremaafardal de la Aritmética
(TFA), este afirma que todo nimero entero no nulo y no unidguisde expresar de forma

Gnica como producto de factores primos.

Una generalizacion del TFA para dominios enteros, pernsitabéecer el concepto de Do-
minio de Factorizacion Unica (DFU), es decir dominios endos todo elemento no nulo y
no unidad se puede descomponer de manera Unica como pro@ueementos irreducibles
salvo el orden y asociados. En este trabajo estudiaremsi®nes de esta propiedad en ani-
llos conmutativos arbitrarios, en particular, veremosexisten anillos que la cumplen, pero
en ellos todo ideal propio se descompone de forma Unica(salrden) como producto de

ideales primos, dominios con esta propiedad son llamBgosinios de Dedekind

Un ejemplo importante de Dominio de Dedekind, eseilllo de los enteros algebraicos.
El cual consiste de todos los elementos que son raiz de algiimomio monico sobre un
anillo conmutativo dado. Mostraremos que en general, esle ao es DFU, pero existen

resultados que establecen condiciones necesarias y stégjgara que lo sea.



Objetivos

Objetivo General

DadosL un cuerpoB un subanillo dé_ y R un subanillo deB. Definimos el conjunto
Ig(R) = {@ € B : existef(X) € R[X] monico tal quef (a) = 0};

llamadoclausura entera de R en Bl objetivo de este trabajo es mostrar que este conjunto es
un dominio entero en el que todo ideal propio se descompofwma Unica (salvo el orden)

en producto de ideales primos.

Objetivos Especificos
= Probar qudg(R) es un subanillo d8 que contiene &.
= Probar que el anillbg(R) es un dominio de Dedekind.

= Utilizar propiedades estructurales Qg€R) para resolver algunas ecuaciones diofanti-

cas.

= Estudiar algunos casos particulares e interesantes, Boad[i], enteros de Gauss, 0

cuandoB es un cuerpo cuadréatico.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se establecen algunos conceptos y remuttadocidos del algebra, que son
fundamentales en el desarrollo y comprensién de los capipdsteriores. Varios de estos

conceptos y resultados preliminares, asi como algunogéjsraparecen en [5], [6]y [7].

1.1. Definiciones basicas

Definicion 1.1. Un anillo es un conjunto R dotado de dos operaciones binarias (usuéme
escritas como adicioh+" y multiplicacion” ") tales qugR, +) es un grupo abeliandR, *)

es un semigrupo y ademas:
ax(b+c)=axb+axc y (@a+b)yxc=axc+b=xc,
paratodos ab,c € R

Sea R un anillo.

= Un subconjunto S R es dichesubanillode R, si S es un anillo bajo las operaciones

adicion y multiplicacion en R.

» Si(R x) es conmutativo, decimos que R esamillo conmutativo y cuando(R, =) es

un monoide, R es llamadmillo con identidad.

11



= R es urdominio integral, si es un anillo conmutativo con identidag # Oz y no tiene

divisores de cero, esto es, si satisface:

e Siabe R sontales queab = 0, entonces & 00 b= 0, 0 equivalentemente, si

a# 0yb# 0, entonces &b # Or.

= Un cuerpo es un anillo conmutativo, tal que el conjuntdR) formado por las unida-
des de Resto es, por los & O para los cuales la ecuacion-ax = 1 tiene solucion

en R es exactamente R0).

Nota: En adelante, para simplificar la notacion, escribireatygara notar la operacion bina-

ria multiplicaciéna= b en cualquier anilld?, ademas las letrds K, y L, denotaran cuerpos.

Ejemplo 1.1. El conjunto de los nimeros entefdgs un dominio entero con las operaciones

suma y producto usuales. SabemosZum® es un cuerpo, ya que(d) = {+1}.
Respecto a la aritmética en el dominio de los enteros setiesesiguientes dos resultados.

Teorema 1.1. Algoritmo de la division:

Siab e Z, con b# 0, entonces existen ge Z Unicos tales que
a=bg+r y 0<r<|b.

Demostracién.Ver [5], Capitulo 1. O

Teorema 1.2. Teorema Fundamental de la Aritmética
Todo entero nx 0; +1 se puede factorizar como producto de primos y esta facttidnees

Unica salvo por el orden de los factores.
Demostracién.Ver [5], Capitulo 1. O

Definicion 1.2. Sea R un anillo, upolinomio con coeficientes efiR es una expresion de la
forma:

f(x):a0+a1X+a2x2+a3x3+...+aan,

12



donde los ac R. El conjunto de todos los polinomios con coeficientes erd@notamos por

R[X]. Cuando a = 1, el polinomio f(X) es llamadaménico.

Tenemos que con la sumay el producto usual de polinomiospglictoR[X] es un anillo,
llamado elanillo de los polinomios con coeficientes & Sabemos que la estructuralif&]

es muy similar a la del anillo de los enteffysen ambos tiene sentido hablar del algoritmo de
la division, maximo comun divisor, primalidad, y factori@n Unica o teorema fundamental
de la aritmética. En la mayoria de los casos las pruebasaketestremas y demas resultados
clasicos alrededor de los anteriores conceptos son samidalas que conocemos de teoria de

nGmeros para los enteros.

1.2. ldealesy Aritmética en dominios enteros

Definicion 1.3. Un subanilloI de un anillo R es llamaduleal, si tiene la siguiente propie-
dad:

Siempre que E Ry ac 3, entoncesr& Iy ar € 3.

Losideales trivialesle R, son{0} y €l mismo. Se llamartleal propioa todo ideal no trivial.
Claramente un subconjunto no va&ale un anilloR es un ideal, si y solo si, satisface las

siguientes propiedades:
i) sia,be 3, entoncem—beJ;
ii) sir e Ryae 3 entoncesr,rae 3.

SeanR un anillo conmutativo con identidad,€ R e 3 el conjunto de todos los multiplos
decenR, esto es3 = {rc:r € R}, entonces3 es un ideal erR, llamadoideal principal
generado porc y denotado poKc). Un dominio en el que todo ideal es de esta forma es
llamadodominio de ideales principalefDIP). Mas general, sT es un subconjunto dg,

entonces el conjunto

k
(T) ::{Zriti:keN, rieR,tieT}

i=1

13



es un ideal d&, llamado elideal generado pofl .

Ejemplo 1.2. Sean R un anillo con identidadX®un ideal en Rsi 3 contiene una unidad de
R, se tiene qu& = R. En efecto, sea & U(R) tal que ue 3 entonces, existe & R tal que

uv=1¢€ 3. Luego, paracadaeE R,r=r-1e€ 3y porlotanto3 = R

Ejemplo 1.3. Un anillo conmutativo con identidad R es un cuerpo, si y sgleus Unicos
ideales son los triviales. De hecho, si R es un cuerfo+ (0) es un ideal de R, entonces
existe0 # a € 3, luego ac U(R) y por el Ejemplo 1.Z5 = R. Reciprocamente, séb+ X € R,
entoncegx) # (0), por lo tanto(x) = R. Comol € R, existe x! € R tal quel = xx'yen

consecuencia R es cuerpo.

Definicion 1.4. SeaJ un ideal de un anillo R. Decimos que dos elementds @ R son

congruentes moéduld, y escribimos ae b (mod J) sia—b e 1.

Tenemos que la relacién de congruencia moduks una relacion de equivalencia Rro
gue nos permite asociar a cada element® R una clase de equivalencia que llamaremos

clase de congruencia méduld dada por:

[a] ={beR:b=a (modJ)}
={beR:b-a=i,conieJ}

={beR:b=a+i,conieJ}

o~

={a+i:ieJ}:=a+3J.

Teorema 1.3.SeaJ un ideal en un anillo Rentonces el conjunto de todas las clases de

congruencia modul&, denotado por:

R/J:={a+3:a€eR},

es un anillo con las operaciones adicion y multiplicaciofimidas como sigue:

14



Dados a+ 3y b+ 3 en R'J, entonces

@+3)+b+3I):=@+b)+3I y (@+3I)(b+3JI):=ab+3.

Demostracién.Ver [5], Capitulo 6. |
Definicion 1.5. Sea R un anillo conmutativo con identidad.
= Unidealp de R es llamadadeal primo sip # Ry si abe p, entonces & po be p.

s Unidealm de R es llamadaeal maximalsim # Ry siJ es unideal tal quer C J C

R, entoncest =303 = R.

Para anillos conmutativos con identidad se tiene la sigeiearacterizacion de los ideales

primos y maximales.
Teorema 1.4.Sea R un anillo conmutativo con identidad. Entonces:
1. pesunideal primo de R si, y solo si, el anillo cocienfe Bs un dominio integral.
2. m es un ideal maximal de R si, y solo si, el anillo cocientetRRs un cuerpo.
Demostracién.Ver [5], Seccion 6.3. |

Como consecuencia del Teorema 1.4, todo ideal maximBlenprimo. También se tiene el

siguiente resultado.

Teorema 1.5.Si R es un dominio de ideales principales, entonces todd mtgao no nulo

de R es maximal.

Ejemplo 1.4. EnZ[X], el ideal(X) es primo, pueg&[X]/ (X) = Z; pero se tiene que

(X) € (X) +(2) € Z[X],

yaqueX) 3 X+2 € (X)+(2) y(X)+(2) 3 X+ 3 € Z[X]; luego{X) no es maximal y por lo

tantoZ[ X] no es dominio de ideales principales.

15



Definicion 1.6. Sean Ry R, anillos. Unhomomorfismoes una funciémr : Ry —» R, que

preserva las operaciones y la unidad, es decir, para todes IR; se verifica que:

O-(lRl) = 1R2’
o(r+9s) =o(r)+o(9),

o(rs) = o(ro(s).
Si o es inyectiva entonces se llamamonomorfismg, si es sobreyectiva se llanggpimor-
fismoy si es biyectiva se llamaomorfismo.
Para anillos cociente se tiene:

= Si J unideal en un anilldr, entonces la funcién : R — R/J dada poer(r) =r + 3,
para toda € R; es un epimorfismo con kern&l Ver [5], Teorema 6.10.
La funciénr es llamada lgroyeccion canonicale R sobreR/S.

= Primer Teorema del Isomorfismo:

Sea¢ : A — B un epimorfismo entre anillos con kern€) entonces la funcion :

A/K — Bdada pori(a+ K) = ¢(a), es un isomorfismo. Ver [5], Teorema 6.11.

Definicion 1.7. Sea R un anillo conmutativo.

= Dados ab, p € R no nulos, a es uasociadode b si a= bu, para algin e U(R). El
elemento p es llamadaeducible si p ¢ U(R) y ademas los Unicos divisores de p son

sus asociados y las unidades de R.

= Un dominio integral R es udominio de factorizacién unica DFU(o dominio facto-
rial ) si cada elemento en\RU (R) U {OR}) es producto de elementos irreducibles y esta

factorizacién es Unica salvo asociados; esto es, si

PPz Pr =012 - s,
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con cada py q; irreducible, entonces E sy exister € S; tal que p es un asociado

de g, para cadaie {1,2,---,r}.

Recordemos ahora un par de resultados que relacionan dsrmtegrales con DFU.
Teorema 1.6.Un dominio integral R es un DFU si y solo si:

1. R satisface la condiciéon de cadena ascendente en idedtesgales; y

2. Si p esirreducible y|pc, entonces|p o fc.
Demostracion.Ver [5], pagina 238. |
Teorema 1.7.Todo dominio de ideales principales es un dominio de faza@idn Unica.
Demostracién.Ver [5], pagina 240. O

Ejemplo 1.5. Los anillosZ y K[X] son DFU. El reciproco del teorema anterior no es cierto

ya queZ[X] es un DFU, pero no es un DIP.

Todo dominio entero puede ser naturalmente incluido en erpoy como veremos en la si-

guiente construccion.

Cuerpo de cocientes de un dominio entero

Para cualquier dominio ente® podemos construir un cuerpo que contien y consta
de “cocientes” de los elementos Bedicho cuerpo es llamadouerpo de cocientes (o de
fracciones)deR.

Formalmente, seB un dominio entero y se@ el conjunto de pares definido como sigue:
S:={(ab)la,beR y b Og}
Definamos la relacior enS por:

(&, b) ~ (c,d) < ad = bcenR.

17



Se tiene que- es una relacion de equivalencia (ver [5, pag 255]) y por taafticiona a

S en clases de equivalencia disyuntas. Denotemo£)R) el conjunto de todas las clases
. : . a . : .

de equivalencia baje y por — a la clase de equivalencia d& ). Definamos entonces la

b
adicion y la multiplicacion de estas clases como sigue:

i §+E:ad+bc
b d bd °
a c, _ ac
b'd”~ bd

para todos, c € Ry b,d € Rno nulos.
Tenemos que estas dos operaciones estan bien definidas grqa@(R) estructura de cuer-

po. Ver [5, pag 256-257].
Ejemplo 1.6.
a
. Q(Z):{B:a,beZyb;é O}:Q.

= El cuerpo de cocientes d€[X] se denota poi(X) y consiste en todos los cocientes

%, donde {X), g(X) € K[X] y g(X) # O¢. El cuerpoK(X) se llama elcuerpo de

funciones racionalessobreK.

1.3. Extensiones de Cuerpos

Definiciéon 1.8. SiK y L son cuerpos tales qué C L, diremos qué. es unaextensionde K

y escribiremo4./K para denotar este hecho.

Seal/K una extensién de cuerposSyc L, el conjuntaK(S) denota la interseccion de todos
los subcuerpos de que contienen & y a S; esta familia de subcuerpos es no vacia ya que
L es por si mismo un cuerpo que tiene tal propiedad.

Como la interseccion de cualquier familia de subcuerpok de también un cuerp&(S)

es un cuerpo. Observe qli€S) esta contenido en cada subcuerpd.dgue contiene & y

a S, por lo tantoK(S) es el subcuerpo mas pequefioldgque contiene & y a S. Cuando

S = {X1," -+, X}, el cuerpdk(S) es denotado pd&(xy, - - , X).

18



Ejemplo 1.7. Tenemos las extensiones simlgR, Q(i)/Q.
Definicion 1.9. Seal /K una extension de cuerpos,

» Un elemento & L es llamadaalgebraicosobreK si u es raiz de algun polinomio no
nulo enK[X].

» Se dice qué& es unaextension algebraicade K si cada elemento de es algebraico

sobreK.
Ejemplo 1.8. Q(i)/Q es una extension algebraica, pedgr)/Q no es algebraica.

Teorema 1.8.SearnlL/K una extension de cuerpos\el conjunto de todos los elementos de

L que son algebraicos sobie Entonce& C L y F/K es algebraica.
Demostracion.Ver [5], pagina 286. |

Definicion 1.10.SearlL y L’ extensiones de un cuerfio Un homomorfismononuto: L —
L’ que mantiene fijo &, esto esg(x) = x paratodo xe K, es llamado ufk—homomorfismo

deLL enL’. El conjunto de todos la&—homomorfismo de enl.’ es denotado por HogfL, L").

Definicidon 1.11. SeaK un cuerpo y {X) € K[X], entonces una extensidnde K se llama

cuerpo de ruptura (o cuerpo de raices) de(X) sobreK si se cumple que:

i) f(X) se factoriza completamente Enes decir:

f(X) =c(X—u)(X—-uw)---(X-u,), con cgu el,ief{l- -, n}.

i) L es minimal respecto a la propiedad és decirL = K(ug, Up, - - - , Up).

Ejemplo 1.9. Sea {X) = X? + 1 € R[X], entoncesC es un cuerpo de ruptura de(X),
pues X + 1 = (X +i)(X —i) enC[X] y C = R() = R(i,i). SimilarmenteQ (v2) es
un cuerpo de ruptura del polinomio?% 2 enQ[X], pues X — 2 = (X + \/i) (X - \/E) y
Q(V2)=Q(Vv2-v2).

Algunas nociones utiles sobre cuerpos son las siguientes.

19



Definicion 1.12. SeaL|K una extensiéon de cuerpos.

» Un polinomio f{X) € K[X] de grado n se diceeparablesi tiene n raices distintas
en algun cuerpo de ruptura. EquivalentementéX)fes separable si no tiene raices

repetidas en algun cuerpo de ruptura.

= Unelementa que es algebraico sobii es llamadseparablesobreK si su polinomio
minimal sobreK es separable ¥L|K es llamadaextension separablesobreK si es

algebraicay cada elementoe L es separable sobri[ X].

» L|K esnormal si es algebraica y para tode € L, el polinomio minimal se factoriza

completamente €.

= Se dice qu& esalgebraicamente cerradocsi todo polinomio no constante & X] se

factoriza completamente &

= SiLL es algebraicamente cerrado y es minimal con esta propieelattnced. es lla-

mado unalausura algebraicade K y se denota poK.
Observacion 1.1.Toda clausura algebrai@de un cuerp& es normal.

Teorema 1.9.SeaK|K una extension de cuerpos, enton@®s una clausura algebraica
de K si y solo siK|K es algebraica y para toda extension algebralg& de K existe un
K-homomorfisme : L — K. (Esto significa qué& es la mas grande extension algebraica

deKk.)
Demostracion.Ver [7], pagina 253. |

Teorema 1.10.SeanL|K una extensién algebraica de cuerpo&yna extension normal
deK tal queK c L C E. El grado de separabilidad d&|K coincide con el niumero de

K—homormorfismos dé enE.
[L : K]s = [Hom (L, E)|.
Demostracion.Ver [7], pagina 278. |
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SeanL|K una extension separable de cuerpos con grado K] = ny K una clausura
algebraica dé&k. Por el teorema 1.9 se verifica qliec L. € K y comoK es normal, el
teorema anterior implica que existeulistintosk—homomorfismos d& enkK.

Finalmente tenemos:

Teorema 1.11. Lema de DedekindSearL|K una extension separable de cuerpos de grado
nyos,---,onlosK—homomorfismos diferentes HeenK. Entoncesry, - - - , o, son lineal-

mente independientes.

1.4. Moddulos

Definicion 1.13. Sea R un anillo conmutativo, unrRodulo es un grupo abeliano M junto

con una funcion kK M — M, denotada po(r, m) — rm, que satisface:
i) r(m+n)=rm+rn;
i) (r+ 9m=rm+ sm;
iii) (rsym=r(sm;
iv) Igm=m;
paratodos mne MytodorseR.

Ejemplo 1.10. Sea M un grupo abeliano. Los multiplos enteros de elemeetds sk definen

inductivamente por:
i) Im=m,
i) km=(k—1)m+m;sik> 2,
i) Om= Oy,
iv) —km= k(-m),
donde me My ke Z*; de lo que se sigue que todo grupo abeliano eZtmaddulo.
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Definicion 1.14. Sea M un R-md6dulo y N un subgrupo abeliano deSkl dice que N es un
R-submoédulode M (o simplemente isubmodulode M), lo cual notaremos por ¥ M, si

rn € N, paracadanre Ny cadare R

Ejemplo 1.11. Sea R un anillo € R un ideal, entonce3 es subanillo y por tanto subgrupo
de Ry ademas ra 3, para cada ac J y cada re R. Esto es, los ideales de un anillo son

submoédulos.

Presentamos ahora algunos conceptos sobre mddulos gae&leerdestro interés en el desa-

rrollo del trabajo:
Definicion 1.15.Sean R un anilloy M un R-médulo.

= Sean | my, --- , M, elementos en M, diremos queanM escombinacion lineal de
my, My, - - -, M, Si puede escribirse en la forma g\ a;m, + a,m, + - - - + a,m,, para

algunosaeR,i=12---,n.

= Si todo elemento m de M es C.L. de los elementogyn--- ,m, € M diremos que
el conjunto{my, mp, --- ,m,} generaa M sobre R En este caso decimos que M es

finitamente generado

Definicion 1.16.Un K-mdédulo V sobre un cuerp® es llamadcaespacio vectorial EI cuerpo
K es llamadccuerpo de escalaresle V. Una transformacion lineal definida de un espacio
vectorial V en su cuerpo de escalaié®s llamadduncional lineal o simplement&incional
en V. El conjunto de todos los funcionales lineales en V esdtio elespacio dualde V y

se denota por Y.

Note que sV es dimension finita, entonc¥sy su dualV* tienen la misma dimension.
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Capitulo 2

El anillo de los enteros algebraicos

Una ecuacion Diofantica es una expresion de la forma
f(Xl, XZ’ e ,Xn) = O’

dondef (X, Xp, - -+, Xp) € Z[ Xy, Xo, - - -, X;]. Varios problemas de la Teoria de nUmeros con-
sisten en dar solucién a este tipo de ecuaciones. Un ejeneplo dnterior esEl Ultimo
Teorema de Fermatino de los teoremas mas famosos en la historia de la mataméste

establece que la ecuacion

X"+ Y"=2"

no tiene soluciones enteras no triviales cuando?2. El teorema fue conjeturado por Pierre
de Fermat en 1637, pero fue demostrado hasta 1995 por Andites. \Bl fama se debe a que
en los intentos por demostrarlo se estimul6 el desarrolleadi@s ramas de la matematica,
entre ellas ldeoria algebraica de niumeran el siglo XIX.

Esta rama tan importante de la teoria de nimeros estudistiasteras algebraicas relaciona-
das corenteros algebraica€n este capitulo daremos las definiciones basicas y probare

algunos resultados de la teoria de los enteros algebraditfisal, usaremos estos resultados
como herramienta para solucionar algunos problemas qakigran ecuaciones Diofanticas.

Nota: En adelante nos referimos a anillos coamillos conmutativos con unidad.
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Definicion 2.1. Un elementa € C se dice que es umimero algebraicosi es raiz de algun
polinomio ménico con coeficientes &fX], esto es, si existe(X) € Q[X], mdnico, tal que
f(a) = 0.

Definicion 2.2. Un cuerpo numéricoes un subcuerpb de los nimeros complej@stal que
L es una extension finita de los racional@sLlamaremos a los elementos Henimeros

algebraicos.
La siguiente definicion generaliza las dos definicionesreamess.

Definicion 2.3. SealL un cuerpo y RB anillos tales que R B C L. Diremos quer € B es

unentero sobre R si existe (K) € R[X] monico tal que @) = 0.

El conjunto formado por los elementos Be&ue son enteros sobRees llamado lalausura
entera deRenBYy |lo denotamos pdiz(R). Cuand®dB = Ly R = Z, escribiremos simplemente

I, en particular los elementos tleson llamadognteros algebraicas

Ejemplo 2.1. Para cada elemento d Z, Vd es un entero algebraico, asi como lo es cual-
quier raiz enésima de la unidad. Los polinomios monicos gsiahulan son %—d y X"—1,

respectivamente.

Nuestro primer objetivo es probar que los elementos ensatm® un dominio entero forman

un anillo, y para ello usaremos la siguiente caracterirag@d®la integridad:

Teorema 2.1.Sean RC B C L conL un cuerpo, Ry B anillos w € B. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
1. a es entero sobre R.
2. Ha] :={f(a): f(X) € RIX]} es un R-modulo finitamente generado.
3. Existe un Rmodulo finitamente generado M tal quedB yaM C M.

Demostracion.

(1 = 2) Comoa es entero sobrR, existef(X) = X" + a,_1 X" + ... + ayX + ag enR[X] tal
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qgue f(a) = 0. Consideremos &-madulo

M:=R+Ra+---+Ra"%

Veamos queM = R[a]. En efecto,M C R[a], pues six € M, entoncex = by + by + -+ - +
bn-1a"1, dondeb; € Rparatodo < i < n— 1. Luegox = g(a), cong(X) = by + by X + -+ - +
b1 X" € R[X]. Para ver la otra contenencia basta mostrar que paraktadd se tiene que

La, --,a™ e M. Sik = 0, comof(e) = 0, entonces" + a,_1@" 1 +--- + g + 89 = 0,

esto es:
a/n = —an_lan_l — - —aqa—a,
Luegoa” € My por lo tanto 1a,--- ,a" € M. Ahora supongamos quedl, . . Lavl e M,
como
C¥n+k — _an_lan+k—1 I ala,k+1 _ aoa’k,

tenemos que™* € M, ya queM esR-modulo. Concluimos que, &, ...,a"* € M para
todok € Ny asiM 2 R[a], pues para todp(X) € R[X], p(e) € M, luegoR[a] = My es

generado por el conjunl{(l, a,..., a”‘l}.

(2 = 3) DefinamoM := R[], entoncedM es unR—-maodulo finitamente generad™ C B,
puese € BYRC By aM C M ya que siy € aM, entonceyy = aq(ae) € R[], con
q(X) € RX].

(3 = 2) Sea{m, m,, ..., m,} un conjunto generador dd. ComoaM C M tenemos que
am; € M para todoj € {1,2,...,n}, asi considerando lag; como indeterminadas, tenemos

el sistema de ecuaciones

amy = auy + agpMp + -+ - + agpy,

anmy ap1My + @ + - - - + AppMy

am, An1M + A2y + - - - + ApplMy,

25



gue es equivalente a

o
Il

(g1 — @) My + yolMp + - - - + &y

a1y + (A2 — @) My + - - - + @M,

o
Il

0 = auMy+apm+:- -+ (&n—a)m,

dondea;; € Rparatodo I< i, j < n. Reescribiendo el sistema cor8a = 0, donde

1 — a2 e ain
a1 ap-—a --- aon
S = s
an1 an2 A«

observamos que = (my, my, ..., my)" # 0 es una solucién. Luego d&i = 0, pues si asi no
fuera, el sistema tendria solucion Unica, sin embafge 0 también soluciona el sistema lo
que seria una contradiccion. AhoraPsi(X) es el polinomio caracteristico @ := S + la,

tenemos qu®s (a) = detS’ — la) = detS) = 0 y por lo tantar es un entero sobiie. O

Corolario 2.2. Siay, ay, - - - , m SON enteros sobre R, entonceleR a», - - - , @] €S un Rmaddulo

finitamente generado.

Demostracién.Realizaremos induccion sobne el nimero de elementos que son enteros
sobreR.

Sim = 1 por el item 2 del Teorema 2.1 tenemos dRlie;] es unR—modulo finitamente
generado. Sea4 k < my supongamos que el resultado es verdaderokpatla es decir, que
Re1 = Rlag, ay, - -+, ax1] €s unR—mddulo finitamente generado. Comg es un entero
sobreR, existef (X) € R[X] monico tal quef () = 0, peroR C Rlay, ay, - - - , ax_1], luegoag
también es entero sobRy_1, entonceR = R_1[ax] €s unR._;—maddulo finitamente genera-
do. SearBi,f>, - - - ,Bn Un sistema de generadoresRle; sobreRYy 61,85, - - - , 6 un sistema

de generadoreR, sobreR,_;, afirmamos que{&iﬁj l<i<tl<ijc< n} es un sistema de

generadores d& = R[ay, ay, - - - , ax] sobreR. En efecto,
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t n;

Si x € R, entoncex = Z&ri conr; € R¢;. Por otra parte; = Z,B,-cji, conc; € Rpara
i=1 =1

1<i<t 1<j<n.Asi,

t
X = Z&i ,BjCji = Z 6i,BjCji.

i=1 j=1 I<i<t
1<j<n;

Por el principio de induccién matematica, tenemosRyes unR-modulo finitamente gene-

rado, para tode € Z*. |
Corolario 2.3. 1g(R) es un subanillo de B que contiene a R.

Demostracion.Veamos quég(R) es un subanillo d8, en efectdg(R) es no vacio, ya que
esnovacioy sk € R, entonced (X) = X—a € R[X] es un polinomio monico tal quig(a) = 0,
esto esa € I3(R), en particulaR C 1g(R). Probemos qué&s(R) es cerrado bajo la sumay el
producto. Seaw, B € 1g(R), entoncesR[«, 8] es unR—mddulo finitamente generado por el

corolario anterior y tenemos que- 3, of € Rla, 8]. Luego,

(0 - BR[e.B] € Rle. Ay
(@B)Rla.B] < Rla. B]

Asi, por 3 del Teorema 2.1 tenemos que By a8 son enteros sobie es deciw — 8, af €
|B(R) O
Definicidn 2.4. SeariL un cuerpo y RB anillos con Rc B C L.

s Silg(R) = R, diremos gque R astegralmente cerrado enB.

= Si R es integralmente cerrado en su cuerpo de fraccionesnbscgue R emtegral-

mente cerrada

s Si lg(R) = B, diremos que B esntero sobreR.

Ejemplo 2.2. Toda extension algebraica de un cueif@s entera sobr&. En efecto, SE es

una extension algebraica déy b € E, entonces existg}) = a,X"+a, 1 X" .- -+a;X+ag €
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K[X], de grado n tal que @) = 0, ademas com& es cuerpo, €X) = a;'g(X) es moénico en
K[X]y f(b) =0, luego be Iz(K) yE C 15(K). Por lo tanto E(K) = E.

Los DFU son ejemplos de dominios integralmente cerrado®a@mremos a continuacion.
Teorema 2.4.Todo dominio de factorizacion Unica es integralmente adora

Demostracién.SeaR un dominio de factorizacion Unical§ = Q(R) su cuerpo de fracciones.
Es claro queR C Ix(R). Ahora sia € 1x(R), podemos escribit = g, cona,be Rb#0y
mcd(@, b) = 1. Ademas, sabemos que exi${X) = X" + ¢, X"+ + ¢, X + ¢ € R[X] tal

quef(a) = 0y por lo tanto

a" n-1 a
E:— Cn_lm-l-"'-i-clB-l-Co.

De modo que,

art a
a'=-b" (Cn_lw + -+ ClB + Co)
= —b(cp1@"t + - + cb" % + cob™ D).

Veamos qud € U(R). Sib ¢ U(R), comoR es DFU, existe € Rirreducible tal quep | b, por
la igualdad anteriop | a" y por tantop | alo que contradice quay b son primos relativos,
entonced € U(R). Luegoa € Ry R2 Ix(R), con lo que se concluye qire= Ix(R), esto es,

R es integralmente cerrado. O

Ejemplo 2.3. 1 = Z, ya queZ es DFU yQ es su cuerpo de fracciones.

2.1. Trazay Norma

En esta seccion definimos los conceptos de traza y norma dieemerdgo, que resultaran
Gtiles para determinar los enteros algebraicos de algurerpas numeéricos.
Seal|K una extension de cuerpos cdn [ K] = n, es decir qué. como espacio vectorial

sobreK tiene dimension finita. Para cada € L definimos el operador lineal

He 'L — L

Yy — u(y) = ay.
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Definicion 2.5. La norma y traza dea con respecto &|K, que denotamos por\(a) y

Ty x (@) respectivamente se definen como

Nk (@) = detfu,);
TLlK(a) = TraZE(/Ja).

Mas precisamente, $ = {31,8-, - - ,Bn} Una base dé& sobreK y para cada i€ {1,-- -, n}

afi = Zn: ajpjs
j=1
con g; € K, entonces
N (@) = det,) = det(A,);
Tok (@) = Trazdu,) = TrazgA,) = Zn: ai;
i=1
donde A = [a,-,-]B, la matriz de la transformacion, en la bases.

Notemos quéN,x ¥ Trx son funciones dé enK 'y ademas sB’ es otra base die sobreK y
A, es la matriz de la transformacigp en la bas&’ entonces\, y A, son matrices similares,
por lo tanto tienen igual determinante e igual traza, ludge y Ty x estan bien definidas en

el sentido de que no dependen de la base escogida.

Ejemplo 2.4. SeanK = RyL = C, entoncegC : R] = 2, y{1,i} una base d&€ sobreR. Si

a = a+ bi € C, entonces

a-l=a-1+b-i y a-i=-b-1+a-i.

~33)

Por lo tanto la traza y la norma de en relacion aC|R son:

Luego
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Tor(@) = Traza(A,) = 2a y Neg(e) = det@,) = a2 + b2,

Definicién 2.6. El polinomio B,(X) := detXl, — A,) es llamadgolinomio caracteristico
dea enkK, donde } es la matriz identidad en MK) y A, la representaciéon matricial dg,,

en alguna base.

Se tiene qué,(X) no depende de la base HesobreK escogida pard, y en este sentido

esta bien definido.

Proposicion 2.5.Propiedades
SearlL|K una extension de cuerpos, cin: K] = n; o, € L; P,(X) = X"+ a, X" 1 +... +

a; X + ag, el polinomio caracteristico de sobreK y a, b € K, entonces:
1. Tox(a) = —an1 Y Nog(a) = (—1)"a.
2. P,(X) = my(X)k donde k=[L : K(a)] y m.(X) es el polinomio minimal de.
3. Tux(aa +bB) =aTyk(a) + bTox(B) vy Tix(a) =na
4. Nux(ap) = Nug(@Nye(@B) Yy Nye(a) =a"

5. SiL es unaextension finitay separablelle/ o1, 0, - - - , 07y SOn loSK—homomorfismos

deL enK, entonces:

Po(X) = | [(X - i),
i=1
Nk (@) = 1_[ ai(a),
i=1

Tu(a) = ) o).
i=1

Demostracion.Ver [10], paginas 87 y 93. |

Teorema 2.6.Sean R un dominio integralmente cerra@layna extension finita y separable

deK =Q(R) Yy« € I.(R), cona # 0 entonces:
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1. my(X), P.(X) € R[X], v, por lo tanto, Nix(e), Tux(e) € R.

2. o|Nyg(e) en L(R).

3. e U(IL(R), siysolosi, Nx(a) € UR).

4. Si N () esirreducible en R, entonceses irreducible enl(R).
Demostracion.

1. Comoa es entero sobrB, existeh(X) € R[X] ménico tal queh(a) = 0 y comom,(X)

es el polinomio minimal de sobreK, existeg(X) € K[X] tal que,
M, (X)9(X) = h(X).
Asi g(X) es monico, ya quen,(X) y h(X) lo son. Escribiendo
m n
o) = [ [X=8) y m) =] ]X-a),
i=1 i=1

enK[X], comom,(X)g(X) € R[X] tenemos que, -+ ,@n,S1, - »Bm € Iz(R), por lo

tanto los coeficientes dgX) y m,(X) estan en
IZR)NK=1¢(R) =R

donde la ultima igualdad se sigue de la hip6t&sés integralmente cerrado.
Asi, m,(X) € R[X] y comoP,(X) = m,(X), tenemos qu@,(X) € R[X].

2. Seano, 0, -+ , 0 son losK—homomorfismos d& en K y digamos quer; es la

identidad. Entonces:

Nue(@) = [ [ oi@) = o | | o).
i=1 i=2
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n
Observe quel—[ oi(a) € 1.(R), pues comar < I, (R), existef(X) = X" + a, 1 X" +

=2
et X + aoI € R[X] tal que f(a) = 0. Luego, para cadee {1,2,--- ,n}

f(oi(@) = of(@) + ana0f (@) + - - - + &0i(e) + &
= 0i(@") + an10i(@™ ) + - - + i) + &
= i(@") + i(@r10") + - + oi(ane) + oi(a)

1

=coil@" +a_10" + -+ a1 + Q)

=oi(f(e)) = 0.
Por lo tantooi(a@) € I.(R) paracadae {1,2,--- ,n}.

3. (®)Sia € U(IL(R), existes € I (R) no nulo tal quexB = 1, entonceN x (@)Nx (B) =

1, luegoN, k(@) es invertible erR, esto esN k(@) € U(R).

(<) Por el item anterior, existe € 11,(R) tal queda = Nyx(a). Asi, sié es el inverso

deNp (@) enR, entoncesls es el inverso de enly(R).

4. Sia = p6cong, o € I (R), tenemos que

Nz (@) = Ny (B)Nuix (6).

ComoN k() es irreducible, entoncds, x(8) € U(R) o Nk (6) € U(R) y por el item
anterior8 € U(I.(R)) 0 8 € U(I.(R)). Luegoa es irreducible e (R).

2.2. Enteros algebraicos de cuerpos cuadraticos

Definicion 2.7. Un cuerpo cuadraticoes un subcuerpb deC tal que[L : Q] = 2.

Definicion 2.8. Un namero entero d dgbre de cuadradossi no existe un namero primo p

tal que 7 | d, es decir si los factores primos de d son todos distintos.
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Caractericemos ahora los cuerpos cuadraticos en térmarlos dnteros libres de cuadrados.

Proposicion 2.7.SeaD ={d € Z :d ¢ {0,1} y d es libre de cuadraddsLa aplicaciéon defi-

nida por d— Q ( de) es una biyeccion d® sobre el conjunto de los cuerpos cuadraticos.

Demostracién.Dadod € D, entoncesVd es irracional. De hecho, sid = g, cona, b e Z,
b # 0y mcd@, b) = 1, entonces

b’d = & (2.1)

es decird | a>. Comod es libre de cuadrados, tenemos que p; - P2 - ... - Pk, CONP; Primo
para 1< i < k. Asi, p; | @y por tantop; | apara todo 1< i < k. Luegod | ay a = dk para
algink € Z. Reemplazanda en (2.1) tenemos qu# = dk’ y d | b?. Finalmente, usando el
mismo argumento anterior podemos concluir que y como mcdg, b) = 1,d = 1, lo que
es una contradiccion.
Concluimos queQ ( \/a) # Qy por lo tantoQ ( \/a) €s un cuerpo cuadratico con bf{iiﬁ\/a}
sobreQ.
Por otra parte, s # d', entonces) ( Vd) # Q( Vd'). En efecto, escribiende/d = r + sV,
conr, se Q, tenemos

d=r2+2rsVd + $d’

y como Vd' es irracional, concluimos que= 0 6 s = 0. Sir = 0, entoncesl = °d’ lo que
contradice quel o d’ es libre de cuadrados y si= 0, entoncesvd = r, lo que contradice la
irracionalidad devd y la aplicacion es inyectiva.
Para la sobreyectividad, considérein cuerpo cuadraticoy € L \ Q, entonced = Q (a).
Como [L : Q] = 2 tenemos que Iy y a? son linealmente dependientes, por lo tanto existen
a, b, ce Qtales qua # 0 yaa?+ba+c = 0. Multiplicando por 4y completando cuadrados
llegamos a

(2ax + b)? = b? — 4ac. (2.2)

Seang = 2aa + by q = b? - 4acde modo que () = Q () = L. gracias a (2.2). Ahora,
comob? — 4ac € Q, existenm,n € Z, n # 0 tales queb? — 4ac = ?y mcd({m,n) = 1, de

donde obtenemos que
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\/b2_4a :ﬁ:@_
n n

FinalmenteLL = Q(\/a) donded = mn Podemos asumir ques libre de cuadrados, de lo
contrariod = €f cone, f € Zy f libre de cuadrados y en este ca3pVd) =Q(+/f). o

Observacion2.1.SiL = Q ( va) es un cuerpo cuadratico, entonces los@ehomomorfismos
deL enC, son precisamente;(X) = Xy o»(X) = X, dondex denota el conjugado de es
decir, ; es decir, para= a+bVd € L, 075(X) = a-bVd. Asi, sia € L, entoncesr = m+n+d,

conmneQyde D, porlo tanto:
2
Nuo(@) = [ [ i) = (m+nvd) (m-nvd) = n? - n%d.
i=1

En los siguientes dos teoremas caracterizamos los entgatsaicos de un cuerpo cuadrati-

CO.

Teorema 2.8.SealL = Q(\/a) un cuerpo cuadratico. Entonces el anillo de los enteros

algebraicos dé. esta dado por:

IL:{g+r—21\/a|m,neZ, P = n’d (mod 4)}.

Demostracion.

(C) Sia € I, C L, entoncesr = a+ bVd, cona,b € Q. Por el item 1 del Teorema 2.6,
P.(X) € Z[X] y comoP,(X) = X? + 2aX + (a — b?), podemos concluir quea2(a® — b?) € Z

y por lo tantoa = (2a)? - 4(a? — b?) = (29)d € Z.

Seank, € Zy e, € {0, 1} los exponentes de un prinen las factorizaciones dé¥ d res-

, € 1
pectivamente. Como (#°d € Z, tenemos quek? + e, > 0. De ese modd, > _Ep 2 5
lo que implica quek, > 0. Por lo tanto, B € Z, luego Z2=my 2b = nconmn e Z.

Asi, o = g + r_21 Vdy n? - n?d = 4(a? - b?d) = 4Ny 5(e), luegon® = n’d (mod 4).

(2) Seamr = g+g\/a conmneZyn?=n’d (mod 4) y{l, \/a} una base d&|Q. Comao,
a:gﬂ-z‘«ﬁ y gva=d, M

2 2 dl
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tenemos que,

m n
=7 3
2 2 YA
P.(X) = det :(X—T) _Pd ey oMo
2 4 4
_nd o, m
2 2
y P.(@) = 0, luegoa € Iy.. O

Mostraremos ahora que es unZ—-modulo libre, mas especificamente, mostraremos el si-

guiente resultado:

Teorema 2.9.SiL = Q( Vd), donde d es un entero libre de cuadrados y

Vd,  sid=23 (mod 4)
5=
1+2‘/a, sid=1 (mod 4)

Entonces{1, ¢} es una base del-modulo { .
Demostracion.El conjunto{1, §} es linealmente independiente solirgues es linealmente
independiente sobr@ y sabemos que

IL:{g+r—21\/a|m,neZ, m? = n’d (méd 4)}.

Sié = Vd, tenemosqué € I, y, Sié = 1+ \/a, concluimoss = %+ % Vdyd=1 (mod 4)
lo que implicaqué € I, asiZ + Z5§ C Iy.

Ahora, sear € |, entonces = g + g Vd, conmne Zy nm? = n?d (mod 4).
Consideremos dos casos:

Caso 1:Sid = 1 (mod 4), en este cast¥ = n? (mod 4), luego existk € Z tal que
m? — n? = 4k. Asi, (m-n)?> = 4k — 2mn+ 2r?, por lo tantom — n es par, de ese modo

m= 2k’ + n, conk’ € Z, luego
2K +n 1+ Vd

> =K +nsc€Z+7Zs6.

[0

+g\/a:k’+n
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Caso 2:Sid = 2,3 (mod 4), tenemos que= Vd, entonces es suficiente probar qug n
son pares. Sies impar, o equivalentememte= 1 (moéd 2), tenemosy = 1 (mod 4), por lo
tanton? = n’d = d (mod 4); pero simes par, entonces? = 0 (mod 4), asd = 0 (mod 4),
contradiccion; y smes imparyw’ = 1 (mod 4), asd = 1 (mbd 4), y, de nuevo tenemos una

contradiccion. Luega tiene que ser par.

Finalmente, coma? = n’d = 0 (mod 4), tenemos quatambién es par, adi, C Z+7Z6. O

Ejemplo 2.5. Seal = Q(\/—_S) El domino | no es DFU. De hecho comeb = 3 (mod 4)
entonces;| = Z + Z V-5. Observe que:

(1+2V=5)(1-2V-5)=3-7.

Basta mostrar que los factords+ 2v-5, 3y 7 son irreducibles en ] Como ellos tienen
norma 21, 21, 9 y 49 respectivamente, tenemos que+s? V-5 fuese reducible, existen
a,B € I\ U(l.) tales quel + 2 V=5 = a3, entonces tendriamos q@& = Nyg(@)Nyo(8),
luego N,g(@) € {3,-3,7,-7}. Pero esto es imposible, pue§|d\(a+ b\/—_5) = a+ b5 ¢
{3,-3,7, -7} para cualesquiera & € Z. La irreducibilidad del — 2v-5, 3y 7 se prueba

analogamente.

Observacion 2.2.La reciproca del item 4 del Teorema 2.6 no es cierta. De hecblbamos
en el Ejemplo 2.5  2V-5 es irreducible et conL = Q (V=5), peroN;g (1 +2V-5) =

21 no es irreducible €r.

2.3. Factorizacion unica en los enteros algebraicos

Como vimos en el Ejemplo 2.5, aungidess un DFU, esto no implica que el anillo de ente-
ros algebraicos de un cuerpo numérico tenga factorizaci@aUA pesar de esto, podemos
encontrar ejemplos de cuerpos numeritpsales qud; sea DFU, pero antes necesitamos

recordar la nocién de dominio Euclidiano.

Definicion 2.9. Un dominio integral R es udominio Euclidiano, si existe una funcion

6 : R\ {0} — N con las siguientes propiedades:
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i) Siabe R\ {0}, entonces(a) < §(ab).
i) Siabe Ryb=# 0, entonces existenge Rtalesquea gb+ryr =0064(r) < §(b).

Ejemplo 2.6. Z es un dominio Euclidiano con la funci@dada poré(a) := |a, dondelal
denota el valor absoluto de &a propiedad) se cumple, ya quabl = |al|b] > |b|, para todo

a,beZ,a+ 0y la propiedad i) se sigue del Algoritmo de la Division en los enteros.

Ejemplo 2.7. El anillo de polinomiosK[X], sobre un cuerp& es un dominio Euclidiano

con la funciérns dada pors(f (X)) := grad (f(X)). La propiedad) se cumple porque:

o(f(X)g(X)) = grad (f(X)g(X)) = grad f(X) + grad g(X)
> grad f(X) = 6(f(X)),

para todo f(X), g(X) € K[X] y la propiedad i) es precisamente el Algoritmo de la Divisién
enK[X].

En virtud de nuestro objetivo, probamos que:
Proposicion 2.10.Todo dominio Euclidiano es un DIP y por lo tanto un DFU.

Demostracion.SeaR un dominio Euclidiano con funciéé. Dado un ideal no nula de R,
existec € a no nulo, por lo tanto el conjunt@(a) : a€ a\ {0}} € N es no vacio y por el
Principio del Buen Orden, contiene un elemento minig(@). Veamos quer = (b). De
hecho, comd € ay a es ideal, tenemao®b) C a.

Por otra parte, sa € q, por la propiedadi) de la definiciébn de dominio Euclidiano, existen
g, r € Rtales quea = bg+r, donder = 0 66(r) < 6(b), peror = a—bgya, b € q,
luegor € a. Sir # 0,6(r) < 6(b) lo que contradice la minimalidad d#b). Asi,r = 0y

a = bg e (b), entonces C (b). Por lo tantax = (b) y Res un DIP. O

Para sacar provecho a este resultado, debemos encontaospara los cuales el anillo de
enteros sea Euclidiano. Estudiaremos esta propiedad aitlella de los enteros algebraicos

de un cuerpo cuadratido= Q ( Vd).
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Un candidato natural a ser la funciéres la norma absoluta, restrictd;a\ {0}, esto es, la

funcioén definida por:
0:1\{0} —N
(2.3)
a —> |NL|Q(a)| )
Claramente esta funcion cumple la propiedadk la definicion de dominio Euclidiano, pues

para todar,s € Iy \ {0},

|NL|Q(043)| = |NL|Q(0/)NL|Q(5)| = |NL|Q(C¥)| |NLIQ(5)| > |NL|Q(C¥)|,

donde la dltima desigualdad se cumple ya [iNig)(8)| > 1.

Notemos que st = m+nvdconmne Zyd e D, entonces

|NL|Q(Q)| =0 NL|Q(C¥) =0
= m-nd=0
= m=n=0

— a=0.

La propiedadi) solo se cumple en ciertos casos, como veremos a contimuacio

Ejemplo 2.8. El anillo de los enteros Gaussianog[i] es precisamente el anillg Ide los
enteros algebraicos deluerpo de los numeros de Gausk = Q (i), donde i= V-1, es un

dominio Euclidiano en relacion a la normagq ().

Demostracién.Dadosa, B € Z[i], B # 0O, entoncesg e Cy puede ser escrito en la forma

c+di, conc, d € Q. Seak := [C] € Z, la parte entera dg entoncek < c < k+ 1, es decir,

ce[kk+1)= k,k+% U k+},k+l).

2

Luego,c € [k,k+%]oce [k+%,k+ 1). Sice [k,k+%], k—cl<3ysice [k+%,k+1),

t—c| < % cont = k+1 € Z. En cualquier caso, pacey similarmente pard, existerm, n€ Z
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. o .
tales quem- ¢ < % yln—-d| < % Ademas, com% = c+di,

a = B[c+di]
=B[(c-m+m)+ (d—-n+n)i]
= B[(m+ ni) + ((c—m) + (d — n)i)]
=B[m+ni] +B[(c—m) + (d - n)i]

=bo + p,

donded =m+nie Z[ilyp =B[(c-m)+ (d-n)i] =a-B0 € Z[i]y

Naiia(p) = Noiia(B)Nogye ((€ = m) + (d = n)i) = Nogia(8) [(c = m)® + (d - n)?|
1\ (1] 1
< Nggye(B) l(é) + (5) ] = 5Nawie(B) < Nagye(B)-
O

La Proposicion 2.10 y el ejemplo anterior prueban que el dan[i] de los enteros Gaus-
sianos es un dominio de factorizacion Unica.

Andalogamente podemos probar q\@?\@ es Euclidiano, en relacion a la norma, pdra
{—2, -3, =7, —11} y estos, ademas d€l, son los Unicod € D negativos con esta propiedad.

En efecto, tenemos el siguiente resultado.
Teorema 2.11.Sea de D, d < 0. Entonces,

» el anillo de enteros algebraicos @( de) es Euclidiano, siy solo si,

de{-1, -2, -3, -7, —-11}.

= Parade D, d < -11, el anillo de enteros algebraicos dg( Vd) no es Euclidiano.
Demostracién.Ver [8], pagina 92. |

Para los valores positivos dk € D, el proceso ha sido largo y ha involucrado a varios

matematicos. Dickson prob6 qm@(\@ es Euclidiano en relacion a la norma absoluta, esto
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es, a la funcién definida en (2.3), pat& {2, 3, 5, 13}. Perron afadi6 6, 7, 11, 17, 21,29 a
esta lista y Oppenheimer, Remak y Rédei afiadieron 19, 33,13%5 y 73. Heilbronn probo
en 1934 que la lista debia ser finita y finalmente, Chatlandwebgort en 1950 (y Inkeri en

1949, independientemente) terminaron el problema prabahsiguiente teorema.

Teorema 2.12.El anillo de enteros algebraicos de( Vd), para d € D positivo, es Eucli-

diano en relacién a la norma absoluta, siy solo si,
de{2, 3,5 6, 7,11 13 17, 19 21, 29 33, 37, 41, 57, 73}.
Demostracion.Ver [2]. |

Sin embargo, no podemos afirmar que paradas D positivos que no estan en esta lista

l5(va) No sea un dominio Euclidiano con alguna funcidriferente a la norma absoluta. Por

1+

ejemplo, se puede verificar que para 69, IQ(\@ = Z[ ;@] es un dominio Euclidiano

con respecto a la funcién

| + ab— 170?

5 (at bu) - , Si(ab)#(10,3);

26, si (a,b) = (10, 3);
dondew = 159 ver [3].
Mas aun, el nimero 26 puede ser reemplazado por cualquenenayor que 26, por lo que

Z [“—;@] es un dominio Euclidiano con respecto a infinitas funcionstendas.

Sabemos que pata ser un domino de factorizacion Unica es suficiente, mas nesaeo
ser un dominio Euclidiano. De hechig;19, —43, —67, —163 es el conjunto de lod € D
negativos tales qu%(\/a) es DFU, pero no Euclidiano ([1], Teorema 5.1). Existen tamnbi
muchosd € D positivos con esta propiedad, pero aun es un problema aldetérminar
la existencia de infinitos numeros positivbs D tales queIQ(\/a) es DFU Conjetura de
Gauss.
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2.4. Aplicaciones de la factorizacion unica

En esta seccion aprovecharemos la factorizacion Unicanikd de los enteros algebraicos
de algunos cuerpos cuadraticos para resolver problemasai@a e Numeros. Algunos de
ellos son casos particulares del Ultimo Teorema de Fermat.

El siguiente lema nos seré util en la demostracion de logteas posteriores.

Lema 2.13. Sea R un DFU tal que cada elemento dgR)Jes un cubo. Si,@ € R son tales

que mcda, b) = 1y ab= c3, para alglin ce R; entonces a y b son cubos.

Demostracion.Suponga que = pi* - - - py", dondep; es irreducible para cada {1,--- ,n},
entonces

¢ = p... i = ab.

Comoay b son primos relativos, 5 aparece en la factorizacion deentonce; no debe
aparecer en la factorizacion eSin pérdida de generalidad, podemos suponer que los irre-
ducibles que dividen asonpy,---,pccon 1< k < n. Sik = n, entoncesa = ccyb =1,
luego el resultado es verdadero ya que las unidades son. &ilkos n,

a=pipi = (pr o pr) y b= pln = (pr e pe)
Por lo tantoay b son cubos.

i
Usando el hecho de qgi] es DFU se prueba el siguiente teorema:
Teorema 2.14.La Unicas soluciones enteras de la ecuacion

X?+4=27° (2.4)

son (X,Z2)=(x115) o (X 2) =(x22).
Demostracién.Supongamos primero qu€es impar, y consideremos la siguiente factoriza-
cion de la ecuacion 2.4 ef[i]:
(2+iX)(2-iX) = Z3
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Veamos que los dos factores de la izquierda son primosvetatn efecto, sKy Z satisfacen
la ecuacién, un divisor comim := (a+ ib) de 2+ iX y 2 — iX también divide a su suma, 4
y a su diferencia X. Observe quéN;o(a) = a2 + b%, Ny o(4) = 16 y Ny g (2X) = 4X?y por
la multiplicidad de la norma tenemos gae+ b? | 16 ya? + b? | 4X?, luegoa? + b? | 4. Asi,
(a,b) =(x1,0) 0@ b) = (0,+1) 0 (@ b) = (x1,+1). En los casosg, b) = (+1,0) y (a,b) =
(0, £1) obtenemos que es una unidad; en los demas casos obtenemoligue) = 2 y por
lo tantoa no dividiria a 2+ iX cuya norma es 4 X2, impar.

En consecuencia, por el Lema 2.13, existathe Z tales que:

2 +iX = (c+id)® y conjugando,

2 iX = (c—id)®.

Sumando estas dos ecuaciones y dividiendo entre 2, tenemat‘?s:qc(c2 — 3d2), luegoc | 2,
esto ex = +1 oc = +2. Claramente las Unicas soluciones payad son €,d) = (-1,+1) 0
(c,d) = (2, +£1). Entonces:

2% = ((c+id)(c-id))* = (@ + ).

PorlotantoZ = ¢+ d? = 2, 5y X = +2, +11 respectivamente.
Nos falta ver el caso en quees par. Supongamos gde= 2x, entonceZ también debe ser

par,Z = 2z. Asi la ecuacién 2.4 nos queda

X +1=22. (2.5)
Lo que implica quex es impar. Factorizando 2.5 &iji] tenemos:
(1+ix)(1-ix) = 2Z. (2.6)

El maximo comun divisomde 1—-ix y 1 + ix divide también a su diferencia 2 (1 + i)2.

Como 1+i esirreducible y (1 i)? 1 1 + ix (se sigue de quees impar) entonce® = 1 +i.
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Dividiendo cada miembro de la ecuacion 2.6 entre (¥ obtenemos:

1+ix\[(1-ix .
(1+i )( 1+i ):—(|z)3,

Donde los dos factores de la izquierda son primos relatbesese modo, cada uno de ellos

debe ser un cubo, por el Lema 2.13. En particularig = (1 +i)(r + is)3. Operando como
antes, obtenemos que=l(r + ) (r2 —4rs+ sz), porlotanto(, s) = (x1,0) o (r, s) = (0, £1).

Lo que implica queX = +2 y entonced = 2. O

Por el Algoritmo de la Division, sabemos que los enteros gsirmpares se pueden clasificar
en dos grupos; los de la forma41y los de la forma A+ 3. Vamos a probar que todo primo
del primer grupo puede escribirse como suma de dos cuadestesesultado fue propuesto
por Fermat a Marin Mersenne en una carta fechada el 25 dendiciéede 1640, razon por la
cual se le conoce también como Teorema de navidad de Ferh@prueba que mostramos

a continuacién se basa en la aritmética de los enteros gaossi fue dada por Dedekind.

Lema 2.15.Sean p y c un enteros, con p primo y ifigd) = 1. Si existen xy € Z tales que

cp = X% + y?, entonces
p=a’+0?

para algunos ab € Z.

Demostracién.Supongamos que es irreducible eZ[i], como
cp=x+Y = (x+yi) (x-Vi),
entonce | (x+yi)op| (X-yi); perosip| (x+yi), existeu + vi € Z[i] tal que

X+ yi = p(u+vi),

lwikipedia, Teorema de Fermat sobre la suma de dos cuadraisponible en:
httpsy/es.wikipedia.orfyviki/Teorema_de_Fermat_sobre_la_suma_de_dos_cuadrados
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de ahi quex = puy y = pv, por lo tantop también divide dx — yi) ; de ese modo

p* | (x+yi) (x - yi) = cp,

luegop | ¢, contradiccion y lo mismo ocurre gi| (x — i) .
Como p no es irreducible eZ[i], existena + bi, e+ di € Z[i] \ U (Z[i]) tales quep =

(a + bi) (e + di) y conjugando se tiene que= (a— bi) (e — di), por lo tanto

p2 = (a+ bi) (e + di) (a— bi) (e—di)
= (a2 + b2) (92 + dz).

Entonces(a2 + b2) | p>y comop es primo(a2 + b2) € {1, P, pz}, pero(a2 + b2) # 1 pues
(a+ bi) ¢ U (z[i]) y si(a? + b?) = p? entoncege? + d?) = 1, lo que contradice qu + di) ¢

U (Z[i]), en consecuencia + b? = p. o

Lema 2.16. Si p es un entero primo de la forrda + 1, entonces la congruencia
X2=-1 (mbdp)

tiene solucion.

. -1 o :
Demostraciéon.SeaX =1-2-3--- pT Comop-1 = 4n, en la factorizacion anterior d¢

hay un nimero par de términos, en consecuexeia—1)-(-2)-(-3)- - - (_p%l) . Ademas

p—k= -k (mbd p) para toddk € Z, por lo tanto

Xz:(1_2.3...%1).(_1).(_2).(—3)...(_'0%1)

=(p-1!'=-1 (mbédp);
donde la ultima congruencia se sigue del Teorema de Wilson. |
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Teorema 2.17.(Fermat) Si p es un entero primo de la forrda + 1, entonces
p=a’+b?

para algunos ab € Z.

Demostracion.Por el Lema 2.16 existetal quex? = —1 (mod p). x puede ser escogido tal
gue 0< x < p-1, pues six > ptomamos el residuo que dejal dividirse entrep. También
podemos suponer que< F_Z) ya que six > g entoncey = p— x satisface/s = -1 (mod p)
yy< g De ese modo, podemos asumir que existeZ tal quex < g y X% + 1 es mltiplo
de p, digamoscp; luego

cp:x2+1s%2+1< p?,
por lo tantoc < py p 1 c. Asi, por el Lema 2.15 tenemos qpe= a> + b? para algunos

enterosay b. |

Con la factorizacion anica del anillo de enteros aIgebsahheQ(V—?), Nagell probo6 el

siguiente resultado conjeturado por Ramanujan.

Teorema 2.18.Teorema de Ramanujan-Nagell:

La Gnicas soluciones de la ecuaciéh X7 = 2" en los enteros X y n son:

J_rx|13511 181
n|345 7 15

Demostracién.Ver [8], pagina 96. |

Con relacién al Ultimo Teorema de Fermat, se cree que el primagematico que consiguio
avanzar en su demostracion fue el propio Pierre de Fermiat) giemostré el caso = 4
usando la técnica del descenso infinito, una variante detipio de induccion. La impor-
tancia de este caso particular, radica en que partiendotelesésdeduce que el teorema es
cierto para todm multiplo de 4 y como un entero positivo> 2 que no es multiplo de 4 no

es una potencia de 2. Entonces exste 2, primo tal quen = pm Por tanto, para demostrar
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queX" + Y" = Z" es imposible, sKYZ # 0 sera suficiente demostrar & + YP = ZP es
imposible, siXYZ # 0. Luego, sip es un primo impar el Ultimo Teorema de Fermat equivale

a la no existencia de soluciones enteras no triviales deukzc&m
XP 4+ YP = 7P
En la prueba para = 3, Euler considero la factorizacion
X3+ Y%= (X+ V) (X2 - XY+ Y?),
mientras Direchlet y Legendre en sus pruebas pafeb consideraron
X2+ Y% = (X + V) (X* = XY + X2Y2 = XY? + Y*).

En ambos casos la estructura de las demostraciones esranalalel Teorema 2.14. Sin
embargo, es evidente que la complejidad del segundo famoeta a medida gygaumenta
lo que hace que los casos de orden superior se vuelvan biesta

En este contexto Lamé, dio un pasé adelante consideranddlelde los enteros ciclotomi-
cos

Z[w] ::{ap_lwp‘1+---+a1w+ao:a,- €Z, para0<i < p—1},

dondew es una raizp—ésima primitiva de la unidad. En efecto, sustituyexdpor X/Y y

multiplicando por-YP en
XP+l=(X-1)X-w) - (X-w’?),
obtenemos la siguiente factorizaciondw] :
XP+YP=(X+Y)X+wY) - (X+PtY).
Lamé conjeturé que si[w] tuviera factorizacion unica seria posible generalizardayu-
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mentos de los casos que hemos comentado para obtener uba pongpleta del teorema de
Fermat, con la ventaja de trabajar con factores lineales.

Esta conjetura llamé la atencion de muchos matematicosidegios del siglo XIX, entre
ellos Kummer, quien descubrié que los anillos de enterdstéimicos no siempre tienen
factorizacion unica, pero que la conjetura de Lamé era ctarr&n el estudio de los enteros
ciclotomicos, buscando contraejemplos de la factorizadidica; Kummer desarrollé una
teoria que le permitia establecer un tipo de factorizacifinalen estos anillos, para ello
debid introducir la nocion de divisorédeales’.

Fue Dedekind quien a finales del siglo XIX formaliz6 la teatéaKummer identificando sus
divisores ideales con los ideales en el sentido usual del&tée anillos y probando que los
resultados de Kummer son validos en una clase muy generailits@ue estudiaremos en

el siguiente capitulo.
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Capitulo 3

Dominios de Dedekind

En el capitulo anterior vimos que en general, el anillo deeldgros de un cuerpo numérico
no es un DFU. Sin embargo se tiene el resultado, un poco més @ilojue en éste anillo
todo ideal propio se factoriza en forma Unica como produet@edales primos. Para probar
lo anterior, comenzamos introduciendo los conceptos d&aroetheriano y dominio de

Dedekind y estudiaremos algunas de sus caracterizaciones.

Definicién 3.1. Un anillo conmutativo R se diceoetheriano si satisface la condicién de
cadena ascendente (CCA) para ideales, esto es, sidada ulemaa C i, C ... Cin C ...

de ideales de R, entonces existe N tal quei, = i;, para todo t> n.

El nombre de anillo noetheriano se debe fundamentalmeraeialilo‘ldealtheorie..’! de
Emmy Noether, alli aparecen por primera vez los conceptatemos de anillo, ideal y
modulo sobre un anillo, pero sin duda, el concepto que masstaah en este articulo es el
de la condicién de cadena ascendente para ideales. Estaiéarithbia sido previamente
estudiada por Dedekind en 1894 y Lasker en 1905, pero laipainmontribucién de Noether

fue definirla en un contexto abstracto y mostrar su imporéanoaturalidad.

Ejemplo 3.1. El anillo de los numeros enter@ses noetheriano. De hecho, s@a) C (ay) C
-+ C(amy C --- es una cadena ascendente de idealeg.dfodemos asumir que & 0 para

todoi> 1, pues si a < 0tenemos quéa;) = (—a;) Y —a; > 0. Ahora, sii< jtenemos que

1E. Noether|dealtheorie in Ringbereichen, Math. Annalen@%21), 24-66.
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a € (aj). Asi, a = kja;, con k € Z, luego gla; y & > a; paratodo i< j. Sia # a; para
todoi# j; i, ] € N, entonces atendria infinitos divisores distintos, lo que es imposiBtar.
lo tanto, el conjuntda;};-; es finito y por el Principio del Buen Orden tiene minimo, digam
a,. De este modo, sit n tenemos que,a< & y como g es minimo, a= a; y por lo tanto

(&) = (an), esto esZ satisface CCA para ideales.

En 1890 Hilbert habia probadoque todo ideal en el anillo de polinomios sobre el cuerpo
de los numeros compleja3[ Xy, --- , X,] es finitamente generado. Noether demuestra que
este resultado también es cierto para anillos noetheriasatecir: Un anillo conmutativa
satisface la CCA para ideales si, y solamente si, todo ideRles finitamente generado. Otra
forma familiar, equivalente a la CCA, es la condicion de metidad por la que toda familia
no vacia de ideales del anillo tiene un elemento maximaligdiente teorema nos muestra

una caracterizacion de anillos noetherianos.
Teorema 3.1.Sea R un anillo. Son equivalentes:
1. R es noetheriano.

2. R verifica la condiciéon de maximalidad:

Sea¥# una familia no vacia de ideales de R, entongesene un elemento maximal.
3. Todo ideal de R es un R-médulo finitamente generado.

Demostracion.

(1 = 2) Suponga qué& es una familia no vacia de idealesReue no contiene elemento
maximal, entonces para cualquigere ¥, existei, € ¥ tal quei; & i,. De esta manera po-
demos construir una cadehas i, & ... & in & ... de ideales d® tal quei, # i; para todo

n, t € N, lo que contradice quR es noetheriano.

(2 = 3) Seai un ideal deR, sabemos quées unR—maddulo. Veamos que es finitamen-

te generado. Se& = {jCi:ji=(as,---,am Yjesunideal d&}. ¥ es no vacia (pues

2D. Hilbert, Uber die Theorie des algebraischen Formen, Math. Ann(1880), 471-534.
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0 € F y por hip6tesisf tiene un elemento maximat = (ay,--- , a,). Entonces, para to-
doacisetiene quéa,---,a,, a) 2 (a, - ,a, = mYycomo este es maximal, se sigue que

(aq,- -+ ,a,, @) = m, entoncesm € my por lo tantoi = m.

(3=1)Seai; Ci; C...C iy C...unacadena ascendente de idealeR.de@enotemos por

ii= U ij la union de estos ideales, entonces un ideal d&. Por hipdtesis es finitamente
=1

generado, digamos= (ay,--- ,a), donde notamos que panasuficientemente grande se

tiene queg; € i, paratodo X i < ky por lo tantoi C i,, es decitt, = i, paratodd > n. ©

Ejemplo 3.2. SeaF un cuerpo, entonces los unicos idealesfd®n0 y F, que claramente
sonF—maodulos finitamente generados por 0 y 1 respectivamentgo [B@s noetheriano.
También, sabemos que los idealed.de F; X F, x - - - X F,, son de la formd; x j» X - - - X ip,
dondej; es un ideal de€F; para cadal < i < n. Por lo tanto, si losF; son cuerposL
tiene exactament2" ideales y todos ellos son finitamente generados. De este,hoe®

noetheriano.

También se tiene que Ries un anillo noetherian®[ X] también es noetheriano, de donde,
entonces el anillo de polinomi®&$Xy, - - - , X,] es noetheriano. Este resultado se conoce como

el Teorema de la base de Hilbert
Definicién 3.2. Un dominio R es de Dedekind si:
1) Es noetheriano.
ii) Es integralmente cerrado.
iii) Todo ideal primo no nulo es maximal.

Ejemplo 3.3. Si R es un DIP, entonces todo ideal de R es amBdulo finitamente generado
y por lo tanto R es noetheriano. También sabemos que todo ®IPFJ y R es integral-
mente cerrado por el Teorema 2.4. Ademas, en un DIP todo peab no nulo es maximal.

Entonces R es un dominio de Dedekind.
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El siguiente ejemplo nos muestra que la clase de dominiosedekind esta contenida pro-

piamente en la clase de anillos noetherianos.

Ejemplo 3.4. SeaF un cuerpo. Los ideales principaléX;) y (X,) en el dominio polinomial
F[ X1, X3] son primos, pues§ X, son irreducibles e[ Xy, X,], pero no maximales ya que
paral <i < 2, tenemos

(X & (X1, Xo) & F[Xq, Xo].

En consecuencif[ Xy, X;] es un anillo noetheriano que no es de Dedekind.

A continuacién, probaremos un teorema que es clave paraairddo de los objetivos pro-

puestos en este trabajo.

Teorema 3.2.Sean R un dominio de Dedekirid = Q(R), L una extension finita y separable

deKy A= I1.(R). Entonces A es un dominio de Dedekind.
Para su demostracién, necesitamos algunos resultadosapsrgmos en seguida.

Lema 3.3. Sea R un dominio ¥ una extension de @), entonces Q. (R)) = I.(Q(R)). En

particular (I.(R)) = L, siy solamente si, es algebraica sobre ®).

Demostracion.Para probaQ(I.(R)) C 1. (Q(R)), mostraremos quke (Q(R)) es un subcuerpo
deL que contiene & (R). Note primero que la contenendig(Q(R)) 2 I.(R) es inmediata.
Por lo tanto sélo mostraremos gi€Q(R)) es cuerpo.

De hecho, sir, 8 € 11.(Q(R)), entoncesr — B € IL.(Q(R) ¥ aB € 1.(Q(R)).

Supongamos que # 0, entonces existé(X) = ¢y + X + -+ + ca X1 + X" € Q(R)[X]
tal que f(B) = 0. ComogB # 0, entonces existe = m’m{j e{l,---,n-1}:¢c; # O} y asi,
GA + Gt +---+ 4" = 0. Por lo tanto:

1 Ci 1 1
n i+1 _
B (FJFT“MJFMJFE)_O’

Luego,

n—i ; n—(i+1)
G- i
i
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asi,8 ! € I.(Q(R)), de ese modd, (Q(R)) es cuerpo.
Probemos qu&)(I.(R)) 2 IL.(Q(R)). Seay € I.(Q(R)). Entonces existen,,--- ,a, € Ry
by, -, b, € R\ {0} tales que:

n

Seab = l_[ bi, tenemos qube € Ry by"+61y" 1+ - - +6,_1y +6, = 0, dondeg; := bab* € R
i=1

para 1< Ii <n.

Multiplicando porb™?, se tiene que:

(by)" + 02(by)™" + 05b(by) "™ + - + 6,6 = .
Asi, sih(X) = X" + ;X" + 6,bX"? + ... + 6,0"! € R[X], entoncesh(by) = 0, luego
by =ae€ I (R)y comob € R\ {0}, se tiene que = g € 1L.(Q(R)). |
Lema 3.4. Sean By S subanillos de un cuerpo, cofi B, entoncesd(B) = Is(Is(B)).

Demostracion.Sabemos quB C Is(B) € Sy asi,ls(B) C Is(Is(B)) € S.

Seaa € Is(Is(B)), entonces existé(X) = XM + an 1 X™ 1 + .- + ag € Ig(B)[X], tal que
f(a) = 0. De ese moday es entero sobr& = S[ag, - ,an1] Y por lo tantoS’[a] es un
S’-modulo finitamente generado. Sabemos gue S’ es entero sobrB, luegoS’[a] es un

B-maodulo finitamente generado tal qu8’[«] C S’[«], de donder es entero sobrB. O

= SearR, A, K, L como en el Teorema 3.2, entonaess integralmente cerrado.

De hecho, comd. es extension finita d&, L es algebraica y por el Lema 3ZA) =
Q(IL(R)) = L, entonces

low(A) = 1L(A) = IL(IL(R)) = IL.(R) = A,

donde la penultima igualdad es consecuencia del Lema 3.4
Lema 3.5. Sean By S dominios tales quecES y S es entero sobre B. Entonces:
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1. Siues unideal no nulo de Si,n B, es un ideal no nulo de B.
2. U(S)n B =U(B).
3. S esun cuerpo, siy solo si, B es un cuerpo.

4. Unideal primop de S es maximal en S, siy sologsi) B, es maximal en B.
Demostracion.

1. Seax € uno nulo, tenemos que € S = Is(B), puesS es entero sobrB, asi, existe
f(X) = X"+ a1 X" + ... + ayX + ap € B[X] de grado minimo, tal qué(a) = O.
Entonces,

2

Q= -« (a”_l + a1+ -+ al).

Siap = 0 entonces™ *+a, 10" %+ --+a = 0yasig(X) = X" +a,_ 1 X%+ -+a €
B[X] seria tal queg(e) = 0, lo que contradice qué(X) es el polinomio de grado
minimo con esta propiedad. A&j es no nulo y observe qu® € u N B. Luegou N B

es un ideal no nulo dB.

2. Esclaro qué&J(B) € U(S) N B. Seaa € U(S) N B. Entoncesr! € S = I5(B) y existen
Ci, C, -+, Cy € Btales quer™ + oo™ + - -+ + ¢, = 0. Multiplicando pore™*! se

tiene quen ! + ¢, + o + - - - + C@™ ! = 0 y por lo tanto

al=- (cl FCa 4+ cmam‘l) € B.
3. SiS es cuerpo, entoncés(B) = U(S)NnB = (S\ {0})) nB =B\ {0} y asi,B es cuerpo.

Reciprocamente, supongamos @iro es cuerpo, entonces existégdeal no nulo de
S tal queu # S, luego 1¢ u. Por el item 13 N B es un ideal no nulo d8 y como

un B # B, Bno es cuerpo.

4. Seap un ideal primo des. Consideremos : S — S/p la proyeccidén candnica, vamos
a probar quer (S) = S/p es entero sobre(B), esto esls)(7(B)) = 7 (S). De hecho,

siy € n(S), entonce¥y = n(y) para algury € S = Is(B), entonces existe
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h(X) = X" + a,.1 X" + - - + @y € B[X] tal queh(y) = 0. Consideremos ahofgX) =
X"+ m(@an_) X" + - - - + 7(ag) € n(B)[X], entonced(y) = 0, yy es entero sobre(B).
Como Kernr = p entonces la restriccion dea B tiene como kernep N B, asi por el

Primer Teorema del Isomorfismo tenemos &yé€B N p) = 7 (B).

Ahora, p es maximal erg, si y solo si,S/p es un cuerpo, lo que por la parte 3 ocurre,

siy solo si,B/ (BN p) es un cuerpo, lo que equivale a decir @sep es maximal erB.

O

= SearR, A, K, L como en el Teorema 3.2, vamos a probar que todo ideal primaloo n

de A es maximal.

De hecho, sp es un ideal primo no nulo d& entonces, por el item 1 del lema anterior,
p N Res un ideal primo no nulo d& ComoR es dominio de Dedekindh, N Res un

ideal maximal d&R. Luego por el item 4, el idealde A es maximal.

Lema 3.6. Sea R un dominio enterodyun elemento algebraico sobre su cuerpo de fraccio-

nes. Entonces existesbR no nulo tal que bes entero sobre R.

Demostracion.Por hipotesisd es raiz de un polinomio con coeficientes@(R) y podemos
suponer que este polinomio es monico pQER) es un cuerpo. Asi, existen, - -- ,a, € Ry

b,,---,by € R\ {0} tales que:

a
"+ —

n
Seab = ]—[ b € R\ {0}. Multiplicando porb" la igualdad anterior, queda
i=1

(bO)" + c (b)) + -+ + Cr_1bO + C, = 0,

dondec; = bia,-bi‘l € Rparai € {1,--- ,n}. Luegobé es entero sobri. O
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Observacion 3.1.Seal una extension separable He= Q(R) de grada. Si{ws, - -- ,w,} es
una base d&|K, por el Lema 3.6 podemos suponer que cadantero sobrd, ya que cada

uno de ellos es algebraico solite
Para demostrar el Teorema 3.2 solo falta probar el siguiemia:
Lema 3.7. A es noetheriano.

Demostracién.Basta probar qué esta contenido en uR—-modulo finitamente generado,
pues tal modulo serd noetheriano y en consecuencia todadieldaes un submaédulo de un
maddulo noetheriano, por lo tanto seré finitamente generado.

SeanB = {wy,--- ,W,} una base d&|K, tal que cadav, € Ay T := Ty la traza inducida
por esta extension. La matrﬁf(vviwj)] tiene determinante no nulo, pues en caso contrario
las columnas serian linealmente dependientes, es destifiex elementosgy,--- ,a, € K

no todos nulos tales que:

n n
0= Z ajT(Win) =T [Wi Z ajo] , paracadaki<n.
=1

=1

n
Sip = Z a;w;j, entonced (wi3) = 0 paracada ki <n.
j=1

n
Seax € L entoncesys™! = Z d;w; para algunosl; € K, luego
=1

T@)=T [Z djoB] = > dTw;B) =0,
j=1 j=1

n

Porlo tantol = 0y comoL es separablé = Z i = 0,donde logr; son losK—homomorfismos
i=1

deL enK. Pero esto es imposible ya que por el Lema de Dedekind, eletmij; : 1 < i < n}

es linealmente independiente cuarides separable sobke En consecuencia la aplicacion:

¢:L— L
Xr— ¢y L — K
y — T(xy)
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es un isomorfismo di en su espacio dual. En efecto, es claro gwes un homomorfismo
ya queT lo es. Asi, basta probar qgees un monomorfismo es decir, gugw;)], la matriz
asociada @ es invertible. Pero notemos que la mateigv;)]s es precisament[é’(vviwj)] y
concluimos que es un isomorfismo.
Sea ahor&* = {V\fi, “e V\r;} la base dual des, entonces{w, e V\/n} es una base dgK,
dondegp(w) = w', como
1, sii=j,
Wi (wj) =
0, sii#]j.
Tenemos:
1, sii=j,
TWw;) = p(W)(w;) = Wi (w;) =
0, sii#]j.
Sabemos que para cadaexistec; € R\ {0} tal quecw, es entero sobrB. Considerando
n
Cc= l_l ¢; € R\ {0} concluimos quew es entero sobrB. Seaz € A, entonceszcw € A
i=1 ]
LuegoT(zcw) = cT(zwW) € R Ahora, comoz € L, podemos escribiz = Zijj, con

j=1
y; € K, asi

n n
Tw) =T [Z YjoV\/i] = > yiTww) =i
j=1 j=1
Consecuentements;, € R por lo tanto:
n
2= ) Wio)(c W) € Ric ™ w) + -+ - + R(Cwp).

j=1

LuegoA esta contenido en uR-maodulo finitamente generado. |
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3.1. Factorizacion de Ideales

En el anilloZ todo ideal es principal y por el Teorema Fundamental de lem&tica todo
ideal propio lo podemos expresar de manera Unica como pidecideales primos. Sin
embargo, en general, aun en el caso noetheriano, no cabaredigha descomposicion de
ideales. Veremos que ser de Dedekind es condicion sufigigmtecesaria) para que en un
anillo sea vélida esta descomposicion. Para esto, ne@gsiia previamente generalizar la

nocién de ideal.

Un conjunto de la form%z, cona,b e Z; b ¢ {0,+1} y mcd@ b) = 1 no es un ideal dg,
pues%l ¢ Z, aunque se comporta de manera similar. El conjunto reseiitado bajo la suma

y producto por un entero, ademas, basta multiplicar cadadersus elementos pbrpara

que se convierta en un ideal deConjuntos con esta caracteristica nos seran utiles en este

capitulo.

Nota: En adelant& = Q(R) denotaréa el cuerpo de fracciones del dominio enfero

Definicion 3.3. Seam C K un R-mddulo. Diremos quer es unideal fraccionario de R, si

existe ac R no nulo talquea C R

En este caso es facil ver gaet es un ideal d&k y claramente los ideales deson ideales

fraccionarios.

Ejemplo 3.5. Todo R-submédulo | no nulo d& finitamente generado es un ideal fraccio-

nario de R. De hecho, si | esta generado per-b- ,b, € K, entonces = Rb, + --- + Rh,
n
: C
yparacadal <i <n,b = gl con a,c € Rya # 0. Sea a= l_[ai, luego a# 0y
i=1
al=Rg---a,c1+---+Ra---a,.1ch C R |

Ejemplo 3.6. Sea R un DIP, entonces paraqK, m = gR, es un ideal fraccionario de R,

MR € R. Ahora, sim es un ideal

. m
pues si g= Py conm n e Ryn=# 0O, entonces m
fraccionario de R, existe a R no nulo tal que &« es un ideal en Ry como todo ideal en R es

principal, entoncesa = bR para algun b= R. Asim = sR, donde & g.
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Proposicion 3.8.Propiedades

Seanm, n ideales fraccionarios de R, entonces:

i=1

k
1. mn:= {Z mn :keN, mem yne n} es un ideal fraccionario de R.
2. mR=m.
Demostracion.

1. Comom y n son ideales fraccionarios & existerr,q € Rtalesquem C Rygn C R.
k
Veamos quer@l)mn C R, en efecto, sk € (rq)mn, X = (rq) Z mn;, para algurk € N

i=1
ym em, nj e ncon1<i <k, entonces

k k
x= ) (ramn = > (rm)(gn).
i=1 i=1

donderm;, gn € Rparacada ki < k. Luegox € R.

2. Observe quenR 2 m, ya quem = m- 1 para cadan € m. Ademas six € mR,
k
X = Zmri para algirk e Nym € m, r; € Rcon 1< i < k, perom es ideal

i=1
fraccionario deR, entoncesn es unR—moédulo y asimr; € m para cada X i < k. Por

lo tantox € my mR C m.
i

Definicidon 3.4. Sea R un anillo. Un ideal fraccionariode R esnvertible si existem, ideal
fraccionario de R tal quam = mn = R. En tal casoyn se llama el inverso dey se lo denota

porni,

Los ideales fraccionarios tienen un papel importante eadacterizacion de los dominios de

Dedekind. El siguiente resultado desarrolla algunas desysedades.

Teorema 3.9.Sea R un dominio de Dedekind. Entonces los ideales fraatom@de R forman

un grupo con la multiplicacion definida en 1 de la Proposicg8.
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Para demostrar el teorema anterior, probaremos primeun@sgemas.
Nota: En lo sucesivdr denotara un dominio de Dedekind a menos que se indique atea co

y cuando hablemos de ideales primos se entendera que nomosfe ideales primos no

nulos.
Lema 3.10. Seai un ideal no nulo de R. Existen ideales primas p,,-- -, p, tales que
Pr-p2-...-p CH

Demostracién.Supongamos que la familig de los ideales dB que no cumplen esta pro-
piedad es no vacia. Confbes noetheriandf tiene un elemento maximaly es claro qué
no es primo; por lo tanto, existen, a, € R, tales queya, € j, a1 ¢ iy a ¢ i. Consideremos
j1 = (},a) (el ideal generado pdry a;) y > = (i, @), tenemos qu¢ & j1 y i & f2. Comoj

es maximali; ¢ F yi» ¢ F. Asi, existen ideales primd8;, Bo,---, B,y Q1, Qo, -+, Qs,
k
talesqueB; - By ... B, CTir Yy Q1 - Qo -...- Qs C jp. Observe que St € jijp, X = Zbici,

i=1
conke N, b €1y C €, luegoby = ji+airy ¢ = j/ +afr/,conj, j€iyri,r € R asi

bici = jij{ + Jidor| +aufij + awdrir] €, parai € {1,---,k}, por lo tantox € {. De este modo,
j1jo € i, entonceB;-...- B, - Q1 -...- Qs C i lo que es una contradiccion. Por lo tarices
vacia. O

Lema 3.11. Seap un ideal maximal de R, entonces existe un ideal fraccionade R, tal

quepn = R.

Demostracion.Seak = Q(R) y n:= {x € K : xp C R}. Entonces: es unR—submédulo d&
y, parap € p, pn C R. Luegon es un ideal fraccionario de Veamos quen = R.
En efecto, sabemos que

pCpmCR

y comop es maximal, tenemos que= pn 6 pn = R.
Supongamos que = pri, entonces para cadac n, ap C p y COMoR es noetheriang es un
R-ma&dulo finitamente generado, luego por el Teoremad€ds un entero sobie, y por lo

tanton C Ix(R) = R, pero observe quR C i, entonceR = n. Veamos qudR # .
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De hecho, considerando € p no nulo, por el Lema 3.10 existee N minimo e ideales
primosyy, - - - , by, tales quepy - ... - p C (@) C p.

Sir = 1, entonces; C (a), mas comaq; es maximal erRr, tenemos quéa) = R6 p; = (a).
Si{a) = R, como(a) C p € R, entoncesp = R, lo que contradice que es maximal; si
p1 = (@), en particular se tiene quec p1, luegop C p1, asip = p1 = (@Q)y m = a 'Res tal
quemp = R Observe qua! = a'.1¢cm,luegoalp C mp =R, entonces* € n = Ry
aal = 1€ p, en consecuencia= R, contradiccion.

Supongamos que > 2. Comop es maximal (primo), alguno de lag, digamosp,, esta
contenido erp, luegop; = p. Ademas coma es minimo, se tiene que -...- p, € (@), asi
existebe p,-...-p, yb ¢ (ay. Porlotantobpp C py-po-...-p, € (@) = aR Asi,balpc R
y ba! € n, masb ¢ (ay y de ese modba? ¢ R de lo que se concluye que# R. En

consecuencia # pny por lo tantopn = R. O
Lema 3.12. Todo ideal no nulo de R es el inverso de un ideal fraccionagi®d

Demostracién.Supongamos que la familigd de ideales d&® que no cumplen la condicion
es no vacia, entoncés tiene un elemento maximal Por el Lema 3.11 no es maximal en

R. Asi, existep, ideal maximal déR tal queu & p, entonces
my={XeK:xpC R} Cmy:={xeK:xucCR}

y u C umy C um, C R Por lo tantaum; es un ideal d&®. Veamos que: & um;.

De hecho, sit = um,, entonces cada € m,; es algebraico sobi@y asim; C Ix(R) = R

y comoR C my, entoncesn; = R, pero comop es maximal, en la prueba del Lema 3.11
mostramos quet; # R, luegou & umy, asiumy ¢ F, por lo tanto exist¢, ideal fraccionario

deRtal que (1m;)j = R Luegomyj es el inverso de, por lo tantou ¢ #, contradiccion. O

Lema 3.13.Seai un ideal no nulo de Ry un ideal fraccionario de R tal qui@ = R, entonces

n={xeK:xiCR}L

Demostracion.Six e 1, x e Ky xi € ni = R, luegon C {xe K : xi € R}. Por otra parte, si

x € Ky xi C R, entoncexR = xni € Rn = n, donde la ultima igualdad se verifica por la
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propiedad 2 de la Proposicion 3.8. ASRC ny x = x-1 € n, luegon 2 {xe K: xi CR}.

Porlo tanton = {x e K : xi C R}. O

Lema 3.14. Seam un ideal fraccionario no nulo de R, entonces exisideal fraccionario

de R tal quenn = R.

Demostracion.Comom es un ideal fraccionario dg, existex € Rtal quexm € R. Ademas
comoxm es un ideal d&, entonces por el Lema 3.12, exisideal fraccionario d& tal que
xmj = R. Observe qua = Xj es un ideal fraccionario de tal quemn = Rlo que prueba el

lema. O
Ya tenemos las herramientas suficientes para mostrar edrhads.9.

Demostracién.(Del Teorema 3.9)

La clausura de la operacion se verifica por la propiedad 1 d&dposicién 3.8 y por el
Lema 3.14 obtenemos que todo ideal fraccionari®@s invertible. Por lo tanto el conjunto
formado por los ideales fraccionarios Be&s un grupo multiplicativo con elemento neuo

(Propiedad 2 de la Proposicion 3.8). O

Teorema 3.15.Si R es un dominio de Dedekind, entonces todo ideal propiopuleeRe ser

escrito de manera Unica como producto de ideales primos.

Demostracién.Sea# la familia de ideales d& que no pueden ser escritos como producto
de primos y supongamos gq@#ees no vacia, entoncés tiene un elemento maximalluego

i no es primo y por lo tanto no es maximallRnasi, existe ideal maximal ddRtal quei & p

y de ese modn~?! C pp~! = R; luegoip~! es un ideal d&.

Siip~! = i, paratodar € p~1, @i C i y comoi es unR—madulo finitamente generado, tenemos
quea € Ix(R) = R, de ese modo! C R; pero coma» es maximal ya mostramos que esto no

ocurre, entonceis# ip~, y parax € i, x = x- 1 € iR C ip~?, por lo tantoi & ip~1, y comoi es

maximal enF, ip~! ¢ 7, asi, existen ideales primos, - - - , p, tales quepy - ... - py = ip~ 3,
entonce® - p1 - ... p, = i, |0 que es una contradiccion, luegoes vacia.

Probemos la unicidad de esta factorizacion. Sgan - , pn, q1, - - - , qs, ideales primos d®
talesquepy - po ... P = QG102 ... Gs. ENtONCESy; - ... - g5 € p1. COMOp; €s primo,
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existei, supongamos= 1, tal queg; = q1 C p1, perog; es maximal asi qug = p;. Tenemos
queps-...-Pp=0az2- ... qs. Continuando con este procedimientor, si s, tendriamos que
R=q1-... 0s, Yy de ese modo para cada {r+1,---,s4 RC g, y asiR = g; lo que
contradice la maximalidad dg. Analogamente se prueba gs& r. En conclusiém = sy

existeo € S, tal quep; = q,). O

Se puede probar que el reciproco de este teorema tambiémdesie. Por lo tanto, un
dominio integralR es de Dedekind si, y solamente si, se verifica que todo idepipenR

se puede expresar de manera Unica como producto de ideabtes pver [9, Teorema 5.20].

Observacion 3.2.Del Teorema anterior, se sigue quenses un ideal fraccionario de,
entonces existen ideales primas- - - , p, tales quet = plml ... ppt conmy, - -, My, € Z.

Ver [4, pag 74].

Definicion 3.5. Sea R un dominio de Dedekindy b ideales no nulos de R. Decimos que

divide ab si existej ideal de R tal quej = b, en tal caso escribimosgb.

El siguiente resultado muestra que en el contexto de losesléeontener” es equivalente a
“dividir”.

Proposicion 3.16.Sea R un dominio de Dedekindy b ideales no nulos de R. Entonags,

siy solo sia 2 b.

Demostracién.Si a|b, existej ideal deR tal queaj = by a 2 b. Reciprocamente, &i 2 b,

entonceR = ata 2 a7'b y por lo tantoj = a~'b es un ideal d&, conja = b, esto esglb. O

Ejemplo 3.7. Factorizacion del ideal principal6) enZ [ \/—_5] .

Tenemos qué = 2-3enZ [ \/—_5] y es claro québ) = (2)(3). Pero(2) no es un ideal primo, de
hecho el product6 = (1 + \/:3) (1 — \/—_5) € (2) pero(l + \/:3) ¢ (2) y(l - \/—_5) ¢ (2).
Seap; = (2,1+ V-5) el ideal enZ | V=5| generado por2 y 1 + V=5. Entonces cada

elemento x p; es de la forma
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x:2(a+b\/—_5)+(1+ \/—_5)(c+d\/—_5)
= (2a+c-5d)+ (2b+c+d) V-5
=r+sV-5

Donde ab,ccdeZ y r—-s=2a-2b-6d = 2t,con te Z, esto es, r= s (modd 2) Por
otra parte si x= a+ bV-5 es tal que a= b (mbd 2) entonces para & b = 0 (mod 2)
se tiene que a 2my b= 2n, con mn € Z, asi x= 2(m+nv=5) + 0(1+ V=5) € p1 y
paraa= b =1 (modd 2)se verifica que & 2(m — 1)y b = 2(n — 1), con m,n’ € Z, asi
x:2(n¥+n’\/—_5)—(l+ \/—_5) € ps.

Lo anterior muestra que x r + sY=5 € p; si, y solo si, r y s son ambos pares o ambos
impares. Lueg(Z[\/jS] /p1 = {0+ py, 1+ pi}, ya que si r+ sV=5 es tal que r es impar
y S es pat, entonce(s + S\/—_5) —1=(-1)+sV-5¢€ p, pues r— 1y s son pares. Asi,
(r + sV=5) + py = 1+ py. Similarmente, si r es par y s es imp@ar- 1) + sV=5 € p; pues
r—1y ssonimpares, a%[ \/—_5] /1 es isomorfo &,, en consecuencig, es un ideal primo
enZ| V=5,

Con argumentos similares se prueba que los idepdgsp; son ideales primos, donde

D2:<3,1+ \/—_5>,
p3:<3,1—\/—_5>.

Veamos que? = p,p; es precisament&?). En efecto, tenemos que:
1

1- V-5= 2—(1+ v—5) € py,
entonces

6:(1+ \/—_5)(1— \/—_S)Epf.

Como2 € py, 4 € p?, luego2 = 6 — 4 € p2. En consecuencie?) C p?.
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Por otra parte,p? = <2, 1+ \/—_5>2, entonces? = <4, 2(1 + \/—_5)(1 + \/—_5)2> De hecho,
comod4, 2(1 + \/—_5) (1 + \/—_5)2 e p? tenemos que

02 (4.2(1+ V), (1+ V7B)),
k
ademas, si x p?y x= Z pig,conke Ny p,qg € p1y
i=1

an = [ VB o+ 1 B
= daa’ + 2(1 + \/__5) (o +a'B) + (1 N ‘/—_5)2,8ﬁ’,

donder, @, 8,8’ € Z| V=5|,asi paracadak {1,--- ,k}, gpi € <4,2(1+ V-5).(1+ \/—_5)2>
de ese modo x <4, 2(1+ V=5),(1+ \/:5)2> , por lo tanto

0 < (4.2(1+ V), (1+ V7B)).

Ahora, comc(l + \/—_5)2 = —4+2+/-5, podemos afirmar qug? C (2), ya que cada genera-
dor dep? es mdltiplo de 2. Luego
2 =(2).

También tenemos queps = (3). De hecho,

Comop,ps = (9, 3(1 + \/3) , 3(1 - \/3) ,6), entonces,p; C (3), ya que cada generador de
pop3 €s multiplo de 3. Para la otra inclusion observe d)é € p,ps, luego9 — 6 = 3 € pops,
por lo tanto(3) C p,pa.

En conclusion, el ideal6) es producto de cuatro ideales primos:

(6) = (2)(3) = pipaps.

En el Ejemplo 3.3 probamos que los dominos de ideales paflesson dominios de Dede-

kind, sin embargo existen dominios de Dedekind que no sonrdosde ideales principales,
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es el caso d@[\/js] que por el Teorema 3.2 es de Dedekind pero vimos en el capitulo
anterior que no tiene factorizacion unica.

Para finalizar, mostraremos que una condicion suficiente gpae un dominio de Dedekind
tenga factorizacién Gnica es que tenga un numero finito ddaderimos, pues sucede que
dichos anillos son siempre dominios de ideales princip&asa probarlo necesitamos una

version del Teorema Chino del Resto para ideales.

Dos ideales y b de un anilloR se llamarcomaximale “primos relativos”sia+b = R. Por
ejemplo, dos idealesy q tales quey ¢ p, conp maximal en un anilldR son comaximales.
De hechop C p + q C R, perop es maximal, entonces=p+q0p+g=R Sip=p+q,

entonces C p + q = p, contradiccion, luege + g = R.

Teorema 3.17.Teorema Chino del Resto:

Sea R un dominiayy, up, - - - , u, ideales de R tales que + u; = R, para todo i# | (co-
maximales dos a dos). Dadog X - -+ , X, € R, existe xe R tal que x= x (mod ;) para
i=12---,n

Demostracién.Paran = 2, comou; + u, = R, existena; € u; y a, € up tales quea; + a, = 1,
por lo tantoa; = 1 (Moduy) y a, = 1 (mbduy). Seax = xa; + Xj@p, entoncex — x;a, =
%81 € 1y, luegox = x;a, = X; (Mbéduy) y similarmentex = X, (mod ).

En el caso general, para 2 existeng € u;, b; € u; tales quey; + b; = 1, entonces

n n
1:l_l(ai+bi)€ul+l_lui:R-
i=2 i=2

Por el casan = 2, existey; € Rtal quey; = 1 (moduy) yy; = 0 (mdduy---uy,), en

n

particulary, € l_lui C u;, luegoy; = 0 (mbdu;) parai > 2. Analogamente, podemos
i=2

encontrar elementos € R que cumplan:

yi=1l (moduy), yi=0 (mbdu;) parai # j.
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Tomandox = X1y; + - - - + X,y tenemos que para cada {1, - - - , n}

n
X—=XYi = Z XjYj € 1.
i=1
j#i
En consecuencix, = x;, (mody;) parai =1,2,---,n. ]
Teorema 3.18.Si R es un dominio de Dedekind con un numero finito de idealesopr

entonces R es un dominio de ideales principales y por lo tiene factorizacion unica.

Demostracién.Seanp,, p,, - - - , p, los ideales primos dB. Comop; es maximalpf C P,y
asi, existe, € pp \ pi. Ademas de escni ¢ p; y cadap; es maximal parae {2,---,n}, por
lo tanto los ideale$§, P2, -+, Py SON comaximales dos a dos, asi por el Teorema Chino del

Resto existe € Rtal que
r=r; (modpd) y r=1 (modp),
coni € {2,---,n}. Porlotanta € py,r ¢ pf y r ¢ p;, para cualquier € {2, --- ,n}, luego
("Cp, (NEPl y (g,

dondei € {2,--- ,n}.

ComoR es de Dedekindy) = pp! - - pi, k € N'U {0}, entonce; = 0 parai € {2,--- ,n)

de ese moddr) = p‘f, por lo tantok; = 1y p; es principal. De manera analoga se prueba
gue los otrog; son principales y como todo ideal &ees producto de potencias de s

entonces todo ideal dees principal. |

La siguiente es una demostracion algebraica de que haytasfinimeros primos dada por

Washingtor? usando algunos resultados que hemos estudiado.

3L.C. WashingtonThe infinitude of primes via commutative algebfdsnuscrito sin publicar 1980.
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Ejemplo 3.8. Sabemos qug [ \/—_5] es de Dedekind, pero no DFU, por lo tanto debe tener

infinitos ideales primos.
k

Sea pe Z primo, entonces existekN tal que(p) = l_[ qi”‘, conyg; ideal primo dez [ \/—_5]
i=1
paracadaie {1,--- ,k}. Supongamos que el nimero de primos es finito, entonces ahtonj

X = {q: q esideal primo d@[\/—_S] yq|(p) paraalgin primo pe Z}

es finito. Com& [ \/—_5] tiene infinitos ideales primos podemos escogey, ain ideal primo
deZ[\/—_S] tal queq; ¢ X PeroZ[\/—_S] es entero sobr& entoncesg; N Z es un ideal
primo (maximal) d& por el Lema 3.5y como los ideales primoszison generados por un
primo, tenemos qué N Z = (p;) con p primo. Luegog; | {(p1) pues(p:) C q1, asiqy € X,

contradiccion, por lo tanto existen infinitos nimeros prémo
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Conclusiones

Teniendo en cuenta los aspectos desarrollados en est@iradda podido probar que los
enteros de un cuergdo sobre un anilldr, es decir aquellos elementos Ermue son raiz de

un polinomio monico e[ X]; forman un anillo en el que no necesariamente vale la facto-
rizacion unica. Sin embargo, mas alla de este hecho, enrabgd, hemos mostrado que
existen cuerpos numéricos, en los cuales su anillo de entsran dominio de factorizaciéon
anica, por ejemplo el anillo de los enteros de G&i[sk lo cual constituye una herramienta
importante en la solucion de ecuaciones diofanticas y qaatisulares del Ultimo Teorema

de Fermat.

Para suplir en parte la falencia de factorizacion unica dmehtos en los anillos de ente-
ros, definimos los dominios de Dedekind como aquellos queptamrciertas condiciones de
finitud y establecimos una caracterizacion importante emnité®s de factorizacion Unica de
ideales. Especificamente, probamos que en dichos donagiosteal propio se puede facto-
rizar como producto de ideales primos y este producto e® @aivo el orden de los factores.
En este contexto vimos que el anillo de los enteros de un cwspn dominio de Dedekind,

aungue no necesariamente es dominio de ideales principaledactorizacion Unica.
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