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En esta monografia se estudia la dindmica de una familia de funciones
continuas sobreyectivas F o, dado 0 <a <1y 0 < b <1 en el intervalo [0, 1].
De acuerdo con " The Dynamics of a Family of One-Dimensional Maps "
de Susan Bassein realizamos una clasificacién de esta familia en funciones
cadticas y no cadticas, (segin la definicién de caos dada por Devaney). Para
ello tomamos diferentes subfamilias de funciones de F 4, que tienen dindmicas
similares y pueden ser analizadas por medio de la misma estrategia general.

Este trabajo esta divido en cinco capitulos. En el primero se hace una
introduccién general; en el segundo se inducen conceptos, definiciones, teo-
remas y ejemplos necesarios para el desarrollo de este escrito; en el tercer
capitulo se presenta la familia de funciones F 4, y algunas de sus propiedades
generales; y finalmente en los capitulos cuarto y quinto se estudia la dindmica
de las subfamilias de F

Dado que los sistemas dinamicos, el caos, y los conjuntos fractales des-
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This monograph studies a family of continuos maps in the interval [0, 1].
According to " The Dynamics of a Family of one-dimensional Maps " by
Susan Bassein we classify this family into chaotic and no-chaotic maps based
on Devaney’s chaos definition. To do this, we take different map subfamilies
of F,, that have similar dynamics and can be analyzed through the same
general strategy.

This paper is divided into five chapter. In the first one there is a general
introduction, in the second one some necessary concepts, definitions, theo-
rems and examples which are important for the development of this paper
are presented. The third chapter presents the family of maps F .. It also
includes some its general properties and classification of the family into sub-
families. The finally, the fourth and fifth chapter studies the dynamics of the
mentioned families.
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complex. By contrast, this paper contains available material for first level
university students to encourage them to study the dynamics systems.
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Capitulo 1

Introduccion

La historia de los sistemas dindmicos ha tenido un desarrollo muy impor-
tante en los ultimos anos. El caos, turbulencia, y conjuntos fractales por su
notable belleza e impresionante similitud con la naturaleza a despertado de
un publico muy amplio.

En esta monografia tomando como base la familia F' de funciones con-
tinuas sobreyectivas f,b en el intervalo [0, 1]; donde para cada a,b en [0, 1]
tenemos:

1-b
b—i—u, si 0<x<aq;
a
fab($>:
1—=
, si a<z<1
1—a

estudiaremos propiedades dinamicas de las funciones f,, con diferentes va-
riaciones de los puntos a y b ; de acuerdo a [1] realizaremos una clasificaciéon
de esta familia en funciones cadticas y no cadticas.

Escogimos esta familia de funciones porque a pesar de su sencillez apa-
rente, es de gran interés en la Teoria de Continuos, pues con construcciones
adecuadas es posible generar continuos con propiedades topolégicas muy in-
teresantes (continuos indescomponibles) que han sido de interés en la tltima
época.



Ademas, presentaremos un materia asequible a estudiantes de los prime-
ros semestres de Licenciatura en Matematicas para motivarlos al estudio de
los sistemas dindmicos discretos pues, como menciona Méndez en [2] " des-
graciadamente la mayoria de la literatura recomendable esté en inglés. Otro
problema es que mucho de los textos presentan material pensando que en los
ultimos niveles de Licenciatura o en Maestria ".



Capitulo 2

Preliminares

Pensemos en todos aquellos objetos que cambian su posiciéon cuando el
tiempo transcurre: los autos, los aviones, las personas, los animales, etc. Ca-
da uno de estos sucesos corresponde a un sistema dinamico, por esta razén,
es incuestionable la importancia de éstos. En los sistemas que estudiaremos
en este trabajo, los datos que obtenemos estan ordenados, sabemos cuadl es el
primero, cual es el segundo, etc. y de cada uno de ellos al siguiente transcurre
una unidad fija de tiempo. Esta caracteristica le agrega a nuestros sistemas
dindmicos el nombre de discretos.

El punto de vista que asumiremos para estudiar el movimiento, tiene co-
mo elemento central una funcién y sus iteraciones, definida sobre un espacio,
o conjunto, la cual a través de sus reglas de correspondencia nos muestra
como es el movimiento. Desde esta perspectiva cada funcién, cuyo dominio
y contradominio sea el conjunto J, induce un sistema dinamico; es decir, un
modelo del movimiento.

En resumen describimos los sistemas dindmicos discretos como una
funcion f : J — J que determina el comportamiento o evolucién de cada

elemento del conjunto J al avanzar el tiempo.

A continuacion daremos algunas definiciones de los conceptos més impor-
tantes, necesarios para el desarrollo de este escrito.

Observacién 2.1. Estudiaremos funciones continuas f : J — J donde J es



un intervalo de R. Ademas, la longitud de un intervalo .J la denotaremos por

/1.

Definicién 2.1. Sea f una funcién definida sobre J. Las iteraciones de f
son las funciones que obtenemos al componer f consigo misma:

fo=id, f=f' f*=fof, f°=fof* ..
En general para toda n>2, f*= fof"!

El objetivo de estudio de los sistemas dindamicos discretos es el compor-
tamiento de los puntos al pasar el tiempo, para esto es necesario formalizar
este concepto.

Definicién 2.2. Sea x un elemento de J, la orbita de x bajo f es la sucesién
X0, T1, X2, ..., Ty, ... definida mediante la regla

Tt = flx,), To=1T (2.0.1)

Notemos que

vz = f(x2) = f(

~
n veces

El comportamiento de las orbitas puede ser muy variado dependiendo
de la dinamica del sistema. La dinamica, aparece cuando consideramos cada
orbita como las distintas posiciones que va recorriendo un objeto al paso del
tiempo. En t = 0, tenemos la posicion inicial x, para ¢ = 1 la ubicacién de
x al paso de una unidad de tiempo es f(z), y asi sucesivamente. Cada x
en J da lugar a una 6rbita, es decir, a una secuencia de movimientos. Bajo
este punto de vista, estudiar las propiedades dindmicas inducidas por f es
estudiar el comportamiento de todas las orbitas posibles.

Comencemos a analizar una familia de funciones muy simples, de la forma

f(z) = azx donde o € R.



Ejemplo 2.0.1. Tomemos un caso particular f : R — R dada por f(z) = 2z
y calculemos algunas érbitas.

= La érbitade x =0es: 0,0,0,0,...

La orbitade x =1es: 1,2,4,8,...

La érbita de x = 2.5 es: 2.5,5,10,20,...

La 6rbita de x = 0.3 es: 0.3,0.6,1.2,2.4...
= La 6rbitade x = —1.4 es: —1.4,—2.8,—5.6, —11.2, ...

Podemos ver el comportamiento de las érbitas por medio de Diagramas
o Retrat

Figura 2.1: Retrato de fase

En f(x) = 2z el comportamiento es facil de explicar, lo que ocurre es que
se duplica el valor de cada término de la sucesiéon. Con este analisis pode-
mos concluir que si z # 0, tenemos que la orbita es infinita y no acotada.
Ademas si x = 0 su orbita es constante. Con lo que describimos totalmente
la dindmica del sistema.

De una manera general consideremos la funcién de la forma f(z) = az y
construir la sucesiéon zg = x, r,11 = f(z,), se puede probar por induccién
que

r, = f"(x0) = a"w,
entonces:

lim z,, = lim "2y = 2o lim o™.

n—oo n—oo n—oo



Pero el lim,,_,o, a™ es el limite de una progresiéon geométrica, y sabemos
que si |a| < 1, el limite serd cero. De este modo, si |a| < 1 tendremos
lim x, = z¢ lim o" = x( - 0.
n—oo n—oo
Ademas si @ > 1 cualquier valor inicial (diferente de cero) tiene una érbita

que se aleja de cero, y el comportamiento es bastante simple. Formalmente
podemos escribir:

limp—oof"(z) = 400 si x>0

limp—oof"(z) = —o0 si <0

Si a < —1 cualquier valor inicial (diferente de cero) tiene tiene una érbita
que se aleja de cero pero "dando saltos " cada vez mas grandes a izquierda
y derecha. Por ejemplo con @ = —2 asi f(z) = —2x, la 6rbita de x=1 es:
1,—-2,4,-8,16,—-32, ....

iG

L]
]
=
F-Y

Figura 2.2: Orbita de x=1

Asi, podemos concluir que a pesar que, en general, el conjunto de érbitas
es infinito, el sistema dindmico puede ser muy simple dependiendo de las
caracteristicas de la funcién, como veremos mas adelante.

A partir del ejemplo anterior mostraremos una manera geométrica de ob-
servar el comportamiento de una érbita de un sistema unidimensional (donde
la funcién esta definida sobre un subconjunto de R) a partir de la gréfica de
f. Para ello:

1. Empezamos en un punto p en el eje X

2. Nos movemos verticalmente hasta intersecar la grafica de f.



3. Nos movemos horizontalmente hasta intersecar la diagonal y = x.

4. Nos movemos verticalmente - hacia arriba o hacia abajo - hasta inter-
secar la grafica de f.

5. Se repiten los pasos 3 y 4 para generar nuevos puntos.

e

vl by b benaa |
prva v bev e by Byvaa |l
|||||||||||'.ﬁ||||||||||||
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R
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077020406608 1 0 05040608 1 O 02040408

Figura 2.3: Forma geométrica de observar el comportamiento de una 6rbita

Las siguientes definiciones y ejemplos nos ayudaran a formalizar los dife-
rentes comportamientos de las orbitas que podemos encontrar.

&)



Definicién 2.3. Sea f una funcién definida en J. Decimos que = € J es un
punto fijo de f si f(x) = .

Notemos que el tinico punto fijo de una funcién de la forma f(z) = ax es
x =0 (excepto si &« = 1 ). Graficamente, los puntos fijos de una funcién son
los puntos de corte de su grafica con la recta y = z.

Ejemplo 2.0.2. Sean J = [-1,1] y f: J — J dada por f(z) = V1 —a?
hallemos el punto fijo de f. Entonces resolvemos f(x) = z, luego v'1 — 2% = z,

1
por lo tanto x = \/; es el punto fijo de f. En la siguiente figura podemos

-1
observar la drbita de x =1 (color morado) y de = —= (color rojo).

V2

Y y=X

=
X v

1

. ) 1
Figura 2.4: Orbitade x =1y x = 7 en la grafica de f(z) =1 — 22

Calculemos algunas orbitas de f:
= La érbitadexr=1es: 1,0,1,0,...
= La érbitadex =0 es: 0,1,0,1,...

= La érbitade x =—1 es: —1,0,1,0,1,...

8



Lot érbita d 1 1 1 1
m Ladrbitader=——F+e€s: —, —, —...
V2 V2 V2 V2

En general tenemos que para todo x € J la érbita de x es:

v, f(2) =V1I—2?1-(1—2?) = [z], V1 - [z = f(2) 2], f(2),...

Por otra parte, realizando una composiciéon tenemos que, para cualquier
x € J y para todo n € Z — {0},

frx) = [zl y f7 (@) = fla),

lo que nos da una idea clara de la dinamica del sistema.

Ejemplo 2.0.3. Consideremos la siguiente funcién f definida en J = [0, 1]

1 bz . 1
-+ —, si 0< 2 < -
fay=4 6 30 T 2
2 — 2z, si §§x§1
Y y=X
1
1/6
= X
0 2/ 3 1

Figura 2.5: Gréfica de f(x)



Hallemos algunas érbitas de f:

L 1220 5 77 233 20 443
= Algunos puntos de la 6rbita de x = 0 son: 0’6’5’77’?7’@’@3’%’@7'”

1 7511358229 25 4
s Algunos puntos de la 6rbitadexr = — son: -, —, =, -, —, =, =, —, —, —

4 4712°673718°9°9°97 54’ 27727
4 3 22 2
= La érbi = — o= — = =, =
a orbita de x 5% es 55 10°3° 3’ 3

2
Podemos comprobar que f tiene un punto fijo x = —. La dindamica de un

sistema dindamico con esta funcion, no es tan simple como los ejemplos mos-
trados anteriormente y la estudiaremos a fondo en el siguiente capitulo.

Definicién 2.4. Decimos que un punto x € J, punto fijo de f, es atractor
de f si existe § > 0, tal que para todo xg en (z — d,x + ), xg € J se tiene
que

limy oo f"(20) = .

En otras palabras si existe una vecindad alrededor de z tal que las dérbitas
de los puntos en la vecindad convergen a x, entonces x es un atractor.

La definicién anterior equivale a pedir la existencia de un intervalo abierto
alrededor de x tal que todos los valores iniciales dentro de ese intervalo tengan
orbitas convergentes a x.

Definicién 2.5. Decimos que x € J, punto fijo de f, es un repulsor para
la funcién f, si existe 0 > 0 tal que para todo xg € (x — 6,2 + 9), © # xo,
xo € J existe un n € N (que depende de xg) tal que f"(xy) no pertenece a
(x — 6,2+ 0).

De la definicién anterior podemos decir que x € J, punto fijo de f, es un
repulsor para la funcién f, si existe una vecindad alrededor de z tal que las
orbitas eventualmente escapan de la vecindad.

Ejemplo 2.0.4. Sea f : R — R dada por f(z) = 0,8z

10
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Figura 2.6: Orbita de x =0.6, x =-0.7, 2 =0.3

La figura 2.6 nos muestra las érbitas en f(z) =0.8x de x =0.6 (de color
naranja), de z = —0.7 (de color gris), de x = 0.3 (de color marrén). Notamos
que estas Orbitas tienden a cero. Ademas podemos decir que si x = 0 es
un atractor para f(x) = 0.8z, ya que, si tomamos un § = 0,1 para todo
x € (-0.1, 0.1) tenemos que

lim f"(z) =« lim (0,8)" = 0.

n—oo n—oo

De manera similar podemos decir que z = 0 es un repulsor para f(z) = 2z.

Ejemplo 2.0.5. Tomemos f(x) = x cuyo comportamiento es bastante sim-
ple, todo nimero es un punto fijo y por tanto todas las érbitas son constantes.

La orbita de 3 sera 3,3,3,....

Sin embargo, en este caso no tenemos ni atractores ni repulsores. Aunque 3
es un punto fijo, no podemos encontrar un intervalo abierto alrededor de 3
cuyos elementos tengan orbitas convergentes a 3. Si tomamos x=2.8 tenemos
que 2.8 € (2.5,3.5) pero su 6rbita no converge a 3 (ya que la érbita converge
a 2.8).

Una herramienta 1util para clasificar los puntos fijos es el siguiente teore-
ma.

Teorema 2.0.1. Sea f : J — J una funcién de clase C' en J, es decir
la derivada de f, que denotaremos f', existe y es continua en todo J. Sea
xo € J un punto fijo de f.

11



w Si|f'(z0)| < 1 entonces xy es un punto fijo atractor.

w Si|f'(x0)] > 1 entonces xy es un punto fijo repulsor.
Demostracion. Supongamos que para oy tenemos

f(xo) =m0 v |f'(z0)] <1.

Sea M tal que |f'(z¢)] < M < 1. Como f’ es una funcién continua, existe
d > 0 tal que para todo x € (zg — J,z9 + ) se tiene |f'(x)| < M.

Mostraremos ahora que todas las orbitas de los puntos que forman este
intervalo abierto (xg — §, 2o + d) son atraidas a xg. Sea x en (xg — d, 29 + 9),
x # xg, por el teorema del valor medio existe ¢, un punto en el intervalo
(x0, ) o en el intervalo (z, o), tal que

|f () = flzo)| = |f ()l — o]
Como ¢ € (zg — d,z0 + 0), tenemos | f'(c)| < M. De aqui que
|f(z) = fzo)| < Mz — xo]
Recordando que f(zg) = z, tenemos
|[f(z) = x| < M|z — .

Como M < 1 tenemos que la distancia de f(z) a z es menor que la distancia
de = a zg. Por lo tanto f(z) € (z9 — 0,29 + ¢). Esto nos permite aplicar el
procedimiento que seguimos para x, ahora al punto f(z), si f(z) # xo. Al
hacerlo obtenemos

|f(f(@)] < M|f(x) — xo| < M|z — x|
es decir
|f2(x) — @o| < M?|z — ).

Siguiendo este camino obtenemos que para todo n € N se cumple la siguiente
desigualdad
[f"(x) = xo| < M|z — ol

Como 0 < M < 1, sabemos que el lim,,_,, M"™ = 0. Esta informacién junto
con la ultima desigualdad nos da el siguiente resultado:
Para todo x € (xg — 0,9 + d), se tiene que

lim f"(z) = xo.

12



Por lo tanto x( es un punto fijo atractor.

Veamos el otro caso, |f'(zo)] > 1. Sea M tal que: |f'(zo)] > M > 1.
Procediendo de manera analoga al caso anterior existe > 0 tal que para
todo = € (zg — 0,29 + J), se tiene |f'(x)] > M. Sea z € (xg — 0,9 + 9),
T # xo, tenemos nuevamente que existe un c tal que

|[f (@) = flzo)| = [f(e)|lx — o,
con ¢ € (xg — §,x9 + d), por lo tanto

|f(z) — zo| > M|z — 20

Si f(x) € (xg — 0,0 + §), podemos aplicar nuestro procedimiento otra vez
obtenemos:

|f(f(2)) = x| > M|f(x) = xo| > M?|z — wo].
Asi mientras f"(z) se mantenga en ese intervalo
" () — @o| > M"|z — zol.
Como M > 1 entonces
lim, (o M" =00 y |x—20|>0
Esto implica la existencia de n € N tal que:
/" (@) = @o| > 6.

De esta ultima desigualdad se sigue que para n el punto f"(x) ya no perte-
nece al intervalo (zg — d, 2 + 0), asi xo es repulsor. Con esto finalizamos la
demostracion del teorema. O]

Del teorema anterior podemos afirmar que zy € J, z¢ un punto fijo atrac-
tor de f, existe una vecindad en J que contiene a xg, tal que para todo x que
pertenece a la vecindad el 1im,, .., f"(z) = xo. Luego hay un intervalo (p, q)
tal que xg € (p,q) y las érbitas de los puntos en (p, q) converge a xy. Para
|f'(z0)] > 1 existe también el intervalo (¢, d) tal que xy € (¢, d), pero en este
caso las orbitas se alejan de xg.

Notemos que el teorema no dice nada acerca de |f'(zg)| = 1, y en este
caso puede ser atractor, repulsor o ninguno de ambos.

13



Ejemplo 2.0.6. Sea f : R — R dada por f(z) = az, donde o € R, sabemos
que el tnico punto fijo de f es xg = 0. Tenemos que f'(x) = «, ayudados
del teorema anterior podemos afirmar que xg = 0 es un punto fijo repulsor
cuando |a| > 1, y que o = 0 es un punto fijo atractor cuando |o| > 1.
Cuando |a| = 1 entonces:

= Si a =1 todo punto es punto fijo que no es ni atractor ni repulsor.
= Si o = —1 el tnico punto fijo es £y = 0 y no es atractor ni repulsor.

Notemos que « es la pendiente de la recta y = ax, que es la derivada en
todos sus puntos.

Ejemplo 2.0.7. Consideremos el intervalo J = [0, 00) y la funcién f : J — J

dada por f(z) = /x.

f(x) §r7r
pd)

o——o——+ —+ | % ot
[0.1 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5 1.8

X
Figura 2.7: Orbitas de puntos " cercanos " al punto fijo
Para encontrar los puntos fijos resolvemos la ecuacién f(x) = x, \/zr = .

Es facil ver que las tinicas soluciones son x = 0y = 1 asi éstos son los dos
unicos puntos fijos.

En la figura 2.7 observamos la érbita en f de x = 0,1 (de color gris), de
x = 0,3 (de color marrén),de x = 0,6 (de color naranjado),de x = 0,9 (de
color verde),de z = 1,2 (de color rosado), z = 1,5 (de color morado), z = 1,8
(de color azul oscuro).
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1
, tenemos que f'(1) = 3 Por lo tanto = 1 es un

1
Como f'(z) = —=
punto fijo atractor. En z = 0 la derivada no esta definida y nuestro método

enmudece. Sin embargo, este punto fijo tiene toda la apariencia de ser un
repulsor.

Ejemplo 2.0.8. Sea f : R — R dada por f(z) = —z. La figura 2.8 nos
muestra orbitas de diferentes puntos en f.

f(x) oy J=x

—— > X

Figura 2.8: Orbitade =1, 2 =2, 2 =3

Tenemos que la érbita de x =2 en f es 2, -2, 2, -2, 2, .... Podemos decir
que esta oOrbita se vuelve periodica.

Definicién 2.6. Un punto = es periddico si existe un entero positivo r tal
que

ff(xy=x y fYz)#x para 0<t<r
El entero r se conoce como el periodo de z.

Denotaremos por Per( f) al conjunto de todos los puntos periédicos.Notemos
que todo punto fijo es punto periédico con periodo igual a 1.
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En el ejemplo anterior, x =0.6 un punto de periodo 2 ya que existe un
entero r = 2 tal que 0.6= f2( 0.6 ) = f(f(0,6)) y 0.6# f(0.6). En este
ejemplo todo = # 0 es periddico de periodo 2 y z = 0 es periddico de periodo
1 (punto fijo).

Definicién 2.7. Si x es un punto periédico, diremos que x tiene un orbita
periodica.

Ejemplo 2.0.9. Sea f : R — R dada por f(z) = a — x donde a € R.
Podemos comprobar que:

= f tiene un punto fijo x = %.
» Per(f) =R, porque f3(z) = f(a —2z)=a— (« — 1) = .

c . ;. . . 04
En resumen la dindmica generada por f es asi: solo tiene un punto fijo x = 7

o
todos los puntos en R — {=} son puntos periédicos de periodo 2. Esto nos

da una descripcién del sistema dinamico discreto a que da lugar f.

Una definicién clave en el presente trabajo es el Caos. El surgimiento de
la teoria de caos data del ano 1,963 cuando Edward Lorenz, meteorélogo
M.LT. (Massachusetts Institute of Technology) diera a conocer un curioso
modelo climético que posteriormente fascinaria a muchos fisicos por su ex-
trano comportamiento. Lorenz trabajaba en la prediccién del clima utilizando
un sistema de 12 ecuaciones no lineales en su computadora.

En una ocasion quiso ver unos resultados que habia obtenido e introdujo
los datos iniciales en su computador para que éste resolviera y encontrara
el resultado nuevamente, pero sélo uso tres cifras decimales en lugar de seis
como eran inicialmente, pensando que la diferencia de los datos no alteraria
mucho el resultado. Sin embargo, noté que estas diferencias incidian enorme-
mente los resultados. Asi, Edward estaba ante el caos y no podia predecir el
tiempo a largo plazo. Con esta situacion llegé a la conclusién que las mismas
causas no siguen los mismos efectos pues a partir de su descubrimiento se
demostraba todo lo contrario, condiciones iniciales muy parecidas entrega-
ban a la larga resultados totalmente diferentes. Esto es lo que llamé Lorenz
Dependencias sensitivas de condiciones iniciales y una manera atractiva de
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explicarlo fue con el siguiente comentario: "puede una mariposa que agita
sus alas en Brasil provocar un tornado en Texas ".

Lo mas sorprendente de lo descubierto fue cuando al graficar los resulta-
dos del experimento presentaban un comportamiento en general organizado,
es decir, con cierto orden pero sin ser predecible. Era una superficie llena de
pliegues, los pliegues a su vez con méas pliegues y asi hasta el infinito, una
figura autosemejante (como un fractal) que fue llamada Atractor de Lorenz.

No obstante las raices profundas del caos son anteriores a aquella fecha
como asi lo prueba el que hayan sido desenterrados del olvido trabajos ma-
temaéaticos importantes como los de Poincare, Liapounov o Julia. Aunque no
hay un consenso general acerca de una definicién estricta de caos, una de las
mas aceptadas y conocidas para sistemas discretos es la de Robert Devaney,
la cual enunciaremos a continuacion.

Definicién 2.8. Una funcién f desde un subconjunto infinito S de [0,1] a
sl mismo es cadtica si:

1. Es sensible a las condiciones iniciales: si existe € > 0 tal que para
todo z en Sy para todo § > 0 existe un n € N y un punto y € S tales

que |z —y| <oy [f*(x) = ["(y)] > e

2. Es topolégicamente transitiva: si U y V son intervalos abiertos,
cada uno de los cuales contiene un punto en S, hay un n > 0 tal que
fMUns) y VNS tienen un punto en comun.

3. Los puntos periédicos son densos en S: si U es un intervalo abierto
que contiene puntos de S, entonces contiene un punto periédico en S
En tal caso se dice que el sistema es dindmico es {5, f} es cadtico.

Aunque la definicién tradicional de caos de Devaney incluye el criterio
de la sensibilidad a las condiciones iniciales en On Devaney s Definition of
Chaos demuestra que el criterio de la sensibilidad a las condiciones iniciales
es consecuencia de 1) y 2).

Cuando una funcién es sensible a las condiciones iniciales las orbitas de
dos puntos que inician en posiciones muy cercanas en algin momento se se-
paran mas que e.
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Que f sea topolégicamente transitiva significa que dados dos intervalos
abiertos U y V' con suficientes iteraciones de U bajo f se llegard a puntos de
V', esto quiere decir que aplicando f cierto nimero de veces a los puntos de
cualquier intervalo, se llegard a cualquier otro intervalo.

Cuando los puntos periédicos son densos dado cualquier intervalo (por
pequeno que sea) se puede encontrar puntos periédicos, con cierta regulari-

dad.
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Capitulo 3

Presentacion de la familia

La cantidad de sistemas dinamicos discretos posibles, atin solo para fun-
ciones definidas en intervalos de R es enorme. De hecho existen muchisimas
funciones que todavia aguardan un estudio mas profundo, algunas presentan
dinamicas simples. Por ejemplo las que tienen un tnico punto fijo atractor
y todas las demas orbitas convergen hacia él, y asi podriamos seguir nuestra
lista de funciones y dinamicas sencillas. Sin embargo, queremos estudiar una
familia de funciones que exhibe una variedad sorprendente de dinamicas, las
cuales iremos mostrando. Con base en la definiciéon de Caos planteada por
Devaney en Introduction to Chaotic Dynamical System realizaremos una cla-
sificacién de esta familia en funciones cadticas y no cadticas.

Nuestro objeto de estudio es la familia de funciones continuas sobreyec-
tivas fu : [0,1] — [0, 1], donde para cada 0 <a <1y 0<b <1 tenemos:

1—-0b
b—l—g, si 0<x<aq;
a
fan(z) =
1—=2 .
, si a<x<l1
1—a

La gréfica consiste en dos segmentos de lineas rectas extendidas de (0, b)
a (a,1) y de (a,1) a (1,0) como ilustramos en la figura 3.1

Observacion 3.1. A lo largo de este trabajo I representard el intervalo [0, 1].

19



Y y=X

AVAN

/N

AV

> X

0 a c m 1
Figura 3.1: Grafica de f cona =04y b=0,3
Para iniciar el estudio del sistema dindmico que induce f con 0 < a < 1

y 0 < b <1 encontremos los puntos fijos de f:

= En [0, a] cuando b = 0 tenemos que x = 0 es un punto fijo de f.
» En [a,1] encontramos un punto fijo de f que denotaremos con c,

1—
asi ¢ = f(c) = 1 ‘ Ademas, el valor absoluto de la pendiente de
—a

la recta a la derecha de z es 1

> 1 por lo tanto el punto fijo es

un repulsor, lo cual significa intuitivamente que los puntos cercanos al
punto fijo bajo la funciéon a medida que iteramos con f se alejan del
punto fijo c.

A continuacién presentaremos aspectos basicos de f,;, que nos seran de
gran utilidad.

Proposicién 3.0.1. Sea f € F o entonces f es creciente en [0, a

Demostracion. Tomemos x1 < xo tal que 1 y o pertenecen a [0, al. En-
tonces

1-0b 1-5b
f(wl):b—"( )$1 y f(%)zb"‘%xz
Tenemos que x; < x9 ademés 0 < a y b < 1 entonces f(z1) < f(z3) . Por
lo tanto f es creciente en [0, a]. O
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Proposicién 3.0.2. Sea f € F 4 entonces f es decreciente en [a, 1]

Demostracion. Sea xq < xs tal que 1, 9 pertenecen a [a, 1]. Por consiguiente

1— _

flxy) = . o vy flzo) = , 2 De r1 < T3y a < 1 tenemos que
—a —a

1 —x > 1— 29, luego f(x1) > f(x2). Por lo que concluimos que f es

decreciente en [a, 1]. O

Observaciéon 3.2. En el presente trabajo, J y M representan intervalos
cerrados. Como nuestra funcién es continua, las imagenes de J son intervalos
cerrados.

Proposicién 3.0.3. Sea J un intervalo tal que J C |a, 1], entonces
1
S| =——J > |J|
(D= 1] > ]|

Demostracion. Sea J =[e,d] C |a,1] donde e, de€R y e<d, luego:
l1—e 1—-d

De la proposicién 3.0.2 se tiene que f es decreciente en [a, 1] asi f(e) > f(d),

por lo cual f(J) = [f(d), f(e)]. Como |J| = |e — d| hallemos |f(J)| asi:

P = 5, £ = 1£(e) - fid)] = [==< = 24— 2= = VL

l—a 1-—a l1—a 1—a

Recordemos que 1 > a > 0 tenemos que 1 < 1

J
aue [£()] = 17 > 1

, con lo que concluimos
a

]

La proposicién anterior nos dice que si tomamos un intervalo abierto en

la, 1] y aplicamos f, la longitud de este intervalo aumenta en un factor
—a

De la misma manera es inmediata la prueba de la siguiente proposicion que
serd de gran utilidad més adelante.

Proposicién 3.0.4. Sea J C [a,1] y f(J) C [a, 1], entonces

PO = =l
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La siguiente proposicion nos permiten establecer una caracteristica del
comportamiento cuando f es cadtica.

Proposicion 3.0.5. Si f es cadtica entonces f no tiene puntos periodicos
atractores.

Demostracion. Supongamos existe z € J , tal que x es atractor. Entonces
existe € > 0 tal que para todo y que pertenezca a (r —€,x +€) tenemos
que

lim f"(y) = =z,

n—oo

luego si tomamos U = (z — €, 2 + €) — {z} éste es un abierto no vacio de J
que no contiene puntos periédicos, luego Per(f) no es un subconjunto denso
de J y f no es cadtica. Contradiccion, luego si f es cadtica entonces no tiene
puntos periédicos atractores. O

Armados con las proposiciones, definiciones y ejemplos dados en el capitu-
1

2—a
y sea m € |[a, 1] tal que f(m) = a entonces m = 1 — a + a? , clasificaremos
la dindamica de las funciones en la familia tomando subfamilias de funciones
que tienen dinamica similar y pueden ser analizadas por medio de la misma
estrategia general. Estas subfamilias son (ver la figura 3.2):

lo anterior y en esta seccién, y teniendo en cuenta el punto fijo ¢ =

2.b=m

3.b<c ademds b<l—a 6 b>1—a y b>a
4. c<b<m

50 1—a<b<a

En los siguientes capitulos entraremos a formalizar cada uno de estos
casos, para clasificarlos segiin sus dinamicas.
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-

[ Jbem

[ Jb=<cademasb=1-a v b=a

|:|1—aib5 a
|:||::5b"~i 111

|:| b<c ademas b<1l-a

Figura 3.2: Subfamilia de funciones en el espacio (a,b)
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Capitulo 4

Dinamicas no caodticas

Para iniciar con nuestro estudio sobre las propiedades dindamicas de F .,
tomaremos la regién dada por b > ¢, (lo que implica que el punto de corte con
el eje Y, es decir b es mayor que el punto fijo) y analizaremos las subfamilias
para las cuales:

b>m, b=myc<b<m.

4.1. b>m

o

L
a

Figura 4.1: Regién con b > 1 — a + a?

La region definida por b > m es la coloreada en la figura 4.1 . La signifi-
cancia de esta desigualdad resulta de f(m) = a.
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Con esta ilustracion consideremos el siguiente caso en particular. Sea

= — not =1 t b=—->—-=m. Asi
a 3 notamos que m 9’ uego tomemos 5~ 9 m. Asi,
5+1 0 < <1
-+ -z, st T < =
6 27 - 3
flz) =
3—3z o1
, st —<zx<1
2 3
Y y=X
1

-\
\
| EZEA

0 a C m 1
Figura 4.2: Gréfica de f,, con a =

> X

5
h="2
Y776

Wl

De la figura 4.2 podemos decir que:

1 1
= En el intervalo [0, §] la gréfica de f siempre estd por encima de a = 3

17
. f([§’ 5]) estd por encima de a porque

. f([g, 1]) esta por debajo de a porque

7 1

f(lm, 1)) = f(lg, 1) = 10, 5] = [0, ]
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De lo anterior se tiene que:

(1 3z 0< <1
1 1 si <z 3
-3 9z 1 7
2
o < _
Play:y 47 s g<a<g
B_?)_x si z<ac<1
. 12 4’ 9~ =

En la figura 4.3 observamos que f? tiene dos puntos periédicos de periodo
dos, uno en [0,a] y el otro en [m, 1]. Para hallarlos resolvemos f?(z) = z.
Y y=X

f(b)

0 a c m 1

Figura 4.3: Gréafica de f% con a =

3x o1 3x
,asi — — — =1,

1
4 4 4 4

1
por lo tanto x = - € [0,a] es un punto periédico de f con periodo 2. De

Teniendo en cuenta que f? en [0,a] es f?(z) =

manera similar encontramos el otro punto periddico de f de periodo dos

19
rT=—€|m,l].
51 € [my1]

Las figuras 4.4, 4.5 nos muestran f2 y f%, donde se puede observar que
no aparecen nuevos puntos periédicos. Este analisis tal vez apresurado nos
lleva a conjeturar que f no tiene puntos de otros periodos, luego f en este
caso no serfa cadtica.

A continuaciéon enunciaremos unas proposiciones que nos llevaran a for-
malizar esta idea.
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Y y=X

f(b) / \
v > X
0 a c m 1
: , 5 1 5
Figura 4.4: Gréfica de f;, con a = 3y b= 6
Y y=X
N
l N
b V/
Cc
a %
f(b) / /
\/ > X
0 a c m 1
. , . 1 5
Figura 4.5: Gréfica de f;, con a = 3y b= 8
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Proposicién 4.1.1. Sea b >m entonces f([0,a] C [b,1] & [m, 1]

Demostracion. Como m = 1 — a + a® tenemos que f(0) = by f(a) =
Asi, f([0,a]) C [b,1]. Ademds b > m, entonces [b,1] & [m, 1]; por lo que
concluimos que f([0,a]) C [b,1] & [m, 1]. O

Proposicién 4.1.2. Sea b > m. f*([0,a]) & [0, a

1-b
Demostracion. De b > m tenemos que a > 1 = f(b). Ahora hallemos

f20) y f*(a)

F2(0) = f(f(0)) = f(b) >0
fa) = [f(f(a))=f(1)=0

Se tiene que f?(0) > f?(a) porque f? es decreciente en [0,a], por lo tanto
F2(10,a]) € [f*(a), £2(0)] = [0, ()]

Ademsds f(b) < a,luego [0, f(b)] S [0,a], por lo cual concluimos que f2([0, a]) €
[0, f(0)] & [0, a]. O

La siguiente proposicién nos muestra que f es una contraccién en [0, a]

Proposiciéon 4.1.3. Sea b > m. Sea J un intervalo tal que J C [0,a],

2

entonces | f2(J)]| = /(0 )|J| <|J|.

Demostracion. Tomemos J = [p,q] C [0,a] con p < ¢. Sabemos que f es
creciente en [0, a] entonces f(p) < f(q). Ademés f[p, q] C [b, 1] ya que [p,q] C

0,a]. Ast f(J) = f(lp,ql) = [f(p). f(@)] € [b,1] y f*(qa) < f*(p) por ser

f? decreciente en [b, 1] luego,

F2(J) = fA(lp.a) = [f*(a), £*(p)] (4.1.1)
Hallemos f2(q) y f*(p). De [p,q] C[0,a] tenemos que
flay=b+ 0y gy =y LE0R
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Como b < ay f(J) C [b,1] entonces

1-b
b 1- o+ a)q>_a—ab—<1—b>q_(1—b><a—q>
o) = l—a B (1 —-a)a ~ a(l—a)
1—b
2y 1- o+ a)p>_a—ab—<1—b>p_<1—b><a—p>
Fe) = l—a B (1—a)a ~ a(l—a)

Por lo tanto

a—ab—(1—=bp a—ab— (1 —-0)p

P =1a), ()] = | J

a(l —a) ’ a(l —a)
luego |f2(J)| = % (por ser p < q).
Por otra parte f2(0) = f(b) = % y |J| = q— p, de manera que
_(1=b)(g—p) _ /]
PO = 2D gl
Como b >1—a—a? setiene que a > f(b) = f(0). Asi fQC(L()) < 1.

De lo anterior concluimos que

2= 2Oy

O

La siguiente proposiciéon nos mostrara la existencia de un punto periédico
en este caso particular cuando b > m.

Proposicién 4.1.4. Sea b > m. Eziste un xq € [0,a] tal que f?(xq) = 0.

Demostracion. Como z € [0,al, entonces f(x) € [b,1] C [a, 1], pues

fa) = b+ B2

—b)x
T 1—(b+( a) ) a(l—b) - (1-b
Jla) = l—a a(l —a)
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Hallemos el punto para el cual f*(zq) = .
2 _ (a—x)(1-0)
fao) = a(l —a)

a(l —b)
a(l—a)+(1-0)
Ahora mostremos que zy es mayor que cero y menor que a. Partiendo de
0<a<l y 0<b<1, tenemosquea>a*1—-b>0 y 1—a>0por
lo tanto

=1x9, de modo que xy=

B a(l —b)
N diar-y =

Ademas

a+(1—=0b) > a*+(1-0b)
a+(1—=b)—a> > (1-0)
ala+(1—-b)—a*) > a(l—0)
a(l —b)

R R A S

Por lo anterior concluimos que existe un xy € [0, a] tal que

a(l —b)
l—a)+(1-0)

$0:f<x0) = CL(

]

En realidad, de la proposicién 4.1.2 es inmediato garantizar que existe
un punto fijo ¥y para f% en [0,al, pero querfamos mostrar exactamente el
valor del punto.

Tenemos que x( es un punto periddico de periodo 2, y puesto que el valor
absoluto de la pendiente de f? en [0,a] es menor que 1, entonces zy es un
punto peridédico atractor, lo que significa que la érbita de cada punto cercano
a x¢ por medio de f? se aproxima al punto periédico de periodo dos.

Proposicién 4.1.5. Sib > m. Sea z € [0,a] z # zo ( xo : punto periddico
de periodo 2) , entonces z no es periédico.
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Demostracion. Sea z € [0,a], entonces f(z) € [b,1] C [m,1], por ser
b>m, asi:

f(z) € b 1], f*(z) €10,d]
f3(z) € [b,1], f4(z) € 10,d]
£ e [ 1] 2 € [0,4]

Supongamos que z es un punto periddico, luego existe un p € N tal que

fP(z) =z

Si zg < z, entonces z € [z, z|. Sea J un intervalo tal que

J =[x, 2] C[0,d],

- 2 _ f20)]J]
por la proposicién 4.1.3 tenemos que | f?([xg, 2])| = =———— < |J|, tome-
a
2
0
mos k = () entonces | f?([zo, 2])| = k|J| < |J], luego
a

[ ([0, 2]) = [F*(w0) = F1(2)| < EI(f*(2) = f*(w0))| < K*|(2 — 0)|-

En general 0 < |f"(zo) — f2"(2)| < k™|z — x|
Por lo anterior 0 < lim,, .o, |f?"(2) — x| < lim, .o Kk"|(2z — 0)|; como
0 < k < 1 entonces lim, ., £"|(z) — x| = 0 por lo tanto

lim |f2”(z) — x| =0,

n—oo

luego lim,, ... f?"(z) = @, con lo que concluimos que si z es periédico
z = x¢ lo que contradice la hipotesis. Il

El siguiente lema muestra la primera conclusiéon importante sobre la fa-
milia F b

Lema 4.1.1. Si b > m entonces f no es cadtica.

Demostracion. De la anterior proposiciéon tenemos que Per(f)N[0,a] = {zo},
entonces Per(f) no es un conjunto denso de [0, 1] y fap no es cadtica. O
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4.2. b=m

La condicién b = m = 1 — a + a? define el limite inferior de la regién que
estamos considerando en esta seccidn.

7
Al igual que la seccién anterior tomemos un caso particular. Sea b = gY
1 1 1 7
a:§,y1—a+a2:1—§+§=§:bhallemosf.
! + 2 L 0<z < L
g 3% st 0sa<y
flx) =
L L P
- <z
2 ) S 3 — —
Y y=X
1
n=b \
c
> X
0 a c m 1

1 3
Calculando el punto fijo ¢ = 5 =% En la grafica de f (ver figura 4.6)
—a

observamos que

1 7 1
» siz e |0, 5] entonces f(z) € [5,1] C [g,l],
17 1
" siz € [5’ §] entonces f () € [g, 1],
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7 1
»size [5, 1] entonces f(x) € [0, §]
En general para todo 0 < a <1y 0 <b<1 tal que b =m tenemos que si

x € [0,a], f(z) € [b,1] C [a, 1], si z € [a,b] = [a, m] por lo tanto f(z) € [a, 1],

si z € [b, 1] = [m, 1] entonces f(z) € [0, al]. De lo anterior tenemos que :
(1 1 0<zr< L
——x si T < =
3 ) —_ 37
-3 9z 1 7
2 :
Y G il - < L
fi(x) 4—}—4, si 3_m<9,
16 ’ <zr<l1
_— 1 —
. 9 ot > 9 — =
Y y=X
Vi
1
b /
: /
f(b)=a /
=X
0 a cC nrb 1
Figura 4.7: Grafica de f2 con a = % y b= g

1 1
En la grifica de f? (figura 4.7) observamos que f*(]0, §]) = [0, §]’ ademéds

notamos que f? tiene dos puntos periédicos de periodo dos; esos puntos

1
sOI: & = 2, ¥ T = g Al graficar f3 (ver figura 4.8)no encontramos puntos

de periodo tres, ademas la grifica de f* (ver figura 4.9 ) nos muestra que
exceptuando los dos puntos fijos de periodo dos, todos los puntos en [0,a] y
en [b, 1] , son de periodo cuatro. Con lo que resumiriamos la dindmica de f.
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A
1
b
c \/
f(b)=a /\
> X
0 a c m 1
1
Figura 4.8: Grafica de f3, con a = 3y b=
Y y=X
N
1
b A
c 4
a %
> X
0 a c m 1
. 1
Figura 4.9: Gréfica de f;*b cona=zy b=
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1 1

Por otra parte tomemos U = (0, 6) c [0, g], entonces
1 7 1 1

Z -1 2(0. = z

FO.DC 0 € b

1 7 1 1

3 - -1 4 - -

Se puede probar que

1 1 7

gyl vy gl

3] 9’1]'

1 1
Luego U N [0,1] = (0,6) a su vez f"(UNI0,1]) = [0, 6] si n es impar y

1 1
MU nio,1)) = o, 5] si n es par. Tomando el intervalo abierto V = (5’ g)
1
tenemos que VN[0, 1] = ( Z), con lo que podemos concluir que f"(UNJ0, 1})

379
y V' N [0,1] no tienen punto en comin, por lo tanto f no es topolégicamente
transitiva. En este caso particular f no es cadtica porque no es transitiva-

mente topoldgica.

A continuacién presentaremos unas proposiciones que nos permiten ana-
lizar la subfamilia de funciones cuando b = m.

Proposicién 4.2.1. Sea b = m. Para todo x € [0,a] entonces

2((0,a]) = [0,q]
Demostracion. f2([0,a]) = [f*(a), f2(0)] porque f? es decreciente en [0,a],
ademas f2(0) = f(f(0)) = f(b) = f(m) = ay f*(a) = f(f(a)) = f(1) =0,
luego f2([0,a]) = [f*(a), f*(0)] = [0, a]. O

Las siguientes proposiciones nos permiten demostrar que si b = m, hay
un punto xy € [0, a] de periodo dos que no es atractor y que todo punto en
[0, a] U [b, 1] exceptuando zg tiene periodo 4.

Proposiciéon 4.2.2. Si b= m. Sea z € [0,a] entonces f*(x) =a —x
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Demostracion. Para todo z € [0,a] tenemos f(z) = b+ z, luego,

f(z) € [f(0), f(a)] por ser f creciente en [0,a]. Ademds f((C)L) =b vy
f(a) =1, por lo tanto f(z) € [b,1] =[1 — a + @?, 1], como

f(x):b+1;b€[1—a+a2,1]g[a,l].
(1-0b)x
L=+ ") 4 ab—(1-ba —b)(a—=x
Entonces f?(z) = 1_aa = bl_(cll e _ 1 a(?(—a) )
Ademds 1 — b =a(l —a), as{ f3(z) = (1-a —a(al%—_a:)))(a—x) =a—z O

Proposicién 4.2.3. Si b= m existe un xy € [0, a] tal que
f2($130) = To

Demostracién. Hallemos zy tal que f*(zy) = zg, luego a — ry = zg, por

a
tanto xg = 5 Ademas xg > 0 porque a > 0y xg < a ya que a < 2a, de

: . a
modo que podemos concluir que existe un y solo un xy = 3 € [0, a] tal que
f2 (.1'0) = X2y. O

Proposicién 4.2.4. Si b= m existe un x € [b, 1] tal que
fA (o) = o

Demostracién. Calculemos xo tal que f?(zo) = xg, asi zg = b+ 1 — o,

b+1 b+1 b+ 1
entonces ry = % Por otra parte como b < 1 luego + <ly vl > b.

2
. . b+1
De lo anterior tenemos que existe un y solo un xy = 5 € [b,1] tal que

f2(.1'0) = Xg. ]

Proposicién 4.2.5. Sea b=m, si z € [0,a]J[b,1], entonces f*(x) ==z

Demostracion. Si x € [0, a] de la proposicién 4.2.2 tenemos que

f?(x) =a—x, luego f* = f3(f*(x)) = x.
1—=x

Por otra parte, si b = m luego f(z) = T
—a

, por consiguiente
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1-b1—2x

2(x) = = 1—
f) € 0.a] ) =+ 0T 1,
1—b+1-
ademis f2(2) € 1] v f) =+ = pues ) € f0,a
—a

1—0-b

Fa)=bt — b —bta =
—a

De all{ tenemos que para todo x € [b,1] f4(z) ==

y

]

De las proposiciones anteriores tenemos que exceptuando los dos puntos
de periodo dos todo z € [0,a] U [b, 1] es de periodo cuatro.

Proposicién 4.2.6. Sea b=m y J = [e,d] C [0,a]. Para todo n € N

Demostracidn. Sea [e,d] C [0,a], luego f([e,d]) C [b,1], f*([e,d])
3(le,d]) C [b,1], f4([e,d]) C [0,a]. En general sin € N f?"[e, f]
e, f] C [b, 1], por lo tanto para todo n € N tenemos que f"[e, d]N(a, b)

¢

fn[evd} N (a7b> =¢

[O,G/],

C
C [0, d

De la proposicién anterior tenemos que f no es topolégicamente transitiva
por lo tanto f no es cadtica.

4.3. c<b<fr|/:2

&

Figura 4.10: Regién conc<b<1l—a+a
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Recordemos que ¢ es punto fijo y que m = 1 — a + a® luego f(m) = a.

Ademds como a < ¢y ¢ <b<m entonces f(b) = —— > a.
a
L, : 1 1 2
Para abordar esta region consideremos a = 3 luego ¢ = 5 =3 y
—a
m=1—-a+a*=1 1—1—1—3 or lo tanto tomemos b = ! asi:
- Ty Tyt 100t
7 +3 << 1
— + -z, st r < =
10 57 - 2’
flz) = X
2 — 2z, st §§x§1
Y y=X
1
. \\
ey X
: /N
> X
0 & cm 1
. , 1 7
Figura 4.11: Gréfica de fq cona:§ybzﬁ

En la gréafica anterior observamos que

e F([0.0]) = £(10. 3 = [, 1 = 0.1] € o, 1],
e fllam]) = (53D = (51 = (fa.1)
e F(lm, 1) = £ 1) =10 5] = £(0.a)
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Teniendo en cuenta lo anterior hallemos f?

(3 Oz L 0< g < 1
- — — si T < =;
5 57 - 2’
1 3
) =244z, si —<z<Z;
2 4
E_ﬁ_x si §<3:<1
L 10 5’ 4 — =
Y y=X
N
1
b /
C 14
K
a
> X
0 a cm 1
Figura 4.12: Gréfica de f2 cona:%yb:%
c . 19
Los puntos periédicos de periodo 2 son z = I y x= 59"
Se tiene que
7 7
0 —, 1
7 3
2
0,—) = (0,=
£ = 0.%)
7 7 7 7
3 2
_— — _— — _— _— 1
PO05) = FUP0,56)) = £(0,55) € [, 1]
7 7 7 3
4 3
0,—) = 0, — —, 1 0,=
710, 55) = JUA0.55) € f(l D) € [0, 2]
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En general podemos probar que

7 3 7 7
2n 0. — 0.= 2n+1 0. — — 1.
: . . 7 3 7
Si tomamos U y V intervalos abiertos tal que U = (0, E) y V= (5, E)’
7 3
1] = (0, -~ 1] = (2, %) A
tenemos que U N [0, 1] (0, 10) y Vnlo01] (5, 10) su vez

1] si n es impar a

3
f™unijo,1]) c [o, 5] sinespary fA(UNJ0,1]) C [E,
suvez VNI[0,1] = (3 ! —), con lo que podemos concluir que f™(U N[0,1]) y

5710
V' N[0, 1] no tienen puntos en comun, por lo tanto f no es topoldgicamente

transitiva.

Las siguientes proposiciones nos ayudan a formalizar nuestro analisis.

Proposicién 4.3.1. Sea ¢ < b < m entonces f2(b) > b.

1-0
Demostracion. Como a < ¢ < b < m, se tiene que a < f(b) = 1 y
—a
b—a
2b —
1
Por otra parte dec:z—gby0<a<1, tenemos que
—a
b2—-a) = 1,
b(2a —a*) > a,
b(l—1+2a—ad*) > a
b—b(l—-2a+d®) > a,
b—b(l—a)? > a
b—a > b(1—a)
por lo tanto  f2(b) = b-a b O
(1—a)® ™
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Proposicién 4.3.2. Sea ¢ < b < m entonces f(b) <b.

Demostracion. De b > c se tiene que b > 5 luego 1 < b(2 — a); igual-

)
—a

mente
1—2b+ab < 0
2—2b+ab < 1
2—2b+ab—a < 1-—a
(2—a)—b2—a) < 1—a
(1-b)(2—-a) < 1—-a
1—-0b 1
g < —
f<b) l—a = 2-—a ¢
Como f(b) <c y c¢<b<m entonces f(b) <b. O

La siguiente proposicién nos muestra que f? tiene su dindmica en [0, f(b)]

Proposicién 4.3.3. Sea ¢ < b < m entonces f*([0, f(b)]) = [0, f(b)].

Demostracién. De f(b) > a tenemos f2(b) = (1[)__—52, ademés a € [0, f()],
por lo tanto [0, f(b)] = [0,a] U[a, f(b)] v ([0, f(D)]) = f([0,a] Ula, f(b)]),

como f(0)=b y f(a)=1, tenemos:

F0, f®)]) = [b, 1 U[f(b), 1], (4.3.1)

de la proposicién anterior tenemos que f?(b) > b, asi [f*(b),1] C [b,1] , por
lo tanto

S0, £(0)]) = [b, 1. (4.3.2)

Ademds f(f([0, f(b)])) = f([b,1]) = [0, f(b)], por lo tanto
F2([0, F()]) S [0, £(b)] (4.3.3)
O
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De la ecuaciones 4.3.2 y 4.3.3 se tiene que f[0, f(b)] = [b,1];

F2[0, ()] = [0, f(D));
7210, £(8)] = F(720, S B))) = £((0, F®)) = b, 11
FHO, f)] = f(f2[0, f(B)]) = f([b, 1)]) = [1(]) f )]

b, 1
]

(
En general si n es impar f"[0, f(b)] = [b, 1]; si n es par f*[0, f(b)] = [0, f(b)].

Proposiciéon 4.3.4. Sea ¢ < b < m entonces [ no es topolégicamente
transitiva.

Demostracion. Sean n € Ny U,V intervalos abiertos tales que U C [0, f(b)],
y V. C (f(b),b), tenemos U N[0,1] C [0, f(b)] ¥y V N[0,1] C (f(b),b). Sin
es impar (U N[0, 1]) C [b,1], si n es par f*(U N |[0,1]) C [0, f(b)]. Ademas
como f(b) < b entonces para todon € N f*(UnNI0,1])N(V N[0,1]) = ¢,
con lo que concluimos que f no es topolégicamente transitiva

Como f no es topologicamente transitiva entonces f no es caotica.

Lema 4.3.1. Sic<b<1—a+ a? entonces f no es cadtica.
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Capitulo 5

Regiones para las cuales

[
Ll

Figura 5.1: Regién con b < ¢

Es 1til determinar algunas consecuencias generales de la condicion sobre
b. En particular en cada una de esas regiones hay algunos conjuntos en los

cuales f actua cadticamente.

A continuacién enunciaremos algunas proposiciones necesarias para de-
terminar el comportamiento de las funciones en esta region.

Proposicién 5.0.5. Sib<c y ceJ entonces existe un m > 0 tal que

[c, 1] C f™(J)
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Demostracion. Tomemos J C [0,1] y J =[e,d] cone < dy e < ¢ < d, tene-

mos que J no puede estar contenido en [0, a] porque ¢ € J y ¢ > a. Luego ya

sea que:

i) 1e f™(J);
ii) 1le J;
iii) a € J;

iv) J Cla,1].

i) Si1 € f™(J). Como ¢ € J y ¢ es un punto fijo tal que f™(c) = ¢,
entonces ¢ € f™(J). Ademds tenemos que 1 € f™(J) y ¢ € f™(J), por lo

tanto [c, 1] C f™(J).

ii) Si 1 € J. Tomando d = 1 luego J = [e, 1], como ¢ € J ya que
J = [e,c] U |c, 1], por lo cual fO(J) = [e,c]Uc, 1], por lo tanto si m = 0

fm(T) 3 e, 1]

iii) Si a € J, entonces J = [e,a] U [a,c] U [c,d] asi,
f(7) = f(le;al) U f(la, ) U f([e,d]).  De f(la,c]) = [¢, 1] tenemos que
f(J) = f(le;a]) Ule, 1] U f([e,d]), luego param =1 f™(J) D [c, 1]

iv) J C [a, 1], por la proposicién 3.0.3 tenemos que

P = ——1J] > 1],

1—a

como > 1 las imagenes se expanden exponencialmente hasta que para

—a
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algin k ya sea que 1 € f¥(.J) o a € f*(J) lo cual completa la prueba.

Proposicién 5.0.6. Asumamos b < c. Si c € J entonces hay un n tal que
fr(J) =10,1].

Demostracion. De la proposicion anterior tenemos que existe un m > 0 tal

que

[e, 1] € f™(J)
[0,¢] € fm ()
[b,1] € fm2(J)

Tenemos b < ¢, luegob<a o b>a.

1. Sib < a entonces de [a,1] C [b,1] C f™2(J), ast [0,1] C fm™3(J)

porque f([a,1]) =10,1], luegosi n=m+3, f"(J)=10,1].

2. Si b > a. Podemos escribir [b,1] = [b,c] U [¢,1] por ¢ € J. De
[b,c] C la,c], por ser a < b obtenemos f([b,c]) C f([a,c]) = [¢, 1],

por consiguiente f([b,c]) = [¢,1] v |f([b,c])| = %\b — ¢| por la
|b—c|
(1—a)?

proposicién 3.0.3, entonces a € f2([b, c]), 6 | f2[b, ]| = por la

proposicién  3.0.4.

De lo anterior las imégenes [b, ¢| se expanden exponencialmente bajo repe-
tidas aplicaciones de f? hasta que contiene a [a,c]. De [c,1] C f?([c, 1]),

tenemos que [a, 1] C fP(J) para algin p. Luego [0,1] C fP1(J). Il
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Proposicién 5.0.7. Si para todo intervalo J C [0,1] existe unn  tal que

f™(J) =[0,1] entonces f es cadtica.

Demostracion. Demostremos que f es cadtica

i) Demostremos que f es topologicamente transitiva

Sean U y V intervalos abiertos en [0,1], tales que U N [0,1] # ¢ y
V N [0,1] # ¢. Tenemos que U N [0,1] C [0, 1], por la proposicién ante-
rior existe un ny € N, tal que f™(UNJ)=[0,1] y VnJc]l0,1]. porlo

tanto f es topoldgicamente transitiva.

ii)Demostremos la densidad de los puntos periddicos.

Sea U un intervalo abierto tal que UNI0, 1] # ¢, entonces UN[0, 1] C [0, 1],
por hipdtesis existe un n; tal que f™ (U N[0,1]) = [0, 1]. La continuidad de
f™ y el teorema del valor intermedio implican que para algin x € U N[0, 1]
f™(x) = x, luego x es un punto periédico. Ademas z € U N [0,1] por lo
tanto x € U. De lo anterior tenemos que el conjunto de puntos periddicos es

denso. O

Proposicién 5.0.8. Asumamos b < c.
Definimos
So={xe€S| In>0, f"(z)=c}

tomemos S = Sy. Entonces f es cadtica en S.

Demostracion. Tenemos que f(S) C S porque f(Sp) C Soy f es continua.

Tomando ¢y = ¢, construyamos cy, ¢s, cs, ... satisfaciendo que f(cpy1) = c.
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Sea d € [0,a] tal que f(d) = ¢y ¢; = d. Ahora hallemos c3 € [0, a] tal que
f(c3) = ca. Como el valor absoluto de la pendiente de f en [0,a] es mayor
que 1, repitiendo este proceso producimos una secuencia infinita de puntos

que se acercan en espiral a (c,c) y nunca es ciclico.

Probemos que f es topologicamente transitiva en S. Tomemos U y V in-
tervalos abiertos. Supongamos que t € UN S yy € VN.S. Como S es la
clausura de Sy hay un xog € UN Sy y yo € VN Sy.

Demostremos que hay un p > 0 tal que yo € fP(U N S). Tomemos k > 0y
m > 0 tal que f*(zo) = cy f™(yo) = c. Sea J un intervalo tal que o € J C U
por lo tanto ¢ € f*(J) y por la proposicién 5.0.6 existe un n € N tal que
JfE(J) = [0, 1], entonces hay un z € J tal que f*"(z) = yo y fFm(2) = ¢
por lo tanto z € S. Esto prueba que yo € f*™(JNS) C f¥™(UNS), como

es requerido. En consecuencia f es topolégicamente transitiva en S.

Ahora probemos que los puntos periédicos son densos en S.

Sea U un intervalo abierto, tal que UNS # ¢, entonces xg € Sy. Por la propo-
sicién 5.0.6 hay un n > 0 tal que f"(J) = [0, 1]. Sea J; C J, tal que z; € S,
de la misma manera hay un Jo C J tal que f*(Jo) = J; y x3 € Jo N S, tal
que f"(xe) = 1 y asi sucesivamente. Sea J, la intercepcién de todos los Jy,
entonces f"(Js) C Js porque si x estd en cada Ji.1, luego f"(z) estd en
todo Ji. Ya que {x;} C JNS este tiene un punto de acumulacién z., € JNS.

Pero x, también debe estar en cada J, NS luego zo, € JooNS. Si J contie-
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ne mas puntos que ., también contiene un punto en Sy y finalmente como
consecuencia a toda la funcién [0, 1], lo cual contradice f"(Jx) C Joo & J.

Asl f™"(Z0o) = Too. Y de 2, — o, tenemos que z,, € J NS

5.1. b<cyademasb<l—adb6b>1—ayb>a

Figura 5.2: Regién con b < cy ademdsb<1l—a6b>1—ayb>a

La regién que ahora analizaremos es la definida por b < ¢ y ademas

1-0

b<l—adéb>1—ayb>a. Lacondicién b < 1 — a garantiza que ,
a

(la pendiente del lado izquierdo del gréfico de f), es mayor que 1. Ademés
la condicién b >a y b>1— aimplica que si x < a, entonces f(z) > a.

Una funcién conocida que cumple con las condiciones de esta seccion es
la funcién Tienda T'(z) : [ — I
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1
2x, St 0§x<§;
T(z) =
1
2—2x, st §§x§1
Esta es la grafica: v y=x
| /\
m
c / \
J /N
> X
0 a ¢6m 1

Figura 5.3: Grafica de T'(x)

Tomemos el intervalo [0, %], al aplicar 1" obtenemos todo el intervalo I,
asi: )
T2([0, 51) = T([0, 1))
Por lo tanto la gréfica de T? tiene un pico similar a la grafica de T, la dife-
rencia es que 72 lo tiene mds comprimido en la base. Esto sucede también
en el intervalo [5, 1], de aqui que la grafica de T? ( ver figura 5.4) tiene dos

picos de altura 1.

La grafica T (ver figura 5.5) tiene 4 = 22 picos, el doble de los que tiene
T2. Podemos conjeturar que la grafica de T* tiene 23, el doble de T3, picos

similares de altura 1 colocados sobres 8 intervalos de longitud —. Ahora con

un pequeilo salto la grafica de T™ tiene 2™ %! picos de altura 1, colocados en

2™~ intervalos semejantes de longitud 1"
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X

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.4: Gréafica de T?(x)

X

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.5: Gréfica de T3(x)
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X

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.6: Grafica de T%(x)

Asi, tomemos m € N. Como los puntos fijos coinciden con los puntos
donde su gréfica corta a la recta identidad, T™ tendra tantos puntos fijos
como cortes. Cada pico de T corta dos veces la recta y = x, T™ tiene
2m+1 picos. Por lo tanto la funcién T™ tiene 2™ puntos fijos. Lo anterior es
importante ya que todos los puntos fijos de 7™ son puntos periédicos de T'.
Los 2™ puntos fijos que tiene T™ los tiene repartidos de la siguiente manera:

J Jj+1
om—1 ? om—1 }’

Sea 0 < j < 2™~!. En cada intervalo de la forma [

como la funcién tiene un pico, por lo tanto en cada mitad de ese intervalo,

sy i + ] 6 Ly + 5 ]
om—1’ 9m—1 om om—1 om’ 9gm—1-"’
T™ tiene al menos un punto fijo. Entonces si 0 < k < 2™7!, en cada intervalo

de la forma
k kE+1

[Q_m’ 2—7”]
La funcién tiene al menos un punto periédico. De aqui podemos concluir que
el conjunto Per(f) es denso en I.

Por otra parte para todo intervalo (a,b) C I, a < b existe n € N tal
que T"(a,b) = I. Es decir que en una cantidad finita de iteraciones de T el
intervalo (a,b) se transforma en el intervalo [
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Lema 5.1.1. Sib < ¢ y dado d € [0,a], tal que f(d) =c. Sia € J C [d, (],

c
t ()] = —]|J|.

entonces | f*(J)| > c—d| |

Demostracion. Supongamos que J = [d,¢] o J C[d,(]

i)Tomemos a € J =[d,c] como d<a, entonces [d,c]=[d, a]U]la,c|,

luego f([d,c]) = f([d,a]) U f([a,c]) = [e, 1], asi f*([d, c]) = f([e,1]) = [0,¢]

en consecuencia |f2(J)| = ¢ y
C J—

ii) Sea J = [p,q] C [d,c] tal que a € J por lo tanto J = [p, q¢] = [p, a]U]a, q],
pues p € [0.a], y g € [o,1] entonees f(p) =b+*p vy flg) = 1o
A continuacién tomaremos los siguientes casos: f(p) = f(q) v f(p) # f(q).
St f(p) = f(q), ast f(J) = f(Ip.q)) = F([p.a] Ula,q)) = [f(@). 1] = [f(p). 1]
v () = F(FR). 1) = [0, 2(p)] = [0, 2(q)], ademds f2(q) = (f_ )
por lo tanto

2| = (f_‘j)Q (5.1.1)

1—-9b 1-b

c
of otra parte c—d 1—b—a+2ab— a?b (1 —a)(1—0>b+ ab)

1—b  1- 1—q—b(l—
Como f(p) = f(q) entonces b+ p=—"2 asi p= a(l —q—b(1 —a))
a —a

1 1—b)(1—a)
B ~ (g—a)(1 —b+ ab)

. Por consiguiente

c 1-b (¢q—a)1—b+ab) q—a

c—d|J|:(1—a)(1—b+ab) I-01-a)  (I1—a)? (5:.12)

De las ecuaciones ( 5.1.1) y ( 5.1.2) tenemos que f*(J) =

Ahora si f(p) # f(q), J estd contenido en un intervalo mas grande J C S

tal que S = [f(p1), f(q1)], tomando f(p1) = f(¢1) conp=p; q=q. Por
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lo tanto f(J) = f(S), luego,

D] =128 = =18 > —— 1]

Proposicién 5.1.1. Sea b < ¢ ya sea b <1 —a o b > a entonces para todo

intervalo J C [0,1] hay algin n tal que f"(J) = [0, 1].

Demostracion. Dado d € [0,a] tal que f(d) = ¢ por la proposicién 5.0.6 si

ce Jbde Jexiste un n > 0 tal que f*(J) = [0, 1]. Por otra parte ya sea

que
1)J C [d, ]
ii)J C [, 1]
iii)J C |o,d]
En el caso 1) tenemos que |f(J)| = T1a|J| por el lema anterior.
En el caso ii) por la proposiciéon 3.0.3 tenemos que |f(J)| = ﬁ]ﬂ

1-0b
Ahora consideremos el caso 1ii).Si b < 1 — a entonces |f(J)| = (T)|J|

. (1-0b)

> 1. Si b > a como J C [0,d], asi f(J) C [a,1]. Por lo tanto

1—-b 1 1-—
2] = —— |J|. Ademas el factor ———— es mayor que 1 porque
a l1—a a(l —a)
1 1—0
b<c= < 1—a+a? entonces b < 1—a+a?, por lo tanto 1 < :
2—a a(l —a)

Asi las imagenes de cualquier intervalo que satisfaga las condiciones 7), ii),

iii) se expanden hasta ser suficientemente largos, hasta contener a ¢ 6 d. Por
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la proposicién 5.0.6. si contiene a ¢ 6 d (recordemos que d € [0,a] y f(d) = ¢
existe un n > 0 tal que f"(J) = [0, 1] con lo que concluimos la prueba.

]

La anterior proposicién muestra que si se encuentra cualquiera de esas
condiciones, entonces para cada intervalo J, existe n tal que f™(J) = [0, 1].
Por las proposiciones 5.0.7 implica entonces que f es cadtica en todos [0, 1]
y que no hay ninguna érbita peridédica atractora.

5.2. 1—a<b<a

\v{/

Figura 5.7: Region con b < ¢

La figura 5.7 muestra la region en la cual 1 —a < b < a. Los pétalos
sombreados en la figura anterior se extienden abajo desde (1,1) a la curva

1
definida por b > )
P 1+a
Por la proposicién 5.0.8 sabemos que hay caos en un subconjunto de [0, 1]
siempre que(a,b) este en esta region.

Sin embargo si (a,b) estd en uno de los infinitos pétalos sombreados en
la figura 5.7 luego la funcién tiene un ciclo atractivo y no es cadtica. El
diagrama a la izquierda en la figura 5.8 muestra una orbita tipica siendo
atraida por un ciclo 4.
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Figura 5.8: Regién con b < ¢

Si (a,b) esta fuera de los pétalos no hay ciclos atractivos y f es cadtica
en todo [0,1], 6 una potencia de f es cadtica en un subintervalo como esta
ilustrada en las orbitas mostradas en la mitad y en el lado derecho de la
figura 5.8.

En [1], Susan Bassein demuestra que si m es el entero mas pequeno para
1-0 1—b+ab)(l—a
el cual f™(0) >ay (——)™ > (( I )
a
las imédgenes de cada intervalo se expanden a todo [0,1] y f es cadtica en
todo [0, 1]. De lo anterior podemos decir que esta subfamilia tiene funciones
cadticas y no cadticas

), entonces una vez mas
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