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2.3. Densidad superficial de enerǵıa ε̃2 como función de r̃. . . . . . . . . . . 21
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RESUMEN

TÍTULO: MODELOS RELATIVISTAS DE DISCOS DE POLVO AXIALMENTE SIMÉTRICOS
CON BORDE INTERNO.

?

AUTOR: VIÑA CERVANTES, Viviana Marcela.†

PALABRAS CLAVES: Ecuaciones de Einstein, Discos relativistas.

DESCRIPCIÓN:

Se presenta una familia infinita de nuevas soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein en el vaćıo
para espacio-tiempos estáticos axialmente simétricos. Con el fin de encontrar estas soluciones, se in-
troduce el sistema de coordenadas esferoidales oblatas, el cual se adapta naturalmente a la geometŕıa
de los discos. Todas las funciones métricas de las soluciones encontradas son calculadas expĺıcitamente
y las expresiones obtenidas se escriben de forma sencilla en términos de las coordenadas esferoidales
oblatas.

Las soluciones describen una familia infinita de discos de polvo delgados axialmente simétricos con un
borde interno central, para los cuales la densidad de enerǵıa es positiva y bien comportada en toda la
región que comprende el disco, de manera que su tensor enerǵıa-momento satisface todas las condiciones
de enerǵıa. A pesar de que la masa de los discos es infinita, las soluciones son asintóticamente planas
y regulares en el eje de simetŕıa. Los respectivos tensores de Riemann son regulares en todas partes,
esto se demuestra mediante el cálculo de los escalares de curvatura. Esta constituye la primera familia
de soluciones expĺıcitamente integrada que se ha obtenido para este tipo de fuentes.

La principal motivación de este trabajo es que, por la forma de las soluciones, se tiene que pueden ser

fácilmente superpuestas con la solución de Schwarzschild, con el fin de solucionar el problema de la

superposición de un disco con un agujero negro.

?

Trabajo de Grado.
†Escuela de F́ısica, Facultad de Ciencias, Universidad Industrial de Santander. Director: Guillermo A. González V.,

Ph.D. Codirector: Antonio C. Gutiérrez-Piñeres., Ph.D.



ABSTRACT

TITLE: RELATIVISTIC STATIC THIN DUST DISKS WITH AN INNER EDGE.
?

AUTHOR: VIÑA CERVANTES, Viviana Marcela.†

KEY WORDS: Einstein equations, Relativistic disks.

DESCRIPTION:

An inifinite family of new exact solutions of the Einstein vacuum equations for static and axially
symmetric spacetimes is presented. In order to find these solutions, we introduced the oblate spheroidal
coordinate system, which fits naturally to the geometry of the sources. All the metric functions of the
solutions are explicity computed and the expressions obtained are simply written in terms of oblate
spheroidal coordinates.

These solutions describe an infinite family of thin dust axially symmetric disks with a central inner edge,
whose energy densities are positive and well behaved throughout the region that includes the disk, in
such a way that the energy-momentum tensor is in complete agreement with all the energy conditions.
Furthermore, although the total mass of the disks is infinite, the solutions are asymptotically flat and
regular in the axis of symmetry. The respective Riemann tensors are regular everywhere as it is shown
by computing the curvature scalars. This is the first family of explicitly integrated solutions that has
been obtained for such sources.

The main motivation of this work is that, by the way of solutions, can be easily superimposed with

the Schwarzschild solution, in order to solve the problem of overlap in a disc with a black hole.

?

Degree work.
†Escuela de F́ısica, Facultad de Ciencias, Universidad Industrial de Santander. Director: Guillermo A. González V.,

Ph.D. Codirector: Antonio C. Gutiérrez-Piñeres., Ph.D.



INTRODUCCIÓN

El soporte experimental de la existencia de agujeros negros en los núcleos de algunas

galaxias es hoy en d́ıa abundante; debido a la fuerte evidencia dinámica proveniente del

centro de la Via Láctea, no cabe duda de la relevancia del estudio de sistemas binarios

compuestos por un disco delgado y un agujero negro (los últimos comentarios acerca

de la evidencia observacional son presentados por Celloti, Miller y Sciama [3] y por

Begelman [2]). De acuerdo con esto, una serie de trabajos ha sido desarrollado en los

últimos años, con el fin de obtener una mejor comprensión de los diferentes aspectos

relacionados con la dinámica de estos sistemas.

Debido a la presencia de un agujero negro, los campos gravitacionales involucrados son

tan fuertes, que el marco teórico de trabajo apropiado para estudiar anaĺıticamente

estas configuraciones, es proporcionado por la teoŕıa general de la relatividad. Es por

esto, que se ha hecho un gran esfuerzo para obtener soluciones exactas de las ecuaciones

de Einstein correspondientes a fuentes discoidales con un agujero negro en el centro (en

las referencias [8, 23] se muestra un amplio recuento sobre el tema).

Las soluciones estacionarias axialmente simétricas de las ecuaciones de Einstein, son de

gran importancia en astrof́ısica, ya que describen el exterior de las configuraciones en

equilibrio de objetos en rotación. Al mismo tiempo, tales espacio-tiempos son la mejor

opción para describir, de forma anaĺıtica, los campos gravitacionales de discos alrededor

de un agujero negro. De manera que, a través de los años se han obtenido mediante

diferentes técnicas, varios ejemplos de soluciones correspondientes a agujeros negros o a

fuentes discoidales. Sin embargo, debido al comportamiento no lineal de las ecuaciones

de Einstein, las soluciones correspondientes a la superposición de un agujero negro y un

disco delgado, no son tan fáciles de obtener y por lo tanto, hasta ahora, se han obtenido

muy pocas soluciones estacionarias exactas.

Por otra parte, si se consideran únicamente configuraciones estáticas, el elemento de

ĺınea es caracterizado solamente, por dos funciones métricas en el caso axialmente
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simétrico. Aśı que, las ecuaciones de Einstein en el vaćıo, implican que una de las

funciones métricas satisface la ecuación de Laplace, mientras que la otra puede ser

obtenida mediante cuadraturas. Además, puesto que las fuentes son discos infinitamen-

te delgados, la materia solo contribuye a manera de condiciones de contorno, para la

ecuaciones de Einstein en el vaćıo. Por lo tanto, como consecuencia de la linealidad

de la ecuación de Laplace, las soluciones correspondientes a la superposición de discos

delgados y agujero negro pueden, en principio, ser obtenidas.

Sin embargo, si se consideran discos delgados, que se extienden hasta el horizonte de

eventos del agujero negro, la materia localizada cerca de este, se moverá a velocidad

superlumı́nica, tal como fué mostrado por Lemos y Letelier [13–15]. Aśı, con el fin

prevenir la aparición de materia taquiónica, los discos delgados deben tener un borde

interno, con un radio más grande que el radio fotónico del agujero negro. Entonces,

el problema de valores de contorno para la ecuación de Laplace es, matemáticamente,

más complicado y por lo tanto, se han obtenido muy pocas soluciones exactas. Este tipo

de soluciones fueron estudiadas inicialmente por Lemos y Letelier [14], haciendo una

transformación de Kelvin para invertir la familia de discos delgados finitos de Morgan

y Morgan, la cual se muestra con detalle en [17]. Ahora, a pesar de que la segunda

función métrica de esta solución no puede ser obtenida anaĺıticamente, sus propie-

dades más importantes fueron analizadas detalladamente en una serie de art́ıculos de

Semerák, Z̆ác̆ek y Zellerin [25,26,28–31,36] usando, en varios, casos métodos numéricos.

Aśı pues, es evidente que la obtención de soluciones exactas, que describan correctamen-

te superficies discoidales delgadas con un borde interno, tienen una clara importancia

en el estudio de sistemas binarios que involucran un agujero negro. En efecto, como

muestra Semerák [27], las principales propiedades de estos discos anulares, dependen

en gran medida de la forma de la densidad de enerǵıa. Por lo tanto, es importante

obtener nuevas soluciones, de tal manera que sea posible un estudio a fondo de este

tipo de sistemas.

Si se logra obtener soluciones expĺıcitamente integradas es posible, en principio, estudiar

anaĺıticamente las geodésicas en estos espacio-tiempos, con el fin de lograr una com-

prensión clara de sus principales aspectos dinámicos. Por otro lado, obtener soluciones

estáticas, puede ser considerado como el primer paso para la obtención de soluciones

estacionarias más realistas, las cuales se obtienen a partir de métodos bien conocidos

de generación de soluciones.
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Además de los discos invertidos de Lemos y Letelier, solo se han obtenido otras dos

soluciones para discos delgados estáticos con borde interno, la primera la obtuvo Klein,

utilizando el método de la transformación de Kelvin [10] y la segunda, Semerák [27],

en donde encuentra la densidad de enerǵıa como una potencia del radio de Weyl. Por

otra parte, Zellerin y Semerák [37] obtuvieron una superposición estacionaria, usando

el método de dispersión inversa de Belinskii-Zakahrov, pero el análisis de sus propie-

dades resulta complicado, por el hecho de que las funciones métricas no son calculadas

anaĺıticamente. A manera de continuación, Semerák [24] analiza con detalle la solución

anteriormente mencionada, usando como semilla la dispersión inversa del primer disco

de la familia infinita de discos de Morgan y Morgan, y encuentra que existe un salto en

la derivada de la métrica en el plano ecuatorial, indicando la presencia de una “capa

de suspensión”que impide al sistema colapsar gravitacionalmente. Por lo tanto, la solu-

ción no representa un disco de acreción axialmente simétrico realista, alrededor de un

agujero negro. Finalmente, una clase general de soluciones estacionarias fue presentada

por Klein [11], usando las técnicas de superficies de Riemann, las cuales se muestran

con detalle en la referencia [12].

De acuerdo con las consideraciones anteriores, en este trabajo de grado se presenta,

una nueva familia de infinitas soluciones exactas para discos de polvo delgados con

un borde interior. Con el fin de encontrar estas soluciones, se introduce un sistema de

coordenadas que se adapta naturalemente a la geometŕıa de la fuente, de manera que el

problema de valores de contorno para la ecuación de Laplace, se plantea correctamente

de forma sencilla. Estas coordenadas, permiten también calcular las funciones métricas

expĺıcitamente. Las soluciones obtenidas, describen discos para los cuales la densidad

de enerǵıa es positiva y bien comportada en todas partes, de manera que su tensor

enerǵıa-momento satisface todas las condiciones de enerǵıa. Ahora, aunque la masa

total de los discos resulta infinita, las soluciones son asintóticamente planas y su tensor

de Riemann es regular en todas partes, esto se demuestra mediante el cálculo de los

escalares de curvatura.

Este trabajo de grado esta organizado de la siguiente manera, en el caṕıtulo 1 en la

sección 1.1, se formulan las ecuaciones de Einstein para un espacio-tiempo estático

axialmente simétrico, y en la sección 1.2 se introduce un disco infinitamente delgado

como fuente. En esta sección también se plantean las condiciones de contorno apropia-

das y su relación con las cantidades más importantes de la fuente. En el caṕıtulo 2 en

la sección 2.1 se plantean las condiciones de contorno, de manera que la fuente sea un

disco delgado axialmente simétrico con un borde interno. Luego, en la sección 2.2, se



INTRODUCCIÓN 4

introduce el sistema de coordenadas esferoidales oblatas, las cuales se adaptan natu-

ralmente a la geometŕıa de los discos, y se plantean todas la relaciones anteriormente

encontradas ahora en función de estas nuevas coordenadas. Despues, en la sección 2.3,

se solucionan las ecuaciones de Einstein y se encuentra una familia infinita de discos

delgados axialmente simétricos con un borde interno. Luego en la sección 2.4, se anali-

za el comportamiento de estas soluciones. Más adelante, en la sección 2.5, se calcula la

masa de los discos y los escalares de curvatura. Finalmente, se analizan los resultados

más importantes del trabajo. Los desarrollos completos de ciertos cálculos, se muestran

al final del trabajo en los apéndices.



CAPÍTULO 1

CONSTRUCCIÓN DEL DISCO

1.1 Ecuaciones de Einstein

Con el fin de formular las ecuaciones de Einstein para un espacio-tiempo estático

axialmente simétrico con un disco delgado como fuente, en primer lugar, se introducen

las coordenadas xa = (t, ϕ, r, z), en las que el tensor métrico gab sólo depende de r y z.

Se supone que estas coordenadas son cuasiciĺındricas, en el sentido que la coordenada

r es cero en el eje de simetŕıa y, para z fijo, aumenta monótonamente hasta el infini-

to, mientras que la coordenada z, para r fijo, aumenta monótonamente en el intervalo

(−∞,∞). El ángulo azimutal φ toma valores en el intervalo [0, 2π] [18].

Se supone que existe en el espacio un disco muy delgado, de tal manera que las compo-

nentes del tensor métrico son funciones simétricas de la coordenada z y que sus prime-

ras derivadas con respecto a z presentan una discontinuidad finita en la hipersuperficie

z = 0. De este modo,

gab(r, z) = gab(r,−z) , (1.1)

de manera que, para z 6= 0,

gab,z(r, z) = −gab,z(r,−z) . (1.2)

El tensor métrico es continuo en z = 0,

[gab] = gab

∣∣∣
z=0+

− gab

∣∣∣
z=0−

, (1.3)
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Las discontinuidades de las derivadas del tensor métrico se escriben como

γab = [gab,z] = 2gab,z

∣∣∣
z=0+

, (1.4)

donde se ha utilizado la antisimetŕıa de reflexión con respecto al plano z = 0.

Utilizando la aproximación de distribución [16,19,33] o las condiciones de juntura sobre

la curvatura extŕınseca de cascarones delgados [6, 7, 20], la métrica se escribe

gab = g+
abθ(z) + g−ab{1− θ(z)} , (1.5)

de tal manera que el tensor de Ricci Rab se expresa

Rab = R+
abθ(z) + R−

ab{1− θ(z)}+ Habδ(z) , (1.6)

donde θ(z) es la función de Heaviside y δ(z) la distribución de Dirac con z = 0.

En las relaciones (1.5) y (1.6), g±ab y R±
ab son los tensores métrico y de Ricci en las

regiones z ≥ 0 y z ≤ 0, respectivamente, mientras que

Hab =
1

2
{γz

aδ
z
b + γz

b δ
z
a − γc

cδ
z
aδ

z
b − gzzγab} , (1.7)

donde todas las cantidades se evaluan en z = 0+.

De acuerdo con la relación (1.6) el tensor de enerǵıa-momento Tab se expresa como

Tab = T+
abθ(z) + T−

ab{1− θ(z)}+ Qabδ(z) , (1.8)

donde T±
ab son los tensores de enerǵıa-momento para las regiones z ≥ 0 y z ≤ 0 respec-

tivamente, y Qab corresponde al tensor enerǵıa-momento de la fuente.

Como los discos son infinitamente delgados, es pertinente hacer uso del tensor superficial

de enerǵıa-momento Sab, este se puede obtener mediante la relación dada por

Sab =

∫
Qabδ(z) dsn =

√
gzzQab , (1.9)

donde dsn =
√

gzz dz es la “medida f́ısica ”de longitud en dirección normal al plano

z = 0.

Las ecuaciones de Einstein, en unidades geometrizadas, tales que c = 8πG = 1, son

equivalentes al sistema

R±
ab −

1

2
gabR

± = T±
ab , (1.10)

Hab − 1

2
gabH = Qab , (1.11)
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donde R± = gabR±
ab y H = gabHab, todas las cantidades son evaluadas en z = 0+. A

partir de las identidades Bianchi, se obtienen las leyes de conservación

T ab
± ;b

= 0 , (1.12)

Qab
;b + [T az] = 0 , (1.13)

y la condición Qaz = 0.

1.2 Soluciones Discoidales

Dado que el disco delgado es la única fuente de campo gravitacional, para el resto del

espacio se tiene que T±
ab = 0, de esta forma la ecuación (1.10) se reduce a las ecuaciones

de Einstein en el vaćıo

R±
ab = 0 , (1.14)

para las regiones z ≥ 0 y z ≤ 0 respectivamente.

Con el fin de obtener las soluciones que correspondan a fuentes discoidales delgadas, se

resuelve el sistema (1.14) utilizando la ecuación (1.11) como condiciones de contorno.

Una determinada forma de Qab describe las propiedades de la materia que contiene el

disco.

Para determinar la forma general de las ecuaciones de Einstein en el vaćıo y las condi-

ciones de contorno, se usa el tensor métrico dado por el elemento de ĺınea de Weyl [32]:

ds2 = − e2Φdt2 + e−2Φ[r2dϕ2 + e2Λ(dr2 + dz2)] , (1.15)

donde Φ y Λ son funciones continuas de r y z. Además, se asumirá que Φ y Λ son

funciones pares de z,

Φ(r,−z) = Φ(r, z) , (1.16a)

Λ(r,−z) = Λ(r, z) , (1.16b)

de tal forma que sus primeras derivadas con respecto a z son funciones impares,

Φ,z(r,−z) = −Φ,z(r, z) , (1.17a)

Λ,z(r,−z) = −Λ,z(r, z) , (1.17b)

para las cuales se requerirá que no se anulen en z = 0.
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Las ecuaciones de Einstein en el vacio (1.14), para la métrica (1.15), en coordenadas

cuasiciĺındricas xa = (t, ϕ, r, z), son equivalentes al sistema

(rΦ,r),r + (rΦ,z),z = 0 , (1.18a)

Λ,r = r(Φ2
,r − Φ2

,z) , (1.18b)

Λ,z = 2rΦ,rΦ,z , (1.18c)

conocido también como Ecuaciones de Weyl, en donde (1.18a) es la ecuación de Laplace

usual para una fuente simétrica en coordenadas ciĺındricas, mientras que la condición

de integrabilidad para el sistema acoplado (1.18b)- (1.18c), es garantizada cuando Φ es

una solución de (1.18a), para la cual Λ puede ser obtenida por cuadraturas.

Por otra parte, la ecuación (1.11) implica que las condiciones de frontera se reducen a

Qt
t = 2e2(Φ−Λ)[Λ,z − 2Φ,z] , (1.19a)

Qϕ
ϕ = 2e2(Φ−Λ)Λ,z , (1.19b)

en donde todas las cantidades se evaluan en z = 0+. Como consecuencia, el tensor

superficial enerǵıa-momento Sab debe tener solo dos componentes diferentes de cero.

Con el fin de analizar las caracteŕısticas de Sab, es conveniente expresar éstas en términos

de una tétrada ortonormal. En este caso, se usará la tétrada del “Observador Localmente

estático”(LSO) [9], u observador en reposo con respecto al infinito, la cual está dada

por e(a)
b = {V b,W b, Xb, Y b}, donde

V a = e−Φδa
t , (1.20a)

W a =
eΦ

r
δa
ϕ , (1.20b)

Xa = eΦ−Λδa
r , (1.20c)

Y a = eΦ−Λδa
z , (1.20d)

donde δi
j corresponde a la delta de Kronecker. En términos de la tétrada (1.20), el tensor

superficial de enerǵıa-momento Sab se escribe de la forma canónica

Sab = εVaVb + pWaWb , (1.21)

donde ε y p son, la densidad de enerǵıa y la presión azimutal del disco respectivamente.
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La relación (1.21) permite conocer la forma de la densidad de enerǵıa y la presión en

el disco. Además, de esta misma relación, se tiene que la densidad superficial de masa

del disco se reduce a

µ = ε + p . (1.22)

De las anteriores expresiones, se tiene que la forma general del tensor enerǵıa-momento

que es compatible con el elemento de ĺınea (1.15) y las condiciones de frontera (1.11),

corresponde a una superficie discoidal delgada que sólo tiene densidad de enerǵıa y

presión azimutal.

De acuerdo con esto, en lugar de dar condiciones espećıficas para la densidad de enerǵıa

y para la presión azimutal, las ecuaciones de Einstein se resolverán exigiendo solamente,

que estas dos cantidades sean diferentes de cero en la superficie de un disco con borde

interno. Y, una vez obtenida la solución, esta puede ser utilizada para obtener, a partir

de las condiciones de frontera, las expresiones correspondientes para la densidad de

enerǵıa y la presión azimutal. De esta forma, la solución corresponderá al disco estático

con borde interno más general, que puede ser obtenido resolviendo de forma exacta las

ecuaciones de Einstein.

En términos de la densidad de enerǵıa y la presión azimutal, las condiciones de frontera

se escriben

2e2(Φ−Λ)[2Φ,z − Λ,z] = ε , (1.23a)

2e2(Φ−Λ)Λ,z = p . (1.23b)

Y, usando la relación (1.18c) estas condiciones se expresan como

4e2(Φ−Λ)[1− rΦ,r]Φ,z = ε , (1.24a)

4e2(Φ−Λ)rΦ,rΦ,z = p . (1.24b)

Reemplazando el sistema (1.24) en la ecuación 1.22, se obtiene

4eΦ−ΛΦ,z = µ , (1.25)

donde, nuevamente, todas las cantidades son evaluadas en z = 0+.



CAPÍTULO 2

DISCOS DELGADOS CON BORDE
CENTRAL

2.1 Condiciones de contorno para discos delgados

con borde interno

Para obtener una solución que represente un disco delgado localizado en la hipersuper-

ficie z = 0 con un borde interno central de radio a es necesario imponer que

Φ,z(r, 0
+) =





0 ; 0 ≤ r ≤ a,

f(r) ; r ≥ a,
(2.1)

con f(r) una función arbitraria. Sólo después de encontrar la solución más general, se

impondrán condiciones adicionales para obtener un comportamiento f́ısico razonable. La

primera de estas condiciones consiste en que el espacio-tiempo debe ser asintóticamente

plano, para esto se requiere que

ĺım
R→∞

Φ(r, z) = 0, (2.2a)

ĺım
R→∞

Λ(r, z) = 0, (2.2b)

donde R2 = r2 + z2. Para obtener un comportamiento regular en el eje de simetŕıa es

necesario que

Φ(0, z) < ∞, (2.3a)

Λ(0, z) = 0. (2.3b)
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Para garantizar en (1.24) que la densidad de enerǵıa y la presión azimutal sean positivas

en todas partes se impone que

f(r) ≥ 0 , (2.4a)

0 ≤ rΦ,r ≤ 1 . (2.4b)

2.2 Coordenadas esferoidales oblatas

Con el fin de resolver las ecuaciones de Einstein en el vacio, primero se debe resolver

el problema de valores de contorno para Φ. Sin embargo, debido a la naturaleza de las

condiciones de contorno de (1.17a) y (1.17b), es conveniente trabajar con un sistema

de coordenadas que se adapte naturalmente a la geometŕıa de la fuente deseada y de

esta forma el problema se reduzca a un problema de condiciones de contorno.

De acuerdo con lo anterior se introduce el sistema de coordenadas esferoidales oblatas,

definidas a través de las siguientes relaciones

r2 = a2(1 + x2)(1− y2), (2.5a)

z = axy, (2.5b)

de manera que

x2 =

√
(r2 + z2 − a2)2 + 4a2z2 + (r2 + z2 − a2)

2a2
, (2.6a)

y2 =

√
(r2 + z2 − a2)2 + 4a2z2 − (r2 + z2 − a2)

2a2
. (2.6b)

La anterior transformación implica una correspondencia de un punto en el plano (r, z)

a cuatro puntos en el plano (x, y). Con el fin de obtener una correspondencia de uno a

uno en todo el plano (r, z), se deben restringir correctamente los rangos en las coorde-

nadas esferiodales oblatas. Existen cuatro posibles opciones de los rangos de (x, y) que

conducen a una correspondencia uno a uno. Se tomarán los intervalos como 0 ≤ x < ∞
y −1 ≤ y ≤ 1 de tal manera que 0 ≤ r ≤ a con z = 0+ se encuentra dentro del intervalo

x = 0, 0 ≤ y ≤ 1, mientras que 0 ≤ r ≤ a con z = 0− se encuentra dentro del intervalo

x = 0, −1 ≤ y ≤ 0. Es decir, se tiene una ĺınea de corte en el intervalo 0 ≤ r ≤ a. Por

consiguiente, como y cambia de signo al atravezar esta ĺınea de corte, pero conserva su
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z

r

−a a

Figura 2.1: Coordenadas esferoidales oblatas. Las elipses corresponden a valores cons-
tantes de x y las hipérbolas a valores constantes de y.

valor absoluto, esta coordenada presenta una discontinuidad finita cuando x = 0, mien-

tras que la coordenada x es cont́ınua en todas partes. Por lo tanto, una función par de

y es una función cont́ınua en todas partes, pero tiene una derivada normal discont́ınua

en x = 0. El mismo comportamiento ocurre si se toman los intervalos −∞ < x ≤ 0 y

−1 ≤ y ≤ 1. Cualquiera de estas dos opciones se puede utilizar para describir un disco

delgado finito, de radio a, localizado en z = 0. Si se toman los intervalos −∞ < x < ∞
y 0 ≤ y ≤ 1 se obtiene un comportamiento diferente; en este caso, a ≤ r < ∞ con

z = 0+ se encuentra dentro del intervalo y = 0, 0 ≤ x < ∞, mientras que a ≤ r < ∞
con z = 0− se encuentra en el intervalo y = 0, −∞ < x ≤ 0. De esta forma, la ĺınea

de corte estará en el intervalo a ≤ r < ∞. Como x cambia de signo al atravezar la

ĺınea de corte, pero no cambia su valor absoluto, esta coordenada tiene una discon-

tinuidad finita en y = 0, mientras que la coordenada y es cont́ınua en todas partes.

Por lo tanto, una función par de x es una función cont́ınua en todas partes pero su

derivada normal es discont́ınua en y = 0. El mismo comportamiento ocurre si se toma

el intervalo −∞ < x < ∞ y −1 ≤ y ≤ 0. Estas dos opciones para los intervalos son

adecuadas para describir una fuente discoidal infinita con un borde circular interno de

radio a, localizado en z = 0. Por consiguiente, se tomaran los intervalos de (x, y) como

−∞ < x < ∞ y 0 ≤ y ≤ 1. Aśı, cuando x = 0 se tiene que z = 0 y 0 ≤ r ≤ a, mientras

que cuando y = 0, z = 0 y r ≥ a. La superficie y = 0 describe un disco delgado con un

borde interno de radio a, mientras que, la superficie x = 0 describe un agujero vacio

dentro de este borde.
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Para que la función métrica Φ(x, y) sea cont́ınua en todas partes, se tomará esta como

una función par de x,

Φ(−x, y) = Φ(x, y) , (2.7)

de manera que

Φ,x(−x, y) = −Φ,x(x, y) , (2.8)

de esta forma las condiciones (1.16a) y (1.17a) se satisfacen trivialmente.

Para obtener la forma de las relaciones en coordenadas esferoidales oblatas es necesario

determinar la forma como estan relacionados los diferenciales en este sistema con los

diferenciales en coordenadas ciĺındricas, de manera que

dr =
∂r

∂x
dx +

∂r

∂y
dy , (2.9a)

dz =
∂z

∂x
dx +

∂z

∂y
dy , (2.9b)

de las relaciones (2.5a) y (2.5b) se tiene que

dr = a

√
1− y2

1 + x2
x dx− a

√
1 + x2

1− y2
y dy , (2.10a)

dz = ay dx + ax dy . (2.10b)

En coordenadas esferoidales oblatas, el elemento de ĺınea de Weyl (1.15) puede ser

escrito como

ds2 = −e2Φdt2+a2(1+x2)(1+y2)e−2Φdϕ2+a2(x2+y2)e2(Λ−Φ)

[
dx2

1 + x2
+

dy2

1− y2

]
, (2.11)

y las ecuaciones de Einstein en el vacio son ahora

[(1 + x2)Φ,x],x + [(1− y2)Φ,y],y = 0 , (2.12)

la ecuación de Laplace en coordenadas esferoidales oblatas y el sistema acoplado

Λ,x =
(1− y2)

(x2 + y2)

[
x(1 + x2)Φ2

,x − x(1− y2)Φ2
,y − 2y(1 + x2)Φ,xΦ,y

]
, (2.13)

Λ,y =
(1 + x2)

(x2 + y2)

[
y(1 + x2)Φ2

,x − y(1− y2)Φ2
,y − 2x(1− y2)Φ,xΦ,y

]
, (2.14)

cuya integrabilidad es garantizada por la ecuación (2.12) (ver apéndice A.1.)
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Por otra parte, usando las relaciones dadas por (2.5a) y (2.5b) se tiene que

Φ,z(r, 0) =





Φ,x(0, y)/ay ; 0 ≤ r ≤ a,

Φ,y(x, 0)/ax ; r ≥ a.
(2.15)

Debido a la simetŕıa de reflexión de las soluciones, las condiciones dadas por el sistema

(2.1), son equivalentes a

Φ,x(0, y) = 0 , (2.16a)

Φ,y(x, 0) = F (x); x ≥ 0 , (2.16b)

con F (x) como una función arbitraria par de x.

2.3 Solución de las ecuaciones de Einstein

La solución general de la ecuación (2.12) con las anteriores condiciones de frontera

está dada por [1],

Φ(x, y) =
∞∑

n=0

{A2nP2n(y) + B2nQ2n(y)}p2n(x) , (2.17)

donde A2n y B2n son constantes, P2n(y) son los polinómios de Lengendre, Q2n(y) las

funciones de Legendre de segunda clase y p2n(x) = i−2nP2n(ix).

Todas las soluciones de las ecuaciones de Einstein en el vacio para espacio-tiempos

estáticos con una fuente axialmente simétrica, como la que se considera en este caso, son

obtenidas tomando un caso particular de la función métrica Φ(x, y) 1 o combinaciones

lineales de estas soluciones.

En términos de las coordenadas esferoidales oblatas, la condición (2.2a) se escribe como

ĺım
x→∞

Φ(x, y) = 0 , (2.18)

mientras que la condición (2.3a) es

Φ(x, 1) < ∞ , (2.19)

1Para ver detalles del cálculo de esta expresión ir a apéndice A.2, p.30
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Para los polinómios de Legendre y las funciones de Legendre de segunda clase, se tiene

que

P2n,y(0) = 0 , (2.20)

Q2n,y(0) = 0 . (2.21)

De manera que, al derivar (2.17) con respecto a y y evaluar en y = 0 se obtiene

Φ,y(x, 0) =
∞∑
0

B2nQ2n,y(0)p2n(x) , (2.22)

de esta forma, se satisface la condición (2.16b). Los primeros términos de (2.17) son

Φ(x, y) = A0 + B0
1

2
ln

[
1 + y

1− y

]
+ A2

1

2
(3x2 − 1)

1

2
(3x2 − 1)

+ B2

[
3y2 − 1

4
ln

(
1 + y

1− y

)
− 3y

2

]
1

2
(3x2 + 1) + ... (2.23)

De esta serie se ve que, cuando x tiene a infinito, Φ(x, y) también lo hace; este com-

portamiento no es el deseado para los discos ya que no satisface las condiciones f́ısicas

(2.18) y (2.19). Sin embargo, si se hace A2n = B2n = 0 para n 6= 0, se tiene que la

solución es finita para todo valor de y 6= 1. De manera que, haciendo A0 = 0, se tiene,

Φ0(x, y) = B0Q0(y) . (2.24)

La solución (2.24) es regular para todo y 6= 1. Ahora, haciendo B0 = α, con α una

constante arbitraria, esta solución se puede escribir como

Φ0(x, y) =
α

2
ln

[
1 + y

1− y

]
. (2.25)

Mediante la integración de (2.13) y (2.14) se obtiene la otra función métrica

Λ0(x, y) =
α2

2
ln

[
1− y2

x2 + y2

]
, (2.26)

donde una constante de integración se ha tomado como cero.
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Como se puede observar, esta solución no es asintóticamente plana ni es regular en el eje

de simetŕıa. Sin embargo, utilizando (1.23a) y (1.23b) y las relaciones dadas por (2.5a)

y (2.5b)se obtienen las expresiones de la densidad de enerǵıa y la presión azimutal

ε = (4α/a)xα2−1 , (2.27)

p = 0 , (2.28)

de tal forma que, si α toma valores mayores que 0, el disco satisface todas las condiciones

de enerǵıa [5]. Sin embargo, si α toma valores diferentes de 1, la densidad de enerǵıa

incrementa sin ĺımite, ya sea en el infinito o en el borde interno del disco, mientras

que, para α igual a 1, la densidad de enerǵıa es en todas partes constante, entonces, en

cualquier caso la mása total del disco será infinita.

A pesar de que la solución anterior no presenta un comportamiento f́ısico aceptable,

puede servir como punto de partida para generar nuevas soluciones con mejor compor-

tamiento f́ısico.

Con el fin de obtener soluciones bien comportadas, se consideran las coordenadas esferoi-

dales oblatas no solo como funciones de las coordenadas cilindricas (r, z), sino también

como dependientes de un parámetro af́ın a correspondiente al radio del disco,

x = x(r, z; a) , (2.29a)

y = y(r, z; a) . (2.29b)

Por consiguiente, se puede considerar tambien la función métrica Φ como dependiente

de a,

Φ = Φ(r, z; a) . (2.30)

Aprovechando la propiedad de que la derivada respecto a un parámetro af́ın de una

función que es solución de la ecuación de Laplace, es también solución de esta, se puede

obtener una familia de nuevas soluciones aplicando la siguiente operación lineal

Φn+1(r, z; a) =
∂Φn(r, z; a)

∂a
, (2.31)

donde n es un entero n ≥ 0.

Partiendo de la “solución semilla”Φ0(x, y), la cual fue calculada anteriormente, se puede

generar una familia de nuevas soluciones, las cuales pueden ser escritas de la forma
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general

Φn(r, z; a) = Φn(x, y) =
αyFn(x, y)

an(x2 + y2)2n−1
, (2.32)

para n ≥ 1, donde Fn(x, y) es una función polinomial, cuyo grado mas alto es 4n − 4.

A continuación se muestran los primeros tres términos,

F1 = 1 , (2.33a)

F2 = x4 + 3x2(1− y2)− y2 , (2.33b)

F3 = 3x6(3− 5y2) + 5x4(6y4 − 11y2 + 3)

− x2y2(3y4 − 31y2 + 30)− y4(y2 − 3) , (2.33c)

todas las funciones polinomiales Fn(x, y) se pueden calcular fácilmente a partir del

término general (2.31).

Calculando el ĺımite cuando x tiende a ∞, y por otra parte, calculando Φ cuando y = 1

se encuentra que

ĺım
x→∞

Φn(x, y) = 0 , (2.34)

y que

Φn(x, 1) < ∞ , (2.35)

en total acuerdo con las condiciones (2.2a) y (2.3a).

Con el fin de obtener las correspondientes funciones métricas Λn(r, z; a), se realiza la

integración

Λn(r, z; a) = Λn(x, y) =

∫ y

1

Λ,y(x, y) dy , (2.36)

tomando Λn(x, 1) = 0 para garantizar la regularidad en el eje. Reemplazando el término

general para la función métrica Φ(x, y) dado por (2.32) en la relación (2.14), se obtiene

que las soluciones para Λn(r, z; a) se pueden escribir de la forma

Λn(x, y) =
α2(2n− 2)!(y2 − 1)An(x, y)

4na2n(x2 + y2)4n
, (2.37)

para n ≥ 1, donde las An(x, y) son funciones polinomiales, en las cuales el grado más

alto está dado por 8n− 2. A continuación se muestran los primeros tres términos

A1 = x4(9y2 − 1) + 2x2y2(y2 + 3) + y4(y2 − 1) , (2.38)
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A2 = 2x12(9y2 − 1)− 4x10(51y4 − 41y2 + 2)

+ x8(735y6 − 1241y4 + 419y2 − 9)− x6y2(132y6

− 1644y4 + 1604y2 − 252) + x4y4(84y6 − 384y4

+ 1266y2 − 630) + 4x2y6(6y6 + 6y4 − 39y2 + 63)

+ 3y8(y6 + y4 + y2 − 3) , (2.39)

A3 = 3x16(1225y6 − 1275y4 + 315y2 − 9)

− 24x14(980y8 − 2095y6 + 1205y4 − 189y2 + 3)

+ 2x12(24255y10 − 89475y8 + 98472y6 − 36316y4

+ 3473y2 − 25)− 12x10y2(1835y10 − 16665y8

+ 34716y6 − 25292y4 + 6001y2 − 275)

+ 6x8y4(900y10 − 11946y8 + 50563y6 − 69397y4

+ 33365y2 − 4125) + 8x6y6(125y10 + 926y8

− 9079y6 + 24639y4 − 22290y2 + 5775)

+ 6x4y8(55y10 + 29y8 + 764y6 − 4808y4 + 8469y2

− 4125) + 12x2y10(5y10 + 5y8 + 80y4 − 301y2

+ 275) + y12(5y10 + 5y8 + 5y6 + y4 + 34y2 − 50) . (2.40)

todas las An(x, y) se pueden calcular realizando la integral (2.36).

Calculando el ĺımite cuando x tiende a infinito, y evaluando Λ(x, y) cuando y = 1 se

encuentra respectivamente que

ĺım
x→∞

Λn(x, y) = 0 , (2.41a)

Λn(x, 1) = 0 , (2.41b)

en total acuerdo con las condiciones (2.2b) y (2.3b).

2.4 Comportamiento de las soluciones

Con el fin de analizar el comportamiento f́ısico de la familia de soluciones anteriormente

obtenida, se calculará la densidad de enerǵıa y la presión azimutal correspondientes a

las superficies discoidales. Usando las relaciones (2.5a) y (2.5b), se obtiene que

Φ,r(r, 0) =

[√
1 + x2

ax

]
Φ,x(x, 0), r ≥ a , (2.42)



2.4 Comportamiento de las soluciones 19

y, usando la relación (2.32), se encuentra

Φn,x(x, 0) = 0 , n ≥ 1 . (2.43)

De acuerdo con esto, la expresión (1.24b) se reduce a

pn = 0 . (2.44)

Lo que quiere decir que, todos los discos de la familia infinita no presentan presión

azimutal, lo cual está en total acuerdo con el comportamiento esperado debido a que

son discos de polvo.

Por otra parte, usando las relaciones (2.32) y (2.37) en la ecuación (1.24a), la densidad

superficial de enerǵıa de los discos se escribe como

εn(x) =
4αEn(x)

an+1x2n+1
exp

{
−α2(2n− 2)!Bn(x)

22na2nx4n

}
, (2.45)

donde x ≥ 0 y las En(x) son polinomios definidos positivos de grado 2k, con k =

(n − 1)/2 para n impares y k = n/2 para n pares, a continuación se muestran los

primeros tres términos,

E1(x) = 1 , (2.46a)

E2(x) = x2 + 3 , (2.46b)

E3(x) = 3(x2 + 5) , (2.46c)

todas las funciones polinomiales En(x) pueden ser fácilmente calculadas mediante la

relación dada por (2.32). A su vez, los Bn(x) son polinómios definidos positivos de

grado 4k, con k = (n − 1)/2 para n impar y k = n/2 para n par, los primeros tres

términos se muestran a continuación

B1(x) = 1 , (2.47a)

B2(x) = 2x4 + 8x2 + 9 , (2.47b)

B3(x) = 27x4 + 72x2 + 50 , (2.47c)

todos los Bn(x) se pueden calcular fácilmente a partir de la relación (2.37).
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De las anteriores expresiones se puede observar que, cuando α es mayor que 0, la

densidad superficial de enerǵıa de los discos es, en todas partes, positiva,

εn(x) ≥ 0 , (2.48)

y que, debido a que la presión azimutal es cero, se tiene entonces una familia infinita de

discos de polvo que satisfacen las condiciones de enerǵıa. Por otra parte se tiene que,

para cualquier valor de n, se cumple

εn(0) = 0 , (2.49a)

ĺım
x→∞

εn(x) = 0 , (2.49b)

lo que se interpreta como que, la densidad de enerǵıa de los discos es cero en su borde

interno y se anula en el infinito. Además, como la presión azimutal de los discos es cero,

la densidad de masa de estos se reduce a la densidad de enerǵıa,

µn(x) = εn(x) . (2.50)
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Figura 2.2: Densidad superficial de enerǵıa ε̃1 como función de r̃.

En las figuras 2.2, 2.3 y 2.4 se graficó las densidades de enerǵıa superficial adimensionales

ε̃n = aεn como función de la coordenada adimensional r̃ = r/a para los primeros tres
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discos de la familia, donde y con n = 1, 2, 3, para diferentes valores del parámetro

α̃n = α/an. Para cada valor de n, se toma α̃n= 0.5, 1, 1.5, 2, 2.5, 3, 3.5, 4. La primera

curva desde la izquierda corresponde a α̃n = 0,5, mientras que la última curva a α̃n = 4.

Como se puede ver, en todos los casos la densidad superficial de enerǵıa es positiva en

todas partes, con un máximo cerca del borde interno de los discos y decrece rápidamente

a medida que r̃ aumenta. Se puede ver tambien que, para un valor fijo de n, a medida

que el valor de α̃n incrementa, el valor del máximo disminuye y se desplaza a un valor

mayor de r̃. El mismo comportamiento se observa para un valor fijo de α̃n e incremento

de n.
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Figura 2.3: Densidad superficial de enerǵıa ε̃2 como función de r̃.

Como en la teoŕıa newtoniana el potencial gravitacional está dado por la solución del

problema de valores de contorno de la ecuación de Laplace, se considera Φn(r, z; a)

como una familia de potenciales gravitacionales newtonianos de superficies discoidales

delgadas con un borde interno, para los cuales la densidad de masa newtoniana esta

dada por

σn(x) = 4Φn,z

∣∣∣
z=0+

=
4αEn(x)

an+1x2n+1
, (2.51)

de la relación (2.51) se observa que la expresión diverge en el borde interno de los discos.

Lo que quiere decir que, el comportamiento de las densidades superficiales de masa de
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Figura 2.4: Densidad superficial de enerǵıa ε̃3 como función de r̃.

los modelos relativitas de discos es mejor que los correspondientes modelos newtonianos.

2.5 Masa de los discos

Con el fin de calcular la masa de los discos, se hará uso de la conocida fórmula de

Komar [21], 2

M = 2

∫

Σt

(Tαβ − T

2
gαβ)nαξβ dΣ , (2.52)

donde Σ es la hipersuperficie temporal dada por Σ: f(xα) = t = cte, los nα son los

vectores unitarios normales a la hipersuperficie y ξβ es el vector de Killing temporal del

espacio-tiempo.

Esta expresión se puede escribir de la forma

M = 2

∫

Σ

(Tαβ − T

2
gαβ)V αV βe2(Λ−Φ)r dr dϕ dz , (2.53)

2Ver los cálculos más detallados del cálculo de la masa de los discos en el apéndice A.3 p.33
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donde V α es uno de los términos constituyentes de la tétrada.

Por otra parte, de las relaciones (1.8) y (1.9) se tiene que el tensor enerǵıa momento

para la parte correspondiente al disco es

Tαβ = Qαβδ(z) = gzz
−1/2Sαβδ(z) = e−(Λ−Φ)Sαβδ(z) = eΦ−ΛSαβδ(z) , (2.54)

de manera que

M = 2

∫

Σ

(
Sαβ − S

2
gαβ

)
V αV βeΛ−Φδ(z)r dr dϕ dz . (2.55)

Usando de la tetrada anteriormente mencionada (1.20), es posible expresar la masa de

los discos de la forma canónica

M =

∫

Σ

εeΛ−Φδ(z)r dr dϕ dz . (2.56)

De las relaciones (1.25) y (2.50) se tiene ε = 4eΦ−ΛΦ,z y de ah́ı se deduce εeΛ−Φ = 4Φ,z,

de acuerdo con esto, se obtiene que

M = 8π

∫ ∞

a

Φ,zr dr , (2.57)

donde ya se han realizado las integrales con respecto a z y ϕ. Usando la relación (2.15),

la integral (2.57) en coordenadas esferoidales oblatas se escribe como

M = 8aπ

∫ ∞

0

Φ,y(x, 0) dx . (2.58)

Por otra parte, se puede demostrar que

Φn,y =
αEn

anx2n
, (2.59)

de manera que la expresión general para la masa de los discos con borde interno se

escribe como

Mn =
8πα

an−1

∫ ∞

0

En(x)

x2n
dx . (2.60)

Realizando el cálculo para los tres primeros discos de la familia infinita, se encuentra

que

M1 = 8πα

∫ ∞

0

dx

x
−→∞ , (2.61)
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M2 =
8πα

a

∫ ∞

0

(x2 + 3)

x4
dx =

8πα

a

∫ ∞

0

(
1

x2
+

3

x4

)
dx −→∞ , (2.62)

M3 =
8πα

a2

∫ ∞

0

3(x2 + 5)

x6
dx =

8πα

a2

∫ ∞

0

(
3

x4
+

15

x6

)
dx −→∞ . (2.63)

Se puede generalizar que para todos los discos de la familia infinita se tendrá masa in-

finita ya que siempre va a sobrevivir un termino en el denominador que al ser evaluado

en cero llevara a infinito a todas las masas de los discos. Este resultado era esperado

debido a la fuerte divergencia de las densidades newtonianas en el borde interno.

Aunque las soluciones obtenidas son asintóticamente planas y regulares en el eje de

simetŕıa, el que hecho de que la masa tenga un valor infinito es una indicación de la

presencia de una singularidad en el borde interno de los disco. Con el fin de analizar

la naturaleza de esta singularidad, se calculará, para toda la familia de soluciones, los

invariantes del tensor de Riemann [35],

KI = RabcdRabcd , (2.64)

KII = Rab
klR

klcdRabcd , (2.65)

KIII =
εab

klR
klcdRabcd√−g

. (2.66)

KIV =
εab

klR
kl

mnR
mncdRabcd√−g

, (2.67)

donde g = det gab y εabcd es el śımbolo de Levi-Civita.

Para cualquier solución de Weyl los últimos dos invariantes desaparecen identicamente,

aśı que solo es necesario calcular KI y KII . De manera que usando las expresiones (2.32)

y (2.37) para Φn(x, y) y Λn(x, y), se calculan estos dos invariantes de cuvatura mediante

los siguientes términos generales

KIn = −16α2e4(Φn−Λn)NIn(x, y)

a6n+4(x2 + y2)12n
, (2.68a)

KIIn =
48α3e6(Φn−Λn)NIIn(x, y)

a8n+6(x2 + y2)16n
, (2.68b)
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donde NIn(x, y) y NIIn(x, y) son funciones polinomiales de grado más alto 24n − 6 y

32n−9 respectivamente, y que no se presentan aqúı por ser términos demasiado largos,

aunque todos estos desaparecen en el borde interno de los discos,

NIn(0, 0) = NIIn(0, 0) = 0 . (2.69)

Se puede ver que, en cualquier vecindad alrededor del punto (0, 0), la diferencia entre

Φn(x, y) y Λn(x, y) se comporta como

Φn − Λn ∼ − α2

a2n(x2 + y2)2n
, (2.70)

de manera que

ĺım
(x,y)→(0,0)

e4(Φn−Λn)

(x2 + y2)12n
= 0 , (2.71a)

ĺım
(x,y)→(0,0)

e6(Φn−Λn)

(x2 + y2)16n
= 0 , (2.71b)

y el ĺımite existe, independientemente del camino que se elija para llegar al punto (0, 0).

Como consecuencia de la anterior expresión, se tiene que

ĺım
(x,y)→(0,0)

KIn(x, y) = 0 , (2.72a)

ĺım
(x,y)→(0,0)

KIIn(x, y) = 0 , (2.72b)

lo cual se interpreta como que el tensor de Riemann es regular en el borde interno

de los discos. Sin embargo, es bien sabido que, hay un número infinito de invariantes

superiores que son construidos a partir de derivadas del tensor de Riemann y que es casi

seguro que algunos de estos no son regulares en el borde interno. Por lo tanto, el hecho

de que el tensor de Riemann sea regular en el borde interno del disco no es garant́ıa

de que el espacio-tiempo será regular alĺı. Es más, la presencia de esta singularidad en

todas las soluciones, ha sido considerada por algunos autores como una consecuencia

de la infinita delgadez no f́ısica de la fuente [22].
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En el presente trabajo de grado se obtuvo una nueva familia de infinitas soluciones

exactas, de las ecuaciones de Einstein en el vaćıo para un espacio-tiempo estático y

axialmente simétrico. Las soluciones describen una familia infinita de discos de pol-

vo fino con un borde interno. La densidad de enerǵıa de los discos es positiva y bien

comportada, de manera que el tensor de enerǵıa-momento correspondiente, satisface

todas las condiciones de enerǵıa. Aunque la masa total de los discos resultó ser infinita,

las soluciones son asintóticamente planas, de manera que sus tensores de Riemann son

regulares, esto se demostró mediante el cálculo de los escalares de curvatura. El hecho

de que la masa de los discos sea infinita, es un ind́ıcio de la presencia de una singula-

ridad en su borde interno, claro que esta singularidad, puede ser una consecuencia de

considerar las fuentes como discos infinitamente delgados. Por otra parte, como todas

las funciones métricas se calcularon expĺıcitamente, estas, son las primeras soluciones

exactas completamente integradas para este tipo de fuentes.

El método que se utilizó en este trabajo para obtener estas soluciones de forma expĺıcita,

puede servir de orientación para encontrar otras solcuciones f́ısicas en trabajos futuros.

La relativa simplicidad de estas soluciones, cuando se expresan en términos de las coor-

denadas esferoidales oblatas, facilita el estudio de diferentes aspectos de la dinámica de

este tipo de fuentes, tales como, el movimiento de una part́ıcula dentro y fuera de los

discos y la estabilidad de las órbitas, la cual proporciona información de gran impor-

tancia sobre la estructura y el comportamiento los campos gravitacionales involucrados.

Además de su importancia como nueva familia de soluciones de las ecuaciones de Eins-

tein en el vaćıo, la principal importancia de esta familia de soluciones, es que pueden

ser fácilmente superpuestas con la solución de Schwarzschild para describir el sistema

binario compuesto por un disco que rodea un agujero negro. De hecho, la superposición
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del primer término de esta familia con un agujero negro de Schwarzschild, fue presen-

tada previamente por G. A. González y A. C. Gutiérrez-Piñeres [4], la cual constituye

la primera solución expĺıcitamente integrada para esta superposición de fuentes. Los

detalles del análisis de la superposición para la familia en general serán presentados en

un próximo trabajo.

Los principales resultados obtenidos en el marco del desarrollo del presente trabajo de

investigación se listan a continuación:

G. A. González, A. C. Gutiérrez-Piñeres y V. M. Viña Cervantes Exact Static

Axially Symmetric Thin Annular Dust Disks, Aceptado para publicación en la

edición de Mayo de 2009 en AIP Conf. Proc. 1122 Physics and mathematics of

Gravitation, Proceedings of Spanish Relativity Meeting 2008, ISBN 978-0-0-7354-

0658-2.

G. A. González, A. C. Gutiérrez-Piñeres y V. M. Viña Cervantes Relativistic Static

Thin Dust Disks with an Inner Edge: An infinite Family of New Exact Solutions,

Sometido para Publicación en Physical Review D,[26].

V. M. Viña Cervantes, A. C. Gutiérrez-Piñeres y G. A. González Electrovacuum

Static Axially Symmetric Thin Annular Dust Disks, Presentado en calidad de

Poster en II Congreso latinoamericano de F́ısica, 20 al 24 de Octubre, Zacatecas,

Zacatecas, México.

Reconocimiento como TRABAJO DE GRADO PROMISORIO por parte de la

Vicerrectoria de Investigación y extensión de la Universidad Industrial de San-

tander.



APÉNDICES

A.1 Ecuaciones de Einstein en el vaćıo en coorde-

nadas esferoidales oblatas

En coordenadas curviĺıneas ortogonales (ζ1, ζ2, ζ3) la ecuación de Laplace está dada por

3∑
m=1

∂

∂ζm

[
h1h2h3

h2
m

∂Φ

∂ζm

]
= 0 , (A.1)

donde hm son los coeficientes métricos y estan definidos como

hm =

√(
∂q1

∂ζm

)2

+

(
∂q2

∂ζm

)2

+

(
∂q3

∂ζm

)2

. (A.2)

Para el caso particular de las coordenadas esferoidales oblatas, los coeficientes métricos

son

hx = a

√
x2 + y2

x2 + 1
, (A.3a)

hy = a

√
x2 + y2

1− y2
, (A.3b)

hφ = a
√

(x2 + 1)(1− y2) , (A.3c)

de manera que

hxhyhφ = a3(x2 + y2) . (A.4)

Reemplazando la relación anterior en el término general (A.1), se obtiene la ecuación

de Laplace en coordenadas esferoidales oblatas

(
(1 + x2)Φ,x

)
,x

+
(
(1− y2)Φ,y

)
,y

= 0 . (A.5)
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Usando la regla de la cadena se tiene que las derivadas de la función métrica Λ con

respecto a las coordenadas esferoidales oblatas estan dadas por

Λ,x = Λ,r
∂r

∂x
+ Λ,z

∂z

∂x
, (A.6a)

Λ,y = Λ,r
∂r

∂y
+ Λ,z

∂z

∂y
. (A.6b)

de la relaciónes (2.10) se tiene que las derivadas de las coordenadas ciĺındricas con

respecto a las oblatas son

∂r

∂x
= ax

√
1− y2

1 + x2
, (A.7a)

∂r

∂y
= −ay

√
x2 + 1

1− y2
, (A.7b)

∂z

∂x
= ay , (A.7c)

∂z

∂y
= ax . (A.7d)

Reemplazando las anteriores relaciones en la expresión (A.6) se obtienen las derivadadas

de la función métrica Λ(r, z) con respecto a las coordenadas esferoidales oblatas

Λ,x = ax

√
1− y2

1 + x2
Λ,r + ayΛ,z , (A.8a)

Λ,y = −ay

√
1 + x2

1− y2
Λ,r + axΛ,z . (A.8b)

Eliminando el término Λ,z, se obtiene la expresión para Λ,r, y de la misma forma,

eliminando el término Λ,r se obtiene la expresión para Λ,z,

Λ,r =

√
(x2 + 1)(1− y2)

a(x2 + y2)
[xΛ,x − yΛ,y] , (A.9a)

Λ,z =
1

a(x2 + y2)
[y(x2 + 1)Λ,x + x(1− y2)Λ,y] . (A.9b)

Haciendo lo mismo para la función métrica Φ(r, z) se encuentran las expresiones corres-

pondientes a las derivadas de Φ(r, z) con respecto a las coordenadas cilindricas

Φ,r =

√
(x2 + 1)(1− y2)

a(x2 + y2)
[xΦ,x − yΦ,y] , (A.10a)

Φ,z =
1

a(x2 + y2)
[y(x2 + 1)Φ,x + x(1− y2)Φ,y] . (A.10b)
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Reemplazando las ecuaciones (A.9) y (A.10) en el sistema ya conocido

Λ,r = r(Φ2
,r − Φ2

,z) , (A.11a)

Λ,z = 2rΦ,rΦ,z , (A.11b)

se obtienen las expresiones correspondientes las derivadas de Λ(x, y) con respecto a las

coordenadas esferoidales oblatas

Λ,x =
(1− y2)

(x2 + y2)
[x(x2 + 1)Φ2

,x − x(1− y2)Φ2
,y − 2y(x2 + 1)Φ,xΦ,y] , (A.12a)

Λ,y =
(x2 + 1)

(x2 + y2)
[y(x2 + 1)Φ2

,x − y(1− y2)Φ2
,y + 2x(1− y2)Φ,xΦ,y] . (A.12b)

De esta forma, las ecuaciones (A.5) y (A.12), constituyen el sistema de ecuaciones de

Einstein en el vaćıo o tambien conocidas como ecuaciones de Weyl en coordenadas es-

feroidales oblatas.

A.2 Solución de la ecuación de Laplace en coorde-

nadas esferoidales oblatas con condiciones de

frontera

De las relaciones (2.7) y (2.16) se tiene que las condiciones de contorno que debe sa-

tisfacer la solución de la ecuación de Laplace de manera que represente discos delgados

con un borde interno central son

Φ(x, y) = Φ(−x, y) , (A.13a)

Φ,x(0, y) = 0 , (A.13b)

Φ,y(x, 0) = F (x); x ≥ 0 . (A.13c)

Usando las relaciones (A.1) y (A.3) se tiene que el laplaciano en coordenadas esferoidales

oblatas que está dado por la expresión (A.5), es equivalente a

∇2Φ =
∂

∂x

[
(1 + x2)

∂Φ

∂x

]
+

∂

∂y

[
(1− y2)

∂Φ

∂y

]
= 0 . (A.14)

Aplicando el método de separación de variables para la función métrica Φ(x, y), es

decir, considerando que Φ(x, y) es una función que está formada por el producto de dos

funciones independientes, cada una dependiente de una sola coordenada, tal que

Φ(x, y) = M(x)N(y) , (A.15)
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la expresión (A.14) ahora se puede expresar como

∇2Φ =
∂

∂x

[
(1 + x2)

∂M(x)N(y)

∂x

]
+

∂

∂y

[
(1− y2)

∂M(x)N(y)

∂y

]
= 0 . (A.16)

derivando estos productos resulta que

N(y)
d

dx

[
(1 + x2)

d

dx
M(x)

]
+ M(x)

d

dy

[
(1− y2)

d

dy
N(y)

]
= 0 . (A.17)

Ahora, si se divide la anterior expresión entre el término M(x)N(y) se obtiene la relación

dada por

1

M(x)

d

dx

[
(1 + x2)

d

dx
M(x)

]
+

1

N(y)

d

dy

[
(1− y2)

d

dy
N(y)

]
= 0 , (A.18)

lo cual permite escribir las siguientes igualdades,

1

M(x)

d

dx

[
(1 + x2)

d

dx
M(x)

]
= j , (A.19a)

1

N(y)

d

dy

[
(1− y2)

d

dy
N(y)

]
= −j . (A.19b)

donde j es un número entero. La ecuación (A.19b) se expresa tambien como

d

dy

[
(1− y2)

dN(y)

dy

]
+ jN(y) = 0 , (A.20)

esta ecuación corresponde a la Ecuación de Legendre para la cual ya se conoce la forma

de la solución. Para que la ecuación (A.19b) se pueda expresar tambien de la misma

forma, se hace la sustitución de x por iε, de esta forma se tiene que

d

dε

[
(1− ε2)

dM(ε)

dε

]
+ jM(ε) = 0 . (A.21)

La ecuación diferencial de Legendre puede resolverse usando el método de series de

potencias de la forma,

M(ε) =
∞∑

n=0

bnεk+n , (A.22a)

N(y) =
∞∑

n=0

any
k+n , (A.22b)

de manera que sus derivadas se expresan como

dM(ε)

dε
=

∞∑
n=0

bn(k + n)εk+n−1 , (A.23a)

dN(y)

dy
=

∞∑
n=0

an(k + n)yk+n−1 . (A.23b)
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Reemplazando las relaciones (A.22b) y (A.23b) en la expresión (A.20) se tiene que

d

dy

[
(1− y2)

∞∑
n=0

an(k + n)yk+n−1

]
+ j

∞∑
n=0

anyk+n = 0 , (A.24)

derivando el producto resulta la suma dada por

−2
∞∑

n=0

an(k + n)yk+n +
∞∑

n=0

an(k + n)(k + n− 1)yk+n−2 (A.25)

−
∞∑

n=0

an(k + n)(k + n− 1)yk+n + j

∞∑
n=0

anyk+n = 0 ,

se ve claramente que estas soluciones divergen cuando y tiende a infinito. Para resolver

el problema de la divergencia, las series deben cortarse escogiendo apropiadamente

la constante de separación j, a fin de que los coeficientes de las series an y bn sean

cero despues de un determinado valor, de modo que las series infinitas se reduzcan a

polinómios finitos. En general, la serie de potencias obtenida converge cuando y < 1, y

en el caso particular en que n sea un número entero no negativo (0, 1, 2...) las soluciones

forman una familia de polinómios ortogonales llamados Polinómios de Legendre. De

acuerdo con esto, escogiendo j = n(n + 1) donde n = 1, 2, 3..., las expresiones (A.20) y

(A.21) resultan ahora

d

dy

[
(1− y2)

dN(y)

dy

]
+ n(n + 1)N(y) = 0 , (A.26a)

d

dε

[
(1− ε2)

dM(ε)

dε

]
+ n(n + 1)M(ε) = 0 , (A.26b)

cuyas respectivas soluciones son respectivamente

N(y) = AnPn(y) + BnQn(y) , (A.27a)

M(x) = DnPn(x) + EnQn(x) , (A.27b)

donde Pn son los polinómios de Legendre, Qn las funciones de Legendre de segunda

clase y An, Bn, Dn, En constantes arbitrarias. Ahora, la expresión (A.27b) está dada

en términos de x, por la sustitución que se realizó unos pasos atras de x por iε, es

conveniente ahora hacer las siguientes sustituciones,

pn(x) = i−nPn(ix) , (A.28a)

qn(x) = in+1Qn(ix) , (A.28b)

con las anteriores sustituciones la relación (A.27b) se escribe

M(x) = Hnpn(x) + Knqn(x) . (A.29)
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Reemplazando las relaciones (A.27b) y (A.29) en la expresión (A.15), resulta que el

término general para la solución de la ecuación de Laplace está dado por

Φ(x, y) =
∞∑

n=0

[Hnpn(x) + Knqn(x)][AnPn(y) + BnQn(y)] , (A.30)

esta expresión es equivalente a

Φ(x, y) =
∞∑

n=0

Hnpn(x)[AnPn(y)+BnQn(y)]+
∞∑

n=0

Knqn(x)[AnPn(y)+BnQn(y)] . (A.31)

El siguiente paso consiste en aplicar las condiciones de contorno dadas por el sistema

(A.13) a la solución general obtenida. Por otra parte, la paridad de los polinómios de

Legendre está dada por

Pn(x) = (−1)nPn(−x) , (A.32)

de acuerdo con esto, para garantizar la paridad en x se deben considerar solo P2n(x) ya

que son los únicos que la satisfacen. Si P2n(x) es par, se puede demostrar fácilmente que

p2n(x) tambien es par. De la misma forma se llega a que solo los polinómios q2n+1(x)

satisfacen la condición de paridad para x. Aplicando estas retricciones, la expresión

(A.31) resulta

Φ(x, y) =
∞∑

n=0

p2n(x)[A2nP2n(y) + B2nQ2n(y)] (A.33)

+
∞∑

n=0

q2n+1(x)[A2n+1P2n+1(y) + B2n+1Q2n+1(y)] ,

al aplicar a la anterior expresión la condiciónes Φ,x(0, y) = 0 y Φ,y(x, 0) = F (x) se llega

a la expresión final, la cual corresponde a la solución de la ecuación de Laplace para un

disco delgado con un borde interno.

Φ(x, y) =
∞∑

n=0

p2n(x)[A2nP2n(y) + B2nQ2n(y)] . (A.34)

A.3 Cálculo de la masa de los discos

Con el fin de calcular la masa de los discos, se hará uso de la conocida fórmula de

Komar [21],

M = 2

∫

Σt

(
Tαβ − T

2
gαβ

)
nαξβ dΣ , (A.35)
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donde Σ es la hipersuperficie temporal dada por Σ: f(xα) = t = cte, de manera que

f,α = t,α = δ0
α , (A.36)

aqúı f,α son los vectores normales a la hipersuperficie. Para calcular los vectores unita-

rios normales a la hipersuperficie n,α, que en este caso, según la relación (A.36) es solo

uno, se utiliza la relación dada por

nα =
εf,α

|gαβf,αf,β|1/2
, (A.37)

donde ε puede tener los valores −1, 0, 1 lo cual determina si el vector es temporal, nulo

o espacial respectivamente, y se calcula a través de la norma del vector f,α. En este

caso

gαβf,αf,β = g00 = −e−2Φ < 0 , (A.38)

luego

ε = −1 , (A.39)

de acuerdo con esto

nα =
−δ0

α

|gαβδ0
αδ0

β|c
=

−δ0
α

|g00|1/2
=

−δ0
α

| − e−2Φ|1/2
=
−δ0

α

e−Φ
, (A.40)

de manera que

nα = −eΦδ0
α . (A.41)

Por otra parte

gαβnαnβ = nαnα = e2Φg00 = −1 , (A.42)

luego

nαnα = −1 , (A.43)

este valor corresponde a la norma del vector unitario normal a la hipersuperfie Σ. Dado

que el valor es −1, este vector es, efectivamente, temporal. Como en la expresión (2.52)

aparece nα, usando la relación (A.41) se tiene que

nα = gαβnβ = −eΦgα0 = −eΦδα
0 g00 = e−Φδα

0 , (A.44)

y de la tétrada establecida en el primer caṕıtulo (1.20) se obtiene la igualdad dada por

nα = V α = e−Φδα
0 . (A.45)



A.3 Cálculo de la masa de los discos 35

Por otra parte, la métrica inducida sobre la hipersuperficie

ds2
Σ = e−2Φ

[
r2dϕ2 + e2Λ(dr2 + dz2)

]
, (A.46)

donde ya = (r, ϕ, z), está definida como

hab = gαβδα
a δβ

b = gab . (A.47)

El elemento de superficie dΣ está dado por la expresión

dΣ =
√

hd3y =
√

h dr dϕ dz , (A.48)

donde h = det[hab]. Realizando el cálculo del determinante se llega a que
√

h = re2Λ−3Φ.

De acuerdo con esto, el elemento de superficie esta dado por

dΣ = re2Λ−3Φ dr dϕ dz . (A.49)

En la ecuación (2.52), ξβ es el vector de Killing tipo tiempo del espacio-tiempo y se

define como

ξ =
∂

∂t
=

∂xα

∂t

∂

∂xα
= δα

0 ∂α , (A.50)

por lo tanto

ξα = δα
0 . (A.51)

Nuevamente, de la tétrada (1.20) se tiene que

ξα = δα
0 = eΦV α . (A.52)

Reemplazando las relaciones (A.45), (A.49) y (A.52) en la expresión (2.52) se obtiene

M = 2

∫

Σ

(
Tαβ − T

2
gαβ

)
V αV βe2(Λ−Φ)r dr dϕ dz . (A.53)

De las expresiones (1.8) y (1.9) se tiene que el tensor enerǵıa momento para la parte

correspondiente al disco es

Tαβ = Qαβδ(z) = gzz
−1/2Sαβδ(z) = e2(Λ−Φ)−1/2

Sαβδ(z) = eΦ−ΛSαβδ(z) , (A.54)

de manera que,

M = 2

∫

Σ

(
Sαβ − S

2
gαβ

)
V αV βeΛ−Φδ(z)r dr dϕ dz . (A.55)
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Para un disco de polvo, es decir, un disco sin presión azimutal, se tiene que el tensor su-

perficial de enerǵıa-momento se puede expresar en términos de la tétrada anteriormente

mostrada (1.21), de la forma canónica

Sαβ = εVαVβ , (A.56)

de donde se tiene que

S = gαβSαβ = εgαβVαVβ = εV αVα = εnαnα = −ε . (A.57)

Reemplazando la anterior expresión en la ecuación (2.55) se obtiene que
(

Sαβ − S

2
gαβ

)
V αV β =

(
εVαVβ +

ε

2
gαβ

)
V αV β = ε− ε

2
=

ε

2
. (A.58)

De esta forma, la relación (2.55) se puede expresar ahora como

M =

∫

Σ

εeΛ−Φδ(z)r dr dϕ dz . (A.59)

Por otra parte, de las relaciones (1.25) y (2.50) se tiene que ε = 4eΦ−ΛΦ,z lo cual implica

que εeΛ−Φ = 4Φ,z, haciendo uso de eso, se puede escribir la expresión para la masa como

M = 8π

∫ ∞

a

Φ,zr dr , (A.60)

aqúı ya se han realizado las integrales con respecto a z y ϕ. Usando las relaciones ya

conocidas entre los dos sistemas de coordenadas (2.15), se tiene que la integral que

arroja la masa de los discos, en coordenadas esferoidales oblatas es

M = 8aπ

∫ ∞

0

Φ,y(x, 0) dx , (A.61)

se puede demostrar que el término general para la derivada de Φ(x, y) con respecto a

la variable y, evaluada en y = 0 esta dado por la expresión

Φn,y =
αEn

anx2n
, (A.62)

de manera que la expresión general para la masa de los discos con borde interno es

Mn =
8πα

an−1

∫ ∞

0

En(x)

x2n
dx . (A.63)

Realizando el cálculo para los tres primeros discos de la familia infinita, se encuentra

que

M1 = 8πα

∫ ∞

0

dx

x
−→∞ , (A.64)
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M2 =
8πα

a

∫ ∞

0

(x2 + 3)

x4
dx =

8πα

a

∫ ∞

0

(
1

x2
+

3

x4

)
dx −→∞ , (A.65)

M3 =
8πα

a2

∫ ∞

0

3(x2 + 5)

x6
dx =

8πα

a2

∫ ∞

0

(
3

x4
+

15

x6

)
dx −→∞ . (A.66)
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