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RESUMEN

TITULO: MODELOS RELATIVISTAS DE DISCOS DE POLVO AXIALMENTE SIMETRICOS
CON BORDE INTERNO.”

AUTOR: VINA CERVANTES, Viviana Marcela.f
PALABRAS CLAVES: Ecuaciones de Einstein, Discos relativistas.

DESCRIPCION:

Se presenta una familia infinita de nuevas soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein en el vacio
para espacio-tiempos estaticos axialmente simétricos. Con el fin de encontrar estas soluciones, se in-
troduce el sistema de coordenadas esferoidales oblatas, el cual se adapta naturalmente a la geometria
de los discos. Todas las funciones métricas de las soluciones encontradas son calculadas explicitamente
y las expresiones obtenidas se escriben de forma sencilla en términos de las coordenadas esferoidales
oblatas.

Las soluciones describen una familia infinita de discos de polvo delgados axialmente simétricos con un
borde interno central, para los cuales la densidad de energia es positiva y bien comportada en toda la
regién que comprende el disco, de manera que su tensor energia-momento satisface todas las condiciones
de energia. A pesar de que la masa de los discos es infinita, las soluciones son asintéticamente planas
y regulares en el eje de simetria. Los respectivos tensores de Riemann son regulares en todas partes,
esto se demuestra mediante el calculo de los escalares de curvatura. Esta constituye la primera familia
de soluciones explicitamente integrada que se ha obtenido para este tipo de fuentes.

La principal motivacién de este trabajo es que, por la forma de las soluciones, se tiene que pueden ser
facilmente superpuestas con la solucién de Schwarzschild, con el fin de solucionar el problema de la

superposicion de un disco con un agujero negro.

*Trabajo de Grado.
TEscuela de Fisica, Facultad de Ciencias, Universidad Industrial de Santander. Director: Guillermo A. Gonzélez V.,
Ph.D. Codirector: Antonio C. Gutiérrez-Pineres., Ph.D.



ABSTRACT

TITLE: RELATIVISTIC STATIC THIN DUST DISKS WITH AN INNER EDGE."
AUTHOR: VINA CERVANTES, Viviana Marcela.t
KEY WORDS: Einstein equations, Relativistic disks.

DESCRIPTION:

An inifinite family of new exact solutions of the Einstein vacuum equations for static and axially
symmetric spacetimes is presented. In order to find these solutions, we introduced the oblate spheroidal
coordinate system, which fits naturally to the geometry of the sources. All the metric functions of the
solutions are explicity computed and the expressions obtained are simply written in terms of oblate
spheroidal coordinates.

These solutions describe an infinite family of thin dust axially symmetric disks with a central inner edge,
whose energy densities are positive and well behaved throughout the region that includes the disk, in
such a way that the energy-momentum tensor is in complete agreement with all the energy conditions.
Furthermore, although the total mass of the disks is infinite, the solutions are asymptotically flat and
regular in the axis of symmetry. The respective Riemann tensors are regular everywhere as it is shown
by computing the curvature scalars. This is the first family of explicitly integrated solutions that has
been obtained for such sources.

The main motivation of this work is that, by the way of solutions, can be easily superimposed with

the Schwarzschild solution, in order to solve the problem of overlap in a disc with a black hole.

: Degree work.
TEscuela de Fisica, Facultad de Ciencias, Universidad Industrial de Santander. Director: Guillermo A. Gonzélez V.,
Ph.D. Codirector: Antonio C. Gutiérrez-Pineres., Ph.D.



INTRODUCCION

El soporte experimental de la existencia de agujeros negros en los ntcleos de algunas
galaxias es hoy en dia abundante; debido a la fuerte evidencia dinamica proveniente del
centro de la Via Léactea, no cabe duda de la relevancia del estudio de sistemas binarios
compuestos por un disco delgado y un agujero negro (los iltimos comentarios acerca
de la evidencia observacional son presentados por Celloti, Miller y Sciama [3]| y por
Begelman [2]). De acuerdo con esto, una serie de trabajos ha sido desarrollado en los
ultimos anos, con el fin de obtener una mejor comprension de los diferentes aspectos

relacionados con la dindmica de estos sistemas.

Debido a la presencia de un agujero negro, los campos gravitacionales involucrados son
tan fuertes, que el marco tedérico de trabajo apropiado para estudiar analiticamente
estas configuraciones, es proporcionado por la teoria general de la relatividad. Es por
esto, que se ha hecho un gran esfuerzo para obtener soluciones exactas de las ecuaciones
de Einstein correspondientes a fuentes discoidales con un agujero negro en el centro (en
las referencias [8, 23] se muestra un amplio recuento sobre el tema).

Las soluciones estacionarias axialmente simétricas de las ecuaciones de Einstein, son de
gran importancia en astrofisica, ya que describen el exterior de las configuraciones en
equilibrio de objetos en rotacién. Al mismo tiempo, tales espacio-tiempos son la mejor
opcién para describir, de forma analitica, los campos gravitacionales de discos alrededor
de un agujero negro. De manera que, a través de los anos se han obtenido mediante
diferentes técnicas, varios ejemplos de soluciones correspondientes a agujeros negros o a
fuentes discoidales. Sin embargo, debido al comportamiento no lineal de las ecuaciones
de Einstein, las soluciones correspondientes a la superposiciéon de un agujero negro y un
disco delgado, no son tan faciles de obtener y por lo tanto, hasta ahora, se han obtenido

muy pocas soluciones estacionarias exactas.

Por otra parte, si se consideran unicamente configuraciones estaticas, el elemento de

linea es caracterizado solamente, por dos funciones métricas en el caso axialmente
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simétrico. Asi que, las ecuaciones de Einstein en el vacio, implican que una de las
funciones métricas satisface la ecuaciéon de Laplace, mientras que la otra puede ser
obtenida mediante cuadraturas. Ademas, puesto que las fuentes son discos infinitamen-
te delgados, la materia solo contribuye a manera de condiciones de contorno, para la
ecuaciones de Einstein en el vacio. Por lo tanto, como consecuencia de la linealidad
de la ecuacién de Laplace, las soluciones correspondientes a la superposicion de discos

delgados y agujero negro pueden, en principio, ser obtenidas.

Sin embargo, si se consideran discos delgados, que se extienden hasta el horizonte de
eventos del agujero negro, la materia localizada cerca de este, se movera a velocidad
superluminica, tal como fué mostrado por Lemos y Letelier [13-15]. Asi, con el fin
prevenir la aparicién de materia taquionica, los discos delgados deben tener un borde
interno, con un radio mas grande que el radio foténico del agujero negro. Entonces,
el problema de valores de contorno para la ecuacion de Laplace es, matematicamente,
mas complicado y por lo tanto, se han obtenido muy pocas soluciones exactas. Este tipo
de soluciones fueron estudiadas inicialmente por Lemos y Letelier [14], haciendo una
transformacién de Kelvin para invertir la familia de discos delgados finitos de Morgan
y Morgan, la cual se muestra con detalle en [17]. Ahora, a pesar de que la segunda
funcion métrica de esta solucion no puede ser obtenida analiticamente, sus propie-
dades mas importantes fueron analizadas detalladamente en una serie de articulos de
Semerak, Zacek y Zellerin [25,26,28-31,36] usando, en varios, casos métodos numéricos.

Asi pues, es evidente que la obtencion de soluciones exactas, que describan correctamen-
te superficies discoidales delgadas con un borde interno, tienen una clara importancia
en el estudio de sistemas binarios que involucran un agujero negro. En efecto, como
muestra Semerak [27], las principales propiedades de estos discos anulares, dependen
en gran medida de la forma de la densidad de energia. Por lo tanto, es importante
obtener nuevas soluciones, de tal manera que sea posible un estudio a fondo de este
tipo de sistemas.

Si se logra obtener soluciones explicitamente integradas es posible, en principio, estudiar
analiticamente las geodésicas en estos espacio-tiempos, con el fin de lograr una com-
prension clara de sus principales aspectos dindmicos. Por otro lado, obtener soluciones
estaticas, puede ser considerado como el primer paso para la obtencién de soluciones
estacionarias mas realistas, las cuales se obtienen a partir de métodos bien conocidos

de generacion de soluciones.
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Ademas de los discos invertidos de Lemos y Letelier, solo se han obtenido otras dos
soluciones para discos delgados estaticos con borde interno, la primera la obtuvo Klein,
utilizando el método de la transformacién de Kelvin [10] y la segunda, Semerak [27],
en donde encuentra la densidad de energia como una potencia del radio de Weyl. Por
otra parte, Zellerin y Semerak [37] obtuvieron una superposicién estacionaria, usando
el método de dispersién inversa de Belinskii-Zakahrov, pero el andlisis de sus propie-
dades resulta complicado, por el hecho de que las funciones métricas no son calculadas
analiticamente. A manera de continuacién, Semerdk [24] analiza con detalle la solucién
anteriormente mencionada, usando como semilla la dispersién inversa del primer disco
de la familia infinita de discos de Morgan y Morgan, y encuentra que existe un salto en
la derivada de la métrica en el plano ecuatorial, indicando la presencia de una “capa
de suspension” que impide al sistema colapsar gravitacionalmente. Por lo tanto, la solu-
cion no representa un disco de acreciéon axialmente simétrico realista, alrededor de un
agujero negro. Finalmente, una clase general de soluciones estacionarias fue presentada
por Klein [11], usando las técnicas de superficies de Riemann, las cuales se muestran

con detalle en la referencia [12].

De acuerdo con las consideraciones anteriores, en este trabajo de grado se presenta,
una nueva familia de infinitas soluciones exactas para discos de polvo delgados con
un borde interior. Con el fin de encontrar estas soluciones, se introduce un sistema de
coordenadas que se adapta naturalemente a la geometria de la fuente, de manera que el
problema de valores de contorno para la ecuacién de Laplace, se plantea correctamente
de forma sencilla. Estas coordenadas, permiten también calcular las funciones métricas
explicitamente. Las soluciones obtenidas, describen discos para los cuales la densidad
de energia es positiva y bien comportada en todas partes, de manera que su tensor
energia-momento satisface todas las condiciones de energia. Ahora, aunque la masa
total de los discos resulta infinita, las soluciones son asintéticamente planas y su tensor
de Riemann es regular en todas partes, esto se demuestra mediante el calculo de los
escalares de curvatura.

Este trabajo de grado esta organizado de la siguiente manera, en el capitulo 1 en la
seccion 1.1, se formulan las ecuaciones de Einstein para un espacio-tiempo estatico
axialmente simétrico, y en la seccién 1.2 se introduce un disco infinitamente delgado
como fuente. En esta seccion también se plantean las condiciones de contorno apropia-
das y su relacién con las cantidades mas importantes de la fuente. En el capitulo 2 en
la seccién 2.1 se plantean las condiciones de contorno, de manera que la fuente sea un
disco delgado axialmente simétrico con un borde interno. Luego, en la seccion 2.2, se
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introduce el sistema de coordenadas esferoidales oblatas, las cuales se adaptan natu-
ralmente a la geometria de los discos, y se plantean todas la relaciones anteriormente
encontradas ahora en funcion de estas nuevas coordenadas. Despues, en la secciéon 2.3,
se solucionan las ecuaciones de Einstein y se encuentra una familia infinita de discos
delgados axialmente simétricos con un borde interno. Luego en la seccion 2.4, se anali-
za el comportamiento de estas soluciones. Mas adelante, en la seccién 2.5, se calcula la
masa de los discos y los escalares de curvatura. Finalmente, se analizan los resultados
mas importantes del trabajo. Los desarrollos completos de ciertos célculos, se muestran

al final del trabajo en los apéndices.



CAPITULO 1

CONSTRUCCION DEL DISCO

1.1 Ecuaciones de Einstein

Con el fin de formular las ecuaciones de Einstein para un espacio-tiempo estético
axialmente simétrico con un disco delgado como fuente, en primer lugar, se introducen
las coordenadas =% = (¢, p,r, 2), en las que el tensor métrico g, s6lo depende de r y z.
Se supone que estas coordenadas son cuasicilindricas, en el sentido que la coordenada
r es cero en el eje de simetria y, para z fijo, aumenta monétonamente hasta el infini-
to, mientras que la coordenada z, para r fijo, aumenta mondétonamente en el intervalo

(—00,00). El dngulo azimutal ¢ toma valores en el intervalo [0, 27] [18].

Se supone que existe en el espacio un disco muy delgado, de tal manera que las compo-
nentes del tensor métrico son funciones simétricas de la coordenada z y que sus prime-
ras derivadas con respecto a z presentan una discontinuidad finita en la hipersuperficie
z = 0. De este modo,

9ab(1,2) = gap(1, —2) (1.1)

de manera que, para z # 0,

gab,z(r» Z) = _gab,z(ra _Z) . (12)

El tensor métrico es continuo en z = 0,

— Yab

z=0*

[gab] = Gab

z=0—
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Las discontinuidades de las derivadas del tensor métrico se escriben como

Yab = [gab,z] = 2gab,z B ) (14)

=0+

donde se ha utilizado la antisimetria de reflexién con respecto al plano z = 0.

Utilizando la aproximacién de distribucién [16,19,33] o las condiciones de juntura sobre
la curvatura extrinseca de cascarones delgados [6,7,20], la métrica se escribe

Jab = gup0(2) + 91 — 0(2)} (1.5)
de tal manera que el tensor de Ricci R, se expresa
Ray = R50(2) + Ry {1 — 0(2)} + Hapd(2) (1.6)
donde 6(z) es la funcién de Heaviside y 6(z) la distribucién de Dirac con z = 0.

En las relaciones (1.5) y (1.6), g5 y R, son los tensores métrico y de Ricci en las

regiones z > 0y z < 0, respectivamente, mientras que
1 zZ S<Z Y4 CSZ S22 zzZ
Hgy, = 5{’7a5b + ’yb(sa - /yc(sa,(sb -9 ’7&1)}7 (17)

donde todas las cantidades se evaluan en z = 0.

De acuerdo con la relacién (1.6) el tensor de energia-momento T, se expresa como
T =T50(2) + T {1 —0(2)} + Qud (), (1.8)
donde T;g son los tensores de energia-momento para las regiones z > 0y z < 0 respec-

tivamente, y )4 corresponde al tensor energia-momento de la fuente.

Como los discos son infinitamente delgados, es pertinente hacer uso del tensor superficial
de energia-momento S, este se puede obtener mediante la relaciéon dada por

Sup = / Qud(2) dsn = /7w (19)

donde ds,, = /g..dz es la “medida fisica ”"de longitud en direccién normal al plano
z=0.

Las ecuaciones de Einstein, en unidades geometrizadas, tales que ¢ = 87G = 1, son

equivalentes al sistema

1
Ry = S9al* = T, (1.10)

1
Hab - §gabH = Qaba (111)
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donde R* = g“beb y H = g*H,,, todas las cantidades son evaluadas en z = 0*. A

partir de las identidades Bianchi, se obtienen las leyes de conservacion

¢, = 0, (1.12)

Qy+[T%] = 0, (1.13)

y la condicién Q% = 0.

1.2 Soluciones Discoidales

Dado que el disco delgado es la tnica fuente de campo gravitacional, para el resto del
espacio se tiene que Tajlf = 0, de esta forma la ecuacién (1.10) se reduce a las ecuaciones

de Einstein en el vacio
RE =0, (1.14)

para las regiones z > 0y z < 0 respectivamente.
Con el fin de obtener las soluciones que correspondan a fuentes discoidales delgadas, se
resuelve el sistema (1.14) utilizando la ecuacién (1.11) como condiciones de contorno.

Una determinada forma de @, describe las propiedades de la materia que contiene el
disco.

Para determinar la forma general de las ecuaciones de Einstein en el vacio y las condi-
ciones de contorno, se usa el tensor métrico dado por el elemento de linea de Weyl [32]:

ds® = — ?*dt? + e 2 [rdp? + 2 (dr® + d2?)], (1.15)

donde ® y A son funciones continuas de r y z. Ademads, se asumira que ¢ y A son

funciones pares de z,

O(r, —z) = O(r, 2), (1.16a)
A(r,—z) = A(r, 2), (1.16b)

de tal forma que sus primeras derivadas con respecto a z son funciones impares,

D.(r,—2) = —D.(r,2), (1.17a)
A(r,—z) = —A.(r,2), (1.17Db)

para las cuales se requerird que no se anulen en z = 0.
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Las ecuaciones de Einstein en el vacio (1.14), para la métrica (1.15), en coordenadas

cuasicilindricas 2% = (¢, p, r, z), son equivalentes al sistema

(TCI)J‘),T + (T(I),z),z = 07 (118&)
Ay =7(05 —32), (1.18b)
A, =2r0,9 (1.18c)

conocido también como Ecuaciones de Weyl, en donde (1.18a) es la ecuacién de Laplace
usual para una fuente simétrica en coordenadas cilindricas, mientras que la condicion
de integrabilidad para el sistema acoplado (1.18b)- (1.18¢), es garantizada cuando ® es
una solucién de (1.18a), para la cual A puede ser obtenida por cuadraturas.

Por otra parte, la ecuacién (1.11) implica que las condiciones de frontera se reducen a

Q= 2e* NN, — 20 ], (1.19a)
Q% =2 *"MA (1.19b)

en donde todas las cantidades se evaluan en z = 0". Como consecuencia, el tensor

superficial energia-momento S,;, debe tener solo dos componentes diferentes de cero.

Con el fin de analizar las caracteristicas de Sy;, s conveniente expresar éstas en términos
de una tétrada ortonormal. En este caso, se usard la tétrada del “Observador Localmente
estatico” (LSO) [9], u observador en reposo con respecto al infinito, la cual estd dada
por e’ = {V°, W’ X* Y’} donde

Ve = e %57, (1.20a)
efI)

we = 4, (1.20b)

X® = e, (1.20c)

ye = e?hse, (1.20d)

donde &} corresponde a la delta de Kronecker. En términos de la tétrada (1.20), el tensor
superficial de energia-momento Sy, se escribe de la forma candnica

Sab = GVaVE) +pWaWb ; (121)

donde € y p son, la densidad de energia y la presién azimutal del disco respectivamente.
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La relacién (1.21) permite conocer la forma de la densidad de energia y la presién en
el disco. Ademads, de esta misma relacién, se tiene que la densidad superficial de masa
del disco se reduce a

p=e+p. (1.22)

De las anteriores expresiones, se tiene que la forma general del tensor energia-momento
que es compatible con el elemento de linea (1.15) y las condiciones de frontera (1.11),
corresponde a una superficie discoidal delgada que sélo tiene densidad de energia y

presién azimutal.

De acuerdo con esto, en lugar de dar condiciones especificas para la densidad de energia
y para la presién azimutal, las ecuaciones de Einstein se resolveran exigiendo solamente,
que estas dos cantidades sean diferentes de cero en la superficie de un disco con borde
interno. Y, una vez obtenida la solucién, esta puede ser utilizada para obtener, a partir
de las condiciones de frontera, las expresiones correspondientes para la densidad de
energia y la presién azimutal. De esta forma, la solucién correspondera al disco estético
con borde interno mas general, que puede ser obtenido resolviendo de forma exacta las

ecuaciones de Einstein.

En términos de la densidad de energia y la presion azimutal, las condiciones de frontera

se escriben

22 N2d, — A =, (1.23a)
26X ML =p. (1.23b)

)

Y, usando la relacién (1.18¢) estas condiciones se expresan como

46X V[ — 7|0, =€, (1.24a)
46X N B, =p. (1.24b)

Reemplazando el sistema (1.24) en la ecuacién 1.22, se obtiene
4e* 20, = pu, (1.25)

donde, nuevamente, todas las cantidades son evaluadas en z = 0%.



CAPITULO 2

DISCOS DELGADOS CON BORDE
CENTRAL

2.1 Condiciones de contorno para discos delgados
con borde interno

Para obtener una solucién que represente un disco delgado localizado en la hipersuper-

ficie z = 0 con un borde interno central de radio a es necesario imponer que

0 ; 0<r<a,
d_(r,07) = (2.1)

con f(r) una funcién arbitraria. S6lo después de encontrar la solucién més general, se
impondran condiciones adicionales para obtener un comportamiento fisico razonable. La
primera de estas condiciones consiste en que el espacio-tiempo debe ser asintéticamente

plano, para esto se requiere que

Igim O(r,z) = 0, (2.2a)
I%im A(r,z) = 0, (2.2b)

donde R?* = r? + 22. Para obtener un comportamiento regular en el eje de simetria es

necesario que

O(0,2) < oo, (2.3a)
0.

-
—~
\‘O

N
~—

Il
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Para garantizar en (1.24) que la densidad de energia y la presién azimutal sean positivas

en todas partes se impone que

f(r) =0, (2.4a)
0<rd, <1. (2.4b)

2.2 Coordenadas esferoidales oblatas

Con el fin de resolver las ecuaciones de Einstein en el vacio, primero se debe resolver
el problema de valores de contorno para ®. Sin embargo, debido a la naturaleza de las
condiciones de contorno de (1.17a) y (1.17b), es conveniente trabajar con un sistema
de coordenadas que se adapte naturalmente a la geometria de la fuente deseada y de

esta forma el problema se reduzca a un problema de condiciones de contorno.

De acuerdo con lo anterior se introduce el sistema de coordenadas esferoidales oblatas,
definidas a través de las siguientes relaciones

r? = a*(1+2°)(1—y?), (2.5a)
z = axy, (2.5b)

de manera que

V(2 + 22 —a?)? + 40222 + (r? 4 22 — a?)

s (2422 —a?)2+4a%22 — (r? + 22 — d?)
Y = = . (2.6b)

La anterior transformacién implica una correspondencia de un punto en el plano (r, z)
a cuatro puntos en el plano (z,y). Con el fin de obtener una correspondencia de uno a
uno en todo el plano (r, z), se deben restringir correctamente los rangos en las coorde-
nadas esferiodales oblatas. Existen cuatro posibles opciones de los rangos de (z,y) que
conducen a una correspondencia uno a uno. Se tomaran los intervalos como 0 < z < oo
y —1 <y <1 de tal manera que 0 < r < a con z = 0" se encuentra dentro del intervalo
xr=0,0<y <1, mientras que 0 < r < a con z = 0~ se encuentra dentro del intervalo
xr =0, —1 <y <0. Es decir, se tiene una linea de corte en el intervalo 0 < r < a. Por

consiguiente, como y cambia de signo al atravezar esta linea de corte, pero conserva su
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Y

|
S
o — — — 2

Figura 2.1: Coordenadas esferoidales oblatas. Las elipses corresponden a valores cons-
tantes de x y las hipérbolas a valores constantes de y.

valor absoluto, esta coordenada presenta una discontinuidad finita cuando x = 0, mien-
tras que la coordenada x es continua en todas partes. Por lo tanto, una funcién par de
y es una funcion continua en todas partes, pero tiene una derivada normal discontinua
en r = 0. El mismo comportamiento ocurre si se toman los intervalos —oo < x <0y
—1 <y < 1. Cualquiera de estas dos opciones se puede utilizar para describir un disco
delgado finito, de radio a, localizado en z = 0. Si se toman los intervalos —oco < z < oo
y 0 <y < 1 se obtiene un comportamiento diferente; en este caso, a < r < oo con
z = 0" se encuentra dentro del intervalo y = 0, 0 < x < oo, mientras que a < r < 0o
con z = 07 se encuentra en el intervalo y = 0, —oco < x < 0. De esta forma, la linea
de corte estara en el intervalo a < r < oo. Como z cambia de signo al atravezar la
linea de corte, pero no cambia su valor absoluto, esta coordenada tiene una discon-
tinuidad finita en y = 0, mientras que la coordenada y es continua en todas partes.
Por lo tanto, una funcién par de x es una funcién continua en todas partes pero su
derivada normal es discontinua en y = 0. El mismo comportamiento ocurre si se toma
el intervalo —oo < 2 < ooy —1 < y < 0. Estas dos opciones para los intervalos son
adecuadas para describir una fuente discoidal infinita con un borde circular interno de
radio a, localizado en z = 0. Por consiguiente, se tomaran los intervalos de (x,y) como
—co<zr<ooy0<y<1. Asi, cuando x = 0 se tiene que z = 0y 0 < r < a, mientras
que cuando y =0, 2 =0y r > a. La superficie y = 0 describe un disco delgado con un
borde interno de radio a, mientras que, la superficie x = 0 describe un agujero vacio

dentro de este borde.
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Para que la funcién métrica ®(x,y) sea continua en todas partes, se tomara esta como

una funciéon par de =z,
(—z,y) = (z,y), (2.7)
de manera que

q),x(_x7y) = _(I),x(xﬂy)> (28)

de esta forma las condiciones (1.16a) y (1.17a) se satisfacen trivialmente.

Para obtener la forma de las relaciones en coordenadas esferoidales oblatas es necesario
determinar la forma como estan relacionados los diferenciales en este sistema con los

diferenciales en coordenadas cilindricas, de manera que

or or
= — — 2.
dr 8xd$+ aydy, (2.9a)
0z 0z
= — — 2.
dz azdx%— aydy, (2.9b)

1—y? 1+ a2
dr =a mxdx—awl_gﬂydy, (2.10a)

dz = aydzr + axdy. (2.10b)

En coordenadas esferoidales oblatas, el elemento de linea de Weyl (1.15) puede ser

escrito como

da? dy?
d82 _ _62<I>dt2+a2(1_'_x2)(1+y2)€72¢dgp2+a2(x2_|_y2)62(A7¢’) |:1 fx2_|_1 —yy2} , (2.11)
y las ecuaciones de Einstein en el vacio son ahora
[(1+2%)@ ). +[(1 - y*)P,), =0, (2.12)

la ecuacién de Laplace en coordenadas esferoidales oblatas y el sistema acoplado

(1—92) 2\ 2 2\ {2 2
A, = e [2(1 +2%) @2, — 2(1 — y*)d? — 2y(1 +2%)D P ], (2.13)
_(1+ZE2) 1 2 p2 1 2p2 — 94(1 Dp . P 2.14
Y= (x2‘+y‘2>[y( +2%) 0% —y(1 — )@ — 22(1 - y*) @D, ], (2.14)

cuya integrabilidad es garantizada por la ecuacién (2.12) (ver apéndice A.1.)
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Por otra parte, usando las relaciones dadas por (2.5a) y (2.5b) se tiene que

®.(0,y)/ay ; 0<r<a,
¢ ,(r,0) = (2.15)
®,(z,0)/ax ; r>a.

Debido a la simetria de reflexion de las soluciones, las condiciones dadas por el sistema
(2.1), son equivalentes a

o0,y = 0, (2.16a)
¢, (2,00 = F(x); >0, (2.16b)

con F'(x) como una funcién arbitraria par de .

2.3 Solucion de las ecuaciones de Einstein

La solucién general de la ecuacién (2.12) con las anteriores condiciones de frontera
estd dada por [1],

O(x,y) = Y _{A2nPan(y) + BonQan(y)}p2n(2) (2.17)

donde As, y Ba, son constantes, P, (y) son los polinémios de Lengendre, (s, (y) las

funciones de Legendre de segunda clase y pa,(x) = i 2" Py, (ix).

Todas las soluciones de las ecuaciones de Einstein en el vacio para espacio-tiempos
estaticos con una fuente axialmente simétrica, como la que se considera en este caso, son
obtenidas tomando un caso particular de la funcién métrica ®(z,y) ! o combinaciones
lineales de estas soluciones.

En términos de las coordenadas esferoidales oblatas, la condicién (2.2a) se escribe como

lim ®(z,y) =0, (2.18)
mientras que la condicién (2.3a) es
O(z,1) < 00, (2.19)

'Para ver detalles del calculo de esta expresién ir a apéndice A.2, p.30
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Para los polinémios de Legendre y las funciones de Legendre de segunda clase, se tiene

que

P, ,(0) =0, (2.20)
Q2n,y(0) = 0. (2.21)

De manera que, al derivar (2.17) con respecto a y y evaluar en y = 0 se obtiene

P, (z,0) = Z B2y Q2ny(0)pan() (2.22)

de esta forma, se satisface la condicién (2.16b). Los primeros términos de (2.17) son

1 1+ 1 1
O(z,y) = Ao+ Bo§lﬂ {1 — Z] + A2§(3$2 - 1)5(31'2 -1)

3y* —1 1+y 3yl1,. ,
B In{—=) ——=| = 1 2.2
+ 2{ 1 n<1_y> 5 2(33: +1)+ (2.23)

De esta serie se ve que, cuando x tiene a infinito, ®(z,y) también lo hace; este com-
portamiento no es el deseado para los discos ya que no satisface las condiciones fisicas
(2.18) y (2.19). Sin embargo, si se hace Ay, = Bs, = 0 para n # 0, se tiene que la
solucién es finita para todo valor de y # 1. De manera que, haciendo Ay = 0, se tiene,

Do (,y) = BoQo(y) - (2.24)

La solucién (2.24) es regular para todo y # 1. Ahora, haciendo By = «a, con « una

constante arbitraria, esta solucién se puede escribir como

@y(r.y) = S n E - z] . (2.25)

Mediante la integracién de (2.13) y (2.14) se obtiene la otra funcién métrica

2

o 11—y
Aol,y) = 5 In L‘Q f;z} , (2.26)

donde una constante de integracién se ha tomado como cero.
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Como se puede observar, esta solucion no es asintéticamente plana ni es regular en el eje

de simetria. Sin embargo, utilizando (1.23a) y (1.23b) y las relaciones dadas por (2.5a)
y (2.5b)se obtienen las expresiones de la densidad de energia y la presién azimutal

e = (dafa)z® (2.27)

p=0, (2.28)

de tal forma que, si a toma valores mayores que 0, el disco satisface todas las condiciones
de energia [5]. Sin embargo, si a toma valores diferentes de 1, la densidad de energia
incrementa sin limite, ya sea en el infinito o en el borde interno del disco, mientras
que, para « igual a 1, la densidad de energia es en todas partes constante, entonces, en
cualquier caso la masa total del disco sera infinita.

A pesar de que la solucién anterior no presenta un comportamiento fisico aceptable,
puede servir como punto de partida para generar nuevas soluciones con mejor compor-

tamiento fisico.

Con el fin de obtener soluciones bien comportadas, se consideran las coordenadas esferoi-
dales oblatas no solo como funciones de las coordenadas cilindricas (r, z), sino también
como dependientes de un pardametro afin a correspondiente al radio del disco,

r = x(r,z;a), (2.29a)

y = y(rza). (2.29b)

Por consiguiente, se puede considerar tambien la funciéon métrica ® como dependiente

de a,

® = D(r,z;a). (2.30)

Aprovechando la propiedad de que la derivada respecto a un parametro afin de una
funcién que es solucion de la ecuacion de Laplace, es también solucion de esta, se puede
obtener una familia de nuevas soluciones aplicando la siguiente operacion lineal
0, (r, z; a)

S (2.31)

q)TH-l (Tv Z; a) -

donde n es un entero n > 0.

Partiendo de la “solucién semilla” @4 (x la cual fue calculada anteriormente, se puede
(G ) )
generar una familia de nuevas soluciones, las cuales pueden ser escritas de la forma



2.3 Solucién de las ecuaciones de Einstein 17

general
ayk,(z,y)
Cln(l‘2 + y2)2n—1 ?

®Q,(r, z;a) = Oy (x,y) = (2.32)

para n > 1, donde F,(x,y) es una funcién polinomial, cuyo grado mas alto es 4n — 4.

A continuacién se muestran los primeros tres términos,

o= 1, (2.33a)
Fy, = o' +32%(1 — ) —9°, (2.33b)
Fy = 32%3 — 59%) + 52*(6y* — 113 + 3)

— 2%y*(3y* — 31y + 30) — y*(y* — 3), (2.33¢)

todas las funciones polinomiales F,(x,y) se pueden calcular facilmente a partir del
término general (2.31).

Calculando el limite cuando x tiende a oo, y por otra parte, calculando ® cuando y =1

se encuentra que

y que
D, (z,1) < o0, (2.35)

en total acuerdo con las condiciones (2.2a) y (2.3a).

Con el fin de obtener las correspondientes funciones métricas A, (r, z; a), se realiza la

integracion
y
Ml z50) = Muley) = [ Ale)dy, (2.36)
1

tomando A, (x,1) = 0 para garantizar la regularidad en el eje. Reemplazando el término
general para la funciéon métrica ®(z,y) dado por (2.32) en la relacién (2.14), se obtiene

que las soluciones para A, (7, z;a) se pueden escribir de la forma

a?(2n —2)1(y* — 1) A, (z,y)

An(z,y) = Ang2n (g2 4 yy2)in

, (2.37)

para n > 1, donde las A, (z,y) son funciones polinomiales, en las cuales el grado mas
alto esta dado por 8n — 2. A continuacién se muestran los primeros tres términos

Ay o= 297 - 1)+ 2% (" +3) + ' (P - 1), (2.38)
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Ay = 22"%(9y% — 1) — 42 (51y* — 41y* + 2)
+ 28(735y5 — 1241y* + 419y* — 9) — 2%*(132y/°
— 1644y* 4 1604y* — 252) + z*y*(84y°® — 384y*
+1266y> — 630) + 422y°(6y° + 6y* — 39y + 63)
+ 38+t + 2 - 3), (2.39)

As = 32122545 — 1275y + 315y° — 9)
— 242 (980y° — 2095y° 4 1205y* — 189y + 3)
+ 2072 (24255y° — 89475y® + 9847215 — 36316y*
+3473y* — 25) — 122'%%(1835y"° — 16665y°
+ 3471655 — 25292y* + 6001y — 275)
+ 62591 (900y™° — 119461° + 50563y° — 69397y*
433365y — 4125) + 8x5¢°(125y™ + 9269°
—9079y5 + 24639y* — 22290y + 5775)
+ 62%9° (55y'% + 29y® 4 76415 — 4808y* + 8469y
—4125) + 122%y* (55" + 59/® + 80y* — 301y>
+275) + 2 (55" + 5y + 5y° + y* + 349% — 50). (2.40)

todas las A, (z,y) se pueden calcular realizando la integral (2.36).

Calculando el limite cuando z tiende a infinito, y evaluando A(z,y) cuando y = 1 se

encuentra respectivamente que

lim A, (x,y) =0, (2.41a)

T—00

Ap(z,1) =0, (2.41D)

en total acuerdo con las condiciones (2.2b) y (2.3b).

2.4 Comportamiento de las soluciones

Con el fin de analizar el comportamiento fisico de la familia de soluciones anteriormente
obtenida, se calculara la densidad de energia y la presién azimutal correspondientes a

las superficies discoidales. Usando las relaciones (2.5a) y (2.5b), se obtiene que

V1+ 22

. (r,0) = =

. (x,0), r>a, (2.42)
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y, usando la relacién (2.32), se encuentra

P, .(z,0) =0, n>1. (2.43)

De acuerdo con esto, la expresién (1.24b) se reduce a
pn=0. (2.44)

Lo que quiere decir que, todos los discos de la familia infinita no presentan presion
azimutal, lo cual esta en total acuerdo con el comportamiento esperado debido a que
son discos de polvo.

Por otra parte, usando las relaciones (2.32) y (2.37) en la ecuacién (1.24a), la densidad

superficial de energia de los discos se escribe como

dBy(r) {_a2(2n - 2)!Bn(93)} , (2.45)

an—l—len—f—l 22na2nx4n

en(ac) =

donde z > 0 y las E,(z) son polinomios definidos positivos de grado 2k, con k =
(n — 1)/2 para n impares y k = n/2 para n pares, a continuacién se muestran los

primeros tres términos,

Ey(z) = 1, (2.46a)
Ey(z) = 2*+3, (2.46b)
Es(z) = 3(2*+5), (2.46¢)

todas las funciones polinomiales F,,(z) pueden ser facilmente calculadas mediante la
relacién dada por (2.32). A su vez, los B, (x) son polinémios definidos positivos de
grado 4k, con k = (n — 1)/2 para n impar y k = n/2 para n par, los primeros tres

términos se muestran a continuacién

By(z) = 1, (2.47a)
By(z) = 22" +822 +9, (2.47D)
Bs(z) = 272* +722% 4 50, (2.47¢)

todos los B,,(x) se pueden calcular facilmente a partir de la relacién (2.37).
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De las anteriores expresiones se puede observar que, cuando « es mayor que 0, la

densidad superficial de energia de los discos es, en todas partes, positiva,
en(r) >0, (2.48)

y que, debido a que la presién azimutal es cero, se tiene entonces una familia infinita de
discos de polvo que satisfacen las condiciones de energia. Por otra parte se tiene que,
para cualquier valor de n, se cumple

en(0) = 0, (2.49a)

lim €,(z) = 0, (2.49b)

T—00

lo que se interpreta como que, la densidad de energia de los discos es cero en su borde
interno y se anula en el infinito. Ademas, como la presién azimutal de los discos es cero,

la densidad de masa de estos se reduce a la densidad de energia,

pn(2) = €,() . (2.50)

AN |

3| S
' S

Figura 2.2: Densidad superficial de energia é; como funcién de 7.

En las figuras 2.2, 2.3 y 2.4 se grafico las densidades de energia superficial adimensionales

€, = ae, como funcién de la coordenada adimensional 7 = r/a para los primeros tres
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discos de la familia, donde y con n = 1,2,3, para diferentes valores del pardametro
&, = a/a™. Para cada valor de n, se toma a,= 0.5, 1, 1.5, 2, 2.5, 3, 3.5, 4. La primera
curva desde la izquierda corresponde a &,, = 0,5, mientras que la dltima curva a a,, = 4.
Como se puede ver, en todos los casos la densidad superficial de energia es positiva en
todas partes, con un maximo cerca del borde interno de los discos y decrece rapidamente
a medida que 7 aumenta. Se puede ver tambien que, para un valor fijo de n, a medida
que el valor de @, incrementa, el valor del maximo disminuye y se desplaza a un valor

mayor de 7. El mismo comportamiento se observa para un valor fijo de &, e incremento

de n.
n=>2
45 ; ; ; . . .
al _
35 | .
'\

15

05 3

Figura 2.3: Densidad superficial de energia é; como funcién de 7.

Como en la teoria newtoniana el potencial gravitacional esta dado por la solucién del
problema de valores de contorno de la ecuacién de Laplace, se considera ®,(r, z;a)
como una familia de potenciales gravitacionales newtonianos de superficies discoidales
delgadas con un borde interno, para los cuales la densidad de masa newtoniana esta
dada por

daF,(x)

on(T) = A®nz| = i

(2.51)

de la relacién (2.51) se observa que la expresion diverge en el borde interno de los discos.
Lo que quiere decir que, el comportamiento de las densidades superficiales de masa de
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D5

05 e

Figura 2.4: Densidad superficial de energia €3 como funcién de 7.

los modelos relativitas de discos es mejor que los correspondientes modelos newtonianos.

2.5 Masa de los discos

Con el fin de calcular la masa de los discos, se hara uso de la conocida féormula de
Komar [21], 2

T
M =2 / (Tus = 5 900)n°6" 45, (2.52)
P

donde ¥ es la hipersuperficie temporal dada por X: f(z®) = t = cte, los n® son los
vectores unitarios normales a la hipersuperficie y €7 es el vector de Killing temporal del

espacio-tiempo.
Esta expresion se puede escribir de la forma

T
M = 2/(Ta5 - Egag)VaVﬁeQ(A_@)r drdedz, (2.53)
2

2Ver los célculos més detallados del célculo de la masa de los discos en el apéndice A.3 p.33
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donde V* es uno de los términos constituyentes de la tétrada.

Por otra parte, de las relaciones (1.8) y (1.9) se tiene que el tensor energia momento

para la parte correspondiente al disco es
Taﬁ == Qa5(5(2> = gzz_l/QSagé(z) == e_(A_‘b)Sa/gé(z) = eqh_ASa,g(S(Z) > (254)
de manera que

M = 2/(5’a5 - ggag)V“VﬁeA%(z)r drdedz. (2.55)
s

Usando de la tetrada anteriormente mencionada (1.20), es posible expresar la masa de

los discos de la forma canodnica

M:/eeA_(I’(S(z)rdrdcpdz. (2.56)
s

De las relaciones (1.25) y (2.50) se tiene ¢ = 4e®2® _ y de ahf se deduce ee*~® = 4P
de acuerdo con esto, se obtiene que

M = 87?/ O ,rdr, (2.57)

donde ya se han realizado las integrales con respecto a z y ¢. Usando la relacién (2.15),

la integral (2.57) en coordenadas esferoidales oblatas se escribe como

M = San / B ,(x,0)de. (2.58)
0

Por otra parte, se puede demostrar que

ok,

(I)n,y - anrgn

, (2.59)

de manera que la expresién general para la masa de los discos con borde interno se

escribe como

© g
M, = O / @) 4. (2.60)
0

anfl $2n
Realizando el cédlculo para los tres primeros discos de la familia infinita, se encuentra
que

o
M, = 8m/ SN (2.61)
0

T
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0o 2 0 1
M, = 87T_Oz wdx — 871'_04 (_ + 3) dr — oo, (2.62)
a 0 x a 0

M; =

o] 2 o] 1
sma / 3"+ 5)dx _ Bma < ’ + —5> dr — . (2.63)
0

a? xb a? xt  ab

Se puede generalizar que para todos los discos de la familia infinita se tendra masa in-
finita ya que siempre va a sobrevivir un termino en el denominador que al ser evaluado
en cero llevara a infinito a todas las masas de los discos. Este resultado era esperado
debido a la fuerte divergencia de las densidades newtonianas en el borde interno.

Aunque las soluciones obtenidas son asintéticamente planas y regulares en el eje de
simetria, el que hecho de que la masa tenga un valor infinito es una indicacién de la
presencia de una singularidad en el borde interno de los disco. Con el fin de analizar
la naturaleza de esta singularidad, se calculard, para toda la familia de soluciones, los

invariantes del tensor de Riemann [35],

ICI = RadeRabcd7 (264)

Kir = R®4R*Rpeq, (2.65)

ab RledRaC
Kir = C M labed (2.66)

V=49
Eabkl Rklmn Rmncd Rabcd

K = = : (2.67)

es el simbolo de Levi-Civita.

donde g = det g, y €
Para cualquier solucion de Weyl los ultimos dos invariantes desaparecen identicamente,
asi que solo es necesario calcular K; y Krr. De manera que usando las expresiones (2.32)
y (2.37) para ®,,(z,y) y Ay (z,y), se calculan estos dos invariantes de cuvatura mediante

los siguientes términos generales

16a2e!(@n=A) N (2, 7))

Kin = abra(z? + 2yl

(2.68a)

48038 @n=A) Ny (1, )
a8n+6 ($2 + y2)16n

K , (2.68b)
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donde Ny, (z,y) v Nim(z,y) son funciones polinomiales de grado més alto 24n — 6 y
32n — 9 respectivamente, y que no se presentan aqui por ser términos demasiado largos,

aunque todos estos desaparecen en el borde interno de los discos,

N1a(0,0) = Nyn(0,0) = 0. (2.69)

Se puede ver que, en cualquier vecindad alrededor del punto (0,0), la diferencia entre

®,(x,y) vy Ap(x,y) se comporta como

042

d, — A, ~ _aQ"(xQ A (2.70)
de manera que
oA(@n—An)
(w,yl)gr%0,0) m = 0, (2.71a)
o6(@r—An)
= 0, (2.71b)

im ——
(z,y)—(0,0) (2% 4 y?)16n

y el limite existe, independientemente del camino que se elija para llegar al punto (0, 0).

Como consecuencia de la anterior expresién, se tiene que

lim Kp,(z, = 0, 2.72a
gy < Y) (2720)
lim K (x, = 0, 2.72b
L. 11n(7,Y) (2.72b)

lo cual se interpreta como que el tensor de Riemann es regular en el borde interno
de los discos. Sin embargo, es bien sabido que, hay un ntimero infinito de invariantes
superiores que son construidos a partir de derivadas del tensor de Riemann y que es casi
seguro que algunos de estos no son regulares en el borde interno. Por lo tanto, el hecho
de que el tensor de Riemann sea regular en el borde interno del disco no es garantia
de que el espacio-tiempo sera regular alli. Es mas, la presencia de esta singularidad en
todas las soluciones, ha sido considerada por algunos autores como una consecuencia

de la infinita delgadez no fisica de la fuente [22].



CONCLUSION

En el presente trabajo de grado se obtuvo una nueva familia de infinitas soluciones
exactas, de las ecuaciones de Einstein en el vacio para un espacio-tiempo estatico y
axialmente simétrico. Las soluciones describen una familia infinita de discos de pol-
vo fino con un borde interno. La densidad de energia de los discos es positiva y bien
comportada, de manera que el tensor de energia-momento correspondiente, satisface
todas las condiciones de energia. Aunque la masa total de los discos resulto ser infinita,
las soluciones son asintoticamente planas, de manera que sus tensores de Riemann son
regulares, esto se demostré mediante el calculo de los escalares de curvatura. El hecho
de que la masa de los discos sea infinita, es un indicio de la presencia de una singula-
ridad en su borde interno, claro que esta singularidad, puede ser una consecuencia de
considerar las fuentes como discos infinitamente delgados. Por otra parte, como todas
las funciones métricas se calcularon explicitamente, estas, son las primeras soluciones

exactas completamente integradas para este tipo de fuentes.

El método que se utilizd en este trabajo para obtener estas soluciones de forma explicita,
puede servir de orientacién para encontrar otras solcuciones fisicas en trabajos futuros.
La relativa simplicidad de estas soluciones, cuando se expresan en términos de las coor-
denadas esferoidales oblatas, facilita el estudio de diferentes aspectos de la dindmica de
este tipo de fuentes, tales como, el movimiento de una particula dentro y fuera de los
discos y la estabilidad de las orbitas, la cual proporciona informacién de gran impor-

tancia sobre la estructura y el comportamiento los campos gravitacionales involucrados.

Ademas de su importancia como nueva familia de soluciones de las ecuaciones de Eins-
tein en el vacio, la principal importancia de esta familia de soluciones, es que pueden
ser facilmente superpuestas con la solucion de Schwarzschild para describir el sistema

binario compuesto por un disco que rodea un agujero negro. De hecho, la superposicién
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del primer término de esta familia con un agujero negro de Schwarzschild, fue presen-

tada previamente por G. A. Gonzédlez y A. C. Gutiérrez-Pinieres [4], la cual constituye

la primera soluciéon explicitamente integrada para esta superposicién de fuentes. Los

detalles del andlisis de la superposicién para la familia en general seran presentados en

un proximo trabajo.

Los principales resultados obtenidos en el marco del desarrollo del presente trabajo de

investigacion se listan a continuacion:

G. A. Gonzélez, A. C. Gutiérrez-Pineres y V. M. Vina Cervantes Fzact Static
Axially Symmetric Thin Annular Dust Disks, Aceptado para publicacién en la
edicion de Mayo de 2009 en AIP Conf. Proc. 1122 Physics and mathematics of
Gravitation, Proceedings of Spanish Relativity Meeting 2008, ISBN 978-0-0-735/-
0658-2.

G. A. Gonzélez, A. C. Gutiérrez-Pineres y V. M. Vina Cervantes Relativistic Static
Thin Dust Disks with an Inner Edge: An infinite Family of New Ezact Solutions,
Sometido para Publicacién en Physical Review D,[26].

V. M. Vina Cervantes, A. C. Gutiérrez-Pineres y G. A. Gonzalez Electrovacuum
Static Axially Symmetric Thin Annular Dust Disks, Presentado en calidad de
Poster en I Congreso latinoamericano de Fisica, 20 al 2 de Octubre, Zacatecas,

Zacatecas, México.

Reconocimiento como TRABAJO DE GRADO PROMISORIO por parte de la
Vicerrectoria de Investigacion y extension de la Universidad Industrial de San-
tander.



APENDICES

A.1 Ecuaciones de Einstein en el vacio en coorde-
nadas esferoidales oblatas

En coordenadas curvilineas ortogonales ({1, (2, (3) la ecuacién de Laplace estd dada por

3
0 hihohs O®
= A1l
S e = (A1)

donde h,, son los coeficientes métricos y estan definidos como
Oq1 ? Iqa 2 Jq3 ?
R = — — — ] . A2
\/(acm) o) "\, (42)
Para el caso particular de las coordenadas esferoidales oblatas, los coeficientes métricos
:L.Z + y2
hy = ay| ————, A3
Wt (A.32)
xr2 + y2
hy=:a\/7r:?;;, (A.3D)

hg = ay/ (22 4+ 1)(1 —y2), (A.3c)

son

de manera que

hohyhy = a®(2® + 7). (A.4)

Reemplazando la relacién anterior en el término general (A.1), se obtiene la ecuacién

de Laplace en coordenadas esferoidales oblatas

(L+2)2,) , +((1-y)2,), =0. (A.5)

Y
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Usando la regla de la cadena se tiene que las derivadas de la funcién métrica A con

respecto a las coordenadas esferoidales oblatas estan dadas por

or 0z

A=A, —+A,— A.
T s ax + ¥4 a$7 ( 6&)
or 0z
A, =AN,—+A,—. A.6b
Y ) ay + b ay ( )

de la relaciénes (2.10) se tiene que las derivadas de las coordenadas cilindricas con
respecto a las oblatas son

or 1—?

a—x = ax 1T 2 , (A?&)
or 2?2 +1

7 = —ay\ [T 7 (A.7Dh)
0z

il (A.7¢)
g—; =ar. (A.7d)

Reemplazando las anteriores relaciones en la expresién (A.6) se obtienen las derivadadas

de la funcién métrica A(r, z) con respecto a las coordenadas esferoidales oblatas

Ay = ary /22N 4 ayA (A.8a)

,z_aJ: 1+£C2 T ay ) .0a
1+ a2

A, =—ay = A, +azh . (A.8Db)

Eliminando el término A ., se obtiene la expresién para A,, y de la misma forma,

eliminando el término A, se obtiene la expresion para A ,

_VEHDO-y) .

A,T - a<x2 + yg) [ A#L“ yAJJ] ’ (A9 )
1 2 2

A, = —a(x2 iy ly(z®+ DA, +2(1 —y°)A,]. (A.9D)

Haciendo lo mismo para la funcién métrica ®(r, z) se encuentran las expresiones corres-

pondientes a las derivadas de ®(r, z) con respecto a las coordenadas cilindricas
V(@ + (1 —y?)
a(z? +y?)

1 , )
a@ 1 W e a1 =y)2, ). (A.10D)

O, =

2P, —y®,], (A.10a)

O, =
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Reemplazando las ecuaciones (A.9) y (A.10) en el sistema ya conocido

A:T = T((I),Qr - q)?z) ) <A11&)
AL =2, | (A.11D)

se obtienen las expresiones correspondientes las derivadas de A(z,y) con respecto a las
coordenadas esferoidales oblatas
Ay = M[gg(m? +1)P2 — 2(1 — )2 — 2y(a? + 1)D D], (A.12a)
" @) - ’ o
(z*+1)

RN

[y(a® + 1P, —y(1 —y*)P% +22(1 — y*) D, P, ] . (A.12b)

De esta forma, las ecuaciones (A.5) y (A.12), constituyen el sistema de ecuaciones de
Einstein en el vacio o tambien conocidas como ecuaciones de Weyl en coordenadas es-
feroidales oblatas.

A.2 Solucién de la ecuacion de Laplace en coorde-
nadas esferoidales oblatas con condiciones de
frontera

De las relaciones (2.7) y (2.16) se tiene que las condiciones de contorno que debe sa-
tisfacer la solucién de la ecuacion de Laplace de manera que represente discos delgados

con un borde interno central son

P(z,y) = &(—=,y), (A.13a)
®.(0,y) =0, (A.13D)
®,(r,0) = F(z); =>0. (A.13c)

Usando las relaciones (A.1) y (A.3) se tiene que el laplaciano en coordenadas esferoidales
oblatas que estd dado por la expresién (A.5), es equivalente a

V20 = % [(1 + x2)g—ﬂ + a% [(1 — yQ)Z—Cﬂ =0. (A.14)

Aplicando el método de separacién de variables para la funcién métrica ®(z,y), es
decir, considerando que ®(z,y) es una funcién que esta formada por el producto de dos

funciones independientes, cada una dependiente de una sola coordenada, tal que

O(z,y) = M(z)N(y), (A.15)
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la expresion (A.14) ahora se puede expresar como

0 OM (z)N(y) 0 OM (z)N (y)
o= |(1+2*)—L—L |+ = |1—-9)————H| =0. A.16
vio = [+ 2 g Dy 2 (A16)
derivando estos productos resulta que
d d d d
N(y)— [(1 H—M M(z)— |(1 —y*)—N =0. Al
g |+ E M@+ Mg (@ =P Ev 6] =0 (A17)
Ahora, si se divide la anterior expresién entre el término M (x) N (y) se obtiene la relacién
dada por
1 d d 1 d d
— (1 H—M ——— |1 —=y})—N =0 A.18
e nr (LR (O] e (RO R i) BT TS
lo cual permite escribir las siguientes igualdades,
1 d d
— |1+ 2*)—M(z)| = A.19
s | )] =i, (A198)
1 d d
L [ —Ny}z—j. A.19b
e (SRR RAt) (A.19b)

donde j es un nimero entero. La ecuacion (A.19b) se expresa tambien como

d 2 dN(?J)
&y {(1 -y )—dy

esta ecuacién corresponde a la Ecuacion de Legendre para la cual ya se conoce la forma

} +jiN(y) =0, (A.20)

de la solucién. Para que la ecuacién (A.19b) se pueda expresar tambien de la misma
forma, se hace la sustitucién de x por ie, de esta forma se tiene que

d% [(1 = a2>d]‘§f)] +jM() = 0. (A.21)

La ecuacién diferencial de Legendre puede resolverse usando el método de series de
potencias de la forma,

M(e) =) byettm, (A.22a)
n=0

N(y) = any*™, (A.22b)
n=0

de manera que sus derivadas se expresan como

dM (e) = k4+n—1
P nEZO bu(k +n)e , (A.23a)
N [e.e]

dd—;/y) =Y ay(k+n)yFt (A.23b)

n=0
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Reemplazando las relaciones (A.22b) y (A.23b) en la expresién (A.20) se tiene que

d 2 ktn—1 S k+n
& (1—y)nzzoan(k:+n)y —i—jnzzoany =0, (A.24)
derivando el producto resulta la suma dada por
-2 Z an(k +n)yFtm + Z an(k+n)(k+n—1)y"+2 (A.25)
n=0 n=0

o0 oo
=Y an(k+n)(k+n— 1y 45> ayftr =0,
n=0 n=0

se ve claramente que estas soluciones divergen cuando y tiende a infinito. Para resolver
el problema de la divergencia, las series deben cortarse escogiendo apropiadamente
la constante de separacién j, a fin de que los coeficientes de las series a,, y b, sean
cero despues de un determinado valor, de modo que las series infinitas se reduzcan a
polinémios finitos. En general, la serie de potencias obtenida converge cuando y < 1,y
en el caso particular en que n sea un nimero entero no negativo (0, 1,2...) las soluciones
forman una familia de polinémios ortogonales llamados Polinémios de Legendre. De
acuerdo con esto, escogiendo j = n(n+ 1) donde n = 1,2, 3..., las expresiones (A.20) y
(A.21) resultan ahora

d 0 AN (y) _
S la=mEY] v o, (A-26a)
L a-2 B s e o, (A.26D)

cuyas respectivas soluciones son respectivamente

N(y) = AnPu(y) + BaQul(y) , (A.27a)
M(z) = D, P,(x) + E,Qn(z), (A.27b)

donde P, son los polinémios de Legendre, @), las funciones de Legendre de segunda
clase y A, Bn, Dy, E,, constantes arbitrarias. Ahora, la expresién (A.27b) esta dada
en términos de z, por la sustituciéon que se realizo unos pasos atras de x por ie, es

conveniente ahora hacer las siguientes sustituciones,

pa(@) = 1" Py (ix), (A.28a)
gn(w) = 1" Qi) , (A.28b)

con las anteriores sustituciones la relacion (A.27b) se escribe

M(x) = Hupn(z) + Kngn(z) . (A.29)
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Reemplazando las relaciones (A.27b) y (A.29) en la expresion (A.15), resulta que el

término general para la solucién de la ecuacién de Laplace esta dado por

[e.9]

O(z,y) = > [Hupn(®) + Kngu(2)][AnPa(y) + BaQu(y)] . (A.30)

n=0

esta expresion es equivalente a

=3 Hupa(@)[AuPa(4)+ BuQuly +2ann Po(y)+BuQu(y)]. (A.31)

El siguiente paso consiste en aplicar las condiciones de contorno dadas por el sistema
(A.13) a la solucién general obtenida. Por otra parte, la paridad de los polindmios de
Legendre esta dada por

P,(x) = (=1)"P,(—x), (A.32)

de acuerdo con esto, para garantizar la paridad en x se deben considerar solo Py, (x) ya
que son los unicos que la satisfacen. Si Py, (x) es par, se puede demostrar facilmente que
Pon(x) tambien es par. De la misma forma se llega a que solo los polinémios ¢a, 11 ()
satisfacen la condicién de paridad para xz. Aplicando estas retricciones, la expresion
(A.31) resulta

Zmn )[Aszn Pon(y) + BonQan(y)] (A.33)

=+ Z Qon+1(2) [A2nt1Pons1(y) + Bont1Q2n11(y)]

al aplicar a la anterior expresién la condiciénes @ ,(0,y) =0y ® ,(x,0) = F(x) se llega
a la expresion final, la cual corresponde a la solucion de la ecuacion de Laplace para un
disco delgado con un borde interno.

Z Pon (2)[Asn Pon(y) + BanQon(y)] . (A.34)

A.3 Calculo de la masa de los discos

Con el fin de calcular la masa de los discos, se hara uso de la conocida féormula de
Komar [21],

T
M= 2/ (Tap = 5 9up)n°¢" A5, (A.35)
3t
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donde X es la hipersuperficie temporal dada por X: f(z®) =t = cte, de manera que
fa=ta=20, (A.36)

aqui f, son los vectores normales a la hipersuperficie. Para calcular los vectores unita-
rios normales a la hipersuperficie n ,, que en este caso, segun la relacién (A.36) es solo

uno, se utiliza la relacion dada por

_ Efa
9% f.af 8"

donde ¢ puede tener los valores —1,0, 1 lo cual determina si el vector es temporal, nulo

(A.37)

Mg

o espacial respectivamente, y se calcula a través de la norma del vector f,. En este

caso
9 fafp=9" =—2* <0, (A.38)
luego
e=-1, (A.39)
de acuerdo con esto
0 0 0 0
o = |gaﬁ_(5§i5g]c - |g;0(|5(11/2 - = e_(i(clbp/z - ;55 ’ (A.40)
de manera que
N = —eq’ég. (A.41)
Por otra parte
9" nang = nn, = **¢" = —1, (A.42)
luego
nng = —1, (A.43)

este valor corresponde a la norma del vector unitario normal a la hipersuperfie .. Dado
que el valor es —1, este vector es, efectivamente, temporal. Como en la expresion (2.52)

aparece n®, usando la relaciéon (A.41) se tiene que
n® = g*ng = —e®¢*0 = —e?05¢% = 7?07, (A.44)
y de la tétrada establecida en el primer capitulo (1.20) se obtiene la igualdad dada por

n® =V*=e 5. (A.45)
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Por otra parte, la métrica inducida sobre la hipersuperficie
dsy = e ?* [rdy” + M (dr? + d2?)] (A.46)
donde y* = (r, ¢, z), estd definida como
hab = Gap020) = Gab - (A7)
El elemento de superficie dX estd dado por la expresion
A2 = Vhd®y = Vhdrdedz, (A.48)

donde h = det[hg). Realizando el célculo del determinante se llega a que vh = re?A=3%

De acuerdo con esto, el elemento de superficie esta dado por
Ay = re?A 3% drdpdz. (A.49)

En la ecuacién (2.52), &7 es el vector de Killing tipo tiempo del espacio-tiempo y se
define como

o 0x* 0
§:§= 81&%:5360” (A.50)
por lo tanto
£* =400 (A.51)

Nuevamente, de la tétrada (1.20) se tiene que
£ =65 = eV, (A.52)
Reemplazando las relaciones (A.45), (A.49) y (A.52) en la expresién (2.52) se obtiene

T
M = 2/(Ta5 — Egag)VaVﬂe%A’q’)r drdpdz. (A.53)
s

De las expresiones (1.8) y (1.9) se tiene que el tensor energia momento para la parte
correspondiente al disco es

_ _p)—1/2 _
Top = Qupd(2) = g.. /2S0p0(2) = @M 78 50(2) = e® A Sap6(2),  (A.54)
de manera que,

M = 2/(Saﬁ - ggag)V“VﬁeAq’é(z)r drdedz. (A.55)
s
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Para un disco de polvo, es decir, un disco sin presion azimutal, se tiene que el tensor su-
perficial de energia-momento se puede expresar en términos de la tétrada anteriormente

mostrada (1.21), de la forma canénica
Sap = €VoVs, (A.56)
de donde se tiene que
S = gaﬂSag = eg""gVan =eVV, = en®n, = —¢. (A.57)

Reemplazando la anterior expresion en la ecuacién (2.55) se obtiene que

S — 203 ) VoV = [Vl + Sgus | VoVI —e— E 2 € (A.58)
2 2 2 2
De esta forma, la relacién (2.55) se puede expresar ahora como
M = / e *5(2)rdrdedz. (A.59)
2

Por otra parte, de las relaciones (1.25) y (2.50) se tiene que € = 4e®~2® _ 1o cual implica

que ee®~? = 4 haciendo uso de eso, se puede escribir la expresién para la masa como
o
M = 87?/ O ,rdr, (A.60)
a

aqui ya se han realizado las integrales con respecto a z y (. Usando las relaciones ya
conocidas entre los dos sistemas de coordenadas (2.15), se tiene que la integral que
arroja la masa de los discos, en coordenadas esferoidales oblatas es

M = 8a7r/ ¢, (z,0)dx, (A.61)
0

se puede demostrar que el término general para la derivada de ®(z,y) con respecto a
la variable y, evaluada en y = 0 esta dado por la expresién

akb,

anIQn )

®,, = (A.62)

de manera que la expresion general para la masa de los discos con borde interno es

8ra [© B,
M, =2 / (@) 4 (A.63)
0

anfl 33271

Realizando el cédlculo para los tres primeros discos de la familia infinita, se encuentra

que

T

*d
M, = 87?04/ = 00, (A.64)
0
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s} 2 [e%e] 1
M, — 8ra (x 44—3)dx _ 8na (_2 %) dr — o0 (A.65)
a Jo T a Jo T T
8ra [ 3(z%+5) ra [* (3 15
M3 = P /0' G dz = ? ; (E E) dz — o0 (A66)
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