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“El tiempo nunca fue el Amo de nuestros Sueños,

convertirlos en realidad es vivir,

y transcender a travez de ellos”.

(Elkin Ramirez.)
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INTRODUCCIÓN

La noción de pretopoloǵıa sobre un conjunto S, se introduce como una función p

del conjunto de partes de S en si mismo, que satisface ciertas propiedades. El par (S, p)

es llamado un espacio pretopológico y el conjunto p(A) es llamado la clausura de A en (S, p).

Dicho concepto ha sido estudiado ampliamente por Choquet, quien en primera instancia

les da el nombre de VD espacios, y posteriormente introduce estos espacios a partir de

cierta colección de filtros de vecindades (ver [?]), y por Čech, quien les da el nombre de

espacios de clausura (ver [?]).

Estos espacios han encontrado recientemente importantes aplicaciones en areas como;

Ciencias Sociales, Teoŕıa de Juegos y Procesamiento Matemático de Imágenes (ver [?],[?]

y [?]), al igual que en Bioloǵıa en el estudio de espacios de Fenotipo y Genotipo (ver [?] y

[?]), y en Lógica para, a partir de su ret́ıculo, determinar la semántica proposicional de la

programación lineal (ver [?]).

Son estas algunas de las razones que han despertado nuestro interés en estudiar dichos

espacios y en particular, la estructura de su ret́ıculo.

En este trabajo (basados en [?] ), utilizamos producto de filtros para estudiar la estructura

del ret́ıculo de las pretopoloǵıas sobre un conjunto arbitrario S.

En el caṕıtulo 1 se da una lista de nociones básicas sobre teoŕıa de ret́ıculos, filtros y

producto de filtros.

En el capitulo 2 se define formalmente la noción de pretopoloǵıa sobre un conjunto

S y mostramos que, al igual que las topoloǵıas, una pretopoloǵıa está completamente

determinada por especificación de la colección del filtro de vecindades de cada punto del

conjunto en cuestión, al igual que por su operación de interior.



Introducción ii

Por ultimo, en el caṕıtulo 3 mostramos que (Pretop(S),≤), el ret́ıculo de las pretopoloǵıas

en el conjunto S, es isomorfo a un subconjunto de filtros en SS. De esto, deducimos

que (Pretop(S),≤) es un ret́ıculo completo, atómico, co-atómico, modular, distributivo,

y compactamente generado. Además, veremos que (Pretop(S),≤) es co-compactamente

generado, infinitamente distributivo y complementado (en cuyo caso es únicamente

complementado) sólo en el caso trivial en que S es finito. También mostramos que los

co-átomos en Pretop(S) son topoloǵıas sobre S.



Caṕıtulo 1
PRELIMINARES

En esta sección damos algunas nociones básicas sobre ret́ıculos, filtros sobre un conjunto y

producto de filtros, que usaremos a lo largo de este escrito.

1.1. Ret́ıculos

La terminoloǵıa y notación de esta sección es tomada de [?] con excepción de los términos

co-átomo, co-atómico, co-cubrimiento y co-compactamente generado que usaremos para la

noción dual de átomo, atómico, cubrimiento y compactamente generado respectivamente.

Por otro lado, asumimos que el lector está familiarizado con las nociones básicas de teoŕıa

del orden, sin embargo queremos recordar que un orden parcial sobre un conjunto

no vaćıo S es una relación binaria ≤ sobre S que es Reflexiva ((∀x ∈ S)(x ≤ x)),

Antisimétrica ((∀x, y ∈ S)(x ≤ y ∧ y ≤ x ⇒ x = y) ) y Transitiva

((∀x, y, z ∈ S)(x ≤ y ∧ y ≤ z ⇒ x ≤ z)). Al par (S,≤) se le da el nombre de

conjunto parcialmente ordenado y se acostumbra a decir simplemente “S es un conjunto

parcialmente ordenado”siempre que no haya lugar a confusion respecto a la relación ≤ .

Por otra parte, recuérdese que si existe x ∈ S tal que para cada s ∈ S se tiene que s ≤ x

decimos que x es el máximo de S. De manera dual, si existe x ∈ S tal que para cada

s ∈ S se tiene que x ≤ s decimos que x es el mı́nimo de S. Si S tiene elemento mı́nimo

lo notaremos por 0 y diremos simplemente que S tiene 0, y si S tiene elemento máximo lo

notaremos por 1 y diremos simplemente que S tiene 1.

Recuérdese además que un elemento x de S es una cota superior (respectivamente cota

inferior) de A ⊆ S, si para cada a ∈ A se tiene que a ≤ x (resp x ≤ a). Notaremos el

conjunto de las cotas superiores de A mediante A↑ y al conjunto de las cotas inferiores de
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A mediante A↓. A la menor de las cotas superiores de A, en caso de existir, se le conoce

como el supremo de A o el sup(A) y lo notaremos por
∨

A. De manera dual, a la mayor

de las cotas inferiores de A, en caso de existir, se le conoce como el ı́nfimo de A o el inf(A)

y lo notaremos mediante
∧

A.

Además de [?], otras referencias excelentes sobre teoŕıa del orden y ret́ıculos son [?] y [?].

En [?] se proporciona una gran variedad de ejemplos sobre estos temas que ayudan a la

comprensión de estos conceptos.

Ahora si, empezaremos con nuestra lista de conceptos previos.

Definición 1.1.1. Sean S un conjunto parcialmente ordenado y x, y ∈ S. Decimos que y

“cubre” a x y escribimos x−−< y si:

1. x < y

2. (∀ z ∈ S)(x ≤ z < y ⇒ z = x).

Definición 1.1.2. Sea (S,≤) un conjunto parcialmente ordenado. Decimos que

(S,≤) es un ret́ıculo, si para cada par de elementos x, y ∈ S, inf{x, y} = x ∧ y y

sup{x, y} = x ∨ y existen.

De igual forma que para un conjunto parcialmente ordenado, diremos simplemente que S

es un ret́ıculo siempre que no haya lugar a confusión respecto a la relación ≤ . Si S es un

ret́ıculo con elemento máximo y elemento mı́nimo, diremos que S es un ret́ıculo con 0 y 1.

Definición 1.1.3. Sean (S,≤) un ret́ıculo con 0 y 1, y a ∈ S. Decimos que a es un átomo

en (S,≤) si 0 −−< a. De manera dual, decimos que a es un co-átomo si a−−< 1.

Definición 1.1.4. Si (S,≤) un ret́ıculo con 0 y 1, decimos que (S,≤) es atómico si dado

cualquier elemento x ∈ S distinto de 0, existe un átomo a ∈ S tal que a ≤ x. De manera

dual, decimos que (S,≤) es co-atómico si dado cualquier elemento x ∈ S distinto de 1,

existe un co-átomo a ∈ S tal que x ≤ a.

Definición 1.1.5. Sean (S,≤) un ret́ıculo con 0 y 1, y a ∈ S. Decimos que un elemento

b ∈ S es un complemento de a en S, si a ∧ b = 0 y a ∨ b = 1. En tal caso, decimos que a

y b son complementarios.

Definición 1.1.6. Un ret́ıculo (S,≤) con 0 y 1, es complementado si todo elemento en

S tiene un complemento, es decir; un ret́ıculo (S,≤) con 0 y 1 es complementado si para

cada a ∈ S, existe b ∈ S tal que a ∧ b = 0 y a ∨ b = 1.

Si además, cada elemento tiene un único complemento, se dice que (S,≤) es complementado

de manera única o que es únicamente complementado.
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Definición 1.1.7. Un ret́ıculo (S,≤) es modular, si para cada a, b, c ∈ S tales que a ≤ c,

se tiene que a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ c.

Definición 1.1.8. Un ret́ıculo (S,≤) es distributivo, si para cada a, b, c ∈ S se satisfacen:

i) a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c),

ii) a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c).

De la definición anterior se sigue que todo ret́ıculo distributivo es modular. Nótese además,

que para que un ret́ıculo sea distributivo, es suficiente con que se satisfaga alguna de las

dos condiciones de la definición anterior, pues en realidad éstas son equivalentes tal y como

probamos a continuación:

Proposición 1.1.1. Sea (S,≤) un ret́ıculo. Entonces, para cada a, b, c ∈ S se tiene que:

a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) si, y sólo si, a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c).

Demostración.

⇒) Para cualesquiera elementos a, b, c ∈ S se tiene que

(a ∧ b) ∨ (a ∧ c) = [(a ∧ b) ∨ a] ∧ [(a ∧ b) ∨ c]

= a ∧ [(a ∧ b) ∨ c]

= a ∧ [(a ∨ c) ∧ (b ∨ c)]

= a ∧ (a ∨ c) ∧ (b ∨ c)

= [a ∧ (a ∨ c)] ∧ (b ∨ c)

= a ∧ (b ∨ c).

⇐) Se obtiene análogamente a la anterior intercambiando ∧ y ∨. �

Definición 1.1.9. Sea (S,≤) un conjunto parcialmente ordenado. Decimos que (S,≤) es

un ret́ıculo completo, si para cada A ⊆ S, inf(A) =
∧

A y sup(A) =
∨

A existen.

Nótese que todo ret́ıculo completo es un ret́ıculo con 0 y 1, pues de la definición se tiene

que
∨

∅ y
∧

∅ existen, ya que el conjunto de todas las cotas superiores de ∅, al igual que

el de las cotas inferiores, es todo el conjunto S, y por tanto al existir la menor de las cotas

superiores de ∅, la única opción es que esta sea el elemento mı́nimo de S. De igual forma,

al existir la mayor de las cotas inferiores de ∅, la única opción es que esta sea el elemento

máximo de S. Es decir,
∨

∅ =
∧

S = 0 y
∧

∅ =
∨

S = 1.

El siguiente teorema nos proporciona una forma útil de decidir si un conjunto parcialmente

ordenado es un ret́ıculo completo.
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Teorema 1.1. Si (S,≤) es un conjunto parcialmente ordenado, entonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

1. S es un ret́ıculo completo

2. S tiene 1 y existe
∧

A para todo subconjunto no vaćıo A de S.

Demostración.

1) ⇒ 2) Si S es un ret́ıculo completo, entonces para todo A ⊆ S existe
∧

A y
∨

A. Aśı, existe
∧

∅ = 1 y para cada ∅ 6= A ⊆ S existe
∨

A.

2) ⇒ 1) Sea A ⊆ S, veamos que
∧

A y
∨

A existen.

Si A = ∅, como por hipótesis existe el 1 y puesto que
∧

∅ = 1 entonces
∧

∅ existe.

Además, nuevamente por la hipótesis, existe el inf de cualquier subconjunto no vaćıo

de S, en particular existe
∧

S = 0 =
∨

∅.

Ahora, si A 6= ∅, por hipótesis se tiene que
∧

A existe y que A↑ 6= ∅, pues claramente el

1 es cota superior de A (recuérdese que A↑ denota el conjunto de las cotas superiores

de A), aśı, nuevamente por la hipótesis, se tiene que
∧

A↑ existe. Afirmamos que
∧

A↑ =
∨

A. En efecto; si x =
∨

A entonces x ∈ A↑ y además, si y ∈ A↑ entonces

x ≤ y, luego x es el menor elemento de A↑ y por tanto x =
∧

A↑. Por ende,
∨

A

existe.

Aśı,
∧

A y
∨

A existen para cada A ⊆ S y por tanto (S,≤) es un ret́ıculo completo.

�

Definición 1.1.10. Sean (S,≤) un ret́ıculo completo y E ⊆ S. Decimos que E es

sup-denso (∨-denso) en S, si para cada elemento a ∈ S existe un A ⊆ E tal que a =
∨

A.

Dualmente, E es inf-denso (∧-denso) en S, si para cada elemento a ∈ S existe un A ⊆ E

tal que a =
∧

A.

La definición anterior es tomada de [?].

Definición 1.1.11. Un ret́ıculo completo (S,≤) es infinitamente distributivo si para

cada a ∈ S y para cada colección {bγ}γ∈Γ de elementos de S se satisfacen:

i) a ∨ (
∧

γ∈Γ

bγ) =
∧

γ∈Γ

(a ∨ bγ),

ii) a ∧ (
∨

γ∈Γ

bγ) =
∨

γ∈Γ

(a ∧ bγ),
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Obsérvese que si (S,≤) es un ret́ıculo distributivo, aplicando inducción sobre n se tiene que

si a, b1, b2, . . . , bn ∈ S entonces

a ∨

(

n
∧

i=1

bi

)

=

n
∧

i=1

(a ∨ bi) y a ∧

(

n
∨

i=1

bi

)

=

n
∨

i=1

(a ∧ bi).

De lo anterior se sigue que todo ret́ıculo finito que sea distributivo es infinitamente

distributivo.

El análogo de la proposición (??) no es valido para un ret́ıculo completo infinitamente

distributivo. Al final de la sección 3.2 se muestra un ejemplo de un ret́ıculo completo que

satisface la primera condición de la definición (??), pero no la segunda.

Definición 1.1.12. Sean (S,≤) un ret́ıculo completo y a ∈ S. Una colección {bγ}γ∈Γ de

elementos de S es un cubrimiento de a, si a ≤
∨

γ∈Γ

bγ . De manera dual, una colección {bγ}γ∈Γ

de elementos de S es un co-cubrimiento de a, si a ≥
∧

γ∈Γ

bγ .

Definición 1.1.13. Sea (S,≤) un ret́ıculo completo. Un elemento a de S es compacto, si

para cada cubrimiento {bγ}γ∈Γ de a, existe un número finito γ1, γ2, . . . , γn ∈ Γ tales que

a ≤
n
∨

i=1

bγi
. De manera dual, a ∈ S es co-compacto, si para cada co-cubrimiento {bγ}γ∈Γ de

a, existe un número finito γ1, γ2, . . . , γn ∈ Γ tales que a ≥
n
∧

i=1

bγi
.

Definición 1.1.14. Un ret́ıculo completo (S,≤) es compactamente generado, si todo

elemento de S se puede expresar como el sup de una colección de elementos compactos

de S, es decir; un ret́ıculo completo (S,≤) es compactamente generado si el conjunto de los

elementos compactos de S es ∨-denso en S. De manera dual, un ret́ıculo completo (S,≤) es

co-compactamente generado si el conjunto de los elementos co-compactos de S es ∧-denso

en S.

Definición 1.1.15. Sean (S,≤), (S ′,�) conjuntos parcialmente ordenados y

φ : (S,≤) −→ (S ′,�) una función. Se dice que φ es monótona o que es un homomorfismo

de orden, si para cada x, y ∈ S se satisface:

x ≤ y ⇒ φ(x) � φ(y).

Definición 1.1.16. Sean (S,≤), (S ′,�) conjuntos parcialmente ordenados y

φ : (S,≤) −→ (S ′,�) una función. Se dice que φ es una inmersión de orden, si

para cada x, y ∈ S se satisface:

x ≤ y ⇔ φ(x) � φ(y).

La siguiente afirmación muestra que toda inmersión de orden es inyectiva.
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Lema 1.1.1. Sean (S,≤), (S ′,�) conjuntos parcialmente ordenados. Si

φ : (S,≤) −→ (S ′,�) es una inmersión de orden, entonces φ es inyectiva.

Demostración.

Sean x, y ∈ S con x 6= y. Veamos que φ(x) 6= φ(y).

i) Si x < y entonces como φ es monótona se tiene que φ(x) � φ(y).

Ahora, si φ(y) = φ(x), por ser φ una inmersión de orden tenemos que y ≤ x y como

por hipótesis x 6= y se sigue que y < x, lo cual contradice que x < y. Aśı, φ(x) 6= φ(y).

ii) Si y < x, el mismo razonamiento realizado en el caso anterior muestra que φ(x) 6= φ(y).

iii) Si x ≮ y, o, y ≮ x, entonces por ser φ una inmersión de orden se tiene que φ(x) ≮ φ(y),

o, φ(y) ≮ φ(x) y por tanto φ(x) 6= φ(y).

Aśı, si x 6= y de i), ii) y iii) se sigue que φ(x) 6= φ(y) y por consiguiente φ es inyectiva. �

Definición 1.1.17. Sean (S,≤), (S ′,�) conjuntos parcialmente ordenados y

φ : (S,≤) −→ (S ′,�) una función. Se dice que φ es un isomorfismo de orden, si

φ es biyectiva y para cada x, y ∈ S se satisface:

x ≤ y ⇔ φ(x) � φ(y).

En otras palabras, es un isomorfismo de orden es una inmersión de orden sobreyectiva.

En adelante nos referiremos a una inmersión de orden o a un isomorfismo de orden,

simplemente como una inmersión o un isomorfismo, es decir, omitiremos la palabra orden

ya que esto se sobre entiende.

Nótese además que si φ : (S,≤) −→ (S ′,�) un isomorfismo, entonces la función inversa φ−1

(la cual existe por ser φ biyectiva), es también un isomorfismo de (S ′,�) sobre (S,≤), pues

si x′, y′ ∈ S ′ son tales que x′ � y′, entonces por la biyectividad de φ existen únicos x, y ∈ S

tales que φ(x) = x′ y φ(y) = y′. Luego si φ(x) = x′ � y′ = φ(y), por ser φ isomorfismo se

sigue que x ≤ y, es decir, x = φ−1(x′) ≤ φ−1(y′) = y, y claro, si φ−1(x′) ≤ φ−1(y′) por ser φ

un isomorfismo φ(φ−1(x′)) � φ(φ−1(y′)), es decir, x′ � y′. Aśı, para cada x′, y′ ∈ S ′ se tiene

que x′ � y′ ⇔ φ−1(x′) ≤ φ−1(y′).

Proposición 1.1.2. Sean (S,≤), (S ′,�) conjuntos parcialmente ordenados, y

φ : (S,≤) −→ (S ′,�) una función monótona. Entonces: φ es un isomorfismo si, y sólo

si, existe una función monótona ψ : (S ′,�) −→ (S,≤) tal que φ◦ψ = IS, y ψ ◦φ = IS′ (IS

y IS′ denotan la identidad en S y S ′ respectivamente).
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La prueba de la proposición anterior se puede consultar en [?] o [?].

En la siguiente proposición mostramos que un isomorfismo preserva los sup e inf existentes.

Proposición 1.1.3. Sean (S,≤), (S ′,�) conjuntos parcialmente ordenados,

φ : (S,≤) −→ (S ′,�) un isomorfismo, y A ⊆ S tal que
∧

A y
∨

A existen. Entonces:

1. φ(
∨

A) =
∨

φ(A).

2. φ(
∧

A) =
∧

φ(A).

Demostración.

1. Para todo x ∈ A se tiene que x ≤
∨

A, y como φ es monótona, se sigue que

φ(x) � φ(
∨

A) para todo x ∈ A. Aśı, φ(
∨

A) es cota superior de φ(A). Por otra

parte, si z ∈ φ(A)↑, φ(x) � z para todo x ∈ A y como φ es un isomorfismo de orden

φ−1(z) existe (por ser φ biyección) y x ≤ φ−1(z), para cada x ∈ A. Aśı, φ−1(z) es cota

superior de A y por consiguiente
∨

A ≤ φ−1(z) y, nuevamente por ser φ isomorfismo

de orden φ(
∨

A) � z. De lo anterior concluimos que φ(
∨

A) es la menor de las cotas

superiores de φ(A) y por tanto φ(
∨

A) =
∨

φ(A).

2. Para todo x ∈ A se tiene que
∧

A ≤ x, y como φ es monótona, se sigue que

φ(
∧

A) � φ(x) para todo x ∈ A. Aśı, φ(
∧

A) es cota inferior de φ(A). Por otra

parte, si z ∈ φ(A)↓, z � φ(x) para todo x ∈ A y como φ es un isomorfismo de orden

φ−1(z) existe y φ−1(z) ≤ x, para cada x ∈ A. Aśı, φ−1(z) es cota inferior de A y por

consiguiente φ−1(z) ≤
∧

A y, nuevamente por ser φ isomorfismo de orden z � φ(
∧

A).

De lo anterior concluimos que φ(
∧

A) es la mayor de las cotas inferiores de φ(A) y

por tanto φ(
∧

A) =
∧

φ(A). �

Como una consecuencia de esta proposición se tiene inmediatamente el siguiente corolario.

Corolario 1.1.1. Sean (S,≤), (S ′,�) ret́ıculos. Si (S,≤) tiene 0 y 1, y

φ : (S,≤) −→ (S ′,�) un isomorfismo, entonces (S ′,�) tiene 0 y 1 y además

1. φ(0) = 0,

2. φ(1) = 1.

Demostración.

1. Puesto que 0 =
∨

S ∅, entonces φ(0) = φ(
∨

S ∅) y puesto que de la proposición ?? se

sigue que φ(
∨

S ∅) =
∨

S′ φ(∅) =
∨

S′ ∅ entonces,
∨

S′ ∅ existe, y por consiguiente S ′

tiene 0 (pues
∨

S′ ∅ =
∧

S ′ = 0). Luego se tiene que

φ(0) = φ(
∨

S ∅) =
∨

S′ φ(∅) =
∨

S′ ∅ = 0 y aśı, φ(0) = 0.
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2. Se obtiene análogamente a la anterior teniendo en cuenta que 1 =
∧

∅. �

En la prueba anterior usamos sub́ındices en
∨

para aclarar con respecto a que conjunto se

estaba tomando el sup de ∅.

Proposición 1.1.4. Si (S,≤), (S ′,�) son conjuntos parcialmente ordenados, y

φ : (S,≤) −→ (S ′,�) un isomorfismo, entonces: (S ≤) es un ret́ıculo completo si, y sólo si,

(S ′,�) lo es.

Demostración.

Asumamos que (S,≤) es un ret́ıculo completo y veamos que (S ′,�) lo es. Para esto, usando

la (proposición ??), probaremos que S ′ tiene 1 y que cada subconjunto no vaćıo de S ′ tiene

inf.

Puesto que S tiene 1, del (corolario ??) se sigue que S ′ tiene 1.

Ahora, sea ∅ 6= A′ ⊆ S ′. Veamos que A′ tiene inf.

Puesto que φ es un isomorfismo, existe un único ∅ 6= A ⊆ S tal que φ(A) = A′. Ahora puesto

que
∧

A existe (pues S es un ret́ıculo completo), y φ(
∧

A) =
∧

φ(A) entonces
∧

φ(A) existe,

y como φ(A) = A′, entonces
∧

φ(A) =
∧

A′ y por tanto existe el inf de A′. Aśı, (S ′,�) es

un ret́ıculo completo.

El rećıproco se obtiene de manera análoga utilizando el isomorfismo inverso. �

De la (proposición ??) también se desprende fácilmente que la modularidad, la

distributividad y la compacidad son propiedades que se preservan bajo isomorfismos.

Si φ es un isomorfismo del ret́ıculo (S,≤) en el ret́ıculo (S ′,�), por ser φ biyectiva se tiene

que para cada a′, b′, c′ ∈ S ′ existen a, b, c ∈ S únicos tales que φ(a) = a′, φ(b) = b′ y

φ(c) = c′. Luego si (S,≤) es distributivo, tenemos que:

a′ ∧ (b′ ∨ c′) = φ(a) ∧ (φ(b) ∨ φ(c))

= φ(a) ∧ φ(b ∨ c)

= φ(a ∧ (b ∨ c))

= φ((a ∧ b) ∨ (a ∧ c))

= φ(a ∧ b) ∨ φ(a ∧ c)

= (φ(a) ∧ φ(b)) ∨ (φ(a) ∧ φ(c))

= (a′ ∧ b′) ∨ (a′ ∧ c′)

y por tanto (S ′,�) es distributivo.

De igual manera se tiene que si (S,≤) es modular, (S ′,�) también lo es y que si (S ′,�) es

infinitamente distributivo, también lo es (S ′,�).

Resumimos lo expuesto anteriormente en la siguiente proposición:
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Proposición 1.1.5. Si (S,≤) y (S ′,�) son ret́ıculos isomorfos, entonces:

1. (S,≤) es modular si, y sólo si, (S ′,�) es modular.

2. (S,≤) es distributivo si, y sólo si, (S ′,�) es distributivo.

3. (S,≤) es un ret́ıculo completo infinitamente distributivo si, y sólo si, (S ′,�) es un

ret́ıculo completo infinitamente distributivo.

Por otro lado si φ es un isomorfismo entre los ret́ıculos completos (S,≤) y (S ′,�),

entonces si a ∈ S es compacto, φ(a) es compacto en S ′. En efecto; si {b′γ}γ∈Γ es un

cubrimiento de φ(a), para cada γ ∈ Γ existe un único bγ ∈ S tal que φ(bγ) = b′γ , luego si

φ(a) �
∨

γ∈Γ

b′γ =
∨

γ∈Γ

φ(bγ), entonces como φ preserva sup (proposición ??), se tiene que

φ(a) � φ(
∨

γ∈Γ

bγ), luego por ser φ isomorfismo, a ≤
∨

γ∈Γ

bγ y como a es compacto en S, existe

un número finito de elementos de Γ, digamos γ1, γ2, . . . , γn tales que a ≤
n
∨

i=1

bγi
, por tanto

φ(a) � φ(
n
∨

i=1

bγi
) =

n
∨

i=1

φ(bγi
) =

n
∨

i=1

b′γi
. Aśı, φ(a) es compacto en S ′.

De igual forma se tiene que si a es co-compacto en S, φ(a) es co-compacto en S ′.

De estos hechos se sigue también que si (S,≤) es compactamente (co-compactamente)

generado, (S ′,�) también lo es.

En resumen de lo anterior, tenemos que:

Proposición 1.1.6. Si (S,≤) es ret́ıculo completo, y φ : (S,≤) −→ (S ′,�) es un

isomorfismo, entonces:

1. a es compacto (resp co-compacto) en S si, y sólo si, φ(a) es compacto (resp

co-compacto) en S ′.

2. (S,≤) es compactamente (resp co-compactamente) generado si, y sólo si, (S ′,�) es

compactamente (resp co-compactamente) generado.

Nótese además que si (S,≤), (S ′,�) son ret́ıculos con 0 y 1 y φ : S −→ S ′ es un isomorfismo,

entonces si a es un átomo en (S,≤) se tiene que φ(a) es un átomo en (S ′,�). En efecto;

claramente 0 � φ(a), y si z′ ∈ S ′ es tal que z′ � φ(a) entonces φ−1(z′) ≤ a y como a es un

átomo en (S,≤), entonces φ−1(z′) = 0, luego del (corolario ??) se tiene que z′ = 0 y aśı,

0 −−< φ(a), es decir, φ(a) es un átomo en (S ′,�). De igual forma se tiene que si a es un

co-átomo en (S,≤) entonces φ(a) es un co-átomo en (S ′,�).

Ahora, claramente si (S,≤) es atómico (resp co-atómico) entonces (S ′,�) es atómico (resp

co-atómico), pues si 0 6= x′ ∈ S ′, entonces 0 6= φ−1(x′) ∈ S y por tanto existe un átomo a
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tal que a ≤ φ−1(x′). luego φ(a) es un átomo en S ′, y φ(a) � x′. El caso en que (S,≤) es

co-atómico se sigue de manera análoga.

Por ultimo, como un isomorfismo preserva sup e inf (proposición ??) y env́ıa el 0 en el 0 y el 1

en el 1 (proposición ??), entonces si a y b en (S,≤) son complementarios, entonces φ(a) y φ(b)

son complementarios en (S ′,�), pues si 0 = a∧b, entonces 0 = φ(0) = φ(a∧b) = φ(a)∧φ(b),

y si 1 = a ∨ b, entonces 1 = φ(1) = φ(a ∨ b) = φ(a) ∨ φ(b).

Ahora, utilizando lo expuesto anteriormente y el isomorfismo inverso, se tiene la siguiente

proposición, con la cual, concluimos está sección.

Proposición 1.1.7. Si (S,≤) es ret́ıculo completo, y φ : (S,≤) −→ (S ′,�) es un

isomorfismo, entonces:

1. a es un átomo en (S,≤) ( resp co-átomo) si, y sólo si, φ(a) es un átomo ( resp un

co-átomo) en (S ′,�).

2. (S,≤) es atómico (resp co-atómico) si, y sólo si, (S ′,�) es atómico (resp co-atómico).

3. a y b son complementarios en (S,≤) si, y sólo si, φ(a) y φ(b) son complementarios en

(S ′,�).

4. (S,≤) es complementado si, y sólo si, (S ′,�) es complementado.

1.2. Filtros y Producto de Filtros

1.2.1. Filtros

En esta subsección queremos recordar algunas propiedades básicas de filtros sobre un

conjunto S. Empezamos denotando por P(S) al conjunto de partes de S.

Definición 1.2.1. Un filtro F sobre un conjunto no vaćıo S es una colección no vaćıa de

subconjuntos de S (F ⊆ P(S)) que satisface:

1. ∅ /∈ F .

2. Si F1, F2 ∈ F entonces F1 ∩ F2 ∈ F .

3. Si F ∈ F y W ⊆ S es tal que F ⊆W, entonces W ∈ F .

Denotamos por F il(S) al conjunto de todos los filtros sobre S.
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Ejemplo 1.2.1. Si ∅ 6= A ⊆ S, la colección {B ⊆ S | A ⊆ B}, la cual notaremos por 〈A〉,

es un filtro sobre S. En efecto; ∅ /∈ 〈A〉 pues A * ∅. Por otra parte, si B,C ∈ 〈A〉, entonces

A ⊆ B y A ⊆ C y por tanto A ⊆ B ∩C, es decir, B ∩C ∈ 〈A〉. Por ultimo, si B ∈ 〈A〉 y C

es un subconjunto de S tal que B ⊆ C, entonces A ⊆ B ⊆ C y por tanto C ∈ 〈A〉.

〈A〉 es llamado el filtro principal generado por A. De igual forma denotaremos por 〈x〉 al

filtro principal generado por el conjunto unitario {x}. Además, diremos que un filtro es

principal si es de la forma 〈A〉 = {B ⊆ S | A ⊆ B} para algún A ⊆ S.

Nota 1.2.1. Nótese que si F es un filtro sobre un conjunto S, entonces para cada A ∈ F se

tiene que 〈A〉 ⊆ F , pues si B ∈ 〈A〉 entonces A ⊆ B, y puesto que A ∈ F , de la propiedad

3 de la definición de filtro se sigue que B ∈ F .

Por otra parte, obsérvese que si A,B ⊆ S tales que A ⊆ B, entonces 〈B〉 ⊆ 〈A〉, pues si

C ∈ 〈B〉 entonces B ⊆ C, y como A ⊆ B entonces A ⊆ C y por tanto C ∈ 〈A〉

Ejemplo 1.2.2. Si S es un conjunto infinito, entonces la colección

Fcofin = {A ⊆ S | S r A es finito} es un filtro sobre S. En efecto;

1) Claramente ∅ /∈ Fcofin pues S r ∅ = S y S no es finito.

2) Si A,B ∈ Fcofin entonces S r A y S r B son finitos, de lo cual se sigue que

(S r A) ∪ (S r B) = S r (A ∩ B) es finito (pues es unión finita de conjuntos finitos). Por

tanto, se tiene que si A,B ∈ Fcofin entonces A ∩B ∈ Fcofin.

3) Sean A ∈ Fcofin y B ⊆ S tal que A ⊆ B. Veamos que B ∈ Fcofin.

Como A ∈ Fcofin entonces S r A es finito. Ahora, puesto que A ⊆ B, se tiene que

S rB ⊆ S rA y por tanto S rB es finito (pues es un subconjunto de un conjunto finito).

Aśı, de 1), 2) y 3) se tiene que Fcofin es un filtro sobre S.

El filtro del ejemplo anterior (Fcofin) se conoce como el filtro de los complementos finitos.

El siguiente ejemplo nos sera de gran utilidad en la sección 3,2 para discutir sobre la

distributividad infinita del ret́ıculo de las pretopoloǵıas.

Ejemplo 1.2.3. Si S es un conjunto infinito y x ∈ S, entonces la colección

F = {A ⊆ S | x ∈ A y S rA es finito} es un filtro sobre S. En efecto;

1) Claramente ∅ /∈ F pues x /∈ ∅.

2) Si A,B ∈ F entonces x ∈ A, x ∈ B y S r A, S r B son finitos, de lo cual se sigue que

x ∈ A∩B y (SrA)∪ (S rB) = S r (A∩B) es finito. Por tanto, se tiene que si A,B ∈ F

entonces A ∩B ∈ F .

3) Sean A ∈ F y B ⊆ S tal que A ⊆ B. Veamos que B ∈ F .

Como A ∈ F entonces x ∈ A y S r A es finito. Ahora, puesto que A ⊆ B, se tiene que

x ∈ B y S r B ⊆ S rA y por tanto S r B es finito.

Aśı, de 1), 2) y 3) se tiene que F es un filtro sobre S.
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Lema 1.2.1. Si {Fγ}γ∈Γ es una colección de filtros sobre un conjunto S, entonces
⋂

γ∈Γ

Fγ es

un filtro sobre S.

Definición 1.2.2. Una colección no vaćıa β ⊆ P(S) es una base para un filtro sobre S, si

satisface:

1. ∅ /∈ β,

2. Para cada B1, B2 ∈ β, existe B3 ∈ β tal que B3 ⊆ B1 ∩B2.

Lema 1.2.2. Si β es una base para un filtro sobre S, entonces la colección

〈β〉 = {A ⊆ S | existe B ∈ β tal que B ⊆ A}

es un filtro sobre S llamado el filtro generado por la base β.

Definición 1.2.3. Una colección no vaćıa β ′ ⊆ P(S) es una subbase para un filtro sobre

S, si cada intersección finita de elementos de β ′ es no vaćıa.

Lema 1.2.3. Si β ′ ⊆ P(S) es una subbase para un filtro sobre S, entonces la colección de

todas las intersecciones finitas de elementos de β ′ es base para un filtro sobre S. El filtro

〈β ′〉 = {A ⊆ S|existen B1, B2, . . . , Bn ∈ β ′ tales que ∩n
i=1 Bi ⊆ A}

es llamado el filtro generado por la subbase β ′.

Definición 1.2.4. Sean S un conjunto no vaćıo y U un filtro sobre S. Decimos que U es

un ultrafiltro si para cada F ∈ F il(S) tal que U ⊆ F , se tiene que U = F .

Teorema 1.2. Dado cualquier filtro F sobre un conjunto S, existe un ultrafiltro U sobre S

tal que F ⊆ U .

Este teorema es equivalente a tener el Axioma de elección, pero ademas es equivalente a

tener el Lema de Zorn y también es equivalente a tener el Teorema de Tychonoff.

Teorema 1.3. Todo filtro es la intersección de todos los ultrafiltros que lo contienen. Es

decir; si F ∈ F il(S), entonces

F =
⋂

{U ∈ F il(S) | U es un ultrafiltro y F ⊆ U}

Las demostraciones de las afirmaciones ??, ??, ??, la proposición ?? y el teorema ?? se

pueden consultar en [?] o en [?].

Nota 1.2.2. Nótese que para cada x ∈ S, 〈x〉 es un ultrafiltro sobre S. En efecto; Si

F ∈ F il(S) es tal que 〈x〉 ⊆ F , entonces 〈x〉 = F , ya que si existe A ∈ F tal que A /∈ 〈x〉

entonces x /∈ A y por tanto x ∈ S r A, lo cual implica que S r A ∈ 〈x〉, y como 〈x〉 ⊆ F ,

entonces S rA ∈ F , y como A ∈ F , se tendŕıa que (SrA)∩A = ∅ ∈ F lo cual contradice

que F es un filtro sobre S.
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A continuación probaremos algunas proposiciones que usaremos en el caṕıtulo 3.

Proposición 1.2.1. Sean S es un conjunto no vaćıo y F un filtro sobre S. Si existe un

subconjunto finito B de S tal que B ∈ F , entonces F = 〈A〉 para algún A ⊆ B. Es decir;

todo filtro conteniendo a un subconjunto finito es principal.

Demostración.

Sean F ∈ F il(S) y B ⊆ S, B finito con |B| = n tal que B ∈ F . Veamos que existe A ⊆ B

tal que F = 〈A〉.

Sea C = {C ⊆ B | C ∈ F}. La colección C es no vaćıa pues B ∈ C. Afirmamos que

F = 〈
⋂

C∈C

C〉. En efecto; puesto que la colección C tiene menos de 2n−n elementos, entonces
⋂

C∈C

C ∈ F (pues para cada C ∈ C, C ∈ F y F es cerrado para intersecciones finitas), y

aśı 〈
⋂

C∈C

C〉 ⊆ F . Por otro lado, si F ∈ F , entonces F∩B ∈ C y por tanto
⋂

C∈C

C ⊆ F∩B ⊆ F,

es decir; F ∈ 〈
⋂

C∈C

C〉 y por consiguiente F ⊆ 〈
⋂

C∈C

C〉. Por tanto, si tomamos A =
⋂

C∈C

C ⊆ B

tenemos que F = 〈A〉. �

Lema 1.2.4. Sea S un conjunto no vaćıo. Entonces: S es finito si, y sólo si, todo filtro sobre

S es principal.

Demostración.

Si S es finito y F es un filtro sobre S, de la proposición ?? se sigue que F es principal.

Rećıprocamente, si S no es finito, existe el filtro de los complementos finitos

Fcofin = {A ⊆ S | S r A es finito}, el cual no es principal, pues si A ∈ Fcofin

entonces para cada a ∈ A, A r {a} ∈ Fcofin (pues S r A es finito y por consiguiente

Sr(Ar{a}) = (SrA)∪{a} también lo es), y es claro que A * Ar{a}, luego Ar{a} /∈ 〈A〉.

Por tanto, Fcofin 6= 〈A〉 para todo A ⊆ S. �

Cabe recordar que (F il(S),≤) es un conjunto parcialmente ordenado ( ≤ es el orden de

la inclusión), y puesto que la intersección de filtros sobre un conjunto S, es de nuevo un

filtro sobre S (afirmación (??)), dada cualquier colección {Fγ}γ∈Γ de elementos de F il(S),

se tiene que
∧

γ∈Γ

Fγ =
⋂

γ∈Γ

Fγ siempre existe, lo cual no siempre ocurre con el sup.

Sin embargo, podemos “completar” a F il(S) uniéndole el conjunto {P(S)}.

Por tanto, si admitimos a P(S) como filtro sobre S, de el teorema (??) se sigue que

F il(S) ∪ {P(S)} es un ret́ıculo completo que tiene como elemento máximo a P(S).

Nota 1.2.3. P(S) es llamado el filtro impropio sobre S.

Por otro lado, si {Fγ}γ∈Γ es una colección de elementos de F il(S), sabemos que
⋃

γ∈Γ

Fγ es

una subbase para un filtro sobre S si, y sólo si, cada intersección finita de elementos de
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⋃

γ∈Γ

Fγ es no vaćıa. Por supuesto, si tomamos B1, B2, . . . , Bn ∈ Fγ para un γ ∈ Γ, es claro

que
n
⋂

i=1

Bi ∈ Fγ y por tanto
n
⋂

i=1

Bi 6= ∅, luego para que
⋃

γ∈Γ

Fγ sea una subbase para un filtro

sobre S, es suficiente y necesario que para cada γ, γ′ ∈ Γ y para cada Fγ ∈ Fγ y para cada

Fγ′ ∈ Fγ′, Fγ ∩ Fγ′ 6= ∅.

Además, si esto ocurre, es decir; si
⋃

γ∈Γ

Fγ es una subbase para un filtro sobre S, entonces en

F il(S),
∨

γ∈Γ

Fγ existe y es el filtro generado por la subbase
⋃

γ∈Γ

Fγ, tal y como probaremos

a continuación.

Lema 1.2.5. Sea S un conjunto no vaćıo. Si {Fγ}γ∈Γ una colección de elementos de Fil(S)

entonces:
∨

γ∈Γ

Fγ existe si, y sólo si,
⋃

γ∈Γ

Fγ es una subbase para un filtro sobre S. En tal caso
∨

γ∈Γ

Fγ es el filtro generado por la subbase
⋃

γ∈Γ

Fγ.

Demostración.

Si
⋃

γ∈Γ

Fγ no es una subbase para un filtro sobre S, entonces existen γ, γ′ ∈ Γ tales que

para algún Fγ ∈ Fγ y para algún Fγ′ ∈ Fγ′ se tiene que Fγ ∩ Fγ′ = ∅, y por tanto en

Fil(S),
∨

γ∈Γ

Fγ no existe (pues ningún filtro G sobre S puede contener a Fγ y Fγ′ ya que

de lo contrario ∅ = Fγ ∩ Fγ′ ∈ G lo cual contradice que G es un filtro sobre S ).

Rećıprocamente, si
⋃

γ∈Γ

Fγ es una subbase para un filtro sobre S, entonces
∨

γ∈Γ

Fγ es el filtro

generado por la subbase
⋃

γ∈Γ

Fγ. En efecto; es claro que para cada γ ∈ Γ, Fγ ⊆ 〈
⋃

γ∈Γ

Fγ〉, y

por tanto 〈
⋃

γ∈Γ

Fγ〉 es cota superior del conjunto {Fγ | γ ∈ Γ}. Por otra parte, si G ∈ F il(S) es

tal que para cada γ ∈ Γ, Fγ ⊆ G, entonces si A ∈ 〈
⋃

γ∈Γ

Fγ〉, existen B1, B2, . . . , Bn ∈
⋃

γ∈Γ

Fγ

tales que
n
⋂

i=1

Bi ⊆ A, y como para cada i ∈ I = {1, 2, . . . , n}, Bi ∈ G (pues para cada

i ∈ I, Bi ∈ Fγi
para algún γi ∈ Γ y Fγ ⊆ G para cada γ ∈ Γ), entonces

n
⋂

i=1

Bi ∈ G y

por tanto A ∈ G, es decir; si G ∈ Fil(S) es tal que para cada γ ∈ Γ, Fγ ⊆ G, entonces

〈
⋃

γ∈Γ

Fγ〉 ⊆ G y por consiguiente 〈
⋃

γ∈Γ

Fγ〉 es la menor de las cotas superiores del conjunto

{Fsγ | γ ∈ Γ}. Luego
∨

γ∈Γ

Fγ = 〈
⋃

γ∈Γ

Fγ〉. �

Claro, en F il(S) ∪ {P(S)} el sup de cualquier colección de elementos de F il(S) siempre

existe, pues F il(S) ∪ {P(S)} es un ret́ıculo completo. En el caso en que la unión de los

elementos de la colección dada, no sea una subbase para un filtro sobre S, entonces el sup

de la colección es P(S).
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Lema 1.2.6. El conjunto de todos los filtros principales es ∨- denso en F il(S).

Demostración.

Sea F ∈ F il(S). Veamos que F =
∨

{〈F 〉 | F ∈ F}.

Si A ∈ F , 〈A〉 ∈ {〈F 〉 | F ∈ F} y por tanto 〈A〉 ≤
∨

{〈F 〉|F ∈ F}, es decir;

A ∈
∨

{〈F 〉|F ∈ F}. Luego F ≤
∨

{〈F 〉|F ∈ F}. Y puesto que F es cota superior de

{〈F 〉|F ∈ F} (pues para cada F ∈ F , 〈F 〉 ⊆ F), se sigue que
∨

{〈F 〉|F ∈ F} ≤ F . Aśı,

F =
∨

{〈F 〉 | F ∈ F}. �

1.2.2. Producto de Filtros

Sea {Si}i∈I una colección no vaćıa de conjuntos no vaćıos, y para cada i ∈ I sea βi una base

para un filtro sobre Si. Sea β ⊆ P(
∏

i∈I

Si) el conjunto de todos los subconjuntos de
∏

i∈I

Si de

la forma
∏

i∈I

Ai donde Ai = Si salvo para un número finito de indices, y Ai ∈ βi para cada

i ∈ I tal que Ai 6= Si.

Del hecho que βi es una base para un filtro en Si para cada i ∈ I, y que
∏

i∈I

Ai ∩
∏

i∈I

Bi =
∏

i∈I

(Ai ∩Bi) se sigue que β es base para un filtro sobre
∏

i∈I

Si.

Definición 1.2.5. Sea {Si}i∈I una colección no vaćıa de conjuntos no vaćıos y para cada

i ∈ I sea Fi un filtro sobre Si. Definimos
∏

i∈I

Fi el producto de los filtros Fi, como el filtro

sobre
∏

i∈I

Si que tiene como base el conjunto de todos los subconjuntos de
∏

i∈I

Si de la forma
∏

i∈I

Ai donde Ai ∈ Fi para cada i ∈ I, y Ai = Si salvo para un número finito de indices. Es

decir
∏

i∈I

Fi es el filtro sobre
∏

i∈I

Si generado por la base

β = {
∏

i∈I

Ai ⊆
∏

i∈I

Si | Ai ∈ Fi para cada i ∈ I, y Ai = Si salvo para un numero finito de indices}.

La definición anterior es tomada de [?].

Es claro que no todo filtro sobre
∏

i∈I

Si es un filtro producto, pues si ∅ 6=
∏

i∈I

Fi ⊆
∏

i∈I

Si,

entonces 〈
∏

i∈I

Fi〉 = {
∏

i∈I

Ai ⊆
∏

i∈I

Si |
∏

i∈I

Fi ⊆
∏

i∈I

Ai} es un filtro sobre
∏

i∈I

Si y, nótese que de

la definición anterior se tiene que en general 〈
∏

i∈I

Fi〉 6=
∏

i∈I

〈Fi〉.

Nota 1.2.4. Denotamos por F il∗(
∏

i∈I

Si) al conjunto de todos los filtros productos sobre
∏

i∈I

Si.
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Definición 1.2.6. Dados
∏

i∈I

Fi,
∏

i∈I

Gi ∈ F il∗(
∏

i∈I

Si), decimos que
∏

i∈I

Fi ≤
∏

i∈I

Gi si, y sólo

si,
∏

i∈I

Fi ⊆
∏

i∈I

Gi.

Es claro que (F il∗(
∏

i∈I

Si),≤) es un conjunto parcialmente ordenado en el cual, dada

cualquier colección {Fγ =
∏

i∈I

Fγi
}γ∈Γ de elementos de F il∗(

∏

i∈I

Si), se tiene que
∧

γ∈Γ

(
∏

i∈I

Fγi
) =

⋂

γ∈Γ

(
∏

i∈I

Fγi
) =

∏

i∈I

(
∧

γ∈Γ

Fγi
) ∈ F il∗(

∏

i∈I

Si) pues
∧

γ∈Γ

Fγi
∈ F il(Si) para cada

i ∈ I.

Claro, al igual que ocurre en F il(S), en F il∗(
∏

i∈I

Si) el sup de cualquier colección de elementos

de F il∗(
∏

i∈I

Si) no siempre existe. Sin embargo, también podemos “completar” a F il∗(
∏

i∈I

Si)

si para cada i ∈ I, admitimos a P(Si) como filtro sobre Si.

De otro lado, nótese que el orden en F il∗(
∏

i∈I

Si) es inducido de manera natural por el orden

de F il(Si) para cada i ∈ I, tal y como probamos a continuación

Lema 1.2.7. Si F =
∏

i∈I

Fi,G =
∏

i∈I

Gi ∈ F il∗(
∏

i∈I

Si) entonces

∏

i∈I

Fi ≤
∏

i∈I

Gi ⇔ Fi ≤ Gi para cada i ∈ I

Recuérdese que ≤ es el orden de la inclusión.

Demostración.

Sea A =
∏

i∈I

Ai ∈
∏

i∈I

Fi. Veamos que A =
∏

i∈I

Ai ∈
∏

i∈I

Gi.

si A =
∏

i∈I

Ai ∈
∏

i∈I

Fi, de la definición de filtro producto se sigue que Ai ∈ Fi para cada

i ∈ I, y Ai = Si salvo para un número finito de indices. Luego si para cada i ∈ I, Fi ≤ Gi,

entonces Ai ∈ Gi para cada i ∈ I, y Ai = Si salvo para un número finito de indices, y por

tanto A =
∏

i∈I

Ai ∈
∏

i∈I

Gi. De lo cual tenemos que si Fi ≤ Gi para cada i ∈ I, entonces
∏

i∈I

Fi ≤
∏

i∈I

Gi.

Rećıprocamente, sean j ∈ I, y Aj ∈ Fj. Veamos que Aj ∈ Gj .

Para cada i ∈ I con i 6= j, tomemos Ai = Si y consideremos A =
∏

i∈I

Ai. Entonces,A =
∏

i∈I

Ai ∈
∏

i∈I

Fi, luego si
∏

i∈I

Fi ≤
∏

i∈I

Gi, tenemos que
∏

i∈I

Ai ∈
∏

i∈I

Gi y por tanto Aj ∈ Gj. De lo

cual se sigue que si
∏

i∈I

Fi ≤
∏

i∈I

Gi, entonces Fi ≤ Gi para cada i ∈ I. �

En la siguiente afirmación probamos el análogo de la afirmación (??).
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Lema 1.2.8. Sea {Si}i∈I una colección no vaćıa de conjuntos no vaćıos.

Si {Fγ =
∏

i∈I

Fγi
}γ∈Γ una colección de elementos de F il∗(

∏

i∈I

Si) entonces:
∨

γ∈Γ

Fγ existe si, y

sólo si, para cada i ∈ I,
⋃

γ∈Γ

Fγi
es una sub-base para un filtro sobre Si. En tal caso

∨

γ∈Γ

Fγ =
∨

γ∈Γ

(
∏

i∈I

Fγi
) =

∏

i∈I

(
∨

γ∈Γ

Fγi
).

Demostración.

Sea {Fγ =
∏

i∈I

Fγi
}γ∈Γ una colección de elementos de F il∗(

∏

i∈I

Si). Obsérvese que si existen

γ, γ′ ∈ Γ tales que para algún
∏

i∈I

Fγi
∈
∏

i∈I

Fγi
y para algún

∏

i∈I

Fγ′

i
∈
∏

i∈I

Fγ′

i
, se tiene que

(
∏

i∈I

Fγ) ∩ (
∏

i∈I

Fγ′) = ∅ entonces (por el mismo argumento expuesto en la sección anterior

para F il(S)), se tiene que
∨

γ∈Γ

Fγ =
∨

γ∈Γ

(
∏

i∈I

Fγi
) en F il∗(

∏

i∈I

Si), no existe.

Por otro lado, nótese que para cada γ, γ′ ∈ Γ y para cada
∏

i∈I

Fγi
∈
∏

i∈I

Fγi
y para cada

∏

i∈I

Fγ′

i
∈
∏

i∈I

Fγ′

i
, se tiene que (

∏

i∈I

Fγ) ∩ (
∏

i∈I

Fγ′) 6= ∅ si, y sólo si, para cada γ, γ′ ∈ Γ y para

cada Fγi
∈ Fγi

y para cada Fγ′

i
∈ Fγ′

i
, se tiene que Fγi

∩ Fγ′

i
6= ∅ para todo i ∈ I. es decir;

para cada γ, γ′ ∈ Γ y para todo
∏

i∈I

Fγi
∈
∏

i∈I

Fγi
y para cada

∏

i∈I

Fγ′

i
∈
∏

i∈I

Fγ′

i
, se tiene que

(
∏

i∈I

Fγ) ∩ (
∏

i∈I

Fγ′) 6= ∅ si, y sólo si, para cada i ∈ I,
⋃

γ∈Γ

Fγi
es una sub-base para un filtro

sobre F il(Si). En tal caso,
∨

γ∈Γ

Fγ =
∨

γ∈Γ

(
∏

i∈I

Fγi
) en F il∗(

∏

i∈I

Si), existe y es el producto de

los filtros 〈
⋃

γ∈Γ

Fγi
〉 =

∨

γ∈Γ

Fγi
. En efecto; para cada i ∈ I y para cada γ ∈ Γ se tiene que

Fγi
⊆
∨

γ∈Γ

Fγi
y por tanto para cada γ ∈ Γ,

∏

i∈I

Fγi
⊆
∏

i∈I

(
∨

γ∈Γ

Fγi
), luego

∏

i∈I

(
∨

γ∈Γ

Fγi
) es

cota superior del conjunto {Fγ =
∏

i∈I

Fγi
| γ ∈ Γ}. Ahora si G =

∏

i∈I

Gi ∈ F il∗(
∏

i∈I

Si) es tal

que para cada γ ∈ Γ, Fγ ⊆
∏

i∈I

Gi, entonces para cada i ∈ I y para cada γ ∈ Γ, Fγi
⊆ Gi

y por tanto cada i ∈ I,
∨

γ∈Γ

Fγi
⊆ Gi y por consiguiente

∏

i∈I

(
∨

γ∈Γ

Fγi
) ⊆

∏

i∈I

Gi = G. Aśı,
∏

i∈I

(
∨

γ∈Γ

Fγi
) es la menor de las cotas superiores del conjunto {Fγ =

∏

i∈I

Fγi
| γ ∈ Γ} y por

tanto
∨

γ∈Γ

Fγ =
∨

γ∈Γ

(
∏

i∈I

Fγi
) existe y además

∨

γ∈Γ

Fγ =
∨

γ∈Γ

(
∏

i∈I

Fγi
) =

∏

i∈I

(
∨

γ∈Γ

Fγi
).

�
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Lema 1.2.9. Sea F =
∏

i∈I

Fi ∈ F il∗(
∏

i∈I

Si). Si F =
∏

i∈I

Fi ∈ F entonces

〈
∏

i∈I

Fi〉 =
∏

i∈I

〈Fi〉.

Demostración.

Si A =
∏

i∈I

Ai ∈ 〈
∏

i∈I

Fi〉, entonces
∏

i∈I

Fi ⊆
∏

i∈I

Ai, luego Fi ⊆ Ai para cada i ∈ I y por

tanto Ai ∈ 〈Fi〉 para cada i ∈ I. Por otra parte, como
∏

i∈I

Fi ∈ F, entonces Fi = Si salvo

para un número finito de indices, luego del hecho que Fi ⊆ Ai para cada i ∈ I, se sigue

que Ai = Si salvo para un número finito de indices, y Ai ∈ 〈Fi〉 para cada i ∈ I. Aśı,

A =
∏

i∈I

Ai ∈
∏

i∈I

〈Fi〉.

La otra inclusión es inmediata, pues si A =
∏

i∈I

Ai ∈
∏

i∈I

〈Fi〉, entonces Ai ∈ 〈Fi〉 para cada

i ∈ I, y por consiguiente Fi ⊆ Ai para cada i ∈ I. Luego
∏

i∈I

Fi ⊆
∏

i∈I

Ai = A y por

consiguiente A ∈ 〈
∏

i∈I

Fi〉. �

De la (afirmación ??) se ve fácilmente (en realidad es exactamente la misma prueba) que

si
∏

i∈I

Fi ∈ F il∗(
∏

i∈I

Si), entonces

∏

i∈I

Fi =
∨

{〈
∏

i∈I

Fi〉 |
∏

i∈I

Fi ∈
∏

i∈I

Fi}.

Es decir; El conjunto de los filtros producto principales es ∨- denso en F il∗(
∏

i∈I

Si).

En el caṕıtulo 3 usaremos lo expuesto en esta sección para estudiar la estructura de un

subconjunto de filtros en SS =
∏

S

S.



Caṕıtulo 2
PRETOPOLOǴIAS

La noción de pretopoloǵıa sobre un conjunto S se introduce como una función

p : P(S) −→ P(S) que satisface ciertas propiedades. Al par (S, p) se le da el nombre de

espacio pretopológico.

Dicho concepto ha sido estudiado ampliamente por Choquet, quien en primera instancia

les da el nombre de VD espacios, y posteriormente introduce estos espacios a partir de

cierta colección de filtros de vecindades (ver [?]), y por Čech, quien a las pretopoloǵıas

sobre un conjunto S, les dan el nombre de operación de clausura para S, y a los espacios

pretopológicos les dan el nombre de espacios clausura(ver [?]).

En este caṕıtulo damos de manera formal el concepto de pretopoloǵıa sobre un conjunto

S, y mostramos que, al igual que las topoloǵıas, una pretopoloǵıa está completamente

determinada por especificación de la colección del filtro de vecindades de cada punto del

conjunto en cuestión, al igual que por su operación de interior.

Gran parte de la terminoloǵıa y notación de este caṕıtulo es tomada de [?].

Definición 2.1. Una topoloǵıa sobre un conjunto S es una colección τ de subconjuntos

de S con las siguientes propiedades:

1. ∅ y S están en τ .

2. La unión de los elementos de cualquier subcolección finita de τ está en τ .

3. La intersección de los elementos de cualquier subcolección finita de τ está en τ .

Un conjunto S para el que se ha definido una topoloǵıa τ se llama espacio topológico
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Definición 2.2. si S es un conjunto, una base para una topoloǵıa sobre S es una colección

β de subconjuntos de S (llamados elementos básicos ) tales que:

1. Para cada x ∈ S, hay almenos un elemto básico B que contiene a x.

2. Si x pertenece a la intersección de de dos elementos básicos B1 y B2 entonces existe

un elemento básico B3 que contiene a x y tal que B3 ⊂ B1 ∩ B2

Si β satisface estas dos condiciones, se define la topoloǵıa τ generada por β como sigue:

Un subconjunto U de S se dice que es abierto en S (esto es, un elemento de τ), si para cada

x ∈ U , existe un elemento básico B ∈ β tal que x ∈ B y B ⊂ U .

Nótese que cada elemento básico es aśı mismo un elemento de τ

Definición 2.3. Una subbase β ′ para una topoloǵıa sobre S es una colección de

subconjuntos de S cuya unión es igual a S. La topoloǵıa generada por la subbase β ′

se define como la colección τ de todas las uniones de intersecciones finitas de elementos de

β ′

Definición 2.4. Un subconjunto A de un espacio topológico S se dice que es cerrado si

el conjunto S r A es abierto.

Definición 2.5. Dado un subconjunto A de un espacio topológico S, el interior de S se

define como la unión de todos los subconjuntos abiertos contenidos en A, y la clausura

de A se define como la intersección de todos los conjuntos cerrados que contienen a A. El

interior de A se denota Int A y la clausura de A se denota mediante Cl A o por Ā.

Obviamente, Int A es un conjunto abierto y Ā es un conjunto cerrado, más aún,

Int A ⊂ A ⊂ Ā

Si A es abierto, A = Int A, mientras que, si A es cerrado, A = Ā

Definición 2.6. Una pretopoloǵıa o un operador pretopológico sobre un conjunto S es una

función p : P(S) −→ P(S) que cumple las siguientes propiedades:

(K1) p(∅) = ∅.

(K2) A ⊆ p(A) para cada A ⊆ S.

(K3) p(A ∪ B) = p(A) ∪ p(B) para cada A,B ⊆ S



Pretopoloǵıas 21

El par (S, p) es llamado un espacio pretopológico y el conjunto p(A) es llamado la clausura

de A en (S, p).

Si además de las propiedades (K1), (K2) y (K3), p satisface la propiedad

(K4) p(p(A)) = p(A) para cada A ⊆ S

entonces p es una topoloǵıa sobre S o un operador topológico de clausura de Kuratowski,

y el par (S, p) es llamado un espacio topológico.

La definición anterior es tomada de [?], aunque alĺı le piden a una pretopoloǵıa (además de

las tres condiciones de la definición anterior) que sea monótona, lo cual es una consecuencia

de la propiedad (K2) tal y como probaremos a continuación.

Lema 2.1. Sea S un conjunto no vaćıo. Si p : P(S) −→ P(S) es una pretopoloǵıa sobre S

entonces, para cada A,B ⊆ S tales que A ⊆ B se tiene que p(A) ⊆ p(B).

Demostración.

Sean A,B ⊆ S tales que A ⊆ B. Veamos que p(A) ⊆ p(B).

Puesto que A ⊆ B, B = A ∪ B luego p(B) = p(A ∪ B), pero por ser p una pretopoloǵıa

sobre S de la propiedad (K3) tenemos que p(A ∪ B) = p(A) ∪ p(B) y por tanto

p(B) = p(A) ∪ p(B) lo cual implica que p(A) ⊆ p(B). �

Nota 2.1. Si p es un operador topológico de clausura, existe una única topoloǵıa τp para la

cual la adherencia o clausura de cada A ⊆ S es exactamente la imagen de A según p. esta

topoloǵıa esta determinada por τp := {A ⊆ S | p(Ac) = Ac}.

Rećıprocamente, dada una topoloǵıa τ sobre S existe un único operador topológico de

clausura pτ , para el cual τpτ
= τ este operador está definido por pτ (A) = adhτ (A) para cada

A ⊆ S.

Por lo tanto, para un operador p que satisface (K1), (K2), (K3) y (K4) los términos

operador topológico de clausura y topoloǵıa, se pueden intercambiar sin lugar a ambigüedad.

Probaremos estos hechos al final de esta sección.

De la definición anterior, podemos observar que una pretopoloǵıa se obtiene reduciendo el

conjunto de axiomas de un operador topológico de clausura de Kuratowski, y por tanto toda

topoloǵıa sobre un conjunto S, es una pretopoloǵıa sobre S. A continuación, proporcionamos

dos ejemplos de pretopoloǵıas sobre un conjunto S, que no son topoloǵıas sobre S.

Ejemplo 2.1. Sea (S,≤) un conjunto bien ordenado y sea p : P(S) −→ P(S) definido por

p(A) := A∪{y ∈ S | (∃ x ∈ A)(x−−< y)} para cada A ⊆ S. Entonces p es una pretopoloǵıa

sobre S. Además, si S tiene por lo menos tres elementos p no es una topoloǵıa sobre S.
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En primer lugar, veamos que p es una pretopoloǵıa sobre S.

De la definición de p, es claro que p(∅) = ∅ y que A ⊆ p(A) para cada A ⊆ S, con lo

cual sólo falta probar que para cada A,B ⊆ S se tiene que p(A ∪ B) = p(A) ∪ p(B) : sean

A,B ⊆ S, entonces

p(A ∪ B) = (A ∪B) ∪ {y ∈ S | (∃ x ∈ A ∪B)(x−−< y)}

= (A ∪B) ∪ {y ∈ S | [(∃ x ∈ A)(x−−< y)] ∨ [(∃ x ∈ B)(x−−< y)]}

= (A ∪B) ∪ {y ∈ S | (∃ x ∈ A)(x−−< y)} ∪ {y ∈ S | (∃ x ∈ B)(x−−< y)}

= (A ∪ {y ∈ S | (∃ x ∈ A)(x−−< y)}) ∪ (B ∪ {y ∈ S | (∃ x ∈ B)(x−−< y)})

= p(A) ∪ p(B).

(nótese que la segunda igualdad se tiene puesto que el cuantificador existencial distribuye

con respecto a la disyunción ).

Aśı, p es una pretopoloǵıa sobre S. Ahora veamos que si S tiene por lo menos tres elementos,

p no es una topoloǵıa sobre S.

Supongamos que |S| ≥ 3. Como (S,≤) es un conjunto bien ordenado, S tiene un primer

elemento x1. Sea A el conjunto unitario formado por el primer elemento de S, es decir;

A = {x1}. Nuevamente, puesto que S es bien ordenado y |S| ≥ 3, el conjunto

A1 := {x ∈ S | x1 < x} es no vaćıo y por tanto, por el principio del buen orden, tiene

un primer elemento x2. Luego tenemos que x1 < x2 y que si x ∈ S es tal que x 6= x2 y

x1 < x, entonces x ∈ A1 y además x2 < x (pues x2 es el primer elemento de A1), y por

tanto x1 −−< x2. Aśı, p(A) = {x1, x2}. Nuevamente, por ser S un conjunto bien ordenado

con más de dos elementos, el conjunto A2 := {x ∈ S | x2 < x} es no vaćıo y por tanto tiene

un primer elemento x3 el cual cubre a x2. Aśı, p({x1, x2}) = {x1, x2, x3}. Luego tenemos

que

p(p(A)) = p({x1, x2}) = {x1, x2, x3} 6= {x1, x2} = p(A).

Por consiguiente, si |S| ≥ 3, existe A ⊆ S tal que p(p(A)) 6= p(A) y por tanto p no es una

topoloǵıa sobre S.

El siguiente ejemplo nos será de gran utilidad en el siguiente caṕıtulo para describir la

estructura del ret́ıculo de las pretopoloǵıas.

Ejemplo 2.2. Sean S un conjunto con por lo menos dos elementos y a y s dos puntos

distintos de S. Entonces, la función p : P(S) −→ P(S) definida por:

p(A) :=



















∅ si A = ∅,

S r {s} si A = {a},

S si A 6= {a} y A 6= ∅
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es una pretopoloǵıa sobre S. En efecto; es claro que p(∅) = ∅ y que A ⊆ p(A) (pues si

A = {a} entonces p(A) = S r {s}, luego A ⊆ p(A) ya que a 6= s y si A 6= {a} entonces

p(A) = S y, claramente A ⊆ S ), con lo cual sólo falta ver que p(A ∪ B) = p(A) ∪ p(B)

para cada A,B ⊆ S.

Sean A,B ⊆ S. Veamos que p(A ∪B) = p(A) ∪ p(B).

Podemos asumir que A 6= ∅ 6= B, pues si B = ∅, entonces A ∪ B = A y por tanto

p(A ∪ B) = p(A) = p(A) ∪ ∅ = p(A) ∪ p(B), con lo cual

p(A ∪ B) = p(A) ∪ p(B). El caso en que A = ∅ es análogo al anterior.

Ahora, si A ∪ B = {a} entonces A = B = {a}, por lo tanto

p(A ∪ B) = S r {s} = (S r {s}) ∪ (S r {s}) = p(A) ∪ p(B). Y si A ∪ B 6= {a},

entonces A 6= {a}, o B 6= {a}, de lo cual se tiene que p(A) ∪ p(B) = S. Por otro lado,

p(A ∪ B) = S (pues A ∪ B 6= {a}). Luego p(A ∪ B) = p(A) ∪ p(B).

Aśı, p es una pretopoloǵıa sobre S. Por otra parte, nótese que

p(p({a})) = p(S r {s}) = S 6= S r {s} = p({a}). Es decir; nótese que

p(p({a})) 6= p({a}) y por tanto p no es una topoloǵıa sobre S.

Definición 2.7. Sean S un conjunto no vaćıo y p una pretopoloǵıa sobre S. Definimos el

operador de interior (asociado a p) denotado por intp como la función de P(S) en P(S)

definida por

intp(A) = S r p(S r A), para cada A ⊆ S.

El conjunto intp(A) es llamado el interior de A en el espacio pretopológico (S, p).

De la definición anterior tenemos que para cada A ⊆ S, intp(A) = (p(Ac))c. Además, es

claro que la operación de interior (o el operador de interior) está determinado de manera

única por la pretopoloǵıa p.

Ejemplo 2.3. Para la pretopoloǵıa p del ejemplo (??) se tiene que intp es la función definida

por:

intp(A) :=



















S si A = S,

{s} si A = S r {a},

∅ si A 6= S y A 6= S r {a}.

En efecto; si A = S entonces intp(A) = S r p(S rA) = S r p(S r S) = S r ∅ = S.

Si A = S r {a} entonces intp(A) = S r p(S rA), pero

p(S r A) = p(S r (S r {a}) = p({a}) = S r {s}, luego intp(A) = S r (S r {s}) = {s} y

por tanto intp(A) = {s}.

Y si A 6= S r {a}, entonces S rA 6= {a} y p(S rA) = S, luego intp(A) = S r S = ∅.
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Lema 2.2. Sean S un conjunto no vaćıo y p una pretopoloǵıa sobre S. Entonces el operador

de interior intp satisface las siguientes propiedades:

(i1) intp(S) = S

(i2) Para cada A ⊆ S, intp(A) ⊆ A

(i3) Para cada A,B ⊆ S, intp(A ∩ B) = intp(A) ∩ intp(B).

La demostración de la afirmación anterior se sigue fácilmente de la definición de interior

utilizando leyes De morgan y los axiomas de la definición de pretopoloǵıa.

Observación 2.1. Obsérvese además que, al igual que las pretopoloǵıas, el operador de

interior es monótono, pues si A,B ⊆ S tales que A ⊆ B, entonces S rB ⊆ S rA y por la

afirmación (??) se tiene que p(S rB) ⊆ p(S rA), luego (S r p(S rA)) ⊆ (S r p(S rB)),

es decir; intp(A) ⊆ intp(B).

De la definición de interior y la siguiente afirmación, se sigue que al igual que las topoloǵıas,

una pretopoloǵıa está completamente determinada por su operación de interior.

Lema 2.3. Sea S un conjunto no vaćıo. Si int : P(S) −→ P(S) es una función que satisface

las tres propiedades de la afirmación anterior, es decir; si int : P(S) −→ P(S) es una

función que satisface:

(i1) int(S) = S

(i2) Para cada A ⊆ S, int(A) ⊆ A

(i3) Para cada A,B ⊆ S, int(A ∩B) = int(A) ∩ int(B),

entonces, existe una única pretopoloǵıa p sobre S para la cual intp(A) = int(A) para cada

A ⊆ S.

Demostración.

Supongamos que la función int satisfaces las tres condiciones mencionadas y definamos

p : P(S) −→ P(S) mediante

p(A) := S r int(S r A) para cada A ⊆ S. (∗)

Veamos que p es una pretopoloǵıa sobre S.

1) p(∅) = S r int(S r ∅) = S r int(S) = S r S = ∅.

2) Sea A ⊆ S. Veamos que A ⊆ p(A). Puesto que por hipótesis int(S r A) ⊆ (S r A)
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entonces, A ⊆ S r int(S r A), es decir; A ⊆ p(A).

3) Sean A,B ⊆ S. Veamos que p(A ∪ B) = p(A) ∪ p(B). De la definición de p tenemos

que p(A ∪ B) = S r int(S r (A ∪ B)) = S r int((S r A) ∩ (S r B)) y como por hipótesis

int((S r A) ∩ (S r B)) = int(S r A) ∩ int(S r B) entonces

Srint((SrA)∩(SrB)) = Sr(int(SrA)∩int(SrB)) = (Srint(SrA))∪(Srint(SrB)),

luego p(A ∪ B) = (S r int(S r A)) ∪ (S r int(S r B)) = p(A) ∪ p(B).

Luego de 1), 2) y 3) se sigue que p es una pretopoloǵıa sobre S.

Ahora veamos que para cada A ⊆ S, intp(A) = int(A).

Sea A ⊆ S. De la definición (??) se tiene que intp(A) = S r p(S r A). Ahora, como

por (∗) p(S r A) = S r int(S r (S r A)) entonces p(S r A) = S r int(A) y por tanto

S r p(S rA) = int(A). Es decir; intp(A) = int(A).

Para ver que p es la única pretopoloǵıa sobre S para la cual intp(A) = int(A) para cada

A ⊆ S, supongamos que q es una pretopoloǵıa sobre S para la cual intq(A) coincide con

int(A) para cada A ⊆ S. Veamos que p = q.

Sea A ⊆ S. Veamos que p(A) = q(A). Puesto que para cada subconjunto de S los conjuntos

interiores en los espacios pretopológicos (S, p) y (S, q) coinciden con su imagen según

la función int, entonces intp(S r A) = int(S r A) y intq(S r A) = int(S r A), luego

intp(S rA) = intq(S rA), es decir; S r p(S r (S rA)) = S r q(S r (S rA)) y por tanto

p(A) = q(A). Aśı p = q. �

A continuación, definimos lo que es de esperarse sean los conjuntos abiertos y los conjuntos

cerrados en un espacio pretopológico. Dichos conceptos se definen exactamente de la misma

forma que se hace para un espacio topológico.

Definición 2.8. Sean (S, p) un espacio pretopológico y A ⊆ S. Decimos que A es abierto

en (S, p) si A coincide con su interior, es decir; si A = intp(A). Decimos que A es cerrado

en (S, p) si A coincide con su clausura, es decir; si A = p(A).

Nótese que también en un espacio pretopológico (S, p), un subconjunto A de S es abierto

si, y sólo si, su complemento S rA es cerrado. En efecto;

A es abierto en (S, p) ⇔ A = intp(A)

⇔ A = S r p(S r A) (definición de intp(A))

⇔ S rA = p(S r A)

⇔ S rA es cerrado en (S, p).

De la definición de pretopoloǵıa se sigue que la clausura de un conjunto no necesariamente es

cerrada. De igual forma se tiene que el interior de un conjunto en un espacio pretopológico,
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a diferencia que en un espacio topológico, no necesariamente es abierto tal y como lo ilustra

el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4. Sea (S, p) el espacio pretopológico del ejemplo (??) y sea

A = S r {a}. Del ejemplo (??) se tiene que intp(A) = {s} y que intp({s}) = ∅. Por tanto

intp(intp(A)) = intp({s}) = ∅ 6= {s} = intp(A). Es decir, intp(intp(A)) 6= intp(A) y por

tanto intp(A) no es abierto en (S, p).

Lo expuesto anteriormente sugiere la siguiente afirmación:

Lema 2.4. Sean S un conjunto no vaćıo y p una pretopoloǵıa sobre S. Entonces: p es una

topoloǵıa sobre S si, y sólo si, para cada A ⊆ S intp(intp(A)) = intp(A). Es decir; p es una

topoloǵıa sobre S si, y sólo si, el operador de interior intp es idempotente1.

Demostración.

Sean S un conjunto no vaćıo y p una pretopoloǵıa sobre S. De la definición (??) tenemos que

p es una topoloǵıa sobre S si, y sólo si, p es idempotente, es decir; p es una topoloǵıa sobre

S si, y sólo si, p(p(A)) = p(A) para cada A ⊆ S. Sea A ⊆ S. Veamos que intp(intp(A)) =

intp(A). Tenemos que

intp(intp(A)) = S r p(S r intp(A)) (definición de intp)

= S r p(S r [S r p(S r A)]) (definición de intp)

= S r p(p(S r A))

= S r p(S r A) (p es idempotente)

= intp(A) (definición de intp)

Por tanto, si p es una topoloǵıa sobre S, para cada A ⊆ S, intp(intp(A)) = intp(A).

Rećıprocamente, veamos que si para cada A ⊆ S, intp(intp(A)) = intp(A), entonces p es

una topoloǵıa sobre S. En primer lugar nótese que

S r intp(S rA) = S r [S r p(S r (S rA))] = p(A). Sea A ⊆ S y supongamos que intp es

idempotente. Entonces:

p(p(A)) = S r intp(S r p(A))

= S r intp(S r [S r intp(S r A)]) (p(A) = S r intp(S r A))

= S r intp(intp(S r A))

= S r intp(S rA) (intp es idempotente)

= p(A)

1Una función φ : X −→ X es idempotente si φ(φ(x)) = φ(x) para cada x ∈ X.
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Por tanto, si el operador de interior intp es idempotente entonces p es una topoloǵıa sobre

S, es decir; si para cada A ⊆ S, intp(intp(A)) = intp(A), entonces p es una topoloǵıa sobre

S. �

De los lemas ?? y ?? se tiene inmediatamente el siguiente corolario el cual es un resultado

bien conocido en topoloǵıa general (véase por ejemplo [?], pág. 27).

Corolario 2.1. Sea S un conjunto no vaćıo. Si int : P(S) −→ P(S) es una función que

satisface:

(i1) int(S) = S

(i2) Para cada A ⊆ S, int(A) ⊆ A

(i3) Para cada A,B ⊆ S, int(A ∩B) = int(A) ∩ int(B),

(i4) Para cada A ⊆ S, int(int(A)) = int(A),

entonces, existe una única topoloǵıa p sobre S para la cual intp(A) = int(A) para cada

A ⊆ S.

Definición 2.9. Sean (S, p) un espacio pretopológico y x ∈ S. Una vecindad de x en el

espacio pretopológico (S, p), es un subconjunto A de S que contiene a x en su interior, es

decir; un subconjunto A de S es una vecindad de x en (S, p) si, y sólo si, x ∈ intp(A).

Ejemplo 2.5. Del ejemplo anterior ?? se sigue que A = S r {a} es vecindad únicamente

del punto s pues intp(A) = {s}.

Nótese además que A = Sr{a} no contiene ningún conjunto abierto que contenga a s, pues

si B es abierto en (S, p), es decir, si B = intp(B) y s ∈ B ⊆ A entonces, como el operador

de interior es monótono, se tendŕıa que intp(B) ⊆ intp(A) = {s}, es decir, se tendŕıa que

intp(B) = {s} y por tanto, B = {s} lo cual contradice que B es abierto, pues {s} no es

abierto ya que intp({s}) = ∅.

El ejemplo anterior sirve para ilustrar que las pretopoloǵıas carecen de una de las

propiedades más importantes de un espacio topológico y es que, en un espacio pretopológico

“las vecindades de un punto no necesariamente contienen un conjunto abierto conteniendo

dicho punto”.

Lema 2.5. Sea (S, p) un espacio pretopológico y para cada x ∈ S sea Vp(x) la colección de

subconjuntos de S definida por:

Vp(x) := {A ⊆ S | x /∈ p(S rA)}.

Entonces, para cada x ∈ S, la colección Vp(x) satisface las siguientes propiedades:
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(FV1) x ∈ V para cada V ∈ Vp(x).

(FV2) Si V1, V2 ∈ Vp(x) entonces, V1 ∩ V2 ∈ Vp(x).

(FV3) Si V ∈ Vp(x) y W ⊆ S tal que V ⊆W entonces W ∈ Vp(x).

Demostración.

1. Veamos que Vp(x) satisface la propiedad (FV 1). Sea V ∈ Vp(x), por definición de Vp(x)

se tiene que x /∈ p(S r V ), y como S r V ⊆ p(S r V ) (pues p es una pretopoloǵıa

sobre S) se sigue que x /∈ S r V y por tanto, x ∈ V.

2. Veamos que Vp(x) satisface la propiedad (FV 2). Sean V1, V2 ∈ Vp(x). Veamos que

V1 ∩ V2 ∈ Vp(x).

Puesto que V1, V2 ∈ Vp(x), entonces x /∈ p(S r V1) y x /∈ p(S r V2), luego

x /∈ (p(S r V1) ∪ p(S r V2)). Ahora, como p es una pretopoloǵıa sobre S, se tiene

que p(S r V1) ∪ p(S r V2) = p((S r V1) ∪ (S r V2)) = p(S r (V1 ∩ V2)). Luego el

hecho que x /∈ (p(S r V1) ∪ p(S r V2)) implica que x /∈ p(S r (V1 ∩ V2)) y por tanto

V1 ∩ V2 ∈ Vp(x).

3. Veamos que Vp(x) satisface la propiedad (FV 3). Sean V ∈ Vp(x) y W ⊆ S tales que

V ⊆W. Veamos que W ∈ Vp(x), es decir; veamos que x /∈ p(S rW ).

Puesto que V ⊆ W, S r W ⊆ S r V y como p es una pretopoloǵıa sobre S se

sigue que p(S r W ) ⊆ p(S r W ) (afirmación (??)). Ahora, puesto que V ∈ Vp(x),

x /∈ p(S r V ) ⊇ p(S rW ), luego x /∈ p(S rW ) y por consiguiente W ∈ Vp(x). �

Observación 2.2. Como una consecuencia inmediata de la afirmación anterior se tiene que

para cada x ∈ S, la colección Vp(x) es un filtro sobre S; la propiedad (FV 1) implica que

∅ /∈ Vp(x) y las propiedades (FV 2) y (FV 3) son precisamente las dos propiedades restantes

que se le piden a un filtro.

Nótese además que para cada x ∈ S,

Vp(x) = {A ⊆ S | x /∈ p(S r A)}

= {A ⊆ S | x ∈ S r p(S r A)}

= {A ⊆ S | x ∈ intp(A)}

= {A ⊆ S | A es vecindad de x}

de lo cual se sigue que A ⊆ S es una vecindad de x si, y sólo si, A ∈ Vp(x). Este hecho

justifica la siguiente definición:
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Definición 2.10. En un espacio pretopológico (S, p) para cada x ∈ S, la colección Vp(x)

es llamada el filtro de vecindades de x.

De la definición de Vp(x) (dada en la afirmación (??)) se sigue que para cada x ∈ S, el

filtro de vecindades de x, Vp(x) es determinado de manera única por la pretopoloǵıa p. A

continuación, veremos que este ultimo también (al igual que el interior) determina de manera

única una pretopoloǵıa, pero antes probaremos la siguiente afirmación que caracteriza (al

igual que en topoloǵıa) la clausura de un conjunto en un espacio pretopológico a partir de

los filtros de vecindades.

Proposición 2.1. Sean S un conjunto no vaćıo, p una pretopoloǵıa sobre S, A ⊆ S y

x ∈ S. Entonces: x ∈ p(A) si, y sólo si, para cada V ∈ Vp(x), V ∩ A 6= ∅. Es decir, en

un espacio pretopológico, un punto está en la clausura de un conjunto si toda vecindad del

punto interseca al conjunto.

Demostración.

Si existe V ∈ Vp(x) tal que V ∩ A = ∅, entonces V ⊆ S r A y por (FV 3) se sigue que

S r A ∈ Vp(x) y por tanto x /∈ p(S r (S r A)) = p(A). Luego tenemos que si x ∈ p(A),

entonces A ∩ V 6= ∅ para cada V ∈ Vp(x).

Rećıprocamente, si x /∈ p(A) = p(S r (S r A)), entonces S r A ∈ Vp(x), y como

(S r A) ∩ A = ∅, entonces se tiene que existe V ∈ Vp(x) (V = S r A) tal que V ∩ A = ∅.

Luego tenemos que si A ∩ V 6= ∅ para cada V ∈ Vp(x), entonces x ∈ p(A). �

Proposición 2.2. Sea S un conjunto no vaćıo. Si para cada x ∈ S se a asignado una

colección Fx de subconjuntos de S que satisface las propiedades de la (afirmación ??), es

decir; si para cada x ∈ S la colección Fx satisface que:

(FV1) x ∈ F para cada F ∈ Fx.

(FV2) Si F1, F2 ∈ Fx entonces, F1 ∩ F2 ∈ Fx.

(FV3) Si F ∈ Fx y W ⊆ S tal que F ⊆ W entonces W ∈ Fx,

entonces existe una única pretopoloǵıa p sobre S para la cual el filtro de vecindades de cada

x ∈ S, Vp(x) coincide con la colección Fx; es decir; existe una única pretopoloǵıa p sobre

S para la cual Vp(x) = Fx para cada x ∈ S.

Demostración.

Supongamos que para cada x ∈ S la colección Fx satisface (FV 1), (FV 2) y (FV 3) y

definamos p : P(S) → P(S) mediante

p(A) := {x ∈ S | para cada F ∈ Fx, F ∩ A 6= ∅} para cada A ⊆ S. (∗∗)
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Veamos que p es una pretopoloǵıa sobre S.

De la definición de p ((∗∗)) se sigue que p(∅) = ∅, y que A ⊆ p(A) para cada A ⊆ S

( si x ∈ A, puesto que la colección Fx satisface (FV 1), para cada F ∈ Fx, x ∈ F y por

tanto para cada F ∈ Fx, x ∈ F ∩ A 6= ∅, aśı x ∈ p(A)), con lo cual solo falta probar que

para cada A,B ⊆ S, p(A ∪ B) = p(A) ∪ p(B).

Sean A,B ⊆ S. Veamos que p(A ∪ B) = p(A) ∪ p(B). Si x /∈ p(A ∪ B), de la

definición de p ((∗∗)), se tiene que existe F ∈ Fx tal que (A ∪ B) ∩ F = ∅, luego

(A∪B) ∩ F = (A∩ F ) ∪ (B ∩ F ) = ∅ y por tanto A∩ F = ∅ y B ∩ F = ∅. Aśı, x /∈ p(A) y

x /∈ p(B) y por consiguiente x /∈ p(A)∪p(B). De lo cual tenemos que p(A)∪p(B) ⊆ p(A∪B).

Rećıprocamente, si x /∈ p(A) ∪ p(B), entonces x /∈ p(A) y x /∈ p(B), luego de (∗∗) se sigue

que existen F1, F2 ∈ Fx tales que F1 ∩A = ∅ y F2 ∩B = ∅. Ahora, puesto que Fx satisface

(FV 2) y F1, F2 ∈ Fx, F1 ∩ F2 ∈ Fx y además

(F1∩F2)∩(A∪B) = ((F1∩F2)∩A)∪((F1∩F2)∩B) = ((F1∩A)∩F2)∪((F2∩B)∩F1) = ∅.

Luego, existe F ∈ Fx (F = F1 ∩F2) tal que F ∩ (A∪B) = ∅ y por tanto x /∈ p(A∪B). De

lo cual tenemos que p(A ∪ B) ⊆ p(A) ∪ p(B).

Aśı, p es una pretopoloǵıa sobre S.

Ahora veamos que para cada x ∈ S, Vp(x) = Fx.

Sea x ∈ S. Si V ∈ Vp(x), entonces de la definición de Vp(x) (lema ??) se tiene que x /∈

p(SrV ), luego de la definición de p ((∗∗)) se sigue que existe F ∈ Fx tal que (SrV )∩F = ∅,

luego F ⊆ V, y por tanto V ∈ Fx (pues Fx satisface (FV 3)). Rećıprocamente, si F ∈ Fx,

de (∗∗) se sigue que x /∈ p(S r F ) (pues (S r F ) ∩ F = ∅), y por la definición de Vp(x) se

sigue que F ∈ Vp(x). Aśı Vp(x) = Fx.

Para concluir la prueba, veamos que p es la única pretopoloǵıa sobre S para la cual Vp(x) =

Fx para cada x ∈ S.

Sea q una pretopoloǵıa sobre S para la cual Vq(x) = Fx para cada x ∈ S. Veamos que

p = q, es decir; veamos que para cada A ⊆ S, p(A) = q(A). Puesto que para cada

x ∈ S, Vq(x) = Fx = Vp(x), entonces Vq(x) = Vp(x) para cada x ∈ S. Ahora, si A ⊆ S,

entonces:

x ∈ p(A) ⇔ para cada V ∈ Vp(x), V ∩ A 6= ∅ (lema ??)

⇔ para cada V ∈ Vq(x), V ∩A 6= ∅ (Vp(x) = Vq(x) para cada x ∈ S)

⇔ x ∈ q(A) (lema ??)

Luego p = q y por tanto p es la única pretopoloǵıa sobre S para la cual Vp(x) = Fx para

cada x ∈ S. �
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De lo expuesto anteriormente tenemos que una pretopoloǵıa sobre un conjunto S

está completamente determinada por especificación del filtro de vecindades de cada x ∈ S.

Algunos autores (por ejemplo [?], [?] y [?]) dan la definición de pretopoloǵıa a partir de la

colección de los filtros (o de una base para estos) de vecindades de cada punto del conjunto

en cuestión.

La siguiente proposición nos proporciona una forma útil de decidir si una pretopoloǵıa es o

no, una topoloǵıa a partir de la colección de filtros de vecindades.

Proposición 2.3. Sean S un conjunto no vaćıo y p una pretopoloǵıa sobre S. Entonces, p

es una topoloǵıa sobre S si, y sólo si, para cada x ∈ S, el filtro de vecindades de x, Vp(x)

satisface (además de (FV 1), (FV 2) y (FV 3)) la propiedad :

(FV 4) Para cada V ∈ Vp(x), existe V ′ ∈ Vp(x) tal que para cada y ∈ V ′ se tiene que

V ∈ Vp(y).

Demostración.

Sean S un conjunto no vaćıo, x, y ∈ S y supongamos que p es una topoloǵıa sobre S. Veamos

que para cada V ∈ Vp(x), existe V ′ ∈ Vp(x) tal que para cada y ∈ V ′ se tiene que V ∈ Vp(y).

Sea V ∈ Vp(x) y tomemos V ′ = intp(V ). Como V ∈ Vp(x), tenemos que V es una vecindad

de x (observación (??)), luego x ∈ intp(V ) y como p es una topoloǵıa sobre X, de la

afirmación (??) se tiene que intp(intp(V )) = intp(V ) y por tanto, x ∈ intp(intp(V )), es

decir; intp(V ) es una vecindad de x (definición (??)) y por consiguiente intp(V ) ∈ Vp(x)

(nuevamente de la observación (??)). Ahora, si y ∈ intp(V ) se tiene que V es una vecindad

de y y por consiguiente V ∈ Vp(y).

Aśı, si V ∈ Vp(x), existe V ′ ∈ Vp(x) (V ′ = intp(V )) tal que para cada y ∈ V ′,

V ∈ Vp(y).

Rećıprocamente, supongamos que para cada x ∈ S, el filtro de vecindades Vp(x) satisface la

propiedad (FV 4) y veamos que p es una topoloǵıa sobre S, es decir; veamos que para cada

A ⊆ S, p(p(A)) = p(A).

Sea A ⊆ S, puesto que, por ser p una pretopoloǵıa sobre S se tiene que p(A) ⊆ p(p(A)),

es suficiente probar que p(p(A)) ⊆ p(A). Sean x ∈ p(p(A)) y V ∈ Vp(x). Veamos que

V ∩A 6= ∅, lo cual, por la proposición (??), es equivalente a que x ∈ p(A).

Puesto que V ∈ Vp(x), por hipótesis se tiene que existe V ′ ∈ Vp(x) tal que para cada

y ∈ V ′, V ∈ Vp(y). Ahora como x ∈ p(p(A)) y V ′ ∈ Vp(x), de la proposición (??) se sigue

que V ′ ∩ p(A) 6= ∅, luego existe y ∈ S tal que y ∈ V ′ y y ∈ p(A). Puesto que y ∈ p(A)

(nuevamente de la proposición (??)), se tiene que para cada W ∈ Vp(y), W ∩ A 6= ∅, y

como y ∈ V ′ y V ∈ Vp(y) para cada y ∈ V ′, entonces V ∩A 6= ∅ y aśı, x ∈ p(A). De lo cual

concluimos que p(p(A)) ⊆ p(A) y por tanto p(p(A)) = p(A). �
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Usaremos este hecho al final del siguiente caṕıtulo para probar que los co-átomos en el

ret́ıculo de las pretopoloǵıas son topoloǵıas.

Como una consecuencia de las proposiciones (??) y (??) tenemos el siguiente corolario, el

cual, también es un resultado bastante conocido en topoloǵıa general (véase por ejemplo

[?], pág. 31).

Corolario 2.2. Sea S un conjunto no vaćıo. Si para cada x ∈ S se a asignado una colección

Fx de subconjuntos de S que satisface:

(FV1) x ∈ F para cada F ∈ Fx.

(FV2) Si F1, F2 ∈ Fx entonces, F1 ∩ F2 ∈ Fx.

(FV3) Si F ∈ Fx y W ⊆ S tal que F ⊆ W entonces W ∈ Fx,

(FV4) Para cada F ∈ Fx, existe F ′ ∈ Fx tal que para cada y ∈ F ′ se tiene que F ∈ Fy,

entonces existe una única topoloǵıa p sobre S para la cual el filtro de vecindades de cada

x ∈ S, Vp(x) coincide con la colección Fx; es decir; existe una única topoloǵıa p sobre S

para la cual Vp(x) = Fx para cada x ∈ S.

Definición 2.11. sea S un conjunto no vaćıo y denotemos por Pretop(S) al conjunto de

todas las pretopoloǵıas sobre S. Definimos en Pretop(S) la relación: dadas p, q ∈ Pretop(S),

decimos que p ≤ q si, y sólo si, q(A) ⊆ p(A) para cada A ⊆ S.

Es claro que (Pretop(S),≤) es un conjunto parcialmente ordenado. En el siguiente caṕıtulo,

utilizando producto de filtros, probamos que Pretop(S) con este orden es un ret́ıculo

completo.

La siguiente afirmación nos sera de gran utilidad para estudiar la estructura de

(Pretop(S),≤).

Lema 2.6. Sean p, q ∈ Pretop(S). Entonces: p ≤ q si, y sólo si, Vp(x) ⊆ Vq(x) para cada

x ∈ S.

Demostración.

Sean p, q ∈ Pretop(S), x ∈ S y supongamos que p ≤ q. Veamos que Vp(x) ⊆ Vq(x).

Sea A ∈ Vp(x). Puesto que p ≤ q, se tiene que q(SrA) ⊆ p(SrA) y puesto que x /∈ p(SrA)

(pues A ∈ Vp(x)), entonces x /∈ q(S rA) y por tanto A ∈ Vq(x). Aśı, tenemos que si p ≤ q,

para cada x ∈ S Vp(x) ⊆ Vq(x).

Rećıprocamente, supongamos que para cada x ∈ S, Vp(x) ⊆ Vq(x) y veamos que p ≤ q, es

decir; supongamos que para cada x ∈ S, Vp(x) ⊆ Vq(x) y veamos que q(A) ⊆ p(A) para
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cada A ⊆ S.

Sea A ⊆ S. Si x /∈ p(A) de la afirmación (??) se sigue que existe V ∈ Vp(x) tal que

V ∩ A = ∅, y puesto que Vp(x) ⊆ Vq(x) para cada x ∈ S, entonces V ∈ Vq(x) y por tanto,

existe V ∈ Vq(x) tal que V ∩ A = ∅ lo cual (nuevamente por la afirmación (??)) implica

que x /∈ q(A). Luego si x /∈ p(A), entonces x /∈ q(A) y por consiguiente q(A) ⊆ p(A). Aśı,

tenemos que si para cada x ∈ S, Vp(x) ⊆ Vq(x) entonces p ≤ q. �

Para concluir esta sección, probaremos lo expuesto en la nota (??).

Sea K := {p ∈ Pretop(S) | p(p(A)) = p(A) para cada A ⊆ S}, es decir; K es el conjunto de

todas las topoloǵıas (en el sentido de la definición (??)) sobre S, y sea Top(S) el conjunto

de todas las topoloǵıas ( en el sentido de la definición “conjuntista” ) sobre S.

Proposición 2.4.

1. Sea p ∈ K. Si τp es la colección dada por

τp := {A ⊆ S | p(Ac) = Ac} = {A ⊆ S | A = intp(A)},

entonces τp ∈ Top(S).

2. Sea τ ∈ Top(S). Si pτ : P(S) −→ P(S) es la función definida por pτ (A) := adhτ (A)

para cada A ⊆ S, entonces pτ ∈ K (adhτ (A) denota la adherencia o clausura de A

según la topoloǵıa τ).

Demostración.

1. Veamos que τp = {A ⊆ S | A = intp(A)} ∈ Top(S).

(1) De (i1) y (i2) de la afirmación (??) se sigue que S = intp(S) y que

∅ = intp(∅) respectivamente. Luego ∅, S ∈ τp.

(2) Sean A,B ∈ τp. Veamos que A ∩B ∈ τp.

Como A,B ∈ τp, se tiene que A = intp(A) y B = intp(B), luego por (i3) de

la afirmación (??) se sigue que intp(A) ∩ intp(B) = intp(A ∩ B) y por tanto

A ∩ B = intp(A ∩B), es decir; A ∩ B ∈ τp.

(3) Sea {Aγ}γ∈Γ una colección de elementos de τp. Veamos que
⋃

γ∈Γ

Aγ ∈ τp.

De (i3) de la afirmación (??) se tiene que intp(
⋃

γ∈Γ

Aγ) ⊆
⋃

γ∈Γ

Aγ. Ahora, como para

cada γ ∈ Γ, Aγ ⊆
⋃

γ∈Γ

Aγ y puesto que intp es monótona, se tiene que para cada

γ ∈ Γ, intp(Aγ) ⊆ intp(
⋃

γ∈Γ

Aγ) y por consiguiente
⋃

γ∈Γ

intp(Aγ) ⊆ intp(
⋃

γ∈Γ

Aγ). Por

otro lado, como para cada γ ∈ Γ, Aγ ∈ τp entonces Aγ = intp(Aγ) para cada γ ∈ Γ,

y por tanto
⋃

γ∈Γ

intp(Aγ) =
⋃

γ∈Γ

Aγ.
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Aśı, tenemos que
⋃

γ∈Γ

Aγ =
⋃

γ∈Γ

intp(Aγ) ⊆ intp(
⋃

γ∈Γ

Aγ), y por consiguiente
⋃

γ∈Γ

Aγ = intp(
⋃

γ∈Γ

Aγ). Es decir;
⋃

γ∈Γ

Aγ ∈ τp.

Luego de (1), (2) y (3) se tiene que τp ∈ Top(S).

2. Si τ ∈ Top(S), de las propiedades de la adherencia de un conjunto en (S, τ) se sigue

que pτ satisface las condiciones (K1), (K2), (K3) y (K4) de la definición (??), es decir

pτ ∈ K. �

Proposición 2.5. Sea F : (K,≤) −→ (Top(S),⊆) la función definida por

F (p) := τp = {A ⊆ S | intp(A) = A} para cada p ∈ K, y sea G : (Top(S),⊆) −→ (K,≤)

la función definida por G(τ) := pτ : P(S) −→ P(S) para cada τ ∈ Top(S), donde

pτ (A) = adhτ (A) para cada A ⊆ S. Entonces:

1. F y G son monótonas.

2. (F ◦G)(τ) = τ para cada τ ∈ Top(S) y (G ◦ F )(p) = p para cada p ∈ K.

Demostración.

1. Sean τ, τ ′ ∈ Top(S) tales que τ ⊆ τ ′. Veamos que pτ ≤ pτ ′, es decir; veamos que para

cada A ⊆ S, pτ ′(A) ⊆ pτ (A).

Si x /∈ pτ (A) = adhτ (A), existe un O ∈ τ tal que x ∈ O y O ∩ A = ∅. Ahora, como

O ∈ τ ⊆ τ ′ y x ∈ O, y O∩A = ∅, entonces x /∈ adhτ ′(A) = pτ ′(A). Luego si x /∈ pτ (A),

se tiene que x /∈ pτ ′(A) y por tanto pτ ′(A) ⊆ pτ (A). De lo anterior concluimos que

pτ ≤ pτ ′ y por tanto, G es monótona.

Ahora veamos que F es monótona. Sean p, q ∈ K tales que p ≤ q. Veamos que τp ⊆ τq.

Sea A ∈ τp, entonces A = intp(A) = Sr p(SrA) y como p ≤ q, entonces q(SrA) ⊆

p(S rA), luego S r p(S rA) ⊆ S r q(S rA) = intq(A). Aśı, A = intp(A) ⊆ intq(A)

y como intq(A) ⊆ A (afirmación (??)), se sigue que A = intq(A) y por tanto A ∈ τq.

Aśı, tenemos que si p ≤ q entonces F (p) = τp ⊆ τq = F (q) y por consiguiente F es

monótona.

2. Sea τ ∈ Top(S). Veamos que F (G(τ)) = τ, es decir; veamos que

τpτ
= {A ⊆ S | intpτ

(A) = A} = τ.

Si A ∈ τ , entonces S r A es cerrado en (S, τ), luego adhτ (S r A) = S r A, es decir;

pτ (S r A) = S r A, luego A = S r pτ (S r A) = intpτ
(A) y por tanto A ∈ τpτ

. Por

consiguiente τ ⊆ τpτ
.

Rećıprocamente, si A ∈ τpτ
, entonces A = intpτ

(A) = S r pτ (S r A), es decir;



Pretopoloǵıas 35

S r A = pτ (S r A) = adhτ (S r A) y por tanto S r A es cerrado en (S, τ), o lo que

es igual, A ∈ τ. Aśı, τpτ
⊆ τ y por consiguiente, τpτ

= τ.

Ahora, sea p ∈ K. Veamos que G(F (p)) = p, es decir; veamos que

pτp
(A) = adhτp

(A) = p(A) para cada A ⊆ S.

Sean A ⊆ S, x ∈ pτp
(A) = adhτp

(A) y V ∈ Vp(x). Veamos que V ∩ A 6= ∅, con lo

cual se tiene (proposición (??)) que x ∈ p(A).

Como V ∈ Vp(x), entonces x ∈ intp(V ) y puesto que p es una topoloǵıa sobre S, de

la afirmación (??) se tiene que intp(V ) = intp(intp(V ) y por tanto intp(V ) ∈ τp. Por

otro lado, como x ∈ adhτp
(A), entonces intp(V ) ∩ A 6= ∅, y puesto que intp(V ) ⊆ V

se tiene que V ∩ A 6= ∅. Aśı, x ∈ p(A). De lo anterior tenemos que pτp
(A) ⊆ p(A).

Rećıprocamente, sean A ⊆ S, x ∈ p(A) y O ∈ τp tal que x ∈ O. Veamos que

O ∩ A 6= ∅, con lo cual se tiene que x ∈ adhτp
(A) = pτp

(A).

Como O ∈ τp entonces O = intp(O), y como x ∈ O entonces x ∈ intp(O) y por tanto

O ∈ Vp(x), luego de la proposición (??) se sigue que A ∩ O 6= ∅, y aśı, x ∈ adhτp
(A),

es decir; x ∈ pτp
(A). De lo anterior tenemos que p(A) ⊆ pτp

(A) y por consiguiente

pτp
= p. �

De lo anterior y la proposición (??), tenemos que (K,≤) y (Top(S),⊆) son isomorfos.



Caṕıtulo 3
EL RET́ICULO DE LAS

PRETOPOLOǴIAS SOBRE UN

CONJUNTO ARBITRARIO S

En este Caṕıtulo mostramos que (Pretop(S),≤), el ret́ıculo de pretopoloǵıas en el

conjunto S, es isomorfo a un subconjunto de filtros en SS. De esto, deducimos que

(Pretop(S),≤) es un ret́ıculo completo, atómico, co-atómico, modular, distributivo, y

compactamente generado. Además, veremos que (Pretop(S),≤) es co-compactamente

generado, infinitamente distributivo y complementado (en cuyo caso es únicamente

complementado) sólo en el caso trivial en que S es finito. También mostramos que los

co-átomos en Pretop(S) son topoloǵıas sobre S.

En lo que sigue de este escrito, asumimos que S es un conjunto no vaćıo dado y que

Pretop(S) está ordenado con la relación definida anteriormente (definición (??)).

3.1. El isomorfismo φ

En esta sección mostramos que (Pretop(S),≤) es isomorfo a un subconjunto de filtros en

SS =
∏

S

S.

Tal y como probamos en la sección anterior, una pretopoloǵıa p sobre un conjunto S es

completamente determinado por una especificación del filtro de vecindades Vp(x) de cada

x en S. Estos filtros de vecindades satisfacen necesariamente que Vp(x) ⊆ 〈x〉, donde 〈x〉 es
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el ultrafiltro principal generado por {x}; pues de la propiedad (FV 1) para Vp(x), se tiene

que si A ∈ Vp(x), x ∈ A, y por tanto A ∈ 〈x〉.

Definición 3.1.1. Para cada x en S, sea F (x) el subconjunto de F il(S) definido por

F (x) := {F ∈ F il(S) | F ⊆ 〈x〉}

y sea F el subconjunto de F il∗(
∏

S

S) definido por

F := {
∏

x∈S

Fx | Fx ∈ F (x) para cada x ∈ S}.

Ambos ordenados con el orden inducido de F il(S) y F il∗(
∏

S

S) respectivamente, es decir;

ambos ordenados por la inclusión.

recuérdese que de lo expuesto en la afirmación (??), para
∏

x∈S

Fx,
∏

x∈S

Gx ∈ F dados, se tiene

que
∏

x∈S

Fx ≤
∏

x∈S

Gx ⇔ Fx ≤ Gx para cada x ∈ S.

Por otro lado, como F es un subconjunto de F il∗(
∏

S

S), de la definición de producto de

filtros (definición ??) se sigue que F =
∏

x∈S

Fx ∈
∏

x∈S

Fx si, y sólo si, Fx ∈ Fx para cada

x ∈ S y Fx = S salvo para un número finito de elementos de S.

Lema 3.1.1. Si p ∈ Pretop(S), entonces
∏

x∈S

Vp(x) ∈ F.

Demostración.

Si p ∈ Pretop(S), entonces (tal y como ya lo hab́ıamos mencionado) para cada x ∈

S, Vp(x) ⊆ 〈x〉. Luego para cada x ∈ S, Vp(x) ∈ F (x), y por tanto de la definición

de F se tiene que
∏

x∈S

Vp(x) ∈ F. �

En el siguiente teorema probamos que (Pretop(S),≤) y (F,≤) son isomorfos.

Teorema 3.1. Si φ : Pretop(S) −→ F es la función definida por:

φ(p) :=
∏

x∈S

Vp(x), para cada p ∈ Pretop(S).

Entonces φ es un isomorfismo de orden de (Pretop(S),≤) en (F,≤).
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Demostración.

Del lema (??) se sigue que φ está bien definida. Ahora, el hecho que φ sea una inmersión

de orden se sigue del lema (??) y de las definiciones de los ordenes en F (x) y F. En efecto:

sean p, q ∈ Pretop(S). entonces

p ≤ q ⇔ Vp(x) ⊆ Vq(x) para cada x ∈ S (lema (??))

⇔ Vp(x) ≤ Vq(x) en F (x) para cada x ∈ S (definición de orden en F (x))

⇔
∏

x∈S

Vp(x) ≤
∏

x∈S

Vq(x) (definición de orden en F )

⇔ φ(p) ≤ φ(q) (definición de φ).

Luego tenemos que, dadas p, q ∈ Pretop(S), p ≤ q ⇔ φ(p) ≤ φ(q) y por consiguiente φ es

una inmersión de orden.

Ahora, la sobreyectividad de φ se sigue de la proposición (??), pues si F =
∏

x∈S

Fx ∈ F, para

cada x ∈ S, Fx ⊆ 〈x〉 y por consiguiente para cada x ∈ S, Fx es un filtro que satisface

que x ∈ F para cada F ∈ Fx (pues F ≤ 〈x〉 y por tanto para cada F ∈ F , F ∈ 〈x〉 lo cual

implica que x ∈ F ), luego de la proposición (??) se tiene que existe una única pretopoloǵıa p

sobre S para la cual el filtro de vecindades Vp(x) de cada x ∈ S es precisamente la colección

Fx, es decir; existe una única pretopoloǵıa p sobre S tal que para cada x ∈ S, Vp(x) = Fx

y por tanto φ(p) =
∏

x∈S

Vp(x) =
∏

x∈S

Fx = F. Luego φ es sobreyectiva.

Aśı, φ es un isomorfismo de orden de (Pretop(S),≤) en (F,≤). �

Del isomorfismo φ, y lo expuesto en la sección [1], tenemos que para conocer la estructura

de (Pretop(S),≤) basta con estudiar la estructura de (F ,≤), la cual, es fácil ver que

está completamente determinada por la estructura de (F (x),≤).

3.2. La estructura de (F (x),≤)

Empezamos esta sección mostrando que F (x) es un ret́ıculo completo.

Proposición 3.2.1. (F (x),≤) es un ret́ıculo completo.

Demostración.

Si {Fγ}γ∈Γ es una colección no vaćıa de elementos de F (x) es claro que
⋂

γ∈Γ

Fγ ∈ F il(S)

(afirmación (??)) y que
⋂

γ∈Γ

Fγ ≤ 〈x〉 (pues
⋂

γ∈Γ

Fγ ≤ Fγ para cada γ ∈ Γ y, para cada

γ ∈ Γ Fγ ≤ 〈x〉 ), es decir; en F (x) el inf de cualquier subconjunto no vaćıo existe, y
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puesto que F (x) tiene un elemento máximo (1 = 〈x〉), del teorema (??) se sigue que F (x)

es un ret́ıculo completo. �

Por otra parte, nótese que si F ∈ F (x) se tiene que para cada F ∈ F , x ∈ F (pues F ⊆ 〈x〉

y por tanto para cada F ∈ F , F ∈ 〈x〉 lo cual implica que x ∈ F ), por consiguiente, dada

cualquier colección {Fγ}γ∈Γ de elementos de F (x), se tiene que para cada γ, γ′ ∈ Γ y para

cada Fγ ∈ Fγ y para cada Fγ′ ∈ Fγ′, Fγ ∩ Fγ′ 6= ∅ (pues para cada γ, γ′ ∈ Γ y para cada

Fγ ∈ Fγ y para cada Fγ′ ∈ Fγ′, se tiene que x ∈ Fγ ∩ Fγ′), y por lo tanto
∨

γ∈Γ

Fγ es el filtro

generado por la subbase
⋃

γ∈Γ

Fγ lema (??), es decir; dada cualquier colección {Fγ}γ∈Γ de

elementos de F (x), se tiene que

∨

γ∈Γ

Fγ =

〈

⋃

γ∈Γ

Fγ

〉

.

Además, es claro que
∨

γ∈Γ

Fγ ∈ F (x) pues para cada γ ∈ Γ, Fγ ≤ 〈x〉 y por tanto
∨

γ∈Γ

Fγ ≤ 〈x〉.

Nótese además que el 0 en F (x) es el filtro {S}.

El resto de las proposiciones que probaremos en esta sección describen de manera un poco

más expĺıcita la estructura de F (x).

Proposición 3.2.2. (F (x),≤) es atómico. Sus átomos (los cuales denotaremos por Fat)

son precisamente los elementos de la forma 〈S r {a}〉 = {S, S r {a}} para un a 6= x.

Demostración.

Sea a ∈ S, a 6= x. Es claro que x ∈ S r {a} y por tanto 〈S r {a}〉 ≤ 〈x〉, es decir;

〈S r {a}〉 ∈ F (x). Ahora, como 〈S r {a}〉 = {S, S r {a}}, entonces si F ∈ F (x) y

F < 〈S r {a}〉 se tiene que F = {S} = 〈S〉 = 0. Aśı, 〈S r {a}〉 es un átomo de (F (x),≤).

Veamos que F (x) es atómico, es decir; veamos que todo elemento en F (x) distinto de

0 = {S} contiene un átomo.

Sea F ∈ F (x), F 6= 0 = {S}. Como F 6= {S}, existe A ∈ F tal que A 6= S, y por tanto

existe a 6= x en SrA (pues si SrA = {x}, S r {x} = A y aśı x /∈ A luego A /∈ 〈x〉 y por

tanto A /∈ F), y 〈S r {a}〉 ≤ F (pues A ⊆ S r {a} ya que a /∈ A).

Del hecho que F (x) es atómico se sigue que todo átomo en F (x) es de la forma 〈S r {a}〉

para algún a 6= x. Pues si Fat es un átomo en F (x), Fat 6= 0 y por tanto existe a 6= x tal

que 〈S r {a}〉 ≤ Fat. Aśı, Fat = 〈S r {a}〉. �
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Proposición 3.2.3. (F (x),≤) es co-atómico. Sus co-átomos (los cuales denotamos por

Fcoat) son precisamente los elementos de la forma F = U ∩ 〈x〉 donde U es un ultrafiltro

distinto de 〈x〉.

Demostración.

Sea U un ultrafiltro distinto de 〈x〉. Es claro que U ∩〈x〉 ∈ F (x) pues U ∩〈x〉 ⊆ 〈x〉. Veamos

que U ∩ 〈x〉 es un co-átomo en F (x).

Sea F ∈ F (x) tal que 〈x〉 ∩ U ≤ F < 〈x〉. Veamos que 〈x〉 ∩ U = F . Puesto que F < 〈x〉,

la colección β = {F r {x}|F ∈ F} es base para un filtro G sobre S. En efecto; Puesto

que F < 〈x〉, para cada F ∈ F , F 6= {x} y aśı, para cada F ∈ F , F r {x} 6= ∅,

Luego ∅ /∈ β. Por otra parte si B1 = F1 r {x} y B2 = F2 r {x} están en β, entonces

B1 ∩ B2 = (F1 r {x}) ∩ (F2 r {x}) = (F1 ∩ F2) r {x} ∈ β. Por otro lado, puesto que si

F ∈ F , F contiene a F r {x} y F ∈ 〈x〉, entonces F ⊆ 〈x〉 ∩ G y si A ∈ 〈x〉 ∩ G, entonces

x ∈ A y existe F ∈ F tal que F r {x} ⊆ A, aśı F ⊆ A∪ {x} = A y por tanto A ∈ F luego

〈x〉 ∩ G ⊆ F y por consiguiente 〈x〉 ∩ G = F .

Ahora, veamos que U ⊆ G, con lo cual tendŕıamos que U = G y por tanto

U ∩ 〈x〉 = G ∩ 〈x〉 = F .

Veamos que U ⊆ G, es decir, veamos que para cada U ∈ U , existe un B ∈ β tal que B ⊆ U.

si existe U ∈ U tal que para cada F ∈ F , F * U, entonces para cada F ∈ F se tiene que

F * U ⊆ U ∪ {x} y por tanto U ∪ {x} /∈ F , lo cual contradice que 〈x〉 ∩ U ≤ F (pues

U ∪ {x} ∈ 〈x〉 ∩ U ya que x ∈ U ∪ {x} y además U ⊆ U ∪ {x} y por consiguiente de la

propiedad 3 de la definición de filtro se sigue que U ∪{x} ∈ U). Aśı, se tiene que para cada

U ∈ U existe F ∈ F tal que F ⊆ U ⊆ U ∪ {x} y por consiguiente, para cada U ∈ U existe

F ∈ F tal que F r{x} ⊆ U, es decir; U ⊆ G y como U es un ultrafiltro, se tiene que U = G,

luego 〈x〉 ∩ U = 〈x〉 ∩ G = F y por consiguiente 〈x〉 ∩ U es un co-átomo en F (x).

Además, es claro que todo co-átomo en F (x) es de esta forma, pues si F < 〈x〉, F no es un

ultrafiltro (ya que de lo contrario F = 〈x〉) y por tanto existe un ultrafiltro U , U 6= 〈x〉 tal

que F ⊆ U (pues todo filtro está contenido en un ultrafiltro (proposición ??) y además si el

único ultrafiltro que contiene a F es 〈x〉 entonces F = 〈x〉 ya que todo filtro es la intersección

de todos los ultrafiltros que lo contienen (teorema ??)). Luego como F ⊆ 〈x〉 ∩ U , entonces

F ≤ 〈x〉 ∩ U < 〈x〉. Luego si Fcoat es un co-átomo en F (x), Fcoat = 〈x〉 ∧ U donde U es un

ultrafiltro que contiene a Fcoat distinto de 〈x〉.

De lo anterior, tenemos que dado F ∈ F (x), F 6= 〈x〉 = 1, existe un co-átomo en F (x)

que contiene a F , y por tanto F (x) es co-atómico. �

Proposición 3.2.4. F ∈ F (x) es compacto si, y sólo si, F = 〈A〉 para algún A ⊆ S tal

que x ∈ A. Consecuentemente (F (x),≤) es compactamente generado.
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Demostración.

Sea F ∈ F (x) y supongamos que F es compacto. Puesto que de la afirmación (??) se tiene

que F =
∨

{〈F 〉|F ∈ F}, entonces
∨

{〈F 〉|F ∈ F} es un cubrimiento de F y puesto que

F es compacto, existen un número finito digamos F1, F2, . . . , Fn de elementos de F tal que

F ≤
n
∨

i=1

〈Fi〉. Por otra parte, como F es un filtro sobre S, la intersección finita de elementos

de F es de nuevo un elemento de F y aśı, 〈
n
⋂

i=1

Fi〉 ≤ F , pero
n
∨

i=1

〈Fi〉 = 〈
n
⋂

i=1

Fi〉 (pues si

B ∈ 〈
n
⋂

i=1

Fi〉 entonces
n
⋂

i=1

Fi ⊆ B, y como para cada i ∈ I = {1, 2, . . . , n}, Fi ∈
n
⋃

i=1

〈Fi〉,

entonces B contiene una intersección finita de elementos de la subbase
n
⋃

i=1

〈Fi〉 y por tanto

B ∈ 〈
n
⋃

i=1

〈Fi〉〉 =
n
∨

i=1

〈Fi〉, es decir; 〈
n
⋂

i=1

Fi〉 ≤
n
∨

i=1

〈Fi〉. Por otra parte, como para cada

i ∈ I, 〈Fi〉 ≤ 〈
n
⋂

i=1

Fi〉, 〈
n
⋂

i=1

Fi〉 es una cota superior de {〈Fi〉 | i ∈ I} y por consiguiente

n
∨

i=1

〈Fi〉 ≤ 〈
n
⋂

i=1

Fi〉) y por tanto F = 〈
n
⋂

i=1

Fi〉.

Rećıprocamente, sea F ∈ F (x) tal que F = 〈A〉 para algún A ⊆ S tal que x ∈ A, y

sea {Fγ}γ∈Γ un cubrimiento de F por elementos de F (x), es decir; Fγ ∈ F (x) para cada

γ ∈ Γ y F ≤
∨

γ∈Γ

Fγ = 〈
⋃

γ∈Γ

Fγ〉. Veamos que existe un subconjunto finito Γ0 ⊆ Γ tal que

F ≤
∨

γ∈Γ0

Fγ.

Puesto que A ∈ F y F ≤
∨

γ∈Γ

Fγ, existe un subconjunto finito Γ0 ⊆ Γ tal que
⋂

γ∈Γ0

Fγ ⊆ A (pues A ∈
∨

γ∈Γ

Fγ y
∨

γ∈Γ

Fγ es el filtro generado por la subbase
⋃

γ∈Γ

Fγ). Aśı

〈A〉 ≤ 〈
⋃

γ∈Γ0

Fγ〉 =
∨

γ∈Γ0

Fγ. Es decir; F ≤
∨

γ∈Γ0

Fγ y por tanto F = 〈A〉 es compacto.

Ahora, para cualquier G ∈ F (x), tenemos que
∨

{F ∈ F (x) | F es compacto y F ⊆ G} ≤ G

(pues G es cota superior del conjunto {F ∈ F (x) | F es compacto y F ⊆ G}), y además, es

claro que

{〈G〉 | G ∈ G} ⊆ {F ∈ F (x) | F es compacto y F ⊆ G} y por consiguiente
∨

{〈G〉 | G ∈ G} ≤
∨

{F ∈ F (x) | F es compacto y F ⊆ G}. Aśı, tenemos que

∨

{F ∈ F (x) | F es compacto y F ⊆ G} ≤ G =
∨

{〈G〉 | G ∈ G}

≤
∨

{F ∈ F (x) | F es compacto y F ⊆ G}

aśı, G =
∨

{F ∈ F (x) | F es compacto y F ⊆ G} y por tanto (F (x),≤) es compactamente

generado. �
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Proposición 3.2.5. F ∈ F (x) es co-compacto si, y sólo si, F = 〈A〉 donde A es algún

subconjunto finito de S que contiene x. Por consiguiente (F (x),≤) es co-compactamente

generado si, y sólo si, S es finito.

Demostración.

Sea F ∈ F (x) co-compacto y sea Γ = S r {x}. Obsérvese que 〈S〉 =
∧

a∈Γ

〈{x, a}〉 (pues si

A ∈
∧

a∈Γ

〈{x, a}〉, entonces A ∈ 〈{x, a}〉 para cada a ∈ Γ y por consiguiente, para cada

a ∈ Γ = S r {x}, {x, a} ⊆ A, luego S =
⋃

a∈Γ

{x, a} ⊆ A). Luego

F ≥ 〈S〉 =
∧

a∈Γ

〈{x, a}〉 y puesto que F es co-compacto, existen a1, a2, . . . , an ∈ Γ tales que

F ≥
n
∧

i=1

〈{x, ai}〉 = 〈
n
⋃

i=1

{x, ai}〉. Aśı 〈
n
⋃

i=1

{x, ai}〉 ⊆ F . Pero cualquier filtro conteniendo a un

subconjunto finito B puede expresarse como 〈A〉 para algún A ⊆ B (lema ??). Aśı F = 〈A〉

para algún A ⊆
n
⋃

i=1

{x, ai}.

Rećıprocamente, sea F = 〈A〉 dóndeA = {x = a1, a2, . . . , an} y supongamos que F ≥
∧

γ∈Γ

Fγ

donde Fγ ∈ F (x) para cada γ ∈ Γ. Puesto que
∧

γ∈Γ

Fγ ≤ F = 〈A〉, se tiene que para cada

F ∈
∧

γ∈Γ

Fγ, F ∈ F = 〈A〉, es decir; para cada F ∈
∧

γ∈Γ

Fγ, A ⊆ F y por consiguiente para

cada γ ∈ Γ, podemos seleccionar un Fγ ∈ Fγ tal que A ⊆
⋃

γ∈Γ

Fγ . Luego para cada ai ∈ A

podemos escoger un γi ∈ Γ tal que ai ∈ Fγi
y aśı, 〈A〉 = F ≥

n
∧

i=1

Fγi
. Es decir; 〈A〉 = F es

co-compacto.

Si S es finito, cada filtro sobre S es principal (lema ??). En particular; cada F ∈ F (x) es de

la forma 〈A〉 donde A es un subconjunto (finito) de S, aśı (F (x),≤) consiste solamente de

elementos co-compactos y por tanto es co-compactamente generado. Obsérvese sin embargo

que
∧

γ∈Γ

〈Aγ〉 = 〈
⋃

γ∈Γ

Aγ〉 para filtros arbitrarios (pues B ∈
∧

γ∈Γ

〈Aγ〉 si, y sólo si, B ∈ 〈Aγ〉

para cada γ ∈ Γ, lo cual sucede si, y sólo si, para cada γ ∈ Γ, Aγ ⊆ B, y esto ocurre

si, y sólo si,
⋃

γ∈Γ

Aγ ⊆ B, es decir; esto ultimo ocurre si, y sólo si, B ∈ 〈
⋃

γ∈Γ

Aγ〉). Aśı,

en particular, los únicos elementos de (F (x),≤) que son co-compactamente generados son

los filtros principales (pues si F ∈ F (x) y {Gγ = 〈Aγ〉}γ∈Γ es la colección de los elementos

co-compacto de F (x) que contienen a F , entonces si F =
∧

γ∈Γ

〈Aγ〉 se sigue que F = 〈
⋃

γ∈Γ

Aγ〉

y por tanto F es principal). Por consiguiente (F (x),≤) no es co-compactamente generado

cuando S es infinito, ya que si S es infinito, no todo filtro sobre S es principal (lema ??) y

por tanto, no todo elemento de F (x) es co-compactamente generado. �
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Proposición 3.2.6. F ∈ F (x) tiene un complemento G (o es complementado por G) si, y

sólo si, F = 〈A〉. En este caso G es único y G = 〈(SrA)∪{x}〉. Por consiguiente (F (x),≤)

es complementado si, y sólo si, S es finito.

Demostración.

El caso A = {x} es trivial (pues en tal caso 〈A〉 = 1, 〈(S r A) ∪ {x}〉 = {S} = 0 y

claramente 0 ∨ 1 = 1 y 0 ∧ 1 = 0), aśı que asumamos que {x} ( A.

Sea F = 〈A〉. Si G = 〈(SrA)∪{x}〉, entonces si B ∈ F ∩G, A ⊆ B y (SrA)∪{x} ⊆ B,

luego A ∪ ((S r A) ∪ {x}) ⊆ B pero A ∪ ((S r A) ∪ {x}) = S y por tanto S = B. Por

consiguiente, si B ∈ F ∩ G, B = S y aśı F ∧ G = F ∩ G = 〈S〉 = 0. Por otra parte, nótese

que {x} ∈ 〈F∪G〉 = F∨G, pues {x} contiene a la intersección finita A∩((SrA)∪{x} = {x}

y por consiguiente F ∨G = 〈F ∪ G〉 = 〈x〉. Aśı, G = 〈(S rA)∪ {x}〉 es un complemento de

F = 〈A〉.

Para ver que G es único, supongamos que G′ es complemento de F = 〈A〉. Entonces, puesto

que F ∨ G′ = 〈x〉, es claro que G′ 6= 〈S〉 ya que 〈A〉 6= 〈x〉, además se tiene que existe un

numero finito, digamos H1, H2, . . . , Hn de elementos de F∪G′ tales que {x} =
n
⋂

i=1

Hi (esto se

tiene ya que F∨G′ es el filtro generado por la subbase F∪G′), y por tanto (SrA)∪{x} ∈ G′

(pues si para todo G ∈ G′, G * (SrA)∪ {x} entonces, para cada G ∈ G′ existe y ∈ G tal

que y /∈ (S rA) ∪ {x}, es decir; para cada G ∈ G′ existe y ∈ G tal que y 6= x y y ∈ A. Aśı,

para cada G ∈ G′ existe y ∈ G tal que {y, x} ⊆ G ∩ A y por tanto toda intersección finita

de elementos de la subbase F ∪G′ contiene por lo menos dos puntos, lo cual contradice que

{x} ∈ F ∨ G′ ). Aśı, de la nota (??) se sigue que 〈(S r A) ∪ {x}〉 ⊆ G′.

Por otra parte, si G ∈ G′, A∪G ∈ 〈A〉 = F pues A ⊆ A∪G, y A∪G ∈ G′ pues G ⊆ A∪G,

luego A ∪ G ∈ F ∩ G′ y como F ∧ G′ = 〈S〉, entonces G ∪ A = S luego S r A ⊆ G y por

tanto (S r A) ∪ {x} ⊆ G ∪ {x} = G. Aśı, para cada G ∈ G′, (S r A) ∪ {x} ⊆ G y por

consiguiente G′ ⊆ 〈(S rA) ∪ {x}〉.

De lo anterior, concluimos que G = 〈(S rA)∪ {x}〉 = G′ y por tanto F tiene complemento

único.

Supongase por otro lado que F no es principal. Sea A =
⋂

F∈F

F. Entonces A 6= ∅, pues

x ∈ F para todo F ∈ F y por tanto x ∈ A. Supongamos que G es un complemento de F .

Puesto que F ∧ G = {S}, para cada F ∈ F y para cada G ∈ G se tiene que F ∪ G = S

(pues para cada F ∈ F , G ∈ G se tiene que F ∪ G ∈ F ∩ G = F ∧ G = {S}). Aśı, si

G ∈ G se tiene que para cada F ∈ F , S r F ⊆ G y por tanto
⋃

F∈F

(S r F ) ⊆ G. Pero,
⋃

F∈F

(SrF ) = Sr (
⋂

F∈F

F ) = SrA y aśı, para cada G ∈ G, (SrA) ⊆ G y por tanto para

cada G ∈ G se tiene que B = (SrA)∪{x} ⊆ G. Ahora, puesto que F es no principal, para

cada F ∈ F se tiene que A $ F (pues si para algún F ∈ F , A = F entonces F = 〈A〉),

aśı para cada F ∈ F , existe y ∈ F tal que y ∈ S r A, y puesto que x ∈ A, entonces y 6= x.
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Aśı, para cada F ∈ F , existe y ∈ F tal que y ∈ B y y 6= x. Por lo tanto, puesto que B ⊆ G

para cada G ∈ G, cualquier intersección finita de elementos de F ∪G contiene por lo menos

dos puntos distintos. Lo cual contradice que F ∨ G = 〈x〉.

Por consiguiente, de lo anterior tenemos que (F (x),≤) es complementado si, y solo si, todo

filtro F en F (x) es principal, pero esto ocurre si, y sólo si, S es finito (lema ??). �

Concluimos esta sección con una discusión de la distributividad infinita.

Sea {Fγ}γ∈Γ una colección de elementos de F (x) y sea F ∈ F (x). Veamos que

F ∧ (
∨

γ∈Γ

Fγ) =
∨

γ∈Γ

(F ∧ Fγ)

es decir; veamos que F ∩ 〈
⋃

γ∈Γ

Fγ〉 = 〈
⋃

γ∈Γ

(F ∩ Fγ)〉.

Si A ∈ F ∩ 〈
⋃

γ∈Γ

Fγ〉 entonces A ∈ F y existen un número finito digamos F1, F2, . . . , Fn

de elementos de
⋃

γ∈Γ

Fγ tales que
n
⋂

i=1

Fi ⊆ A, luego A ∪ (
n
⋂

i=1

Fi) ⊆ A. Ahora, para cada

i ∈ {1, 2, . . . , n}, tomemos Hi = A ∪ Fi, entonces Hi ∈
⋃

γ∈Γ

Fγ para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}

(pues Fi ⊆ Hi y Fi ∈
⋃

γ∈Γ

Fγ) y Hi ∈ F para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}(pues A ⊆ Hi y

A ∈ F), aśı para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, Hi ∈ F ∩ (
⋃

γ∈Γ

Fγ) =
⋃

γ∈Γ

(F ∩ Fγ) y además

n
⋂

i=1

Hi =
n
⋂

i=1

(A ∪ Fi) = A ∪ (
n
⋂

i=1

Fi) ⊆ A. Luego A contiene una intersección finita de

elementos de
⋃

γ∈Γ

(F ∩ Fγ) y por tanto A ∈ 〈
⋃

γ∈Γ

(F ∩ Fγ)〉 =
∨

γ∈Γ

(F ∧ Fγ). De esta forma

tenemos que F ∧ (
∨

γ∈Γ

Fγ) ≤
∨

γ∈Γ

(F ∧ Fγ).

Por otra parte, como para cada γ ∈ Γ Fγ ≤
∨

γ∈Γ

Fγ, entonces F ∧ Fγ ≤ F ∧ (
∨

γ∈Γ

Fγ) para

cada γ ∈ Γ, luego F ∧ (
∨

γ∈Γ

Fγ) es cota superior del conjunto {F ∧ Fγ | γ ∈ Γ} y por tanto
∨

γ∈Γ

(F ∧ Fγ) ≤ F ∧ (
∨

γ∈Γ

Fγ). Aśı

F ∧ (
∨

γ∈Γ

Fγ) =
∨

γ∈Γ

(F ∧ Fγ). (3.1)

En particular, de esto y la proposición (??) se sigue que F (x) es distributivo y por

consiguiente, modular.

Si S es finito (y en consecuencia F (x)) (F (x),≤) es infinitamente distributivo, pues todo

ret́ıculo distributivo finito es infinitamente distributivo.

Por otra parte, obsérvese que la desigualdad F ∨ (
∧

γ∈Γ

Fγ) ≤
∧

γ∈Γ

(F ∨ Fγ) siempre se tiene,

pues como para cada γ ∈ Γ
∧

γ∈Γ

Fγ ≤ Fγ, entonces F ∨ (
∧

γ∈Γ

Fγ) ≤ F ∨ Fγ para cada
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γ ∈ Γ, luego F ∨ (
∧

γ∈Γ

Fγ) es cota inferior del conjunto {F ∨ Fγ | γ ∈ Γ} y por tanto

F ∨ (
∧

γ∈Γ

Fγ) ≤
∧

γ∈Γ

(F ∨ Fγ).

Sin embargo, si S es infinito, la otra desigualdad no necesariamente se cumple, y por

consiguiente (F (x),≤) no es infinitamente distributivo, tal y como lo ilustra el siguiente

ejemplo.

Supongamos que S es infinito. Tomemos Γ = S y definamos para cada γ ∈ Γ,

Fγ = 〈{γ, x}〉 y F = {A ⊆ S | x ∈ A y S r A es finito}.

Es claro que {Fγ}γ∈Γ es una colección de elementos de F (x) y que F ∈ F (x) (en

el ejemplo (??) se probo que F ∈ F il(S) y además claramente F ⊆ 〈x〉). Ahora, si

γ = x, {x} ∈ F ∨ Fx = 〈x〉, y para cada γ 6= x se tiene que S r {γ} ∈ F , luego

para cada γ 6= x, S r {γ}, {γ, x} ∈ F ∪ Fγ y por tanto {x} ∈ F ∨ Fγ (pues {x}

contiene la intersección finita (S r {γ}) ∩ {γ, x}). En cualquier caso, {x} ∈ F ∨ Fγ y

por tanto {x} ∈
⋂

γ∈Γ

(F ∨ Fγ), es decir {x} ∈
∧

γ∈Γ

(F ∨ Fγ). Por otra parte, nótese que
⋂

γ∈Γ

Fγ = {S} (pues si A ∈
⋂

γ∈Γ

Fγ, entonces para cada γ ∈ Γ = S, {γ, x} ⊆ A y por tanto

S = Γ =
⋃

γ∈Γ

{γ, x} ⊆ A, es decir A = S) y por consiguiente F ∨ (
∧

γ∈Γ

Fγ) = F , y puesto que

{x} /∈ F (pues su complemento no es finito), entonces se tiene que
∧

γ∈Γ

(F ∨ Fγ) � F ∨ (
∧

γ∈Γ

Fγ).

Resumimos los anteriores hechos en la siguiente proposición:

Proposición 3.2.7. (F (x),≤) siempre es distributivo y por consiguiente, modular.

(F (x),≤) es infinitamente distributivo si, y sólo si, S (y por consiguiente F (x)) es finito.

Lo expuesto anteriormente sirve también para ilustrar que las condiciones de la definición

?? (a diferencia de las de la definición ??) no son equivalente, pues F (x) es un ret́ıculo

completo en el cual se satisface la condición i) pero no la condición ii).

3.3. La estructura de (F,≤) y de (Pretop(S),≤)

3.3.1. La estructura de (F,≤)

Los resultados de la sección anterior, inducen inmediatamente, los mismos resultados sobre

el ret́ıculo (F,≤). Recordemos nuevamente que para F =
∏

x∈S

Fx,G =
∏

x∈S

Gx ∈ F , tenemos

que F ≤ G si, y sólo si, Fx ≤ Gx en (F (x),≤) para cada x ∈ S. Por otra parte, nótese que

si F =
∏

x∈S

Fx ∈ F, entonces para cada F =
∏

x∈S

Fx ∈ F se tiene que
∏

x∈S

{x} ⊆ F (pues para
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cada x ∈ S y para cada Fx ∈ Fx, x ∈ Fx), luego si {Fγ =
∏

x∈S

Fγx
}γ∈Γ es una colección de

elementos de F , se tiene que para cada x ∈ S y para cada γ ∈ Γ,
⋃

γ∈Γ

Fγx
es sub-base para

un filtro sobre S (el cual, ya vimos que pertenece a F (x)), luego de el lema (??) se sigue

que
∨

γ∈Γ

Fγ =
∨

γ∈Γ

(

∏

x∈S

Fγx

)

=
∏

x∈S

(

∨

γ∈Γ

Fγx

)

y nuevamente, como para cada γ ∈ Γ y para cada x ∈ S,
∨

γ∈Γ

Fγx
∈ F (x), entonces

∏

x∈S

(
∨

γ∈Γ

Fγx
) ∈ F .

Por otra parte, como para cada γ ∈ Γ y para cada x ∈ S,
∧

γ∈Γ

Fγx
∈ F (x), entonces

∧

γ∈Γ

Fγ =
⋂

γ∈Γ

(

∏

x∈S

Fγx

)

=
∏

x∈S

(

⋂

γ∈Γ

Fγx

)

=
∏

x∈S

(

∧

γ∈Γ

Fγx

)

∈ F.

También tenemos que el 0 en F es
∏

x∈S

Fx donde Fx = {S} para cada x ∈ S, es decir;
∏

S

{S} = 0 en F y el 1 en F es
∏

x∈S

〈x〉.

Ahora si, estudiaremos la estructura de (F ,≤) a partir de la estructura de (F (x),≤) para

cada x ∈ S.

Proposición 3.3.1. (F,≤) es completo, modular y distributivo. Y es infinitamente

distributivo solo en el caso trivial en que S y en consecuencia F son finitos.

Demostración.

1. Que (F ,≤) sea un ret́ıculo completo, se sigue de lo expuesto previamente a la

proposición y del teorema (??), pues el inf (al igual que el sup) de cualquier colección

no vaćıa de elementos de F existe y además, F tiene elemento máximo 1 =
∏

x∈S

〈x〉, y

elemento mı́nimo 0 =
∏

S

{S}.

2. Sea {Fγ =
∏

γ∈Γ

Fγx
}γ∈Γ una colección de elementos de F y sea F ∈ F . Entonces,

puesto que para cada x ∈ S y cada γ ∈ Γ se tiene que (por (??) de la sección
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anterior), Fx ∧ (
∨

γ∈Γ

Fγx
) =

∨

γ∈Γ

(Fx ∧ Fγx
), entonces

F ∧ (
∨

γ∈Γ

Fγ) = F ∧
∏

x∈S

(
∨

γ∈Γ

Fγx
)

=
∏

x∈S

(Fx ∧ (
∨

γ∈Γ

Fγx
))

=
∏

x∈S

(
∨

γ∈Γ

(Fx ∧ Fγx
))

=
∨

γ∈Γ

(
∏

x∈S

(Fx ∧ Fγx
))

=
∨

γ∈Γ

(F ∧ Fγ)

De esto concluimos que F es distributivo, y por consiguiente, modular.

3. Puesto que F es distributivo, si S es finito (y en consecuencia F ), F es infinitamente

distributivo.

Ahora, si S es infinito, sea F =
∏

x∈S

Fx donde para cada x ∈ S, Fx es como en el

ejemplo de la sección anterior, es decir; Fx = {A ⊆ S | x ∈ A y S r A es finito}.

De igual manera, tomemos Γ = S y para cada γ ∈ Γ, Fγ =
∏

x∈S

Fγx
donde para cada

γ ∈ Γ, x ∈ S, Fγx
es también como en el ejemplo de la sección anterior, es decir;

Fγx
= 〈{γ, x}〉 para cada γ ∈ Γ, x ∈ S. Entonces

∏

x∈S

Fx ∈
∧

γ∈Γ

(F∨Fγ) (donde Fx = S

para cada x 6= s y Fs = {s}) pero
∏

x∈S

Fx /∈ F = F ∨ (
∧

γ∈Γ

Fγ). Luego si S no es finito,
∧

γ∈Γ

(F ∨ Fγ) � F ∨ (
∧

γ∈Γ

Fγ) y por lo tanto F no es infinitamente distributivo. �

Proposición 3.3.2. (F,≤) es atómico. F =
∏

x∈S

Fx ∈ F es un átomo (Fat) si, y sólo si,

existe s ∈ S tal que Fx = {S} para todo x 6= s y Fs es un átomo en F (s).

Demostración.

Sea s ∈ S. Veamos que F =
∏

x∈S

Fx ∈ F donde Fx = {S} para todo x 6= s y Fs es un átomo

en F (s), es un átomo en F.

Si G ∈ F y G < Fat =
∏

x∈S

Fx donde Fx = {S} para todo x 6= s y Fs es un átomo en

F (s), entonces Gx = {S} para todo x 6= s (pues para cada x 6= s Fx = {S}) y puesto que

G < Fat, entonces se debe tener que Gs < Fs en F (s) (pues Gx = Fx para todo x 6= s), pero

como Fs es un átomo en F (s), entonces Gs = {S}. Aśı, G =
∏

S

{S} = 0 y por tanto F es un

átomo en F .

Ahora veamos que F es atómico, es decir; veamos que todo elemento en F diferente de
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0 =
∏

S

S, contiene un átomo.

Sea G =
∏

x∈S

Gx ∈ F , G 6= 0. Como G 6= 0, existe s ∈ S tal que Gs 6= {S}. Ahora, para

x ∈ S, x 6= s, tenemos que {S} ≤ Gx y para Gs, puesto que F (s) es atómico, existe un

átomo Fs ∈ F (s) tal que Fs ≤ Gs. Por lo tanto
∏

x∈S

Fx ≤ G donde Fx = {S} para todo

x 6= s y Fs es un átomo en F (s) contenido en Gs.

Nótese que del hecho que F sea atómico se sigue que todo átomo en F es de la forma

mencionada anteriormente, pues si Fat es un átomo en F, Fat 6= 0, y por tanto existe

F =
∏

x∈S

Fx ∈ F donde Fx = {S} para todo x 6= s y Fs es un átomo en F (s), tal que

0 <
∏

x∈S

Fx ≤ Fat y aśı, Fat =
∏

x∈S

Fx. �

Proposición 3.3.3. (F ,≤) es co-atómico. F =
∏

x∈S

Fx ∈ F es un co-átomo (Fcoat) si, y sólo

si, existe s ∈ S tal que Fx = 〈x〉 para todo x 6= s y Fs es un co-átomo en F (s)

Demostración.

Sea s ∈ S, veamos que F =
∏

x∈S

Fx ∈ F donde Fx = 〈x〉 para todo x 6= s y Fs es un

co-átomo en F (s), es un co-átomo en F .

Si G ∈ F y F =
∏

x∈S

Fx < G, entonces Gx = 〈x〉 para todo x 6= s (pues para cada

x 6= s Fx = 〈x〉) y puesto que F < G, entonces se debe tener que Fs < Gs en F (s) (pues

Gx = Fx para todo x 6= s), pero como Fs es un co-átomo en F (s), entonces Gs = 〈s〉. Aśı,

G =
∏

x∈S

〈x〉 = 1 y por tanto F es un co-átomo en F.

Ahora veamos F es co-atómico.

Sea F =
∏

x∈S

Fx ∈ F , F 6=
∏

x∈S

〈x〉 = 1. Como F 6= 1, existe s ∈ S tal que Fs 6= 〈s〉. Ahora,

para x ∈ S, x 6= s, tenemos que Fx ≤ 〈x〉 y para Fs, puesto que F (s) es co-atómico, existe

un co-átomo F ′
s ∈ F (s) tal que Fs ≤ F ′

s. Por lo tanto F ≤
∏

x∈S

F ′
x < 1 donde F ′

x = 〈x〉 para

todo x 6= s y F ′
s es un co-átomo en F (s) que contiene a Fs. Ahora, tal y como probamos

anteriormente,
∏

x∈S

F ′
x es un co-átomo en F . Luego dado F ∈ F , F 6= 1, existe un co-átomo

en F que contiene a F y por tanto F es co-atómico.

Nótese que del hecho que F sea co-atómico se sigue que todo co-átomo en F es de la forma

mencionada anteriormente, es decir; del hecho que F sea co-atómico se sigue que todo

co-átomo en F es de la forma Fcoat =
∏

x∈S

Fx donde para algún s ∈ S se tiene que Fx = 〈x〉

para todo x 6= s y Fs es un co-átomo en F (s), pues todo elemento de F esta contenido en

un elemento de esta forma. �

Proposición 3.3.4. F ∈ F es compacto (resp co-compacto) si, y solo si, Fx es compacto

(resp co-compacto) para cada x ∈ S y Fx = {S} ( resp Fx = 〈x〉) excepto para un numero
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finito de elementos de S.

Demostración.

1. Sea F =
∏

x∈S

Fx ∈ F y supongamos que F es compacto. Veamos que Fx es compacto

para cada x ∈ S y Fx = {S} excepto para un numero finito de elementos de S.

Puesto que F =
∨

{〈F 〉 | F ∈ F} =
∨

{〈
∏

x∈S

Fx〉 |
∏

x∈S

Fx ∈ F}, y

puesto que para cada
∏

x∈S

Fx ∈ F, se tiene que 〈
∏

x∈S

Fx〉 =
∏

x∈S

〈Fx〉, entonces
∨

{
∏

x∈S

〈Fx〉 | Fx ∈ Fx ∀x ∈ S y Fx = S salvo para un número finito de elementos de S}

es un cubrimiento de F, y como F es compacto, existe un número finito de elementos

de F digamos F1 =
∏

x∈S

F1x
, F2 =

∏

x∈S

F2x
, . . . , Fn =

∏

x∈S

Fnx
(donde Fix ∈ Fx para cada

x ∈ S, i ∈ {1, 2, . . . , n} = I y Fix = S salvo para un número finito de elementos de

S) tales que

F ≤
n
∨

i=1

〈Fi〉 =

n
∨

i=1

〈
∏

x∈S

Fix〉 =

n
∨

i=1

∏

x∈S

〈Fix〉 =
∏

x∈S

n
∨

i=1

〈Fix〉 =
∏

x∈S

〈
n
⋂

i=1

Fix〉

donde 〈
n
⋂

i=1

Fix〉 ∈ F (x) para cada x ∈ S y 〈
n
⋂

i=1

Fix〉 = {S} salvo para un número finito

de elementos de S (pues para cada x ∈ S, y para cada i ∈ I, Fix = S salvo para un

número finito de elementos de S).

Por otra parte, como F es cerrado para intersecciones finitas, se tiene que
n
⋂

i=1

Fi ∈ F ,

luego

〈
n
⋂

i=1

Fi〉 ≤ F, pero 〈
n
⋂

i=1

Fi〉 = 〈
∏

x∈S

(
n
⋂

i=1

Fix)〉 =
∏

x∈S

〈
n
⋂

i=1

Fix〉, y aśı, F =
∏

x∈S

〈
n
⋂

i=1

Fix〉.

Ahora, puesto que para cada x ∈ S, 〈
n
⋂

i=1

Fix〉 es compacto (proposición ??) se tiene

que si F =
∏

x∈S

Fx es compacto, entonces Fx = 〈
n
⋂

i=1

Fix〉 es compacto para cada x ∈ S

y Fx = {S} salvo para un número finito de elementos de S.

Rećıprocamente, veamos que si F =
∏

x∈S

Fx ∈ F es tal que Fx es compacto para cada

x ∈ S y Fx = {S} salvo para un número finito de elementos de S, entonces F es

compacto.

Primero denotemos por x1, x2, . . . , xn a los elementos de S para los cuales Fx 6= {S},

es decir; {{S}} * {Fx1
,Fx2

, . . . ,Fxn
}. Sea {Fγ}γ∈Γ un cubrimiento de F por

elementos de F , es decir; Fγ =
∏

x∈S

Fγx
∈ F para cada γ ∈ Γ y F ≤

∨

γ∈Γ

(
∏

x∈S

Fγx
).

Veamos que existe un subconjunto finito Γ0 ⊆ Γ tal que

F ≤
∨

γ∈Γ0

Fγ =
∨

γ∈Γ0

(
∏

x∈S

Fγx
) =

∏

x∈S

(
∨

γ∈Γ0

Fγx
).
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Para cada i ∈ I = {1, 2, . . . , n} se tiene que Fxi
≤
∨

γ∈Γ Fγxi
, y puesto que para cada

i ∈ I, Fxi
es compacto, para cada i ∈ I existen un subconjunto finito Γi ⊆ Γ tal que

Fxi
≤
∨

γ∈Γi

Fγxi
. Sea Γ0 =

⋃

i∈I

Γi, es claro que Γ0 ⊆ Γ y que Γ0 es finito (pues es unión

finita de conjuntos finitos), además para cada x ∈ S, Fx ≤
∨

γ∈Γ0

Fγx
pues para cada

i ∈ I, Fxi
≤
∨

γ∈Γi

Fγxi
≤
∨

γ∈Γ0

Fγxi
y si {x} * {xi | i ∈ I}, Fx = {S} ≤

∨

γ∈Γ0

Fγxi
.

Aśı F ≤
∨

γ∈Γ0

Fγ y por tanto F es compacto.

2. Sea F =
∏

x∈S

Fx ∈ F , F 6= 1 y supongamos que F es co-compacto. Veamos que Fx es

co-compacto para cada x ∈ S y Fx = 〈x〉 excepto para un numero finito de elementos

de S.

Primero veamos que Fx es co-compacto para cada x ∈ S.

Sean s ∈ S y {Fγs
}γ∈Γ un co-cubrimiento de Fs por elementos de F (s), es decir;

Fγs
∈ F (s) para cada γ ∈ Γ y Fs ≥

∧

γ∈Γ

Fγs
. Veamos que existen γ1, . . . , γn ∈ Γ tal

que Fs ≥
n
∧

i=1

Fγis
.

Para cada γ ∈ Γ, sea Fγs
el elemento correspondiente del co-cubrimiento de Fs,

y para cada x ∈ S tal que x 6= s, sea Fγx
= {S}, y tomemos la colección

{Fγ =
∏

i∈I

Fγx
}γ∈Γ. Es claro que esta colección es un co-cubrimiento de F por

elementos de F ; es decir; F ≥
∧

γ∈Γ

(
∏

i∈I

Fγx
) =

∏

i∈I

(
∧

γ∈Γ

Fγx
), pues para x 6= s,

Fx ≥
∧

γ∈Γ

Fγx
= {S} y para s, Fs ≥

∧

γ∈Γ

Fγs
pues {Fγs

}γ∈Γ es un co-cubrimiento

de Fs. Ahora, como F es co-compacto, existen γ1, . . . , γn ∈ Γ tales que

F =
∏

i∈I

Fx ≥
n
∧

i=1

(
∏

i∈I

Fγix
) =

∏

i∈I

(
n
∧

i=1

Fγix
). Aśı, Fs ≥

n
∧

i=1

Fγis
y por tanto Fs es

co-compacto. De lo anterior concluimos que Fx es co-compacto para cada x ∈ S.

Ahora, veamos que Fx = 〈x〉 salvo para un numero finito de elementos de S.

Puesto que F =
∧

{Fcoat ∈ F | F ≤ Fcoat} y F es co-compacto, existe un número finito

de co-átomos que contienen a F digamos F1
coat,F

2
coat, . . . ,F

n
coat, tales que F ≥

n
∧

i=1

Fi
coat.

Por otra parte, como para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, F ⊆ Fi
coat, entonces F ≤

n
∧

i=1

Fi
coat y

por tanto F =
n
∧

i=1

Fi
coat. De lo cual se sigue que Fx = 〈x〉 salvo para un número finito

de elementos de S.

Rećıprocamente, veamos que si F =
∏

x∈S

Fx ∈ F es tal que Fx es co-compacto para

cada x ∈ S y Fx = 〈x〉 salvo para un número finito de elementos de S, entonces F es

co-compacto.

Primero denotemos por x1, x2, . . . , xn a los elementos de S para los cuales Fx 6= 〈x〉,

es decir; Fx1
6= 〈x1〉,Fx2

6= 〈x2〉, . . . ,Fxn
6= 〈xn〉. Sea {Fγ}γ∈Γ un co-cubrimiento
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de F por elementos de F , es decir; Fγ =
∏

x∈S

Fγx
∈ F para cada γ ∈ Γ y

F ≥
∧

γ∈Γ

(
∏

x∈S

Fγx
). Veamos que existe un subconjunto finito Γ0 ⊆ Γ tal que

F ≥
∧

γ∈Γ0

Fγ =
∧

γ∈Γ0

(
∏

x∈S

Fγx
) =

∏

x∈S

(
∧

γ∈Γ0

Fγx
).

Para cada i ∈ I = {1, 2, . . . , n} se tiene que Fxi
≥
∧

γ∈Γ Fγxi
, y puesto que para cada

i ∈ I, Fxi
es co-compacto, para cada i ∈ I existen un subconjunto finito Γi ⊆ Γ tal

que Fxi
≥
∧

γ∈Γi

Fγxi
. Sea Γ0 =

⋃

i∈I

Γi, es claro que Γ0 ⊆ Γ y que Γ0 es finito, además

para cada x ∈ S, Fx ≥
∧

γ∈Γ0

Fγx
pues para cada i ∈ I, Fxi

≥
∧

γ∈Γi

Fγxi
≥
∨

γ∈Γ0

Fγxi

y si {x} * {xi | i ∈ I}, Fx = 〈x〉 ≥
∧

γ∈Γ0

Fγxi
. Aśı F ≥

∧

γ∈Γ0

Fγ y por tanto F es

co-compacto. �

Proposición 3.3.5. (F,≤) es compactamente generado.

Demostración.

Sea F =
∏

x∈S

Fx ∈ F . Primero veamos que para cada F ∈ F , 〈F 〉 =
∏

x∈S

〈Fx〉 es compacto.

Para cada x ∈ S, 〈Fx〉 es compacto en F (x) (proposición ??), y como F ∈ F,

Fx = S salvo para un número finito de elementos de S, es decir; 〈Fx〉 es compacto para

cada x ∈ S y 〈Fx〉 = {S} salvo para un número finito de elementos de S y por tanto

〈F 〉 =
∏

x∈S

〈Fx〉 es compacto.

Ahora,
∨

{G ∈ F | G es compacto y G ⊆ F} ≤ F (pues F es cota superior del conjunto

{G ∈ F | G es compacto y G ⊆ F}), y además, es claro que

{〈F 〉 | F ⊆ F} ⊆ {G ∈ F | G es compacto y G ⊆ F} y por consiguiente
∨

{〈F 〉 | F ∈ F} ≤
∨

{G ∈ F | G es compacto y G ⊆ F}. Aśı, tenemos que

∨

{G ∈ F | G es compacto y G ⊆ F} ≤ F =
∨

{〈F 〉 | F ∈ F}

≤
∨

{G ∈ F | G es compacto y G ⊆ F}

luego F =
∨

{G ∈ F | G es compacto y G ⊆ F} y por tanto (F,≤) es compactamente

generado. �

Proposición 3.3.6. (F,≤) es co-compactamente generado si, y sólo si, S es finito.

Demostración.

Si S es finito, F (x) y en consecuencia F , son finitos y por tanto, si F ∈ F, entonces F es

co-compacto, pues cualquier co-cubrimiento de F es finito. Por consiguiente, si S es finito,

(F ,≤) es co-compactamente generado.
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Ahora, puesto que si S es infinito los únicos elementos de F (x) que son

co-compactamente generados son los filtros principales, entonces los únicos elementos de

F que son co-compactamente generados son los productos de filtros principales en F (x) y

por consiguiente, si S no es finito (F,≤) no es co-compactamente generado. �

Proposición 3.3.7. F =
∏

x∈S

Fx ∈ F tiene un complemento G =
∏

x∈S

Gx en F si, y sólo si

Fx y Gx son complementarios en F (x) para cada x ∈ S.

Demostración.

Sea F =
∏

x∈S

Fx ∈ F , si G =
∏

x∈S

Gx es un complemento de F, entonces

1 =
∏

x∈S

〈x〉 = F ∨ G =
∏

x∈S

(Fx ∨ Gx) y por tanto para cada x ∈ S, Fx ∨ Gx = 〈x〉.

Por otra parte, como 0 =
∏

S

{S} = F ∧ G =
∏

x∈S

(Fx ∧ Gx), entonces Fx ∧ Gx = {S} para

cada x ∈ S. Aśı, Fx y Gx son complementarios para cada x ∈ S.

Rećıprocamente, si para cada x ∈ S, Fx y Gx son complementos, entonces para cada

x ∈ S, Fx ∨ Gx = 〈x〉 y Fx ∧ Gx = {S}, luego F ∨ G =
∏

x∈S

(Fx ∨ Gx) =
∏

x∈S

〈x〉 y

F ∧ G =
∏

x∈S

(Fx ∧ Gx) =
∏

S

{S}, y por tanto F y G son complementarios en F. �

Proposición 3.3.8. (F ,≤) es complementado si, y sólo si, S es finito. En este caso cada

elemento F ∈ F tiene un único complemento.

Demostración.

F =
∏

x∈S

Fx ∈ F tiene un complemento G =
∏

x∈S

Gx en F si, y sólo si Fx y Gx son

complementos en F (x) para cada x ∈ S pero esto ocurre si, y sólo si, para cada x ∈ S, todo

elemento en F (x) es principal (proposición ??), lo cual sucede si, y sólo si, S es finito (lema

??). Por tanto, F es complementado si, y sólo si, S es finito, y esto ocurre si, y sólo si, para

cada F ∈ F, F es principal, es decir si, y sólo si, para cada F ∈ F , F =
∏

x∈S

〈Ax〉. En tal

caso, el complemento de F es único y es G =
∏

x∈S

〈(S\Ax) ∪ {x}〉 pues 〈(S\Ax) ∪ {x}〉 es el

único complemento de 〈Ax〉 en F (x). �

3.3.2. La estructura de (Pretop(S),≤)

De los hechos que, un isomorfismo “env́ıa” y “devuelve” ret́ıculos completos en

ret́ıculos completos (proposición ??), atómicos (resp co-atómicos) en atómicos (resp

co-atómicos), complementados en complementados (proposición ??), ret́ıculos modulares

en ret́ıculos modulares, distributivos en distributivos, infinitamente distributivos en

infinitamente distributivos (proposición ??) y ret́ıculos compactamente generados
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(resp co-compactamente generados) en ret́ıculos compactamente generados (resp

co-compactamente generados)(proposición ??) entonces, usando el isomorfismo φ del

teorema (??), y las proposiciones de la sub-sección anterior, tenemos inmediatamente el

siguiente resultado sobre (Pretop(S),≤) :

Teorema 3.2. (Pretop(S),≤) es siempre un ret́ıculo completo, modular, distributivo,

atómico, co-atómico y compactamente generado. Es complementado ( y en cuyo caso es

únicamente complementado), co-compactamente generado e infinitamente distributivo si, y

sólo si, S es finito.

Demostración.

Se sigue de lo expuesto previamente al teorema. �

En [?] hacen una breve discusión sobre el ret́ıculo de las pretopoloǵıas. Aunque no

utilizan producto de filtros, alĺı no hacen ninguna discusión acerca de la modularidad

ni de la distributividad ni la distributividad infinita, ni sobre los elementos compactos,

co-compactos ni los complementados y tampoco sobre si el ret́ıculo es o no, compactamente

generado o co-compactamente generado.

Para concluir veamos como es el cero (0 = p0), el uno (1 = p1), los átomos, los co-átomos,

los elementos compactos, los elementos co-compactos y los elementos complementados en

(Pretop(S),≤), al igual que el sup y el inf de cualquier colección de elementos de Pretop(S).

Para esto, usaremos las proposiciones de la subsección anterior, las proposiciones (??),(??)

y por supuesto, el isomorfismo φ.

Recuérdese que para p, q ∈ Pretop(S), tenemos que p ≤ q ⇔ q(A) ⊆ p(A) para cada

A ⊆ S.

El cero (p0) y el uno (p1)

Del lema (??) tenemos que si p ∈ Pretop(S), A ⊆ S y x ∈ S, entonces

x ∈ p(A) ⇔ V ∩ A 6= ∅, para cada V ∈ Vp(x).

Del hecho que un isomorfismo “env́ıa” y “devuelve” el 0 en el 0 y el 1 en el 1 (corolario

??), y del isomorfismo φ, se sigue que el cero “p0” es la pretopoloǵıa que tiene como filtro

de vecindades para cada x ∈ S, la colección Vp(x) = {S}.

Luego del lema ?? tenemos que para cada

A ⊆ S y para cada x ∈ S, x ∈ p0(A). Aśı, el cero es la función p0 : P(S) −→ P(S)
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definida por:

p0(A) :=







∅ si A = ∅,

S si A 6= ∅.

De igual forma, tenemos que el uno “p1” es la pretopoloǵıa que tiene como filtro de

vecindades para cada x ∈ S, la colección Vp(x) = 〈x〉 = {A ⊆ S | x ∈ A}.

Luego si A ⊆ S, x ∈ S se tiene que

x ∈ p1(A) ⇔ V ∩ A 6= ∅ para cada V ∈ 〈x〉 (lema ??)

⇔ {x} ∩A 6= ∅

⇔ x ∈ A.

Aśı, el uno es la función p1 : P(S) −→ P(S) definida por

p1(A) := A para cada A ⊆ S.

Los átomos y los co-átomos.

Veamos como son los átomos.

Tenemos (nuevamente del isomorfismo φ, la proposición (??) y del hecho que un isomorfismo

“env́ıa” y “devuelve” átomos en átomos y anti-átomos en anti-átomos (proposición ??))

que p ∈ Pretop(S) es un átomo si y sólo si, existe s ∈ S tal que p tiene como filtro de

vecindades para cada x 6= s la colección Vp(x) = {S} y para s, Vp(s) = {S, S r {a}}

donde a 6= s. Veamos como es esta función.

Sea ∅ 6= A ⊆ S. Entonces, si x ∈ S r {s} se tiene que x ∈ p(A) pues si x 6= s, el único

elemento en Vp(x) es S y S ∩A = A 6= ∅. Aśı, S r {s} ⊆ p(A). Ahora, para s tenemos que

s ∈ p(A) ⇔ V ∩ A 6= ∅ para cada V ∈ {S, S r {a}} (lema ??)

⇔ (S r {a}) ∩ A 6= ∅

⇔ Ar {a} 6= ∅

⇔ A 6= {a} (pues A 6= ∅).

Luego tenemos que los átomos en Pretop(S) son precisamente las funciones

pas : P(S) −→ P(S) definidas por:

pas(A) :=



















∅ si A = ∅,

S r {s} si A = {a},

S si A 6= {a} y A 6= ∅
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donde s y a son dos puntos distintos en S.

Ya hab́ıamos mostrado que estas funciones son pretopoloǵıas (ejemplo (??)).

Veamos como son los co-átomos.

Tenemos que (del isomorfismo φ, la proposición (??)y la proposición (??)), p ∈ Pretop(S)

es un co-átomo si y sólo si, existe s ∈ S tal que p tiene como filtro de vecindades para

cada x 6= s la colección Vp(x) = 〈x〉 = {A ⊆ S | x ∈ A} y para s, Vp(s) = U ∩ 〈s〉 donde

U es un ultrafiltro distinto de 〈s〉. Notaremos a los co-átomos por ps,U para recalcar que

dependen de un punto y un ultrafiltro.

Claro, no es fácil visualizar como es esta función, pues en realidad, depende de dos

ultrafiltros diferentes.

Nótese sin embargo que los co-átomos en Pretop(S) son topoloǵıas sobre S, tal y como

probamos a continuación.

Proposición 3.3.9. Si ps,U es un co-átomo en Pretop(S), entonces ps,U es una topoloǵıa

sobre S.

Demostración.

Sea ps,U ∈ Pretop(S) un co-átomo. Veamos que para cada x ∈ S, el filtro de vecindades

Vps,U
(x) satisface la propiedad (FV 4) de la proposición (??).

Si ps,U ∈ Pretop(S) es un co-átomo, entonces para cada x ∈ S tal que x 6= s se tiene que si

V ∈ Vps,U
(x) = 〈x〉 entonces V ′ = V r {s} ∈ Vps,U

(x), y si y ∈ V ′ entonces y ∈ V y y 6= s.

Luego Vps,U
(y) = 〈y〉 y por tanto V ∈ Vps,U

(y).

Por otro lado, para s, se tiene que Vps,U
(s) = U ∩ 〈s〉 donde U es un ultrafiltro distinto de

〈s〉. Luego si V ∈ Vps,U
(s), y y ∈ V, entonces V ∈ Vps,U

(y) pues si y 6= s, Vps,U
(y) = 〈y〉 y

si y = s, claramente V ∈ Vps,U
(y) = Vps,U

(s).

Por consiguiente, para cada x ∈ S, se satisface que:

si V ∈ Vps,U
(x), existe V ′ ∈ Vps,U

(x) (V ′ = V r {s} si x 6= s y V ′ = V si x = s ) tal que

para cada y ∈ V ′ se tiene que V ∈ Vps,U
(y).

Luego de la proposición (??) se tiene que ps,U es una topoloǵıa sobre S. �

El sup y el inf

Sea {pγ}γ∈Γ una colección de elementos de Pretop(S). Veamos como es
∧

γ∈Γ

pγ. Denotaremos

al inf de esta colección por p∧Γ
.

Afirmamos que p∧Γ
: P(S) −→ P(S) es la pretopoloǵıa definida por p∧Γ

(A) =
⋃

γ∈Γ

pγ(A)

para cada A ⊆ S.
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Primero veamos que
⋃

γ∈Γ

pγ es una pretopoloǵıa sobre S.

Es claro que p∧Γ
(∅) =

⋃

γ∈Γ

pγ(∅) = ∅ (pues pγ(∅) = ∅ para cada γ ∈ Γ) y que

A ⊆ p∧Γ
(A) =

⋃

γ∈Γ

pγ(A). Sean A,B ⊆ S, entonces, como para cada γ ∈ Γ,

pγ(A ∪B) = pγ(A) ∪ pγ(B) (pues pγ ∈ Pretop(S) para cada γ ∈ Γ), se tiene que

p∧Γ
(A ∪B) =

⋃

γ∈Γ

pγ(A ∪ B)

=
⋃

γ∈Γ

(pγ(A) ∪ pγ(B))

= (
⋃

γ∈Γ

pγ(A)) ∪ (
⋃

γ∈Γ

pγ(B))

= p∧Γ
(A) ∪ p∧Γ

(B).

Por consiguiente p∧Γ
∈ Pretop(S).

Además, es claro que pγ(A) ⊆ p∧Γ
(A) para cada A ⊆ S, y para cada γ ∈ Γ. Luego p∧Γ

≤ pγ

para cada γ ∈ Γ. Por otra parte, si q ∈ Pretop(S) es tal que q ≤ pγ para cada γ ∈ Γ,

entonces para cada γ ∈ Γ y para cada A ⊆ S, se tiene que pγ(A) ⊆ q(A) y por tanto
⋃

γ∈Γ

pγ(A) ⊆ q(A) para cada A ⊆ S, es decir; p∧Γ
(A) ⊆ q(A) y por consiguiente q ≤ p∧Γ

. Aśı

∧

γ∈Γ

pγ = p∧Γ
.

Ahora veamos como es el sup, al cual denotaremos por p∨Γ
.

Del isomorfismo φ tenemos que p∨Γ
es la pretopoloǵıa que tiene como filtro de vecindades

para cada x ∈ S, la colección Vp∨γ
(x) =

∨

γ∈Γ

Vpγ
(x) = 〈

⋃

γ∈Γ

Vpγ
(x)〉 donde Vpγ

(x) es el filtro de

vecindades de cada x en pγ .

No es sencillo visualizar esta función, aunque de la proposición (??) sabemos que esta

función está definida por:

p∨Γ
(A) := {x ∈ S | A ∩ V 6= ∅ para cada V ∈ 〈

⋃

γ∈Γ

Vpγ
(x)〉}.

Claro, puesto que para cada γ ∈ Γ y para cada x ∈ S se tiene que

Vpγ
(x) ⊆ Vp∧Γ

(x) = 〈
⋃

γ∈Γ

Vpγ
(x)〉, de la proposición (??) se sigue que pγ ≤ p∨Γ

para cada

γ ∈ Γ y por tanto p∨Γ
es cota superior del conjunto {pγ | γ ∈ Γ}. Por otra parte, si

q ∈ Pretop(S) es tal que pγ ≤ q para cada γ ∈ Γ, entonces para cada γ ∈ Γ y para

cada x ∈ S, Vpγ
(x) ⊆ Vq(x) (nuevamente de la proposición (??)), luego para cada

x ∈ S, 〈
⋃

γ∈Γ

Vpγ
(x)〉 ⊆ Vq(x) y por tanto p∨Γ

≤ q. Aśı, p∨Γ
es la menor de las cotas
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superiores del conjunto {pγ | γ ∈ Γ} y por tanto

∨

γ∈Γ

pγ = p∨Γ
.

En resumen, dada cualquier colección {pγ}γ∈Γ de elementos de Pretop(S), se tiene que el
∧

γ∈Γ

pγ es la función p∧Γ
: P(S) −→ P(S) definida por

p∧Γ
(A) =

⋃

γ∈Γ

pγ(A) para cada A ⊆ S.

y el
∨

γ∈Γ

pγ es la función p∨Γ
: P(S) −→ P(S) definida por

p∨Γ
(A) = {x ∈ S | V ∩ A 6= ∅, para cada V ∈ 〈

⋃

γ∈Γ

Vpγ
(x)〉} para cada A ⊆ S.

Elementos compactos, co-compactos y complementados.

Sobre los elementos compactos en Pretop(S) (del isomorfismo φ y del hecho que un

isomorfismo env́ıa y devuelve compactos en compactos y co-compactos en co-compactos

(proposición (??))), podemos decir que p ∈ Pretop(S) es compacta si, y sólo si, p tiene

como filtro de vecindades para cada x ∈ S la colección Vp(x) donde Vp(x) = 〈Ax〉 para cada

x ∈ S, y Ax = S salvo para un número finito de elementos de S (Ax es un subconjunto de

S que contiene a x ).

De igual forma p ∈ Pretop(S) es co-compacto si, y sólo si, p tiene como filtro de vecindades

para cada x ∈ S la colección Vp(x) donde Vp(x) = 〈Ax〉 (donde Ax es un subconjunto finito

de S que contiene a x ) para cada x ∈ S, y Ax = 〈x〉 salvo para un número finito de

elementos de S.

De la misma manera del isomorfismo φ, la proposición (??) y la proposición (??), podemos

decir que p ∈ Pretop(S) es complementada, si y sólo si, p tiene como filtro de vecindades

para cada x ∈ S la colección Vp(x) = 〈Ax〉 donde para cada x ∈ S, Ax es un subconjunto

de S que contiene a x. En tal caso la pretopoloǵıa q que tiene como filtro de vecindades

para cada x ∈ S, la colección Vq(x) = 〈(S rAx) ∪ {x}〉, es un complemento de p.
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