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“El tiempo nunca fue el Amo de nuestros Suenos,
convertirlos en realidad es vivir,

y transcender a travez de ellos”.
(Elkin Ramirez.)
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A pretopology on a set S can be identified, in a natural way, with the product of certain filters on
S. From this identification it is shown that (Pretop(S), <),, the lattice of the pretopologies on S, is
complete, modular, distributive, atomic,co-atomic and compactly generated. In addition, we show
that Pretop(.S) is infinitely distributive, co-compactly generated and complemented if and only if
S is finite. We show that the co-atoms in Pretop(.S) are topologies on S, too.

In Chapter 1 we give a list of basic notions of lattices theory, filters and product of filters.

In Chapter 2 we define the notion of pretopology on a set S and show that, as same as the
topologies, a pretopology is completely determined by specification of the collection of the filter
of neighborhoods on each point of the set and by its interior operation.

Finally, in Chapter 3 we show that (Pretop(S), <) is isomorphic to a subset of filters on S and
from this we deduce part of the lattice structure.
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DESCRIPCION

Una pretopologia sobre un conjunto S puede ser identificada de manera natural con el producto
de ciertos filtros sobre S. A partir de esta identificacion se muestra que (Pretop(.S), <), el reticulo
de las pretopologias sobre el conjunto S, es siempre completo, modular, distributivo, atomico,
co-atbmico, y compactamente generado. Ademas, se muestra que Pretop(S) es infinitamente
distributivo, co-compactamente generado y complementado si, y solo si, S es finito. También se
muestra que los co-atomos en Pretop(.S) son topologias sobre S.

En el capitulo 1 se da una lista de nociones basicas sobre teoria de reticulos, filtros y producto
de filtros.

En el capitulo 2 se define formalmente la nocion de pretopologia sobre un conjunto S y
mostramos que, al igual que las topologias, una pretopologia esta completamente determinada
por especificacion de la coleccion del filtro de vecindades de cada punto del conjunto en cuestion,
al igual que por su operacion de interior.

Por ultimo, en el capitulo 3 mostramos que (Pretop(.S), <), es isomorfo a un subconjunto de filtros
en S° y de esto, deducimos gran parte de la estructura de este reticulo.
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INTRODUCCION

La nocién de pretopologia sobre un conjunto S, se introduce como una funciéon p
del conjunto de partes de S en si mismo, que satisface ciertas propiedades. El par (S, p)

es llamado un espacio pretopolégico y el conjunto p(A) es llamado la clausura de A en (.S, p).

Dicho concepto ha sido estudiado ampliamente por Choquet, quien en primera instancia
les da el nombre de Vp espacios, y posteriormente introduce estos espacios a partir de
cierta coleccién de filtros de vecindades (ver [?]), y por Cech, quien les da el nombre de

espacios de clausura (ver [?]).

Estos espacios han encontrado recientemente importantes aplicaciones en areas como;
Ciencias Sociales, Teorfa de Juegos y Procesamiento Matematico de Imégenes (ver [?],[?]
y [?]), al igual que en Biologia en el estudio de espacios de Fenotipo y Genotipo (ver [?] y
[7]), v en Légica para, a partir de su reticulo, determinar la semantica proposicional de la
programacion lineal (ver [?]).

Son estas algunas de las razones que han despertado nuestro interés en estudiar dichos

espacios y en particular, la estructura de su reticulo.

En este trabajo (basados en [?] ), utilizamos producto de filtros para estudiar la estructura

del reticulo de las pretopologias sobre un conjunto arbitrario .S.

En el capitulo 1 se da una lista de nociones basicas sobre teoria de reticulos, filtros y
producto de filtros.

En el capitulo 2 se define formalmente la nociéon de pretopologia sobre un conjunto
S y mostramos que, al igual que las topologias, una pretopologia estd completamente
determinada por especificacion de la coleccion del filtro de vecindades de cada punto del

conjunto en cuestién, al igual que por su operacién de interior.
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Por ultimo, en el capitulo 3 mostramos que (Pretop(.S), <), el reticulo de las pretopologias
en el conjunto S, es isomorfo a un subconjunto de filtros en S°. De esto, deducimos
que (Pretop(S), <) es un reticulo completo, atémico, co-atémico, modular, distributivo,
y compactamente generado. Ademds, veremos que (Pretop(S), <) es co-compactamente
generado, infinitamente distributivo y complementado (en cuyo caso es tnicamente
complementado) sélo en el caso trivial en que S es finito. También mostramos que los

co-dtomos en Pretop(S) son topologias sobre S.
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Capitulo

PRELIMINARES

En esta seccién damos algunas nociones basicas sobre reticulos, filtros sobre un conjunto y

producto de filtros, que usaremos a lo largo de este escrito.

1.1. Reticulos

La terminologia y notacién de esta seccién es tomada de [?] con excepcién de los términos
co-atomo, co-atémico, co-cubrimiento y co-compactamente generado que usaremos para la
nociéon dual de atomo, atémico, cubrimiento y compactamente generado respectivamente.
Por otro lado, asumimos que el lector esta familiarizado con las nociones basicas de teoria
del orden, sin embargo queremos recordar que un orden parcial sobre un conjunto
no vacio S es una relacién binaria < sobre S que es Reflexiva ((Vx € S)(x < z)),
Antisimétrica ((Vz,y € S)(z < y AN y < x = zx = y) ) y Transitiva
(Vz,y,z € S)lx <y AN y <z =2 < z2)). Al par (5,<) se le da el nombre de
conjunto parcialmente ordenado y se acostumbra a decir simplemente “S es un conjunto
parcialmente ordenado” siempre que no haya lugar a confusion respecto a la relacién < .
Por otra parte, recuérdese que si existe x € S tal que para cada s € S se tiene que s < x
decimos que z es el maximo de S. De manera dual, si existe x € S tal que para cada
s € S se tiene que xr < s decimos que x es el minimo de S. Si S tiene elemento minimo
lo notaremos por 0 y diremos simplemente que S tiene 0, y si .S tiene elemento maximo lo
notaremos por 1 y diremos simplemente que S tiene 1.

Recuérdese ademés que un elemento = de S es una cota superior (respectivamente cota
inferior) de A C S, si para cada a € A se tiene que a < x (resp x < a). Notaremos el

conjunto de las cotas superiores de A mediante A" y al conjunto de las cotas inferiores de
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A mediante A'. A la menor de las cotas superiores de A, en caso de existir, se le conoce
como el supremo de A o el sup(A) y lo notaremos por \/ A. De manera dual, a la mayor
de las cotas inferiores de A, en caso de existir, se le conoce como el infimo de A o el inf(A)
y lo notaremos mediante A A.

Ademas de [?], otras referencias excelentes sobre teoria del orden y reticulos son [?] y [?].
En [?] se proporciona una gran variedad de ejemplos sobre estos temas que ayudan a la

comprension de estos conceptos.

Ahora si, empezaremos con nuestra lista de conceptos previos.

Definicion 1.1.1. Sean S un conjunto parcialmente ordenado y z,y € S. Decimos que y

“cubre” a x y escribimos xr —< y si:

1.z <y
2. VzeS)(z<z<y=z=ux).

Definicion 1.1.2. Sea (S,<) un conjunto parcialmente ordenado. Decimos que
(S,<) es un reticulo, si para cada par de elementos z,y € S, inf{z,y} = xAyy
sup{z,y} = = V y existen.

De igual forma que para un conjunto parcialmente ordenado, diremos simplemente que S
es un reticulo siempre que no haya lugar a confusion respecto a la relacion < . Si S es un

reticulo con elemento maximo y elemento minimo, diremos que S es un reticulo con 0 y 1.

Definicion 1.1.3. Sean (S, <) un reticulo con 0y 1, y a € S. Decimos que a es un dtomo

en (5, <) si 0 —< a. De manera dual, decimos que a es un co-atomo si a —< 1.

Definicion 1.1.4. Si (S, <) un reticulo con 0 y 1, decimos que (S, <) es atémico si dado
cualquier elemento x € S distinto de 0, existe un dtomo a € S tal que a < x. De manera
dual, decimos que (5, <) es co-atémico si dado cualquier elemento x € S distinto de 1,

existe un co-atomo a € S tal que x < a.

Definicion 1.1.5. Sean (S, <) un reticulo con 0 y 1, y a € S. Decimos que un elemento
b € S es un complemento de a en S, siaAb=0y aVb=1. En tal caso, decimos que a

y b son complementarios.

Definicion 1.1.6. Un reticulo (S, <) con 0 y 1, es complementado si todo elemento en
S tiene un complemento, es decir; un reticulo (S, <) con 0 y 1 es complementado si para
cada a € S, existe b e S talqueaAb=0yaVb=1.

Si ademads, cada elemento tiene un tinico complemento, se dice que (.5, <) es complementado

de manera tnica o que es Unicamente complementado.
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Definicion 1.1.7. Un reticulo (S, <) es modular, si para cada a,b,c € S tales que a < ¢,
se tiene que a V (bAc) = (aV b) Ac.

Definicion 1.1.8. Un reticulo (S, <) es distributivo, si para cada a, b, c € S se satisfacen:

i) aV(bAc)=(aVb)A(aVec),

ii) aN(bVe)=(aAb)V(aNc).

De la definicién anterior se sigue que todo reticulo distributivo es modular. Nétese ademas,
que para que un reticulo sea distributivo, es suficiente con que se satisfaga alguna de las
dos condiciones de la definicion anterior, pues en realidad éstas son equivalentes tal y como

probamos a continuacion:

Proposicion 1.1.1. Sea (S, <) un reticulo. Entonces, para cada a,b,c € S se tiene que:
aV(bAe)=(aVb)A(aVe)si,ysdlosi,aN(bVe)=(aAb)V (aAec).

Demostracion.

=) Para cualesquiera elementos a, b, c € S se tiene que

(anb)V(aNc)=[(anb)Va] A[(aAb)V ]
=aA[(aNb) V(|
=aAN[(aVe)A(bV)
=aAN(aVe)A(bVe)
=[lan(aVe)A(bVe)
=aA(bVe).

<) Se obtiene anidlogamente a la anterior intercambiando A y V. |

Definicion 1.1.9. Sea (S, <) un conjunto parcialmente ordenado. Decimos que (S, <) es
un reticulo completo, si para cada A C S, inf(A) = A\Ay sup(A) =\ A existen.

Notese que todo reticulo completo es un reticulo con 0 y 1, pues de la definicion se tiene
que V0 y A0 existen, ya que el conjunto de todas las cotas superiores de (), al igual que
el de las cotas inferiores, es todo el conjunto S, y por tanto al existir la menor de las cotas
superiores de (), la tinica opcién es que esta sea el elemento minimo de S. De igual forma,

al existir la mayor de las cotas inferiores de (), la tinica opcién es que esta sea el elemento
maximo de S. Es decir, \/ 0 = AS=0y AD=\ S5 =1

El siguiente teorema nos proporciona una forma ttil de decidir si un conjunto parcialmente

ordenado es un reticulo completo.
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Teorema 1.1. Si (S,<) es un conjunto parcialmente ordenado, entonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

1. S es un reticulo completo

2. S tiene 1y existe /\ A para todo subconjunto no vacio A de S.

Demostracion.

1) = 2) Si S es un reticulo completo, entonces para todo A C S existe A Ay \/ A. Asi, existe
A0 =1y para cada ) # A C S existe \/ A.

2) = 1) Sea A C S, veamos que \ Ay \/ A existen.

Si A = (), como por hipdtesis existe el 1 y puesto que A\ = 1 entonces A () existe.
Ademas, nuevamente por la hipotesis, existe el inf de cualquier subconjunto no vacio
de S, en particular existe A S =0=\/0.

Ahora, si A # (), por hipdtesis se tiene que A A existe y que AT # ), pues claramente el
1 es cota superior de A (recuérdese que A' denota el conjunto de las cotas superiores
de A), asf, nuevamente por la hipdtesis, se tiene que A A' existe. Afirmamos que
AN AT = \/ A. En efecto; si x = \/ A entonces z € Al y ademds, si y € A! entonces
r < y, luego = es el menor elemento de A" y por tanto x = /\ A'. Por ende, \/ A

existe.

Asi, A Ay \/ A existen para cada A C S y por tanto (S, <) es un reticulo completo.

Definicion 1.1.10. Sean (S,<) un reticulo completo y E C S. Decimos que E es
sup-denso (V-denso) en S, si para cada elemento a € S existe un A C F tal que a = \/ A.
Dualmente, E es inf-denso (A-denso) en S, si para cada elemento a € S existe un A C E
tal que a = A A.

La definicién anterior es tomada de [?].

Definicion 1.1.11. Un reticulo completo (5, <) es infinitamente distributivo si para

cada a € S y para cada coleccion {b, },er de elementos de S se satisfacen:

i) aV (A by)= AlaVb),

vyerl vyel’

i) an(V by) =V (aAby),

yel’ vel’



Reticulos

Obsérvese que si (S, <) es un reticulo distributivo, aplicando induccién sobre n se tiene que

si a,by, b, ..., b, €S entonces
i=1 i=1 i=1 i=1

De lo anterior se sigue que todo reticulo finito que sea distributivo es infinitamente

distributivo.

El andlogo de la proposicién (??) no es valido para un reticulo completo infinitamente
distributivo. Al final de la seccion 3.2 se muestra un ejemplo de un reticulo completo que

satisface la primera condicién de la definicién (?7), pero no la segunda.

Definicion 1.1.12. Sean (S, <) un reticulo completo y a € S. Una coleccién {b,},er de

elementos de S es un cubrimiento de a, si a < \/ b,. De manera dual, una coleccién {b, }er
vyel
de elementos de S es un co-cubrimiento de a, si a > A b,.
vel

Definicion 1.1.13. Sea (S, <) un reticulo completo. Un elemento a de S es compacto, si

para cada cubrimiento {b,}.er de a, existe un ndimero finito vq,72,...,7, € I' tales que

n
a < '/ by,. De manera dual, a € S es co-compacto, si para cada co-cubrimiento {b, }.er de
i=1

n
a, existe un numero finito vy, ya, ..., v, € I tales que a > A bs,.
i=1

Definicion 1.1.14. Un reticulo completo (S, <) es compactamente generado, si todo
elemento de S se puede expresar como el sup de una coleccién de elementos compactos
de S, es decir; un reticulo completo (S, <) es compactamente generado si el conjunto de los
elementos compactos de S es V-denso en S. De manera dual, un reticulo completo (5, <) es

co-compactamente generado si el conjunto de los elementos co-compactos de S es A-denso

en S.

Definicion 1.1.15. Sean (S5,<),(5’,=<) conjuntos parcialmente ordenados vy
¢ (S, <) — (5, %) una funcién. Se dice que ¢ es mondétona o que es un homomorfismo

de orden, si para cada x,y € S se satisface:

<y = or) 2 oy).

Definicion 1.1.16. Sean (S5,<),(S’,=<) conjuntos parcialmente ordenados vy
¢ : (5,<) — (9,=%) una funcién. Se dice que ¢ es una inmersién de orden, si

para cada x,y € S se satisface:

r <y o) X H(y).

La siguiente afirmacién muestra que toda inmersion de orden es inyectiva.
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Lema 1.1.1. Sean (5,<), (5,=<) conjuntos parcialmente ordenados. Si

¢ (9,<) — (9, =) es una inmersién de orden, entonces ¢ es inyectiva.

Demostracion.
Sean z,y € S con = # y. Veamos que ¢(x) # ¢(y).

i) Six <y entonces como ¢ es mondtona se tiene que ¢(z) = P(y).
Ahora, si ¢(y) = ¢(z), por ser ¢ una inmersién de orden tenemos que y < x y como

por hipdtesis © # y se sigue que y < z, lo cual contradice que = < y. Asi, ¢p(x) # ¢(y).
i1) Siy < x, el mismo razonamiento realizado en el caso anterior muestra que ¢(z) # ¢(y).

iii) Six £ y, 0,y £ x, entonces por ser ¢ una inmersién de orden se tiene que ¢(x) £ ¢(y),

0, ¢(y) £ ¢(x) y por tanto ¢(x) # ¢(y).

Asi, si x # y de i),4i) y i) se sigue que ¢(x) # ¢(y) y por consiguiente ¢ es inyectiva. W

Definicion 1.1.17. Sean (S5,<),(S’,=<) conjuntos parcialmente ordenados vy
¢ (5,<) — (9,=) una funcién. Se dice que ¢ es un isomorfismo de orden, si

¢ es biyectiva y para cada z,y € S se satisface:

<y or) 2 oy).

En otras palabras, es un isomorfismo de orden es una inmersién de orden sobreyectiva.

En adelante nos referiremos a una inmersion de orden o a un isomorfismo de orden,
simplemente como una inmersién o un isomorfismo, es decir, omitiremos la palabra orden
ya que esto se sobre entiende.

Nétese ademds que si ¢ : (S, <) — (S, <) un isomorfismo, entonces la funcién inversa ¢!
(la cual existe por ser ¢ biyectiva), es también un isomorfismo de (S’, =) sobre (S, <), pues
si 2’y € S son tales que 2’ < 7/, entonces por la biyectividad de ¢ existen unicos =,y € S
tales que ¢(x) = 2’ v ¢(y) = ¢/. Luego si ¢(z) = 2’ <y = ¢(y), por ser ¢ isomorfismo se
sigue que z < y, es decir, z = ¢~ H(2') < ¢~ (y') = v, y claro, si ¢~ H(z') < ¢7L(y') por ser ¢
un isomorfismo ¢(¢~1(x")) = ¢(d~(y')), es decir, 2’ < y'. Asi, para cada 2’,y' € S’ se tiene
que ' Xy & o7 (2) < o7H(Y).

Proposicion 1.1.2. Sean (95,<),(5’, <) conjuntos parcialmente ordenados, vy

¢ (5,<) — (5, 2) una funcién mondtona. Entonces: ¢ es un isomorfismo si, y sélo
si, existe una funcién monétona ¢ : (5", %) — (5, <) tal que poty = Ig, y o =Is (Is

y I denotan la identidad en S y S’ respectivamente).
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La prueba de la proposicién anterior se puede consultar en [?] o [?].

En la siguiente proposiciéon mostramos que un isomorfismo preserva los sup e inf existentes.

Proposicion 1.1.3. Sean (S5,<),(S’,=X) conjuntos parcialmente ordenados,
¢ (9, <) — (9, %) un isomorfismo, y A C S tal que A Ay \/ A existen. Entonces:

L o(VA) =Vo(A).
2. ¢(NA) = No(A).

Demostracion.

1. Para todo x € A se tiene que x < \/ A, y como ¢ es monétona, se sigue que
o(z) = ¢(\/ A) para todo = € A. Asi, ¢(\/ A) es cota superior de ¢(A). Por otra
parte, si z € ¢(A)!, ¢(z) < 2 para todo z € A y como ¢ es un isomorfismo de orden
¢~ 1(z) existe (por ser ¢ biyeccion) y < ¢~1(z), para cada x € A. Asi, ¢~1(2) es cota
superior de A y por consiguiente \/ A < ¢~!(z) y, nuevamente por ser ¢ isomorfismo

de orden ¢(\/ A) < z. De lo anterior concluimos que ¢(\/ A) es la menor de las cotas
superiores de ¢(A) y por tanto ¢p(\/ A) =\ ¢(A).

2. Para todo = € A se tiene que A A < z, y como ¢ es mondtona, se sigue que
d(NA) < ¢(z) para todo x € A. Asi, ¢(/\ A) es cota inferior de ¢(A). Por otra
parte, si 2 € ¢(A)}, 2 =< ¢(z) para todo z € Ay como ¢ es un isomorfismo de orden
¢ 1(2) existe y ¢71(2) < z, para cada z € A. Asi, ¢~1(2) es cota inferior de A y por
consiguiente ¢~1(2) < A Ay, nuevamente por ser ¢ isomorfismo de orden z < @¢(/ A).

De lo anterior concluimos que ¢(/\ A) es la mayor de las cotas inferiores de ¢(A) y

por tanto (/A A) = A\ ¢(A). [

Como una consecuencia de esta proposicién se tiene inmediatamente el siguiente corolario.

Corolario 1.1.1. Sean (9,<),(5",=%) reticulos. Si (5,<) tiene 0 y 1, ¥y
¢: (S, <) — (9, %) un isomorfismo, entonces (S, <) tiene 0 y 1 y ademads

1. 6(0) =0,
2. o(1) = 1.
Demostracion.

1. Puesto que 0 = \/4 0, entonces ¢(0) = ¢(\/40) y puesto que de la proposicién ?? se
sigue que ¢(\Vg0) = Vg ¢(0) = Vg 0 entonces, \/ g 0 existe, y por consiguiente S’
tiene 0 (pues /o 0 = A S" = 0). Luego se tiene que
$(0) = 0(Vg0) = Vg o(0) =Vg =0y asi, $(0) = 0.



Reticulos

2. Se obtiene andlogamente a la anterior teniendo en cuenta que 1 = A 0. |

En la prueba anterior usamos subindices en \/ para aclarar con respecto a que conjunto se
estaba tomando el sup de (.

Proposicion 1.14. Si (5,<),(S’,=X) son conjuntos parcialmente ordenados, y

¢ (9, <) — (9, <) un isomorfismo, entonces: (S <) es un reticulo completo si, y sélo si,
(5, =) 1o es.

Demostracion.

Asumamos que (5, <) es un reticulo completo y veamos que (S’, <) lo es. Para esto, usando
la (proposicién ?7?), probaremos que S’ tiene 1 y que cada subconjunto no vacio de S’ tiene
inf.

Puesto que S tiene 1, del (corolario ?7) se sigue que S’ tiene 1.

Ahora, sea ) # A’ C §’. Veamos que A’ tiene inf.

Puesto que ¢ es un isomorfismo, existe un tnico () # A C S tal que ¢(A) = A’. Ahora puesto
que A\ A existe (pues S es un reticulo completo), y ¢(A\ A) = A #(A) entonces A\ ¢(A) existe,
y como ¢(A) = A, entonces \ ¢p(A) = A\ A" y por tanto existe el inf de A’. Asi, (', <) es
un reticulo completo.

El reciproco se obtiene de manera analoga utilizando el isomorfismo inverso. |

De la (proposicion ?7?) también se desprende facilmente que la modularidad, la
distributividad y la compacidad son propiedades que se preservan bajo isomorfismos.

Si ¢ es un isomorfismo del reticulo (S, <) en el reticulo (S’, <), por ser ¢ biyectiva se tiene
que para cada a',t/,¢ € S’ existen a,b,c € S unicos tales que ¢(a) = o', @) =V y

o(c) = . Luego si (5, <) es distributivo, tenemos que:

a' AV ) = ¢la) A ((b) V o(c))

y por tanto (S, <) es distributivo.
De igual manera se tiene que si (S, <) es modular, (S, <) también lo es y que si (5, <) es
infinitamente distributivo, también lo es (5', <).

Resumimos lo expuesto anteriormente en la siguiente proposicion:



Reticulos

Proposicion 1.1.5. Si (S, <)y (5, %) son reticulos isomorfos, entonces:

1. (S, <) es modular si, y sélo si, (5, <) es modular.
2. (5, <) es distributivo si, y sélo si, (S, <) es distributivo.

3. (5, <) es un reticulo completo infinitamente distributivo si, y sélo si, (S, <) es un

reticulo completo infinitamente distributivo.

Por otro lado si ¢ es un isomorfismo entre los reticulos completos (S5,<) y (5’ =),
entonces si @ € S es compacto, ¢(a) es compacto en S'. En efecto; si {b] },er es un
cubrimiento de ¢(a), para cada v € T' existe un tnico b, € S tal que ¢(b,) = b., luego si

¢(a) = \/F v, = \/F ¢(b,), entonces como ¢ preserva sup (proposicién ?7), se tiene que
e ve
o(a) < o( \/F b,), luego por ser ¢ isomorfismo, a < \/F b, y como a es compacto en S, existe
ve ve

un numero finito de elementos de IT', digamos 71,72, ..., ¥, tales que a < \/ b,,, por tanto
i=1

d(a) 2 o(V by,) =V (b)) = V U.,.. Asi, ¢(a) es compacto en S
i=1 i=1 i=1
De igual forma se tiene que si a es co-compacto en S, ¢(a) es co-compacto en S".
De estos hechos se sigue también que si (5, <) es compactamente (co-compactamente)
generado, (S’, <) también lo es.

En resumen de lo anterior, tenemos que:

Proposicion 1.1.6. Si (9,<) es reticulo completo, y ¢ : (5,<) — (5,=%) es un

isomorfismo, entonces:

1. a es compacto (resp co-compacto) en S si, y sélo si, ¢(a) es compacto (resp

co-compacto) en S’

2. (5, <) es compactamente (resp co-compactamente) generado si, y sélo si, (S, <) es

compactamente (resp co-compactamente) generado.

Nétese ademés que si (S5, <), (S, <) son reticulos con 0y 1y ¢ : S — S’ es un isomorfismo,
entonces si a es un atomo en (5, <) se tiene que ¢(a) es un dtomo en (S, <). En efecto;
claramente 0 < ¢(a), y si 2/ € S’ es tal que 2’ < ¢(a) entonces ¢(2') < a y como a es un
dtomo en (5, <), entonces ¢~ '(z') = 0, luego del (corolario ??) se tiene que 2’ = 0 y asf,
0 —< ¢(a), es decir, ¢(a) es un atomo en (S, <X). De igual forma se tiene que si a es un
co-atomo en (5, <) entonces ¢(a) es un co-atomo en (5, <).

Ahora, claramente si (5, <) es atémico (resp co-atémico) entonces (S’, <) es atémico (resp

co-atémico), pues si 0 # 2/ € S’ entonces 0 # ¢~ () € S y por tanto existe un dtomo a
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tal que a < ¢~ 1(2'). luego ¢(a) es un dtomo en S, y ¢(a) < 2’. El caso en que (S, <) es
co-atémico se sigue de manera andloga.

Por ultimo, como un isomorfismo preserva sup e inf (proposicién ??) y enviael 0 enel 0y el 1
en el 1 (proposicién ??), entonces si a y b en (S, <) son complementarios, entonces ¢(a) y ¢(b)
son complementarios en (S, <), pues si 0 = aAb, entonces 0 = ¢(0) = ¢(aAb) = ¢(a) Ap(b),
ysil=aVb, entonces 1 = ¢(1) = ¢(a VvV b) = ¢(a)V ¢(b).

Ahora, utilizando lo expuesto anteriormente y el isomorfismo inverso, se tiene la siguiente

proposicion, con la cual, concluimos esta seccién.

Proposicion 1.1.7. Si (S,<) es reticulo completo, y ¢ : (5,<) — (5,=<) es un
isomorfismo, entonces:

1. a es un dtomo en (S, <) ( resp co-dtomo) si, y sélo si, ¢(a) es un atomo ( resp un
co-atomo) en (5, X).
2. (9, <) es atémico (resp co-atémico) si, y sélo si, (57, <) es atémico (resp co-atémico).

3. a 'y b son complementarios en (.5, <) si, y sélo si, ¢(a) y ¢(b) son complementarios en

(5", =%).

4. (S, <) es complementado si, y s6lo si, (S, <) es complementado.

1.2. Filtros y Producto de Filtros

1.2.1. Filtros

En esta subseccion queremos recordar algunas propiedades basicas de filtros sobre un

conjunto S. Empezamos denotando por P(S) al conjunto de partes de S.

Definicion 1.2.1. Un filtro F sobre un conjunto no vacio S es una coleccién no vacia de
subconjuntos de S (F C P(95)) que satisface:

1. 0 ¢ F.
2. Si I, F5 € F entonces F1 N F, € F.

3. SiFeFyWCSestal que FFC W, entonces W € F.

Denotamos por Fil(S) al conjunto de todos los filtros sobre S.
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Ejemplo 1.2.1. Si ) # A C S, la coleccién {B C S | A C B}, la cual notaremos por (A),
es un filtro sobre S. En efecto; § ¢ (A) pues A € ). Por otra parte, si B, C' € (A), entonces
AC By ACCyportanto A C BNC, es decir, BNC € (A). Por ultimo, si B € (A) y C
es un subconjunto de S tal que B C C, entonces A C B C C'y por tanto C' € (A).

(A) es llamado el filtro principal generado por A. De igual forma denotaremos por (x) al
filtro principal generado por el conjunto unitario {z}. Ademds, diremos que un filtro es
principal si es de la forma (A) ={B C S| A C B} para algin A C S.

Nota 1.2.1. Nétese que si F es un filtro sobre un conjunto S, entonces para cada A € F se
tiene que (A) C F, pues si B € (A) entonces A C B, y puesto que A € F, de la propiedad
3 de la definicién de filtro se sigue que B € F.

Por otra parte, obsérvese que si A, B C S tales que A C B, entonces (B) C (A), pues si
C € (B) entonces B C C, y como A C B entonces A C C'y por tanto C' € (A)

Ejemplo 1.22. Si S e un conjunto infinito, entonces la  coleccion
Feofin ={A C S| S~ A es finito} es un filtro sobre S. En efecto;

1) Claramente ) ¢ Feopin pues S\ 0 =S y S no es finito.

2) Si A,B € Feopin entonces S N A y S\ B son finitos, de lo cual se sigue que
(SNA)U(SNB)=5~ (AN B) es finito (pues es unién finita de conjuntos finitos). Por
tanto, se tiene que si A, B € F_,in entonces AN B € Fepfin.

3) Sean A € Feopin y B C S tal que A C B. Veamos que B € Fypin-

Como A € Fiopin entonces S . A es finito. Ahora, puesto que A C B, se tiene que

S~ B C S~ Ay portanto S\ B es finito (pues es un subconjunto de un conjunto finito).

Asi, de 1),2) y 3) se tiene que Fiopip €s un filtro sobre S.

El filtro del ejemplo anterior (Fefin) se conoce como el filtro de los complementos finitos.

El siguiente ejemplo nos sera de gran utilidad en la seccion 3,2 para discutir sobre la

distributividad infinita del reticulo de las pretopologias.

Ejemplo 1.23. Si S es un conjunto infinito y = € S, entonces la coleccion
F={ACS|ze Ay S~ Aesfinito} es un filtro sobre S. En efecto;

1) Claramente () ¢ F pues z ¢ 0.

2) Si A,B € F entonces x € A, x € By S~ A, S~ B son finitos, de lo cual se sigue que
r€ANBy (SNA)U(SN\B) =S5\ (ANDB) es finito. Por tanto, se tiene que si A, B € F
entonces AN B € F.

3) Sean A€ Fy BCS tal que AC B. Veamos que B € F.

Como A € F entonces v € Ay S~ A es finito. Ahora, puesto que A C B, se tiene que
r€ByS~BCS~Ayportanto S\ B es finito.

Asi, de 1),2) y 3) se tiene que F es un filtro sobre S.
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Lema 1.2.1. Si {F,},er es una coleccién de filtros sobre un conjunto S, entonces [ F, es
yerl
un filtro sobre S.

Definicion 1.2.2. Una coleccién no vacia f C P(S) es una base para un filtro sobre S, si

satisface:

L 0¢p,
2. Para cada Bi, By € (3, existe Bs € 3 tal que Bs C By N Bs.
Lema 1.2.2. Si [ es una base para un filtro sobre S, entonces la coleccién
(B) ={AC S |existe Be [ tal que BC A}

es un filtro sobre S llamado el filtro generado por la base (3.

Definicion 1.2.3. Una coleccién no vacia ' C P(S) es una subbase para un filtro sobre

S, si cada interseccion finita de elementos de 3’ es no vacia.

Lema 1.2.3. Si f/ C P(S) es una subbase para un filtro sobre S, entonces la coleccién de

todas las intersecciones finitas de elementos de 3’ es base para un filtro sobre S. El filtro
(8" = {A C Slexisten By, Bs, ..., B, € 3 tales que N}, B; C A}

es llamado el filtro generado por la subbase (3.

Definicion 1.2.4. Sean S un conjunto no vacio y U un filtro sobre S. Decimos que U es
un ultrafiltro si para cada F € Fil(S) tal que U C F, se tiene que U = F.

Teorema 1.2. Dado cualquier filtro F sobre un conjunto S, existe un ultrafiltro & sobre S
tal que F C U.
Este teorema es equivalente a tener el Axioma de eleccion, pero ademas es equivalente a

tener el Lema de Zorn y también es equivalente a tener el Teorema de Tychonoff.

Teorema 1.3. Todo filtro es la interseccién de todos los ultrafiltros que lo contienen. Es
decir; si F € Fil(S), entonces

F = ﬂ{u € Fil(S) | U es un ultrafiltroy F CU}

Las demostraciones de las afirmaciones 77,77 7?7 la proposicién ?? y el teorema 7?7 se

pueden consultar en [?] o en [?].

Nota 1.2.2. Nétese que para cada x € S, (z) es un ultrafiltro sobre S. En efecto; Si
F € Fil(S) es tal que (x) C F, entonces (x) = F, ya que si existe A € F tal que A ¢ (x)
entonces x ¢ Ay por tanto z € S\ A, lo cual implica que S \ A € (z), y como (x) C F,
entonces S\ A € F,y como A € F, se tendria que (S~ A)NA=( € F lo cual contradice
que F es un filtro sobre S.
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A continuacién probaremos algunas proposiciones que usaremos en el capitulo 3.

Proposicion 1.2.1. Sean S es un conjunto no vacio y F un filtro sobre S. Si existe un
subconjunto finito B de S tal que B € F, entonces F = (A) para algin A C B. Es decir;

todo filtro conteniendo a un subconjunto finito es principal.

Demostracion.

Sean F € Fil(S)y B C S, B finito con |B| =n tal que B € F. Veamos que existe A C B
tal que F = (A).

Sea C = {C C B | C € F}. La coleccién C es no vacia pues B € C. Afirmamos que
F = () C). En efecto; puesto que la coleccién C tiene menos de 2™ —n elementos, entonces
N C CEEC]-" (pues para cada C' € C, C € F y F es cerrado para intersecciones finitas), y
cec

asi (] C) C F. Porotro lado, si F' € F, entonces F'NB € Cy portanto (| C C FNB C F,
cec cec

es decir; F' € ([ C)y por consiguiente F C ( (] C). Por tanto, si tomamos A= (| C C B
cec cec cec
tenemos que F = (A). |

Lema 1.2.4. Sea S un conjunto no vacio. Entonces: S es finito si, y solo si, todo filtro sobre

S es principal.

Demostracion.

Si S es finito y F es un filtro sobre S, de la proposicién ?? se sigue que F es principal.
Reciprocamente, si S no es finito, existe el filtro de los complementos finitos
Feofin = {A C S | S~ A esfinito}, el cual no es principal, pues si A € Feopin
entonces para cada a € A, A~ {a} € Foofin (pues S N A es finito y por consiguiente
S\ (A~{a}) = (S\A)U{a} también lo es), y es claro que A € Ax{a}, luego AN{a} ¢ (A).
Por tanto, Feopin 7# (A) para todo A C S. [ |

Cabe recordar que (Fil(S5), <) es un conjunto parcialmente ordenado ( < es el orden de
la inclusién), y puesto que la interseccién de filtros sobre un conjunto S, es de nuevo un
filtro sobre S (afirmacién (?7)), dada cualquier coleccion {F, },er de elementos de Fil(.S),

se tiene que A F, = () F, siempre existe, lo cual no siempre ocurre con el sup.
vyel vel
Sin embargo, podemos “completar” a Fil(S) uniéndole el conjunto {P(S)}.

Por tanto, si admitimos a P(S) como filtro sobre S, de el teorema (??) se sigue que

Fil(S) U{P(S)} es un reticulo completo que tiene como elemento maximo a P(S).

Nota 1.2.3. P(S) es llamado el filtro impropio sobre S.

Por otro lado, si {F,},er es una coleccién de elementos de Fil(S), sabemos que |J F, es
el
una subbase para un filtro sobre S si, y solo si, cada interseccion finita de elementos de
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U F, es no vacia. Por supuesto, si tomamos By, By, ..., B, € F, para un v € I, es claro
yerl

que () B; € F, y por tanto [ B; # (), luego para que |J F, sea una subbase para un filtro
i=1 i=1 ~er
sobre S, es suficiente y necesario que para cada ,v" € I' y para cada F, € F, y para cada

FH/E.ng f%/ﬂ.F%/7é®.

Ademds, si esto ocurre, es decir; si |J F, es una subbase para un filtro sobre .S, entonces en
vyel’
Fil(S), '\ F, existe y es el filtro generado por la subbase |J F,, tal y como probaremos
yer yer
a continuacion.

n

Lema 1.2.5. Sea S un conjunto no vacio. Si {F,},er una coleccion de elementos de Fil(.5)

entonces: \/ F, existe si, y s6lo si, |J F, es una subbase para un filtro sobre S. En tal caso

vel vel
\/ F, es el filtro generado por la subbase |J F,.
vel el
Demostracion.

Si |J F, no es una subbase para un filtro sobre S, entonces existen v, € I tales que
vel
para algin F, € F, y para algin F,, € F, se tiene que F, N F,, = (), y por tanto en

Fil(S), 'V F, no existe (pues ningin filtro G sobre S puede contener a F, y F, ya que
vyel’
de lo contrario () = F, N F, € G lo cual contradice que G es un filtro sobre S ).

Reciprocamente, si |J F, es una subbase para un filtro sobre S, entonces \/ F, es el filtro
vel vyel
generado por la subbase |J F,. En efecto; es claro que para caday € I', F, C (U F,), ¥
vel vel

por tanto ( |J F,) es cota superior del conjunto {F, | v € I'}. Por otra parte, si G € Fil(5) es
yer

tal que paracaday € I', F, C G, entoncessi A € (|J F,), existen By, By, ..., B, € J F,
vel vel

tales que (| B; € A, y como para cada ¢ € I = {1,2,...,n}, B; € G (pues para cada
i=1

iel, B;eF,paraalginy, € I'y F, C G para cada v € I), entonces (| B; € G y
i=1
por tanto A € G, es decir; si G € Fil(S) es tal que para cada v € I', F, C G, entonces

(U F,) € Gy por consiguiente (|J F,) es la menor de las cotas superiores del conjunto
vyel’ yerl

{Fs,|~veT} Luego V F, = (U F). [ |

vyel’ vel’

Claro, en Fil(S) U {P(5)} el sup de cualquier coleccién de elementos de Fil(S) siempre
existe, pues Fil(S) U {P(S)} es un reticulo completo. En el caso en que la unién de los
elementos de la colecciéon dada, no sea una subbase para un filtro sobre .S, entonces el sup

de la coleccién es P(S5).
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Lema 1.2.6. El conjunto de todos los filtros principales es V- denso en Fil(5).

Demostracion.

Sea F € Fil(S). Veamos que F = \/{(F) | F € F}.

SiAe F, (A) € {{(F) | F € F} y por tanto (A) < V{(F)|F € F}, es decir;
A e V{(F)|F € F}. Luego F < VV{(F)|F € F}. Y puesto que F es cota superior de
{{F)|F € F} (pues para cada F' € F, (F) C F), se sigue que \/{{(F)|F € F} < F. Asi,
F=V{(F)| F e F}. [ |

1.2.2. Producto de Filtros

Sea {S; }ier una coleccién no vacia de conjuntos no vacios, y para cada i € I sea (3; una base
para un filtro sobre S;. Sea 5 C P(]] S;) el conjunto de todos los subconjuntos de [] S; de
i€l iel
la forma [] A; donde A; = S; salvo para un ntumero finito de indices, y A; € [3; para cada
i€l
1 €1 tal que Az §£ Sz
Del hecho que f3; es una base para un filtro en S; para cada ¢ € I, y que

[TA:N][ B: = ][(A; N B;) se sigue que [ es base para un filtro sobre [] S;.

iel iel el iel

Definicion 1.2.5. Sea {S;};c; una coleccién no vacia de conjuntos no vacios y para cada
i € I sea F; un filtro sobre S;. Definimos [[ F; el producto de los filtros F;, como el filtro
sobre [[ S; que tiene como base el conjuntlglde todos los subconjuntos de [[ S; de la forma
IT A génde A; € F,paracadai € I,y A; = .5; salvo para un niimero ﬁnifé de indices. Es
iieelcir HI}} es el filtro sobre HISZ- generado por la base

ic ic

ﬂ = {H Az g H SZ | AZ S E para cada 1€ ], y Az — ; salvo para un numero finito de indiccs}.
i€l el
La definicién anterior es tomada de [?].

Es claro que no todo filtro sobre [] S; es un filtro producto, pues si @ # [[ F; C []S;,
iel i€l i€l

entonces ([[ F5) = {[] A C[[S:| [ F; C [] Ai} es un filtro sobre [ S; y, nétese que de
icl iel iel el iel icl
la definicién anterior se tiene que en general ([ F;) # [[(F3)-
iel icl

Nota 1.2.4. Denotamos por Fil*([]S;) al conjunto de todos los filtros productos sobre

el
I1S..

iel
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Definicion 1.2.6. Dados [[ F;, [[G: € Fil"(]] S:), decimos que [[F; < [[ G si, y s6lo
iel el iel i€l iel

el el

Es claro que (Fil*(]] Si),<) es un conjunto parcialmente ordenado en el cual, dada

iel
cualquier coleccion {F, = [[Fy},er de elementos de Fil*(J]S;), se tiene que
i€l i€l

A(LF) = NUALF) = TI(A F) € FI(I15:) pues A F, € Fil(S;) para cada
vell i€l vel' iel i€l ~vel el yel

e 1.

Claro, al igual que ocurre en Fil(S), en Fil*(]] S;) el sup de cualquier coleccién de elementos

icl
de Fil*(]] Si) no siempre existe. Sin embargo, también podemos “completar” a Fil*(]] S;)
iel iel

si para cada i € I, admitimos a P(S;) como filtro sobre S;.

De otro lado, nétese que el orden en Fil*(]] S;) es inducido de manera natural por el orden
iel

de Fil(S;) para cada i € I, tal y como probamos a continuacién

Lema 1.2.7. SiF=[[F;,® =[] G € Fil*(]] ;) entonces

iel iel el

HE‘SHQM@ES@ para cada i€ [

el el

Recuérdese que < es el orden de la inclusion.

Demostracion.
Sea A =[] A; € [[ Fi- Veamos que A =[] A4; € [] G..
icl icl iel iel
si A =[] A; € [[Fi, de la definicién de filtro producto se sigue que A; € F; para cada
icl icl

1€ 1,y A; = S; salvo para un ntmero finito de indices. Luego si para cadai € I, F; < G;,
entonces A; € G; para cada i € I, y A; = 5; salvo para un nuimero finito de indices, y por

tanto A = [[ A; € [ Gi- De lo cual tenemos que si F; < G; para cada ¢ € I, entonces
i€l i€l

[IF7<IIG-:

i€l i€l
Reciprocamente, sean j € I,y A; € F;. Veamos que A; € G;.

Para cada i € I con i # j, tomemos A; = S; y consideremos A = [] A4;. Entonces,A =

iel
[T A €]l F, luegosi [[F: < [IGi, tenemos que [[ A; € [[G; y por tanto A; € G;. De lo
i€l iel iel iel iel iel
cual se sigue que si [[ F; < [] G, entonces F; < G; para cada i € I. [ |
i€l iel

En la siguiente afirmacién probamos el andlogo de la afirmacién (77).
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Lema 1.2.8. Sea {S;}ic; una coleccion no vacia de conjuntos no vacios.
Si {§, = [[ F,, }rer una coleccién de elementos de Fil*(]] S;) entonces: \/ §, existe si, y

iel iel ver
solo si, para cada i € I, |J F,, es una sub-base para un filtro sobre S;. En tal caso
vel
\/ Sy = \/(H}—L) = H(\/ Fo)-
vyel’ vel' el el vyel’
Demostracion.

Sea {§, = [[ F», }yer una coleccién de elementos de Fil*([] S;). Obsérvese que si existen
iel iel
7,7" € T tales que para algin [] F,, € [[ F,, y para algtn [[ F\, € []F,, se tiene que
i€l i€l iel i€l
(IT F,) N (IT F) = 0 entonces (por el mismo argumento expuesto en la seccién anterior
iel il
para Fil(S)), se tiene que \/ §, = V ([[ F,,) en Fil*(]] S;), no existe.
~er ~yer iel il
Por otro lado, nétese que para cada v,7 € I' y para cada [[ F,, € [[F,, y para cada
i€l icl
[1 Fy € [1F,, se tiene que (I] F,) N (]] F) # 0 si, y s6lo si, para cada v,7" € T y para
iel iel iel i€l
cada F,, € F,, y para cada F,, € F, se tiene que F,, N F,, # () para todo ¢ € I. es decir;
para cada 7,7 € I' y para todo [[ F,, € [[ F,, y para cada [] F, € I1 F.;, se tiene que
i€l il i€l i€l
(ITI Fy) N (I] Fy) # 0 si, y s6lo si, para cadai € I, |J F,, es una sub-base para un filtro
iel i€l yer
sobre Fil(S;). En tal caso, V §, = V ([[ F) en Fil*(J] S;), existe y es el producto de
€T ~yer iel iel
los filtros (|J F,,) = V F,,. En efecto; para cada ¢ € I y para cada v € T se tiene que
vyel vel
F,. € \ F, y por tanto para cada v € I', [[F, C [I(V Fy), luego [[(V F,,) es
~er i€l i€l yer i€l yer
cota superior del conjunto {§, = [[F,, | ¥ € I'}. Ahorasi & = [[ G, € Fil*([] ;) es tal
i€l i€l il
que para cada vy € I',  §, C [] Gi, entonces para cada ¢ € [ y paracaday eI, F, CG;
iel
y por tanto cada i € I, \/ F,, C G; y por consiguiente [[(\V F,,) C [[G:i = &. Asi,
€T iel yer icl
[I(V F,,) es la menor de las cotas superiores del conjunto {§, = [[F,, | v € I'} y por
i€l ~er iel

tanto \/ §, = V (I[ F,,) existe y ademas

vyel’ vyel' el i€l ~el
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Lema 1.2.9. Sea § = [[ Fi € FiI'([[ S:). Si F' =[] F; € § entonces

iel i€l i€l
T F =T]F.
iel icl
Demostracion.
Si A = [[A € (][ Fi), entonces [[ F; € [ Ai, luego F; C A; para cada i € [ y por
iel icl icl icl
tanto A; € (F;) para cada i € I. Por otra parte, como [[ F; € §, entonces F; = S; salvo

iel
para un numero finito de indices, luego del hecho que F; C A; para cada ¢ € I, se sigue

que A; = S; salvo para un numero finito de indices, y A; € (F;) para cada i € I. Asi,

A=T[A e [[(F).

icl icl
La otra inclusién es inmediata, pues si A = [[ A; € [[(F;), entonces A; € (F;) para cada
iel icl
i € I, y por consiguiente F; C A; para cada i € I. Luego [[F; € [[A;i = A y por
i€l icl
consiguiente A € ([ F3). [
il

De la (afirmacién ?7?) se ve facilmente (en realidad es exactamente la misma prueba) que
si [[F € Fil*(]] S;), entonces

[I7 =V I TIF e ]]7

iel iel iel iel
Es decir; El conjunto de los filtros producto principales es V- denso en Fil*(]] S;).
iel
En el capitulo 3 usaremos lo expuesto en esta seccion para estudiar la estructura de un
subconjunto de filtros en S° =[] S.
s



|
Capitulo

PRETOPOLOGIAS

La nociéon de pretopologia sobre un conjunto S se introduce como una funcién
p: P(S) — P(S) que satisface ciertas propiedades. Al par (S,p) se le da el nombre de
espacio pretopoldgico.

Dicho concepto ha sido estudiado ampliamente por Choquet, quien en primera instancia
les da el nombre de Vp espacios, y posteriormente introduce estos espacios a partir de
cierta coleccién de filtros de vecindades (ver [?]), y por Cech, quien a las pretopologias
sobre un conjunto S, les dan el nombre de operacién de clausura para S, y a los espacios

pretopoldgicos les dan el nombre de espacios clausura(ver [?]).

En este capitulo damos de manera formal el concepto de pretopologia sobre un conjunto
S, y mostramos que, al igual que las topologias, una pretopologia esta completamente
determinada por especificacién de la coleccion del filtro de vecindades de cada punto del
conjunto en cuestién, al igual que por su operacién de interior.

Gran parte de la terminologia y notacién de este capitulo es tomada de [?].

Definicion 2.1. Una topologia sobre un conjunto S es una coleccién 7 de subconjuntos

de S con las siguientes propiedades:

1. 0y S estdn en 7.
2. La union de los elementos de cualquier subcoleccion finita de 7 estd en 7.

3. La interseccion de los elementos de cualquier subcoleccion finita de 7 esta en 7.

Un conjunto S para el que se ha definido una topologia 7 se llama espacio topolégico
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Definicion 2.2. si S es un conjunto, una base para una topologia sobre S es una coleccion

B de subconjuntos de S (llamados elementos basicos ) tales que:

1. Para cada x € S, hay almenos un elemto bédsico B que contiene a x.

2. Si x pertenece a la interseccion de de dos elementos basicos By y By entonces existe

un elemento basico B3 que contiene a z y tal que By C By N By

Si (3 satisface estas dos condiciones, se define la topologia 7 generada por [ como sigue:
Un subconjunto U de S se dice que es abierto en S (esto es, un elemento de 7), si para cada
x € U, existe un elemento bésico B € ftalquex € By BCU.

Notese que cada elemento basico es asi mismo un elemento de 7

Definicion 2.3. Una subbase [’ para una topologia sobre S es una coleccién de
subconjuntos de S cuya unién es igual a S. La topologia generada por la subbase ('

se define como la colecciéon 7 de todas las uniones de intersecciones finitas de elementos de
ﬁ/
Definicion 2.4. Un subconjunto A de un espacio topolédgico S se dice que es cerrado si

el conjunto S ~\ A es abierto.

Definicion 2.5. Dado un subconjunto A de un espacio topolégico S, el interior de S se
define como la unién de todos los subconjuntos abiertos contenidos en A, y la clausura
de A se define como la interseccién de todos los conjuntos cerrados que contienen a A. El
interior de A se denota Int A y la clausura de A se denota mediante Cl A o por A.

Obviamente, Int A es un conjunto abierto y A es un conjunto cerrado, mas aun,

Int ACACA

Si A es abierto, A = Int A, mientras que, si A es cerrado, A = A

Definicion 2.6. Una pretopologia o un operador pretopoldgico sobre un conjunto S es una
funcién p : P(S) — P(S) que cumple las siguientes propiedades:

(K1) p(@) = 0.

(K2) A C p(A) para cada A C S.

(K3) p(AU B) = p(A) Up(B) para cada A, B C S
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El par (S, p) es llamado un espacio pretopoldgico y el conjunto p(A) es llamado la clausura

de A en (S,p).
Si ademads de las propiedades (K1), (K2)y (K3), p satisface la propiedad

(K4) p(p(A)) = p(A) paracada AC S

entonces p es una topologia sobre S o un operador topoldgico de clausura de Kuratowski,

y el par (S, p) es llamado un espacio topoldgico.

La definicién anterior es tomada de [?], aunque alli le piden a una pretopologia (ademds de
las tres condiciones de la definicién anterior) que sea monétona, lo cual es una consecuencia

de la propiedad (K2) tal y como probaremos a continuacion.

Lema 2.1. Sea S un conjunto no vacio. Si p : P(S) — P(S) es una pretopologia sobre S

entonces, para cada A, B C S tales que A C B se tiene que p(A) C p(B).

Demostracion.

Sean A, B C S tales que A C B. Veamos que p(A4) C p(B).

Puesto que A C B, B = AU B luego p(B) = p(A U B), pero por ser p una pretopologia
sobre S de la propiedad (K3) tenemos que p(A U B) = p(A) U p(B) y por tanto
p(B) = p(A) Up(B) lo cual implica que p(A) C p(B). |

Nota 2.1. Si p es un operador topolégico de clausura, existe una unica topologia 7, para la
cual la adherencia o clausura de cada A C S es exactamente la imagen de A segin p. esta
topologia esta determinada por 7, := {4 C S | p(A°) = A°}.

Reciprocamente, dada una topologia 7 sobre S existe un unico operador topoldgico de
clausura p., para el cual 7, = 7 este operador estd definido por p,(A) = adh,(A) para cada
ACS.

Por lo tanto, para un operador p que satisface (K1),(K2),(K3) y (K4) los términos
operador topoldgico de clausura y topologia, se pueden intercambiar sin lugar a ambigiiedad.

Probaremos estos hechos al final de esta seccion.

De la definicién anterior, podemos observar que una pretopologia se obtiene reduciendo el
conjunto de axiomas de un operador topoldgico de clausura de Kuratowski, y por tanto toda
topologia sobre un conjunto S, es una pretopologia sobre S. A continuacién, proporcionamos

dos ejemplos de pretopologias sobre un conjunto S, que no son topologias sobre S.

Ejemplo 2.1. Sea (S, <) un conjunto bien ordenado y sea p : P(S) — P(S) definido por
p(A) =AUu{ye S| (Fz e A)(x—< y)} para cada A C S. Entonces p es una pretopologia
sobre S. Ademas, si S tiene por lo menos tres elementos p no es una topologia sobre S.
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En primer lugar, veamos que p es una pretopologia sobre S.

De la definicién de p, es claro que p(f) = 0 y que A C p(A) para cada A C S, con lo
cual s6lo falta probar que para cada A, B C S se tiene que p(AU B) = p(A) U p(B) : sean
A, B C S, entonces

p(AUB)=(AUuB)U{ye S|z AUB)(x —<y)}
=(AuB)U{yeS|[BreA)(z—<y)] Vv [Fze B)(z—<y)}
=(AuB)U{ye S| (FzecA)(z—<y}tu{yeS|FzeB)(z—<y)}
=(AU{yeS|Fred)(r—<yHUBU{ye S| (FzeB)(x—<y)})
= p(A) Up(B).

(nétese que la segunda igualdad se tiene puesto que el cuantificador existencial distribuye
con respecto a la disyuncion ).

Asi, p es una pretopologia sobre S. Ahora veamos que si S tiene por lo menos tres elementos,
p no es una topologia sobre S.

Supongamos que |S| > 3. Como (5, <) es un conjunto bien ordenado, S tiene un primer
elemento x;. Sea A el conjunto unitario formado por el primer elemento de S, es decir;
A = {x1}. Nuevamente, puesto que S es bien ordenado y |S| > 3, el conjunto
Ay = {x € S| 1 < x} es no vacio y por tanto, por el principio del buen orden, tiene
un primer elemento x,. Luego tenemos que x; < xo y que si x € S es tal que = # x5 y
x1 < x, entonces x € A; y ademds xy < x (pues xo es el primer elemento de A;), y por
tanto 1 —< z5. Asi, p(A) = {x1, z2}. Nuevamente, por ser S un conjunto bien ordenado
con mas de dos elementos, el conjunto Ay := {z € S | 2 < x} es no vacio y por tanto tiene
un primer elemento z3 el cual cubre a zy. Asi, p({z1,22}) = {x1, 22, 2z3}. Luego tenemos
que

p(p(A)) = p({z1, 22}) = {21, T2, 3} # {21, 12} = p(A).

Por consiguiente, si |S| > 3, existe A C S tal que p(p(A)) # p(A) y por tanto p no es una
topologia sobre S.

El siguiente ejemplo nos sera de gran utilidad en el siguiente capitulo para describir la

estructura del reticulo de las pretopologias.

Ejemplo 2.2. Sean S un conjunto con por lo menos dos elementos y a y s dos puntos
distintos de S. Entonces, la funcién p : P(S) — P(S) definida por:

0 si A=0,
p(A) =9 S~ {s} si A={a},
S si A#{aly A#0
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es una pretopologia sobre S. En efecto; es claro que p(f)) = 0 y que A C p(A) (pues si
A = {a} entonces p(A) = S\ {s}, luego A C p(A) ya que a # sy si A # {a} entonces
p(A) = Sy, claramente A C S ), con lo cual sélo falta ver que p(A U B) = p(A) U p(B)
para cada A, B C S.

Sean A, B C S. Veamos que p(AU B) = p(A) Up(B).

Podemos asumir que A # () # B, pues si B = (), entonces AU B = A y por tanto

p(A U B) = pA) = pA4 ud = pA U pB), con lo cual
p(AU B) = p(A) Up(B). El caso en que A = () es andlogo al anterior.
Ahora, si A U B = {a} entonces A = B = {a}, por lo tanto

P(AUB) = S~ {sp = (SN {sh) U(S~{s}) = p(A)Up(B). Y si AUB # {a},
entonces A # {a}, o B # {a}, de lo cual se tiene que p(A) Up(B) = S. Por otro lado,
p(AUB) =5 (pues AU B # {a}). Luego p(AU B) = p(A) U p(B).
Asi, p es una pretopologia sobre S. Por otra parte, ndtese que
p(p({a})) = p(S ~ {s}) = S # 5~ {s} = p({a}). Es decir; ndtese que
p(p({a})) # p({a}) y por tanto p no es una topologia sobre S.

Definicion 2.7. Sean S un conjunto no vacio y p una pretopologia sobre S. Definimos el
operador de interior (asociado a p) denotado por int, como la funciéon de P(S) en P(S5)
definida por

int,(A) =S~ p(S~A), paracada ACS.

El conjunto int,(A) es llamado el interior de A en el espacio pretopoldgico (S, p).

De la definicién anterior tenemos que para cada A C S, int,(A) = (p(A°))°. Ademds, es
claro que la operacién de interior (o el operador de interior) estd determinado de manera
Unica por la pretopologia p.

Ejemplo 2.3. Para la pretopologia p del ejemplo (?7) se tiene que int, es la funcién definida

por:

S st A=S,
int,(A) =< {s} siA=S5~{a},
0 si AZS y A#S~{a}.

En efecto; si A = S entonces int,(A) =S~ p(SNA)=5S~p(S\S)=5S~0=5.

Si A =S5~ {a} entonces int,(A) = S~ p(S ~\ A), pero

p(SNA) =p(S~(S~{a}) =p{a}) = S~ {s}, luego int,(A) = S~ (S~ {s}) ={s}y
por tanto int,(A) = {s}.

Y si A # S~ {a}, entonces S\ A # {a} y p(S~ A) =8, luego int,(A) =SS =0.



Pretopologias 24

Lema 2.2. Sean S un conjunto no vacio y p una pretopologia sobre S. Entonces el operador

de interior int, satisface las siguientes propiedades:

(i1) int,(S) =9
(i2) Para cada A C S, int,(A) C A

(i3) Para cada A, B C S, int,(AN B) =int,(A) Nint,(B).

La demostracién de la afirmacién anterior se sigue facilmente de la definicién de interior

utilizando leyes De morgan y los axiomas de la definicién de pretopologia.

Observacion 2.1. Obsérvese ademas que, al igual que las pretopologias, el operador de
interior es monotono, pues si A, B C S tales que A C B, entonces S~ B C S~ Ay por la
afirmacion (?7) se tiene que p(S ~\ B) C p(S \ A), luego (S \p(S~\ A)) C (S~ p(S~\ B)),
es decir; int,(A) C int,(B).

De la definicion de interior y la siguiente afirmacién, se sigue que al igual que las topologias,

una pretopologia estda completamente determinada por su operacién de interior.

Lema 2.3. Sea S un conjunto no vacio. Siint : P(S) — P(S) es una funcién que satisface
las tres propiedades de la afirmacién anterior, es decir; si int : P(S) — P(S) es una

funcion que satisface:

(i1) int(S) =9
(i2) Para cada A C S, int(A) C A
(i3) Para cada A, B C S, int(AN B) = int(A) Nint(B),

entonces, existe una unica pretopologia p sobre S para la cual int,(A) = int(A) para cada
ACS.

Demostracion.

Supongamos que la funcién int satisfaces las tres condiciones mencionadas y definamos

p: P(S) — P(S) mediante
p(A) := S N int(S N A) paracada ACS. (%)

Veamos que p es una pretopologia sobre S.
1) p(0) =S ~int(S\0) =S~ int(S)=5S~5=0.

2) Sea A C S. Veamos que A C p(A). Puesto que por hipdtesis int(S ~ A) C (S \ A)
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entonces, A C S~ int(S \ A), es decir; A C p(A).

3) Sean A, B C S. Veamos que p(AU B) = p(A) U p(B). De la definicién de p tenemos
que p(AUB) =S~ int(S~ (AUB)) =S~ int((S~A) N (S~ B))y como por hipdtesis
int((S ~ A N (S ~ B)) = int(S ~ A) N int(S ~ B) entonces
SNint((SNA)N(S\B)) = S\ (int(SNA)Nint(S\B)) = (S\int(SNA)U(S\int(S\B)),
luego p(AU B) = (S ~int(S ~ A)) U (S~ mnt(S\ B)) =p(A) Up(B).

Luego de 1),2) y 3) se sigue que p es una pretopologia sobre S.

Ahora veamos que para cada A C S, int,(A) = int(A).

Sea A C S. De la definicién (??) se tiene que int,(A) = S ~ p(S ~ A). Ahora, como
por (x) p(S~A) = 9~ int(S~ (S~ A)) entonces p(S ~\ A) = S N int(A) y por tanto
SN p(S~A)=int(A). Es decir; int,(A) = int(A).

Para ver que p es la tnica pretopologia sobre S para la cual int,(A) = int(A) para cada
A C S, supongamos que ¢ es una pretopologia sobre S para la cual int,(A) coincide con
int(A) para cada A C S. Veamos que p = q.

Sea A C S. Veamos que p(A) = g(A). Puesto que para cada subconjunto de S los conjuntos
interiores en los espacios pretopoldgicos (S,p) v (S,q) coinciden con su imagen segin
la funcién int, entonces int,(S ~ A) = int(S N\ A) y int,(S N A) = int(S \ A), luego
int,(S N A) =int, (S~ A), es decir; SN\ p(SN(SNA))=5~q(S~(S\A))y por tanto
p(A) =q(A). Asip=gq. u

A continuacién, definimos lo que es de esperarse sean los conjuntos abiertos y los conjuntos
cerrados en un espacio pretopoldgico. Dichos conceptos se definen exactamente de la misma

forma que se hace para un espacio topolégico.

Definicion 2.8. Sean (S, p) un espacio pretopologico y A C S. Decimos que A es abierto
en (S,p) si A coincide con su interior, es decir; si A = int,(A). Decimos que A es cerrado

en (S, p) si A coincide con su clausura, es decir; si A = p(A).

Nétese que también en un espacio pretopoldgico (S, p), un subconjunto A de S es abierto

si, y solo si, su complemento S ~\ A es cerrado. En efecto;

A es abierto en (S,p) & A =int,(A)
& A=5~p(S\A) (definicién de int,(A))
S SNA=p(S\A

< SN A es cerrado en (S, p).

De la definicién de pretopologia se sigue que la clausura de un conjunto no necesariamente es

cerrada. De igual forma se tiene que el interior de un conjunto en un espacio pretopoldgico,
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a diferencia que en un espacio topoldgico, no necesariamente es abierto tal y como lo ilustra

el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4. Sea (S,p) el espacio pretopologico del ejemplo (?77) y sea
A = S~ {a}. Del ejemplo (??) se tiene que int,(A) = {s} y que int,({s}) = 0. Por tanto
int,(int,(A)) = int,({s}) = 0 # {s} = int,(A). Es decir, int,(int,(A)) # int,(A) y por
tanto int,(A) no es abierto en (5, p).

Lo expuesto anteriormente sugiere la siguiente afirmacién:

Lema 2.4. Sean S un conjunto no vacio y p una pretopologia sobre S. Entonces: p es una
topologia sobre S si, y s6lo si, para cada A C S int,(int,(A)) = int,(A). Es decir; p es una

topologia sobre S si, y sélo si, el operador de interior int, es idempotente.

Demostracion.

Sean S un conjunto no vacio y p una pretopologia sobre S. De la definicién (??) tenemos que
p es una topologia sobre S si, y sélo si, p es idempotente, es decir; p es una topologia sobre
S si, y sélo si, p(p(A)) = p(A) para cada A C S. Sea A C S. Veamos que int,(int,(A)) =

int,(A). Tenemos que

int,(int,(A)) = S~ p(S \ int,(A)) (definicién de int,)
= S\p(SN[SN\p(S~\A) (definicién de int,)
= S~ p(p(S~ A))
=S~\p(S\A) (p es idempotente)
= int,(A) (definicién de int,)

Por tanto, si p es una topologia sobre S, para cada A C S, int,(int,(A)) = int,(A).
Reciprocamente, veamos que si para cada A C S, int,(int,(A)) = int,(A), entonces p es
una topologia sobre S. En primer lugar nétese que

SNint,(SNA) =S N[SNp(SN(SNA))] =p(A). Sea A C Sy supongamos que int, es

idempotente. Entonces:

PP(A)) = § N inty(S ~ p(A))
= S ~int,(S N [S N int,(S N A)]) (p(A) = S N int,(S N A))
= S ~int,(int,(S N A))
= S ~int,(S N A) (int, es idempotente)

= p(A)

!Una funcién ¢ : X — X es idempotente si ¢(¢(z)) = ¢(z) para cada z € X.
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Por tanto, si el operador de interior int, es idempotente entonces p es una topologia sobre
S, es decir; si para cada A C S, int,(int,(A)) = int,(A), entonces p es una topologia sobre
S. [ |

De los lemas 77 y 7?7 se tiene inmediatamente el siguiente corolario el cual es un resultado
bien conocido en topologia general (véase por ejemplo [?], pag. 27).
Corolario 2.1. Sea S un conjunto no vacio. Si int : P(S) — P(S) es una funcién que

satisface:

(i1) int(S) =S
(i2) Para cada A C S, int(A) C A
(i3) Para cada A, B C S, int(AN B) =int(A) Nint(B),

(i4) Para cada A C S, int(int(A)) = int(A),

entonces, existe una unica topologia p sobre S para la cual int,(A) = int(A) para cada
ACS.

Definicion 2.9. Sean (S,p) un espacio pretopolégico y x € S. Una vecindad de x en el
espacio pretopolégico (S, p), es un subconjunto A de S que contiene a x en su interior, es

decir; un subconjunto A de S es una vecindad de = en (S, p) si, y sélo si, x € int,(A).

Ejemplo 2.5. Del ejemplo anterior 7?7 se sigue que A = S \ {a} es vecindad unicamente
del punto s pues int,(A) = {s}.

Noétese ademds que A = S\ {a} no contiene ningin conjunto abierto que contenga a s, pues
si B es abierto en (S, p), es decir, si B = int,(B) y s € B C A entonces, como el operador
de interior es mondtono, se tendria que int,(B) C int,(A) = {s}, es decir, se tendria que
int,(B) = {s} y por tanto, B = {s} lo cual contradice que B es abierto, pues {s} no es
abierto ya que int,({s}) = 0.

El ejemplo anterior sirve para ilustrar que las pretopologias carecen de una de las
propiedades mas importantes de un espacio topoldgico y es que, en un espacio pretopolégico
“las vecindades de un punto no necesariamente contienen un conjunto abierto conteniendo

dicho punto”.

Lema 2.5. Sea (S, p) un espacio pretopoldgico y para cada x € S sea V,(x) la coleccién de

subconjuntos de S definida por:
Vo(a) = {AC S|z ¢ p(S~ A},

Entonces, para cada = € S, la coleccién V,(x) satisface las siguientes propiedades:
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(FV1) 2 € V para cada V € V,(x).
(FV2) Si Vi, Vi € V,(x) entonces, Vi NV, € V, ().

(FV3) SiV e V,(z) y W C S tal que V. C W entonces W € V,(z).

Demostracion.

1. Veamos que V,(z) satisface la propiedad (F'V'1). Sea V' € V,(x), por definicién de V,(x)
se tiene que = & p(S V), y como SNV C p(S V) (pues p es una pretopologia
sobre S) se sigue que x ¢ S\ V y por tanto, z € V.

2. Veamos que V,(z) satisface la propiedad (F'V2). Sean Vi,Va € V,(x). Veamos que
VinVy € V,(x).
Puesto que Vi,Vo € V,(x), entonces x ¢ p(S ~ Vi) vy o ¢ p(S \ Va), luego
x & (p(S~ V1) Up(S \ V3)). Ahora, como p es una pretopologia sobre S, se tiene
que p(S N Vi) Up(S~V3) = p((S V) U (SN Vo)) = p(S~ (Vi NVz)). Luego el
hecho que z ¢ (p(S ~ V1) Up(S \ V3)) implica que x ¢ p(S ~ (V1 NV3)) y por tanto
VinVy € V,(x).

3. Veamos que V,(z) satisface la propiedad (F'V3). Sean V € V,(x) y W C S tales que
V' C W. Veamos que W € V,(z), es decir; veamos que x ¢ p(S ~ W).
Puesto que V. C W, S~ W C S~V y como p es una pretopologia sobre S se
sigue que p(S ~ W) C p(S ~ W) (afirmacién (??)). Ahora, puesto que V' € V,(x),
¢ p(SN\V)Dp(S~\W), luego z ¢ p(S~ W) y por consiguiente W € V,(z). ®

Observacion 2.2. Como una consecuencia inmediata de la afirmacion anterior se tiene que
para cada = € S, la coleccion V,(x) es un filtro sobre S; la propiedad (FV'1) implica que
0 ¢ V,(x) y las propiedades (F'V2) y (FV3) son precisamente las dos propiedades restantes
que se le piden a un filtro.

Notese ademas que para cada x € 5,

Vp(x) ={AC S|z ¢p(S~A)}
={ACS|zeS~p(S\A}
={ACS|zeint,(A)}
={AC S| A esvecindad de z}

de lo cual se sigue que A C S es una vecindad de x si, y sélo si, A € V,(z). Este hecho

justifica la siguiente definicién:
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Definicion 2.10. En un espacio pretopoldgico (S, p) para cada x € S, la coleccién V,(z)

es llamada el filtro de vecindades de z.

De la definiciéon de V,(z) (dada en la afirmacién (??)) se sigue que para cada x € S, el
filtro de vecindades de z, V,(x) es determinado de manera tinica por la pretopologia p. A
continuacién, veremos que este ultimo también (al igual que el interior) determina de manera
tnica una pretopologia, pero antes probaremos la siguiente afirmacién que caracteriza (al
igual que en topologia) la clausura de un conjunto en un espacio pretopolégico a partir de
los filtros de vecindades.

Proposicion 2.1. Sean S un conjunto no vacio, p una pretopologia sobre S, A C Sy
x € S. Entonces: x € p(A) si, y sélo si, para cada V € V,(z), VN A # (). Es decir, en
un espacio pretopoldgico, un punto esta en la clausura de un conjunto si toda vecindad del

punto interseca al conjunto.

Demostracion.

Si existe V' € V,(x) tal que VN A = 0, entonces VC S\ Ay por (FV3) se sigue que
S~ A€V, (x)y por tanto x ¢ p(S ~ (S~ A)) = p(A). Luego tenemos que si z € p(A),
entonces ANV # () para cada V € V,(z).

Reciprocamente, si * ¢ p(A) = p(S ~ (S \ A)), entonces S N~ A € V,(x), y como
(S~ A)N A =0, entonces se tiene que existe V € V,(z) (V =S5\ A) tal que VN A = 0.
Luego tenemos que si ANV # () para cada V' € V,(x), entonces = € p(A). [ |

Proposicion 2.2. Sea S un conjunto no vacio. Si para cada x € S se a asignado una
coleccién F, de subconjuntos de S que satisface las propiedades de la (afirmacién ?7?), es

decir; si para cada x € S la coleccién F, satisface que:

(FV1) x € F para cada F € F,.
(FV2) Si Fy, Fy € F, entonces, Fy N Fy € F,.
(FV3) Si F e F, y W C S tal que F' C W entonces W € F,,
entonces existe una unica pretopologia p sobre S para la cual el filtro de vecindades de cada

x €S, V,(x) coincide con la coleccién F,; es decir; existe una tnica pretopologia p sobre
S para la cual V,(z) = F, para cada z € S.

Demostracion.
Supongamos que para cada z € S la coleccién F, satisface (FV1),(FV2)y (FV3)y
definamos p : P(S) — P(S) mediante

p(A):={x €S| paracada FF € F,, FNA#0} paracada ACS. (xx)
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Veamos que p es una pretopologia sobre S.

De la definicién de p ((*x)) se sigue que p(@) = 0, y que A C p(A) para cada A C S
(six € A, puesto que la coleccién F, satisface (F'V'1), para cada F € F,, = € F'y por
tanto para cada F € F,, © € FNA# (), asi x € p(A)), con lo cual solo falta probar que
para cada A, B C S, p(AUB) =p(A)Up(B).

Sean A, B C S. Veamos que p(AU B) = p(A) Up(B). Si x ¢ p(AU B), de la
definicién de p ((xx)), se tiene que existe F' € F, tal que (AU B) N F = (), luego
(AUB)NF=(ANF)U(BNF)=0yportanto ANF =0y BNF =0. Asi, x ¢ p(A) y
x ¢ p(B) y por consiguiente x ¢ p(A)Up(B). De lo cual tenemos que p(A)Up(B) C p(AUB).
Reciprocamente, si x ¢ p(A) Up(B), entonces = ¢ p(A) y x ¢ p(B), luego de (xx) se sigue
que existen Fy, Fy € F, tales que FyNA =0y F, N B = (). Ahora, puesto que F, satisface
(FV2)y [y, Fy € F,, FiNFEy, € F, y ademas

(FINF)N(AUB) = (FiNF)NA)U((FiNEF)NB) = ((FINANF)U((F,NB)NEFy) = 0.

Luego, existe F' € F, (F = FiNF) tal que FN(AUB) =0 y por tanto x ¢ p(AU B). De
lo cual tenemos que p(A U B) C p(A) U p(B).

Asi, p es una pretopologia sobre S.

Ahora veamos que para cada z € S, V,(z) = F,.

Sea z € S. Si V. € V,(z), entonces de la definicién de V,(x) (lema ??) se tiene que z= ¢
p(S\V), luego de la definicién de p ((*x)) se sigue que existe F' € F, tal que (S\V)NF = (),
luego F' C V, y por tanto V € F, (pues F, satisface (F'V'3)). Reciprocamente, si F' € F,,
de (xx) se sigue que = ¢ p(S N F) (pues (S~ F)NF =0), y por la definicién de V,(z) se
sigue que F' € V,(z). Asi V,(z) = F..

Para concluir la prueba, veamos que p es la tnica pretopologia sobre S para la cual V,(x) =
F, para cada x € S.

Sea ¢ una pretopologia sobre S para la cual V,(x) = F, para cada x € S. Veamos que
p = q, es decir; veamos que para cada A C S, p(A) = ¢(A). Puesto que para cada
x e S, V(x)=F, =V, (x), entonces V,(r) = V,(x) para cada x € S. Ahora, si A C S,
entonces:

z € p(A) & para cada V € V,(z), VNA# (lema ?7)
& paracada V eV (z), VNA#D (Vy(z) =V,(z) para cada = € 5)
& e q(A) (lema ?7?)

Luego p = ¢q y por tanto p es la unica pretopologia sobre S para la cual V,(z) = F, para
cada x € S. [ |
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De lo expuesto anteriormente tenemos que una pretopologia sobre un conjunto S
estd completamente determinada por especificacion del filtro de vecindades de cada x € S.
Algunos autores (por ejemplo [?],[?] v [?]) dan la definicién de pretopologia a partir de la
coleccién de los filtros (o de una base para estos) de vecindades de cada punto del conjunto

en cuestion.

La siguiente proposicién nos proporciona una forma 1til de decidir si una pretopologia es o

no, una topologia a partir de la coleccion de filtros de vecindades.

Proposicion 2.3. Sean S un conjunto no vacio y p una pretopologia sobre S. Entonces, p
es una topologia sobre S si, y sdlo si, para cada x € S, el filtro de vecindades de x, V,(x)
satisface (ademds de (F'V1), (FV2)y (FV3)) la propiedad :

(FV4) Para cada V' € V,(x), existe V' € V,(z) tal que para cada y € V' se tiene que
Ve V(y).

Demostracion.

Sean S un conjunto no vacio, x,y € Sy supongamos que p es una topologia sobre S. Veamos
que para cada V' € V,(x), existe V' € V,(x) tal que para cada y € V' se tiene que V' € V,(y).
Sea V € V,(x) y tomemos V' = int, (V). Como V € V,(x), tenemos que V' es una vecindad
de z (observacién (77?)), luego = € int,(V) y como p es una topologia sobre X, de la
afirmacion (77?) se tiene que int,(int,(V)) = int,(V) y por tanto, x € int,(int,(V)), es
decir; int,(V) es una vecindad de z (definicién (??)) y por consiguiente int,(V) € V,(z)
(nuevamente de la observacion (?7)). Ahora, si y € int,(V') se tiene que V' es una vecindad
de y y por consiguiente V' € V,(y).

Ast, si Ve Vy(z), existe V! € V,(z) (V' = int,(V)) tal que para cada y € V’,
V eVp(y).

Reciprocamente, supongamos que para cada x € S, el filtro de vecindades V,(x) satisface la
propiedad (F'V4) y veamos que p es una topologia sobre S, es decir; veamos que para cada
ACS, p(p(A)) =p(A).

Sea A C S, puesto que, por ser p una pretopologia sobre S se tiene que p(A) C p(p(A4)),
es suficiente probar que p(p(A)) C p(A). Sean = € p(p(A)) y V € V,(x). Veamos que
V' N A0, lo cual, por la proposicién (?7), es equivalente a que = € p(A).

Puesto que V' € V,(z), por hipdtesis se tiene que existe V' € V,(z) tal que para cada
ye V', VeV,(y). Ahora como x € p(p(A)) y V' € V,(x), de la proposicién (??) se sigue
que V' N p(A) # 0, luego existe y € S tal que y € V' y y € p(A). Puesto que y € p(A)
(nuevamente de la proposicién (?77?)), se tiene que para cada W € V,(y), WNA #0,y
comoy € V'y V € V,(y) para cada y € V', entonces VN A # () y asi, z € p(A). De lo cual
concluimos que p(p(A)) C p(A) y por tanto p(p(A)) = p(A). |
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Usaremos este hecho al final del siguiente capitulo para probar que los co-atomos en el

reticulo de las pretopologias son topologias.

Como una consecuencia de las proposiciones (??) y (??) tenemos el siguiente corolario, el
cual, también es un resultado bastante conocido en topologia general (véase por ejemplo
(7], pag. 31).

Corolario 2.2. Sea S un conjunto no vacio. Si para cada x € S se a asignado una coleccion

F. de subconjuntos de S que satisface:

(FV1) x € F para cada F € F,.
(FV2) Si Fy, Fy € F, entonces, F1 N Fy € F,.
(FV3) Si F e F, y W C S tal que FFC W entonces W € F,,

(FV4) Para cada F' € F,, existe F' € F, tal que para cada y € F’ se tiene que F' € F,

entonces existe una unica topologia p sobre S para la cual el filtro de vecindades de cada
x €8, V,(z) coincide con la coleccién F,; es decir; existe una tnica topologia p sobre S
para la cual V,(z) = F, para cada x € S.

Definicion 2.11. sea S un conjunto no vacio y denotemos por Pretop(S) al conjunto de
todas las pretopologias sobre S. Definimos en Pretop(S) la relacién: dadas p, ¢ € Pretop(.S),
decimos que p < ¢ si, y s6lo si, g(A) C p(A) para cada A C S.

Es claro que (Pretop(S), <) es un conjunto parcialmente ordenado. En el siguiente capitulo,
utilizando producto de filtros, probamos que Pretop(S) con este orden es un reticulo
completo.

La siguiente afirmacién nos sera de gran utilidad para estudiar la estructura de
(Pretop(S), <).

Lema 2.6. Sean p, q € Pretop(S). Entonces: p < ¢ si, y sélo si, V,(z) C V,(x) para cada
xes.

Demostracion.

Sean p, q € Pretop(S), z € Sy supongamos que p < ¢. Veamos que V,(z) C V,(x).

Sea A € V,(x). Puesto que p < ¢, se tiene que g(S~\A) C p(S\A) y puesto que z ¢ p(S\A)
(pues A € V,(x)), entonces = ¢ q(S \ A) y por tanto A € V,(z). Asi, tenemos que si p < g,
para cada z € S V,(x) C V,(x).

Reciprocamente, supongamos que para cada € S, V,(z) C V,(z) y veamos que p < ¢, es
decir; supongamos que para cada x € S, V,(z) C V,(x) y veamos que g(A) C p(A) para
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cada A C S.

Sea A C S. Six ¢ p(A) de la afirmacién (??) se sigue que existe V' € V,(z) tal que
VNA=10,y puesto que V,(z) C V,(x) para cada x € S, entonces V € V,(z) y por tanto,
existe V € V,(z) tal que VN A = 0 lo cual (nuevamente por la afirmacién (??)) implica
que = ¢ q(A). Luego si x ¢ p(A), entonces = ¢ q(A) y por consiguiente g(A) C p(A). Asi,
tenemos que si para cada z € S, V,(x) C V,(x) entonces p < gq. [

Para concluir esta seccién, probaremos lo expuesto en la nota (77).
Sea K := {p € Pretop(S) | p(p(A)) = p(A) para cada A C S}, es decir; K es el conjunto de
todas las topologias (en el sentido de la definicién (??)) sobre S, y sea Top(S) el conjunto

de todas las topologias ( en el sentido de la definicién “conjuntista” ) sobre S.

Proposicion 2.4.

1. Sea p € K. Si 7, es la coleccién dada por
7, ={ACS|pA)=AF={AC S| A=int,(A)},
entonces 7, € Top(S).

2. Sea 7 € Top(S). Si p, : P(S) — P(S) es la funcién definida por p,(A) := adh.(A)
para cada A C S, entonces p, € K (adh,(A) denota la adherencia o clausura de A

segin la topologia 7).

Demostracion.

1. Veamos que 7, = {A C S| A =1int,(A)} € Top(S).
(1) De (i1) y (i2) de la afirmacién (??) se sigue que S = iint,(S) y que
() = int,(0) respectivamente. Luego 0, S € 7,.
(2) Sean A, B € 7,. Veamos que AN B € 7,
Como A,B € 7,, se tiene que A = int,(A) y B = int,(B), luego por (i3) de
la afirmacién (?7?) se sigue que int,(A) N int,(B) = int,(A N B) y por tanto
AN B =int,(AN B), es decir; AN B € 7,.

(3) Sea {A,},er una coleccién de elementos de 7,. Veamos que |J A, € 7,.
vel

De (i3) de la afirmacién (??) se tiene que int,(|J 4,) € U A,. Ahora, como para
vyel’ yerl
caday € I', A, C J A, y puesto que int, es mondtona, se tiene que para cada
vyel’
vyel, int,(A,) Cint,(|J A,) y por consiguiente (J int,(A,) C int,(|J A,). Por
yer vyer vyer
otro lado, como para caday € I', A, € 7, entonces A, = int,(A,) para cada v € I',

y por tanto |J int,(A,) = U A,.
yel vyel’
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Asi, tenemos que |J A, = U int,(4,) < int,(J A4,), v por consiguiente
vyel vyel yerl

U A, =int,(J A,). Es decir; U A, € 7.

yerl vyel vyel’

Luego de (1), (2) v (3) se tiene que 7, € Top(S).

2. Si 1 € Top(S), de las propiedades de la adherencia de un conjunto en (S, 7) se sigue
que p, satisface las condiciones (K1), (K2), (K3)y (K4) de la definicién (??), es decir
pr € K. [ |

Proposicion 2.5. Sea F : (K,<) — (Top(S),C) la funcién definida por
F(p) =7={AC S |int,(A) = A} para cada p € K, y sea G : (Top(S5),C) — (K, <)
la funcién definida por G(7) = p, : P(S) — P(S) para cada 7 € Top(S), donde
p-(A) = adh.(A) para cada A C S. Entonces:

1. F'y G son mondétonas.

2. (FoG)(1) =7 para cada 7 € Top(S) y (G o F)(p) = p para cada p € K.

Demostracion.

1. Sean 7,7" € Top(5) tales que 7 C 7'. Veamos que p, < p,/, es decir; veamos que para
cada AC S, p~(A4) Cp.(A).
Si x ¢ p(A) = adh.(A), existe un O € 7 tal que x € O y ON A = (). Ahora, como
OerTCryxeO,yONA =10, entonces x ¢ adh, (A) = p.(A). Luego si z ¢ p,(A),
se tiene que x ¢ p(A) y por tanto p(A) C p;(A). De lo anterior concluimos que
pr < pr ¥ por tanto, G es monotona.
Ahora veamos que F' es monétona. Sean p, ¢ € K tales que p < ¢. Veamos que 7, C 7.
Sea A € 1, entonces A = int,(A) = S\ p(S~\A)y como p < ¢, entonces ¢(S~\ A) C
p(S N A), luego S\ p(SNA) CTS\q(S~\A) =int,(A). Asi, A =int,(A) C int,(A)
y como int,(A) C A (afirmacién (??)), se sigue que A = int,(A) y por tanto A € 7,.
Asi, tenemos que si p < g entonces F(p) = 7, C 7, = F(q) y por consiguiente F' es

mondtona.

2. Sea 7 € Top(S). Veamos que F(G(7)) = 7, es decir; veamos que
T, ={ACS |int, (A) = A} =T

Si A € 7, entonces S \ A es cerrado en (5, 7), luego adh.(S ~ A) = S\ A, es decir;
pr(SNA) =89 NA luego A =5 ~\p (SN A) =int, (A) y por tanto A € 7, . Por
consigulente 7 C 7, .

Reciprocamente, si A € 7, , entonces A = int, (A) = S~ p.(S \ A), es decir;
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SNA=p,(S~NA) =adh (S~ A)y por tanto S\ A es cerrado en (5,7), o lo que

es igual, A € 7. Asi, 7,, C 7 y por consiguiente, 7, = T.

Ahora, sea p € K. Veamos que G(F(p)) = p, es decir; veamos que
pr,(A) = adh, (A) = p(A) para cada A C S.

Sean A C S, z € p,(A) =adh, (A) yV € Vy(x). Veamos que VN A # (), con lo
cual se tiene (proposicién (?7?)) que x € p(A).

Como V' € V,(x), entonces x € int,(V) y puesto que p es una topologia sobre S, de
la afirmacién (?7?) se tiene que int, (V') = int,(int,(V) y por tanto int,(V) € 7,. Por
otro lado, como z € adh,,(A), entonces int,(V) N A # 0, y puesto que int,(V) C V
se tiene que V N A # 0. Asi, x € p(A). De lo anterior tenemos que p, (A) C p(A).

Reciprocamente, sean A C S, xz € p(A) y O € 7, tal que z € O. Veamos que
ONA#0, con lo cual se tiene que = € adh,, (A) = p,,(A).

Como O € T, entonces O = int,(0), y como = € O entonces x € int,(O) y por tanto
O € V,(x), luego de la proposicién (??) se sigue que ANO # 0, y asi, x € adh,, (A),
es decir; x € p,,(A). De lo anterior tenemos que p(A) C p,,(A) y por consiguiente
Pr, = D- u

De lo anterior y la proposicién (?7), tenemos que (K, <) y (Top(S), C) son isomorfos.
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Capitulo

EL RETICULO DE LAS
PRETOPOLOGIAS SOBRE UN
CONJUNTO ARBITRARIO S

En este Capitulo mostramos que (Pretop(S),<), el reticulo de pretopologias en el
conjunto S, es isomorfo a un subconjunto de filtros en S¥. De esto, deducimos que
(Pretop(S), <) es un reticulo completo, atémico, co-atémico, modular, distributivo, y
compactamente generado. Ademéds, veremos que (Pretop(S),<) es co-compactamente
generado, infinitamente distributivo y complementado (en cuyo caso es unicamente
complementado) s6lo en el caso trivial en que S es finito. También mostramos que los

co-atomos en Pretop(S) son topologias sobre S.

En lo que sigue de este escrito, asumimos que S es un conjunto no vacio dado y que

Pretop(.S) esta ordenado con la relacién definida anteriormente (definicion (?7)).

3.1. El isomorfismo ¢

En esta seccién mostramos que (Pretop(S), <) es isomorfo a un subconjunto de filtros en

S8 =TI 5.
S

Tal y como probamos en la seccién anterior, una pretopologia p sobre un conjunto S es
completamente determinado por una especificacién del filtro de vecindades V,(z) de cada

x en S. Estos filtros de vecindades satisfacen necesariamente que V,(z) C (z), donde (z) es
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el ultrafiltro principal generado por {z}; pues de la propiedad (FV'1) para V,(z), se tiene
que si A € V,(x), =z € A,y por tanto A € (z).

Definicion 3.1.1. Para cada x en S, sea F(z) el subconjunto de Fil(S) definido por

F(z):={F e Fil(S) | F C (z)}

y sea I el subconjunto de Fil*(]]S) definido por
S

F = {H]—} | .. € F(z) para cada = € S}.

€S

Ambos ordenados con el orden inducido de Fil(S) y Fil*([]S) respectivamente, es decir;
S
ambos ordenados por la inclusion.

recuérdese que de lo expuesto en la afirmacién (?7?), para [[ F,, [[ G. € F dados, se tiene
zesS zeS

H.E;SHQI(:).BSQ:C para cada x € S.

€S z€eS

que

Por otro lado, como F es un subconjunto de Fil*([]S), de la definicién de producto de

S
filtros (definicién ?7) se sigue que F' = [[ F, € [] F. si, y sélo si, F, € F, para cada
z€S x€S
x €Sy F, =S5 salvo para un ntmero finito de elementos de S.

Lema 3.1.1. Si p € Pretop(S), entonces [ V,(z) € F.

zeS

Demostracion.

Si p € Pretop(S), entonces (tal y como ya lo habiamos mencionado) para cada x €
S, Vy(x) C (z). Luego para cada z € S, V,(x) € F(z), y por tanto de la definicién
de F se tiene que [] V,(z) € F. [ |

zeS

En el siguiente teorema probamos que (Pretop(5), <)y (£, <) son isomorfos.

Teorema 3.1. Si ¢ : Pretop(S) — F es la funcién definida por:

o(p) == H V,(x), para cada p € Pretop(95).

z€eS

Entonces ¢ es un isomorfismo de orden de (Pretop(.S), <) en (F, <).
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Demostracion.
Del lema (?7?) se sigue que ¢ estd bien definida. Ahora, el hecho que ¢ sea una inmersién
de orden se sigue del lema (?7) y de las definiciones de los ordenes en F(x) y F. En efecto:

sean p, q € Pretop(.S). entonces

x) para cada x € S (lema (77?))

< Vy(r) < V,(z) en F(z) paracada z € S  (definicién de orden en F(x))

& H Vo(z) < | | V,(2) (definicién de orden en F)
z€es z€S

< o(p) < ¢(q) (definicién de ¢).

Luego tenemos que, dadas p,q € Pretop(S), p < q < ¢(p) < ¢(q) y por consiguiente ¢ es

una inmersion de orden.

Ahora, la sobreyectividad de ¢ se sigue de la proposicién (??), pues si § = [[ F. € F, para
z€eS
cada x € S, F, C (x) y por consiguiente para cada x € S, F, es un filtro que satisface

que x € F para cada F' € F, (pues F < () y por tanto para cada F € F, F € (z) lo cual
implica que z € F'), luego de la proposicién (?7) se tiene que existe una tinica pretopologia p
sobre S para la cual el filtro de vecindades V,(x) de cada = € S es precisamente la coleccién
F., es decir; existe una tnica pretopologia p sobre S tal que para cada z € S, V,(z) =F,

y por tanto ¢(p) = [[ Vp(z) = [[ Fr = §. Luego ¢ es sobreyectiva.
zes z€S
Asi, ¢ es un isomorfismo de orden de (Pretop(S), <) en (F, <). |

Del isomorfismo ¢, y lo expuesto en la seccién [1], tenemos que para conocer la estructura
de (Pretop(S), <) basta con estudiar la estructura de (F, <), la cual, es facil ver que

estd completamente determinada por la estructura de (F(z), <).

3.2. La estructura de (F(z), <)

Empezamos esta seccién mostrando que F(z) es un reticulo completo.

Proposicion 3.2.1. (F(x),<) es un reticulo completo.

Demostracion.

Si {F,},er es una coleccién no vacia de elementos de F(x) es claro que [ F, € Fil(5)
vel

(afirmacién (??)) y que () F, < (z) (pues () F, < F, para cada v € ' y, para cada

vel vel
vyel' F, < (x) ), es decir; en F(x) el inf de cualquier subconjunto no vacio existe, y
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puesto que F(x) tiene un elemento méximo (1 = (x)), del teorema (?7?) se sigue que F(z)

es un reticulo completo. [ |

Por otra parte, ntese que si F € F(z) se tiene que para cada F' € F, x € F (pues F C (z)
y por tanto para cada F' € F, F € (z) lo cual implica que x € F’), por consiguiente, dada
cualquier coleccion {F,},er de elementos de F(z), se tiene que para cada 7,7 € I' y para
cada F, € F, y para cada F,y € F,,, F,NF, #{ (pues para cada 7,7 € I y para cada

F, € F, y para cada F,, € F., se tiene que x € F,, N F.,), y por lo tanto \/ F, es el filtro
~yel’
generado por la subbase |J F, lema (?7?), es decir; dada cualquier coleccién {F,},er de
vyel’
elementos de F(x), se tiene que

\/]—“7:<Ufy>.

yer yer

Ademds, es claro que \/ F, € F(x) pues para cada v € I', F, < (z) y por tanto
vyel’
V F, < (@)

yer
Notese ademds que el 0 en F(z) es el filtro {S}.

El resto de las proposiciones que probaremos en esta seccién describen de manera un poco

més explicita la estructura de F(x).

Proposicion 3.2.2. (F(z),<) es atémico. Sus atomos (los cuales denotaremos por Fg;)

son precisamente los elementos de la forma (S \ {a}) = {S,S \ {a}} para un a # x.

Demostracion.

Sea a € S, a # x. Es claro que x € S~ {a} y por tanto (S \ {a}) < (z), es decir;
(S~ {a}) € F(x). Ahora, como (S \ {a}) = {S,5 \ {a}}, entonces si F € F(z) y
F < (S~ {a}) se tiene que F = {S} = (S) = 0. Asi, (S~ {a}) es un atomo de (F(x), <).
Veamos que F(x) es atémico, es decir; veamos que todo elemento en F(x) distinto de
0 = {S} contiene un atomo.

Sea F € F(z), F #0={S}. Como F # {S}, existe A € F tal que A # S, y por tanto
existea #x en SN A (puessi SNA={z}, S\{zr} =Ayasiz¢ Aluego A ¢ (x) y por
tanto A ¢ F), v (S~ {a}) < F (pues A C S~ {a} yaquea¢ A).

Del hecho que F(x) es atémico se sigue que todo dtomo en F(x) es de la forma (S ~\ {a})
para algin a # x. Pues si F,; es un atomo en F(x), F, # 0y por tanto existe a # z tal

que (S~ {a}) < Fur. Asi, For = (S N {a}). |
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Proposicion 3.2.3. (F(x),<) es co-atémico. Sus co-atomos (los cuales denotamos por
Feoat) son precisamente los elementos de la forma F = U N (x) donde U es un ultrafiltro
distinto de (x).

Demostracion.

Sea U un ultrafiltro distinto de (x). Es claro que YN (z) € F(z) puesUN{x) C (x). Veamos
que U N (z) es un co-atomo en F(x).

Sea F € F(x) tal que (z) NU < F < (x). Veamos que (x) NU = F. Puesto que F < (z),
la coleccion f = {F ~ {z}|F € F} es base para un filtro G sobre S. En efecto; Puesto
que F < (z), para cada F € F, F # {z} y asi, para cada F € F, F ~ {x} # 0,
Luego () ¢ (. Por otra parte si By = Fy ~\ {x} y By = Fy ~ {z} estdn en 3, entonces
BiN By = (Fy ~{z}) N (Fy~ {z}) = (F1 N Fy) ~ {2} € B. Por otro lado, puesto que si
FeF, F contiene a FF'\ {z} y F € (x), entonces F C (x) NG y si A € (z) NG, entonces
x € Ayexiste F'€ Ftal que F\{x} C A asi F C AU{z} = Ay por tanto A € F luego
(r) NG C F y por consiguiente (x) NG = F.

Ahora, veamos que U C G, con lo cual tendriamos que Y = G y por tanto
UN(z)=GN(x)=F.

Veamos que U C G, es decir, veamos que para cada U € U, existe un B € (3 tal que B C U.
si existe U € U tal que para cada F € F, F ¢ U, entonces para cada F' € F se tiene que
F ¢ U CUU{z} y por tanto U U {z} ¢ F, lo cual contradice que (z) NU < F (pues
UU{z} € (z) NU ya que x € UU {x} y ademas U C U U {z} y por consiguiente de la
propiedad 3 de la definicién de filtro se sigue que U U{z} € U). Asi, se tiene que para cada
U €U existe FF € F tal que F CU C U U {x} y por consiguiente, para cada U € U existe
F € Ftal que F~{z} C U, es decir; U C Gy como U es un ultrafiltro, se tiene que Y = G,
luego (z) NU = (x) NG = F y por consiguiente (x) NU es un co-atomo en F(x).

Ademas, es claro que todo co-atomo en F(x) es de esta forma, pues si F < (x), F no es un
ultrafiltro (ya que de lo contrario F = (z)) y por tanto existe un ultrafiltro U, U # (x) tal
que F C U (pues todo filtro estd contenido en un ultrafiltro (proposicién ??) y ademsds si el
unico ultrafiltro que contiene a F es (x) entonces F = (x) ya que todo filtro es la interseccién
de todos los ultrafiltros que lo contienen (teorema ?7)). Luego como F C (x) NU, entonces
F < {z)NU < (x). Luego si Fepa €s un co-atomo en F(z), Feoar = (x) AU donde U es un
ultrafiltro que contiene a F,,q; distinto de (z).

De lo anterior, tenemos que dado F € F(z), F # (x) = 1, existe un co-dtomo en F(z)

que contiene a F, y por tanto F(z) es co-atémico. [ |

Proposicion 3.2.4. F € F(x) es compacto si, y sblo si, F = (A) para algin A C S tal

que x € A. Consecuentemente (F(z), <) es compactamente generado.
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Demostracion.

Sea F € F(x) y supongamos que F es compacto. Puesto que de la afirmacion (?7) se tiene
que F = \/{(F)|F € F}, entonces \/{{F)|F € F} es un cubrimiento de F y puesto que
F es compacto, existen un ntmero finito digamos Fi, Fs, ..., F, de elementos de F tal que

F < V (F;). Por otra parte, como F es un filtro sobre S, la interseccién finita de elementos
i=1
de F es de nuevo un elemento de F y asi, ([ F;) < F, pero \/(F;) = () F;) (pues si
i=1 i=1 i=1
B € () F;) entonces (| F; C B, y como para cada i € I = {1,2,...,n}, F;, € |J(F}),
, . i=1

=1 =1

entonces B contiene una interseccién finita de elementos de la subbase |J (F;) y por tanto
i=1
(F)) =
i) <

V) < () F)

i=1
Reciprocamente, sea F € F(z) tal que F = (A) para algin A C S tal que x € A, y

(F;), es decir; () F;) < V(F;). Por otra parte, como para cada
i=1 i=1

=
<

/)ﬁ\ﬁ—‘

B € {

i 1

)

F;)), () Fi) es una cota superior de {(F};) | i« € I} y por consiguiente
1 i=1

y por tanto F = ([ F;).

1€ 1,

— I s

sea {F,},er un cubrimiento de F por elementos de F(z), es decir; F, € F(z) para cada

yell'y F <V F = (U F,). Veamos que existe un subconjunto finito I'y C I tal que
vel el
F< V F,.
~v€lo
Puesto que A € F y F < \ F,, existe un subconjunto finito I'y € I' tal que
yerl

N F, CA(pues Ae \/ F,y V F, es el filtro generado por la subbase |J F,). Asi
v€lo yel yel vyel’
(Ay <(U F)=V F,. Esdecir; F < \/ F,y por tanto F = (A4) es compacto.

v€Tg v€Tg v€lp
Ahora, para cualquier G € F(x), tenemos que \/{F € F(z) | F es compactoy F C G} <G
(pues G es cota superior del conjunto {F € F(z) | F es compacto y F C G}), y ademds, es
claro que
{{(G) | G € G} C {F € F(z) | Fescompactoy F C G} y por consiguiente
V{{(G) |G e G} <\/{F € F(zx)|F es compacto y F C G}. Asi, tenemos que

\/{feﬂ(:)s) | F es compactoy F C G} < g:\/{(G> |G € G}
< \/{.7: € F(x) | F es compacto y F C G}

asl, G = \/{F € F(z) | F es compacto y F C G} y por tanto (F(x), <) es compactamente

generado. |



La estructura de (F(x), <)

42

Proposicion 3.2.5. F € F(x) es co-compacto si, y sélo si, F = (A) donde A es algin
subconjunto finito de S que contiene z. Por consiguiente (F(x), <) es co-compactamente

generado si, y sélo si, S es finito.

Demostracion.
Sea F € F(x) co-compacto y sea I' = S ~ {x}. Obsérvese que (S) = A ({z,a}) (pues si
ael

A e A {{z,a}), entonces A € ({x,a}) para cada a € T y por consiguiente, para cada
acl
a € T = S~ {z}, {z,a} C A luego S = J{x,a} < A). Luego
acl
F >(S) = A\ {{z,a}) y puesto que F es co-compacto, existen ay,as, ..., a, € I' tales que
acl

F> N{z,ai}) = (U{z,a;}). Asi (U{z,a;}) C F. Pero cualquier filtro conteniendo a un
i=1 i=1 i=1

subconjunto finito B puede expresarse como (A) para algin A C B (lema ?7). Asi F = (A)

para algin A C |J{z,a;}.
i=1
Reciprocamente, sea F = (A) dénde A = {z = a4, as, ..., a,} y supongamos que F > A F,
yer

donde F, € F(x) para cada v € I'. Puesto que A F, < F = (A), se tiene que para cada
vel
Fe \NF,, FeF=/(A),esdecir; paracada F € A\ F,, AC Fy por consiguiente para
~er yel
cada v € T', podemos seleccionar un F, € F, tal que A C |J F,. Luego para cada a; € A
vyel’

podemos escoger un y; € I' tal que a; € F,, y asi, (A) = F > A\ F,,. Es decir; (A) = F es
i=1
co-compacto.

Si S es finito, cada filtro sobre S es principal (lema ??). En particular; cada F € F(x) es de
la forma (A) donde A es un subconjunto (finito) de S, asi (F(z), <) consiste solamente de
elementos co-compactos y por tanto es co-compactamente generado. Obsérvese sin embargo
que A (A,) = (U A,) para filtros arbitrarios (pues B € A (A,) si, y sélo si, B € (A,)

vel vyel el
para cada v € I', lo cual sucede si, y sélo si, para cada v € I', A, C B, y esto ocurre

si, y s6lo si, |J A, C B, es decir; esto ultimo ocurre si, y sélo si, B € (|J A4,)). Asi,
vyel’ vyer
en particular, los unicos elementos de (£(x), <) que son co-compactamente generados son

los filtros principales (pues si F € F(x) y {Gy = (A,) }er es la coleccién de los elementos

co-compacto de F'(z) que contienen a F, entonces si F = A (A,) se sigue que F = (|J 4,)
yer yerl
y por tanto F es principal). Por consiguiente (F(z), <) no es co-compactamente generado

cuando S es infinito, ya que si S es infinito, no todo filtro sobre S es principal (lema ?7?) y

por tanto, no todo elemento de F'(x) es co-compactamente generado. |
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Proposicion 3.2.6. F € F(x) tiene un complemento G (o es complementado por G) si, y
sélo si, F = (A). En este caso G es unicoy G = ((S~\ A)U{z}). Por consiguiente (F'(z), <)

es complementado si, y sélo si, S es finito.

Demostracion.

El caso A = {x} es trivial (pues en tal caso (A) = 1, (S~ A)U{z}) = {S} =0y
claramente 0V 1 =1y 0 A1 =0), asi que asumamos que {z} C A.

Sea F = (A).Si1G = ((SNA)U{z}), entoncessi Be FNG, AC By (S\A)U{z} C B,
luego AU ((S~A)U{z}) € B pero AU ((S~ A)U{x}) = S y por tanto S = B. Por
consiguiente, si B€ FNG, B=Syasi FAG=FNG=(S)=0. Por otra parte, nétese
que {z} € (FUG) = FVG, pues {x} contiene a la interseccién finita AN((S\A)U{z} = {x}
y por consiguiente FV G = (FUG) = (x). Asi, G = ((S \ A)U{z}) es un complemento de
F = (A).

Para ver que G es tinico, supongamos que G’ es complemento de F = (A). Entonces, puesto

que FV G = (), es claro que G" # (S) ya que (A) # (), ademds se tiene que existe un

numero finito, digamos Hy, Ha, ..., H, de elementos de FUG’ tales que {z} = [ H; (esto se
i=1
tiene ya que FV G’ es el filtro generado por la subbase FUG'), y por tanto (S\A)U{z} € ¢’

(pues si para todo G € G/, G € (S~ A)U{z} entonces, para cada G € G existe y € G tal
que y & (S~ A)U{x}, es decir; para cada G € G’ existe y € G tal que y #x y y € A. Asi,
para cada G € G’ existe y € G tal que {y,z} C GN Ay por tanto toda interseccién finita
de elementos de la subbase F UG’ contiene por lo menos dos puntos, lo cual contradice que
{z} € FV G ). Asi, de la nota (?7) se sigue que (S~ A)U{z}) C G

Por otra parte, si G € G, AUG € (A) = F pues A C AUG,y AUG € G' pues G C AUG,
luego AUG € FNG' y como FAG = (S), entonces GUA = S luego S~ A C G y por
tanto (S N A)U {z} C GU{z} = G. Asi, para cada G € G, (S~ A)U{x} C Gy por
consiguiente G’ C ((S ~ A) U {x}).

De lo anterior, concluimos que G = ((S \ A)U{z}) = G' y por tanto F tiene complemento
unico.

Supongase por otro lado que F no es principal. Sea A = () F. Entonces A # (), pues

FeF
x € F para todo F' € F y por tanto z € A. Supongamos que G es un complemento de F.

Puesto que F A G = {S}, para cada F' € F y para cada G € G se tiene que FUG = §
(pues para cada F' € F,G € G se tiene que FUG € FNG = FANG = {S}). Asi, si

G € G se tiene que para cada F' € F, S~ F C G y por tanto |J (S~ F) C G. Pero,
FEF

UWNF)=S~([) F)=S~\Ayasi, paracada G € G, (S~ A) C G y por tanto para

FEF FeF

cada G € G se tiene que B = (S~ A)U{z} C G. Ahora, puesto que F es no principal, para

cada F' € F se tiene que A ; F (pues si para algun F' € F, A = F entonces F = (A)),
asi para cada F' € F, existe y € F' tal que y € S\ A, y puesto que z € A, entonces y # x.
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Asi, para cada F' € F, existe y € F tal que y € B y y # x. Por lo tanto, puesto que B C G
para cada G € G, cualquier interseccién finita de elementos de F UG contiene por lo menos

dos puntos distintos. Lo cual contradice que F V G = (z).

Por consiguiente, de lo anterior tenemos que (F(z), <) es complementado si, y solo si, todo

filtro F en F(x) es principal, pero esto ocurre si, y sélo si, S es finito (lema ?7). [ |

Concluimos esta seccién con una discusion de la distributividad infinita.

Sea {F,},er una coleccién de elementos de F(x) y sea F € F(x). Veamos que

]:/\(\/]:7):\/(-7:/\?7)

vyel’ yer

es decir; veamos que F N (J F,) = (U (FNF,)).
vyel yer
Si Ae Fn{lJ F,) entonces A € F y existen un numero finito digamos Fi, Fs, ..., F,
vel

de elementos de |J F, tales que (n] F, C A, luego AU ((n] F;) € A. Ahora, para cada
ie{l,2,...,n}, 12§nemos H;, = AZTJl F;, entonces H; € UZ?} para cada i € {1,2,...,n}
(pues F; C H; vy F, € UF,) vy H; € F para cada geé {1,2,...,n}(pues A C H; y
A € F), asi para cada Zeé {1,2,....n}, H, e FN(UF) = UFNF,) y ademas

yel’ vel’
n

NH = NAUFE) =AU (N F) C A. Luego A contiene una interseccién finita de
i=1 i=1 '

= = i=1
elementos de |J (FNF,) y por tanto A € (J(FNF,)) = V(FAF,). De esta forma

~yel yel ~yel

tenemos que FA (\/ F,) < V (FAF,).

vel vyel’
Por otra parte, como para cada vy € I' F, < \/ F,, entonces F AF, < FA(\ F,) para

vyel’ vyer
cada v € I, luego F A (' F,) es cota superior del conjunto {F A F, | v € I'} y por tanto
vyel’

VFANF)<FAV F,). Ast
vyel ~yel’

FAN F) =\ (FAF). (3.1)

vyel’ yer

En particular, de esto y la proposiciéon (?7) se sigue que F(x) es distributivo y por

consiguiente, modular.

Si S es finito (y en consecuencia F(x)) (F(z),<) es infinitamente distributivo, pues todo
reticulo distributivo finito es infinitamente distributivo.

Por otra parte, obsérvese que la desigualdad FV ( A F,) < A (F Vv F,) siempre se tiene,
yel vyel’

pues como para cada vy € I' A F, < F,, entonces F V ( A\ F,) < FV F, para cada
~yel vyel’
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v € I, luego FV (A F,) es cota inferior del conjunto {F V F, | v € I'} y por tanto
yer
FVIANF) < ANFVE).
vyel el
Sin embargo, si S es infinito, la otra desigualdad no necesariamente se cumple, y por

consiguiente (F(z),<) no es infinitamente distributivo, tal y como lo ilustra el siguiente
ejemplo.

Supongamos que S es infinito. Tomemos I' = S y definamos para cada v € T,
Fo={r,z} )y F={AC S|z Ay S~ A es finito}.

Es claro que {F,},er es una coleccién de elementos de F(x) y que F € F(x) (en
el ejemplo (?7) se probo que F € Fil(S) y ademds claramente F C (z)). Ahora, si
v ==z, {z} € FVF, = (x), y para cada v # =z se tiene que S \ {7} € F, luego
para cada v # z, S~ {v},{v,2} € FUUZF, y por tanto {z} € FV F, (pues {z}
contiene la interseccién finita (S ~ {y}) N {v,z}). En cualquier caso, {z} € FV F, ¥y

por tanto {z} € ((F V F,), es decir {z} € A (F V F,). Por otra parte, nétese que
N F,={S} (puegegi A e (N F,, entonces parafz;ia vyel'=S, {y,z} C Ay por tanto
jS’EF: I'= U{r,2} C A, es lezir A = §) y por consiguiente FV ( A\ F,) = F, y puesto que
{z} ¢7€F}" (pues su complemento no es finito), gggonces se tiene que
NFVF)LFVIAF).

yel ~yel
Resumimos los anteriores hechos en la siguiente proposicion:

Proposicion 3.2.7. (F(x),<) siempre es distributivo y por consiguiente, modular.

(F(z), <) es infinitamente distributivo si, y sélo si, S (y por consiguiente F'(x)) es finito.

Lo expuesto anteriormente sirve también para ilustrar que las condiciones de la definicion
?? (a diferencia de las de la definicién ?7) no son equivalente, pues F'(x) es un reticulo

completo en el cual se satisface la condicién i) pero no la condicién ).

3.3. La estructura de (F, <)y de (Pretop(S5), <)

3.3.1. La estructura de (F), <)

Los resultados de la seccién anterior, inducen inmediatamente, los mismos resultados sobre

el reticulo (£, <). Recordemos nuevamente que para § = [[ F., ® = [] G, € F, tenemos
zeS zeS
que § < & si, y sélo si, F, < G, en (F(z), <) para cada x € S. Por otra parte, ntese que

si§ = [] F. € F, entonces para cada F = [[ F, € § se tiene que [[{z} C F (pues para
zeS z€eS €S
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cada v € Sy para cada F, € F,, = € F,), luego si {§, = [[ F. }yer es una coleccién de
z€eS

elementos de F, se tiene que para cadaz € Sy paracaday €I, |J F,, es sub-base para

yer
un filtro sobre S (el cual, ya vimos que pertenece a F(x)), luego de el lema (?7?) se sigue

VeV (e ) -1V

vyel’ vell \z€eS zeS \yel

que

y nuevamente, como para cada v € I' y para cada z € S, \ F,, € F(x), entonces

yerl
[I(V F.) e E.
zeS vel
Por otra parte, como para cada v € I' y para cada z € S, A\ F,, € F(x), entonces
vyel’
As-0(07) -1 (N7 ) T (A=) <=
~yel vell \zeS zeS \yel zeS \yel

También tenemos que el 0 en F es [[ F, donde F, = {S} para cada z € S, es decir;
z€S

[[{S}=0en Fyellen Fes [](x).

S z€S

Ahora si, estudiaremos la estructura de (£, <) a partir de la estructura de (F(x), <) para

cada z € S.

Proposicion 3.3.1. (F,<) es completo, modular y distributivo. Y es infinitamente

distributivo solo en el caso trivial en que S y en consecuencia F' son finitos.

Demostracion.

1. Que (F,<) sea un reticulo completo, se sigue de lo expuesto previamente a la
proposicién y del teorema (?7?), pues el inf (al igual que el sup) de cualquier coleccién

no vacia de elementos de F existe y ademés, F tiene elemento méximo 1 = [] (z), vy
z€S
elemento minimo 0 = [[{S}.
S

2. Sea {§, = ]I F..}yer una coleccién de elementos de F y sea § € F. Entonces,
vel

puesto que para cada x € S y cada v € I se tiene que (por (?7) de la seccién
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anterior), F, A (V F,,) = V (F. A F,,), entonces

vyel vyel

A3 =3~V %)

~yel zeS vyel

=[[FE AN 7))

z€eS vel

=TIV (FEAE))

zeS yel

=V {[F A7)

~vel' zeS

= \/(3/\3’7)

el

De esto concluimos que F es distributivo, y por consiguiente, modular.

3. Puesto que F es distributivo, si S es finito (y en consecuencia F'), F es infinitamente
distributivo.

Ahora, si S es infinito, sea § = [] F, donde para cada = € S, F, es como en el
T€S
ejemplo de la seccién anterior, es decir; F, = {A C S |2 € Ay S~ A es finito}.

De igual manera, tomemos I' = S y para cada vy € I', §, = [[ F,, donde para cada
zesS
vyel, v eS8 F, estambién como en el ejemplo de la secciéon anterior, es decir;

F,. = ({7, x}) paracaday € I', =z € S. Entonces [[ F, € A (FVF,) (donde F, =S

TES vel
para cada x # sy Fs = {s}) pero [[ F, ¢ §=F V(A §,). Luego si S no es finito,
zeS vel’
AGFVE,) £FV (A F,) yporlo tanto F no es infinitamente distributivo. [

yer vyel’

Proposicion 3.3.2. (F,<) es atémico. § = [[ F, € F es un atomo (Fat) si, y sélo si,
zes
existe s € S tal que F, = {S} para todo = # s y Fs es un atomo en F(s).

Demostracion.

Sea s € S. Veamos que § = [[ F, € F donde F, = {S} para todo = # s y F, es un dtomo
€S
en F(s), es un atomo en F.

St e Fy® < Fu = ][ F. donde F, = {S} para todo z # s y Fs es un atomo en
x€S
F(s), entonces G, = {S} para todo = # s (pues para cada x # s F, = {S}) y puesto que

® < Fau, entonces se debe tener que Gy < F, en F(s) (pues G, = F, para todo x # s), pero
como Fy es un atomo en F(s), entonces Gs = {S}. Asi, & = [[{S} = 0 y por tanto § es un
S

atomo en F.

Ahora veamos que F es atomico, es decir; veamos que todo elemento en F diferente de
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0 =[S, contiene un atomo.

S
Sea ® = [[ G, € F, & # 0. Como & # 0, existe s € S tal que G5 # {S}. Ahora, para
TES
x €8S, x # s, tenemos que {S} < G, y para G,, puesto que F(s) es atémico, existe un

atomo Fy € F(s) tal que Fs < Gs. Por lo tanto [[ F, < & donde F, = {S} para todo
zes
x # sy Fses un atomo en F(s) contenido en Gs.

Notese que del hecho que F sea atémico se sigue que todo atomo en F es de la forma
mencionada anteriormente, pues si §, es un atomo en F, F, # 0, y por tanto existe
§ =[] F. € F donde F, = {S} para todo = # sy Fs es un atomo en F\(s), tal que

zeS
0< [] Fo <Faryasi,Fa = [[ Fu- [ |
zeS zeS

Proposicion 3.3.3. (F, <) es co-atémico. § = [[ F, € F es un co-4tomo (Feoat) si, y s6lo
z€eS
si, existe s € S tal que F, = (z) para todo x # s y F, es un co-atomo en F(s)

Demostracion.

Sea s € S, veamos que § = [[ Fr € F donde F, = (x) para todo x # sy F, es un
z€eS
co-atomo en F(s), es un co-dtomo en F.

Si® e FyF = ]] Fo < &, entonces G, = () para todo x # s (pues para cada
zesS
x#s F, = (x))y puesto que F < &, entonces se debe tener que Fy; < G, en F(s) (pues

G, = F, para todo = # s), pero como Fy es un co-atomo en F(s), entonces Gy = (s). Asi,

® = [ (x) =1y por tanto F es un co-dtomo en F.
€S
Ahora veamos F' es co-atomico.
Sea§=[[F.€F, §# [[(z) =1 Como § # 1, existe s € S tal que Fy # (s). Ahora,
zesS zeS
parax € S, x # s, tenemos que F, < () y para F;, puesto que F(s) es co-atémico, existe

un co-atomo F. € F(s) tal que Fy < F.. Por lo tanto § < [[ F. < 1 donde F,, = () para
TES
todo x # s y F. es un co-atomo en F(s) que contiene a Fy. Ahora, tal y como probamos

anteriormente, [[ F. es un co-atomo en F. Luego dado § € F, § # 1, existe un co-dtomo
z€eS
en I’ que contiene a § y por tanto F' es co-atémico.

Noétese que del hecho que F' sea co-atomico se sigue que todo co-dtomo en F es de la forma
mencionada anteriormente, es decir; del hecho que F sea co-atémico se sigue que todo

co-atomo en F es de la forma §eut = || Fr donde para algin s € S se tiene que F, = (z)
€S
para todo x # s y F, es un co-atomo en F(s), pues todo elemento de F esta contenido en

un elemento de esta forma. [ |

Proposicion 3.3.4. § € F es compacto (resp co-compacto) si, y solo si, F, es compacto

(resp co-compacto) para cada z € S'y F, = {S} (resp F, = (x)) excepto para un numero
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finito de elementos de S.

Demostracion.

1. Sea § = [] F. € F y supongamos que § es compacto. Veamos que F, es compacto
z€eS
para cada z € S'y F, = {S} excepto para un numero finito de elementos de S.

Puesto que § = V{(F) | F € §} = V{<xHSFm> | wl;[SFm € 3}y

€
puesto que para cada [[ F, € &, se tiene que ([[ F,) = [](F), entonces
zeS z€S zeS
V{II (Fy) | Fr € Fo Vo € Sy F, = S salvo para un nimero finito de elementos de S}
z€S

es un cubrimiento de §, y como § es compacto, existe un ntimero finito de elementos
de § digamos Fy = [[ F1,,Fo = [] F>,,..., Fn = ][ F., (donde F;, € F, para cada

z€eS zeS z€eS
xeS, i€{l,2,....,n} =1y F;, =S salvo para un nimero finito de elementos de

S) tales que

n

\/<E~> =\V{Ir.) =VIIE) =TTIVE) = T[N F)

1=1 z€S i=1lzeS zeSi=1 zeS =1

5

IN

donde (N F;,) € F(x) paracadaxz € Sy ([ F;,) = {S} salvo para un ntimero finito
i=1 i=1

de elementos de S (pues para cada x € S, y para cada i € I, F;,, =S salvo para un

ndimero finito de elementos de ).

Por otra parte, como § es cerrado para intersecciones finitas, se tiene que [ F; € F,
i=1

luego

(N F) <8, pero (N F5) = (I (N Fi,)) = [I(N Fi.), y ast, §= [ (N Fi,)-

i=1 i=1 zeSs i=1 zesS =1 zes i=1

Ahora, puesto que para cada x € S, ([ F;,) es compacto (proposicién ??) se tiene
i=1

n

que si § = [ F. es compacto, entonces F, = ([ F;,) es compacto para cada z € S
€S =1

y F. = {S} salvo para un numero finito de elementos de S.

Reciprocamente, veamos que si § = [[ F. € F es tal que F, es compacto para cada
z€eS
x € Sy F, = {5} salvo para un nimero finito de elementos de S, entonces § es

compacto.

Primero denotemos por w1, xs, ..., 2, a los elementos de S para los cuales F, # {S},
es decir; {{S}} € {Fur,Fups---,Fu,}. Sea {F,},er un cubrimiento de § por
elementos de F, es decir; §, = [[ F,, € F paracaday € 'y § < V(][] F,).

z€S vel' zeS
Veamos que existe un subconjunto finito I'y C I" tal que

s<Vs&=VJ[7z)=1]V 7.

v€Tlo velp z€S zeS ~€ly
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Para cada i € I = {1,2,...,n} se tiene que F,, < Vwer

1€ I, F, escompacto, para cada i € I existen un subconjunto finito I'; C I" tal que

F..., ¥ puesto que para cada

Fe, <V F,,- Sea I'p = J Ty, es claro que Ty C T' y que Ty es finito (pues es unién

vyel'; el
finita de conjuntos finitos), ademds para cada x € S, F, < \/ F,, pues para cada
~v€lo
iel, Fou < NV F,, <V F ysi{a g{mliel}, Fo={S}< V F..
vely ' yely veTy
Asi § < ' §, y por tanto § es compacto.
~v€lo

.Sea§ =[] F. € F, §# 1y supongamos que § es co-compacto. Veamos que F, es
€S
co-compacto para cada z € S'y F, = (x) excepto para un numero finito de elementos

de S.

Primero veamos que F, es co-compacto para cada x € S.

Sean s € Sy {F,, }yer un co-cubrimiento de F, por elementos de F(s), es decir;
F,, € F(s) para cada v € I'y Fy; > A F,,. Veamos que existen v,...,7, € I tal

vyel’
que Fy > /\ Fi-
i=1
Para cada v € I, sea F,, el elemento correspondiente del co-cubrimiento de F,
y para cada = € S tal que x # s, sea F,, = {S}, y tomemos la coleccién
{8, = [[F.}yer- Es claro que esta coleccién es un co-cubrimiento de § por
i€l
elementos de F; es decir; § > A([[F.) = [I(A F,.), pues para = # s,
~er i€l i€l veT
Fe > /\F}"m = {S} y para s, Fs > /\F F., pues {F,, }yer es un co-cubrimiento
ve e

de F,. Ahora, _como § es co- compacto existen yi,...,7, € I tales que
n

= [[F > /\(H Fr,) = H(/\ F..). Ast, Fg > A F,,. v por tanto F, es
iel i=1 i€l iel i=1 i=1
co-compacto. De lo anterior concluimos que F, es co-compacto para cada z € S.

Ahora, veamos que F, = (x) salvo para un numero finito de elementos de S.

Puesto que § = A{Tcoat € F | § < Feoat} ¥ T €8 co-compacto, existe un nlimero finito

de co-dtomos que contienen a §F digamos Tl i, Fooats - - - » S out, tales que F > /\ T ot

Por otra parte, como para cada i € {1,2,...,n}, § C §’,., entonces § < /\ ot Y
i=1

por tanto § = /\ ' ui- De lo cual se sigue que F, = (x) salvo para un ntimero finito
de elementos de S

Reciprocamente, veamos que si § = [[ F, € F es tal que F, es co-compacto para
zeS
cada x € S'y F, = (x) salvo para un nimero finito de elementos de S, entonces § es

co-compacto.
Primero denotemos por x1, xs, ..., x, a los elementos de S para los cuales F, # (z),
es decir; Fy, # (x1),Fpy # (€2), ..., Fu, # (Tn). Sea {§,}yer un co-cubrimiento
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de § por elementos de F, es decir; §, = [[F, € F para cada v € T' y
x€S
§> A (I F,.)- Veamos que existe un subconjunto finito I'y C I" tal que

5> A3 = ANII7)=TICA 7).

v€Tg ~vely z€S zeS el

Para cada i € I = {1,2,...,n} se tiene que F,, > A er

1€ 1, F,, es co-compacto, para cada ¢ € I existen un subconjunto finito I'; C I" tal

F..., ¥y puesto que para cada

que F,, > A ]—"%,2_. Sea I'g = J I, es claro que 'y C I" y que I'y es finito, ademas

vel; i€l
para cada x € S, F, > A F,, puesparacadai € I, F,, > N F, > \V F,.
~v€Tlo ~v€El; ~v€Tlo
ysi{e} € {e; |iel}, Fo=()> NF,. AsiF> A §, y por tanto § es
~v€lo ' 7€l
co-compacto. n

Proposicion 3.3.5. (F, <) es compactamente generado.

Demostracion.
Sea § = [[ F. € F. Primero veamos que para cada F € F, (F) = [](F;) es compacto.
z€S z€S

Para cada =z € S, (F,) es compacto en F(x) (proposicién ?7?), y como F € §,
F, = S salvo para un numero finito de elementos de S, es decir; (F,) es compacto para
cada x € Sy (F,) = {S} salvo para un nimero finito de elementos de S y por tanto
(Fy = [] (F) es compacto.

zes
Ahora, \/{® € I’ | & es compactoy & C F} < § (pues § es cota superior del conjunto

{& € F' | 8 es compacto y & C F}), y ademds, es claro que
{F) | F € F} C {& € F | Gescompactoy ® C F} y por consiguiente
V{(F) | FeF} <V{& e | ® es compactoy & C §}. Asi, tenemos que

\/{® € F | & es compacto y & € §} < § = \/{(F) | F € §}
S\/{@EE\@G}S compacto y & C §}

luego § = \V{® € F | & es compactoy & C F} y por tanto (F, <) es compactamente
generado. ]

Proposicion 3.3.6. (F, <) es co-compactamente generado si, y sélo si, S es finito.

Demostracion.
Si S es finito, F(z) y en consecuencia F | son finitos y por tanto, si § € F, entonces § es
co-compacto, pues cualquier co-cubrimiento de § es finito. Por consiguiente, si S es finito,

(£, <) es co-compactamente generado.
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Ahora, puesto que si S es infinito los tunicos elementos de F(x) que son
co-compactamente generados son los filtros principales, entonces los tinicos elementos de
F' que son co-compactamente generados son los productos de filtros principales en F(z) y
por consiguiente, si S no es finito (£, <) no es co-compactamente generado. |
Proposicion 3.3.7. § = [[ F. € F tiene un complemento & = [] G, en F si, y sélo si

zes zes
F. v G, son complementarios en F(z) para cada x € S.

Demostracion.
Sea § = [[F. € F, si & = []G, es un complemento de F, entonces
€S x€S
1= 1J[{x) =FVv6& = [[(F.VG,) y por tanto para cada x € S, F, V G, = (x).
TES z€S
Por otra parte, como 0 = [[{S} = FA & = [[(F. A G.), entonces F, A G, = {S} para
S x€S

cada = € S. Asi, F, y G, son complementarios para cada x € S.

Reciprocamente, si para cada z € S, F, y G, son complementos, entonces para cada

x €S, F, VG, = () y Fa NG, = {S}, luego §V& = [[(F.VG) = [[(x)y
z€S z€S

SANG = [[(F:ANG:)=]1[{S}, y por tanto § y & son complementarios en F'. [ |
z€S S

Proposicion 3.3.8. (F,<) es complementado si, y sélo si, S es finito. En este caso cada

elemento § € F tiene un tnico complemento.

Demostracion.
§ = [] Fx € F tiene un complemento & = [[ G, en F si, y s6lo si F, y G, son
zeS €S

complementos en F'(z) para cada x € S pero esto ocurre si, y sélo si, para cada x € S, todo
elemento en F(x) es principal (proposicién ?77?), lo cual sucede si, y sélo si, S es finito (lema
?7?). Por tanto, F es complementado si, y s6lo si, S es finito, y esto ocurre si, y sélo si, para

cada § € F, § es principal, es decir si, y sélo si, para cada § € F, § = [] (4,). En tal
TES
caso, el complemento de §F es tinico y es & = [[ ((S\A) U {z}) pues ((S\A,) U{z}) es el
x€S
unico complemento de (A,) en F(x). [

3.3.2. La estructura de (Pretop(S), <)

De los hechos que, un isomorfismo “envia” y “devuelve” reticulos completos en
reticulos completos (proposicién ?7?), atémicos (resp co-atémicos) en atémicos (resp
co-atémicos), complementados en complementados (proposicién ?7?), reticulos modulares
en reticulos modulares, distributivos en distributivos, infinitamente distributivos en

infinitamente distributivos (proposicion ??) y reticulos compactamente generados
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(resp co-compactamente generados) en reticulos compactamente generados (resp
co-compactamente generados)(proposicion ?7) entonces, usando el isomorfismo ¢ del
teorema (?7), y las proposiciones de la sub-seccién anterior, tenemos inmediatamente el

siguiente resultado sobre (Pretop(S), <) :

Teorema 3.2. (Pretop(S),<) es siempre un reticulo completo, modular, distributivo,
atémico, co-atémico y compactamente generado. Es complementado ( y en cuyo caso es
tnicamente complementado), co-compactamente generado e infinitamente distributivo si, y

s6lo si, S es finito.

Demostracion.

Se sigue de lo expuesto previamente al teorema. [ |

En [?] hacen una breve discusién sobre el reticulo de las pretopologias. Aunque no
utilizan producto de filtros, alli no hacen ninguna discusion acerca de la modularidad
ni de la distributividad ni la distributividad infinita, ni sobre los elementos compactos,
co-compactos ni los complementados y tampoco sobre si el reticulo es o no, compactamente

generado o co-compactamente generado.

Para concluir veamos como es el cero (0 = py), el uno (1 = py), los dtomos, los co-atomos,
los elementos compactos, los elementos co-compactos y los elementos complementados en
(Pretop(S), <), al igual que el sup y el inf de cualquier coleccién de elementos de Pretop(.S).
Para esto, usaremos las proposiciones de la subseccién anterior, las proposiciones (77),(?7)
y por supuesto, el isomorfismo ¢.

Recuérdese que para p,q € Pretop(S), tenemos que p < ¢ < ¢(A) C p(A) para cada
ACS.

El cero (py) y el uno (p;)

Del lema (?7) tenemos que si p € Pretop(S), A C S y x € S, entonces
rep(A) & VNA#D, para cada V € V().

Del hecho que un isomorfismo “envia” y “devuelve” el 0 en el 0 y el 1 en el 1 (corolario
??), y del isomorfismo ¢, se sigue que el cero “py” es la pretopologia que tiene como filtro
de vecindades para cada z € S, la coleccion V,(z) = {S}.

Luego del lema ?? tenemos que para cada

A C Syparacadaxz € S, x € py(A). Asi, el cero es la funcién py : P(S) — P(S)
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definida por:

0 si A=10,
Do(A) = Sl'
S si A0

De igual forma, tenemos que el uno “p;” es la pretopologia que tiene como filtro de
vecindades para cada x € S, la coleccion V,(z) = (z) = {AC S|z € A}.
Luegosi AC S, x € 5 se tiene que

rep(A) < VNA#D paracada Ve (x) (lema ?7)
s {a}nNA#£D
& e A

Asi, el uno es la funcién p, : P(S) — P(S) definida por
p1(A):= A paracada ACS.

Los atomos y los co-atomos.

Veamos como son los atomos.

Tenemos (nuevamente del isomorfismo ¢, la proposicién (??) y del hecho que un isomorfismo
“envia” y “devuelve” &tomos en dtomos y anti-dtomos en anti-dtomos (proposicién ?7?))
que p € Pretop(S) es un dtomo si y sélo si, existe s € S tal que p tiene como filtro de
vecindades para cada x # s la coleccién V,(z) = {S} y para s, V,(s) = {5,5 \ {a}}
donde a # s. Veamos como es esta funcién.

Sea ) # A C S. Entonces, si 2 € S\ {s} se tiene que = € p(A) pues si x # s, el tinico
elemento en V,(z) es Sy SNA=A#0. Asi, S~ {s} C p(A). Ahora, para s tenemos que
sep(A) e VNA#D paracada V €{S, S~ {a}} (lema ?7)

& (S\{a})NA#£D
& AN{a} #0
< A#{a} (pues A#£0D).
Luego tenemos que los &tomos en Pretop(S) son precisamente las funciones
Pas : P(S) — P(S) definidas por:
0 si A=10,
Pas(A) = ¢ S~ {s} si A={al,
S si A£{a}y A#0
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donde s y a son dos puntos distintos en S.

Ya habfamos mostrado que estas funciones son pretopologias (ejemplo (?7)).

Veamos como son los co-atomos.

Tenemos que (del isomorfismo ¢, la proposicién (??)y la proposicion (?7?)), p € Pretop(S)
es un co-atomo si y solo si, existe s € S tal que p tiene como filtro de vecindades para
cada x # s la coleccion V,(z) = () ={AC S|z € A} yparas, V,(s)=UN/{s) donde
U es un ultrafiltro distinto de (s). Notaremos a los co-dtomos por psy para recalcar que

dependen de un punto y un ultrafiltro.

Claro, no es facil visualizar como es esta funcién, pues en realidad, depende de dos

ultrafiltros diferentes.

Noétese sin embargo que los co-dtomos en Pretop(S) son topologias sobre S, tal y como

probamos a continuacién.

Proposicion 3.3.9. Si psy es un co-dtomo en Pretop(S), entonces p,y es una topologia
sobre S.

Demostracion.

Sea psy € Pretop(S) un co-atomo. Veamos que para cada x € S, el filtro de vecindades
Vp. () satisface la propiedad (F'V4) de la proposicion (77).

Si psy € Pretop(S) es un co-atomo, entonces para cada x € S tal que x # s se tiene que si
V €V, (x) = (r) entonces V' =V N {s} €V, ,(v), ysiy € V' entonces y € V y y # s.
Luego V,,,,(y) = (y) y por tanto V €V, (y).

Por otro lado, para s, se tiene que V,_,(s) = U N (s) donde U es un ultrafiltro distinto de
(s). Luegosi V €V, ,(s),yy €V, entonces VeV,  (y) puessiy#s, V,  (y)=(y)y
si y = s, claramente V €V, (y) = Vp, ().

Por consiguiente, para cada z € S, se satisface que:

siV eV, (v),existe V'€V, ,(v) (V =V {s}siz#syV' =Vsiz=s)tal que
para cada y € V' se tiene que V € V,_, ().

Luego de la proposicién (?7) se tiene que psy es una topologia sobre S. |

El sup y el inf

Sea {p- },er una coleccién de elementos de Pretop(S). Veamos como es A p.. Denotaremos
el
al inf de esta coleccién por pa,..

Afirmamos que py. @ P(S) — P(S) es la pretopologia definida por pr.(4) = U p,(4)
vyerl
para cada A C S.
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Primero veamos que J p, es una pretopologia sobre S.

el
Es claro que pa.(0) = U py,(0) = 0 (pues p,(0) = 0 para cada v € T') y que
el
A C pa(A) = Up(A). Sean A, B C S, entonces, como para cada vy € T,

vel
py(AUB) = p,(A) Up,(B) (pues p, € Pretop(S) para cada v € I'), se tiene que

pr(AUB) = |Jp,(AUB)

el

= U (py(A) Upy(B))

vyel’

= (Up.c)uUpr(B)

yel vyel’

= Par (A) U Phr (B)

Por consiguiente p,. € Pretop(S).

Ademas, es claro que p,(A) C pa.(A) para cada A C S, y para cada v € I'. Luego p. < p,
para cada v € I'. Por otra parte, si ¢ € Pretop(S) es tal que ¢ < p, para cada v € T,
entonces para cada v € I' y para cada A C S, se tiene que p,(A) C ¢(A) y por tanto
U p,(A4) C ¢(A) para cada A C S, es decir; pr.(A) C g(A) y por consiguiente g < p.. Asi

vyer
/\p’Y = p/\["
vyel’

Ahora veamos como es el sup, al cual denotaremos por py,..

Del isomorfismo ¢ tenemos que py,. es la pretopologia que tiene como filtro de vecindades

para cada z € 5, la coleccién V,, (z) =\ V,, (z) = (U V), (7)) donde V), () es el filtro de
vyel’ vyel’

vecindades de cada x en p,.
No es sencillo visualizar esta funcién, aunque de la proposiciéon (??) sabemos que esta
funcion esta definida por:

pur(A) :={x €S| ANV # () para cada V € <U Vp, ()}

vel

Claro, puesto que para cada v € I y para cada = € S se tiene que

Vo, () € Vp, (z) = (U Vp, (7)), de la proposicién (??) se sigue que p, < py,. para cada
yerl
v € T' y por tanto py,. es cota superior del conjunto {p, | v € I'}. Por otra parte, si

q € Pretop(S) es tal que p, < ¢ para cada v € I', entonces para cada v € I' y para
cada z € S, V, () € V,(z) (nuevamente de la proposicién (??)), luego para cada

r e S, (UW(x)) € V() y por tanto py, < q. Asi, py. es la menor de las cotas
vel
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superiores del conjunto {p, | v € I'} y por tanto

\/pw = Pvr-

vyel

En resumen, dada cualquier coleccion {p, },er de elementos de Pretop(S), se tiene que el
A p- es la funcion p,,. : P(S) — P(S) definida por

vel

Pap(A) = U p,(A) para cada A C S.

vel’

y el \/ py es la funcién py,. : P(S) — P(S) definida por
el

pup(A)={z €S| VNA#0, paracada V € (U Vp,(x))} para cada A C S.

vyel’

Elementos compactos, co-compactos y complementados.

Sobre los elementos compactos en Pretop(S) (del isomorfismo ¢ y del hecho que un
isomorfismo envia y devuelve compactos en compactos y co-compactos en co-compactos
(proposicién (?7))), podemos decir que p € Pretop(S) es compacta si, y sblo si, p tiene
como filtro de vecindades para cada xz € S la coleccién V,(z) donde V,(z) = (A,) para cada
x €S,y A, = S salvo para un ntmero finito de elementos de S (A, es un subconjunto de

S que contiene a z ).

De igual forma p € Pretop(S) es co-compacto si, y sélo si, p tiene como filtro de vecindades
para cada x € S la coleccién V,(z) donde V,(x) = (A,) (donde A, es un subconjunto finito
de S que contiene a x ) para cada z € S, y A, = (x) salvo para un nimero finito de

elementos de S.

De la misma manera del isomorfismo ¢, la proposicién (??) y la proposicién (?7), podemos
decir que p € Pretop(S) es complementada, si y sélo si, p tiene como filtro de vecindades
para cada z € S la coleccién V,(x) = (A,) donde para cada z € S, A, es un subconjunto
de S que contiene a x. En tal caso la pretopologia ¢ que tiene como filtro de vecindades

para cada x € S, la coleccién V,(z) = ((S \ A;) U {x}), es un complemento de p.
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